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Resumo

O presente trabalho tem como principal objetivo estudar as funcgoes hiperbdlicas
através dos conceitos e propriedades da hipérbole. Apresenta-se uma revisao sobre angulos
trigonométricos e fungoes trigonométricas de maneira conveniente ao uso na sequéncia
do trabalho. Faz-se um estudo sobre hipérbole, descrevendo seus principais elementos e
propriedades, a exemplo de suas equacoes na forma canonica e na forma de equagao do
segundo grau. No caso especifico da hipérbole de equagao xry = a, define-se rotacao, setor e
angulo hiperbdlicos e estuda-se propriedades como preservacao de area de triangulo sobre a
hipérbole e de setor hipérbolico. Realiza-se um estudo das fungoes hiperbdlicas, apresentando
as definicao do seno, cosseno e demais fungoes hiperbdlicas e suas propriedades, a exemplo
das relagoes de soma de angulos hiperbdlicos, que sao tratadas com e sem a utilizagao de
fungoes exponenciais.

Palavras-Chave: Funcoes trigonométricas, Hipérbole, Rotagao hiperbdlica, Angulo
hiperbdlico, Funcgoes hiperbdlicas.

viil



Abstract

This work has as main objective to study the functions through the concepts and
properties of hyperbole. We present a review on trigonometric angles and trigonometric
functions in a convenient way for use in the work. A study is made of hyperbole, describing
its main elements and properties, such as its equations in canonical form and in the form
of equation of the second degree. In the specific case of the hyperbola of equation xy = a,
it is defined rotation, hyperbolic sector and angle, and properties such as the preservation
of a triangle area on hyperbole and hyperbolic sector. A study of the functions hyperbolic,
presenting the definition of sine, cosine and other hyperbolic functions and their properties,
like the hyperbolic angle summing relations, which are treated with and without the use of
exponential functions.

Key-Words: Trigonometric functions, Hyperbola, Hyperbolic rotation, Hyperbolic
angle, Hyperbolic functions.
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Introducao

As funcoes hiperbdlicas sao comumente estudadas em cursos de calculo diferencial e
integral e apresentadas geralmente sem qualquer evidéncia de relagao com uma hipérbole.
Veja por exemplo o relato retirado do livro do James Stewart [4] na introdugao das fungoes
hiperbdlicas:

“Certas combinacoes das fungdes exponenciais e* e e~ surgem frequentemente
em matematica e suas aplicagoes e, por isso, merecem nomes especiais. Elas
sao analogas de muitas formas as fungoes trigonométricas e possuem a mesma
relacao com a hipérbole que as fungoes trigonométricas tem com o circulo. Por
esta razao sao chamadas funcgoes hiperbdlicas, particularmente seno hiperbdlico,
cosseno hiperbélico e assim por diante”.

’

E dessa maneira que a maioria dos livros de Célculo I inicia a sua abordagem ao tema
“Fungoes Hiperbodlicas” (veja por exemplo: [1, 4, 5]). Em seguida, sem mostrar de fato a
relacao existente com a hipérbole, sao definidas as fungoes hiperbélicas com o uso de fungoes
exponenciais. Sao apresentadas algumas identidades, suas derivadas e integrais, esbocados
os graficos das funcoes e, finalmente, sao definidas as fungoes hiperbdlicas inversas. Esse tipo
de abordagem ao tema, como sera visto, facilita a verificacao das propriedades e identidades
das funcoes hiperbdlicas e todas as demais interpelagoes do Calculo, como o estudo das
derivadas e integrais dessas func¢oes. Todavia, muitas vezes se torna incompreensivel para o
aluno, por exemplo, juntar palavras como seno e hipérbole para nomear um (e* —e*)/2. O
presente trabalho visa estudar as fungoes hiperbdlicas através dos conceitos e propriedades
da hipérbole e mostrar que satisfazem um ntumero de propriedades que sao andlogas as
conhecidas propriedades trigonométricas. Acreditamos que com esse tratamento ao tema,
seja possivel iniciar a abordagem as fungoes hiperbdlicas, sem o uso das fungoes exponenciais,
ainda no ensino médio quando o aluno ja estd familiarizado com os conceitos de funcoes
trigonométricas e de geometria analitica (em particular, a hipérbole). Alternativamente,
o presente trabalho pode ser utilizado como material de consulta para uma introducao ao
estudo das funcoes hiperbdlicas.

Para efeitos didaticos, nosso trabalho sera dividido em quatro capitulos que terao a
seguinte estrutura:

No Capitulo 1, apresentamos uma revisao sobre angulos trigonométricos e funcoes
trigonométricas (conteidos facilmente encontrados em [1, 2, 4], por exemplo, e tantos

x1



Introducao

outros textos disponiveis na literarura). Conceituamos angulo trigonométrico de forma
relativamente diferente da usual, através da relacao de angulo trigonométrico com a area
de setor circular. As funcoes trigonométricas sao definidas no circulo unitério X2 + Y2 =1,
através de relagoes entre as coordenadas dos pontos do circulo. Por fim, as principais
identidades das funcoes trigonométricas, inclusive as relativas a soma de angulos, sao
apresentadas e demonstradas através das propriedades da semelhanca de triangulos, em
uma construgao no circulo.

O Capitulo 2 é dedicado ao estudo da hipérbole e suas propriedades. E apresentada uma
definicao de hipérbole no plano e expostos seus principais elementos, como: focos, vértices,
eixo focal, eixo nao focal e assintotas; e conceituada a hipérbole equilatera. Sao exibidas
equagoes da hipérbole na forma canonica e na forma de equagao do segundo grau e tracados
os respectivos graficos. Em uma rotagao de eixos no plano cartesiano, sao apresentadas as
equacoes de transformagao das coordenadas dos pontos em um sistema inicial a um novo
sistema. Definimos Rotacao Hiperbdlica e, particularmente, aplicamos os seus efeitos no
estudo da hipérbole de equacao xy = a, verificando algumas de suas propriedades, como por
exemplo: preservacao de area de triangulo no plano, ponto médio e preservacao de area de
setor hiperbdlico.

O Capitulo 3 é destinado ao principal objetivo de nosso trabalho que é o estudo
das funcgoes hiperbdlicas através dos conceitos e propriedades da hipérbole. Inicialmente,
definimos angulo hiperbdlico e apresentamos, apés uma rotacao hiperbdlica na hipérbole
xy = (1/2), as propriedades de preservagao de angulo hiperbdlico e das relagoes de segmentos
tomados de maneira conveniente. Na hipérbole unitdria X? — Y? = 1, sao apresentadas
as definicao do seno, cosseno e demais funcgoes hiperbodlicas, de maneira analoga a que foi
feita no Capitulo 1 para a definicao das funcoes trigonométricas, em um circulo unitario
X?24Y?% = 1. As principais identidades, inclusive as relativas a soma de angulos hiperbdlicos,
sao apresentadas e verificadas através de relagoes de semelhanca de triangulos, em uma
construcao na hipérbole.

O Capitulo 4 apresenta a relacao entre as fungoes hiperbdlicas definidas por angulo
hiperbdlico e as fungoes exponenciais e e e~ ®. Isso possivelmente explica porque sao
comumente encontradas nos diversos livros de calculo diferencial e integral, as defini¢oes
das funcoes hiperbdlicas muitas vezes sem mencao a hipérbole. A apresentacao inicia-se
com a utilizacdo de uma integracao simples, obtendo a férmula do calculo da area de um
setor hiperbdlico, que relaciona o logaritmo neperiano com as coordenadas dos pontos da
hipérbole. A partir de uma rotacao de eixos, obtemos as coordenadas, nos sistemas xQy
e XOY, dos pontos da hipérbole que delimitam o setor hiperbdlico e aplicamos na relacao
obtida no céalculo da area de setor hiperbdlico. Dessa forma, as fungoes hiperbdlicas passam
a ser expressas como combinagoes das fungoes exponenciais e* e e™*. Finalmente, algumas
identidades e relagoes de soma de angulos hiperbdlicos sao tratadas com a utilizacao das
fungoes exponenciais.

x1i



Capitulo 1

Funcoes Trigonométricas

Neste capitulo apresentaremos os conceitos e propriedades das fungoes trigonométricas
que darao ao leitor maior familiaridade com as notacoes utilizadas, além de servirem de
suporte para o tema principal deste trabalho.

1.1 Angulos e Funcées Trigonométricas

1.1.1 Angulos Circulares

Considere a circunferéncia unitéria X2 +Y?2 = 1 de centro O, no plano cartesiano XOY
(Figura 1.1):

Figura 1.1: Angulo Circular



Capitulo 1 Funcoes Trigonométricas

Definicao 1.1. Sejam A e M pontos na circunferéncia unitdria X? +Y? = 1. A regido
delimitada pelos segmentos OA e OM e pela parte do circulo compreendida entre A e M
(arco AM ) € chamada de setor circular.

Sejam A e M pontos na circunferéncia unitaria. O angulo circular € entre os raios OA
e OM ¢ definido usualmente como sendo o comprimento do arco AM. Embora essa seja
uma das maneiras mais comuns para definir angulo circular, como a area da circunferéncia
unitaria é 7 e o arco de uma volta completa mede 27, usaremos a seguinte forma equivalente:

Definicao 1.2. Dados A e M pontos na circunferéncia unitdria, definimos o angulo circular
0 entre os segmentos OA e OM como sendo duas vezes a drea do setor circular determinado

por A, O e M.

Observagao 1.3. Suponha a a medida da drea do setor circular AOM . Aplicando uma regra
de trés simples, notamos que 2ma = 0w, consequentemente, 6 = 2a ou a = g. Desse modo,
o angulo 0 pode ser entendido como sendo um setor circular de drea g. Se a circunferéncia
nao fosse unitdria a medida do angulo seria 6 = 27“

Exemplo 1.4. Um dngulo 0 = %, em uma circunferéncia unitdria, corresponde a um setor
circular de drea igual a .

Exemplo 1.5. Um setor circular de drea igual a T, em wma circunferéncia unitdria,

4
corresponde a um angulo 0 de medida 37“

1.2 Funcoes Trigonométricas

As funcoes trigonométricas sao funcoes angulares, importantes no estudo dos triangulos
e na modelacao de fendmenos periédicos. Podem ser definidas como razoes entre dois lados
de um triangulo retangulo em funcao de um angulo ou, de forma mais geral, como razoes de
segmentos ou de coordenadas de pontos no circulo unitario.

Considerando o setor circular AOM (Figura 1.2), para definir as fungdes seno e cosseno,
tracemos por M uma perpendicular ao eixo OX, determinando P no segmento OA.

Definicao 1.6. Definimos as fungoes seno e cosseno, respectivamente, por

PM oP

senezm e COSQZ@.

Lembrando que no circulo unitario o raio OA = 1, podemos escrever também

senf = PM e cosd = OP.

Exemplo 1.7. O seno de um angulo 0 de medida % € igual a %
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Capitulo 1
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Figura 1.2: Angulo Circular a partir do eixo OX

Figura 1.3: Angulos Circulares Iguais



Capitulo 1 Funcoes Trigonométricas

Observacao 1.8. Note que, na definicao das fungoes trigonométricas seno e cosseno,
consideramos um setor circular particular, com o segmento OA sobre o eixo OX. Observe
que, apesar disso, nao hd perda de generalidade caso se considere um outro setor circular
na mesma circunferéncia (Figura 1.3). Com efeito, considere um setor circular AOM' da
circunferéncia X2 +Y? =1, de mesma drea que o setor circular AOM . Agora, tracando por
M'" uma perpendicular ao segmento OA’, determinamos o ponto P'. Temos que

P'M" PM or"  OP
OA" ~ 0A ‘ OA' ~ OA
De fato, note que (Figura 1.3) os triangulos OPM e OP'M’ sao iguais pelo critério de

igualdade de triangulos “ALA” (o lado OM = OM' =1 e os angulos POM = P'OM’' = 0
e OMP =OM'P' =% —0). Dessa forma, além de OA = OA' = 1, temos que

PM = P'M ¢ OP = OP'
e consequentemente,
g M _ PM ,_ 0P _op
sent) = —— = —— e cost = = —.
OA” — OA OA’ — OA

Com as funcoes seno e cosseno definidas, podemos definir as demais fungoes
trigonométricas. Considere a Figura 1.4.

Y

Figura 1.4: Definicao da Tangente

Definicao 1.9. Definimos as funcoes tangente, secante, cossecante e cotangente,
respectivamente, por
sen ¢/ 1 1 cosf

tgd = —— sec = csch = e cotg f =
& cos@’ cosf’ sen 6 &

senf’
onde assumimos que os denominadores sao nao nulos.

4



Capitulo 1 Funcoes Trigonométricas

As funcoes trigonométricas definidas possuem as seguintes propriedades:

Propriedade 1.10. tan = AT, onde T ¢ o ponto de intersecao entre as retas determinada
pelos pontos O e M e a tangente a circunferéncia no ponto A (veja Figura 1.4).

Demonstracao. De fato, pela semelhanca entre os triangulos OPM e OAT, concluimos
que:

PM AT
OP OA
Sendo OA =1,
senf PM
— = —— = AT. 1.1
tan cos oP (1.1)
]

Propriedade 1.11. sen? + cos? 60 = 1.

Demonstracao. De fato, utilizando as coordenadas do ponto M (X = OPeY = PM) e
substituindo na equacao da circunferéncia unitdria X? +Y? = 1, temos que:

X?+Y?=(0OP)>+ (PM)* =1.

Logo,
cos? 0 + sen’0 = 1. (1.2)

Propriedade 1.12. 1+ tan?6 = sec? 6.

Demonstragao. De fato, dividindo ambos os membros da Equacao (1.2) por cos? 6, temos
que

m sen?0 1
cos2f  cos?f’
ou seja,
1+ tan® 0 = sec? 0. (1.3)
|

Propriedade 1.13. cot?6 + 1 = csc? 6.

Demonstragao. De fato, dividindo ambos os membros da equagao (1.2) por sen? 6, temos

cos? 6 1o 1
sen26 ~ sen26’
isto é,
cot?d + 1 = csc? 6. (1.4)



Capitulo 1 Funcoes Trigonométricas

1.3 Soma de Angulos e Funcgoes Trigonométricas

Nesta segao serao apresentadas as fomulas de adicao para as fungoes trigonométricas.
Mostramos na secao anterior que movendo o angulo € formado pelos raios OA e OM para a
posicao dos raios OA" e OM’, respectivamente (Figura 1.3), temos que

P PM oP'_op
OA"  OA OA"  OA

Propriedade 1.14 (Identidades trigonométricas da soma). Dados dois angulos circulares
a e (3, temos que

senf = e cosf =

sen(a + f) = sena cos  + senf cos « (1.5)

cos(a + ) = cos avcos f — sena senf. (1.6)

Demonstracgio. Sejam os angulos AOM = o ¢ MOM' = § (Figura 1.5) e facamos uma

Y
i - /

Figura 1.5: Soma de Angulos Trigonométricos

construgao com os seguintes passos:

1. Tracamos um reta por M e outra por M’, ambas paralelas ao eixo OY', determinando
os pontos P e (), respectivamente, no eixo OX;

2. Tracamos uma reta por M’ perpendicular ao raio OM, determinando o ponto P’ em
OM;

3. Tracamos duas retas por P’: uma paralela ao eixo OX determinando o ponto D de
intersecao com o segmento QM’ e outra paralela ao eixo OY, determinando o ponto
K no eixo OX.



Capitulo 1 Funcoes Trigonométricas

Pela definicao das funcoes seno e cosseno, temos que
sena = PM, cosa=O0P, senf=PM, cosf=O0OPF,

sen(a+ ) =QM" e cos(a+ ) =0Q.

Note que os triangulos OPM e OK P’ sao semelhanes pois ambos sdo retangulos e tém um
angulo em comum. Os triangulos OPM e DP' M’ também sao semelhantes, pois ambos
sao retangulos e os angulos MOP e P'M’'D sao iguais, pois sao angulos com os lados
reciprocamente perpendiculares. E evidente que, pela Figura 1.5:

sen(a+8)=QM =KP' + DM e cos(a+p3)=0Q=O0K—DP'.

Da semelhanca dos tridangulos OPM ¢ OK P, deduzimos que

/

KP  PM , _OP

/

or ~om M =omt™
e /
OK OP or
or ~on % =om"
Da semelhanca dos triangulos OPM e DP'M’, teremos
DM oOP , P'M
Par —om o PM =g or
e / ’ !
DP PM . PM
Par —om - PP =M
Como P'M’ OP
PM =sena, OP =cosa, O =senf e oM = cos 3,
temos que
sen(a+ ) = KP' + DM = sena cos 8 + senf cos a
e

cos(a + ) = OK — DP' = cosacos 3 — senasen.

u
Usando as Relagoes (1.5) e (1.6) e de (1.1) e (1.2), podemos deduzir outras identidades
da trigonometria.

Propriedade 1.15.

tan o + tan 3
t = . 1.
an(a + f) 1 —tanatanf (17)




Capitulo 1 Funcoes Trigonométricas

Demonstragao. De (1.5) e (1.6) e pela definicao de tangente, temos que

sen(a 4+ )  senacos f + senf cosa

tan(a + B) = (1.8)

cos(a+ ) cosacos 3 — senasen’

Dividindo por cos acos 8 o numerador e o denominador da ultima fracao do lado direito de
(1.8), obtemos a Equagao (1.7). |

Observagao 1.16. Se a = 3, das relagoes (1.5), (1.6) e (1.7), obtemos

sen2a = 2sena cos f3, (1.9)
cos 2a = cos® a — sen’a (1.10)
‘ 2t
an o
tan 200 = ———. 1.11
WET T tana (1.11)

Propriedade 1.17 (Identidade trigonométrica da diferenca). Dados dois angulos circulares
a e [, temos que
sen(a — ) = senacos B — senf cos (1.12)

cos(av — 3) = cos v cos § + senasenf (1.13)

_ tana —tanf
~ l4tanatan g’

tan(a — B) (1.14)

Demonstragao. Multiplicando (1.5) por cos 5 e (1.6) por sen3 e subtraindo o resultado,
encontramos
sena = sen(a + ) cos B — cos(a + 5)senps. (1.15)

Multiplicando (1.5) por senf e (1.6) por cos 8 e somando o resultado, encontramos

cos o = cos(a + [3) cos f + sen(a + [)senf3. (1.16)

Nas expressoes (1.15) e (1.16) substituindo (a + ) por « e a por (o — [3), obtemos (note
que 2a =a+a=(a+ )+ (a—pP)):

sen(a — ) = sena cos B — senf cos «

cos(a — ) = cosa.cos 3 + senasenf.

Dividindo, membro a membro, (1.12) por (1.13), obtemos

_ tana —tanf3
~ l+tanatanf’

tan(a — ()



Capitulo 1 Funcoes Trigonométricas

Propriedade 1.18. Relagoes de seno, cosseno e tangente em funcdo da tangente do angulo

metade:
2tan &
— £ (1.17)

2
2 (1.18)
2

Demonstracao. Das equagoes (1.3), (1.9) e (1.11), obtemos

Q a
. Qa o seny o O a 1 B 2tan §
sena = 2sen— cos — = 2 = cos” — = 2tan - e = —
2 2 cos 5 2 2 sec” 5 I+ tan” 5
e

« « « SGDQQ 1 o 1_tan22
a2 2 2 2\ 2 _ 2
cosa =cos” o —sen”~ =cos” (1 — —5=) = —4(l —tan” ) = ———=.
2 2 2 cos® 5 sec® 5 2 I+ tan” 5

Finalmente, de (1.17) e (1.18) e da definigao de tangente, obtemos

Qtan%

tanay = ————.
1— tanQ%

Observagao 1.19. Propriedade do Arco Metade: das Relagoes (1.10) e (1.2), deduzimos as
equacoes do arco metade. Fazendo 2a = 3, temos

1
cos2a = 2cos® v — 1 = cosé:”ﬂ
2 2
e
1_
cos2c = 1 — 2sen %« = Sengz —(2:085.

B
; 15} 1+ cosp
an— =4 [——.
2 1—cosp

Dividindo sen§ por cos 5, obtemos



Capitulo 2

Hipérbole e Rotacao Hiperbdlica

No presente capitulo, introduziremos conceitos e resultados basicos sobre Hipérbole.

2.1 Hipérboles e Elementos

Definicao 2.1. Considere os pontos F\ e Fy no plano cartesiano R? e nimeros ¢ =
d(Fy, Fy)/2 > 0 (distancia entre Fy e Fy) e a > 0, com a < c¢. Uma Hibérbole H no
plano cartesiano R?, com focos em Fy e Fy, é o conjunto de todos os pontos P do R? para
0s quais o modulo da diferenca de suas distancias a Fy e Fs € igual a 2a. Simbolicamente:

H={PecR*:|d(P,F\) —d(P,F,)| = 2a}.

Figura 2.1: Hipérbole H

Terminologias

e Os pontos F| e F, sao os focos da hipérbole e a reta que os contém ¢é a reta focal.

e A intersecao da hipérbole H com a reta focal ¢ consiste de exatamente dois pontos, A;
e As, chamados vértices da hipérbole.
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e O segmento A;A; é denominado eizo focal da hipérbole e seu comprimento é
d(A1, Ag) = 2a (Figura 2.1).

e O ponto médio C do eixo focal A;As é o centro da hipérbole (Figura 2.2). O centro C
é também o ponto médio do segmento F)Fy delimitado pelos focos:
A+ Ay P+ B

2 2
Observe que d(C, Fy) = d(C, Fy) = ce d(C, Ay) = d(C, As) = a.

C

e A reta ¢ que passa pelo centro C' e é perpendicular & reta focal ¢ é a reta ndo focal da
hipérbole. Como ¢ é a mediatriz do segmento F} Fy, a hipérbole néo intersecta a reta
néao focal ', pois, se P € ¢, temos (Figura 2.2):

Figura 2.2: Pontos da reta nao focal nao pertencem a H

d(P, ) — d(P, Fy)| = 0 # 2a

e O segmento B;B,, perpendicular ao eixo focal que tem o ponto médio C' e comprimento
2b, onde b? = 2 —a?, é denominado eizo nao focal da hipérbole, e B, e B, sao os vértices
imagindarios da hipérbole (Figura 2.3).

o A excentricidade da hipérbole H é e = £, note que e > 1, pois ¢ > a.

e O retangulo de base da hipérbole H é o retangulo cujos lados tém Ay, Ay, By e By
como pontos médios. As retas que contém as diagonais do retangulo de base sao as
assintotas de H (Figura 2.4).

Portanto, as assintotas de H sdo as retas que passam pelo centro da hipérbole e tem
. . ~ ~ \ . / ~ . . 7’
inclinacao j:g em relacdo a reta focal. Assim, £ e £ sao as bissetrizes das assintotas.

11
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2 Ay a A, Fy

B1 [

Figura 2.3: Relagao dos componentes a, b e ¢

E/
B
_—— = ——— = -
| |
—t ) S—
Fl IA] TQ: 2 £
— —_— e - = = =
B,

Figura 2.4: Retangulo de Base e Assintotas da Hipérbole
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Observagao 2.2. Definida de forma simples, uma assintota de uma curva € uma
reta na qual a curva se aproxima indefinidamente sem cortd-la em nenhum ponto.

e Uma hipérbole é equildtera se o comprimento do eixo focal for igual ao comprimento
do eixo nao focal, isto ¢, a = b. O retangulo de base dessa hipérbole é um quadrado e
as assintotas se intersectam perpendicularmente.

2.1.1 Forma Canoénica e Esbogco do Grafico da Hipérbole

Vamos obter o equacao da hipérbole em relacao a um sistema de eixos ortogonais xQy,
no caso em que a reta focal é o eixo Ox e o centro da hipérbole é a origem do sistema (o
caso em que a reta focal é o eixo Oy é anédlogo). Sejam:

Fl = (¢ O)a Al = (—CL,O); Bl = (07 _b)
Fy = (c,0); Ay = (a,0); By =(0,b)

—~

Logo,
P:(l',y)EH g ‘d(P>F1)_d(P7F2)‘:2a

de modo que
d(P,Fy) —d(P,Fy) =2a ou d(P,F))—d(P,F,)=—2a

e, substituindo as coordenadas dos pontos F, Fs, Ay, Ay, By e By, temos que

V(r+e)2+y2—/(x—c)?+y? = 2a (ramo direito de H) (2.1)

ou

Vi +e)2+y2—+/(z—c)2+y2 = —2a (ramo esquerdo de H) (2.2)
Desenvolvendo (2.1) e (2.2) e lembrando que b* = ¢ — a?, concluimos que
P=(r,y) e H & (—-a)1?—-dy’=d*(*—ada®) & b2*—ad’y=adb

onde obtemos a curva com equagao

22 2

?_%:L (2.3)
chamada de equagao da hipérbole na sua posi¢ao padrao (na sua forma canoénica). Note que
a equagao (2.3) fica invariante quando z é substituido por —z ou y é substituido por —y;
dessa forma, a hipérbole é simétrica em relacao aos eixos. Para encontrar as interse¢oes com
o eixo Oz, fazemos y = 0 e obtemos 2> = a? e x = £ a. Mas, se colocarmos z = 0 na
Equagao (2.3), teremos y* = —b?, o que é impossivel; dessa forma, nao existe interse¢io com
o eixo Oy. Na verdade, da Equacao (2.3) obtemos
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2 2

x Yy
o1+ >
a? b2 —
o que demonstra que z? > a? e, portanto, |xr| = Vx2 > a. Assim temos que x > a ou

x < —a. Isso significa que a hipérbole consiste em duas partes, chamadas ramos. O grafico
da hipérbole de Equagao (2.3) estd esbocado na Figura 2.5.

Figura 2.5: Hipérbole 2—; — ‘Z—; =1

Trocando os papéis de x e y, obtemos uma equacao da forma

2.1.2 Rotacao de Eixos

14



Capitulo 2 Hipérbole e Rotacdo Hiperbolica

No plano, considere dois pares de eixos coordenados: os usuais Ox e Oy e dois novos
eixos OX e OY, obtidos fazendo uma rotagao no sentido anti-horario de um angulo 6 nos
eixos Oz e Oy, conforme Figura (2.7).

Y

!
|
I
|
O R Q z
Figura 2.7: Rotagao de Eixos

A relacdo entre as coordenadas (x,y) e (X,Y) é dada pela seguinte proposicao:

Proposicao 2.3. Se os eixos coordenados giram um angulo € em torno de sua origem
e as coordenadas de um ponto qualquer P antes e depois da rotacdo sao (x,y) e (X,Y),
respectivamente, entdo as equacoes de transformacao do sistema original ao novo sao dadas
por:

r = X cosf — Ysend e y = Xsenf + Y cos 6. (2.4)

Demonstracao. Da Figura 2.7, temos que x = OR, X = OT, y= PR e Y = PT, assim

r=0R=0Q — RQ = X cosf — Ysen#

y=PR=RS+SP=QT + SP = Xsenfl +Y cosé.

Observagao 2.4. As expressoes dadas em (2.4) recebem o nome de Equagoes de Rotagao
de Fizos. Também podemos escrever a rela¢do entre as coordenadas (z,y) e (X,Y) através
de um produto de matrizes, isto €,

x| |cos® —senf| | X
y|  |senf cosf | |Y |’
0 que nos dad indicios de que podemos também tratar deste assunto utilizando-se da /flgebm

Linear, envolvendo conceito de autovalores e autovetores. Todovia, este nao é o objetivo
deste trabalho.
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2.1.3 Equacao Geral do 2° Grau nas variaveis x e y

Uma equagao do 2° grau nas variaveis x e y dada por
Az? + Bay + Cy* + F =0, (2.5)

onde AC<0eF#0ouA=C=0e BF <0, é também equagao de uma hipérbole com
centro na origem do sistema de coordenadas xOy, porém com reta focal nao necessariamente
sendo um dos eixos coordenados (Oz ou Oy), a depender de B ser igual ou diferente de zero.
Para verificar essa afirmativa, consideremos os dois casos:

1. Caso AC < 0e F #0: como AC' < 0, vamos assumir, sem perda de generalidade,
que C' < 0 < A. Agora note que este caso subdivide-se em B=0e B #0. Se B =0,
podemos reescrever a Equagao (2.5) na forma:

e para ' > 0:
2 2
Y x
2 ; =L
(V#) (V)
c A
e para ' < 0:
22 y?

2 2 —
—F F
(V=) (V&)
Para verificar o subcaso B # 0, consideramos as equagoes de rotacao dadas em (2.4),
com angulo € a principio nao especificado, e as substituimos em (2.5). Logo, temos

A(X cos—Y sen)*+B(X cos—Y sen ) (X sen 0+Y cos)+C(X sen 0+Y cos0)*+F = 0.
Desenvolvendo os termos desta expressao, obtemos
(A cos® 0+ B cos fsenf+Csen®0) X * 4 (—2 A cos Osenf + B cos® § — Bsen*0+2C cos fsenf) X Y +

+(Asen®*d — B cosfsenf) + C cos® 0)Y? + F = 0. (2.6)

Agora, note que fazendo
2Csenf cos ) — 2Asenf) cos § + B cos® § — Bsen?) = 0 (2.7)

podemos determinar um angulo 6 que eliminard o termo misto XY. Observe que usando as
relagdes trigonométricas (1.9) e (1.10) em (2.7), obtemos

B
A—-C’
para A # C. No caso em que A = C, temos Bcos(20) = 0 = 20 = 90° = 6 = 45°.

(A — C)sen(20) = Beos(20) < tan(20) = (2.8)
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Assim, com a condigao dada em (2.8), a Equagao (2.6) se reduz a
(Acos® 0 + B cosfsend) + Csen?0) X? + (Asend) — B cosfsend) + C cos® 0)Y?> + F = 0. (2.9)

Vamos agora verificar que o coeficiente de X? é positivo e o de Y2 é negativo. De fato,
usando as Relagoes (2.8) e (1.10), temos

sen(20) cos® 0

B=-0) cos(20) cos(20)

> 1.

Desenvolvendo o coeficiente de X2 em (2.9), encontramos que
2

sen(26)
cos(20)

Acos? 0+ (A-0O) cos fsend) + Csen?d

2sen?6 cos? 0
cos(20)

> Acos’0 + (A — C)2sen®0.1 + Csen*d

= Acos®f + 2A4sen’d — 2Csen’d + Csen?d

= Acos® 0+ 2Asen?0 — C'sen?6 > 0,

= Acos®’0+(A-0O) + Csen’d

ou seja, o coeficiente de X? é estritamente positivo.
Analogamente, para o coeficiente de Y2 em (2.9), verificamos que encontramos que

20)
Asen®) — (A— sen( 2
sen“f — ( 0)005(20) cos fsenf + C cos” 0
2sen®6 cos? 0
_ 2 (A _ 2
= Asen“d — (A—C) cos(20) + C'cos” 0
20
—  Asen®d + (A — C)2sen’6 | —— :
sen“d + (A - C) sen@( cos(20) + Ccos” 0

IN

Asen?6) + (A — C)2sen®d (—1) + C cos® 0
= Asen? — 2Asen’d + 2Csen?d + C cos? 0
= —Asen?d + 2Csen?d + C cos’H < 0,

ou seja, o coeficiente de Y? é estritamente negativo. Fazendo

Ay = Acos? 0 + B cosfsend + Csen?6

C, = Asen?d — B cosfsend + C cos? 0

obtemos em (2.9):
AX?+CY?+F =0.

Portanto,
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e para [ > 0:
y? X2
2 5 = 1.
—F ¥
We) (V%)
e para F' < 0:
X? Yy?

2 2
—r r
V=) (V&)
Isto conclui a verificagao do caso AC <0 e F # 0.
2. Caso A =C =0 e BF < 0: neste caso consideramos as equacoes de rotagao dadas em
(2.4), com angulo 6 = 45°, e as substituimos em (2.5). Logo, temos
B(X cos45° — Y sen45°)(X sen45° + Y cos45°) + F = 0.

Desenvolvendo os termos desta expressao, obtemos

1 1
B(=X*-Y?)+F=0

ou seja,
X2 Y?

VF ()

Isto conclui a verificacao do segundo caso.

Daremos agora alguns exemplos de aplicacao:

Exemplo 2.5. Encontrar o angulo 6 que devem ser rotacionados os eixos Ox e Oy, na
equacao (2.10) para que seja eliminado o termo xy e, em sequida, trage o grdfico:

522 + 6vV3zy — y? = 4. (2.10)
Resolucdo: Sendo A=5, B=06v3 e C = —1, entdo

B 6v/3
V3 =3 =20 = 60° = 0 = 30°.

tan(20) = 10 5o =)
Assim,
x = X cos30° — Y sen 30° = ?X - %Y (2.11)
e
y = Xsen30° +Y cos 30° = %X + ? (2.12)
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Substituindo (2.11) e (2.12) em (2.10), obtemos:

2 2
V3 1 V3 1 1 V3 1 V3
X -2Y X -V [ 2 x+ =y -2 X+ 1Y) =4
5( 2 2 +6v3 2 2 SR SR
= 5(3X%2—2V3XY +Y?) +6V3(V3X?+2XY —V3Y?) — X2 — 2V/3X%Y? - 3Y? = 16
= 15X?+5Y2+18X2 —18Y? - X%2_3Y?2=16
= 32X’ - 16Y?=16=2X2-Y?=1

X2
= ——-Y?=1,
1/2
a qual representa uma hipérbole centrada na origem, conforme Figura 2.8.
y
Y X

™~

AN

Figura 2.8: Exemplo 2.5

Exemplo 2.6. Vimos no inicio deste capitulo que em wuma hipérbole equildtera o
comprimento do eixo focal € igual ao comprimento do eixo ndo focal, isto é, a = b.
Substituindo esses valores em (2.3) encontramos

Aplicando uma rotacdo de 45° no sistema de eixos xOy, obtemos

1 5 1 2 5 —a?
SX—YP S (X +YP == XY ==

a qual representa uma hipérbole cujos ramos estao no sequndo e quarto quadrantes em
relagdo aos (Figura 2.9).
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Figura 2.9: Exemplo 2.6

Exemplo 2.7. Transforme a hipérbole de equacdo xy = % na de equacio X? —Y? =1.

Resolugao: Sendo A = C = 0, aplicaremos uma rotacao de 45° no sistema de eixos xQy
para eliminar o termo xy. Desse modo, temos

z = X cos45° — Y sen45° = \/_X — £Y

2

V2, V2

y = Xsen4h’ +Y cos45° = —X + TY
. . ~ ~ _ 1

Substituindo estas expressoes na equagao vy = 3, obtemos
V2, V2 V2. V2 1 1 1
X - =Y 5V = —(X*-Y*) =<
( 2 2 X "2 ( ) 2’

ou seja,
X?2-Yy?=1.

Observacao 2.8. Em um outro ezemplo, pode-se partir da hipérbole de equacio X*>—Y? =1
para obter a hipérbole de equacdao xy = % Nesse caso, fazendo uma rotagao de —45° no

sistema de eizos XOY , obtemos:

Vi V2

X = xcos(—45°) — ysen(—45%) = - + Y
2 2
Y = xsen(—45%) + y cos(—45°) = — 5Tty
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Figura 2.10: Exemplo 2.7

Substituindo estas expressoes na equacio X2 —Y? =1, obtemos

ou seja,

1 1 1
§(x+y)2—§(—x+y)2:1 = 2+ 2yt+y P2y —y =2 = 7Y =3,

cujo grafico, com o tracado no sistema de eixos XOY e xQy, estd representado na Figura

Figura 2.11: Observagao 2.8

2.11.

Observacao 2.9. Uma equagao do seqgundo grau nas varidveis x e y da forma

Az® + Bry + Cy* + Dz + Ey + F = 0,
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pode representar uma parabola, uma elipse, uma hipérbole, um par de retas, um ponto ou
nao representar curva alguma (como por exemplo x* + y* + 1 = 0, pois o lado direito dessa
equagdo € sempre maior do que zero). Para o estudo desses casos € mecessdrio, além do
que vimos, o conceito de translagao de eixos. Como o presente trabalho nao necessitard de
conhecimento sobre translacao, nao faremos o estudo aqui. Maiores detalhes sobre esse tema
podem ser consultados na referéncia [2].

2.2 Propriedades da Hipérbole zy = a.

Na presente secao, realizamos um estudo da hipérbole de equacao zy = a, com a > 0,
que servira de base ao entendimento dos proximos capitulos. Analisando a equacao dessa
hipérbole, observamos que x e y nao podem ser nulos pois a > 0 e que quanto maior for
o valor de x, menor sera o valor de y e, inversamente; ou seja, em termos simbdlicos, se
r — oo entao y — 0, e se y — oo entao x — 0. Em uma linguagem geométrica, isso significa
que a hipérbole se aproxima indefinidamente dos eixos coordenados Ox e Oy sem tocé-los
em nenhum ponto. Dessa forma, os eixos coordenados servem de assintotas para a nossa
hipérbole. Essa hipérbole possui dois ramos para a > 0:

e Para x e y positivos: um dos ramos da curva se dispoe no primeiro quadrante;

e Para x e y negativos: o outro ramo da curva se dispoe no terceiro quadrante;

Podemos agora apresentar algumas propriedades.

Propriedade 2.10. A drea do retaingulo MQOP (Figura 2.12), limitado pelos eizos
coordenados e as retas tracadas por um ponto M da hipérbole, paralelamente aos eizos,
¢ igual a a e nao depende da escolha do ponto M.

Figura 2.12: Retangulo de Coordenadas
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Demonstracao. Com efeito, temos que as coordenadas do ponto M sao x = OP, y = PM
e que a area do retangulo MQOP é

AMQOPZOP'PM:Z‘y:CL,
qualquer que seja o ponto sobre a hipérbole. [

Observacgao 2.11. Se ao retangulo MQOP damos o nome de “retangulo de coordenadas” do
ponto M, pode-se determinar a hipérbole xy = a como sendo o lugar geométrico dos pontos
(dispostos no primeiro e terceiro quadrantes do sistema de coordenadas) cujos retangulos de
coordenadas tém dreas constantes.

Propriedade 2.12. A hipérbole possui seus dois ramos simétricos em relagcao a origem do
sistemas de coordenadas O.*

Demonstracao. Com efeito, seja o retangulo de coordenadas MQOP do ponto M =
(OP, PM) situado no primeiro quadrante, conforme Figura 2.13. Tomemos os ponto Q" ,
simétrico ao ponto @ (em relacdo ao eixo Ox), e o ponto P, simétrico ao ponto P (em
relacdo ao eixo Oy). Seja M’ o ponto do plano cujas coordenadas sao M = (OP', P'M").
Note que M pertence & hipérbole pois os retangulos de coordenadas MQOP e M Q' OP tem
areas iguais, onde

zy=OP-PM =OP -P'M =a

com OP = OP ¢ PM = P'M’. O ponto M' é simétrico ao ponto M em relacdo a origem
do sistema de coordenadas, pois as diagonais OM e OM' sao iguais. [ ]

Y

Figura 2.13: Simetria em relagao a origem O

Propriedade 2.13. A hipérbole possui dois eizos de simetria que sao representados pelas
bissetrizes do primeiro e terceiro quadrantes (reta de equag¢ao y = z, chamada de reta focal)
e do sequndo e quarto quandrantes (reta de equagio y = —x, chamada de reta ndao focal).
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y
M
i A M,
Q> ] E\
1 P Ql €
My R |2
Figura 2.14: Simetria em Relacio ay =z ey = —z

Demonstracao. Com efeito, sejam os retangulos de coordenadas MQOP e M;P,OQ;
(Figura 2.14), com M = (OP,0Q) e M; = (OQy,0P;), de modo que OQ = 0Q,
e OP = OP;. Além disso, temos @ = (0,0Q), Q1 = (0OQ4,0), P =(OP,0) e P, = (0,0P,).

Note que o pontos médios dos segmentos QQ)1, PP, e M M, sao, respectivamente:

oQ O OP OP OP +0Q 0Q+O0P
MQQIZ(TQ’TQ)MPH:(?T)eMMMlz( 2 )

e que todos pertengem a bissetriz dos quadrantes impares (reta y = x), como queriamos
demonstrar. De maneira andloga, verificamos que a hipérbole é simétrica em relagao a reta
y=—u. |

2.2.1 Rotacao Hiperbdlica

No plano, seja a hipérbole de equagao xy = a no sistema de coordenadas zOy.
Realizemos uma multiplicagdo de um k£ > 0 na coordenada = de um ponto (z,y) do plano, de
modo que obtemos (kx,y). Com essa multiplicacao, observe que a hipérbole se transformara
em outra hipérbole de equacao zy = ka, dado que a coordenada y de cada ponto se mantera
invaridvel e a coordenada x serd multiplicada por k (Figuras 2.15 e 2.16). Realizando, em
seguida, uma multiplicacao de % na coordenada y do ponto (kx,y), obtemos o ponto (kz, ¥).
Note que se (z,y) pertence a hipérbole zy = a, entdo o ponto (kz,%) pertence a mesma
hipérbole e ¢é distinto de (z,y) quando k # 1.

Definigao 2.14. Uma Rotagdo sobre a hipérbole H = {(x,y) € R? : xy = a}, com coeficiente
k>0, ¢ uma operagio que transforma cada (x,y) € H em (kx,¥) € H.

LA partir da Propriedadde 2.12, é comum dizer que a hipérole possui um “centro de simetria”.
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Notagao 1. Por simplicidade, no presente trabalho nos referiremos a uma rotagdo com
coeficiente k > 0 sobre a hipérbole H = {(x,y) € R? : xy = a}, apenas como Rotagdo
Hiperbolica. Além disso, tomaremos a = % para obtermos a hipérbole de equagao xry = %
(Exemplo 2.7 e Observagio 2.8) equivalente & hipérbole equildtera X? —Y? =1 no sistema
de eizos XOY, obtidos apos uma rotacao de 45° no sistema de eizos xQOy. Chamaremos
essa hipérbole de “Hipérbole Unitdria” pois a distancia do centro aos vértices é igual a 1,
assim como denominamos de “Circulo Unitdrio”o circulo de equacio X% +Y? =1 cujo raio

também € igual a 1.

Observagao 2.15. O nome “Rotagao Hiperbolica” se deve ao tipo de transformagdao durante
a qual, todos os pontos da hipérbole “deslizam para cima da curva”(quando 0 < k < 1,
conforme Figura 2.16) ou “deslizam para baizo da curva”(quando k > 1, conforme Figura
2.15). Assim, o ponto M passa, inicialmente, ao ponto My e logo em sequida, este ultimo
passa a M . Desse forma, a Rotacdo Hiperbdlica transforma o ponto M da hipérbole no
ponto M’ da mesma hipérbole. Esta rotacdo é andloga & rotagdo de uma circunferéncia.

O

8 T

Figura 2.16: Rotacao Hiperbdlica com 0 < k < 1
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2.2.2 Propriedades da Hipérbole apés uma Rotacao Hiperbdlica

Fazendo uso de uma Rotacao Hiperbdlica, podemos obter uma série de propriedades
da hipérbole xy = a (em particular, zy = %) que serao utéis ao entendimento dos proximos
capitulos.

Propriedade 2.16. O segmento da tangente a hipérbole xy = a, limitado entre os eizos
coordenados e a curva, divide-se pelo ponto de tangéncia em duas partes iguais.

Demonstracao. Com efeito, dado que a bissetriz do primeiro e terceiro quadrantes (y = z)
serve de eixo de simetria da hipérbole (Figura 2.17), o segmento KL, da tangente no vértice
A, limitado entre os eixos coordenados, divide-se pelo ponto A, em seu ponto médio.

Y
K
Ko
M
A
O L L L

Figura 2.17: Ponto de tangéncia divide o segmento em duas partes iguais

Sejam Ky = (0,2y), Ly = (22,0) e A = (x,y). Apbs sofrer uma Rotagao Hiperbdlica,
0s novos pontos com as respectivas coordenadas, serdao: K = (072%)’ L = (2kz,0) e
M = (kz,¥). Note que M é ponto médio de KL, pois

2 24
- < k.ﬁE—{—O, w )z(lm,y)

2 2 k
e que M pertence a hipérbole, pois
Y
kx==zy=a
k y Y

como queriamos demonstrar. [

Propriedade 2.17. As dreas dos triangulos cujos lados sao formados pelos eixos
coordenados e cada uma das tangentes a hipérbole xy = a, sao todas iguais.
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Demonstracao. Seja o triangulo KqOLgy que se obtém com a intersecao do segmento
KoLy, da tangente & hipérbole xy = a no ponto A, e os eixos coordenados (Figura 2.17).
Considere Ko = (0,2y), Lo = (2z,0) e os pontos K = (0,2), L = (2kz,0) obtidos de uma
Rotacao Hiperbodlica sobre Ky e L, respectivamente. Como vimos na propriedade anterior,
o segmento K L é tangente a hipérbole zy = a no ponto M = (kx, ¥) e os triangulos KoOLy
e KOL tem mesma area, pois

2
2x.2y vy 2kx. 3¢

2 2 2

Aryor, = = Axor

como queriamos demonstrar. [
Das duas propriedades anteriores, segue que um ramo da hipérbole pode ser determinado

como o lugar geométrico dos pontos médios dos segmentos que juntamente com os eixos
coordenados formam tridngulos retangulos de areas iguais (Figura 2.18).

O £

Figura 2.18: Triangulos de areas iguais

Propriedade 2.18. Considere os pontos A, M, A'e M' € H = {(x,y) € R? : 2y = %}, com
A" e M’ obtidos de uma Rotacio Hiperbdlica sobre A e M, respectivamente. Temos que a
drea do triangulo AOM € igual a drea do triangulo A'OM' .

Demonstragao. Inicialmente, note que os pontos sobre a hipérbole sao do tipo (z, %), pois
o produto das coordenadas do ponto é sempre igual a % Seja o ponto O = (0,0) o centro
da hipérbole e, em particular, consideremos

1 1 / 1 ,
%), M=(m,—), A =(ka,—) e M = (km,

A pr—
(a, 2m 2ka

ka)

com a e m distintos e diferentes de zero. Observe que os pontos A, O e M nao sao colineares,

visto que os coeficientes angulares das retas OA e OM sao distintos e valem, respectivamente,
1 1

/ / , ~ ~ . .
5.2 © 5,2 Bem como, os pontos A, O e M também nao sao colineares, visto que os
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1
Y 2k2a2
e m Iremos determinar a 4rea dos triangulos AOM e A'O'M' do ponto de vista da
Geometria Analitica: a area de um triangulo é dada pela metade do médulo do determinante

das coordenadas dos seus vértices. Assim, temos

. / / ~ .. .
coeficientes angulares das retas OA e OM sao distintos e valem, respectivamente

a =+ 1 2 2
1 2a 1/ a m a‘—m
Ason =5 |m 5~ 1=—<———>=
2 2m 2 \2m  2a dam
0 0 1
e
1
4 1 lfa 2ka 1 1(/{:@ km) a® —m?
Aom’ = 5 [FM g =5 5T T
2 0 01 2 \2km 2ka dam
ou seja,

Observacao 2.19. Por esta propriedade, podemos dizer que a Rotacao Hiperbdlica preserva
area de triangulo com um vértice na origem e os demais vértices pertencentes a hipérbole
(Figura 2.19);

4

Figura 2.19: Area de Triangulos

Observacao 2.20. A propriedade de preservar drea de triangulo pode ser generalizada para
quaisquer trés pontos distintos do plano. Com efeito, sejam os pontos nao colineares

A= (al,aQ) 5 B = (bl,bQ) € C = (Cl,CQ)

e 0S pontos
’ a9 b2

/ / C
A:(k:al,?), B:(k;bl,? e C:(k;cl,f),
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M

A
[0) \ X
xr

Figura 2.20: Setor Hiperbdlico

obtidos apos uma Rotacao Hiperbolica sobre A, B e C, respectivamente. Calculando a drea
dos triangulos ABC e A'B'C’, encontramos

1@1 &21

1
Aapc = B by by 1] = 5 [(a1ba) + (ager) + (bica) — (bacy) — (azby) — (aico)]
C1 Co 1

€

]fCLl 2 1

1 ’92 1 bg C1 Co C1 bl Co
AA/BlC/ = 5 Zbl IC)E 1| = 5 (k:alz) + (k‘agz) + (k?blz) - (k?bgz) - (k’agg) - (kalz) y
C1 % 1

logo

Ao = 5 [(mbs) + () + () = (baer) = (axhy) = (@12)] = Aupc,

como queriamos demonstrar.

2.2.3 Setor Hiperbdlico

Definicao 2.21. Sejam A e M pontos em um mesmo ramo da hipérbole X> —Y? =1. A
regiao delimitada pelos segmentos OA e OM e pela parte da hipérbole compreendida entre A
e M é chamada de Setor Hiperbdlico (ver Figura 2.20).

Observacao 2.22. Note que na definicao de setor hiperbolico € necessdrio que os pontos A
e M pertencam ao mesmo ramo da hipérbole pois, do contrdrio, a regiao delimitada pelos
pontos A, O e M serd uwma regido triangular que possui apenas dois pontos da hipérbole. Ver
Figura 2.20.

Propriedade 2.23. Considere os pontos A, M € H={(X,Y) e R? : X2 -Y? =1}. E
possivel tracar um segmento MN, com N € H, de modo que a reta OA intersecte M N no
seu ponto médio.
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Demonstragao. Trataremos as coordenadas dos pontos sob a hipérbole de quacao xy = %,

no sistema de eixos xOy obtidos fazendo uma rotagao de —45° no sistema de eixos XOY'.
Considere o setor AOM (Figura 2.21). Podemos fazer uma construcao com os seguintes

¥

Figura 2.21: Propriedade do Ponto Médio

passos:
1. Tracamos uma reta por M, paralela ao eixo Ouz;

2. Tracamos a reta OA e determinamos o ponto S de intersegao com a reta tragada no
primeiro passo;

3. Tracamos uma reta por M, paralela ao eixo Oy, determinando o ponto R em OA;

4. Tragcamos uma reta por R, parelela ao eixo Ox, e outra por S, paralela ao eixo Oy,
determinando o ponto N de intersecao entre essas duas retas;

5. Formado o retangulo RN SM, tracamos a diagonal M N e determinamos o ponto P de
intersegao com a diagonal RS. O ponto P divide as diagonais em quatro segmentos de
mesmo comprimento.

Mostraremos que o ponto N pertence a hipérbole zy = % Para tanto, note que os
pontos que pertencem a hiperbole sao do tipo (x, %), pois o produto das coordenadas do
ponto é sempre igual a % Em particular, temos

1 1
A—<a,%> € M—(m,%)

A equagao da reta que passa pela origem O = (0,0) e pelo ponto A é y = ﬁx, ou seja, oS
pontos que pertencem a reta OA sao do tipo (:L‘, #) Dessa forma, temos
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pois R pentence a reta OA. Além disso, como as abcissas dos pontos R e M sao iguais,
temos r = m de modo que podemos escrever.

1
T,g).

Agora vamos determinar as equacoes das retas RN e M N. Observe que:

M=

e a reta RN tem equagao y = #r, pois é paralela ao eixo x e passa pelo ponto
R = (r,557).
Y 2(12

e Para o cédlculo da equacgao da reta M N, inicialmente determinamos o seu coeficiente
angular. Para isso, note que o coeficiente angular da reta OA é igual a # Como o
angulo formado pela reta OA e o eixo x e o angulo formado pela reta M N com o eixo

x sdo suplementares, e tan § = — tan(180° — @), temos que o coeficiente angular da reta
MN é —#. Desde que a reta M N passa pelo M, temos que sua equacao ¢é
1 1 1 1 1
Y7o 2a? (x =) v+ 222" " 242" + 2r ( )

Assim, fazendo a intersecao das retas M N e RN com a substituicao de y = #7’ em
(2.13), obtemos as coordenadas do ponto N:

LI I P S R
—r T = r+ — r’4+rr=r‘+a = —.
2a? 2a? 2a? 2r r
Logo,
2
a® 1
N = (—,=—=r).
( r ? 2a2 )
Finalmente, observe que N € H pois o produto de suas coordenadas é igual a % [

Propriedade 2.24. Considere os pontos A, M, A'e M' € H = {(x,y) € R? : 2y = %}, com
A" e M’ obtidos de wma Rotacdo Hiperbdlica sobre A e M, respectivamente. Temos que a
drea do setor AOM ¢ igual a drea do setor AOM' (ver Figura 2.22 ).

Demonstragao. Veja Apéndice A.
Uma consequéncia da Propriedade 2.18 é a seguinte:

Propriedade 2.25. Pode-se tomar um setor hiperbolico tao grande quanto se queira.

Demonstracao. Seja AOM setor hiperbdlico de area S. Pela Propriedade 2.18, pode-se
realizar uma rotacao hiperbdlica que translade o ponto A ao ponto M e o ponto M passara,
assim, a um ponto M;, de modo que obtemos um setor AOM; e area 25. Agora, com o setor
MOM;, aplicamos a rotacao que translada M ao M; e M; num M, de maneira que obtemos
um setor M;OM; com area S e outro setor AOM, com &area 3S. Segundo o argumento,
construimos setores AOM, AOM;, AOM,, AOMs3, AOMy,, ... com &areas, respectivamente,
S,285,35,4S, . ... Deduzimos, dessa maneira, que um setor hiperbdlico pode ser tao grande
quanto se deseje. ]
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Figura 2.22: Preservaciao de Area de Setor Hiperbdlico
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Capitulo 3

Angulos Hiperbdlicos e Funcgoes
Hiperbdlicas

3.1 Angulos Hiperbdlicos

Para definir angulo hiperbdlico, considere a hipérbole unitaria
H={X,Y)eR?*: X?-Y? =1}
de centro O, no plano cartesiano XOY (Figura 3.1).

Y Yy
M

0 \ X
%

Figura 3.1: Angulo Hiperbodlio

Definicao 3.1. Dados A e M pontos num mesmo ramo da hipérbole X?> —Y? =1, definimos
o angulo hiperbolico 6, entre os segmentos OA e OM, como sendo duas vezes a drea do setor
hiperbolico determinado por A, O e M.

Observacao 3.2. Note que os conceitos de angulo trigonométrico circular e angulo
hiperbolico sao diferentes, apesar de definidos de maneira andloga. De fato, um angulo
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trigonométrico cicular 0c € estritamente menor do que um angulo hiperbolico Oy, isto €
Oc < Oy, exceto quando c = 0 e Oy = 0 (Figura 3.2). Além disso, seque imediato da
Propriedade 2.25 que podemos considerar angulos hiperbolicos tao grandes quanto desejados.

Y

M
O

Figura 3.2: Relagao entre Angulo Hipérbodlico e Circular

Propriedade 3.3. Considere a hipérbole H = {(X,Y) € R? : X? —Y? = 1}. Dado
um angulo hiperbolico 0, determinado pelos pontos O, A e M, existem pontos A" e M’
pertencentes a hipérbole, tais que A" pertence ao eizo OX e o angulo hiperbdlico determinado
por O, A" e M' € igual a 0 (Figura 3.3).

4

Figura 3.3: Preservacao de Angulo Hiperbdlico

Demonstracao. Considere as coordenadas dos pontos no sistema xOy. Nesse caso, os
pontos da hipérbole xy = % sao do tipo (z, %), pois o produto das coordenadas do ponto é
sempre igual a % Seja O = (0,0) o centro da hipérbole e, em particular, sejam
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€ 0s pontos
1 1
A =(ka,—) e M =(km,——
( 2ka) ( ka)
obtidos de A e M, repectivamente, apdés uma rotacao hiperbdlica de coeficiente k.
Considerando k& = ‘2/—3, a reta OA de equacao y = #x passard a reta OA' de equacdo

y = x (correspondente ao eixo OX no sistema de coordenadas XOY') e os pontos A" e M’

terao as seguintes coordenadas: A" = (‘/75, ‘/75) e M' = (\/sz, \Qf—gf) Por fim, pela Propriedade
2.24 e pela definigao de angulo hiperbdlico, temos que a area do setor AOM é igual a area
do setor A’/OM’ e, consequentemente, o angulo determinado por A, O e M é igual ao angulo

determinado por A’, O e M’. ]

Dado um angulo hiperbdlico #, determinado pelos pontos O, A e M, usando a
Propriedade 3.3, obtemos os pontos A" e M’, tais que A’ pertence ao eixo OX e o angulo
hiperbélico determinado por O, A" e M’ é igual a #. Com os pontos A, M, A’ e M’, podemos
fazer uma construgao andloga a desenvolvida na prova da Propriedade 2.23. Para tanto,
tratamos as coordenadas dos pontos da hipérbole em relagao ao sistema de coordenadas
Oy obtido por uma rotacao de —45° do sistema de coordenadas XOY. Fazemos uma
construcao com os seguintes passos (Figura 3.4):

Y

Figura 3.4: Relacao entre Segmentos

1. Tracamos uma reta por M, paralela ao eixo Oy, determinando o ponto R no segmento

OA;
2. Tracamos uma reta por R, paralela ao eixo Ox, determinando o ponto /N na hipérbole;
3. Tracamos o segmento de reta N M,

4. Prolongamos o segmento de reta OA e determinamos o ponto P no segmento N M.

Considerando agora os pontos A" e M’ e desenvolvendo uma construcao andloga a
anterior, obtemos os pontos R', N’ e P’, com R e P’ pertencentes ao eixo OX e N’
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pertencente a hipérbole. Agora, usando a Propriedade 2.23, temos que
PM = PN = PR e P'M =PN =PR. (3.1)
Com essas informagoes, podemos verificar a seguinte propriedade.

Propriedade 3.4.
PM  P'M opr OP’
OA~ 0Aa ° 0A” 04"

Demonstracao. Para mostrar a primeira igualdade, por (3.1) é suficiente verificar que
PR P'R
OA  0A”
Seguindo a notacao da demonstracao da Propriedade 2.23, os pontos A, P e R possuem as
seguintes coordenadas:

1 D r
1) P )« ()
(a 2a) o) ¢ R "2

Note que, apés realizar uma Rotacao Hiperbdlica como na demonstracao da Propriedade
3.3, com k = \2/—3, a reta OA de equacao y = ﬁx passara a reta OA’ de equacao y = =
(correspondente ao eixo OX no sistema de coordenadas XOY') e os pontos A’, P’ e R’ terao

as seguintes coordenadas:

(L) (B L (2

272 2a ' 2a 2a ' 2a
Fazendo: , .
2 2 (P TN 2 ()2
(PR = (0= + (50— 323) = (=1 + 150 —1)%
OAF = (a—0+ (&= —0) —at+ L
-\ 2a ¢ 4a?’
2 2 2
V2p  V2r V2p  V2r V2p  Vor 1
P/ /N2 — A A A e A _ 2 . _ = B 2
(PR <2a 2a + 2a 2a 2a 2a a2<p )
e
va\© o (v2\
N2 __ ve ve _
PR _ P'R

¢ 0 mesmo

Como RP, R'P';, OA e OA’ sdo estritamente positivos, mostrar que 53 = 54
que mostrar PR-OA’ = P'R' - OA ou (PR)?- (OA")? = (P'R')? - (OA)*. Assim:

(PRI (A = (0= + gzl =1 () = (14 ) (0= 7

4at
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e
1 1 1
/ I\ 2 2 2 2 _ 2
Portanto, concluimos a verificacao da primeira igualdade.

A verificacao da segunda igualdade é anéloga. ]

3.2 Funcoes Hiperbdlicas

As funcgoes hiperbdlicas sao definidas de maneira analoga as funcoes trigonométricas
(circulares). Considere o setor hiperbélico AOM de drea £, com OA sobre o eixo OX, na
hipérbole X2 — Y2 = 1, ou seja, um setor que determina um angulo de medida 6. Para
definir as funcoes seno e cosseno hiperbdlicos, tracemos por M uma paralela ao eixo OY,

determinando P no eixo OX (Figura 3.5).

Y

Figura 3.5: Definicoes das Fungoes Hiperbdlicas

Definicao 3.5. Definimos as funcoes seno e cosseno hiperbolicos, respectimente, por

PM OP
senh 6 = OA e cosh 0 = 04"

Observagao 3.6. Nesse caso especifico, como OA =1, temos também
senhd = PM e coshf = OP.

Note ainda que senh 6 é uma funcao (extritamente) crescente (se M “sobe” na hipérbole, P M
cresce - Figura 3.5), diferentemente da fun¢ao seno que € periddica. Diferencas similares
para cosseno também acontecem. Portanto, merece destaque o fato das funcoes hipérbolicas
nao serem periodicas como as trigonométricas.
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Observacao 3.7. Note que na definicio das funcoes hiperbolicas seno e cosseno,
consideramos um setor hiperbdlico particular, com o segmento OA sobre o eizo OX. Observe
que, apesar disso, nao hd perda de generalidade caso se considere um outro setor hipérbolico
A'OM’', de mesma drea, como na demonstracio da Propriedade 3.3 (ver Figura 3.6). Com

Y

Figura 3.6: Fungoes Hiperbdlicas em Angulo Hiperbdlico Geral

efeito, pela Propriedade 3.4, temos que

PM P'M or OP'
OA - 04 ° 0A 04
e, consequentemente,
PM  P'M OP OP
senh 6 OA OA e cosh 04~ OA4

Com as funcoes seno e cosseno definidas, podemos definir as demais fungoes
trigonométricas.

Definicao 3.8. Definimos as funcoes tangente, secante, cossecante e cotangente hiperbolicas,
respectivamente, por

h 1 1 h
senhd sechl) = ——, cschf = e cothf = cosh

g = >0 cosnl
tanh cosh @’ cosh 6 senhf senhf’

onde assumimos que os denominadores sao nao nulos.
As funcgoes hiperbdlicas assim definidas possuem as seguintes propriedades:

Propriedade 3.9. tanh 0 = AT, onde T € o ponto de intersecdo entre as retas determinada
pelos pontos O e M e a tangente a hipérbole no ponto A (veja Figura 3.5).
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Demonstracao. De fato, considerando a Figura 3.5, pela semelhanca entre os triangulos
OPM e OAT, concluimos que:

PM _ AT
OP OA
Sendo OA =1,
senhd PM
tanh@ = cogh@ = W = AT (32)
]

Propriedade 3.10. cosh?f — senh?§ = 1.

Demonstracao. De fato, utilizando as coordenadas do ponto M (X = OP eY = PM) e
substituindo na equacao da hipérbole unitdria X2 — Y2 = 1, temos que:

X?-Y?=(0OP)*— (PM)?*=1.

Logo,
cosh? —senh® = 1. (3.3)

Propriedade 3.11. 1 + tanh? 6 = sec h?6.

Demonstragao. De fato, dividindo ambos os membros de (3.3) por cosh? 6, temos que

senh?6 1
L+ 2, 2
cosh“6  cosh” 6
ou seja,
1 — tanh?® § = sech?d. (3.4)
]

Propriedade 3.12. coth? 6 + 1 = csch?6.

Demonstragao. De fato, dividindo ambos os membros de (3.3) por senh?@, temos

cosh? 0 B 1
senh?6 "~ senh?f’
isto é,
coth?# — 1 = csc h?h. (3.5)
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3.3 Soma de Angulos e Funcoes Hiperbdlicas

Nesta secao, serao apresentadas as propriedades de adicao de angulos nas fungoes
hiperbélicas. Mostramos na secao anterior que apdés uma Rotacao Hiperbdlica, movendo
o angulo hiperbdlico 6, formado pelos segmentos OA e OM, para a posi¢ao dos segmentos
OA" e OM’, respectivamente (Figura 3.4), temos que

PM  P'M
senhf = — =

OA  OA

P P’
e coshG:O——O

OA  OA"

Consideremos agora os angulos hiperbélicos & = AOM e 3 = MOM' (Figura 3.7).
Y y

M

OIN\S A\P( Q X
T

Figura 3.7: Soma de Angulos Hiperbdlicos

Propriedade 3.13. O seno e o cosseno hiperbolicos da soma dos angulos o e B sao dados

por:
senh(a + ) = senha cosh § + senhf cosh «

cosh(a + ) = cosh a cosh 5 + senhasenhf.

Demonstragao. Apds fazermos com os pontos M e M’ uma construcdo andloga a
desenvolvida na prova da Propriedade 2.23, obtemos os pontos R, N e P’. Em seguida,
continuamos a construgao com os seguintes passos:

1. Tracamos duas retas paralelas ao eixo OY: uma por M e outra por M’, determinando
os pontos P e @), respectivamente, no eixo OX;

2. Tracamos duas retas por P’: uma paralela ao eixo OX determinando o ponto D de
intersecao com o segmento QM’ e outra paralela ao eixo OY, determinando o ponto
K no eixo OX.
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Pela definicao das funcoes hiperbdlicas seno e cosseno, temos:

P'M OF'
e coshf = —

senha = PM cosha = OP senhf = oM ol

enquanto
senh(a +8) = QM e cosh(a+ ) = 0Q.

Os tridangulos OPM ¢ OKP' sao semelhantes pois ambos sdo retangulos e tem o angulo
POM em comum. Os triangulos OPM e P'DM’ também sdo semelhantes, pois ambos
sao retangulos e os angulo POM e P'M'D sao iguais. Com efeito, a reta M R, paralela
ao eixo Oy, corta os segmentos OM e OA nos pontos R e S, respectivamente. Logo, os

angulos QM'S = QSM' = 7 e os angulos P'M'R e M'RP" também sao iguais, dado que

P'M' = P'R. Desse modo, os angulos:

POM = QSM' — ORS = QSM — M RP’

PM'D=QMS—- P MR,
portanto,
POM = P'M'D.

Note que (Figura 3.7):
senh(aw+ ) = QM = KP + DM

cosh(a + ) = 0Q = OK + P'D.
Da semelhanca dos tridangulos OPM e OK P, deduzimos:

/ /

KP PM , OP
oF ~om — M EPMG
e
OK OP OP'
0P ~— OM = OK—OP—OM.
Da semelhanca dos triangulos OPM e P'DM’, temos:
DM OP : P'M
— = — DM =0OP——
PM _OM OM
e
P'D PM : P'M
Par —om — PPV
Levando em consideracao que
P'M OF'
PM = senha OP = cosh « oM = senhf e oM = cosh j3,
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temos finalmente que

/ / !

/ / OP P M
senh(a+ ) = KP + DM = PMO—M + OPO—M = senha cosh § 4 senhf cosha (3.6)
3
/ OP' P'M
cosh(a + ) =0OK+P D = OPO_]\/[ + PMO—M = cosh avcosh 3 + senhasenhs  (3.7)

Das relagoes (3.6) e (3.7) e de (3.2) e (3.3), podemos obter outras relagoes da
trigonometria hiperbdlica. Assim, por exemplo, temos:

Propriedade 3.14.

tanh a 4 tanh
tanh = . 3.8
anh(a + ) 1 4 tanh avtanh 3 (38)

Demonstracao. De fato, pela definicao de tangente hiperbdlica, temos

senh(a+ )  senha cosh 8 + senhf cosh «
tanh = = :
anh(a + 5) cosh(aw+ ) cosh acosh § + senhasenhf (3:9)

Dividindo o numerador e o denominador da fracdo do tdltimo membro de (3.9) por

cosh v cosh 3, obtemos:
tanh a 4 tanh 8

tanh = .
anh(a + ) 1 + tanh atanh g
n
Observacao 3.15. Se a = 3, as relagoes (3.6), (3.7) e (3.8) tomam a forma:
senh2a = 2senha cosh a, (3.10)
cosh 2ac = cosh? a + senh*a (3.11)
’ 2 tanh
tanh 20 = ——— 0 (3.12)
1 + tanh” o
Propriedade 3.16. Identidade hiperbolica da diferenca:
senh(a — ) = senha cosh 8 — senhf3 cosh (3.13)
cosh(a — ) = cosh a cosh f — senhasenh3 (3.14)

tanh o — tanh 3
tanh(a — ) = . 1
anh(a = f) 1 — tanh atanh g (3.15)
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Demonstragao. Multiplicando (3.6) por cosh 3 e (3.7) por senhf e subtraindo o resultado,
encontramos:

senha = senh(a + ) cosh f — senhf3 cosh(a + ()
Multiplicando (3.6) por senh e (3.7) por cosh 3 e subtraindo o resultado, obtemos:
cosh oo = cosh(a + ) cosh f — senh(a + )senhf.
Substituindo (a + f) por «, e «, por (a — ) nestas duas tltimas equagoes, obtemos:

senh(a — ) = senha cosh 8 — senhf cosh «

cosh(aw — ) = cosh v cosh f — senhasenh/.
Pela definicao de tangente hiperbdlica, temos

_ senh(a — )
tanh(or — ) = cosh(a — )

_ senhacosh  — senh/3 cosh a

. 1
cosh o cosh 8 — senhasenh 5 (3.16)

Dividindo o numerador e o denominador da fragdo do ultimo membro de (3.16) por
cosh v cosh 3, resulta:

_ tanha — tanh

tanh(a — §) =
anh(a — ) 1 — tanh atanh 8

Propriedade 3.17. Relacoes de seno, cosseno e tangente hiperbolica em fun¢do da tangente
hiperbolica do angulo metade.

2 tanh %

1 — tanh?®

senha = ,

(3.17)
1 + tanh?

cosha = —_—
1 — tanh

vl fole VIR

(3.18)

2 tanh ¢
—_— (3.19)
1 + tanh” §
Demonstragao. Da Equacao (3.10), encontramos que:

tanh a =

senha = ZSenhg cosh %.

Dividindo e multiplicando o segundo membro dessa equagao por cosh 7, obtemos

Décosh2g:2taunhg } = 2tanh%a'
b 2 QM 1—tanh§
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Da equagao (3.4), encontramos que:

senh?2 1 1 + tanh? ¢
cosh o = cosh? %+Senh2% = cosh? @ (1 + 2 ) = (1 + tanh? %) =2

2 a 1 =7 Ta-
2 cosh” § e 1 —tanh” §

Finalmente, pela definicdo de tangente hiperbdlica, dividindo (3.17) por (3.18) (ou
diretamente da Equacao (3.12)), obtemos:

2 tanh %

tanha = ———5—.
1 + tanh %

Observagao 3.18. As relagdes do arco metade, sao deduzidas de (3.3) e (3.11). Substituindo
senh’a = cosh®a — 1 em (5.11), obtemos

cosh 2a = cosh® a + cosh® & — 1 = cosh 2a = 2cosh? o — 1,

e substituindo cosh® a = 1 + senh®a em (3.11), teremos

cosh 2a = senh®a + 1 + senh?a = cosh 2a¢ == 2senh?a + 1.

senhg =4/ % (3.20)
coshg = \/%. (3.21)

Finalmente, dividindo (3.20) por (3.21), obtemos

15} coshfg —1
tanha = tanh = =y ————.
aftra = Attty cosh g+ 1

Observacao 3.19. Para deduzir as equagoes da adi¢cao para as funcoes hiperbdlicas nao
existe a necessidade de medir o primeiro angulo o a partir do eixo de simetria OA da
hipérbole. De uma maneira andloga, podemos deduzir as equagoes 3.6 e 3.7 para o caso em
que o segmento OA ocupa uma posicao arbitrdria. Observe a Figura 3.8:

Fazendo B = 2a, encontramos:

Os angulos hiperbdlicos AOM e MOM' sao iguais a « e 3, respectivamente. Considere
que:
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Figura 3.8: Angulos Hiperbdlicos em uma Posigao Geral

e Os segmentos M P e M'Q sao obtidos com uma construcao andloga & da Propriedade
3.4, com os pontos P e () pertencentes a reta OA;

e O segmento M P'também é obtido com um construcao analoga & da Propriedade 3.4,
com o ponto P’ pertencente a reta OM.

Por conseguinte,

ha — PM ha — or
senha = -~ e cosha = ==,
P'M oP'
senhf = O e cosh f = O
e
QM ~0Q
senh(a + f) = 04 e cosh(a + ) = oA
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Capitulo 4

Funcoes Hiperbdlicas e Exponenciais

O presente capitulo apresenta a maneira pela qual surgem as combinagoes das funcoes
exponenciais e” e e~* na defini¢ao de funcoes hiperbdlicas, como comumente sao encontradas
nos diversos livros de calculo diferencial e integral.

4.1 Area de Setor Hiperbdlico

Para medir angulos, precisamos calcular a area do setor hiperbolico. Voltemos aos eixos
Oz e Oy, com a hipérbole xy = % (Figura 4.1). Sejam M e N dois pontos quaisquer num

Y

Figura 4.1: Coordenadas dos Pontos M e N

mesmo ramo da hipérbole. O ponto M tem coordenadas z = OD e y = OQ) e o ponto N
tem coordenadas x = OR e y = OS. A area do retangulo ODM(@Q é dada por
1

AODMQ =0D -0Q=xy= B

e a area do retangulo ORN S é dada por

1
AORNS = OR-OSIZ’@/: 5
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Logo Aopmg = Aorns e, consequentemente, Asryg = Aprnr.
Para calcular a area do setor OAM , vamos rodar a Figura 4.1 de 45° e tomar a hipérbole
X? —Y? =1 (Figura 4.2). Observemos que:

Y

Figura 4.2: Area do Setor AOM

1 1
Aopm = §A0DMQ = §AOBAC = Aopa

Aopam = Aopm + Appam = Aoam + AoBa,
logo
Aoam = Appam.

Um raciocinio analogo nos leva a:

1 1
Aoac = §AOBAC = §AODMQ = Aomo
e
Aoamqg = Aoac + Agcam = Aomg + Aoam,
logo

AOAM = AQCAM = ADBAM~

Assim, o que precisamos € calcular a area de DBAM . Voltando aos eixos x, y e a hipérbole
Ty = %, a area de DBAM ¢é a area sob o grafico de y = %, compreendida entre x = OD e

x = OB (Figura 4.3). Logo:
OB
1
/ —dx
op 2%

In 0B (4.1)

1
:§|1nOB—1nOD|: oD

1
Appam = B

Ou seja:
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Figura 4.3: Area de DBAM

e Se M esta a esquerda de A entao:

1. OB
APBAM = §1HO—D

oD

e Se M esta a direita de A entdao:Apgay = %ln on"

Analogamente, podemos calcular Agcan integrando a fungao x = ﬁ

In 09 (4.2)

°e 1 1
Aqoam = / —dy‘ =3 InOQ —InOC| = elk

oc 2y

1
2

Ou seja:

e Se M estd acima de A entao:

1. 0Q
A = —In—=:
PBAM n 0C’
e Se M estd abaixo de A entao:
1. OC
A = —Iln—.
PBAM 5 n OQ

Observagao 4.1. Note que se M = A entao Apgay = 0 e se M # A entao Apgay > 0.
Quando M se afasta de A pela direita, o segmento OD cresce indefinidamente. Assim,
como o tamanho OB estd fizo, Appaym = % lnOD — In OB cresce indefinidamente. Se M
se afasta de A pela esquerda, o segmento OD tende a zero e In OD decresce indefinidamente.
Assim, Appav = % InOB —1InOD| também cresce indefinidamente. Logo, Aoan =
Appam varia de 0 a +00.

Observagao 4.2. Coloquemos a sequinte conven¢ao (Figura 4.4):
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Figura 4.4: Angulos Hiperbdlicos Positivos e Negativos

e Se o ponto M estd acima do eixo dos X ’s, o angulo que ele define terd medida positiva.

e Se o ponto M estd abaizo do eizo dos X ’s, o angulo que ele define tera medida negativa.

Assim, um angulo hiperbolico, tendo medida :E%AOAM, assumird valores entre —oo e 400.
Lembrando que esta é uma medida nova, definida na hipérbole. Se os mesmos angulos fossem
medidos no circulo, seus valores estariam entre —% e +7.

4.2 Funcoes Hiperbdlicas e Exponenciais

Seja M um ponto sobre a hipérbole X? — Y? = 1 tal que Apay = g, ou seja, um
ponto que determina um angulo com medida hiperbdlica 6 (Figura 4.5). O ponto M tem

Y

Figura 4.5: Coordenadas dos Pontos nos eixos 2Oy e XOY
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coordenadas X = OP = coshf, Y = PM = senhf no sistema de eixos XOY e coordenadas
xr = 0D ey = OQ no sistema de eixo xOy. Como vimos no Exemplo 2.7, através de
uma rotacao de 45° nos eixos coordenados xOy obtemos as féormulas que relacionam as
coordenadas (z,y) com (X,Y):

V2 V2

OD =zx= 7<X -Y)= 7(cosh0 — senhf)
) V2
0Q=y= TQ(X +Y) = ?(cosh@ + senhf).

O ponto A tem coordenadas X =1, Y =0e x = OB, y = OC. Temos que:

V2 V2

B=Y* Ve
@) 5 e OC 5
Portanto, de (4.1) e (4.2), obtemos:
1. OB 1 2 1
Appay = -In—— = =1In 2 = ——In(cosh @ — senhf
PEANT 20D 2 %E(Coshﬁ—senhé) 2 ( )
¢ Ve
1 1. %*(coshd ho) 1
Agcam = 5 In % =5 In -2 (cos L;_ senhf) =3 In(cosh 6 + senh?).

2
Como Aoanm = Appanm, temos:

1
4 = ——In(cosh # — senh®)
2 2
e como Apam = Agcam, temos:

6 1
5735 In(cosh @ + senhd).

Logo
e? = cosh § — senhf (4.3)
e
e’ = cosh § 4 senh. (4.4)
Somando (4.3) e (4.4), obtemos
e +ef
coshf =
e subtraindo, obtemos
e —e™?
ho =
sen 5
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Observacao 4.3. Utilizando-se das relacoes entre seno e cosseno hiperbolico, podemos

demonstrar as equacoes das demais funcdes hiperbolicas em funcdo de e® e e=?. Temos,

entao:

1. Tangente hiperbdlica

senhf e’ —e? 20 _1

tanh 6 = = = ;
o coshf e +e 0 241

2. Cotangente hiperbdlica
1 0 —0 20 1
cothf — :e—i-e _¢€ +;
tanhf e —e 0 €20 -1

3. Secante hiperbdlica
1 2
sec hf) =

coshf 0 1 e 0’
4. Cossecante hiperbdlica

12
senhf el —e0"

csc hf =

4.3 Férmulas da Soma de Angulos nas Fungoes
Hiperbdlicas com Exponenciais

Passaremos a demonstrar as principais identidades e as relacoes de adicao de angulos
nas funcoes hiperbdlicas, utilizando-se das defini¢oes de seno e cosseno hiperbdlico com o uso
funcoes exponenciais e’ e e e suas combinacoes.

Propriedade 4.4. cosh? — senh®0 = 1.

Demonstracgao. De fato,

0 —0\ 2 0 _—6\ 2 20 4 9 —26 20 _ 9 —26 4
cosh29—senh29:(i) —(6 ¢ ) _erete T ¢ te =-=1.

2 2 4 4 4

n

Propriedade 4.5. senh(—6§) = —senhf

Demonstracao. De fato,

0 _ —(-0) -0 _ 0 (0 _ b
senh(—0) = ¢ ‘ = - (¢ —e™) = —senhd
2 2 2

n
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Propriedade 4.6. cosh(—60) = cosh 0

Demonstracgao. De fato,

et + e=(=9) e ¥+ ¢ e +ef

cosh(—0) = ) S cosh §
[ ]
Propriedade 4.7. 1 — tanh? 6 = sec h20
Demonstracao. De fato,
| tanh?d — 1 e — et 2_ e 424+ — (¥ -2+ %) B
B e +et) (e? 4+ e=9)2 N
4 1 ,
= (60 + 679)2 = ((69_‘_679) ) == SeCh 9
2
[ ]
Propriedade 4.8. coth? — 1 = csc h%0
Demonstracgao. De fato,
12 o 4 e? 2 o2 494 20 _ (620 _o4 6—29)
coth™¥ —1 = PR —— —l= (€0 — e 0)2 -
4 1 9
= (69 — 6_9)2 = (66_679) ) = CSCh 9
(e
[ |
Propriedade 4.9. senh(a + [3) = senha cosh § + senhf cosh av.
Demonstracao. De fato,
a_ -« B —B B8 _ B a —a
senha cosh 8 + senhf cosh a = S (€ te + —— (€ re =
2 2 2 2
4 4 B
2 at+B __ —a—pf a+B _ ,—(a+B)
(e . € ) _ ¢ 26 ) = senh(a + ).

Analogamente, podemos verificar que

senh(a — 8) = senha cosh § — senhFcosha e senh2a = 2senha cosh a.
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Propriedade 4.10. cosh(a + ) = cosh a cosh 5 + senhasenhf3.

Demonstracgao. De fato,

« o B -8B a _ L, B8 _ -B
cosh a cosh 3 + senhasenh3 = (%>‘<6 +2€ )+(6 26 >'(e 2@ ):

ea—i—,@ + ea—ﬂ + e—a-l—ﬁ + e—a—,B ea-‘,—ﬂ o ea—ﬁ o e—oz-l—ﬁ + e—a—,@’
—+ =
4 4

1 = 5 = cosh(a + ()

Analogamente, podemos verificar que

cosh(a — 8) = cosh acosh 3 — senhasenh3 e cosh 2a = cosh® a + senh®a.

Propriedade 4.11.

tanh a 4 tanh 8
tanh =
anh(a + 5) 1 + tanh atanh 8

Demonstragao. De fato,

e oo eB_e—B e*—e~)(ef4e P e“+e ) (ef—e P

tanha +tanh 8 cote—a T FreP B ( )((€a++e—(z)+((eﬂ+t—ﬁ))( :
o a_p—a g T (e+e—)(eBteB)+(ed—e—)(eB—e—B

1 +tanhatanh 3 4 + (;Jr;a) <§Z+Z—Z> (e2+ )((ea++€_2)+(£ﬁ+e_ﬂ))( )

(e*TP 4 2P — gmoth — g7y 4 (eaF 4 emofF — ga=F — gma=h)
(eoz-i-ﬁ + ea—p + e—otpB + e—a—ﬁ) + (ea—i-,B — @B _ g—atB + e—a—B)
2(6a+6 —_ 6_(a+5)) ea+6 —_ 6_(a+ﬂ)

2(eotP  e~(0th)) — cotB 4 o (ath) tanh(a + f).

Analogamente, podemos verificar que

tanh o — tanh 3 2 tanh o

anh(a — ) 1 — tanh atanh 3 ¢ anh e 1+ tanh? o

As demais relacoes, como:

2 tanh ¢ 1+ tanh® ¢ 2tanh £
W COShOé e (§] tanha -
2

1 — tanh® ¢ 1+ tanh® ¢
e
coshéz fcosh f — 1 senhéz [cosh B+ 1 . tanhéz coshfg —1
2 2 ’ 2 2 2 \/ cosh 5+ 1

sao deduzidas diretamente das relagoes fundamentais de seno, cosseno e tangente hiperbdlica
e ja foram demonstradas anteriormente.

senha = ,
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Apeéendice A

Presevacao de Area de Setor
Hiperbdlico apés Rotacao Hiperbdlica

Propriedade A.1. Considere os pontos A, M, A'e M' € H = {(z,y) € R? : 2y = %}, com
A" e M obtidos de wma Rotacdo Hiperbdlica sobre A e M, respectivamente. Temos que a
drea do setor AOM ¢€ igual a drea do setor A OM .

Demonstracao. Considere a Figura A.1:

¥

Figura A.1: Preservacio de Area de Setor Hiperbdlico

Inicialmente note que os pontos sobre a hipérbole sao do tipo (z, %), pois o produto

das coordenadas do ponto é sempre igual a % Seja ponto O = (0,0) o centro da hipérbole
e, em particular, consideremos

1 1 / 1

—Y M= ) A = —

M = (k
o (km,

A= -
(a, 2km)’

com a e m distintos e diferentes de zero. Assim, como A # M e A" # M’ temos que as 4reas
dos setores AOM e A'OM’ sao diferentes de zero.
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. , / ’ ~
Para determinar as areas dos setores OAM e A OM , conforme mostrado na secao

“Area de Setor Hiperbélico”, o que precisamos é calcular a drea de DBAM e de D'B'A’' M,
1

respectivamente. Essas dreas correspondem, respectivamente, a drea sob o grafico de y = 5-,
compreendida entre x = OD = mex = OB = a e area sob o grafico de y = ﬁ, compreendida

entre r = OD' = km e x = OB’ = ka. Assim, temos

OB a
1 1

/ —dx / —dx
op 2x m T

OB’ ka
1 1
/ —dx / —dz
oD’ 2x km L

como queriamos demonstrar.

1

2

1 1
Appam = :§\lna—1nm|:§‘ln%‘

ka

In—|=A
n e PBAM,

1 1
= :§|1nka—lnk‘m|:§

AD’B’A’M’ =

1
2
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