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Resumo

Este trabalho tem como objetivo utilizar a ferramenta da Equacao-Mestra para estudar o caso da
difusdo de particulas. Inicialmente foi feito um resumo do oscilador harmoénico simples quantico com a
finalidade de formular a aplicagao dos operadores de criagao e aniquilagao; posteriormente foi estudado
o caso de duas particulas e dois sitios obtendo o Hamiltoniano do sistema podendo generalizar para o
caso de N sitios em uma cadeia linear, as particulas podem saltar para o vizinho mais préximo no
processo de difusao. Foram analisados casos de particulas bosonicas que se comportam em caixas como:
duas particulas e duas caixas, uma particula e trés caixas, uma particula e quatro caixas, uma particula
e cinco caixas, duas particulas e trés caixas para obtencao de suas probabilidades e niimero médio de
particulas em funcao do tempo. Para o caso de duas particulas e trés caixas utilizou-se o fato de que as
particulas estdao descorrelacionadas, nao tendo restricoes quanto ao numero de particulas numa caixa,
obtendo probabilidades no caso de uma unica particula para calcular as probabilidades conjuntas no

caso de mais particulas numa cadeia (difusdo de N particulas numa cadeia).

Palavras-chave: Monografia. LaTeX. Equagao-Mestra. Difusao. Operadores. Bdsons
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Abstract

This work aims to use the Master-Equation to study the diffusion of particles. Initially, we summarized
the simple quantum harmonic oscillator in order to formulate the application of the creation and
annihilation operators. We, then, studied the Hamiltonian of the two-particle and two-site case, which
was later generalized to the linear chain N-site case. In the generalized case particles can jump into
their closest neighbor by diffusion. We also analyzed the case of the box-like behaved bosons: two
particles and two boxes, one particle and three boxes, one particle and four boxes, one particle and five
boxes, two particles and three boxes to obtain their probabilities and the average number of particles as
a function of time. In the case of one particle and five boxes we considered that the number of particles
is independent of the diffusion that happens among themselves. For the case in two parts and three
boxes we used the fact that the particles are uncorrelated, not having restriction for the amount of
particles that fit in each box. We obtained the probability for the case of a single particle to calculate

the combined probabilities for the case of many particles in a chain (N particle chain diffusion).

Keywords: Monograph. LaTeX. Equation-Master. Diffusion. Operators. Bosons



Capitulo 1

Equacao Mestra e Osciladores
Harmonicos Simples Quantico
(Operadores de Criacao e

Aniquilagao)

1.1 Equacao-Mestra

O movimento browniano consiste no movimento aleatério das particulas microscopicas imersas
em um fluido. Este movimento aleatério provém da colisao dos atomos ou moléculas dos fluidos nessas
particulas microscépicas. Descoberto por Robert Brown em 1827, que ao analisar particulas de grao de
polen na agua se movendo, nao conseguiu determinar o mecanismo que causara este movimento. Muitas
décadas depois, surgiram as primeiras teorias sobre o movimento browniano, publicadas por Einstein
(1905) e Smoluchowski (1906), conseguindo explicar o mecanismo do movimento, sendo que o
movimento do pdlen na agua tratava-se do resultado dos choques das moléculas da dgua no podlen.
Através desta explicagao, confirmou-se definitivamente a existéncia de atomos e moléculas, sendo
verificada experimentalmente por Jean Baptiste Perrin em 1908.

Para descrever os movimentos brownianos foi usado um método chamado equacao de Langevin,
que calcula a evolugao temporal das médias de posigao e velocidades da particula browniana. Também
temos a equagao de Fokker-Planck que estuda a evolugao temporal das distribui¢oes de probabilidade
das médias de posi¢ao e velocidades da particula browniana. Indo além destas equagoes, surgiu a
Equagao-Mestra, que permite calcular as probabilidades de encontrar o sistema em um determinado
microestado do sistema.

A Equagdo-Mestra pode ser deduzida através de justificativas probabilisticas diretamente da
relacdo de Chapman-Kolmogorov para processos estocdsticos markovianos, ndo entraremos em detalhes

de como foi formulado podendo ser consultado, por exemplo, no livro Introducao a Fisica Estatistica do



Salinas [1].

A maioria dos sistemas estd fora do equilibrio e a formulacao, por exemplo, via equagao de
Fokker-Plank nao permite um estudo microscépico adequado, ja que trabalha com evolugao de distribuicao
de probabilidades de observaveis. A Equacdo-Mestra é uma ferramenta que permite modelar o processo
estocdstico de acordo com os detalhes microscépicos do sistema. O estudo de sistemas fora de equilibrio
utilizando a equagao-mestra é particularmente interessante quando queremos entender a emergéncia da
irreversibilidade em processos fisicos. Ver por exemplo: F. Reif [6], capitulo 15.

Explorada em diversos ramos da ciéncia, a Equagao-Mestra pode ser aplicada no modelo cinética
quimica [I], no modelo de Ising cinético [I], na ressondncia magnética [6], na dindmica de polarizagao
nuclear [6], em sistemas atémicos interagindo com campos de radiagao [7], entre outros.

A Equacao-Mestra descreve a evolucao temporal das probabilidades de um determinado sistema

P(n,t), ser encontrado em uma configuragdo n no instante t.

& P(0,1) = 3 [Ty on PO 1)~ Ty PO 1), (1.1)

o
onde T/, representa a taxa de transicao da configuragao 7’ para a configuragdo n com o aumento
de probabilidade P(n,t), enquanto que T, _,,  representa a taxa de transi¢do da configuracdo n para a
configuragao 7’ com a diminuigdo de probabilidade P(n,t), podendo ser pensado como a simetria de
ganho e perda de probabilidade do sistema, sendo que T3/, e T, sao as transigées de configuragoes,
notando-se que elas nao dependem do tempo t.

Iremos usar a Equacao-Mestra para tratar o problema de difusao de uma rede onde a particula
tem a probabilidade de ir a direita e a esquerda, mapeando assim, a Equagao-Mestra em uma equagao tipo
de Schroedinger com uma representagao do Hamiltoniano associado em termos de operadores de criacao
e aniquilagao. Primeiramente, vamos analisar o caso mais simples que é de duas caixas e duas particulas,
partindo para a andlise da configuracao inicial até a configuracdo final no tempo longo. Em seguida,
estudaremos o caso de uma particula e trés caixas onde veremos que aumentando o nimero de caixas
aumentaremos consequentemente a matriz hamiltoniana do sistema. Nos casos dos problemas de varias
particulas descorrelacionadas em uma cadeia formada por vérias caixas, pode-se estudar como problema
de uma tunica particula difundindo pelas caixas. Apds se resolver esse problema de particula tunica,
pode-se encontrar as probabilidades associadas ao sistema de varias particulas, utilizando o conceito de

probabilidade conjunta.

1.2 OHSQ (Operadores de Criacao e Aniquilagao)

Nesta secao, vamos fazer um resumo do oscilador harménico simples quantico, estudado na
matéria de Mecanica Quantica no nivel de graduacao, para formular os operados de criacao e
aniquilacao no caso bosonico.

Considere a equagao de Schroedinger independente do tempo para uma particula de massa m



preso a uma constante de mola de forca K com uma oscilagao harmonica de frequéncia w, estd sujeito a
um potencial dado pela eq.

V(z) = smw?a?, (1.2)
resolvendo assim, a equagao de Schroedinger independente do tempo com este potencial. Temos entao

1
V(x) s
maw Xx

2

Figura 1.1: Potencial do oscilador harménico simples.

-+ 1m'w x*) = Ev. (1.3)

Sendo mais conveniente expressar eq. [[.3 na forma

L 2
— =F 14
[+ (mw)*J = v, (14)
onde o operador momento na representacio de posicio é p® = fhzdd—;.
H= i[p2 + (mwz)?). (1.5)
2m

Desta forma, definimos os operadores de criagdo e aniquilacdo sendo detalhado no livro do Griffits [4]

al = W(zp + mwz), (1.6)
1 )
a= m(zp+mwx). (1.7)

Ao multiplicarmos estes operadores temos,

1
fq = 2 24 - :
T [p* + (mwz)” + imw(xp — px)]; (1.8)
_ 1 [p? + (mwz)?] — - [z, pl; (1.9)
2hmw 2h7
= ol + ()] - (1.10)
© 2hmw e 2 '
1 1
T = —[_ =
ala=— 5 (1.11)



Onde obtemos o Hamiltoniano em termos dos operadores criacao e aniquilagao,
t 1
H = hwla a+§]. (1.12)

Noés também definimos o operador nimero N = afa achando a relacdo entre o operador niimero
e operador Hamiltoniano

H = hw[N + %]. (1.13)

Seguindo o mesmo raciocinio de fazendo o produto aa', acharemos

H = hwlaa® — %] (1.14)

Aplicando o operador criacio em ¢, (af1)) satisfazendo a equacio de Schroedinger com energia
E, logo a energia aumentard com o fator fiw, e analogamente se aplicarmos o operador aniquilacdo em
¥, (avp) satisfazendo a equagdo de Schroedinger com energia E, a energia diminuird com o fator —hw.

Conseguiremos obter um mecanismo que gera solugoes com energias maiores e menores.

Aplicando
H(a") = hw(ata + %)(afw) — hw(ataa® + %aw — hwa' (aa® + %)w; (1.15)
= a'(H 4+ hw)y = (E + hw)atip. (1.16)
e de maneira anédloga iremos obter
H(ay) = a(H — hw)y = (E — hw)ay. (1.17)

Podemos fazer uma analogia com a escada para estes niveis de energia: aplicando o operador
levantamento subimos o degrau e aplicando o operador abaixamento descemos um degrau da escada.

Como pode ser visto na figura [1.2

. 1 [E—
. . _‘\(I
oy 3o
+ ! —d
a»|92- N
A= 2
Q> |1 1> ~¢

A
{ _l v
IO,>| 10>
Figura 1.2: Forma esquemadtica de ver a agio dos operadores de criagdo e aniquilagao.

Como o Hamiltoniano é apenas uma funcao linear de N, N pode ser diagonalizado



simultaneamente com o Hamiltoniano. Denotamos um valor de energia de N pelo seu autovalor n, entao
N|n) = n|n). (1.18)

Aplicando o Hamiltoniano eq. nos autoestados |n), obtemos

1
Hn) = (n+ 5)hw|n> (1.19)
Obtendo a energia deste estado
1
E,=(n+ i)hw (1.20)

Vamos utilizar esse esquema de operadores criagdo e aniquilacdo para estudar a difusdo numa
cadeia linear.

A configuragao do i-ésimo sitio da cadeia com particulas n;, pode ser representado por |n;). E
para o sitio em que ndo tem particula, ou seja, estado de vdcuo; serd representado por |0), colocaremos
restricoes para este estado.

ail0) =0 (1.21)

(0j0y =1

De uma forma geral podemos expressar a configuragao do sistema por n = {n;}, que corresponde ao vetor

[n1,n2, N3 ), de modo que:
n) = {nf'}) = In1,na, ng..) = (af)™ ()™ (ah)"s...|0). (1.22)
Com isso, iremos introduzir os operadores bosénicos definidos no espaco de Fock [2] como,

al|ng) = |n; + 1), (1.23)

aln;) = nin; — 1). (1.24)

Nota-se, que essa convengao é diferente da que aparece na mecéanica quantica.



Capitulo 2

Mapeamento da Equacao Mestra Em

Uma Equacao de Schroedinger

2.1 Difusao em dois sitios

Por simplicidade, vamos considerar inicialmente o caso da difusao de dois sitios, onde o salto de

uma particula do sitio 2 para o sitio 1, ocorre com a uma taxa de difusao D.

Figura 2.1: Difuséo em dois sitios.

Para isso iremos mapear a Equacao-Mestra em uma Equagdo de Schroedinger. A evolugao
temporal da distribuicdo de probabilidade P(n,t), onde P(n,t) é a probabilidade de encontrar o sistema
na configuragdo 1 no instante de tempo ¢, pode ser mapeada através do vetor de onda |1)(t)), definido

como

%) =D Pln, 1)), (2.1)

onde |n) é a representacdo na notagdo de Dirac dos vetores estado que formam um base do espago de
Fock [2]. Neste caso especifico que estamos tratando, temos a configuracdo n = (n1,ns2), onde ny e ngy

representa o nimero de particulas nos sitios 1 e 2. Escrevendo [1(t)) em termos dos operadores criagdo



definidos no capitulo anterior

|7/} Z P n17n27 ‘nlanZ Z Pn17n27 )nl(ag)n2|0> (22)

ni,n2 n1,n2

Derivando o vetor estado em funcao do tempo, eq. temos

|¢() Z P(ny,ng,t)lni,ne) = Z P(ny,ng,t)(al)™ (al)"2|0). (2.3)
nl,ng ni,n2
Na difus@o de particulas, a configuragdo n = (n1 + 1,n9 — 1) estd relacionada com o aumento
da probabilidade P(n1,ns,t) j4 que a particula pode saltar do sitio 1 para o sitio 2. A probabilidade
P(ny,ng,t) diminui na configuracao n = (n1,n2), jd que agora um particula no sitio 1 pode pular para o

sitio 2 e vice-versa. Obtemos assim, a equagao-mestra para esse processo de difusao

%P(?’Ll,ng,t) D(m + 1)P(n1 + 1,712 — 1,t) - Dnlp(nl,ng,t). (24)

Substituindo a eq. na eq. temos:

D100y = X [Pl + 1P+ 15— 1,0(a))™ (0210 — Dy P, ma, )(a])™ (a})10)] . (25)

ni,n2

A partir dos operadores bosdnicos de criacdo e aniquilagao, a;r |n:) = |n; + 1) e ag|n;) = ng|n; — 1),
respectivamente, teremos (ny + 1)|n1) = ajny + 1) e |ng) = a£|n2 — 1), aplicando estes operadores na

eq. [2:5] teremos a seguinte expressao:

d
501¢®) = Dalay Y P(ny+1,ny — 1,t)(a])™ ! (a})">70) — Dalay Y P(n1,na,t)(a})™ (al)"|0).

ni,n2 ni,nz
(2.6)
Podemos notar que os termos da somatéria é a prépria definicao de [¢(t)), logo teremos:
0
5;1%(0) = Dajar |9 (t)) = Dajar[¢(1)) = D(a} — a)a|e(1)). (27)

O Hamiltoniano de difusdo é igual a menos a variacdo em fungio do tempo do vetor estado 2| ¥(t)) =
Hlﬁg(ai,ag,al), onde H1_>2(a11‘,a£,a1) = —D(ag - a]i)al.
Calcularemos agora a situagdo em que uma particula volta para o sitio 1 partindo do sitio 2,

teremos entao a seguinte distribuigao de probabilidades

0
&P(nl,ng,t) D(ng + 1)P(n1 - 1,7’1,2 + 1, t) - DnQP(nl,ng,t). (28)

Fazendo o mesmo procedimento, aplicaremos a distribui¢iao de probabilidade da eq. [2-§ na variagao



temporal do vetor estado da eq. desta forma teremos,

%W;(m = > [Pz + DP(m = Lo + 1,8) = DnaPlna,mz, O)(a]) ™ (@h)210)]; (2.9)

ni,n2

= [D(nzﬂ)P(n1 —1,n2+1,t)(a{)nl(a;)"2\0>—DnQP(nl,ng,t)(ai)"l(a;)mm]. (2.10)

ny,n2

Aplicando similarmente os operadores bosonicos de criagao e aniquilagao, teremos:

0
5P = Dajaz Y | P(ni — Lny+ 1,1)(a})™ " (a})">*1(0) — Daa, Z (n1,n2,t)(a])™ (ab)"(0)].

’ (2.11)
Notamos que os termos da somatéria também é a prépria definigao de |¢)(t)), obtendo
9 i i Pt
5V () = Dajaz|y(t)) — Dagaz|i(t)) = D(aj — az)az[¥(?))- (2.12)

Logo o Hamiltoniano de difusao da particula pular do sitio 2 para o sitio 1, é de fato Hg_)l(a]i, ag, as) =
—D(a] — ab)as
Obtendo os dois resultados dos Hamiltonianos da particula pulando do sitio 1 para o sitio 2 e

vice-versa, obtemos o Hamiltoniano total do sistema através da soma Hi_,o + Ho_1

Hlﬁg + HQA,]_ = D(aJ{ - a;)(ag - a,]_). (213)

2.2 Generalizagao para N sitios em uma cadeia linear

Com o resultado do Hamiltoniano para difusao em dois sitios, podemos usar o caso geral em que
a particula pode saltar para o sitio mais préximo em uma cadeia linear.
Como mostra na fig. as particulas podem saltar para o sitio (ou caixa) j mais préximo até N

caixas. Para o caso geral de N sitios, o Hamiltoniano para este tipo de cadeia linear (1 D) é dado pela

expressao,
N-1
H=D) (al,, —al)(aj1 —aj). (2.14)
j=1
——o o o ———- -
1 2 3 q N

Figura 2.2: Difusao em N sitios.

Conseguimos mapear a Equacao-Mestra em uma equacao de Schroedinger para o caso de

difusdo de dois sitios, podendo agora estudar o caso diversas particulas descorrelacionadas nas caixas



para encontrar as probabilidades do sistema. A seguir, analisaremos véarios exemplos com vérias

quantidades de particulas e de caixas.



Capitulo 3

Resultados

3.1 Exemplo 2 particulas e 2 caixas

Vamos analisar agora a situacao de duas particulas e duas caixas, como trata-se de particulas
bosoOnicas, as particulas podem se comportar na mesma caixa. Com duas particulas e duas caixas temos
trés possibilidades de ocupagoes, sendo: duas particulas na caixa 1, uma particula na caixa 1 e outra
particula na caixa 2, e duas particulas na caixa 2; podendo assim chamar de [20),|11) e |02),
respectivamente. Para o caso de duas particulas na caixa 1 vamos usar a notacdo vetor ket |1), para
uma particula em cada caixa iremos usar o vetor ket |2) e para duas particulas na caixa 2 usaremos |3).
Como as particulas sao distinguiveis, para a configuracao |11) mostrado na fig. é possivel também
que a particula vermelha ocupe a caixa 1 e a verde ocupe a caixa 2 é uma configuracao possivel, tendo

multiplicidade 2.
( X ]
1 2
olle]
1 2
[ X ]
1 2
Figura 3.1: Configuragdes do Sistema de duas particulas e duas caixas.

A evolucao temporal do estado do sistema é dado por

[%(t)) = e [v(0)), (3.1)

onde [¢(0)) é a condicdo inicial do sistema.
Precisaremos achar os autovalores de A1, A\s, A3 e consequentemente achar os autovetores v, v3, U3,

para encontrarmos a forma matricial de e™#* através de

eth — 6267.]7562717 (32)

10



11

onde J é a matriz diagonal com os autovalores de H e ) é a matriz dos autovetores de H.

Podemos representar J na forma de matriz, como:

A0 0
J = 0 X O , (3.3)
0 0 A3
e e~ 7t como:
et 0 0
e It = 0 et . (3.4)
0 0 e Mt

Para isso, iremos achar o Hamiltoniano do sistema,

(1H[1) (1[H[2) (1]H]3)
H=| (20H[1) (2[H|2) (2H|3) |- (3.5)
(BIH[1) (3[H[2) (3|H]3)

Onde a representacao em termos de operadores de criagao e aniquilagao em cada sitio é:

N-1
H=D> (al,, —a)(aj41 — a), (3.6)

j=1

sendo o N igual ao nimero de sitios.

Usaremos a taxa de difusdao D=1 para todos os casos.

H= (a;ag — agal - aJ{a,g + al{al). (3.7)

Aplicaremos no Hamiltoniano todas as configuragbes possiveis, que para simplificar em algumas
situagoes o cdlculo usaremos as notagoes |1),]2) e |3).
H|1) = (alas — alay — alay + alay)|1); (3.8)
= ajas|1) — abai|1) — alas|1) + afas |1);
= a}ay|20) — aba1]20) — alas|20) 4 alay|20);
= a3(0) — a}(2/10)) — a} (0) + a{(2/10));

= —2|11) 4 2|20) = 2[1) — 2|2). (3.9)
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Donde obtemos os seguintes elementos da primeira coluna da representacao matricial de H
(1H[1) = (1[(2[1) = 2[2)) = 2(1[1) — 2(1[1) = 2;

2IH[1) = (2[(2[1) - 2[2)) = 2(2[1) — 2(2/2) = —2;

@BIH[1) = (3[(2[1) — 2]2)) = 2(3[1) —2(3]2) = 0.

H|2) = (agag — agal - aJ{ag + aJ{al)|2>; (3.10)

= abas|2) — aba1|2) — alas|2) + afa [2);
— 0 _ 1 b T .
= ajas|1l) —adai|11) — ajaz|11) + ajaq|11);
= a}(1]10)) — a}(1/01)) — a} (1]10)) + af(1]01));
=1]11) — 1|02) — 1|20) + 1|]11) = |2) — |3) — |1) + |2). (3.11)

Segunda coluna
(1H[2) = (A[(|12) = [3) = 1) +[2)) = (1]2) = (1|3) — (1[1) + (1[2) = —-L;

(21H[2) = 2[(12) = 3) = [1) +[2)) = (212) = (2[3) — 2[1) + (2[2) = %;

(BIH[2) = (3|(12) = [3) = [1) + 12)) = (3[2) — (3[3) — (3[1) + (3[2) = —1.

H|3) = (alas — alay — alay + alay)]3); (3.12)
= abas|3) — alai|3) — alas|3) + alay|3);
= alas)02) — ala1]02) — alas]02) + alai]02);
= a}(2/01)) - a}(0) - a{(2|01)) + af (0);
= 2|02) — 2|11) = 2|3) — 2|2). (3.13)

Terceira coluna

(LIH[3) = (1(213) - 212)) = 2(1]3) — 2(1]2) = 0;
(21H]3) = (2/(213) - 212)) = 2(2[3) — 2(2[2) = ~2
(3|H[3) = (3)(213) — 212)) = 2(3[3) — 2(3[2) = 2.

Finalmente, encontramos a representagao matricial de H
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2 -1 0
H=| -2 2 -2 |. (3.14)
0 -1 2

Obtendo os valores do Hamiltoniano, podemos achar os autovalores e autovetores através do

det(H — \,,) = 0; (3.15)
2-x -1 0
= -2 (2-X) -2 =05
0 1 (2-))

=M= =2 +[(=2)2 -] =0;
2= N)AA=4)] =0

sendo Ay = 0, Ao = 2, A3 = 4 os autovalores.
Podemos achar os autovetores através de Az = A\x.

Para A; = 0 temos,

2 -1 0 Ty T
-2 2 —2 o =0 To 5
0 -1 2 I3 I3

2I1 — X9 = 0
—2£E1 +2$2 - 2!173 =0

—x + 223 = 0;

[y

=12 |- (3.16)

—_

para Ao = 2 temos,

2171 — L9 = 2:61
—21’1 + 2%2 — 2%3 = 21’2

—To + 213 = 273;
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1
U3 = 0 (3.17)
-1
para A3 = 4 temos,
2 -1 0 T T
-2 2 -2 o =4 To 3
0 -1 2 x3 €3
2(E1 — Xg = 4£E1
—2x1 + 29 — 223 = 4o
—xq + 223 = 4x3;
1
U3 -2 (3.18)
1
Finalmente, encontramos a matriz dos autovetores de H
A=0 A=2 A=14
xq x) af
Q= To xh |
T3 xh xl
A=0 A=2 A=14
1 1 1
Q= 2 0 -2 (3.19)
1 -1 1

Queremos agora obter a inversa da matriz @), que serda demonstrado no Apéndice A com o método
utilizado pelo livro Algebra Linear e Aplicacoes [3].

Lyf1 1 1 100

~ Ly |2 0 =2 : 0 1 0][; (3.20)

Ly\1 -1 1 : 0 0 1



Ly 1 1 1 : 1 00

~ Ly 2 0 -2 : 0 10

Ly—Ls—L; \0 -2 0 : -1 0 1
Ly 1 1 1 : 1 00

~ L1 0 -1 0 1 o0|;
L 0 -2 0 -1 0 1

Ly 1 1 1 : 1 0 0

~ Ly—»Li—Ly|0 1 2 : 1 -1 0

L 0 -2 0 : -1 0 1
Ly 111 1 0 0
~ LY 012 :1-%o0

LY=Ly +2L, \0 0 4 : 1 -1 1

Ly 111 :1 0 0
~ LY 0 1 2 1 —3 0 [;
e AUNIETEEE R
Ly 11 1:1 0 0

~ Ly—Ly-1y o 11 @ 38 -1 1
ry 00 d g



Iy 1 11 1 0 0
~ LY=Ly Ly 10 1.0 1 5 0 —3|;
1 11
Ly 0 0 1 I 1 1
Li—»Ly-LV (1 01 : 3 0 3
~ TIV 1 _1
L 01 0 5 0 5 |
1 11
Ly 001 i "1 1
{—=Ly—Lg (1 0 0 @ § § ¢
~ TIV 1 1
L; 010 5 0 =313
1 11
Ly 0 0 1 i 1 q
Encontramos finalmente a inversa de )
11 1
i 1 1
Q_l = % 0 —% )
1 1 1
1 i 1
1 1 1
Q=12 0 -
=7 _
1 -1 1
Com isso podemos achar e~ #* através da eq.
1 1 1 e Mt 0 0 1 1
1
=12 0 -2 0 e 0 3|2 0
1 -1 1 0 0 et 1 -1
1 1 1 efAlt e*)\lt e*)qt
1
=712 0o -2 2e 2t 0 —2¢~ A2t

1 -1 1 e—>\3t _e—>\3t e—)\gt

16

(3.21)



e—>\1t + 26—A2t + e—)\gt e—)\lt _ e—/\gt

e =- 2e~ Mt _ 9e—Ast 2e~ Mt 4 9e—Ast

67)\1)5 _ 267)\2t + 67>\3t e*)\lt _ 67)\3t

Lembrando que A\; =0, Ay =2 e A3 = 4, temos entao

142 2 fe 4 14 11—

17

e—/\lt _ 26—)\2t + e—Agt

Qe At _ Qe Ast

e~ Mt 4 9 A2t | oAt

26—215 + e—4t

1
e—Ht — Z 92 94t 24 2¢—4t 9 _ 9e—4t . (322)
1— 2672t + 674t 1— 674t 1 + 2672t + 674t
1
Usando a condigao inicial [1) = | 0 | naeq.[3.1
0
I+2e 2 4e ¥ 1—e ¥ 1-272 e ¥ 1
1
() = 2 —2e~ 4 2+ 2e~ 4 2 —2¢~ 4 0 |;
1—2e 24 11— 142 24 ¥ 0
142e 2 et
1
we)=5| 22w
1— 2672t + ef4t
1+2e 2 e % 0 0
1 1 1
() = 0 ta| 227 |+ 0 ;
0 0 1—2e 2t 4 =4
1 0 0
1 1 1
) =7 (1r2e e ) [ o [+ (22 ) [ 1 [+ (12e e ) | o
0 0 1
() = Pu(t)[1) + P2(t)[2) + P3(t)[3). (3.23)
1 -2t —4t
Pi(t) = 1(1 +2e7 4 e7H); (3.24)
1 —4t
By(t) = 1(2 —2e7 ) (3.25)
Py(t) = —(1 — 272 4 7% (3.26)

Os P/s(t) sao as probabilidades de encontrar o sistema em um dos trés estados ou configuragoes
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e seus comportamentos em funcao tempo sao mostrados na figura [3.2

2.5 3

Figura 3.2: Probabilidades do sistema de duas particulas e dois sitios. Utilizando a condigdo inicial |1).

Na fig. [3.2] percebe-se que em trés segundos ji dd para notar o valor das probabilidades
estacionadas; note que a Ps(t) (linha vermelha), no assintGtico, tem probabilidade maior do que as
probabilidades Pj(t) (linha azul) e Ps(t) (linha verde), isto se dd pelo fato de que a configuracao |11)
(uma particula verde e outra vermelha em cada caixa), podem permutar a localizagdo das particulas na
caixa obtendo multiplicidade dois do sistema. Enquanto P»(t) vai para 1/2, Pi(t) e Ps(t) vao para o

valor de 1/4, para o tempo longo.

0
Usando a condigdo inicial [2) = [ 1 [ naeq.[3.1
0
142 24 1 1 -2 -2+ 0
1
[¥(t)) = — 2 — 2% 24 2e~ 4 2 — 2% 1|
4
1—224e 4 1—e 4 142244 0
1—e 4
1
W)= 2+2* |
1—e %
1—e 4 0 0
1 1 1
) = = - —4t -
%) = § 0 +7] 2+2 +7 0
0 0 1—e %
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Temos entao,

(1)) = Py (t)|1) + Py(t)2) + P5(t)[3); (3.27)
P{(t) = 2(1 —e 1), (3.28)
Py(t) = 3(2 + 2¢74); (3.29)
Pi(t) = 3(1 —e . (3.30)
1 T T T T T
I'I,I Pl':t] -
\ Palt) ——
\ Pa(t)
0.8 F \\\ .
\-.
0.6 -
~_
0.4 -
0.2 - o -
|:| | | | | |
0 0.5 1 1.5 y) 2.5 3
t

Figura 3.3: Probabilidades do sistema de duas particulas e dois sitios. Utilizando a condigao inicial |2).

Na fig. com a condigdo inicial |2), nota-se que a P»(t) tem inicialmente o valor préximo de
1 e com o passar do tempo seu valor vai para 1/2. J4 as probabilidades P (t) e Ps(t) seus valores sao

préximos do zero e com o passar do tempo seus valores vao para 1/4.

0
Usando a condicao inicial |3) = | 0 | naeq.|3.1
1
14272t pe4 1 e 4 ] _92e72t o4t 0
¥ (®) = i 2-2e74 2427 227 0 |;
1—2e 2 pe ¥ 1—e¥ 142 24 ¥ 1

1—2e? et
1
[p(t)) = 1 2 —2e 4
14 2e=2t 4 ¢—4t
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1—2e 2t 4% 0 0
pO) = 5 b 2men |45 -
- 4 0 4 - e 4 0 )
0 0 1+2e7 2 44
[W(t)) = P{(t)[1) + Py (t)]2) + P/ (t)[3); (3.31)
1
Pl'(t) = it 2e % 4 e, (3.32)
1
Py (t) = 1(2 — 2e 1, (3.33)
1
Pj(t) = Z(l +2e7% 4 7). (3.34)
1 T T T T T
Pt} ——
Pa(t) ——
P3(t)
0.8 =
0.6 =
0.4 .
|

2.5 3

Figura 3.4: Probabilidades do sistema de duas particulas e dois sitios. Utilizando a condigao inicial |3).

Na fig. com a configuracdo inicial |3), inicialmente a probabilidade Ps(t) (linha verde) tem o
valor préximo de 1 e com o passar do tempo sua probabilidade cai para 1/4, ji as probabilidades P;(t)
(linha azul) e Py (t) (linha vermelha) inicialmente seu valor é préximo de zero e seus valores vao para 1/4
e 1/2, respectivamente.

Obtendo as probabilidades nas configuracoes possiveis podemos agora calcular o nimero médio
de particulas nas caixas, onde n;(t) é o nimero médio de particulas na caixa j considerando que o sistema
se encontra na configuracao n e (n,;(t)) é o nimero médio de particulas ocupando a caixa j em um instante
de tempo t.

Vamos calcular o nimero médio de particulas na condigao inicial em que as duas particulas estao
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na primeira caixa, estado |1).

3
(nj(t)) =Y nlPy(t), (3.35)
n=1
Escolhendo a caixa 1, temos:
3
(n1(t)) = > _niP,(t) = n}Pi(t) + niPa(t) + ni Ps(t); (3.36)
n=1
1 ot | 4t 1 —4t
=2 1(14-26 +e ™) +Z(2—26 );
=142, (3.37)
Escolhendo a caixa 2, temos:
3
(na(t)) = S nPy (1) = nyPi(t) + n3Pa(t) + n§Py(t); (3.38)
n=1

= 0.Py(t) + 1.Py(t) + 2.P3(t) = Pa(t) + 2P5(t);

1

1
=7@- 2¢4) + 2 [4(1 —2e7% 4 2e7 M) |;

=1-e?, (3.39)

Figura 3.5: Ndmero médio de particulas com a configuragio inicial com duas particulas na caixa 1 e nenhuma
particula na caixa 2.
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Observa-se no gréfico da fig. que no instante t = 0 o niimero médio de particulas corresponde
a duas particulas na caixa 1 e nenhuma particula na caixa 2, a medida que o tempo passa, no assintético
, 0 nimero médio de particulas vai exponencialmente para a configuragao de uma particula na caixa 1 e

uma particula na caixa 2.

3.2 Exemplo 1 particula e 3 caixas

Para o caso de uma particula e trés caixas temos as seguintes configuragdes |100), |010) e |001);
que significa os trés estados possiveis , de uma particula na caixa 1, uma particula na caixa 2 e uma
particula na caixa 3. Para o caso de uma particula na caixa 1 vamos usar a notagao vetor ket |1), para

uma particula na caixa 2 o vetor ket |2) e para uma particula na caixa 3 o vetor ket |3). Como pode ser

visto na fig. [3.6]

1 2 3
|y

1 2 3
LIl e

1 2 3

Figura 3.6: Configuragdes do sistema de uma particula e trés caixas.

Como visto no capitulo anterior o hamiltoniano para um nimero N de caixas é dado por

-1
H=D)Y (al,, —a)(a;41 — a;). (3.40)
j=1

Usando o Hamiltoniano para estas configuragoes, ou seja, N = 3, teremos:
H = (a} — af)(a2 — a1) + (o} — a) (a3 — a2); (3.41)

= CL;GQ - agal - aiag + aJ{al + azﬂ)ag - aéag - agag, + a$a2.

Vamos agora calcular os elementos de matriz da representacao matricial de H. Primeiramente,

vamos aplicar H nos vetores da base:

H|1) = (a;ag — agal — aIag + a{al + a;ag — a;az — agag + a£a2)|1>;

= alas|1) — afa1|1) — alas|1) + afar|1) + alas|1) — afaa|1) — afas|1) + afas|1);
H|100) = alas|100) — alai|100) — ala;|100) + ala; |100) + alas|100) — alas]100) — alas|100) + alas|100);
= aj(0) — a|000) — af (0) + a}[000) + a}(0) — a}(0) — a(0) + a}(0);

= —]010) + [100) = —[2) + |1). (3.42)



23

H|2) = (agag - agal - a{ag + a{al + a;ag — a;ag - azag + a£a2)|2>; (3.43)
—alasl2) — ala:i12) — alasl?2 Tarl2 Taal2) — atasl2) — alaxl2 Taol2):
a302|2) — aya1(2) — ajaz2|2) + aja1(2) + azas|2) — azas|2) — azas|2) + ajas|2);
H|010) = a}a5]010) — ala;|010) — afas]010) + ala;|010) + alas]010) — ala;|010) — alas]010) + ala,|010);

= a}|000) — a}(0) — al|000) + al(0) + al(0) — ak]000) — al(0) + a}[000);

010) — |100) — [001) + [010) = |2) — |1) — |3) + [2). (3.44)

H|3) = (abas — alay — alay + alay + alas — alay — alas + alas)|3); (3.45)
asas|3) — ala1|3) — alas|3) + aja1|3) + ajas|3) — atas|3) — alas|3) + alas|3);
H|001) = alas|001) — alai|001) — ala|001) + ala;|001) + atas|001) — alaz]001) — alas|001) + alas|001);
= a}(0) — a}(0) — a{(0) + a} (0) + a}]000) — a}(0) — a}|000) + a}(0);
1001) — [010) = [3) — |2). (3.46)

Encontramos os seguintes elementos para a primeira coluna de H:
(LUH|L) = (1(=]2) + 1)) = =(1|2) + (1]1) = 1;
(2[H|1) = (2|(=]2) + 1)) = —(2|2) + (2]1) = 1;
(B[H|1) = (3[(=[2) + [1)) = =(3|2) + (3]1) = 0.
Para a segunda coluna:
(1H|2) = (1[(|2) = [1) = [3) + [2)) = (1]2) = (1|1) — (1]3) + (1]2) = —1;
(2[H(2) = (2[(12) — [1) = [3) +12)) = (2]2) — (2[1) — (2[3) + (2[2) = 2;
(BIH[2) = (3[(12) — [1) = [3) + [2)) = (3]2) — B|1) — (3[3) + (3[2) = —L.
E finalmente para a terceira:
(LH|3) = (A[(I3) = [2)) = (1]3) — (1]2) = 0;

2IH3) = 2[(13) = [2)) = (2[3) = (2|2) = - 1;

BIH|3) = 3[(I13) = 12)) = (3[3) = (3|2) = 1.
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Temos entao a representacao matricial de H

H=| -1 2 -1 |. (3.47)

Obtendo o Hamiltoniano do sistema, podemos achar os autovalores e os autovetores através do
det(H — \I,,) = 0; (3.48)

(1-2X) -1 0
det(H — \) = -1 (2-)) -1 = 0;
0 -1 (I=X)

(1— A -3)] =0.

Encontramos os autovalores A\ =0, Ay =1, A3 =3 e consequentemente, podemos obter os
autovetores.

Para A\; = 0, temos:

1 -1 0 T1 T
-1 2 -1 T2 =0 ) )
0 —1 1 I3 X3

£C1—(L'2:0
—x1 4+ 220 —23=0

—T2 +CC3 = O,

1
=11
1
Para Ay = 1, temos:
1 -1 0 T T
-1 2 -1 X9 =1 To 3
0 -1 1 I3 X3

Tl — T2 =T1
—r1 + 229 — T3 = To

—T2 + T3 = T3;
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1
=1 0
-1
Para Ay = 3, temos:
1 -1 0 T T
-1 2 -1 T2 =3 T )
0 -1 1 I3 T3

1 — Tg = 3£E1
—x1 4 229 — 3 = 329

—To + x3 = 3T3;

Podemos entao escrever a matriz dos autovetores de H

A=0 A=1 A=3

X1 x) xf

— / 1 .

Q - $2 1'2 .'L'Z )
x3 xh xl

1 1 1
Q= 1 0 -2 . (3.49)
1 —1 1

Queremos agora obter a inversa da matriz @, que serda demonstrado no Apéndice A com o método

utilizado pelo livro Algebra Linear e Aplicacoes 13].

~Is|1 0 =2 : 0 1 0]|; (3.50)



Ly 1 1

~ L2 1 0
Lg—>L3 — Lo 0 -1

Ly 1 1

~ L/2—>L2 — Ly 0 -1
L 0 -1

Ly 1 1

~ L 0 -1

=t L\ o
Ly 11
~ DLy —3L4 |0 1
LY 00

Li—»Li—L§ (1 0
~ LY 01
LY 0 0
L=y -1y (1 0
~ LY 0 1
LY 00

Q= N= N

D= NI= Wl

—_

= =

26

|
—_
—_

o O

W=
SN

o
N[

Wl
o=



Finalmente, obtemos a matriz inversa de @

1 1 1
3 3 3
-1 _ 1 1
Q=31 0 -3
1 1 1
6 3 6
Encontramos e~ * através da eq.
—A1t 1 1 1
1 1 1 e 0 0 3 3 3
_Ht _
e'=1 0 -2 0 e 0 i 0 -1
_ —Ast 1 _1 1
1 -1 1 0 0 e 111
1 -\t 1 ,—Xt 1, -t
1 1 1 € € 3€
=1 0 -2 Tem ! 0 e et
1 -1 1 le—)\gt 1 e—)\gt le—)\gt
6 6
1_ -1t 1_—Xat 1_—Ast 1, —Xt 1 _—MXst 1, —Xt 1 _—MXot 1_—MXst
3¢ + 3¢ + € 3¢ 3¢ 3¢ 2¢ + 5€
= 1,—Xit _ 1,-Ast 1,—Xit 4 2,—Ast 1 Xt _ 1,—Ast
3¢ 3¢ 3¢ + 3€ 3¢ 3¢
1,—Mt _ 1,—Xot | 1,—Agt 1,—Xit _ 1,—Xgt 1, —Xit o 1,—Xot | 1,—Agt
3¢ 2¢ + g€ 3¢ 3¢ 3¢ + 3¢ + g€

Aplicando os autovalores A\ = 0, Ao = 1, A3 = 3, temos entao:

1,1t ,1,-3 1 1.3 1 _1,-¢, 1,-3t
3t t35e 3 3¢ 3 3¢ T3¢
—Ht _ 11,3t 1 2 -3t 1 1,-3t
€ 3~ 3¢ 3t 3¢ 3~ 3¢
11—t 1,3t 1 _ 1,3 1 1.t 1,3t
3~ 2¢ tg5e¢ 3 3¢ 3 taz¢  +5e

O vetor estado ¢ dado por |¢(t))=e~H|¢)(0)) e usando a condigio inicial |1) =

vetor, temos

() = 1 le-3t ;

e

1 1 1
Pl(t) = g + §€_t + 66_3t;

1 1
Pyt) = > — e 3
2() 3 36 )
1 1 _ 1 _

Pg(t):§—§€ t+§€ 6t.

27

(3.51)

(3.52)

1
0 no espaco

0

(3.53)
(3.54)

(3.55)
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0
Usando a condicao inicial |2) = 1 no espago vetor, temos
0
-3
|1/)(t)> = % + %67‘% )
-3
1 1
Pi(t) = 37 ge_gt; (3.56)
1 2
Py(t) = 37T gefgt; (3.57)
1 1
Py(t) = 37 gef‘% (3.58)
0
E usando a condigao inicial |3) = | (0 | no espago vetor, temos
1
b= gt e
ey =|  1otes |
$+tet+ted
1 1 1
P _ - _ -t — 3t .
() =5 — 5ot e (3.59)
1 1
Py(t) =3 — 3™ (3.60)
1 1 1
Pl(t)= -+ e "+ e 3.61
()= 5+ 3¢+ e (3.61)

Figura 3.7: Probabilidades do sistema de uma particula e trés caixas. Utilizando a condigdo inicial |1).
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Nota-se na fig. que utilizando a condigdo inicial |1) a particula se encontra na caixa 1 e com

o passar do tempo as probabilidades P (t), Py(t) e Ps(t) de encontrar a particula em cada caixa é de 1/3.

Vamos agora calcular o nimero médio de ocupagao de cada caixa para a condigao inicial |1).

Para a caixa 1:

3
(na(t)) =Y n{Py(t) = ni Pi(t) + niPa(t) + ni Ps(t);
n=1

1

Para caixa 2:

Para caixa 3:

(na(t)) =Y ndPy(t) = nyPi(t) + n3Pa(t) + ni Ps(t);
= 0.P1(t) + 0.P(t) + 1.P5(t) = P3(t);

I S TR S
=373° T§¢

Os nimeros médio de ocupacoes sio representados na fig. )

1 T T T T T
m(t) ——
ny(t) ——
ns(t)
0.8 -
0.6
0.4 -
_—
0.2 - —
0 1 1 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Figura 3.8: Numero médio de particulas para a configuragdo inicial com uma particula na

nenhuma particula nas caixas 2 e 3.

(3.62)

(3.63)

(3.64)

(3.65)

(3.66)

caixa 1 e
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Observando o gréfico da fig. inicialmente o niimero médio de particulas é de uma particula
na caixa 1, mas a medida que o tempo passa nota-se que a sua configuracdio muda com o tempo, no

assintdtico, chegando a configuragio final de niimero médio de particula de 1/3 para cada caixa.

3.3 Exemplo 1 particula e 4 caixas

Vamos agora comecar a aumentar o nimero de caixas, neste exemplo iremos estudar o caso de
uma particula e quatro caixas.

Para o caso de uma particula e 4 caixas temos as seguintes configuragdoes possiveis
|1000), 10100}, |0010) e |0001), correspondente a seguintes situagbes: uma particula na caixa 1, uma
particula na caixa 2, uma particula na caixa 3 e uma particula na caixa 4, respectivamente. Para o caso
de uma particula na caixa 1 vamos usar o vetor ket |1), para uma particula na caixa 2 o vetor ket |2),
para uma particula na caixa 3 o vetor ket |3) e para uma particula na caixa 4 o vetor ket |4).

Uma representacao grafica desse sistema pode ser vista na figura 3.8.

o JL_IL |

Ul L
L el
NN

1 2 3 4

Figura 3.9: Configuragoes do sistema de uma particula e quatro caixas.

Iremos repetir os procedimentos dos exemplos anteriores, para N = 4.

N-—1
H=D> (al,, —a)(aj41 — ay); (3.67)
j=1
H = D(a} — a})(az — a1) + (al — ab)(as — az) + (a} — al)(as — a3); (3.68)

= agag — agal — aiag + aial + CL};G?, — agag — agag + agag + a1a4 — aiag — a§a4 + agag.

Vamos obter a representagao matricial para esse caso. Aplicando H nos vetores da base
H|1) = (abay — alar — alag + alay + alas — alay — alas + alas + alas — alas — alay + alas)|1);

= abas|1)—abai|1)—alas|1)+alas|1)+alas|1) —alas|1) —alas|1) +ajas|1)+alas|1) —alas|1)—alas|1)+alas|1);

H|1000) = a}az|1000) — ala;|1000) — alaz1000) + ala;|1000) + alas|1000) — alas|1000) — alas]1000)
+abaz]1000) + afas|1000) — a}as|1000) — ala4]1000) + alas]1000);

= a}(0) — a}|0000) — a}(0) + a}[1000) + a}(0) — ak(0) — a}(0) + a}(0) + a}(0) — a}(0) — ak(0) + af(0);
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—10100) + [1000) = —|2) + |1). (3.69)

H|2) = (a;a2 - azal - aIag + aial + a};ag - CL;CLQ - a%ag + a£a2 + a1a4 — alag - a§a4 + a§a3)|2>;

= afas[2)—ala1[2)—alas|2)+ala1|2)+alas|2) —alas|2) —alas|2)+alas|2)+al as|2) —alas(2) —alas|2) +aas|2);
H|0100) = a}a2]0100) — ala;|0100) — afa2]0100) + ala;|0100) + alas0100) — ala;|0100) — alas]0100)
+aba3]0100) + alas]0100) — afas|0100) — alas]0100) + alas|0100);

= a}]0000) — al (0) — a{|0000) + ! (0) + af(0) — a£]|0000) — al(0) + a}]|0000) +al (0) — al(0) — ad (0) + al(0);

=10100) — |1000) — |0010) + [0100) = 2[2) — |1) — |3).

H|3) = (a£a2 — agal — aiag + aial + agag — agag — a£a3 + agaz + aia4 — aiag — a§a4 + a§a3)|3>;

= a§a2\3>—a;a1\3>—aJ{a2|3>+aJ{a1|3)+a§a3|3>—a§a2|3>—a§a3|3>+a£a2\3)+a£a4|3>—a1a3|3>—a§a4|3>+a§a3|3>;
H|0010) = a}a3|0010) — ala;|0010) — afas]0010) + ala;|0010) + afas]0010) — atas|0010) — alas]0010)+
a}a2]0010) 4 a}as|0010) — alas]0010) — alas]0010) + alas|0010);

= ab(0) = ad (0) — al (0) +al (0) +a}|0000) — af (0) — a}|0000) + al (0) +a; (0) — a}|0000) — af(0) + af|0000);

= 10010) — |0100) — [0001) + [0010) = 2[3) — |2) — |4). (3.71)

H|4) = (agag — agal — a];ag + aial + a};ag, — ag;ag — a£a3 + agag + a1a4 — a]lag — a;a4 + a§a3)|4>;

= alaz|4)—ala|4)—alaz|4)+ala1|4)+alas|4)—afas|4) —alas|4)+alaz|4) +afas|4) —alas|4) —afas|4) +alas[4);
H|0001) = a}as|0001) — ala;|0001) — afay]0001) + ala;|0001) + alas0001) — alas|0001) — alas0001)
+aba3|0001) + alaq]0001) — afas]0001) — alas]0001) + alas|0001);

= a}(0) — ab(0) — a}(0) + al (0) + al(0) — af(0) — al(0) + al(0) + a}|0000) — a}(0) — af|0000) + af(0);

=10001) — |0010) = |4) — |3). (3.72)

Encontramos os seguintes elementos para a primeira coluna de H:
(UH[1) = (A[(=]2) + 1)) = =(1|2) + (1]1) = 1;

2IH[1) = 2|(=[2) + 1)) = =(2[2) + (2]1) = -1

b

BIH1) = 3[(=[2) + 1)) = =(3[2) + B[1) = 0;
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(4[H[1) = (4](=[2) + 1)) = —(4]2) + (4[1) = 0.

Para a segunda coluna:
(1H[2) = (1](2[2) = [1) = [3)) = 2(1[2) — (1]1) = (1[3) = —1;

(21H[2) = (2(2[2) - [1) = [3)) = 2(2[2) — (2[1) = (2[3) = 2;
B1H[2) = (3[(2[2) — [1) = [3)) = 2(32) — 3[1) — 3[3) = —1;
(41H1[2) = (4](2[2) = [1) = [3)) = 2(4|2) — (4]1) — (4[3) = 0.

Para a terceira coluna:
(L[H][3) = (1|(213) — [2) — |4)) = 2(1[3) — (1]2) — (1|4) = 0;

(21H[3) = (21(2[3) — [2) — |4)) = 2(2[3) — (2[2) — (2[4) = - 1;
(BIHI3) = (31(2[3) = [2) — [4)) = 2(33) — (32) — (3[4) = 2;
(4[H|3) = (4](2[3) = [2) — [4)) = 2(4[3) — (4]2) — (4]4) = —L.

e finalmente para a quarta:
(1H]4) = (1|(|4) = [3)) = (1]4) = (1]3) = 0;

(2[H|4) = 2[(|4) = 13)) = (2[4) = (2I3) = 0;
BIH|4) = 3[(|4) = 13)) = (3[4) = BI3) = = 1;
(4| H|4) = (4](|4) = 13)) = (4]4) — (4]3) = 1.

Temos a representagao matricial do hamiltoniano de difusdo de uma unica particula em uma

cadeia com 4 sitios

H= : (3.73)

3.4 Exemplo 1 particula e 5 caixas

Para o caso de uma particula e 5 caixas temos as seguintes configuragoes
|10000), |01000), |00100), |00010) e |00001), que corresponde a seguintes situagbes: uma particula na
caixa 1, uma particula na caixa 2, uma particula na caixa 3, uma particula na caixa 4 e uma particula
na caixa 5, respectivamente. Para o caso de uma particula na caixa 1 temos o vetor ket |1), para uma

particula na caixa 2 temos o vetor ket |2), para uma particula na caixa 3 temos o vetor ket |3), para
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uma particula na caixa 4 temos o vetor ket |4) e para uma particula na caixa 5 temos o vetor ket |5).

o L Il L
1 2 3

4 5

L Lol Ll
1 2 3 4 5

L el ]
1 2 3 4 5

L el
1 2 3 4 5
B |
1 2 3 4 5

Figura 3.10: Configuragoes do sistema de uma particula e cinco caixas.

Iremos repetir os procedimentos dos exemplos anteriores, para N = 5 e considerando novamente

o0 hamiltoniano de difusao temos

N-1
H=D)Y (al,, —a)(a;41 — a). (3.74)
j=1
H = D(a} - a)(as — a1) + (a} — ay)(a3 — az) + (a} — al)(as — as) + (af — al)(as —as);  (3.75)
= 2a£a2 - agal - a{ag + a?[al + 2aga3 - agag - a;ag + 2a:rla4 - alag - a£a4 + aga5

T T
—A504 — Ay05.

Aplicando o Hamiltoniano nos vetores da base:

H|l) = (2a£a2 - a%al - aJ{ag + aJ{al + 2aga3 - agag . a;ag + 2aj1a4 — ajlag - a£a4

+alas —alay — alas)|1);
H|1) = 2aba,|1) — abai|1) — alas|1) + alay|1) + 2akas|1) — alas|1) — abas|1) + 2akay|1)
—alas|1) — afaa|1) + afas|1) — afas|1) — alas|1);

H|10000) = 2a}a2|10000) — ala;]10000) — alas|10000) + ala1]10000) + 2afas/10000) — alas|10000)
—abas]10000) + 2ala4]10000) — a}as|10000) — ala4|10000) + alas|10000) — alas|10000) — afas|10000);

= 2a$(0) — a}|00000) — al(0) + al00000) + 2a(0) — a}(0) — ad(0) + 24} (0) — af(0) — ad(0)
+a3(0) - af(0) - a}(0);

= —|01000) + |10000) = —|2) 4 |1). (3.76)
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H|2) = 2a;a2|2> — a§a1|2> — aia2|2> + a{a1|2> + 2a;a3|2> — a§a2|2> — a£a3|2> + 2a1a4|2> — a£a3|2> — a§a4\2)
+alas|2) — alas|2) — afas|2);

(3.77)
H|01000) = 2a}a2]01000) — ala;]01000) — ala3|01000) + ala1]01000) + 2a%as/01000) — ala;|01000)

—a}a3]01000) + 2afa4]01000) — a}a301000) — ata4|01000) + alas/01000) — alas|01000) — afas|01000);

= 2a$]00000)—a} (0)—a![00000)+a! (0)+2ak (0)—at|00000)—al (0)+2a} (0)—a} (0)—ak(0)+al (0)—al (0)—al (0);

— 2(01000) — [10000) — |00100) = 2[2) — [1) — |3). (3.78)

H|3) = 2aba,|3) — aba1|3) — alas|3) + alay|3) + 2akas|3) — alas|3) — abas|3) + 2aka4|3) — alas|3)
fa£a4|3> + ajl)ag,\?)) - a;a4|3> - a1a5|3>;

H|00100) = 2a}a2]00100) — ala;]00100) — alaz|00100) + ala1]00100) + 2aLas00100) — alas|00100)
—abas]00100) + 2afas]00100) — a}as00100) — atay|00100) + alas00100) — alas|00100) — afas|00100);

= 2/00100) — |01000) — [00010) = 2[3) — |2) — |4). (3.79)

H|4) = 2a;a2|4> — a§a1|4> — aia2|4> + aJ{a1|4> + 2a;a3|4> — a§a2|4> — a£a3|4> + 2a1a4|4> — a:rla3|4> — a§a4\4>
+afas|4) — alaal4) — alas|4);

(3.80)
H|00010) = 2a}a2]|00010) — ala;]00010) — ala3|00010) + ala1]00010) + 2a%as]00010) — ala,|00010)

—a}a3]00010) + 2afa4]00010) — a}a3]00010) — ata4|00010) + alas/00010) — alas|00010) — afas|00010);
—_ o oV Ty, 1 I AT 1 Aty Tt _trny-
= 2a4(0)—a}(0)—aj(0)4ai(0)+2a}(0)—ai(0)—al(0)+2a}]|00010) —a) (0)—al|00000)+ai (0)—ak|00000) —aj (0);

=100010) — [00100) — [00001) = 2[4) — |3) — |5). (3.81)

H|5) = 2aba,|5) — abai|5) — alas|5) + alai|5) + 2akas|5) — alas|5) — abas|5) + 2aka4|5) — alas|5) — alas|5)
+a£a5|5> - aga4|5> - ala5|5>;

(3.82)
H|00001) = 2a}a2]00001) — ala;]00001) — alas|00001) + ala1]00001) + 2a%as/00001) — alas|00001)

—abas]00001) + 2afas]00001) — a}as|00001) — atas|00001) + alas/00001) — alas|00001) — afas|00001);
— ot ()T i ) —at () Nt ()t i PRI .
2a5(0)—a4(0)—a] (0)+a; (0)+2a4(0)—ai(0)—as(0)+2a;(0)—ay(0)—al(0)4as|00000) —ai (0)—ay|00000);

=100001) — [00010) = |5) — |4). (3.83)
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Encontramos os seguintes elementos para a primeira coluna de H:

(UH[) = (1(=[2) + [1)) = =(1[2) + (1[1) = 15

2H[1) = 2|(=[2) + 1)) = =(2[2) + 2]1) =~ 15
BIH[1) = (BI(=[2) + [1)) = =(3[2) + (3[1) = 0;
(4[H[1) = (4](=[2) + 1)) = —(4]2) + (4[1) = 0;
(BIH[1) = (4](=[2) + 1)) = =(5]2) + (5]1) = 0.

Para a segunda coluna:

(1H[2) = (1](2]2) = 1) = [3)) = 2(1[2) = (1[1) = (13) = —1;

(21H[2) = (2|(2]2) = [1) = [3)) = 2(2|2) — (2[1) — (1]3) = 2;
BIH|2) = (3[(2[2) — 1) = [3)) = 2(32) = (3[1) = (1]3) = ~1;
(4[H|2) = (4](2]2) = [1) = [3)) = 2(4]2) — (4]1) = (1]3) = 0;
(51 H|2) = (4](2]2) = [1) = [3)) = 2(5|2) — (5[1) — (1|3) = 0.

Para a terceira coluna:

(UH|3) = (1/(2[3) = [2) = [4)) = 2(1[3) = (1]2) — (1]4) = 0;

(21H[3) = (2(2[3) — 2) — [4)) = 2(2[3) — (2]2) — (1]4) = —1;
(31H]3) = (3[(2[3) — 12) — [4)) = 2(3[3) — (3]2) — (1]4) = 2;
(41H]3) = (4](2[3) = 2) — [4)) = 2(4[3) — (4]2) — (1]4) = -1
(5H13) = (4/(2]3) — 2) — [4)) = 2(53) — (5[2) — (1]4) = 0.
Para a quarta coluna:
(1H[4) = (1[(2[3) — [2) — [4)) = 2(1]4) = (1]3) — (1[5) = 0;
(2[H|4) = (2[(2)3) — [2) — [4)) = 2(2|4) — (2[3) — (1[5) = 0;
(B1H[4) = (3[(213) — [2) — |4)) = 2(3|4) — (3[3) — (1]5) = —1;
(4|H[4) = (4](2[3) — [2) — [4)) = 2(4]4) — (43) — (1[5) = 2;

(5H[4) = (5(2[3) = [2) — [4)) = 2(5]4) — (5]3) — (1[5) = —1.
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Para a quinta coluna:
(HH[5) = (A[(|5) = [4)) = (1]5) — (1]4) = 0;
(2[H|5) = (2[(|5) — [4)) = (2]5) — (1]4) = 0;
(B[H[5) = 3[(I5) — [4)) = (3[5) — (1]4) = 0;
(4|H|5) = (4[(|5) — [4)) = (4]5) — (1]4) = —1;
(BlH|5) = (5[(|5) — [4)) = (5]5) — (1]4) = 1.

E finalmente a matriz de 5 sitios,

H=] 0 -1 2 -1 0 |. (3.84)

3.5 Difusao de N particulas numa cadeia: Probabilidades
Conjuntas

Vamos utilizar o fato de que a difusdo de uma particula independe da difusao da outra particula,
ou seja, nao temos restrigdes quanto ao nimero de particulas numa caixa (particulas bosoénicas), para
utilizar as probabilidades obtidas para o caso da difus@ao de uma tnica particula e assim, calcular as
probabilidades conjuntas no caso de mais particulas na cadeia.

Para o caso de duas particulas e 3 caixas temos as seguintes configuragoes
|200), [110), |101), |011), |020) e |002), que corresponde a seguintes situagdes: duas particulas na caixa 1,
uma particula na caixa 1 e uma particula na caixa 2, uma particula na caixa 1 e uma particula na caixa
3, uma particula na caixa 2 e uma particula na caixa 3, duas particulas na caixa 2 e duas particulas na
caixa 3, respectivamente.

Nota-se na fig. para os casos em que se encontra uma particula em cada caixa, temos uma
multiplicidade 2 devido a permutacao das particulas verde e vermelha.

Vamos calcular agora as médias de ocupagao de cada caixa utilizando o conceito de probabilidade

conjunta e as probabilidades em funcao do tempo para o caso de uma particula e trés caixas discutido

na secao [3.2}

(ny (1) = S nIPy(1). (3.85)

Por simplicidade e, sem perda de generalidade, vamos calcular a média de ocupagao da primeira
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1
|y

1 3
Lol lle

1 2 3
__le]le

1 2 3
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1 2 3
L[ llee

1 2 3

Figura 3.11: Configuragoes do sistema de duas particulas e trés caixas.
caixa (fazendo j=1)

(n1(1) = i Pyy (£) + 13 Pya(t) + 1 Pya(t) + niPyea(t) + Py (t) + n$Pys(t)  (3.86)

n=1{1,2,3,4,5,6}

Utilizando as probabilidades obtidas na segao [3.2] obtemos as seguintes probabilidades para esse caso

Py=i(t) = Pu(t)Pu(t),ny = 2; (3.87)
Py=s(t) = 2P1(t) Pa(t),n = 1; (3.88)
Py=3(t) = 2Pi(t) P3(t),n} = 1; (3.89)
Py=a(t) = 2P5(t) P3(t),n{ = 0; (3.90)
Py=s(t) = Pa(t) Pa(t),n? = 0; (3.91)
Py—s(t) = Py(t) Pa(1),n = 0. (3.92)

Para as situagdes que temos uma particula em cada caixa, temos a multiplicidade dois desses
estados jd que as particulas sao distinguiveis como mostra na fig. [3.11]

Na figura [3.12] mostramos a dependéncia dessas probabilidades com o tempo.

1 1 1 1 1 1
Py—i(t) = { + et 4 e3t] [ + et + e3t]; (3.93)

PWZQ(t) =2 |:1 + le*t + 1€3t:| |:1 _ 1€3t:|; (394)
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T S G DR g
9
P,_3(t) =2 [; + %eit + éegt} B - %eft + (Ije‘%} ; (3.95)
= % - %e’zt + ge*& + 186’6’5.
Pyy(t) =2 B - ;e_:“] [; - %e‘t + ée“%}; (3.96)
22 e Loa Lo L
P_s(t) = [; - ;e3t] [; - ;eﬂ; (3.97)
Py—(t) = B - %e*t + éeSt] [; — %e*t + éeg’t]; (3.98)
= é - %e_t + %e_% + %e_?’t - %6_4’5 + 3—166_“.

Figura 3.12: Probabilidades do sistema para as seis configuragdes possiveis.

As probabilidades das configuracoes em que duas particulas estdo em uma caixa como nos casos

de |200), |020) e |002), tendem a 1/9 para tempos longos, podendo ser observado nas equacoes
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e e nos casos das configuracoes em que temos uma particula por caixa como nos casos de |110), [101)
e |011) as probabilidades tendem a 2/9 para tempos longos, podendo ser observado nas equagoes
e[3.96} estas probabilidades de ocorrer sao maiores devido as configuragoes ter multiplicidade 2.

E possivel constatar que essas probabilidades sao normalizadas:

Z Py = + Pn:2<t) + Pn:3(t) + Pn:4(t) + Pn:5(t) + Pn:6(t) =1 (3-99)

(1 1,—t  1,-2t , 1,-3t , 1,4t , 1 _—6t 2 1 —¢ 1,-3t 1 _—4t 1,
=(g+zet+ge M+ F e+ 5567+ (5 + 3¢ 5€ € 5e—6t)
2 Loy 2804 L6t 2 1.t _ 1,3t 174t7176t
+(5 —ze T+ ge Tt + e ) + (5 — 3e ge o+ se ")

+(% _2 —3t + 1 —6t) + (% _ % —t + 1 —2t 126—4t + 51) —3t (136_4t + %6_&) — 1;

w

Com as probabilidades conjuntas podemos calcular agora a ocupacgao média de particulas nas

caixas e de acordo com as configuracoes possiveis temos,
= Zn;'P,(t) =0} Py (8) 403 Pyes(t) +13 Py (t) 41 Py—a(t) + 03 Py—s(t) + n Py —g(t); (3.100)
O ntmero médio de particulas da caixa 1,
(n1(t)) = ny Py (8) + 0 Pyea(t) + 0 Pya(t) + niPy—a(t) + ni Py—s(t) + n s (t);

= 2.P Py(t) + 1.P Py(t) + 1.P, P3(t) + 0.Py P3(t) + 0.Py Py (t) + 0.Ps P3(t);

=2[5+3e i+ e+ le ¥t lem 4 e | +1[2 4 Lemt — eI — e — L]
+1[2 — e 2 + Ze73t 4 e O;

2 1
= 4et4 e (3.101)

Repetimos o mesmo raciocinio para a caixa 2 e 3 como segue abaixo

6
(na(t)) = Z ng Py (t) = ny Py () +n5 Pyea(t) + 15 Py (t) + 15 Pya (8) +15 Py (8) + 05 Py (t); (3.102)
n=1
= O.Plpl(t) + 1.P1P2(t) + O.Plpg(t) + 1.P2P3(t) + 2.P2P2(t) + 0.P3P3(t); (3103)
_ [%+%e‘t _ %e—St_ %e_‘“ _ ée—(}t] + [% _ %e—t _ %e—3t+%e—4t _ ée—Gt] _~_2[% _% —3t+ 1 —6t]7
2 2
3 ge*i“. (3.104)
6
(n3(t)) = Z ni P, (t) = n3 Py—1(t)+n3Py—o(t)+n3 Py—o(t)+n3 Py (t) +niPy—s(t) +nSP,—6(t); (3.105)
n=1

= O.Plpl(t) + O.Plpg(t) + 1P1P5(t) + 1.P2P3(t) + O.ngg(t) + 2.P3P3(t);

972 1.2t , 2,-3t , 1 _—6t 2 1.t 1.-3t, 1 -4t 1 —6t
*1[9 e~ +g5e T+ e ]+1[9 3¢ g€ = T g€ o€ ]

2
1 1 _—t 1 -2t 1 —4t 1 -3t 1 _—4t 1 —6t].
+2[5 — ge7" + ge7¥ — fpeT M + gem¥ — fem U + e
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Figura 3.13: Nimero médio de particulas para a configuracao inicial com duas particulas na caixa 1 e nenhuma

particula nas caixas 2 e 3 .

De acordo com o grafico da fig. [3.13] as particulas inicialmente encontram-se comportadas na

caixa 1, a medida que o tempo passa, no assintético, o nimero médio de particulas de cada caixa vai

para 2/3. Com este mesmo raciocinio podemos utilizar para cadeias maiores e com mais particulas.



Capitulo 4

Conclusao

Este trabalho de conclusdo (monografia) estudou a utilizacdo da Equagao-Mestra no processo
de difusdo de particulas. Mapeando a Equagao-Mestra em uma equagao de Schroedinger, podemos
encontrar as probabilidades e os nimeros médios de particulas bosénicas no processo de difusao de N
sitios em cadeia linear, dando exemplos diversos de quantidades de particulas e caixas para obtencao das
probabilidades conjuntas. Utilizou-se o fato da independéncia do nimero de particulas numa caixa, ja
que se trata de particulas bosonicas, porém em trabalhos futuros pode-se estudar o caso para férmions
que limita a quantidade de particulas na caixa (para somente uma ou nenhuma particula na caixa) devido
ao principio de exclusao de Pauli, sendo um estudo para a difusao de particulas com exclusao de volume.

Através dos resultados obtidos para os exemplos feito neste trabalho, puderam-se fazer os graficos
das probabilidades e consequentemente dos nimeros médios de particulas. Possibilitando-nos fazer uma
analise de como se comportam as particulas na configuracao inicial até sua configuracao final do sistema,
achando os valores das probabilidades e dos niimeros médios de particulas em um tempo inicial 0 s até a
um tempo longo que foi usado de 3 s, que ja da para chegar a valores estacionados. Concluindo também
que as probabilidades sao maiores nas configuragoes em que as particulas estao em caixas diferentes,
devido a possibilidade da permutagao das particulas (que sao distinguiveis) ter multiplicidade 2.

Além de ser digitado em LATEX, pode-se usar um programa chamado Maxima para os casos
de uma particula e quatro caixas, uma particula e cinco caixas; para a obtencao dos autovalores e
autovetores ja que quando o numero de caixas vai aumentando o Hamiltoniano do sistema também
aumenta e obviamente ndo tem como fazer na mao. Entado, umas das ferramentas é o Méxima (ou
programas similares) que é um programa de computagao algébrica e para estudos futuros podemos usar

o MAPLE para algebra de operadores.
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Apéndice A

Determinacao da inversa de uma

matriz

A determinacao da inversa da matriz ), sendo uma matriz inversivel, é dado através da equivaléncia de
suas linhas.

Definicao_ Dada uma matriz ) entendemos por operagoes elementares com as linhas de @), uma
qualquer das seguintes alternativas:

(I) Permutar duas linhas de Q;

(IT) Multiplicar uma linha de @ por um nuimero diferente de zero.

(III) Somar a uma linha de @ outra linha de @ multiplicada por um ndmero.

Se uma matriz B puder ser obtida de ) através de um numero finito dessas operagoes, diz-se
que B é equivalente a @) e escreve-se B~(@). Para esta relagao valem as propriedades reflexiva, simétrica
e transitiva.

Teorema_ Uma matriz ) é inversivel se , e somente se, I,,~@). Neste caso, a mesma sucessao de

operacdes elementares que transformam @ em I,,, transformam I,, em Q~'.
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