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Resumo

Neste trabalho sdo construidos os harmoénicos hiperesféricos em N dimensoes. A
equagao de Laplace em N dimensoes nas coordenadas hiperesféricas foi obtida com
o uso do operador de Laplace-Beltrami com a métrica da geometria esférica. O
método usado para a obtencao dos harmonicos hiperesféricos é baseado no método
usual de separacao de varidveis e nao envolve a teoria de polindmios harmonicos ou
a teoria de momento angular generalizado. As equacOes ordindrias sao reduzidas
a equagao de Schoedinger com o potencial simétrico de Poschl-Teller. As solugoes
das equagoes ordinarias sao apresentadas na forma da solucao da equagao de Scho-
edinger multiplicado por um fator funcional computado no processo de solugao. Os
harmonicos hiperesféricos sao obtidos como o produto das solugoes das equagoes
ordinarias e sdo expressos em termos dos polinémios de Gegenbauer. O resultado é
comparado com os resultados obtidos por outros métodos. Para a ilustracao grafica
dos resultados sao apresentadas as imagens das projecoes dos harmonicos hiperes-
féricos em 4 dimensoes nos hiperplanos tridimensionais.

Palavra-chave: (Geometria esférica, harmonicos hiperesféricos, poliné-

mios de Gegenbauer, operador de Laplace-Beltrami.
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1 Introducao

A equacao diferencial parcial eliptica, frequentemente utilizada nas ciéncias em geral,
recebeu o nome de equacao de Laplace em homenagem ao seu criador, o astronomo e
matematico francés Pierre Simon Laplace. A equagao de Laplace tem uma grande impor-
tancia, em fisica, descreve os potenciais para fluidos, elétrico e gravitacional. Uma funcao
que seja solugao para a equacao de Laplace é nomeada de fun¢ao harmonica.

O caso usual da equagao de Laplace em coordenadas esféricas de 3 dimensoes e suas
solugdes sao descritas, por exemplo, na Ref. [1] e chamadas de harmonicos esféricos. Neste
trabalho discutiremos a equacao de Laplace em geometria esférica para dimensoes maiores
que 3. As solugoes para dimensoes altas chamaremos de harmonicos hiperesféricos.

Os harmonicos hiperesféricos para dimensao arbitrdria sdo descritos na Ref. [2]
com os métodos da fungao geratriz e com o uso da teoria de polinomios harmonicos. Na
referéncia [3] ¢ discutido o problema na geometria esférica em N dimensoes com o uso
da teoria do momento angular generalizado, usando as relacoes de comutacao para seus
componentes em um espago Euclidiano de N dimensoes . Na Ref. [3] sdo determinados os
autovalores do momento angular quadrado que pode ser tratado como a parte angular do
operador de Laplace de N dimensoes. Indicaremos também alguns artigos dedicados ao
tema de obtencao dos harmonicos hiperesféricos para aplicacao nos varios problemas com
o uso da geometria esférica. Na referéncia [4] foram obtidos os autovalores e suas degene-
rescéncias dos harmonicos hiperesféricos. Na referéncia [5] foi deduzida a conclusao sobre
completeza dos harmonicos hiperesféricos baseada no teorema sobre polinomios homogeé-
neos em S3. Na referéncia [6], os harmonicos hiperesféricos sao apresentados parcialmente
em termos dos polinomios de Gegenbauer. A expressao final nao é apresentada, é indicada
somente uma fungao geratriz das solugoes. Na referéncia [7] os harmoénicos esféricos sdo
descritos em termos das fungoes associadas de Legendre. Notamos que as autofuncoes
da equacao apresentada em [7] possuem formalmente as propriedades necessérias e os
autovalores adequados. Mas a analise das fungoes que expressam os harmonicos esféricos
mostrou que estas funcoes sao singulares nas extremidades do intervalo da variacao dos
parametros e portanto nao sao aceitaveis para os nossos objetivos.

Na Ref. [8] sao estudadas as propriedades de monoémios, polinémios homogéneos
e polinomios harmonicos. Mostrando as projecoes harmonicas de forma alternativa ao

tratamento do momento angular e o momento angular generalizado, levando em conta
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varias teoremas para integracoes hiperangular; ressaltando as aplicagoes na fisica por
estarem ligadas a Coulomb Sturmians através das projecoes de Fock, tanto os Sturmianos
quanto suas generaliza¢oes mostram-se exatamente uteis na teoria quantica. Na Ref. [9]
¢ demonstrado uma generalizacao do teorema da divergéncia para dimensao N que em
seguida é usado, junto ao operador de Laplace-Beltrami, para obter a equacao de Laplace
para dimensao N. O método utilizado na Ref. [9] obtém a equacao de Laplace para
dimensao N e suas solugoes de uma forma mais diddtica, de maneira mais detalhada,
sendo possivel a facil compreensao de alunos de graduacgao em fisica ou matemaética. E
abordado inicialmente a equagao para dimensoes menores e em seguida é realizada sua
generalizacao. As solugoes da equacao de Laplace é dada em termos do polinomios de
Legendre mostrando uma relagdo com os polinémios de Gegenbauer, por fim em [9] é
apresentado o fator de normalizacao e mostrada a ortogonalidade da solugao encontrada
da equagao de Laplace para dimensdo N. Nas Refs. [10] e [11] sdo estudadas propriedades
das equagoes diferenciais parciais e o método de separacao de varidveis. Nas Refs. [12] e
[13] s@o mostradas algumas outras propriedades dos polinomios de Gegenbauer.

Neste trabalho discutimos a obten¢ao de harmonicos hiperesféricos em N dimensoes
arbitraria com o uso de um método distinto dos métodos descritos acima. Este método ¢é
baseado na utilizacao da solugoes da equacao de Schréedinger com potencial simétrico de
Poschl-Teller.

O trabalho é organizado na forma seguinte. Inicialmente encontramos a equagao
de Laplace para o caso de 4 dimensoes de trés formas diferentes, sendo elas: o método
transformacao de coordenadas, onde escrevemos as coordenadas cartesianas em termos
das coordenadas hiperesféricas e as coordenadas hiperesféricas em termos das coordena-
das cartesianas; o uso dos operadores diferenciais vetoriais em coordenadas curvilineares,
partindo da definicao dos operadores de gradiente e de divergéncia e construindo o ope-
rador de Laplace; e o operador de Laplace-Beltrami na forma covariante para o caso de 4
dimensoes, explorando o tensor métrico e algumas de suas propriedades.

A solucao para equacao de Laplace em N dimensoes foi encontrada usamos o mé-
todo de separacao de variaveis. As solucoes das equagoes ordindrias com dependéncias
angulares, foram reduzidas a uma forma da equagao de Schrodinger com potencial simé-
trico de Pochl-Teller. A solucao para a equagoes ordinarias sao escritas como produto da

equacao Schrodinger por um termo funcional encontrado durante a solucao. Escritas em



6

termos dos polinomios de Gegenbauer, as solugoes das equagoes ordinarias sao escritas em
termo dos polindmios de Gegenbauer. Os polinomios de Gegenbauer sao também conhe-
cidos como polinomios ultra-esféricos, esse polinomios sao uma generalizagoes dos polino-
mios de Legendre e Chebyshev, sendo também um caso especial dos polinomios de Jacobi.
O produto das solugoes das equagoes ordinarias da origem aos harmonicos hiperesféricos
de N dimensoes. Encontramos o fator de normalizacao e mostramos a ortogonalidade
dos harmonicos hiperesféricos com o uso de algumas das propriedades dos polinomios de
Gegenbauer, mostrando que os harmonicos hiperesféricos formam um conjunto completo.
Por fim, realizamos algumas apresentacgoes graficas dos harmonicos hiperesfericos para 4
dimensdes em dois hiperplanos (x1, x2, x4) e (z1, x3, x4), usando uma parametrizagao
apropriada que foi definida no projeto. Essa projecoes sao realizadas fixando ¢, = 7 para
o primeiro hiperplano e ¢, = 7 para o segundo. Fazendo uma abordagem diddtica para a

compreensao dos harmonicos.
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2 Obtencao do Operador de Laplace em Coordenadas
Curvilineares Ortogonais.

Nessa secao é obtido o Laplaciano nas coordenadas hiperesféricas em 4 dimensoes. Utili-
zamos trés métodos diferentes na obtengao do Laplaciano em coordenadas hiperesféricas.
No primeiro método ultilizamos a transformacgao de coordenadas, no segundo fizemos o uso
dos operadores diferenciais vetoriais em coordenadas curvilineares e no terceiro usamos o

operador de Laplace-Beltrami na forma covariante.

2.1 Transformacao de coordenadas

Para obter o Laplaciano nas coordenadas hiperesféricas (r, 6, 0o, 03) escrevemos as ex-
pressoes das coordenadas Cartesianas em termos das coordenadas hiperesféricas da se-

guinte forma:

x4 = rcosbs, (2.1)
r3 = rsinfzcosby,

Ty = 7rsinfssin by cos by,

r1 = rsinfssinfysinby;

e as expressoes das coordenadas hiperesféricas em termos das coordenadas Cartesianas

(as relagbes inversas) da seguinte forma:

qi1 = #; = arctan
V xl +£L‘2’
\/xl +x2 —i—xg,

a4 = r = \/2} + 23 + 2% + 22 = r4 .O Laplaciano nas coordenadas Cartesianas ¢

4 4
0%u 0 [ Ju
Au = e 2_; Fo. (8%) . (2.3)

— 0, — T2
(s = 0y = arctan o

qz = 03 = arctan

AAA
vvv

3
T4

escrito como:




Calculamos a primeira derivada da funcao u em relacao as coordenadas Cartesianas

ou Ou 0g,
8567; - 8qj 8962
em seguida a segunda derivada:
Pu_ 0 (ou) 0 Ju Jg; (2.5)
Ox?  Ox; \Ox;)  Ox p Jq; Ox; )
O Laplaciano entao é escrito:
4 4 4 4
0*u 0 ([ Ou 0 ou 0q;
Au = — = = J 2.
Y — dx? ; ox; <8xz) ; 0x; ; dq; Ox; (2:6)
B ii(a au>aqj ii@a%
pr e 0x;0q;) Ov; = e Jq; Ox?
_ 24: ! 24: O*u  Oqi Og; 24:24:8_u82q]
pr et dqr0q; Ox; O ~ = Jq; Ox?

As derivadas 8‘11 % 4 foram encontradas e listadas a seguir, para a coordenada curvilinea
g1 temos:
O _ v On _ v On_ Oa _ (2.7)
dry 13’ Oxy r3’ Oxs Oy ’ )
q _ 2129 OPqu _ 2r120  O’qu _ ’q —0-
ox? ry 7 Oxd ry 7 0x3 02 ’
para gs:
g2 _ w3y Ogo _ w3ra Oqp 12 Oga _ 0 (2.8)
Oxy  rord’ Oxg  rord’ Oxs 73 Oz, ’ )
Pop w5 (200 ot P ms (| 205 5
or?  ror3 r2  r3 ) 0x3  ror? 2 3]’
D’q  2msry 0Pqa 0
or:  ry 023 ’



para ¢s:
g3 _ T4x1  0gs _ 4o 0Q3 _ a3 Ogs _ T3 (2 9)
Ory  r3ri’ Oxe  rari’ Oxz  rar:’ Oxy ra’ )
Pgy _ wa (208w} Pgy om0 205 13
or?  rar? r? r2 )7 Ox3  rar? r2 r2 )’
Py wa (o 205 a5\ gz 2wy
oz rari r? r3 )’ 0x3 ry
para qq:
0 T
aq“ — Y —=1,234. . (2.10)
Li T4

Pq 1 ¥ Pqn 1 23

oxr?  ry rd 0xd  ry 13
Pq 1 22 P 1 23

2 = 3> 2
Oxs 1y 1y Oxy 14 Ty

Usando as derivadas em (2.7), (2.8), (2.9) e (2.10), agrupamos os coeficientes que acom-
panham as segundas derivadas da fungao u na Eq. (2.6), para a derivada em relagao a
qi:
24: 0 \* %u x%_i_xf Pu  [r3] %u 1% (2.11)
—~\dw;) ¢ |rs 3] gt |r3] 9¢t 13047 '

em relacao a ¢o:

4 2
0 0%u r2  a2xd 2] O0%u
Slm) gz = |+t + 2t 5 (2.12)
i1 O ) Ogy ry  rary  rars | 0g;
L[, z2(2?+22)\] 0%u
= |al(rT 2 002
r3 T3 43
_ {1 <r2+37§7’%>} u {1 (7’2+:L'2)] Pu 1%
rs\ 7 s S dg [r3 Y0 TV 06 30

em relacao a gs:

4
Z (8%)2 Pu [r_% rirs  xiad xﬁx%] 0%u (2.13)
— ox; 8q§ rﬁ Tgri‘ r%ri‘ r%ri‘ 8q§
1/, 23 (2?+a22+122)\] 0%u
= |a(mst 2 902
T4 T3 a3
1, o | O*u 1,1 0% 10%
L‘Z‘ s+ 4)} ot Lri ] oa3 i g



em relacao a qq:

2 92y
5'94

[vj_b

8Q3
3%

(2 + ol + a2t xz)]

T4

Il
_

s

:L

| =

]

2
Ty
BER

2
X3

2
Ty

o
03

a3 i
+ =5+
Ty

T4
0*u
dqi

0%u

dq

10

(2.14)

Calculando os coeficientes das derivadas mistas, em relagao as coordenadas q; e go:

Z 0%u Ogy Oq, B T3 T1 | T3Ty Ty 0%*u
dq10q O; Ox; ror2 r2  ryrd r3 | 9q10qe
T3Tal1 9%u
- 2 1-1 =0;
{ rars ( )] 9q10q;
as coordenadas ¢q; e g3:
i 9*u 8Q3 oq _5 T4T1 Ty T Ty 0%u
0q10q3 axz Ox; | rsr? s r3rsra aqlf)qg,
T2 o%*u
= 2| —55 (2 — 22 =0;
[7"37’27“3 ( )] 0q10q3
as coordenadas ¢, e qa:
4
8216 8(]4 (9q1 —_9 _(L’lxg T1T9 82f _
— 0q10q4 O; O rary  1ari ] 0q10q
as coordenadas ¢o € g3:
7”2 .I’4]33 T4l T3 41 T3

*u 0q4 Oqu
2 =2
Z 8q28q3 8&:1 83:1 |:

L4X3 (27 + 23) dO*u
— 2 —
[ (e )] 2

r3rs rori

r3ry rors

0q20qs3
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as coordenadas ¢y € qy:

i 0*u  Oqy Ogo B T3 Ty n To T3To gz T1 T3Ly 9%*u
0q0qy Ox; 0x;

2
2
= 2 [% (—rQ—}-rl(x%—i—x%))} 0%u
2

2
raTs Ty Tor: vy rord (9qQ(9q4

3Ty 0¢20q4
52
- L"g_l (ot TQ)] af_hg%
as coordenadas ¢3 e g
Ou 0q40q3 {_ﬂﬁ T3 4T3 | T3 TyTy ﬂl’ﬂh] 9%u
< 9q30q4 O; Ox; B rard  ryrsrs vy rsry g rars | 9gz0q
= 2 {—xﬁ—;’ - m(xl + a3+ xg)] 85:5% =2 [— xgz” + TZZ r2] aZaq4
= {x;—;;’ (rg — 7‘3)} 353ng4 =0.

Em seguida agrupamos e simplificamos os coeficientes relacionados as primeiras derivadas

para a coordenada ¢:

[2:171:62 27179 } ou

4 4
Ty Ty oq

para a coordenada go:

2x3T x 2x2 2 x 2¢2 22\ Ou
[ 342+_32<1__1__;>+—32(1——22——§)]— (2.16)

T3 Tar3 7"% T3 ral'3 T3 T3 g2
2 0
s
372 2
T3 ou T3 ou

T3T2 8q2 7’37’2 5’(]2



a coordenada g¢s:

12

20473 T4 222 a3
{  to sl = (2.17)
T4 223 a? T4 222 23\ Ou
o\l )t s\l )| o
r3Ty ry T3 T3T] ry 13/ 0gs
r 2,.2
x r 2x4r3 | Ou
_ [ (mg o — 1200 zrg) | 2y 3} ou
Tary 3 ry | Ogs
R ( 2r3 r§> 2413 ] Ou
L7374 i3 ri ] O
[ 2y 5 5 o | Ou  2x4 Ou
= |—(2r; —2r —1—27“]—:——;
rary ( ! ’ 3) dgs  rirs 0gs
e a coordenada qy:
Lo 2 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 29U
= (23 + 23 + a3 + 2} + 23 + 2] + 2} + 2 + 2] + 23 + 25 + 27) 94 (2.18)
1 4
3, 5 o o5 o Ou 3ridu 3 Ju
= s\t tas+o,)) —=—F5"=—75.
g ) B = G o

Substituindo os coeficientes das Eqgs. (2.11), (2.12),

(2.18) na Eq. (2.6), encontramos:

(2.13), (2.14), (2.15), (2.16), (2.17) e

Pu 30u 10%u 2x40u 10%*uw 23 Ou 10%u
Au=o5+t—omt Somt 5ot 5o+ 5o+ 5, (2.19)
dqi  T40qs  7Ti0q3  rirzdqs  r30q;  r3redqa 13 Oqi
com
o111 2.20)
r2 2 2 a4 addal r2sin®6; '
1 B 1 B 1 .
r?  xi4+ a3 r2sin?fssin?6,
T3 cos B, - 2wy cot O3
r2ry  r2sin®@ssinfy’ rer: T 12
Substituindo os termos de (2.20) na Eq. (2.19), obtemos:
u  30u 10%n _cotbs Ou
Ay L 30u 10 gu 2.21
YT T ror Tz T T 00, (2:21)
1 0%u cos Oy ou 1 0%u

+ : : : v : :
r2sin® 05 002 r2sin®@s;sinfy 00y r2sin® f5sin? 6, 062
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que pode ser escrito também na seguinte forma:

1 0, .0u 1 0 ou
Ay L9 30U 10 (Gn2g, 00 2.2
=) Y rante, o6, (Sm & 893) (222)
72 sin? A5 sin Oy 00, %90, r2 sin? 05 sin? f, 062

A Eq. (2.22) representa o Laplaciano nas coordenadas hiperésfericas em 4 dimensoes. Ao
comparar com o Laplaciano nas coordenadas esféricas em 3 dimensodes, nota-se que ha
um acréscimo de um termo referente a derivada em relagao a 61, ha um acréscimo em 1
nas poténcias de r a derivada radial e um termo de seno no quociente do coeficiente da

derivada em relacao a 6s.

2.2 Uso dos operadores diferenciais vetoriais em coordenadas

curvilineares.

Nesta secao apresentaremos uma deducgao do Laplaciano usando os operadores de gradi-

ente e de divergéncia nas coordenadas curvilineares. O Laplaciano é definido como:
Au = div (grad u) .

Descrevemos o caso de 3 dimensoes para generalizar para o caso de 4 dimensoes. Ressal-
tamos as expressoes de gradiente e divergéncia no caso de 3 dimensoes com o gradiente

de uma funcao escalar definido como:

1 Ou

j: dyu=¢e ——— 2.23
grad u elhl o0, + ( )

sendo ¢, g2 e g3 coordenadas curvilineares ortogonais, €1, €3 e €3 vetores unitarios das

linhas das coordenadas e hq, hs e hsz 0s coeficientes métricos determinados pela expressao:

1/2

hy = i(gzj)Q : (2.24)

=1

sabendo que x1, x5 e w3 s@o coordenadas Cartesianas.
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A divergeéncia de um campo vetorial é definida como:

div A= —— | — (hah3A;) + — (h1h3Ay) + — (h1h A . 2.25
hihahs aﬁh( 2 1) 86]2( v 2) 86]3( e 3)] ( )

Substituindo as componetes da Eq. (2.23) na Eq. (2.25), chegamos a expressao para o

Laplaciano em coordenadas curvilineares:

Au =div(grad u) = ————— — 2.26
(g ) hihaohs Oq1 ( hy Oq ( )
L (a0n 0 (ks 0n)
0q2 hy Oqq dq3 hs 0qs)
Introduzimos as coordenadas esféricas na seguinte forma:
=0, gg=theqg=r (2.27)

essa forma nao é comum, mas é mais conveniente para o objetivo desse trabalho. As
relacoes das coordenadas cartesianas em termos das coordenadas curvilineares sao da
forma:

T3 = 1rcosby, T9 =rsinfycosby, r1 = rsinbysinb, . (2.28)

As derivadas das coordenadas Cartesianas a respeito das coordenadas esféricas da Eq.(2.27)

sao escritas como:

Oz1 Oz Om Oz1 Oz 9m

D) Oq1  O0gq2  Og3 80,1 00 or
Gi= 28 | oy Gra dm | = | 02 dm Om
(¥ 8qj dq1 dq2 9q3 00, 004 or
Ozz  Omz Ozs Ozz  Ovz Ozs

oq1 0q2 Jq3 001 0602 or

rsinfycosfy rcosbysinf, sinb,sin b,
= | —rsinfysinf; rcosbycosh; sinb,cos by

0 —1rsin O, cos 0,

Efetuando os célculos da Eq. (2.24) obtemos os coeficientes métricos:

h1:TSiIl02, thTehgzl . (229)

Substituindo os coeficientes métricos da Eq. (2.29) na Eq. (2.26) e usando a notacao da
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Eq. (2.27), chegamos ao Laplaciano nas coordenadas esféricas:

Au——l O (L Ou —|—i sin@ﬁ —1—2 TQSiné@
" 12sinf, | 00, \ sin 6, 00, 00, 290, or 2 or

_ 19 r2a—u + ! 82u+ L0 sinﬁ%
T or29r \' 9r) " r2sin®6, 002 ' r2sinf, 96, 200, )

Usando um processo parecido, podemos generalizar para o caso de 4 dimensoes.

Fazemos o mesmo procedimento para o caso de 4 dimensoes. Sendo o gradiente de

uma funcgao escalar u

S 10
A=grad u=¢€,— Y

— +eé ia_u_{_e i@_u_}_e_,i%
hy 8Q1 2h2 8@2 3h3 6’613 4h4 aQ4 ’

— —

(2.30)

onde hy, hy, hg e hy sao os coeficientes métricos definidos por:

hy = [2; (255)2] " , (2.31)

q1, ¢, g3 € g4 sdo coordenadas curvilineares ortogonais, €, €, €3 e €4 sao vetores unitarios

das linhas das coordenadas. A divergéncia de A ¢ definida:

- 1 0 0 0 o
div A= — | % (hohghaAy) + -2 (hahshads) + — (hahohads) + —— (hihahs A
iv D {aq1(234 1)+8qg( 1hahy 2)+8q3< 1hahy 3)+8q4( 1hohs 4)}

o operado de Laplace aplicado em u é:

gy

. 1 0 h2h3h4 ou 0 h1h3h4 ou
Au=d d = | — — — ] (2.32
N v (gra u) hihohshy {am ( hy 3%) ( ho 3q2) ( )

(s Dy 0 (1t )]
0qs hs  Ogs 0qa hy  Ogqu .

Obtemos o Laplaciano nas coordenadas hiperesféricas:

G =01, p=0 ¢g=03eq=r1. (2-33)
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As relagoes entre as coordenadas Cartesianas e as coordenadas hiperésfericas sao:

xy = rcosbs, (2.34)
r3 = rsinfscosbsy ,

To = rsinfssinfycosb,

r1 = rsinfzsinfysinb;

ja citadas na Eq. (2.1). Representamos as derivadas das coordenadas hiperesféricas pelas

coordenadas curvilineares na forma de matriz

Oz1 Oz Ox1  Omy
0q1  0Oq2  0Oq3  Oqa

O dzy  Oxy Omy  Jzp
G = L) = | dn ez Oas Om (2.35)
" dq; dwy  dzy  dzg  Omy
0qn  O9q2  0Oq3  Oqa
Ozy  Oxy Owy  Jzy
Oq1  Ogq2 O0g3 Oqq

Oz1 Oz dx1 Omy
90, 80, 003 Ora

Oy Ozy  Oxa  Oxp
96, 90 D03  Ory

Ozz  Omz Odxz Ozg
90, 06, 003 Ory

Ora  Oza  Oxa  Oxa
90, 80, 803 Oy

rsinfssinfycosf;  rsinfscosbysinf; 1 cosbssinbysinf,  sinfs sin Oy sin 04
—rsinfssinfysinf;  rsinfscosbycost 1 cosbssinbycosty  sin b sin b, cos 0,

0 —1r sin 05 sin 6, 7 cos 03 cos 0 sin 05 cos 64

0 0 —rsin 03 cos b5

e calculamos os coeficientes métricos da Eq. (2.31). Para hy temos:

h% = 12 sin? 05 sin? 65 cos® 0; + 12 sin? 05 sin? O sin® 0,

= r?sin? O3 sin® fy(cos® 0 + sin?#;) = r?sin® O3 sin? 0, ;
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para hs:
h% = r? (sin2 05 cos® By sin? 0, + sin® O cos? Oy cos? B, + sin? O sin? 92)
= 2 (Sin2 05 cos? 0 (sin2 6, + cos® 01) + sin? 65 sin? 02)
= r?sin?0; ;
para hs:

h§ = 12 cos? 03 sin? Oy sin? 0, + 12 cos? O3 sin? 05 cos? 0, + 12 cos? 05 cos? Oy + r? sin® O
= 72 ((:os2 05 (sin2 0, (sin2 0, + cos® 91) + cos? 62) + sin? 93)

= r? (cos” 05 (sin” 6, + cos” 6o) + sin® f5) = r?;
e para hy:

h? = sin? O3 sin? 0, sin? 6, + sin? O3 sin? O, cos? O, + sin’ B cos? Oy + cos? O
— sin?6, (sin2 0, sin? 0 + sin? O, cos? O + sin? 5 cos? 02) + cos? 6

= sin?6, (sin2 0, (sin2 6, + cos® 91) + cos? 02) +costl;=1.

Simplificamos os termos que acompanham as derivadas da Eq. (2.32) e substituindo os

coeficientes métricos calculados acima, encontramos:

h2Zjh4 B sigeg’ hlzzm =rsindy , h1zzh4 = rsin®fssinds , h12zh3 = 7r?sin® f3 sin 0, |
(2.36)
e hihyhshy = r° sin? O3 sin 0, . (2.37)

Substituindo os termos acima na Eq. (2.32), temos:

1 0 r  Ou 0 du
. _ O (i ouy 9 Gne, ) (e
div (grad u) 73 sin? 03 sin O, {391 (sin 02 5’91) " 90, (T n s 802) 239

0 9 ou 0O (5 .49, . ,0u
+(9_93 (rsm 938111928—03> +E <r sin 938111‘925)1 ,
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podendo ser escrito na seguinte forma:

10 ([ ;0u 1 0 ou
Au = 9 (s 2 2
‘T Eoar < ar) s 0, 06 (Sm O aeg> (2:39)
n 1 i <in 0 ou n 1 0*u
72 sin? A5 sin Oy 00, 00, r2 sin? 05 sin? f, 062

A Eq. (2.39) representa a mesma expressao da Eq.(2.22).

2.3 Uso do operador de Laplace-Beltrami.

Nessa secao encontramos o Laplaciano nas coordenadas hiperésfericas utilizando o opera-

dor de Laplace-Beltrami. O operador de Laplace-Beltrami é definido como:

Au = \/_8 (\/ g” > , (2.40)
onde g;; é o tensor métrico, g é o tensor métrico inverso e g é o determinante do tensor

métrico. O tensor métrico pode ser determinado como:

Oxy Oy T
= E =G'G . 2.41
& 8q 8q (241)

. Oz; . , .
onde G representa a matriz com componentes G;; = 8;‘". A matriz G é determinada na
J

secao anterior na Eq. (2.35) e G tem a forma:

rsinfssinfycosf; —rsin b5 sin 6, sin 64 0 0
rsinfs;cosfysinfy; rsinfszcosfycosfy —rsinbssind 0
ar _ 3 2 1 3 2 1 3 2 (2.42)
rcosfssinfysinfl;  rcosfssinfycosty  rcosbzcosfy, —rsinbs
sin #5 sin 0, sin 64 sin 05 sin 6, cos 6, sin 65 cos 69 cos 03
Da Eq. (2.42) e Eq. (2.35) achamos a matriz do tensor métrico:
72 sin? 63 sin? 6, 0 0 0
0 r?sin?f; 0 0
9ij = (2.43)
0 0 r2 0
0 0 0 1
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Sendo o determinante:

g = det g;; = r°sin" 0 sin’ 6, (2.44)

Com a raiz de g e a Eq. (2.43) calculamos o tensor inverso

r*sin’ 0, 0 0 0
i 1 0 r* sin® 65 sin® 6, 0 0
- rOsint fssin” 0, 0 0 r* sin? 65 sin? 6, 0
0 0 0 70 sin? 65 sin? 6,
(2.45)
Para \/|g|g¥ temos:
rsin? 0y 0 0 0
ol 1 0 r*sin’fssin’f, 0 0
919" = : -
73 sin? 03 sin Oy 0 0 r*sin 03 sin? 6, 0
0 0 0 9 sin* 05 sin® 0,
A expressao para cada coordenada curvilinear referente a Eq. (2.40) é dada por:
1 0 3 .o . ou
— 0 0y) — 2.46
73 sin? @3 sin f, Or ((T sinc 0 sin 02) 87") (246)
10 (0
30 or )’
_ 1 | 0 73 sin? A5 sin 0, Ju (2.47)
73 sin” 05 sin 05 003 r2 005
1 9, 5, Ou
- in“ @ ——
72 Sin2 93 803 <Sln 3 803> ’
_ 1 | 0 r3 sin2'0328in 02\ Ou (2.48)
73 sin® 05 sin Oy 00 r2sin® 04 00,
1 0 0 ou
= - S1n A
72 sin? 05 sin Oy 00 200, )
| 21 | i r3 S-in; 0 §1r1292 @ (2.49)
73 sin® 05 sin 65 004 r2sin® 05 sin® 0y / 061

R S N
© r2sin? 65 sin% 6, 06, \ 06, )
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Ultilizando as Eqgs. (2.46), (2.47), (2.48) e (2.49) o Laplaciano é escrito como:

10 ([ ;0u 1 0 ou
Au = —  — [sin?6;— 2.50
= Ear < ar) T 2?0, 005 (Sm s aeg> (2:50)
n 1 i <in 0 ou 1 0*u
72 sin? A5 sin Oy 00, 00, r2 sin? 05 sin? f, 062

A Eq. (2.50) repete os resultados das Eqgs. (2.22) e (2.39). Por conveniéncia e praticidade
utilizaremos o método descrito nessa subsecao (operador de Laplace-Beltrami) para a

generalizacao do Laplaciano para dimensao N.

3 Separacgao de varidveis para o caso S°.

Aplicaremos o método de separacao de variaveis para a equacao de Laplace nas coorde-

nadas hiperesféricas

Au:1a(au

1
Fe (%) + 5 Asu=0 (3.1)

em que Ags é o operador de Laplace na esfera S® nas coordenadas hiperesfericas da Eq.

(2.1) definido por:

1 0 9, 1 0 0
Ag = |——— 20 _— 0 3.2
s Lin2 05 005 ( ° 095) sin? 05 sin 0y 905 (Sm ? 892> (3:2)
N 1 0?
sin? @3 sin® 0y, \ 002 ) |

Apresentamos a func¢ao u na forma:
U,(’f’, 93,92,91) :R(T)W3(93,92,01). (33)
Ao utilizar o método de separagao de variaveis para a Eq. (2.50), encontramos:

10 aR

Multiplicando ambos os lados da Eq. (3.4) por:

7,2

RW3

(3.5)



21

obtemos:

1 3OR 1
— — | = ——AgsWs. 3.6
rR (T 8T> W3 S ( )
Isso s6 é vélido caso a Eq. (3.6) seja igual a uma constante, chamada de constante de
separacao As,

1 ( ,0R 1
Au = E (’I“ W) = —W3A53W3 = )\3. (37)

A equagao radial, para o nosso propésito, nao é tao importante quanto as equagoes an-

gulares entao, nesse momento, desconsideramos. Continuando para a equagao angular,

dada por:
1
_W3A53WS = A3 (3.8)
AgsWi = —Ag Wi, (3.9)
Apresentamos a funcao W3 como:
W3 (03, 02,01) = O3(03) W2 (62, 61) (3.10)

e a substituimos na Eq. (3.9):

1 0 (.,, 00; O3 o (. . O0W
— 03— | Wy + ———— 0 3.11
sin? 05 063 (sm ’ ) 2 sin? 05 sin 0y 00, (sm > 06, ) (3:11)

O3 O*W,y

sin? @3 sin® 0y, 06?

- —>\3®3WQ .

Simplificando e agrupando os termos, chegamos a expressao:

1 0 (.,, 005 O3
— 05— | W- Ag2Wy = — X303 W. 3.12
sin? 05 003 (sm ’ 393) 2t sinf, 07 st (3.12)
onde Ag2 é dado por:
1 0 0 1 0?

Ag2 = — | sinfy— — | . 3.13
57 Sin 6, 06, (Sm 2892) T %0, (ae%) (313)

Multiplicando a Eq. (3.12) por:

SiIl2 83

oW,
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encontramos:
@igaieg (sin2 03 aa(jj) + i siln2 0 Ag2Wy = —Agsin” 0 (3.14)
agrupando os termos, obtemos:
@isaieg (sin2 05 %(33 ) + \gsin® 65 + WQASQWQ =0, (3.15)
@iga%, ( 293%%’) + Agsin? 0 = —WLQASQWQ . (3.16)

A Eq. (3.16) s6 é valida caso seja igual a uma constante de separagdo Ay, assim:

1 0 003 ) 1
@_35’_93 (sm 03— a6, ) + A3sin? 65 = —WzASZWQ =Xy . (3.17)

Ficamos com duas equagoes, uma para O3 e outra para Ws. A equacao para O3 é da

forma:
0 ) 003
BTN (sm2 938_93) ()\3 sin? 05 — )\2) O;=0 (3.18)
e para Wy é:
A52W2 - —>\2W2. (319)

Apresentamos a funcao W5 como:

e a substituimos na Eq. (3.19), obtemos:

1 0 . 662 (-—)2 82@1
e T 2 Tl ) 21
sin 0y 00, (sm 02 90 > O1 + sin 0, 902 20201, (3.21)

em seguida multiplicamos a Eq. (3.21) por Sén 692 encontrando

sinfly O 00, 1 9°0, .2
— ) = -\ ) 3.22
6, 6, (Sn 296, )+@1 062 e (322)
ou, ainda:
sinf, 0 009 . 9 1 0?0,
@2 862 ( 92 862) +)\QSIH 92 @1 89% )\1, ( )
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onde \; é a constante de separacdo. Da Eq. (3.23) ficamos com duas equagoes uma em

relacao a O e outra em relacao a O:

8;;%21 + 00, =0; (3.24)
¢ .
Slg?a% ( 92%(22) FApsin?fy = A, (3.25)
ou, ainda:
ﬁa% (sm 02%(222) + ()\2 - SH? 02) O, =0. (3.26)

Utilizando o método de separagao de varidveis, conseguimos encontrar 3 equacoes

diferenciais ordinarias para ©1, ©, e Os:

%0,
g7 MO =0, (3.27)
1 8 . 892 /\1
99, _ _ 2
it 0 00 (Sm b 392) * (Az sin? 92) ©:=0, (3.28)
1 @ 2 8@3 )\2
= (sin?0 Ay — ~0. 2
Sin2 93 693 ( 905 893 ) * < ’ SiIl2 63) @3 0 (3 9)

4 Obtencao do Laplaciano nas coordenadas hiperes-
féricas em N-+1 dimensoes.

Nessa secao descrevemos a obtencao do Laplaciano em coordenadas hiperesfericas em
N + 1 dimensoes arbitrarias. Para fazermos isso ultilizaremos o operador de Laplace-

Beltrami, definido como:

1 0 L Ou
Au=——"(/]glg? 2
h|g|5’qi( lglg an)

onde g;; ¢ o tensor métrico, g ¢ o tensor métrico inverso e g ¢ o determinante do tensor

métrico. O tensor métrico pode ser determinado como:

Oxy, Oxy T
= — = . 4.1
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onde z; sao coordenadas Cartesianas, ¢; sao coordenadas curvilineares,

(4.2)

e GT é a matriz transposta. Com as coordenadas curvilineares utilizaremos as coordenadas

hiperesfericas na dimensao N + 1 definidas como:

g1 =71, ¢ =0 1<i <N, (4.3)

6, € (0,2m), 0, € (0,7) , 2<i<N.

As coordenadas Cartesianas em termos das coordenadas hiperesfericas (r, 0y, ..., 02, 61)

sao expressas da seguinte forma:

Tyl =rcosty , (4.4)
rn =rsinfycosfy_q ,

Tn_1 =rsinfysinfy_qcosOy_s ,

x3 =rsinfysinfy_1sinfy_s...cosby ,
To =7rsinfysinfy_1sinfy_s...sinfHy cos by ,

x1 =rsinfysinfy_1sinfy_s...sin 0y sin 6y ;
ou na forma compacta:

N
Ti=T H sin 0, cos0;_1, com 6y = 0.
k=i

Descrevemos algumas propriedades das coordenadas da Eq.(4.4) que serao utilizados nos

calculos
N+1 J
inz?ﬂ; in:x?HtanQ@j, j>k. (4.5)
k=1 k=1

Primeiramente calcularemos o tensor métrico definido na Eq. (4.1) que para obtermos

calcularemos as derivadas gz". A derivada das coordenadas Cartesianas em relacao a

J
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coordenada qyy1 = 7 sao:

Oy — % _ Tk (4.6)
Oqn 11 or r '
Da Eq. (4.4) vemos que para i < N temos:
0
aZzOparakEi%—Q, (4.7)
oxr,  Ox; .
i = aqjl = -z tanb; , k=1+1, (4.8)
0
axk = xpcot 0; para k <i . (4.9)
ai

Com as derivadas calculadas, utilizamos a Eq. (4.1) para calcular o tensor métrico,

inicialmente efetuamos os calculos para

NAL so0 N2 N+l oo
k
IN+IN+1 = Z <_6r ) = Z T—g =1. (4.10)

k=1

Em seguida agrupamos as derivadas das Eqgs. (4.7), (4.8) e (4.9) para encontrar os termos

diagonais (i = j) da matriz que representa o tensor métrico para ¢ < N, sendo:

s a’Ek 2 ! ka 2 a’L“ 1 2 sy 8xk 2
w - 2 Ge) xG) (G (&) e

k=i+2
= Zmi cot? 0; + a7, tan® 0; + 0 .
k=1
Usando a Eq. (4.5) podemos escrever
2 2 2 2 2 2 2 $2+1
gii = wjtan®0;cot”0; + xj tan”0; = x; (1 + tan Qi) = ’—29 (4.12)
cos? 0;
1
= 72 H sin? 0}, cos 000820 =72 H sin? 0y, .
k=i+1 k=i+1
Para os termos nao diagonais, temos:
N 9y O Oxy, Ox 0x;1q Ox Oxy, Ox
k 0T kOTk | Oir OTip1 k 0T
9”22848 Zaa ) Za.a.' (4.13)
£~ 0q; Jq; ¢ 0g;  Ogq; Oq; =, 0q; g
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Substituindo as Eqs.(4.7), (4.8) e (4.9) na Eq. (4.13), obtemos:
Gij = Z Tk cot Qixk cot 6)]‘ — X1 tan 491‘1]2‘4_1 cot 93‘ +0= (414)
k=1

Z xj, cot 0; cot 0; — a7, tan 6, cot 0,
k=1

que com o uso da Eq. (4.5) pode ser escrito da seguinte forma:

gi; = 27, tan® 0; cot 0; cot 0; — a7, tan 6; cot 0 (4.15)

= %ZH (tan 6, cot §; — tan6; cot ;) =0 .

As componentes da matriz que representa o tensor métrico ja calculadas acima, sao:

gy =1, gvy =717, (4.17)
2
Ty 9 . -
gii—m—T k]:_[HSlnek i <N —1 (4,18)

Com os resultados da Eq. (4.16) podemos calcular o determinante de g,;, que é:
N+1 N
g =detg;; = H Gii = Zl_I CO;;Z Hr H sin? 6, = r2V Hsm k=g, . (4.19)

=1 k=i+1

A raiz de g é:

N N
VIgh =T 2 = eV [ sin* 6, - (4.20)
] k=2

cos 6;
=1

Agora calcularemos o tensor métrico inverso. Para as componentes nao diagonais

temos:

g9 =0,i#7j; (4.21)

e para as componentes diagonais:

i+1

2
Hgkng]j = = m -2 H sin~ (4.22)
7j=1

k=i+1
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As componentes da matriz que representa o tensor métrico inverso sao:

gNFINFT NN —2’ (4.23)
gt =12 -2 <N-1. 4.24
kl_l[H sin™= 6y, = p— 26 para i (4.24)

Definimos em seguida, que h! = g% e 9; = 8%_. O operador de Laplace-Beltrami citado na

Eq. (2.40), pode ser escrito na forma:

1 . 1 g
Au = —=0; (VIglg” ) d;u + —=+/]9]9" 0;0;u (4.25)
V1] ( )o V] !
= —=0; (VIgl) ¢70u+ (0:g7) Oju+ g7 0;0;u .
\/E ( ) J ( ) J J
1

= ——8, (V]9]) ¢70;u + (8:g7) B;u + hd?u
0 (V) 0y + (050

Caculamos em seguida 0;+/|g]:

Oniin/lgl = NVt l_Isink’1 0p = Nr~'y/|g| parai= N + 1, (4.26)
lg| = 0 parai=1,
N
lg| = 7“Nl_ISink_1 0 (i — 1)sin~' 6, cos0; = \/|g| (i — 1) cot 6; para N >i > 2.

As derivadas do tensor métrico inverso sao:
9ig" =0 . (4.27)

Substituindo na Eq. (4.25) as Eqgs. (4.26) e (4.27) o Laplaciano é escrito:

N+1
1

——=/|g| (i — 1) cot ;9" 0ju + mNr_lx/ lg|0u + Z h'0?u (4.28)
9

2 |91 i=1

Au =

M=

7

N
(i — 1) cot 09" Qju + Nr~'du + > W'Ofu + Ou
> i=1

N
(i — 1) cot 0;g" Oyu + Z g Fu+rNo, (rMou) |

=1

'MZ

1

'MZ

S
I
¥
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que ao simplificarmos encontramos:

N N
D=3 = Dot 0+ 3 0 +r40, (0, =
=2 =1

e agrupamos os termos ficamos:
N
Au =12 Z ((i — 1) cot ;6" Opu + g"07u) + N9, (rVou) = 0. (4.29)

1=1

A Eq. (4.29) representa o Laplaciano em coordenadas hiperesféricas na dimensao N + 1.

5 Solucao da Equacao de Laplace em N dimensoes.

Apresentaremos a obtencao da solucao da Equacao de Laplace para N dimensoes em

coordenadas hiperesféricas, utilizamos o método de separacao de varidaveis aplicando em:

N
r2 Z ((i — 1) cot 0;9"Opu + g"Ou) + N0, (rNou) =0, (5.1)

=1

repetindo os mesmos passos das subsegoes anteriores para caso em 4 dimensoes.

5.1 Separacao de Variaveis.

Aplicamos o método de separagao de variaveis para a equagao de Laplace nas coordenadas

hiperesféricas definida na Eq. (4.29) e mostrada a seguir:

N
Ay =r2 Z ((i — 1) cot O;g Oiu + gnOiu) + 1~ N0, (rVo,u) . (5.2)

i=1
onde gy é o tensor métrico hiperesférico sem dependéncia radial. Definimos Agn a seguir:

N
Agn = Z ((i — 1) cot ;g 0; + gn0}) (5.3)
i=1
como o operador de Laplace para N dimensoes nas coordenadas hiperesféricas, reescreve-
mos a Eq. (5.2) como:

Au=r"Agvu+1""9, (rNou) . (5.4)
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Apresentamos u da seguinte forma:
u=R(r)Wn(On,..,02,01) . (5.5)
Utilizando o método de separagao de varidveis na Eq. (5.4), encontramos:
r?Agn (RWy) +17 70, (rNo,RWy) , (5.6)

multiplicamos a Eq. (5.6) por obtendo:

RW’

1 1
—WnASNWN + ET ( ) =0 (5.7)
1 1
ET27N(9T ( N@ R) _WASNWN

a validade da Eq. (5.7) é obtida ao igualarmos a uma constante de separacao, nesse caso
AN, logo:
1

1
— Qs Wy = ETZ—N& (rVo,R) = Ay . (5.8)

Como no caso para 4 dimensoes a equacao radial nao tem tanta importancia quanto as
equagoes angulares, entao as desconsideramos. Continuando para a equacao angular, dada

por:

AWy = AW | (5.9)

substituimos o operador de Laplace da Eq. (5.3) na Eq. (5.9) e encontramos:

Mz

z — 1) cot ;9% ;W + gf@@fWN) = AWy, (5.10)

=1

onde o tensor métrico hiperesférico sem dependéncia radial gy é

g% = g% _sin 20y . (5.11)



30

Expressamos o primeiro termo da Eq. (5.10) como:

M-

((i — 1) cot O;g O Wy + gnOi W) = (5.12)
1

1

z
L

(]

((z — 1) cot ;9% ;W + g%@fWN)

i=1
+ ((N — 1) cot Hig]J\V,Né?NWN + g]]\\,[Najg\,WN)
ou ainda:
N-1
sin™2 Oy Z ((i — 1) cot :gy_ W + g _10; W) + (5.13)

=1

((N — 1) cot 0;,0nWn + 8]2VWN) = - AvWy .

Notamos que 9%_1 nao possui dependéncia 6y, entao definimos que:
N-1
Agv-r =Y ((i — 1) cot g ,0; + g _107) (5.14)

i=1

é o operador de Laplace para N — 1 coordenadas hiperesféricas.
Analisamos a Eq. (5.10) com o operador de Laplace para N — 1 coordenadas da

Eq. (5.14), percebendo que:
sin ? Oy Agv—1 Wy + (N — 1) cot OnOnWx + O3 W) = —AxWh, (5.15)
reescrevemos a Eq. (5.15) na forma:
Agv1 Wy +sin® Oy (N — 1) cot OonOnWy + O3 Wy + AvWy) = 0. (5.16)

Definimos Wy como:
substituindo a Eq. (5.17) na Eq. (5.16) e obtemos que:

SiIl2 (9]\[ ((N - 1) cot QNGNWN_lYN + 8]2VWN—1YN -+ )\NWN—lyN) = —ASN—1WN_1YN s
(5.18)
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multiplicando a Eq. (5.18) por m, encontramos:

1 1
- SiIl2 QN ((N — 1) cot HNQNYN + 8]2\[YN + )\NYN) = — ASN71WN_1 = )\N—l
YN WNfl
(5.19)
onde A\y_; é uma constante de separacao. Foram obtidas duas equagoes, uma com depen-
déncia Oy :
AN_
(N — 1) cot QNGNYN + 812\[YN + )\NYN = #YN (520)
sin” Oy
AN_
6,2VYN+ (N— 1)cot9N8NYN+ ()\N — — ]\27 ! ) YN =0 N
sin” O

e outra com dependéncias (Oy_1, .., 02, 01):

_ASN*1WN—1 - )\N—IWN—I . (521)

Aplicamos o método de separacao de variaveis repetindo as manipulacbes anteriores e

reduzimos a Eq. (5.21) até chegarmos ha:

—A52W2 - )\QWQ y (522)

Usamos mais uma vez o método de separacao de varidveis, dessa vez na Eq .(5.22) para

obtemos:
A
cot 0aDhYy + 03Yy + AoYs = —5— Y, (5.23)
sin” 6,
9 A1
82Y2 + cot 9282}/2 + )\2 - 3 Yé =0. (5.24)
sin” 69

Aplicamos o método de separagdo de varidveis na Eq. (5.24) encontrando a seguinte
equacao:

—A51W1 - )\1W1 . (525)

Com o método de separacao de variaveis podemos encontrar as seguintes equacoes ordi-
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6]2\,YN + (N — 1) cot HN(?NYN + <>\N —

03Y3 + cot 0305Y3 + (Ag -

535/2 + cot 0,0,Y5 + ()\2 —
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AN-1
2
sin® Oy

(5.26)

)YN:()a

AN—
(9]2\,_1YN,1 + (N — 2) cot On_10nv_1YN_1 + ()\Nl — — 2N 2 ) Yn_1=0 ,(5.27)
sin” On_1
A2
Y;=0 5.28
SiIl2 93) 3 7 ( )
A
Yo=0 5.29
sin® 02) 2 ’ ( )
(5.30)

oY1+ MY =0.

5.2 O problema de Po6schl-Teller.

Em prol de resolvermos as equacoes diferenciais ordinarias encontradas anteriormente,

usaremos a solucao da equacao de Schrodinger com potencial de Poschl-Teller simétrico.

A solugao do problema de Poschl-Teller da mecanica quantica é descrita na Ref.

[14], problema 38; onde:

R:d*p  h*a? (k(k—1) AX(A—1)
- =F 5.31
2m dz?  2m (sin2 (ax) T o (ax)) ¥ v, (5:31)
T
Kk>1, A>1, 0<or < — .
200
A Eq. (5.31) também ¢ escrita na forma:
S (k(k—=1) AXA-=1) s o 2mE
dz2 <si1r12 (ax) T os? (ax) V=0 h? (5:32)
Seu espectro é dado como:
CF=a*2n+r+N>, n=0,1,2,...; (5.33)
e suas autofuncoes sao:
1
Uy = A, sin” (az) cos™ (ax) o Fy (—n, n+k+A\kK+ 5 sin? (ozx)) (5.34)
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com o F (a,b, ¢, x) a fun¢do hipergeométrica, definida da seguinte forma:
oF1 (a,b,c,z) = i T (5.35)
com (a), o simbolo de Pochhammer, escrito como:
(a),=a(a+1)(a+2)...(a+n—-1)=

(5.36)

Para o caso do potencial simétrico de Poschl-Telle, em que x = A, o potencial toma a

forma:
1 1 40k (K — 1)
V(z) =a’k(k—1 = 5.37
(2) =a’r(r=1) <sin2 () * cos? (ax)) sin? (2ax) (5:37)
com seguinte espectro:
P =40*(n+r)?, n=0,1,2, ... (5.38)
As autofuncoes sao:
! R 1 1
b, = Al sin”® (2ax) oFy | —n,n+ 2K,k + 35 (1 —cos (2ax)) | (5.39)
em seguida definimos uma nova variavel:
0 =2ax (5.40)
e entdo a Eq. (5.32) assume a forma:
>y  k(k—1) 9
- = 5.41
d92+ sin’ @ v=(ntr)y ( )
d*y 9 k(k—1)
— ————Y =0 5.42
agz TR Y (5:42)

com as autofungoes dada por:

I

(1 —cos 9)) . (5.43)

N | —
DN | —

ty (0) = A, sin" 0 o Fy (—n, n+ 2k, K+
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Os polinomios de Jacobi sao definidos como:

(a+1),

P (@) = O
n.

ﬂ—mo , (5.44)

DN | —

2F1 (—n, n+a+5+1, Oé—|-1,

na Ref. [15], nimero da equagdo (8.932.1).
Os polinomios de Gegenbauer sao uma particularizagao dos polinémios de Jacobi

e podem ser definidos como:

I'(n+2X)
C’?(I):F(n+1)F(2)\

u—xQ, (5.45)

N | —

1
)2F1 (—n, n+2)\, )\"‘5,

uma outra definicao bem importante é a formula de Rodrigues, mostrada a seguir:

(=2)"T(A+n)L'(2\ +n)
n! T(AND(2X + 2n)

(1— ﬂ—méﬁ [(1 - xQ)”“‘%} . (5.46)

dz™

Cp (z) =
Por fim, a soluc¢ao da Eq. (5.42) é da forma:

Vy (0) = A, sin® (6) CF (cosB) . (5.47)

5.3 Solugoes das Equacoes Ordinarias.

Nesse subsecao apresentamos as solucoes das equagoes ordinarias encontradas anterior-

mente. Iniciamos com a Eq. (5.30), com dependéncia de 6y, onde:

MRY1+MY1=0. (5.48)
Devido a variacao azimutal
Yi1(61) = Yi(61 + 27) (5.49)
isso significa que:
0 S 91 S 21 .

Fazemos com que \; = I3, da condigao Eq. (5.49) [; € Z e a solugao da Eq. (5.48) é:

Yi(0)) = By (5.50)
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Encontramos a solugao para a equacao com dependéncia de 6; com 2 < i < N:

i
sin” 0;
Definimos que:
substituindo na Eq. (5.26), obtemos:
(flfu; + 2f/u; + foull) + (i — 1) cot (0;) (flu; + fiu) + (5.53)

()\i— Aie )flul—()paraz>2
sin? 6;

multiplicando a Eq. (5.53) por + e colocando os termos em evidéncia, encontramos:

i
" f/ /
w; + < 7 + (i—1)cot 92») u; (5.54)
" . Z/ )\i—
(‘; (z—l)cot(é’,-)EqL/\N— SinQZ’i) U =

A Eq. (5.54) deve tomar uma forma conhecida, que nesse caso é a da equagdo de Schro-
dinger com potencial Poschl-Teller simétrico. Comparamos Eq. (5.54) com a Eq. (5.42)
e percebemos que temos que simplificarmos a Eq. (5.54) de forma com que o termo que

acompanha u seja nulo, consideramos entao:

!
; +(i—1)cotd; =0
ou ainda:
! p— 1
%: _G > ) cot; (5.55)
Recordamos a seguinte relagao:
h!
0; (Inh;) = h_z , (5.56)

lembrado que:
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Usando a igualdade (2.34) na Eq. (5.55), obtemos que:

O; (In f;) = L

,— 1
! 5 >cot 0; , (5.57)
integrando os dois lados da Eq. (5.57), encontramos:

In(f;) = — (@ ; Yy (sin ;) 4+ C (5.58)

com C' = 0, aplicamos a exponencial dos dois lados da Eq. (5.100), de tal forma que:

(=1
eln(fi) _ eln(sm T(OZ)) (559)
e encontramos:
fi=sin T (6;) . (5.60)
As derivadas de f; sao:
— 1
fi = L 5 ) cot 0:.fi , (5.61)
— 1 1 — 1
o= U Lp Go Vo g (5.62)

2 sin%6,"" 2

multiplicamos a Egs. (5.61) e (5.62) por %, tornado-as:

B (i — 1)

;T g coth (5.63)
] —1) 1 — 1 f
% _ (¢ 5 )Sin2 ; B (@ 5 ) cot (01)% ; (5.64)

ao substituir a Eq. (5.63) na Eq. (5.64), deparamos com :

fl_@—=1) 1 (t—1) (t—1)
A~y 5 cot 6; 5 cot 6; (5.65)
que pode ser escrita como:
roo(Gi—1) 1 — 1)
f_G=1) (=1 ot2g, (5.66)

fi 2 sin28i+ 4
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Substituimos a Eq. (5.66) no termo que acompanha u; da Eq. (5.54), que quando simpli-

ficamos, encontramos :

<f”—|—(z—1)cot9 f/+)\ —£>

fz fz Sln29i
(-1 1 (-1
= t“ 0;
> sn?g, 4 ©
— 1
—i—(i—l)coté’i—(l )c t0; + A\ — )\21
2 sin® 6,

escrevemos a Eq. (5.67) como:

f//

1! Aio1 i—1) 1
( Jeot (6:) 7 i * " sin? 0, 2 sin?#,
) (i—1)2 9 Ai1
20, — —— cot?6; + \; —
S y v it S
1 —1)?
N ( )sin20- -t 4 ) cot” 0; + X

1 (i—17% [ 1
—& - —1)+\
1) sinQ 91 4 (Sin2 91 > +

z—l) (i—1) 1 (i—1)
- - — Nt | = + N
( 2 4 snze, TN T T

agrupamos alguns termos e simplificamo 4a Eq. (5.68), tornado-a:

fi fi Ai—1
(fz (1 — 1) cot (6; >fz + A\ — —3111201-)

:(O;DO_&;D>_MQ$$@+&+@;N'

Substituimos a Eq. (5.69) na Eq. (5.54) conseguindo obter:

((u (1-45) a0) “u>

que ao simplificarmos, é escrita da forma:

(u(u(w)))

(5.67)

(5.68)

(5.69)

(5.70)

(5.71)

Para encontrar os autovalores comparamos a Eq. (5.71) com a Eq. (5.42) e concluimos a



seguinte relacao:

(i—1)°

= (nl + 51)2 = )\z = (nz + K'i)2 — 1

reescrevemos a Eq. (5.72) na forma:

(ni + i)” — (i-1°_ (ni—k/@ﬁ—(i;l)) (ni—f—mi— @;1)) =\ .

4

Expressamos a seguinte igualdade:

ki (ki — 1) = <)\i_1— (igl) (1— (i;D)) :

usando a Eq. (5.73) simplificamos a Eq (5.74) da seguinte forma:

((-1H-1)°" (-1 (i-1)

Ki (ki —1) = <(7%1 +ri)’ - 4 9 + 4

(=1 =) 1 (-1 (-1

R R R N R

Em seguida mostramos que:

, 1 1 1
(ni1 + ki)™ — 7\t t R+ 5 )| i1 T Rl — 5

2 2
- 11 L1
-\ T\ Ty ’

escrevemos a Eq. (5.76) da seguinte forma:

(5993
B AT YA

! -
Ri — = | = N;— Ri—1 -
9 1 1

Com a Eq. (5.78) encontramos que:

logo

Ki = Mj-1 + Ki—1 + 5

)
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(5.72)

(5.73)

(5.74)

(5.75)

(5.76)

(5.77)

(5.78)

(5.79)
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observe que os valores de k; sao escritos a partir dos seus valores anteriores. Reescrevemos

a Eq. (5.79) na forma:

— (-1
Ki= Y nj+ B (5.80)
j=1

e definimos que: ‘
j=1

chamamos [; de nimero caracteristico. Dessa forma a Eq. (5.80) torna-se:

G-1)

R; = lj_l + 2 (582)
Substituimos a Eq. (5.80) na Eq. (5.73) obtendo os autovalores:
—1)?
M= (g4 mi)? = O y ) (5.83)
(< (i—1) (-1 (< (i—-1) (i—1)
_<Z"j+ > T 2 mt g g
Jj=1 j=1
= (an + (i - 1)) (Z%) :
=1 =1
substituindo a Eq. (5.83) na Eq. (5.82) encontrado que:
Por fim, os autovalores sao:
Av=In(Iy+N-1), (5.85)

A3=13(3+2) ,
)\Qzlg(l2+1) 5
)\121%

A solucao para u; assim como para o problema de Poschl- Teller é da seguinte
forma:

u; (60;) = A;sin®™ (0;) [Clii (cosb;)] (5.86)
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usando as Eqgs. (5.60) e (5.86) encontramos a solugao para Y; na forma:

(=1

Y; = A;sin™ (6;)sin™ 2z (6;) [C (cos ;)] . (5.87)

A solucao da Equagao de Laplace em N dimensoes é o produto de todas as solugoes das

equacoes ordinarias, ou seja:

W, (61,62, ....0n) =Y1(61) ...YN (On) (5.88)
N »
= D, et H sin® 7 (6;) | Cr (cos (6;))

Jj=2

com v um indice condensado definido como:

Y= [ll, l2,..., ZN] .
Escrevemos a Eq. (5.88) em termos dos nimeros caracteristicos /;, de modo que:

li = nq,
lo =n14+n9=mn9 =11,

l3=n1—|—n2—|—n3:l3+l2—ll+n3:l2+n3:>n3:l3—lg,

INci=m+..+n, =L+ .. +ilyo+tny_1 = ny_1=Iy-1— N2,

lN =N+ ..+Nyp_1+ny =>ny= lN _lN—l;

concluimos entao que:
n; = lj — ljfl, com j 2 2 y (589)

e a Eq. (5.88) torna-se:

G=1

N
W, (01,0, ...,0x) = D,e™% l_Is.inlj*1 (0;) [Clj_lJr 2 (cos(6)))] - (5.90)
=2

lj_lj—l

A Eq. (5.90) é a solugao da Equacao de Laplace em coordenadas hiperesféricas em N
dimensoes e é chamada de harmonicos hiperesférico em N dimensoes. Para fim de confir-

magao de veracidade do resultado apresentado na Eq. (5.90) foi efetuada a sua comparagao
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com os resultados da Ref. [2] em que os harmoénicos hiperesfericos também foram expres-
sos em termos dos polinomios de Gegenbauer. A expressao dos harmonicos hiperesfericos

da Eq. (5.90) coincide com as férmulas da Ref. [2] a menos de um fator de normalizagao.
5.4 Normalizacao e Ortogonalidade.
A solugao angular para a equacdo de Laplace em N dimensoes, escrita na Eq. (5.90) é:

(=1

2 05 |Ch (cos (6;))

N
W, (61,62,....0n) = Zl,e”la1 H sin"i~
j=2

onde D, ¢ o fator de normalizagao.

Encontramos o fator de normalizacao D, da seguinte forma:

N WiW,dr =1, (5.91)

substituimos por conveniéncia a Eq. (5.88) na Eq. (5.91) obtendo:

[ (e e .92
SN

N - * /N i
(H sin® T (0;) Cp7 cos ((%-)) (H sin®~ T (0;) Cyi cos (Qj)> dr =1,
=2 =2

com r; definido na Eq. (5.82) e n; na Eq. (5.89). Observamos na Ref. [16] e na Ref. [2],

que o diferencial de volume tem a forma:

dr = \/|det gi;|dO.....d6; . (5.93)

Determinamos anteriormente na Eq. (4.20) ay/|det g;;| e substituimos na Eq. (5.93)

N
dr = HSiH(jil) doﬁj ..... del s (594)

j=2
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e em seguida substituindo na Eq. (5.92), obtendo:

2 s ™ N
o2 [ [ [ TLswos, (599
0 Jo 0 j=2
2 N .
[Cﬁﬁ (cos (93‘))} []sint=V6;dp;.....d6 = 1,
=2

como para cada valor de j temos uma dependéncia de 6; diferente, a integral da Eq. (5.95)

pode ser escrita como o produto das integrais, da seguinte forma:
27 N T ) 9 )
D2 / a6, I / sin2% =01 g, [c;;; cos (ej)} sini=g;dg; =1.  (5.96)

Definimos a seguinte substituicao:

y; = cosb; , (5.97)

1
dyj — —sin deej E dQJ = —Edy]
J

de tal modo que:

Utilizando a substitui¢ao da expressao (5.97) na Eq. (5.96), obtemos:

(G=1) (G=2)

N —1 - 9
—27rD3H/1 (L=g2)" 77 [Cm)| -9)) " ay, (5.98)
=2
N 1 ot
—2eD[] [ (1)
j=27-1

N 1 i 9
j=27"1

’ [Cﬁj (yj)] 2 dy;

(=2 _ G-
2

Na Ref. [15], 22.2.3, encontramos a seguinte propriedade dos polinémios de Gegenbauer:

/1 _ w2727 (A 4 2a) (5.99)

(=) TR O @ dy = S e



Desfrutando da Eq. (5.99) e comparando com a Eq. (5.98) encontramos que:

21725 (n; + 2k;)
n! (nj + k) [T ()]

[ e sl -

1

e ao substituirmos a Eq. (5.100) na Eq. (5.98), generalizando-a, obtemos:

N 1-2k,
9 72079 (ny 4 2K5)
27TD7 | | =1

j=2 n;! (nj + F”'j) [T (’@‘)]2 ’

logo o fator de normalizacao é:

N

B RTINS
DW_(ZW)H< 27251 (nj + 2k;) )

=2
1 b (li—l + (];21)) (L — 1j-1)! <l]- + @) ’
~ (2m) ]1;[2 9—li+ 51 Fj+3G-1) '

Os harmonicos hiperesféricos em N dimensoes sao:
. i—1
eillel N T (lifl + %)
2r - 9—li1+U5H

(lj = 1j-1)! (lj + @;21))
Ii;j+G-1)

W, (91,92,---,91\/) =

Para verificarmos a ortogonalidade de W, temos que mostrar:
(WL |W5) = /N WiWsdr =0sey #7,
s

onde

Y= [ll,lg, ey lN]

. (G—1)
sin1 (6)) [cf;;jl ™ (cos <9j>>] .

43

(5.100)

(5.101)

(5.102)

(5.103)

(5.104)
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Substituindo a Eq. (5.93) na Eq. (5.104)

2 ™ N
/ / Wiw, [ sin= 6d6;.....d6, (5.105)
0 0 j=2

(G=1)

— D’D; / e—thb1hho gy / HsmL L0, [Cll;;jf (cos (65))

=1

Hsm 6; [ lz'—llj—l (cos (Qj))} Hsin(j—l) 0;db;.....dos .

Os fatores de normalizacao sao:

*

AT (o ) =g (5 + G2
D = (5.106)
gl +i5H T+ (—1)) ’

[NIES

b1 ﬂr(z}_ﬁ@) (-1 (5

boen = r(h+G-1)

)>

- : 5.107
2,lj71+ 5 ( )

Podemos escrever a integral da Eq. (5.105) como o produto das integrais, da seguinte

=2

forma:

27 (‘*1)
Dj:/ 191 Ii— l1 de H/ SlHJ 1 ‘9] |: l]—f_l (COS <0j)):| (5108)
0

. L l +<] ) - (j=1)
sin"~1 (9;) | CY (cos (0;)) | sin g,do; .

=l

Foram feitas duas andlises, a primeira quando [, # [; referente a integral com relacao a

0., seja:
27
2 . 5 %91([17l1) 227r(l~17l1) -1
/ 6191(11—l1)d91 - o€~— = 6o~— =0 (5.109)
0 1 <l1 - ll) . 1 <l1 - ll)
logo a Eq. (5.109) é
(W,|[W5)=0. (5.110)

A segundo andlise envolve todos os outros I; (j > 2), onde:
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seja:

4 v (G=1) -
[ st 0 € s )| snt o 0 (5.111)
0

[, 4 U=D :
{Cl]_ﬁ 2 (cos (6]))] sinV =1 0,db);

Zj—l}_l

desfrutando da substituigao da expressao (5.97) na integral acima, obtemos:

! 2 e Lo+ 950 2
[ o= e w) - (5112
(G=2)

Zj71 ~j*1 ; 2
T le - (yj)] (1-v5) = dy,

.

1 9 %(lj,1+l~j,1+j71)7% li,1+(j;1) z’i71+(j;1)
— (1 — yj) Czjfljfl (yj) C (yj) dyj )

Os polinomios de Gegenbauer sao ortogonais, isso é mostrado na Ref. [15], e que:

/_11 (G ()] [C5 ()] (1 — x2)“‘% der=0sen# . (5.113)
logo
/_11 (1- y?)%(zi,ﬁii,m—l)—% [Ozl;-lljle) (yj)] [Cl{;_gij;) (yj)] s = 05.114)
sely =l # 1 — 1
portanto

L #1 = (W |Ws) =0. (5.115)

Por fim os harmonicos hiperesféricos em N dimensdes (W), formam um conjunto com-

pleto.

6 Apresentacao grafica dos harmonicos hiperesféri-
cos em S°

Obtemos anteriormente os harmonicos hiperesféricos para o S e suas solucoes, com a
virtude de comparacao entre os harmonicos esféricos usuais no S?, que sdo apresenta-

dos graficamente em diversos materiais, como por exemplo a [17] , realizamos algumas
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ilustracao dos resultados para o caso dos harmonicos hiperesféricos no Sapresentado-os
graficamente. Enfatizamos que nao é possivel apresentar um objeto quadridimensional,
mas ¢é possivel fazer projecoes do objeto em hiperplanos tridimensionais, obtendo resulta-
dos andlogos aos harmonicos esféricos usuais.

A partir da Eq. (5.90), obtemos a seguinte expressao da solugao para o caso

S3(N = 3):

Wity (8, 02,01) = D1y, 6% sin'® (63) [C117 (cos (82))| sin® (65) [C2 (cos (65))]
(6.1)
com 3
ls=Y nj, (6.2)
j=1
logo:

llznl, (63)
12:n1+n2:>n2:l2—l1,

ls=ni+ne+ng=l+b—lL+ny=l+nys=ng=1I03—1s;

substituindo na solugao (6.1):

Wiyt (05, 02, 00) = Di, 0,6 sin' (62) [ €175 (cos (62))] sin® (65) [CE71, (cos (65)
(6.4)
para
Iy > 1y > Iy (6.5)
Por conveniéncia fazemos:
Diy sy = 1. (6.6)

Utilizamos a seguinte parametrizacao para as projecoes:

T4 = 1rcosbs ,
r3 = rsinfscosbsy ,
ZTo = rsinfssinfy cosb

x1 = rsinfssinfy sin by ;
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fixamos um valor para 2 dos angulos.
Realizamos 2 projecoes diferentes, sendo elas:
1°: hiperplano (x1, x2, x4):
Nesse hiperplano tomamos ¢, = 7 e fixamos os seguintes valores para o niimero

caracteristico I3 = 3,2, 1; as representagoes sao apresentadas nas Figs.: (1), (2), (3), (4),

(5), (6) e (7). Com:

I3 3333333333 2222221110
lrb 33 332221102221101100
L, 32102101002101001000

Para os seguintes casos:
Is 33 3 3 2 21

b 3331211 (6.7)
b 2100100

W3 é nula, o motivo foi observado ao analisarmos o polinomio de Gegenbauer da Eq. (6.1)

com ependéncia 0y,0onde definimos:

y = cos by , (6.8)

1
1t3

,—1, (cosBy) torme a seguinte forma:

1
fazendo com que C

(-2)12711 F(% -+ lg)F(Zl + 1+ 12) oty 41 dlz—h oo
11— (1 — ‘ '
(lp =1)! T(L + 3)T(1 + 21y) (I=v7) dyl=— [( V) ] (6.9)

11+3

Clg—ll (?J) =

Aplicamos os valores de Iy e l; mostrados na lista (6.7) e verificamos os termos que

aparecem com as derivadas da Eq. (6.9) , para:

l2:3611:22
d
y [(1—y2)3] = —6y (1—y%)°, (6.10)
12:3€l1:02
d’ 2)3 2 2
d—yg[(l—y)}zy(m(l—y)—%y), (6.11)
12:2el1:1:

— (=) =4y (1-17) (6.12)
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12:16‘[1:02

d
0 (1-9%) =-2y; (6.13)

como definimos 0, = § a Eq. (6.8) ¢ nula, implicando em:
y=0,

assim as derivadas (6.11), (6.12) e (6.13) também sdo nulas.

2% hiperplano (z, x3, z4):

Para esse hiperplano, tomamos #; = 7§ as Figs.: (8), (9), (10), (11), (12), (13),
(14), (15), (16) e (17), sao as representagoes graficas dos harmonicos hiperesféricos para

fixando I3 = 3,2, 1.

s 3333333333 2222221110
lrb 33 332221102221101100
L 32102101002101001000

Observe que para 3 = 7 projetamos o caso dos harmonicos esféricos usuais.
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7 Observacao

Na etapa final de trabalho no projeto no banco de dado de preprints ArXiv apareceu um
artigo [18] que é bem relevante ao trabalho do nosso projeto. Por causa disso, decidimos
adicionar esta observacao no final do relatorio.

No trabalho [18] os harmonicos esféricos em 3 dimensdes sao obtidos de uma forma
em que nao seja necessario o uso de derivadas. O método utilizado baseia-se nos operado-
res de componentes do momento angular (L,, L, e L,) e os operadores de levantamento
de abaixamento para o momento angular (L. ), denotando os harmoénicos na notacao de
Dirac da mecanica quantica, em seguida ¢ introduzido o operador exponencial de dese-
maranhamento mostrando sua relacao com a algebra de Lie; por fim verifica-se que o
método reproduz o mesmo resultado dos métodos convencionais. Ao facilitar a obtengao
das matrizes de rotacao e estender o entendimento dos operadores da mecanica quantica
o método traz uma abordagem mais didatica comparados aos métodos convencionais. Na
opiniao dos autores do trabalho, apesar de que esta abordagem ja era conhecida desde
1970, a conexao com os harmonicos esféricos nao foi indicada por outros autores. Espe-
ramos que essa indicagao do trabalho [18] possa ser extendido para o caso de dimensoes

mais altas que é o interesse principal do nosso trabalho.
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(a)lgzo,lgzoellzo (b)lgzl,lgzOeh:O

Figura 1: Projegao dos harmonicos hiperesféricos no hiperplano (zq,x2,z4) com: I3 = 0,
12:06l1=0; l3=1712=0611:0.

(a)lgzl,lzzlellzl (b)13:2,l2:0611:0

Figura 2: Projecao dos harmonicos hiperesféricos no hiperplano (xy, zo,x4) com: I3 = 1,
lgzlellzl;l3:2,l2208l1:0.



o1

(a)13=2,l2:16l1:1 (b)l3:2,l2:2€l1:0

Figura 3: Projegao dos harmonicos hiperesféricos no hiperplano (zq,x2,z4) com: I3 = 2,
12:2,611:1;1322,12:2,811:0.

(a>13:2,l2:2611:2 (b)13:3,l2:0611:0

Figura 4: Projegao dos harmonicos hiperesféricos no hiperplano (zq,xs,z4) com: I3 = 2,
12:2,611:2, 13:3, 12:06l1:0.
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Xa

10 10

(3)1323712:1611:1 (b)l3:3,12=26l1=0

Figura 5: Projegao dos harmonicos hiperesféricos no hiperplano (zq,xs,z4) com: I3 = 3,
l2:1,611:1;13:3,12:0,811:0.

(3)1323,12:2611:2 (b)13:3,l2:3611:1

Figura 6: Projegao dos harmonicos hiperesféricos no hiperplano (zq,xs,24) com: I3 = 3,
l2:2,el1:2; l3:3, l2:3,811:1.
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(a) 13:37l2:3eh=3

Figura 7: Projegao dos harmonicos hiperesféricos no hiperplano (z1,xs,z4) com: I3 = 3,
lg = 3, e ll = 3;

(a)lgzo,lgzoellzo (b)l3:1,l2:0el1:0

Figura 8: Projegao dos harmonicos hiperesféricos no hiperplano (zq,x3,z4) com: I3 = 0,
12:0,611:0; 1321, lgzOellzo.



o4

(a)lgzl,lgzlellzo (b)lgzl,lgzlellzl

Figura 9: Projegao dos harmonicos hiperesféricos no hiperplano (zq,x3,z4) com: I3 = 1,
12:]_,611:0;13:1,12:1,611:1

. | /
N

(3)13:2,12:0611:0 (b)13:2,12:1e11:0

Figura 10: Projecao dos harmoénicos hiperesféricos no hiperplano (z1, z3, x4) com: I3 = 2,
ZQZO,eh:O; l3:2; lgzlellzo.
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(3)1322,122161121

Figura 11: Projecao dos harmonicos hiperesféricos
l2=1,ellzl;l3=2,l2=2,e11=1.

(a)l3=2,l2:2el1:1

Figura 12: Projecao dos harmonicos hiperesféricos
12:2,611:1;1322,12:2,611:2.

(b) l3=2,12=2611=0

no hiperplano (z1, 3, x4) com: I3 = 2,

-0.4

(b) 13:2,l2:26l1:2

no hiperplano (z1, 3, x4) com: I3 = 2,
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(3)13:3,l2:06l1:0 (b)l3:3,l2:161120

Figura 13: Projegao dos harménicos hiperesféricos no hiperplano (z1, 3, z4) com: I3 = 3,
12:0,611:0, 13:3, lgzlellzo.

(a)l3:3,12:1611:1 (b)13:3,12:2611:0

Figura 14: Projecao dos harmoénicos hiperesféricos no hiperplano (z1, z3, x4) com: I3 = 3,
l2:1,ellzl;l3:3,l2:2,e11:0.
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(3)1323,12:261121 (b)l3=3,12:2611:2

Figura 15: Projegao dos harmonicos hiperesféricos no hiperplano (z1, 3, z4) com: I3 = 3,
52:2,811:1; 13:3, 12:2,611:2.

(3)13:3,12:3611:0 (b)13:3,l2:3611:1

Figura 16: Projegao dos harménicos hiperesféricos no hiperplano (z1, x3,x4) com: I3 = 3,
l2:3,el1:0; l3:3, l2:3ellzl.



o8

(3)1323,12:361122 (b)13=3,l2=3611=3

Figura 17: Projegao dos harménicos hiperesféricos no hiperplano (z1, 3, z4) com: I3 = 3,
12:3,611:2; 13:3, 12:3,el1:3.

8 Conclusao

Neste projeto consideramos a construcao dos harmonicos hiperesféricos em N dimensoes.
Sao demonstrados os trés métodos da obtencao da equacao de Laplace em 4 dimensodes nas
coordenadas hiperesféricas: a transformacao de coordenadas, os operadores diferenciais
vetoriais em coordenadas curvilineares e o operador de Laplace-Beltrami na forma cova-
riante. No caso para N dimensoes arbitraria, utilizamos o operador de Laplace-Beltrami
com a métrica da geometria esférica. Para resolver a equacao de Laplace foi usado o méto-
dos de separacao de variaveis. As equagoes ordinarias para cada variavel foram reduzidas
a uma forma da equagao de Schrodinger com o potencial simétrico de Poschl-Teller. As so-
lugoes das equagoes ordindarias foram obtidas na forma de produto das solugoes da equacao
de Schrodinger e o fator funcional que foi determinado no processo de solucao. As solu-
¢oes das equagoes ordindrias foram expressas em termos dos polinomios de Gegenbauer.
O produto das solugoes das equacoes ordinarias apresenta os harmonicos hiperesféricos
em N dimensoes. Aproveitando as propriedades dos polinomios de Gegenbauer, foi de-
monstrada a ortogonalidade dos harmonicos hiperesféricos construidos e determinado o
fator de normalizacao. Os harmonicos hiperesféricos construidos no projeto coincidem
com aqueles obtidos em outros trabalhos a menos de um fator de normalizacao. Para
uma ilustracao dos resultados do projeto apresentamos as imagens dos harmonicos hipe-
resféricos em 4 dimensoes, para os primeiros valores dos nimeros caracteristicos. Para

visualizar os objetos quadridimensionais no espaco tridimensional efetuamos as projecoes
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deles nos hiperplanos tridimensionais.
A abordagem usada neste projeto nao envolve a teoria dos polinomios harmonicos
ou a teoria de momento angular generalizado que foram utilizadas anteriormente para

obtencao dos harmonicos hiperesféricos em N dimensoes.
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