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Resumo

Essa dissertacao tem como principal objetivo fornecer algumas aplicacaoes nao
usuais dos numeros complexos no estudo da geometria plana. Iniciamos com um
pouco da historia dos nimeros complexos, e respondemos perguntas feitas frequen-
temente por discentes do ensino médio quando se introduz este conteido, seguido
dos conceitos operacionais, necessarios para as aplicagoes. Em seguida, sao aborda-
dos conteudos da geometria analitica que serao utilizados posteriormente. Por fim,
chegamos ao objetivo principal, tratando das aplicagoes dos ntimeros complexos na
geometria plana, reformulando resultados e conceitos da geometria analitica e forn-

cendo aplicagoes no estudo de triangulos e poligonos em geral.

Palavras - chave: Numeros Complexos, Geometria Plana, Geometria Analitica,

Poligonos, triangulos.



Abstract

This dissertation has as main objective to provide some different applications of
complex numbers in the study of flat geometry. We started with a bit of the history
of complex numbers, and answer frequently asked questions. by high school students
when this content is introduced, followed by the operational concepts required for
applications. Next, content of the analytical geometry that will be used later. Lastly,
we arrive at the main objective, dealing with the applications of the complex num-
bers in the geo- model, reformulating results and concepts of analytical geometry and

providing applications in the study of triangles and polygons in general.

Key words: Complex Numbers, Flat Geometry, Analytical Geometry, Polygons,

triangles..
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Introducao

O que sao numeros complexos? onde e quando foram inventados? para que ser-
vem? Essas e outras perguntas sao feitas nas aulas pelos alunos, quando este contetiido
é abordado, seja por curiosidade, ou por receio ao préoprio tema. Neste trabalho pre-
tendo dismistificar a ideia da falta de importancia desta teoria, apresentando ao leitor
aplicagoes nao usuais dos niimeros complexos, mostrando assim que essa teoria pode
ser utilizada por exemplo para estudar geometria plana.

Representando pontos do plano com niimeros complexos podemos estudar elemen-
tos da geometria plana usando os niimeros complexos, com a vantagem que este ultimo
tem uma estrutura natural de corpo o que possibilita por exemplo uma divisao, algo
que nao ¢é possivel com pontos nem mesmo usando a nogao de coordenadas. Com isso
podemos trabalhar com propriedades geométricas usando condicoes algébricas sobre
os nimeros complexos.

O capitulo um refere-se ao estudo dos nimeros complexos. Iniciamos com o es-
tudo da histéria destes nimeros, que se iniciou com o problema da raiz quadrada
de um ntumero negativo como solugao de equacgao, a qual foi tratada com desprezo
pelos sédbios da época. Porém, apds algum tempo, sua importancia para o avango da
Matematica e consequentemente para o conhecimento humano é reconhecida. Essa
importancia passou a ser aceita a partir da idade média, com os estudos que con-
tou com a colaboragao de diversos pensadores da época. Em seguida trataremos das
propriedades fundamentais, importantes para as aplicacoes estudadas no capitulo 3.

A partir dos estudos e conclusoes de Descartes, originou-se a geometria analitica,
que criou um elo de ligagao entre a dlgebra e a geometria. Esta conexao, utiliza-
se da algebra para realizar os estudos dos objetos, figuras e relagdes contidas na
geometria euclidiana. Assim, os conceitos geométricos desenvolveram-se sob uma
nova abordagem, ou seja, aprofundando os conceitos da geometria euclidiana. O
capitulo 2, dedica-se ao estudo de alguns elementos da geometria analitica teoria

como pontos, vetores e retas no plano, usando a ideia de coordenadas.
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Por fim, no terceiro capitulo sao apresentadas varias aplicacoes da teoria dos
nimeros complexos no estudo da geometria plana. A representacao de pontos do
plano por numeros complexos permite o estudo das retas, dos triangulos e dos po-
ligonos em geral a partir linguagem e das propriedades dos nimeros complexos, da
qual se chega a resolucao de problemas referentes a geometria plana, chegando assim

a algumas aplicagoes dos nimeros complexos a geometria analitica plana.
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Capitulo 1
Numeros Complexos

O aprender Matematica nao é somente aplicar e deduzir féormulas, e sim, saber
manusea-la de modo a se obter resultados satisfatorios e exatos nas diversas ciéncias,

com o objetivo de proprocionar saide e bem estar a todos povos.
1.1 A Origem dos Numeros Complexos

Ao longo da histéria, a resolucao de equagoes sempre foi um fato fascinante para
os matematicos, de modo que, a partir dela se deu o inicio ao estudo dos nimeros
complexos.

Estudo esse que passou por diversas etapas e contou com a colaboracgao de diversos
matematicos babilonicos e gregos, por terem conseguido resolver equacoes do segundo
grau. Entretanto a conquista da Grécia pelos romanos, por pouco nao extinguiu com
o dominio da matemaética grega.

Com a queda do Império Romano e o progresso
do cristianismo a Europa entrou na idade das trevas,
fazendo com que o desenvolvimento da Matematica
ficasse nas maos dos ardbes e dos hindus. Por sua
vez os hindus se dedicaram a pesquisa em relagao
a equacao do 22 grau, chegando assim a férmula

de Bhaskara, que na verdade foi definida pelo ma-

tematico hindu Sridhara, a pelo menos um século

antes da publicagao por Bhaskara, entretanto nesse Figura 1.1: Bhaskara
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pariodo quando ao se obter um delta negativo, o

mesmo nao pertubava os matematicos, pois esses diziam, simplesmente, que a equacao

nao possuia solucao.

Em 1510, Scipione del Ferro, professor da Univer-
sidade de Bolonha, Italia, encontrou uma forma de
resolver a equacao do 3° grau, do tipo 2®+ax+b = 0,
no entanto ele morreu antes de publicd-la. Sendo
Antonio Maria Del Fiore o 1inico que teve o conhe-
cimento dessa solucao, por ter sido discipulo de Del
Ferro. Com a obtencao da férmula de resolucao, re-
solveu desafiar Nicollo Fontana, conhecido como Tar-
taglia, a resolver uma séria de problemas, os quais de-
pendiam do conhecimento da férmula de resolucao,
sendo que apos alguns dias e noites, Tartaglia chegou

a mesma forma, o que ocasionou em pragca publica,

Figura 1.2: Tartaglia

no dia do confronto, a obtencao de exito por parte de Tartaglia, onde Del Fiore foi

humilhado.

O matematico Gerolamo Cardano foi o mais importante algebrista da sua época e

tendo conhecimento de tal feito, pediu obstinadamente a Tartaglia que o revelasse a

formula, sobre a promessa de que nao a revelaria, a qual foi negada inicialmente, mas

depois de tantas insisténcias, a revelou. Entretanto Cardano quebrou a sua promessa,

e em 1545 publicou o metédo de solucao de Tartaglia em seu livro Artis Magnae

Sive de Regules Algebraicis (Livro Nimero Um sobre a Grande Arte ou

as Regras da Algebra ), motivado por um suposto conhecimento em trabalhos nao

divulgados por Del Ferro com data anterior ao de Tartaglia.

Em seu livro, Cardano tratou de diferentes for-
mas os varios tipos de equagoes do 32 grau , e como
aconteceu com os algebristas arabes, os coeficientes
negativos nao tinha importancia, sendo que podiam
aparecer termos de graus distintos nos dois lados da
equagao. Analogamente ao método de AlKhwarismi
para equacoes quadraticas, que consistia em com-
pletar o quadrado, o método de Cardano, seria de
completar o cubo, tomando como representante geral

uma equagao com coeficientes numéricos especificos,

14
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como o problema: "o cubo e seis vezes o lado igual a
207, que define a equacao 23+ 62 = 20, que se aplica
a todas as equacoes do tipo x®+ax+b, cujas solucoes

apresentadas retoricamente eram longas e recalfam na férmula que conhecemos hoje

e ao resolver equacoes do tipo ”cubo igual a coisa e nimero”tais como 3 = 15z + 4,

que é:

chegou ao resultado

T = {’/2 + /=121 + §/2 — /121,

de modo que Cardano nao soube dar uma justificativa para tal fato, pois sabia que
nao existia raiz quadrada de niimeros negativos, de onde se percebeu que os niimeros
reais nao eram suficientes, e por outro podia verificar que x = 4 era solucao da
equagao, e assim os numeros complexos apareceram na matemaética e foram chamados

de "nuimeros sofistas”e tratados como ”sutis e intiteis” por Cardano.

Dando continuidade aos trabalhos de Cardano,
em relacao as raizes quadradas de nimeros negati-
vos, Rafael Bombelli, o ultimo grande algebrista do
Renascimento italiano, teve o que chamou de idézia
louca, entao escreveu um estudo sobre a algebra,
baseando-se na questao de que se parecia apoiar-
se em sofismo, o que colaborou para um con-

ceito mais abstrato e tedrico dessa disciplina. Com o

seu talentoso raciocinio, mostrou a importancia que
desmpenhariam os niimeros imginarios conjugados Figura 1.4: Rafacl Bombelli
no futuro ao buscar compreender o aparecimento das

solugoes com raizes quadradas de niimeros negativos,

designando-os por piu di meno e meno di meno, retratando-os da forma ++/—10 por
p.dm. 10 e —v/—10 por m.d.m. 10. No pensamento de Bombelli, as raizes das
equacoes podiam ser expressas pelas somas de niimeros positivo alterados por qual-
quer um dos quatro simbolos: piu, meno, piu di meno e meno di meno, que corres-
pondem a +, -, +i e -i e propos ainda normas multiplicativas desses quatro elementos,
como: piu di meno via meno di meno fa piu, cujo significado é (+i) (—i) = +1.

Nao podemos deixar cair no esquecimento de que nos séculos XVI e XVII, os
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numeros irracionais, bem como os negativos, nao tinham adquirido dignidade numérica
para que pudessem classificar as equacoes do tipo 22 +1 = 0 ou 22 + 2 = 0 como
absurdas, inconcebiveis ou sem solugoes, o que ocasionou a nao perda de tempo com
as mesmas por parte dos matemaéticos da época.

O filésofo e matematico francés René Descar-
tes, co-inventor da Geometria Analitica e que pro-
tagonizou um capitulo importantissimo para a com-
posicao da matematica moderna. Publicou um tnico
livro relacionado a Matemaética sobre o titulo de La
Géometri, onde contém um apéndice sobre o Dis-
curso sobre o Método para bem conduzir a

Razao e encontrar a Verdade nas Ciéncias

que falava sobre as técnicas analiticas, sendo consi-
derado a base da Geometria Analitica. Ao contrario
do que se pensa, nesta obra, Descartes mostrou que a Figura 1.5: Descartes
Algebra, através da resolucao de diversos problemas

de geometria, tinha alcancado um grande desenvolvimento, podendo ser empregada
no estudo da Geometria, ao contrario do ocorrido na Antiguidade Classica, onde as
figuras geométricas eram usadas para justificar a Aritmética e a Algebra.

Mesmo nao tendo aprofundado na elaboracao de novas resolugoes das equagoes
algébricas, Descartes contribuiu bastante para o desenvolvimento da Algebra. Entre
elas, fol em fazer com que as raizes negativas fossem aceitas como solugoes para as
equacoes algébricas, mesmo encontrando resisténcias por parte dos matematicos da
época.

Outra contribuicao de Descartes para a Ma-
tematica, dessa vez em relacao aos Numeros Com-
plexos, foi a definicio de que \/—1 seria denomi-
nado de nimero itmagindrio, definicao feita a par-
tir da frase ”Nem sempre as raizes verdadei-
ras (positivas) ou falsas (negativas) de uma
equacao sao reais. As vezes elas sdo ima-
gindrias”. (GARBI, 2009, p. 74)

Abraham De Moivre nasceu na Franca mas logo

apos a revogacao do Edito de Nantes foi para a In-

glaterra onde estudou Matematica sozinho e apds ler

Figura 1.6: Moivre
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os principios de Newton. Por nao ser inglés de nas-
cimento nao conseguiu ser professor de matematica
em uma universidade. Para obter sustento, dava aulas particulares, o que nao foi
impercilio na producao de uma consideravel quantidade de pesquisas. Em 1722, de-
senvolveu a fémula que leva o seu nome, onde a mesma faz a relacao entre os niimeros

complexos e a trigonometria. Portanto o Teorema de Moivre estabelece que
(cos@ +isen )" = cos(nb) + isen(nb),

para qualquer niimero inteiro n.

Um dos matematicos que mais produziu e pu-
blicou, independente dos graves problemas de visao
desde jovem, foi Leonhard Euler, que nasceu na
Basiléia, Suica em 1707, quando o calculo integral
e diferencial, criado por Newton e Leibniz, estava
em expansao. FKEra beneficiado por uma memoria
fantastica, falava diversos idiomas, tinha em mente

as tabuas de logaritmo e trigonometria e realizou tra-

balhos notaveis em todos os ramos da Matematica
em sua época. Consolidou a simbologia matematica Figura 1.7: Euler
moderna inventando muito do que é utilizado atual-
mente, e é apontado como o matematico que domi-

nou os numeros complexos.

Uma das maiores representacoes propostas por Euler foi o i, que substitui v/—1,

por consequéncia, o numero complexo, pode ser escrito da forma
z=a+ bi,

sendo a,b € R e i = y/—1, porém essa ideologia s6 foi admitida quando Gauss
a estabeleceu. Mostrou ainda que os numeros complexos sao um corpo fechado,
visto que aplicando qualquer operacao transcedente tera como resultado um niimero

complexo.

No final do séc. XVIII, Casper Wessel, um agrimensor dinamarqué-norueguées que
teve uma notavel influencia na Matematica, principalmente em relacao aos Numeros

Complexos, por ter demonstrado a partir da representagao analtica a representacao
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geométrica dos mesmos.

A representagao de Wessel consistiu em tornar o eixo cartesiano em um eixo
orientado em relacao aos nimeros complexos a + bt qualquer, ao modo que o ponto
P do plano fosse representado por (a,b), ou seja P = (a,b), de modo a se observar
que a partia desse momento teriamos um eixo para representar cada uma das partes
(real e imaginéria) do nimero complexo.

Jean-Robert Argand, contador e matematico suico, descreveu em 1806 a repre-
sentacao geométrica dos nimeros complexos, o que é conhecido como plano de Ar-
gand, onde pode ser observado o intervalo dos niimeros complexos e ser entendido
como um plano cartesiano modificado, onde a parte real é representada no eixo x
(eixo real) e a parte imagindria no eixo y (eixo imaginério).

No plano de Argand, os numeros complexos poderiam ser visualizados por um
par de numeros (a,b), formando assim um vetor em um diagrama denominado de
diagrama de Argand. A sua criagdo é imputada a Argand, ainda que tenha
sido descrita anteriormente, no final do séc. XVII, pelo agrimensor e matemaético
noruegués-dinamarqués Caspar Wessel.

Nascido em Brunswick, Alemanha, Johann Carl
Friedrich Gauss, demonstrou inicialmente a sua ge-
nealidade, quando estudando em sua cidade natal,
um certo dia o professor ordenou que os alunos efe-
tuassem a soma de todos os nimeros de 1 a 100,
e imediatamente Gauss recitou a resposta - 5050 -
supostamente sem calculo.

Ja em 1798, na Universidade de Helmsadt,

recebeu o titulo de Doutor ao apresentar o Teorema

Figura 1.8: Gauss

Fundamental da Algeb'ra, que até hoje é conside-
rada a maior tese de doutorado de todos os tempos,
onde afirma que toda equagao polinomial, do tipo f(x) = 0, de coeficientes reais ou
complexos tem, pelo menos uma raiz complexa.

Dessa forma, o Torema Fundamental da Algebra, concluiu o problema relacionado
as solucoes das equacoes algébricas e ainda denotou que o conjunto dos numeros
complexos é o mais apropriado para tal assunto, por conter todas as solucoes possiveis
para qualquer equacao algérica, de qualquer grau. E em 1831, retomou a idéia de
Argand em relagao as coordenadas dos nimeros complexos, dando-lhe também uma

representacao geométrica da soma e subtracao no plano cartesiano, onde a mesma
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”fez com que os matemadticos se sentissem muito mais a vontade quanto
aos numeros imagindrios, pois estes agora podiam ser visualizados no
sentido de que cada ponto no plano corresponde a um niumero complexo
e vice-versa” (BOYER, 1996, p. 350)

Desta forma observa-se que os Nimeros Complexos ou Imagindrios trilharam um
longo trajeto até que tivessem o devido reconhecimento e aplicagao por parte da

coletividade matemética.

1.2 O Corpo dos Nuimeros Complexos

Iniciaremos com a defini¢ao formal de um corpo.

Definicao 1.2.1. Um Corpo € um conjunto nao vazio K munido de duas operacoes,
uma de adigao (+) e outra de multiplica¢do (.) que safisfazem as sequintes proprie-

dades para quaisquer ki ko e ks € K:

Ay ) Associativa: (ky + ka) + ks = ki + (k2 + ks).

Ay) Comutativa: ky + ko = ko + k1.

As) Existéncia de elemento neutro: Existe 0 € K tal que k + 0 = k, para
todo k € K.

Ay) Existéncia do simétrico: Para todo k € K, ezxiste —k € K tal que
k+(—k)=0.

M) Associativa: (ky - ko) - ks = k1 - (ko - k3).

M,) Comutatividade : ky - ko = ko - Ky

Ms) Existéncia do elemento neutro: Existe 1 € K tal que k-1 = k para todo
ke K.

M) Ezisténcia do inverso: Para todo k # 0, existe k™' € K tal que k-k=1 =

Ms) Distributiva da multiplicagdo em relag¢io a adicdo: ky - (ke + k3) =
ki - ko + k- ks.

Consideremos agora o conjunto C = (z,y);x € R,y € R e nele definamos as se-
guintes operagoes de adigao representada por + e multiplicacao representada por -:

seja z1 = (x1,41) e 22 = (g, y2) € C, entdo teremos:
(+) © 21+ 22 = (21,51) + (72, 2)
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= (1 + ®a2,, Y1 + Y2)

() R R = (95172/1) : ($2,y2)
= (7172 — Y1Y2, T1Y2 + Y172)

O conjunto dos niimeros complexos C munido das duas operagoes acima de soma
e produto é um corpo, denominado Corpo dos Nimeros Complexos. A verificacao
das propriedades que definem um corpo sao simples e nao faremos aqui.

[...] Se um algebrista desejava negar a existéncia de nimeros irracionais
ou megativos, dizia simplesmente, como 0s gregos antigos, que as equagoes
22 =2 ex+2 = 0 ndo sio resoliveis. Semelhantemente os algebristas
tinham podido evitar os imagindrios, simplesmente dizendo que uma equacao
como 2> +1 = 0 ndo € resohivel. Néao havia necessidade de considerar
raizes quadradas de numeros negativos. Porém, com a solugao da equagao
cubica, a situacao mudou radicalmente. Sempre que as trés raizes de uma
equacdo cubica sdo reais e diferentes de zero, a formula de Tartaglia-Cardano
leva inevitavelmente a raizes quadradas de numeros megativos. Sabia-se
que o alvo era um niumero real, mas ele nao podia ser atingindo sem que
se compreendesse alguma coisa sobre os niumeros imagindrios. FEra agora

necessdario levar em conta os imagindrios mesmo que se concordasse em SO
aceitar raizes reais. [...] (BOYER, 1974, p.210) ”

Considere o subconjunto R’ € C formado pelos pares ordenados cujo segundo

termo ¢ zero, ou seja,
R =(z,y) €eC:y=0

Assim, por exemplo, pertencem a R’ os pares (0,0), (2,0), (z + 3,0), (x - y,0),
entre outros.

Agora, considere a aplicacao f, de R em R’, que aplica cada = de R ao par ordenado
(z,0) de R’. Tem-se que f é sobrejetora, pois todo par (z,0) € R’ é correspondente,
segundo f, de x € R. Dados x € R e 2’ € R, com = # 2/, os seus correspondentes
(z,0) € R e (2/,0) € R’ sao distintos, de acordo com a definigdo de igualdade de
pares ordenados e , portanto, f ¢é injetiva.

Além disso, note que f conserva as operacoes de adicao e multiplicacao, pois a
soma x + ¥y, com x € R e y € R, estd associada ao par ordenado (x + y,0), que é a

soma dos pares ordenados (x,0) e (y,0), correspondentes de x e y, respectivamente:
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flx+y)=(z+y,0)=(2,0) + (y,0) = f(z) + f(y).

Ao produto z.y, com x € R e y € R, estd associado ao par ordenado (z.y,0), que

é o produto dos pares (z,0) e (y,0), correspondente de x e y, respectivamente:

flz.y) = (z.y,0) = (zy — 0.0,2.0 + 0.y) = (x,0).(y,0).

Devido ao fato de existir uma aplicacao bijetiva f : R — R’, que conserva as
operagoes de adi¢ao e multiplicacdo, diz-se que R e R’ sao isomorfos. Devido a esse
isomorfismo operar com (z,0) leva a resultados anédlogos aos obtidos operando com

x. Isto justifica a igualdade:
x = (z,0), para todo = € R.

Aceitando a igualdade, tem-se os casos particulares ja citados: 0 = (0,0), 1 =
(1,0). Assim, pode-se escrever R = R’ e, portanto, o corpo R dos nimeros reais
passa a ser considerado como um subconjunto do corpo C dos niimeros complexos.

Como visto anteriormente na se¢ao da origem dos niimeros complexos, a unidade
imaginaria i que foi nomeada assim por Euler (1707-1783) é o numero complexo (0, 1).

Veja ainda que
i =4.4=1(0,1).(0,1) = (0.0 — 1.1,0.1 + 1.0) = (-1,0) = —1
isto é, a propriedade basica da unidade imaginéria é
i? = —1.
Dado um nimero complexo z = (z,y), tem-se:

z=(z,y) = (z,0) + (0,y) = (2,0) + (y.0 — 0.1,9.1 + 0.0) = (x,0) + (y,0).(0,1)

e, portanto,

z =+ yi.

Assim, todo ntiimero complexo z = (x,y) pode ser escrito sob a férmula z = x +yi,

chamada de forma algébrica.
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Figura 1.9: Plano de Argand - Gauss

1.3 Representacao Geométrica dos Numeros Com-

plexos no Plano

A representacao Geométrica dos nimeros complexos é feita por um referencial
cartesiano onde fixamos o eixo das abscissas para representar a parte real do niimero
complexo com R =z + yi € C';y = 0 (conjunto dos niimeros reais) e o eixo das orde-
nadas para representar a parte imaginaria pura do conjunto dos niimeros complexos
como I =z + yi € C;z = 0 (conjunto dos nimeros imaginarios puros). A parte real
denotamos como Re(z) = = e a parte imagindria por Im(z) = y.

A existéncia da bijecao entre os conjuntos C e o plano R? permite chamar o sistema

de coordenadas da figura 1.9 de Plano Complexo ou Plano de Argand - Gauss.
Definicao 1.3.1. Se z = x + yi, o conjugado de z é o numero complexo Z = x — yi.

Observagao 1.3.2. Geometricamente, Z representa a reflexdo do complexo z em

relacao ao eizxo real.
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Dados z, 21, 20 € C, sao validas as seguintes propriedades:

Pl: 21+ 20 =721+
P2: 21+ (=22 =21 — 22 = 21 — 2.

P3: Z1.29 = 25_12_2

z 4
P4: Se 20 £ 0 e 2.2, = -, entio (22) =
22

)
P5: 2z +7Z = 2Re(2)
P6: z —Z = 2Im(z).
P7: Se z é real, entao z = Z.
P8 2 =7Z.

P9: Se n é natural, entdao z" = (27).

S

As propriedades P1-P9 podem ser facilmente verificadas usando a defini¢ao.

1.4 A representacao polar e a Formula de Moivre

Vimos que a estrutura algébrica dos niimeros complexos z permite que o escreva-
mos como um par ordenado z = (x,y) ou na forma algébrica z = v +yi, com z € R e
y € R. Assim como sua representacao algébrica no Plano de Argand - Gauss permite
que fagamos associagoes de tais numeros com vetores. Dessa maneira um nimero
complexo z = x + yi pode ser representado pelo vetor 07 , onde tal vetor pode ser
representado na forma polar, em que |z| = \/m e 6 é o angulo entre o semi-eixo
real positivo e o vetor 0Z. O ntmero real |z| é chamado de médulo do vetor 07
ou modulo do nimero complexo z e representa a distancia da origem O do plano
complexo para o nimero complexo z.

Qualquer angulo da forma 6 + 2kw, com k € 7Z, também satisfaz a forma polar,
isto é, um complexo nao nulo z tem infinitos argumentos que diferem entre si por um
multiplo de 27. Assim o conjunto de todos os argumentos de z serd dado por arg(z) =
(0+2km : k € Z). Com isso vamos considerar Arg(z) como aquele tinico argumento de
z pertencente ao intervalo (—m, 7], o qual serd denominado de argumento principal de
z. A figura 1.10 mostra a representacao geométrica do niimero complexo z = x + yi,
na forma polar.

Dado o niumero complexo z = |z|(cos @ + isen#), seu conjugado é dado por
Z = |z|(cos @ —isen @) = |z|[cos(—0) + i sen(—0)].
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Figura 1.10: Representagao Geométrica na Forma Polar

As defini¢oes de moédulo e argumento citadas anteriormente, permitem listar ou-
tras propriedades importantes sobre os nimeros complexos, que nos ajudaram nas

proximas interpretacoes geométricas.

P10: 2.z = |2|?
P11: |z1.22| = |21].|22]
~ Z1 |Zl|
P12: Se 25 # 0, entao |—| = —
2| |z

P13: Arg(z1.22) = Arg(z1) + Arg(z2)

P14: Arg (?) = Arg(z1) — Arg(zs)
2

Dado um complexo z, nao nulo, pode-se obter a representacao polar para — = z~*
z

utilizando a propriedade P10 por:

. Z . .
270 = —= = |2|"'[cos O — isen .
o=l |
De P13, sabe-se que o produto de dois nimeros complexos z; = |z1|.(cosfy +

isenfy) e zg = |22|.(cos by +isenby) é dado por,

21.29 = |21].|22].[cos(61 + b2) + isen(B; + 62)]. (1.1)
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A proposicao a seguir mostra que a férmula (1.1) pode ser estendida para n

ntimeros complexos.
Proposicao 1.4.1. Se z; = |z;|.[cos0; + isenb;], para j =1,2,...,n entdo
21.29...2n = |21|.|22|...|2n|[cOs(01 + O3 + ... + 0,,) + isen(6y + O2... + 6,,)]. (1.2)

Prova. Provaremos tal afirmacao por inducao em n. Para n = 2 o resultado foi
provado em (1.1). Agora supondo que (1.2) seja valida para um certo n > 3 iremos

provar sua validade para n + 1. Seja
21290 Zn 21 = (21.29...2n) - Znt1
Por hipdtese de indugao temos que:
(21.29-2n).Zn41 = [|21]-|22]---|2n] - (cos(01 + O3 + ... + 0,,) + isen(0; + 05+ ... +0,,)). 2011
Fazendo z,,11 = |zpy1]-(cosb,11 + isenb, 1), obtém-se,
(21.22.2n)-2n41 = [|21].22|---|20]-(cos(01+02+... 40, ) +isen(01+024...40,))]. | zna1|. (0O, 1 +isenb, 1 1).
Novamente por (1.1), obtém-se,
(21.29.2n).Zn41 = |21] 22| |2nl | Zng1 | (cOS (01 +02 ... 40, +0,, 11 ) +isen(0; +0o+ ... +0,4-0,11)),
e portanto
21.29.2nZnt1 = |21]-|22] .| 20| Zna1 | (cos (01 +0o+ ... 40,40, 11 ) +isen(61 +02+...4-0,+0,41)),

como queriamos. O

Como mencionado anteriormente na secao 1.1, Abrahan de Moivre ficou conhe-
cido pela sua formula que relaciona nimeros complexos com a trigonometria, agora
vamos fazer a demosntracao de tal formula. O proximo resultado nos apresenta a

forma para calcularmos poténcias de niimeros complexos.

Proposigao 1.4.2 (A Férmula de Moivre). Se n € inteiro e z = |z|(cos 0 + isen ),
entao

2" = |z|"[cos(nB) + isen(nb)].
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Prova. Paran = 0 ou n = 1 o resultado é imediato. Para n inteiro maior que 1,

basta utilizar a equagao (1.2) quando z; = 23 = ... = 2z, = z. Para n inteiro negativo,
fazemos n = —k, com k inteiro positivo. Assim, tem-se
PAES [|z](cos(@) + isen(6))]"

= [|2](cost + isend)]*

1
[|2] (cost + isenf)]*

1
|z|*(cos(kB) + i sen(kH))
cost) +isent
|z|F(cos(k8) + isen(kf))

= |z|7"(cos(—k0) + i sen(—k0)).

(1.3)

Substituindo —k por n o resultado segue. O

Definicao 1.4.3. Se x € R definimos
e” = cosx + isen .

Como consequéncia da defini¢ao 1.4.3 temos que a férmula polar de um complexo

% onde 0 é o argumento de z, além disso temos as seguintes

z é dada por z = |z|.e
propriedades:
yel=1
i) e¥e¥’ = el@tv)i
iii) e~ = (e¥) !

iv)(e*)" = e"* para todo n C Z
O grande ganho que se tem quando escrevemos um nimero complexo nao-nulo em

sua forma exponencial é a simplicidade vista quando se realiza as operagoes algébricas.

Por exemplo o produto e o quociente desses ntimeros se reduzem a

21.29 = ]21|.\zQ|.ei(9+o‘

A @.ez’(eﬂo_
z9 |ZQ|
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As préximas secoes serao dicadas as interpretagoes geométricas para as operagoes
basicas envolvendo niimeros complexos. Para isso usaremos z para representar o vetor
com origem em O ( origem dos complexos) e extremidade em z ( nimero complexo) e,
caso a origem do vetor nao esteja na origem do plano, usaremos nimeros complexos

para representar sua origem e extremidade.

1.5 Interpretacao Geométrica da Soma e Subtracgao

de dois Complexos

A representacao vetorial da soma e/ou subtracdo de dois nimeros complexos,

obtém-se somando ou subtraindo os componentes dos vetores que os representam.

Zy+ 2y

Figura 1.11: Soma de complexos Figura 1.12: Subtracao de complexos

Proposicao 1.5.1. Para quaisquer dois numeros complexos z, e zy vale a desigual-
dade

[|z1] = |22|| < |21 + 22| < [a1] + |22.
Prova. De fato, pela propriedade P10 sabe-se que

|21 + 222 = (21 + 20).(21 + 22)
= (=1 + 22).(z1 + 22)
= 21.21 +21.20 + Z1.21 + 22.22
= |21|* + 2Re(21.72) + |22?
< o + 2z [z0] + |22f?
= |a1? + 2]z |22] + |22
= (lz1] + |22])?
|21 + 22| <] + |22l
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Figura 1.13: d(z1, 22) = |22 — 21|

Para provar a outra desigualdade tomemos z; = z; + 22 + (—22) que implica
|21] = (21 + 22) + (—22)], por (1.3) tem-se, |(z1 + 22) + (—22)| < (21 + 22)| + | — 22| =
|(z1 + 22)| + |22|, assim |21]| < [(z1 + 22)| + |22] que implica |z1| — |22] < [(21 + 22)].
Fazendo z; = (21 + 29) + (—21) e aplicando o mesmo procedimento anterior, obtém-se
|z2] — |21] < |(22 4 21)) € portanto, ||z1| — [22]| < [(z1 + 22)|. O

Se 21 e 2z sa0 numeros complexos, a distancia d(z1, z9) entre eles é igual ao médulo
de sua diferenga, ou seja, d(z1, 22) = |22 — 21].

Pensando ainda na soma de dois nimeros complexos como vetores do plano, a
expressao z — 2z + 21, representa o deslocamento paralelo do vetor representante de
z1 na direcao do vetor representante de z e de mesmo moédulo que z;, em outras
palavras, esta operagao ”leva’a origem O no nimero complexo z e o complexo z; no

complexo w = z + z;, conforme figura 1.13.

1.6 Angulos entre dois Nimeros Complexos.

Definicao 1.6.1. O angulo entre dois nimeros complexos z; e zy nao nulos € o

numero real
21

ber,22) = Arg ().

zZ2

Como consequéncia da definicao 1.6.1, se 21 = |21|e’ e 25 = |22]e®?, entdo
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Observe que 0(z1,22) = —6(z1, 22) é um angulo orientado. Temos também como
consequéncia que
. N T
0(iz1,21) = Arg(i) = 5

e
, T
0(z1, 22) = Arg(—i) = Y
Se tomarmos z; = a.291, com « € R*, entao
. _ T
0(21, 22) = O(azai, 20) = —0(22, az9i) = BL

ou seja, a condicao para que dois nimeros complexos z; e 23 sejam perpendiculares é

Z1 = @.zo1, com « € R*.

1.7 Interpretacao Geométrica para Multiplicacao

e Divisao de dois Nuimeros Complexos.

Fixemos um nimero complexo z tal que z = |z|.(cos +isen#). Ao multiplicarmos
z por |z1| = |z1|.(cosa+isen ar) a equagao (1.1) garante que se |z;| =1 e a > 0, entao
o produto z.z; representa a rotagao no sentido anti-horario de um angulo « do vetor
z em torno do plano complexo. Caso |z1] # 1 a rotagao é a mesma do caso anterior,

porém, o comprimento de z.z; serd dado por |z|.|z].

O produto z.z; acima representa uma rotacao de um angulo o em torno da origem,
seguida de uma hométetia ! com centro na Origem O e coeficiente de semelhanca igual

a |2

1¢ a ampliacao ou a relacdo de distancias ou 4reas a partir de um ponto fixo.
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Z.21

Im Im

z.21 z

21

Figura 1.14: z.z1, |z| =1 Figura 1.15: z.zq, |z1| > 1

Sejam os numeros complexos z = |z|(cos @ +isenf) e z; = |z1|(cos a+isen o) com
z

a > 0. Pela propriedade P10. sabe-se que o quociente — representa a rotacao de
21

um angulo « no sentido horério (negativo) do vetor z em torno da origem do plano

complexo seguida de uma homotetia com centro na mesma origem do plano complexo.

Im

Im

zZ1

0 ' ' "Re

. 2
Figura 1.16: ot |z =1 Figura 1.17: il |z1] > 1
1

b
21

1.8 Interpretacao Geométrica para z, —z e 21

Se z = x +yi, entdo —z = —x — Yyt e Z = x — yi representam respectivamente a
simetria de z em relagao a origem e ao eixo real. O produto z.i =i.(x +yi) = —y+xi

representa a rotagao do vetor z de um angulo de 90° no sentido anti-horario em torno

da origem.
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E importante observar que o produto de um nimero complexo z = x + yi por
(—1) representa a rotagao do vetor representante de z de um angulo de 90° no sentido

horario em torno da origem.

/ NS

wl

Figura 1.18: Interpretacao geométrica para z, —z e 21

1.9 Isometria no Plano Complexo

Nesta se¢ao faremos um breve estudo sobre os movimento rigidos no plano com-
plexo C, ou seja, movimentos que preservam a forma e a medida dos objetos de C.
Tais transformagoes ou movimentos sao chamdos de isometrias ( do grego, mesma
medida).

Primeiro observe que se tomarmos dois pontos z e w de C, entao a distancia entre

eles é dada por |z — w|.

Definicao 1.9.1. Uma isometria no plano complexo ¢ uma aplicacao T : C — C

que satisfaz
T(2) = T(w)| = |z — wl,
para quaisquer que sejam os complexos z e w de C.

Definicao 1.9.2. Chama-se translacao determinada pelo complexo z a transformagao

T, : C — C que leva cada complexo w de C no complexo T, = w + z.
Proposicao 1.9.3. Toda translagao é uma isometria.
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Figura 1.19: Translagao de z; e 2z por t,

32



Prova. Sejam os complexos z; e z5 de C, entao T,(Z1) = z1 + z e T,(Zs) = 29 + 2,

assim

IT.(z1) —To(z0)| = |21+ 2— (20 + 2)| = |21+ 2 — 20— 2| = |21 — 2.

Defini¢ao 1.9.4. Seja z € C e 6 € [0,2I1) um dangulo. Chama-se rotagao determi-
nada pelo angulo 6 a transformacao Ry : C — C que leva cada complexo z de C no

complero RO(z) = €z.

Proposicao 1.9.5. Toda rotacao é uma isometria.

Prova. Sejam os complexos z; e 2, de C, entdo Ry(z1) = €2 e Ry(z) = €2z,

assim

|Ro(z1) — Ry(22)| = |ei921 — ei922| = |ei9(21 — 29| = ei9| |21 — 22| = |21 — 2o].

Figura 1.20: Rotacao de z; e z5 por Ry
Vimos que 2 = |21[e” e z; = |z1]e?, entdo 0(z, 22) = Arg(e”).

Agora note que as rotacoes preservam a orientacao do angulo, ou seja podemos
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tomar

0(Rs(21), Rp(z2)) = Arg

V4
—drg | 2l (1.4)
2

8 ‘52’
elPth)g
= Arg (e(6+a)i)
= Arg(el0=o))
= 9(217 ZQ),
como queriamos demonstar. O

As transformagoes que preservam o modulo e a orientacao do angulo sao chamadas

de transformacoes conformes.

Proposicao 1.9.6. A composicio de uma translagao com uma rotacdo € uma iSo-

metria.

Prova. Se z; e 23 sao complexos, entao

(Rg ] TZ)<21> = R@(TZ<21>> = €i9<21 + Z)

(Rg ¢) Tz)(22> = R@(TZ(22>> = ew(zQ + Z),

assim
(Ro o T.)(21)] = [(Ry 0 T2)(22)| = [Ro(T:(21))] — [Ro(T:(22))]
= e (2 + 2)| — [€?(2zy + 2)|
= |2 + €z — ez — eify]
= e (21 — 2|

= Je”] |21 — 2

= 1|Zl — Zgl

= |21 — 2a].
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Capitulo 2
Geometria Analitica Plana

Introduzida por René Descartes e Pierre de Fermat, a Geometria analitica teve
um papel importante para a evolugao da Matematica. Por meio da representacao de
pontos do plano por meio de pares ordenados de niimeros reais, as curvas planas sao
representadas através de equacoes, de modo a tornar possivel lidar algebricamente
com diversos problemas geométricos, e por outro lado, tratar de problemas algébricos
usando geometria.

Por toda a extensao deste Capitulo, consideraremos que o leitor tenha por co-
nhecimento os axiomas e corolarios da Geometria Euclidiana no plano, no que diz

respeito aos elementos basicos: ponto, reta e plano.

2.1 Pontos do plano

Os pontos do plano podem ser representados por pares ordenados de ntimeros

reais denominados de coordenadas, conforme veremos a seguir.

2.1.1 Coordenadas de um ponto

Fixe um ponto O do plano o qual serd denomindado origem do sistemas de co-
ordenadas, e um par de retas orientadas perpendiculares x e y passando pelo ponto
O. Dado um ponto P do plano, representaremos P pelo para ordenado (zp,yp) de
modo que zp fornece a distancia da projecao ortogonal do ponto P sobre a reta x, se
esta projecao estiver a direita de O e yp fornece distancia da projecao ortogonal do

ponto P sobre a reta y, se esta projecao estiver a direita de O. Caso a projecao esteja
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2° quadrante

(=)

1* quadrante
(+1)

3* quadrante

)

4" quadrante

(+,-)

Figura 2.1: Identificagcao dos quadrantes.

a esquerda, invertemos o sinal. Assim, ao considerarmos dois eixos x e y perpendi-
culares em um ponto O, os mesmos definem um plano denominado plano cartesiano,
por ter sido introduzido pelo matematico francese René Descartes no século XVII. A
reta x é denominada de eixo das abscissas e a reta y de eixo das ordenadas. O plano
cartesiano esta assim, dividindo em quatro regioes, denominadas de quadrantes, como
mostrado na figura 2.1.

Seguem algumas propriedades.

e [ - Se um ponto P pertence ao eixo das abscissas, entao yp = 0, ou seja,
P= (JJP,O);

e II - Se um ponto P pertence ao eixo das ordenadas, entao rp = 0, ou seja,
P = <07 yP)7

e [II - Se um ponto P pertence a bissetriz do primeiro e terceiro quadrantes, entao

rp = yp, ou seja P = (zp,rp);

e [V - Se um ponto P pertence a bissetriz do segundo e quarto quadrantes, entao

zp = —yp, ou seja P = (xp, —zp).
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2.1.2 Distancia entre dois pontos

De modo geral, quando tragamos duas retas, uma que passam pelo ponto S e é
paralela ao eixo y, e outra que passa R sendo paralelo ao eixo x, definimos assim o
triangulo cuja hipotenusa RS fornece a distancia entre os pontos S e R. Aplicando o

teorema de Pitdgoras temos que
RS? = RT? + TS?,
entretanto, RT = |xe — 1| € ST = |y2 — y1|, que nos permite obter
d(RS)* = RS? = |zy — 1|2 + |y — 1|2
donde concluimos que
RS? = (23— 21)* + (32 — 1)’

e portanto

RS = /(@2 — 1) + (12 — )" (2.1

chegando assim a férmula que fornece a distancia entre dois pontos em func¢ao de sua

coordenadas.

2.1.3 Ponto Médio de um segmento

Sejam A (z1,v1), B (x2,%2) dois pontos do R? e M (x,y) o ponto médio de AB,
ou seja, um ponto do R? tal que d(A, M) = d(M, B). Mostraremos como determinar
M em fungao de A e B, ou seja, x e y em fungao de x1, x2, Y1 € ya.

Sendo M o ponto médio de AB temos que AM = M B, entio

2AM = AB,
como
AM = (z — 21,y —11) e AB = (z3— 21,42 —¥1),
logo
2(x —z,y —y1) = (T2 — 21,92 — 1),
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Figura 2.2: Ponto médio

donde temos
20 — 2wy =Ty — 11 € 2y —2y; =Y — Y1.

Assim,

T+ X . :yl—i‘?h
2 4 2

ou seja

M x1+$27y1—|—y2 .
2 2

Deste modo temos que as coordenadas do ponto médio de AB é a média aritmética

das coordenadas dos pontos A e B.

2.1.4 Condicao para alinhamento de trés pontos

Dizemos que trés pontos sao colineares ou que estao alinhados se existe uma reta
que contérm os trés. A proxima proposicao fornece uma condicao para alinhamento

de trés pontos do R2.

Proposicao 2.1.1. Trés pontos A(x1,y1), B (x2,y2) e C(x3,y3) sdo colineares se

somente se
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ry oy 1
D: T2 Y2 ]. :O

r3 yz 1

Prova. Inicialmente suponhamos que A, B e C sao colineares e mostraremos que

D = 0. Consideremos trés casos possiveis:

e 1 caso: Suponha que dois dos pontos coincidem, por exemplo A = C. Entao

temos que x1 = T e y; = yo, donde segue que D = 0;

e 2 caso: Suponha que os trés pontos sao distintos e pertencem a uma reta
paralela a um dos eixos, entao x1 = xo = x3 ou y; = Y = y3, donde segue que

D =0;

e 3 caso: Supondo que os trés pontos sao distintos e pertencem a uma reta nao
paralela aos eixos Oz e Oy, sendo 7 a razao em que B divide AC', com r # —1,

temos que

T_$3—$1 Y=
T2 — T3 Yo — Y3

entao
(23 — 1) (Y2 — y3) = (v2 — 23) (y3 — ¥1)

o que implica em

x3 (Y1 — y2) — Y3 (21 — @2) + (2192 — 2201) = 0.
Portanto temos que D = 0.

Para a reciproca suponhamos que D = 0 e iremos provar que A, B e C sao

colineares. De antemao temos que se D = 0 entao

z3 (1 — Y2) — y3 (1 — x2) + (T192 — 22y1) =0

que implica em

(23 — 1) (y2 — y3) = (z2 — x3) (y3 — v1) = 0. (2.2)

Vamos considerar dois casos possiveis:
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e 1 caso: Suponha que zy = z3. De (2.2) temos que (3 — z1) (y2 — y3) = 0,
entao r3 —x1 = 0 ou y» — y3 = 0. No primeiro caso teriramos 3 = 1 = Z»
e portanto A, B, C' sao pontos sobre uma mesma reta vertical e portanto sao
colineares. Ja no segundo caso segue que B = C' e A, B, C, pertencem a mesma

reta paralela ao eixo vertical, portanto, A, B, C' sao colineares;

e 2 caso: Suponha que y3 = y;. De (2.2) uma andlise similar a feita no primeiro

caso mostra que A, B, C' sao colineares. [J

2.2 Vetores no plano: a estrutura euclidiana do R?

O R? representa o conjunto dos pares numéricos (z,y), com z,y € R. Visto ini-
cialmente no Ensino Fundamental, sob a denominagao de coordenadas cartesianas, é
utilizado na interpretacao geométrica de analise de graficos, inicialmente nas equagoes
do primeiro grau com duas varidveis até as funcoes. Ja no Ensino Médio, recebem
um tratamento mais abrangente, pois sofrem associagoes de novos elementos, pro-
vocando um estudo mais intrigante, favorecendo a busca por novos conhecimentos e
proporcionando um maior aprofundamento na Geometria Analitica.

Ao chegar no Ensino superior, observa-se que o R? é denotado de forma distinta as
vistas anteriormente, com aplicagoes de novos contextos voltados a Algébra Linear,
alterando principalmente a interpretacao, apesar de serem trabalhados com os mesmos
elementos e os mesmos conjuntos, onde os elementos do R? passam a ser chamados de
vetores e os nimeros reais, escalares. Desta forma, temos que as operagoes de adi¢ao
e multiplicacao por ntimeros reais formam, basicamente, a idéia de espaco vetorial,

que € o principio basico da Algébra Linear.

Definicao 2.2.1. Um conjunto V serd dito um espago vetorial real se possui uma

operacao de adi¢cao com as propriedades:

A1l associativa: (u+v)+w =u+ (v+w), para todos u,v,w € V;

A2 comutativa: u+ v = v+ u, para todos u,v € V;

A3 possui elemento neutro: existe 0 € V', tal que v+ 0 = v, para todo v € V;

A4 possui simétricos: para todo v €V, existe —v € V' tal que v+ (—v) = 0.
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Além disso, existe uma operacao chamada de multiplicacao por escalares reais, que
associa a um elemento a € R e a um elemento v € V', um elemento av € V', satisfa-

zendo as sequintes propriedades:

ME1L a(u+v) = au + av, para todos a € Re u,v € V;
ME2 (a; + as)v = aqv + agv, para todos a;,a3 € R e v € V;
ME3 (ajaz)v = ai(aqv), para todos aj,as € R ev € V;
ME4 1v = v, para todo v € V.

Definidas em R? as operagoes de adigdao e multiplicacdo por escalar por (x1,41) +
(2,92) = (x1+ T2, y1 +¥2), a(x,y) = (ax,ay), para a € R, segue que R? é um espago
vetorial real onde o elemento neutro da adigao é o vetor (0,0) e o simétrico de (z1, x2)
é o vetor —(z1,x9) = (=21, —x2). Assim, o R? munido dessas duas operagoes possui
uma estrutura de espago vetorial sobre o corpo dos nimeros reais.

Além da estrutura de espaco vetorial sobre R, possui uma estrutura adicional, a

qual explicitaremos em seguida.

Definicao 2.2.2. Seja V' um espaco vetorial real. Um produto interno em V é uma
funcao que a cada par de vetores u e w em V associa um numero real, denotado
por (u,v), que satisfaz as sequintes condig¢oes para quaisquer vetores u,v e w de V e

qualquer numero real k:
PI, (v,v) >0;
PI, (v,v) =0 se, e somente se, v =0;
PI; (u,v) = (v,u);
PI; (u+v,w) = (u,w) + (v,w);
PI; (ku,v) = k(u,v).

O produto escalar de R? definido por (z1,91) - (22,y2) = T122 + Y1y satisfaz os
aximomas Pl;, Ply, PI3, PI; e Pl;, de modo que ele define um produto interno em
R2. De fato, a nocao de produto interno generaliza a nocao de produto escalar em
R? e enriquece a estrutura de um espaco vetorial, permitindo definir varios conceitos

geométricos como por exemplo a norma, a distancia e o angulo.
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Um espaco vetorial real munido de um produto interno é chamado de espaco
vetorial euclidiano. Deste modo, o R? é um espaco vetorial euclidiano.
Se V' é um espaco euclidiano, a norma ou comprimento de um vetor T eV

definida como o nimero real nao negativo dado por:
171 = /(T 7). (2.3)

Se || 7| = 1 dizemos que ¥ é um vetor unitério. Neste caso, diz-se que o vetor
7 estd normalizado.
Chamamos de distancia entre dois vetores @ e ¥ em V, o niimero real d(ﬁ, 7)

definido por
d(ﬁ,?) = ||7 — 7“

Exemplo 2.2.3. Sejam U = (3,-2) e U = (—4,1) vetores do R2. Vamos determi-

nar a distincia entre @ e ¥. Usando a definicao de distancia, temos que
AW, V) = |4 - F| = |3+4,-2-1)||.
donde

AW, T)=+/B+42+(—2-1)2=58.

Para definirmos o angulo no R? precisaremos mostrar que o angulo entre vetores
¢ definido a partir do angulo entre segmentos ou retas que contém os vetores, como

serd mostrado na figura 2.3.

Definicao 2.2.4. Sendo U e U dois vetores nio nulos do plano. Dizemos que o
angulo formado entre U eV € o menor angulo entre os segmentos OP e OQ que
representam, respectivamente, U e 7, que indicamos por 0 = £ (7, 7) a medida do
angulo entre de.

Observagao 2.2.5. i) Os angulos sao medidos em radianos ou em graus, onde 7 rad
= 180,
i) 0< (U, V) <7 ou0° < LU, V) < 180°
LW, A) =LA, V),
i) 4()\7, p?) = 4(7, Deacordocomoprodutointernodevetoresdoplanochegamosade finicao : <7, )

/

U £0e W #£0 entio

(2.5)

9:4(7,7):4( v ¥ )

[EANE]
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P

Figura 2.3: Medida do dngulo agudo entre dois vetores.

donde temos que

(rerren) - Il

cosf = cos b (2.6)

o que implica em

z 7H> 27)

0= arccos< ,
121 |

o0 que nos permite afirmar que o angulo 6 entre dois vetores (ou segmentos) do plano é
dado pelo produto interno de vetores e a partir de PI, da definicao do produto interno

podemos afirmar que 6 tem valor nao negativo.

Proposicao 2.2.6. Se U = (x1,11) e v = (x2,y2) sdo dois vetores do plano entao

<77 7) = 2122 + Y1Y2-

Prova. Sendo um dos vetores W ou U nulo, temos que (7, ?} =0 como também

1122 + y1y2 = 0. Por outro lado, sendo U = O? eV = Oﬁ vetores nao nulos, com

43



P =(a,b) e Q = (c,d). Entao:

PG = 0Q-OP
_ v
= (¢c—a,d—0)

e sendo 0 = 4(7, 7) e aplicando a Lei dos Cossenos no triangulo OPQ), obtemos:

17 =N = I+ 17N = 20 L 7| cos .

Dai
217l cos® = (LN + V=V — |
= (@ +0)+(+d*) — ((c—a)*+ (d—b)?)
= P+ +E+d— A+ 2ac—a® — d* +2bd — b
= 2(ac+ bd)
Portanto,

(W, V) = || ||| 7] cos @ = (ac + bd)

nos permite medir angulo entre dois vetores a partir de suas coordenadas. O

2.3 Equacoes da reta

2.3.1 Equacoes Paramétricas

Sendo r uma reta que passa pelos pontos A e B e sendo P um ponto qualquer do

R2, teremos que o ponto P pertencerd a reta r se somente se
AP =1 AB

comt € R. A medida que o parametro t varia o ponto P vai assumindo os valores

que determinam a reta r, que podemos escrever da sequinte maneira:

P=A+t AB, teR. (2.8)
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Se A e P tém coordenadas (x1,y1) e (x,y), respectivamente, e o vetor AB = (a,b),

entao
P=(xyer & (xy)=(@,n) +tb) teR
o que implica em

= t
rid fta ;teR (2.9)
y=1uy +0bt

As equagoes (2.8) e (2.9) sao denominadas de equagoes paramétricas da reta r.

2.3.2 Equacao Cartesiana

Seja v a reta que passa pelo ponto A de coordenadas (x1,y1) e € perpendicular ao
_>
vetor @ = (a,b), com U # 0. Entdo

P=(zx,y)er < AP LW

& (AP, ) =0

< ((z—21,y—y1),(a,0)) =0
& alr—z)+b(y—w)
=

ax + by = axy + by,.
Fazendo ¢ = axy + by, temos que
ar + by = c, (2.10)

que € denominada de equacao cartesiana da reta r.

Observacao 2.3.1. Veremos outra forma de chagar na equagdo (2.10). Dados os
pontos A e B distintos e de coordenadas iquais a (x1,y1) e (T2,y2) respectivamente,
e sendo r a reta determinada pelos pontos A e B e P = (z,y) € r, entdo observa-se

que os pontos A, B e P estao alinhados, assim pela Proposicao 2.1.1 seque que

r y 1
1 Y1 1|=0.
Ty Y2 1
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Apds o calculo do determinante obtemos
(y1 —y2) &+ (22 — 1) y + (2192 = 2201) = 0.
Fazendo y1 —ys = a, xo —x1 = b e —x1ys — x2y1 = ¢, lemos a equacao
ar + by = c, (2.11)

como estavamos procurando.

2.3.3 Equacao na forma reduzida
A partir da equacdo cartesiana
ax + by = c,

ao determinarmos o valor de y obtemos a equagao

o n c
RS
Fazendo m = —% en = g obtemos
Yy =mz +q, (2.12)

que é denominada de equacao de r na forma reduzida. O numero real m é denominado

coeficiente angular e q de coeficiente linear.
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Capitulo 3

Aplicacoes dos nimeros complexos

a geometria analitica plana

Neste capitulo veremos algumas das aplicacoes dos niumeros complexos no estudo

da geometria plana.

3.1 Estudo dos pontos via nimeros complexos

Sabemos que um ponto P de coordenadas (x,y) pode ser representado pelo nimero
complexo z = x+1y, assim € natural pensar que € possivel usar os nimeros complexos
para estudar geometria plana. Uma pergunta natural é sobre o ganho desta abordagem.
Neste ponto, lembro que os niimeros complexos tém uma estrutura natural de corpo o
que possibilita por exemplo uma divisao, algo que nao é possivel com pontos, ou seja,
existem divisoes de numeros compleros mas nao existe uma divisao natural de pontos
do R?. Podemos enunciar propriedades geométricas usando condicoes algébricas sobre

0s numeros complexos que representam pontos do plano.

3.1.1 Calculo da distancia entre dois pontos

Apesar de imediato, veremos como calcular a distancia entre dois pontos do plano

usando numeros complexos.

Proposicao 3.1.1. Dados dois pontos P, e P, do R? representados respectivamente

pelos numeros compleros z1 = ay + bii e zo = as + bot, temos que a distancia entre
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esses pontos dada por:
d(Pl,PQ) = ‘Zl — 22’.

Prova. Ao usarmos as definicao de modulo de um nimero complexo e de distancia

entre dois pontos do R? temos que

21 — Z2| = | (a1 + bﬂ) — (CLQ + bgl) |
= [(a1 —a2) + (b1 — b2) 1

= \/(al — CL2)2 + (b1 — b2)2
= d(P, P),

como queriamos demonstrar. [

3.1.2 Calculo do ponto médio de um segmento

A proxima proposicao mostra como podemos usar nimeros complexos para calcular

o ponto médio de um segmento de reta.

Proposicao 3.1.2. Dado um segmento de reta que une dois pontos Py e Py, repre-
sentados respectivamente pelos niimeros complexos z; = a1 +bii e zo = as+boi, temos

que o ponto médio deste segmento é representado pelo niumero complexo

Zl+22

Zm 5

Prova. Basta observar que

(a1 + b17) + (ag + bot)
2
((Zl + ag) + (bl + bg)Z
2
(a1 + ay) n (b1 + by)i
2 2 ’

Zm =

assim z,, representa o ponto cujas coordenadas coincidem com as coordenadas do

ponto médio do segmento de reta que une dois pontos Py e P,. O
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3.1.3 Condicoes para alinhamento

A préxima proposicio mostra uma condi¢dao para alinhamento de trés pontos do

plano usando niumeros complexos.

Proposicao 3.1.3. Trés pontos do R? representados pelos niimerros complexos z,

w et estao alinhados se somente se

t_
R

w—z

Prova. Se os numeros complexos z, w e t representam respectivamente os pontos
alinhados P, ) e R entdao o angulo 0 entre os vetores P(j € Qﬁ s0 pode ser iqual a

0 ou m, o que nos permite afirmar que:

t —
arg (w—zz) =0

ou

que € equivalente a
t— =z

w—z
Este numero serd positivo se § = 0 e negativo se para 0 = 7.

Reciprocamente se
t— 2

=keR

w—z
entdo arg(k) = 0 ou w. Em qualquer caso temos que sen® = 0, o que acarreta em
0 =0 ouf =m, de modo a obter que os numeros complexos z, w et estao alinhados.

O

Observacao 3.1.4. Veremos outra demonstragao de uma das implicagoes da Pro-
posicao 3.1.3 de modo direto, sem usar a no¢ao de angulo.

Se os pontos representados por z = a+bi, w = c+ di et = e+ fi estiverem
alinhados entao o complero t — z deve ser um maultiplo do complexo w — z, ou seja,
existe um k tal que

t—z=k(w—2).
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Assim,

(e+ fi) —(a+bi) = k[(c+di)— (a+ bi)]
(e—a)+(f-b)i = kllc—a)+(d—10)i]
(e—a)+(f-b)i = k(c—a)+k(d—0)i

0 que por sua vez implica em

e—a=k(c—a) e f—b=k(d-0>)

e portanto
e—a f—0
—k LA
c—a c d—1>b
ou seja,
e—a  f—=b
c—a  d—b

que € a condicao de alinhamento.

Corolario 3.1.5. Trés pontos do R? representados pelos nimerros complexos z, w

e t estao alinhados se somente se

Prova. De fato, se

w—z
entao, da proposicao anterior, temos que os trés pontos estao alinhados se e somente
se k € R, o que ocorre se e somente se k = k. Mas usando propriedades do conjugado

de um numero complexo temos que

donde seque a prova do coroldrio. O
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3.2 Estudo das retas no plano via niimeros com-
plexos
A partir da condi¢ao de alinhamento de trés pontos, visto no coroldrio 3.1.5, fica

claro que um ponto representado por um niumero complexo z estd na reta que passa

por dois pontos representados pelos niumeros compleros w et se e somente se

fow _Eow (3.1)
t—w t—w
que corresponde a
Z(t—w) -z (I —w) =wt — wit. (3.2)

A equacao 3.2 descreve a reta que passa por dois pontos representados pelos

numeros complexos w e t.

Observacao 3.2.1. No caso particular em que |w| = |t| = 1 podemos escrever a

equagao 3.2 na forma:
z4+wtz = w +t. (3.3)

Fazendo A=t —w, B=1t—w e C = wt — wt, podemos reescrever a equacio 3.2

na forma:
Az —Bz+C =0.

Note que B= A e que C = —C, donde temos que C é um imagindrio puro.

Ao calcular o determinante abaizo

|

o2
~I Sl
i i
I
ja]

(3.4)

percebemos que as equagoes (3.2) e (3.4) sao equivalentes. Dessa forma, destacamos
que a equacao da reta que passa pelos pontos representados por w et deverd ser obtida

através da equagdao (3.4).
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3.2.1 Equacao paramétrica

Veremos agora como fica as equagoes paramétricas de uma reta usando a lingua-

gem dos nimeros complexos.

Proposicao 3.2.2. Sejam 2 e zy dois numeros complexos quaisquer, a reta que passa

pelos pontos que esses numeros representam € dada por
z2(t) =2z (1 —1t) + 29, t e R. (3.5)

Prova. Se os numeros complexos z1, zo e z representam pontos colineares entdo
eriste t € R de modo que

z—z1=1t(z2—21),

assim,

z = z1+t(zm—2)
= Zl—th+ZQt

= 21 (1 —t) +22t,

entao temos que
2(t) =21 (1 —t) + 2ot

€ a equacao complexa que define a reta que passa por dois pontos no plano complexo. O

3.2.2 Divisao proporcional de um segmento entre dois niimeros
complexos
Veremos na proxima proposicao como usar os numeros complexos para dividir um

segmento de reta em partes proporcionais.

Proposicao 3.2.3. Um numero complexo z divide o segmento com extremidades em

21 € Zo em partes proporcionais a a e b se somente se

b n a
4 Z9.
at+ bt arp?

Prova. Sejam z; e zo numeros compleros que determinam o segmento Zizs que
contem o numero complexo z o qual divide o segmento Zyzz em partes proporcionais

aaeb.
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Como os numeros compleros z, z; e zo sao colineares e z divide o segmento com

extremidade em z, e zo na proporc¢ao de a para b, temos que:

z2—2z a
zo—2z b
o que nos fornece
b(z—2z) = a(z—2)
bz —bzy = azy —az
az +bz = bz + az

z(a+b) = bz +az

donde concluimos que
b a

Z1 + 29,
a+b T a+ b

como queriamos demonstrar. [

3.2.3 Condicao para perpendicularidade

A prozima proposicao fornece uma condicao para perpendicularidade de duas retas

usando numeros complexos.

Proposigao 3.2.4. A retar que passa por z, e zo € ortogonal a reta s que passa por

Z3 € 24 S€ somente se

274 (3.6)

R4 23
for imagindrio puro.

Prova. Sendo r 1 s entdo o angulo formado pelos numeros compleros zo — z1 €

24 — 23 serd igual a %, que € equivalente a
Z9 — 21 m
Arg| —— | ==
24 — R3 2

22 — 21

0 que ocorre se e somente se

24 — 23

for imagindrio puro. O
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3.2.4 Equacao da reta perpendicular e da mediatriz

Dois conceitos muito importantes quando estudamos geometria analitica sao as
nogoes de perpendicularidade entre retas e de mediatriz de um segmento. Nesta se¢ao

mostraremos como efetuar seus calculos usando a linguagem dos nimeros complezos.

Proposicao 3.2.5. Seja r a reta que passa por z1 e z3. A equacdo da reta s que

passa por z3 e € perpendicular a reta r € dada

S R " —
2o — 21 Z9 — 21
ou equivalentemente,
5(22 — Zl) +z (22 — 51) = Z3 (22 - El) —{—53 (2’2 — Zl) . (37)

Prova. Como r L s, entao pela Proposicao 3.2./ temos que z estd em s se e somente

Se

Z — Z3

Z9 — 21

for um imagindrio puro, donde podemos concluir

que CO’I"T@SpOTLd@ Q
3(22 - 21) + z (EQ — 21) = Z3 (EQ — §1> +23 (22 — 21) s (38)

como queriamos demonstrar. O
Seja r € a reta que passa por z1 e zo. A mediatriz do segmento que passa por zy e

zy € a reta perpendicular a v que passa pelo seu ponto médio
21 + 29

zZ3 = 9 .

Por consequinte, fazendo o uso da Proposicao 3.2.5 temos que a equagdo da reta

mediatriz é dada por

21+ 29
2

(Z2 —2’1)+_

5(2’2—21)—’—2(32—51) =
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ou seja

5(2’2—21)—{-2(52—21) = |22|2— |Zl|2. (39)

3.3 Congruéncia e semelhanca de triangulos via

numeros complexos

Quando damos inicio ao estudo das figuras planas, duas das principais abordagens
sobre este tema sdo a semelhanca e congruéncia de figuras geométricas planas, e nos
triangulos nao poderia ser diferente, principalmente por serem estruturas bdsica a este
conteudo matemadtico, por estar ligada a todas as outras formas geométricas, entao,
antes de expressarmos o conteudo sobre semelhanca de triangulos relacionado aos

numeros complexos, estipularemos as sequintes tratos.

Definigao 3.3.1. Sendo os triangulos ABC e MNO, cujos vértices sao niumeros

complexos, dizemos que:

1. Os triangulos sao orientados se somente se seus vértices sao especificados em

ordem, que pode ser positiva (sentido ant-hordrio) ou negativa (sentido hordrio).

2. Os triangulos possuem a mesma orientecdao se 0os mesmos estiverem denotados

no sentido horario ou no anti-hordrio.

3. Os triangulos possuem orientagoes inversas se 0§ mesmos tiverem com ori-

entagoes diferentes, ou seja, uma hordria e a outra anti-hordria.

4. Os triangulos sao chamados congruentes quando os seus lados e 0s seus angulos

sao congruentes, ou seja, se correspondem, ou seja,

AB=MN =
AABC =AMNO < | AC=MO e

BC=NO C=

A
B

Q) = =)

5. Os triangulos sao semelhantes se os angulos correspondentes forem congru-
ente e o0s lados forem proporcionais. Fssa razao entre lados correspondentes

de triangulos semelhantes € chamada de razao de semelhanca.

Observacgao 3.3.2. As relagoes de congruéncia e de semalhanga entre triangulos sao

reflexiva, simétrica e transitiva, ou seja, elas definem relagoes de equivaléncia.
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Figura 3.1: Triangulos congruentes

3.3.1 Congruéncia de tridngulos

Por definicao dois triangulos sao congruéntes se eles tém ordenadamente os trés
lados e os trés angulos iguais. No entanto, com o auzilio de alguma propriedades dos
trangulos podemos verificar se dois triangulos sao congruentes utilizando condigoes
minimas, conforme casos exibidos a sequir.

Para testar a concruéncia de dois triangulos ABC' com vértices nos numeros com-
plexos z1, zo € z3, e MINO com vértices em wy, wy € ws, basta lembrar que o compri-
mento de um dos lados de um triangulo ¢ dado pelo modulo da diferenca dos nimeros

complexos que representam os vértices, por exemplo,
E = d(A, B) = |ZQ — 21|,

e que o angulo correspondente a um vértice é o angulo entre os dois segmentos que
passam por este ponto, por exemplo, A é o angulo entre os nimeros complexos zo — 2,

e z3 — 21, que conforme visto na defini¢ao 1.6.1 é dado por

~

A=0(z0— 21,23 —21) = Arg (u) )

23 — 21

Com essas consideragoes e usando uma das condicoes minimas listadas a sequir,

podemos checar a congruéncia de dois triangulos utilizando nimeros complezos.

Primeiro caso - LAL

Proposicao 3.3.3. Se dois triangulos possuem ordenadamente dois lados e o angulo

compreendido entre eles congruéntes, entao eles sao congruéntes. Em particular
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Figura 3.2: Caso LAL

AB = MN
A=M = AABC = AMNO.
AC = MO

No caso de dois triangulos ABC com vértices nos niumeros complexos zy,zs € 23, €
MNO com vértices em wy, wy e ws, S€ |21 — 29| = |wy — wal, 6(z2 — 21,23 — 21) =
O(wy — wy, ws —wq) e |z — 23] = |wy; — ws| entao AABC = AMNO.

Prova. A demonstracdo consiste em observar que

AB = MN B\EJ/\\[
A=M = AABC=AMNO={ BC =NO
AC = MO 656

Assim concluimos que os trés angulos e os trés lados sao congruentes.
Utilizando o caso LAL podemos estabelecer uma condi¢dao de congruéncia de triangulos

retangulos.

Corolario 3.3.4. Se um triangulo possui dois lados congruentes, entdo os angulos

opostos a eles sao congruentes.

Prova. Considerando os triangulos AABC e AACB, associaremos a A, B e C, na

devida ordem, A, C' e B, logo temos

AB = AC
BAC = CAB
AC = AB

o que implica, pelo caso LAL,
AABC = AACB= B=C
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Figura 3.3: AABC = AACB (Triangulos Isdsceles)

B t C M i 0

Figura 3.4: Caso ALA

Segundo caso - ALA

Proposicao 3.3.5. Se dois triangulos possuem ordenadamente congruentes um lado
e dois angulos a ele adjacentes, entao ele sao congruentes. Nos triangulos AABC
e AMNO os angulos adjacentes ao lado BC' sdo BeC eaolado NO sio N e O

respectivamente, assim,

= AABC = AMNO.

S

Q) QA &
Il

o)) 2‘ =)

No caso de dois triangulos ABC com vértices nos numeros complexos zy,zs € z3, €
MNO com vértices em wy, wy € ws, se 0(z1 — 22,23 — 29) = O(wy — we, w3 — wWy),
|20 — 23] = |we—ws3| € 0(z1—25, 20— 23) = O(w; —ws, wy—ws) entdo AABC = AMNO.

Prova. Neste caso devemos provar que BA = MN, desse modo recairemos no
primeiro caso. Pelo postulado do transporte de segmento, obtemos na semi-reta N M

um ponto X tal que

NX = B4, (3.10)
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temos que

BC =NO (3.11)
B=N (3.12)
BA=NM, (3.13)
que pelo caso LAL implica em
AABC = AMNO
que por sua vez resulta em
BCA=NOM (3.14)

Da hipdtese temos que BCA = N@M, com (3.14) BCA = NOX e como o
postulado do transporte de angulos, ocorre que NM e OX = OM que se interceptam

em um unico ponto X = M.
De X = M, com (3.10), verifica-se que NM = BA.

Portanto,
BA=NM
B=N = AABC =AMNO
BC = NO

Terceiro caso - LLL

Proposicao 3.3.6. Se dois triangulos possuem ordenadamente congruentes os trés

lados, entao esses triangulos sao congruentes. E'm outras palavras,

AB=DMN
AC =MO = AABC =AMNO.
BC =NO

No caso de dois triangulos ABC com vértices nos niumeros complexos z1,z3 € z3, €
MNO com vértices em wy, wy e ws, se|z; — 29| = |wy — wel|, |21 — 23| = |w1 — w3 e
|29 — 23] = |we — w3| entdo AABC = AMNO.
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Figura 3.5: Caso LLL

Prova. Pelos postulados do transporte de angulos e de segmentos obtemos o ponto

X de modo que:

sendo X um ponto do semiplano oposto ao de C' em relacao a reta M N.
De (3.16) e da hipdtese, temos:

MX = MO. (3.17)

Sendo D o ponto de intersecao entre OX e a reta MN.
Da hipétese, (3.15) e (3.16), e pelo primeiro caso de congruéncia (LAL), temos

que
AABC = AMNX = XN =CB

que junto com a hipdtese, determina

XN =ON, (3.18)

de (3.17), temos que AMOX ¢€ isdsceles de base OX, entdo

MOX = MXO, (3.19)
e de (3.18), implica em que ANOX ¢€ isosceles de base OX, entdo
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Figura 3.6: Caso LAA

NOX = NXO, (3.20)

Por excesso ou por falta de (3.19) e (3.20), obtém-se:

MON = MXN (3.21)

e de (3.17), (3.21) e (3.18), temos que

AMNO = AMNX = AABC = AMNO.

Quarto caso - LAA

Proposicao 3.3.7. Se dois triangulos contém ordenadamente congruentes um lado,
um angulo adjacente e o angulo oposto a esse lado, entao esses triangulos sao con-

gruentes. Em particular,
N_

=N = AABC =AMNO.
M

No caso de dois triangulos ABC com vértices nos niumeros complexos z1,z3 € z3, €
MNO com vértices em wy, we € ws, se |z — 23| = |we — w3, 6(z1 — 22,23 — 29) =
O(wy —wq, w3 —ws) € 0(z3—21, 20— 21) = O(w3z —wy, wa—wy) entdo AABC = AMNO.

Prova. Ezistém trés possibilidades para AB e M N, que sdo elas:
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e AB < MN
e AB>MN
Da primeira possibilidade, juntamente com o primeiro caso de congruéncia (LAL),

temos que:

= AABC =AMNO

—
Na sequnda possibilidade, com o auxilio de um ponto D na semi-reta BA, e

também do caso de congruéncia (LAL), temos que:

M
N

-

=

B
B = AABC = AMNO

BC =NO

logo obtemos D= E, que, pela hipotese, implica em

—~

A=M

o que € absurdo, de acordo com o teorema do angulo externo no triangulo AADC.
No entanto a sequnda possibilidade nao satisfaz.

Na terceira possibilidade também wverifica-se um absurdo, pelo mesmo motivo da
diferenca que D estaria entre A e B.

Portanto, so pode ocorrer na primeira possibilidade, logo:

AABC = AMNO. (3.22)

Caso especial de congruencia de triangulos retangulos

Proposicao 3.3.8. Se dois triangulos retangulos possuem ordenadamente congruen-
tes um cateto e a hipotenusa, entao esses triangulos sao congruentes. Em particular,

~ —~

A= M
AB=MN = AABC = AMNO.
BC =NO

62



LL

O

A C M

Figura 3.7: AABC = AMNO (Triangulos retangulos)

No caso de dois tringulos retangulos ABC' com vértices nos nimeros complexos zi, zs
e z3, e MINO com vértices em wq, wy e ws, se 0(z3—z1, 20— 21) = O(ws—wq, wy—wy),
|21 — 29| = |wy — wal e |29 — 23] = |we — ws| entado AABC = AMNO.

Prova. Tomemos um ponto D na semi-reta oposta a semi-reta M(s de modo que
MD = AC (postulado do transporte de segmento). Logo pelo caso de congruencia
(LAL), temos:

AB=MN
A=M = AABC=AMND
AC =MD
o que implica em
BC=ND (3.23)
e
C=D (3.24)
De (3.23) e da hipdtese, temos que
NO=ND = ANOD
que € isdsceles de base ND que implica em
O=D (3.25)

De (3.24) e (3.25), temos C = O.
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Considerando agora os triangulos ABC' e MNO juntamente com o quarto caso

de congruencia de triangulos (LAA), temos:

BC =NO
C=0 = AABC = AMNO,
A=M

completando a prova de que os trés angulos e os trés lados sao ordenadamente con-

gruentes.

3.3.2 Semelhanca de triangulos

Veremos agora condi¢oes para semalhanga de triangulos. Por defini¢ao dois triangulos
sao semelhantes se os angulos correspondentes forem congruente e os lados forem pro-
porcionais. No entanto, para checar a semelhanca de dois triangulo podemos checar

uma das condicoes mais simples, listadas a sequir:

e Caso AAA (angulo/ angulo/ angulo): os dngulos de um triangulo forem

respectivamente congruentes aos angulos correspondentes de outro triangulo;

e Caso LAL (lado/angulo/lado): As medidas de dois dos lados de um triangulo
sao respectivamente proporcionais as medidas de dois lados correspondentes de

outro triangulo e os angulos determinados por estes lados sao congruéntes;

e Caso AA (angulo/angulo): Dois triangulos tém dois angulos internos. cor-

respondentes congruentes;

e Caso LLL (lado/lado/lado): Se as medidas dos lados de dois triangulos sao

respectivamente proporcionais.

Observacao 3.3.9. Devido a simplicidade do Caso AAA e do Caso LLL, veremos

uma demonstracao.

Demonstracao do caso AAA: Vamos supor que os trianulos ABC e MNO ndao

sdo congruentes e que MN < AB.
Seja R um ponto de AB, tal que AR = MN e o triangulo ARS com R=ReS

um ponto do lado AC. Entdo, temos que
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A
M
R é&
N @)
B C

A=M
AR=MN
R=18

o que implica no caso de semelhan¢a (ALA), logo
AARS = AMNO.

Por outro lado, temos que

B=N
N=R
logo
B=R-TRS//BC,
entao

AABC = AARS.

Portanto, conclui-se que

AABC = AARS

pelo caso de semelhanga dangulo, angulo (AA). O

Demonstracao do Caso LLL: Sejam ABC e MNO dois triangulos, tais que:

AB AC BC
MN MO NO’

Mostraremos que AABC ~ AMNO.
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Sendo

AB AC BC
MN MO NO

k,

temos que AB =k-MN, AC =k-MO e BC =k-NO. Tome k > 1, sem perda de
generalidade, e marque o ponto R € AB, tal que AR = MN.
Sendo S o ponto de intersecao da reta que passa por R com o lado AC e que €

paralela ao lado BC, pelo Teorema de Tales temos que

AS AR 1
AC  AB K’

logoA_S:%-E:M_O.

Tracando, agora, a reta paralela ao lado AB e passa pelo ponto S e que inter-
cepta o segmento BC no ponto T, onde se obtém o quadrilitero RSTB que é um
paralelogramo, e outra vez pelo teorema de Pitdgoras, temos

RS BT AS 1
BC ~ BC AC Kk’
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logo, m:%-B_C:N_O.
A discursdo feita acima mostra que AR = MN, AS = MO e RS = NO, ou seja,
AABC ~ AMNO pelo caso LLL de congruéncia.

Considere agora dois triangulos ABC' e PQR contidos no plano complexo de coor-
denadas dos vértices, respectivamente, iquais a 21, 2o € 23, € Wy, Wy € ws. Entao, as-
sim como no caso de semelhancga, podemos usar propriedades algébricas nos nimeros
complexos que representam os vertices dos triangulos para fornecer condicoes para
semelhanca.

A proposicao a sequir fornece uma condicao de simples verificacdo para seme-

lhanga de dois triangulo com vértices no plano complexo.

Proposicao 3.3.10. Considere os triangulos ABC, com vértices em z1, zy e z3,

e PQR com vértices em wy, we € ws, ambos com mesma orientacdo. Temos que
AABC ~ APQR se e somente se

22—z1:w2—w1 (326)

23 — 21 U}3—UJ1.

Prova. Pelo caso LAL AABC ~ APQR se e somente se

Z2 — 21 Wy — W1 — —
= € 2321729 = W3Wi1W32
Z3 — 1 w3 — Wy

que € equivalente a
Z9 — 21 Wo — W1 29 — 21 W9 — Wq
= e arg| — | =arg| ——— | .
zZ3 — 21 W3 — Wy 23 — 21 w3 — Wy

Devido ao fato dos dois triangulos possuirem a mesma orientacdao, essas condig¢oes

sao equivalentes a

22— 2 Wy — W1

Z23 — 21 w3 — wl’
concluindo assim a demonstracao. O

Observagao 3.3.11. Para que triangulos ABC e PQR sejam semelhantes, no caso
em que eles tém orientacao oposta, Azizozg ~op AW wawszy, € necessdario e suficiente

que o triangulo ABC seja semelhante a reflexdo do triangulo PQR rem relagcdo ao
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eizo x ou ao eixo y. Com efeito, sendo o triangulo PQR de orientacdo positiva e cujo
0s seus vértices wy, wy e ws, pertencem ao primeiro quadrante do plano complexo. Ao
ser feita a sua reflexao em relagao ao eixo x ouy, observa-se que a mesma determina
um triangulo P'Q'R’, de vértices Wy, Wy e W3 que possue orientacdo negativa, logo o0s
triangulos PQR e P'Q'R’' sao semelhantes e possuem orientacdes opostas. Portanto

os triangulos ABC e P'Q'R' sao semelhantes e possuem a mesma orienta¢ao.

3.4 Pontos notaveis de um triangulo via ntimeros

complexos

Nesta secao aplicaremos os numeros complexos ao cdlculo dos pontos notdveis de

um triangulo, o baricentro, o incentro, o ortocentro e o circuncentro.

3.4.1 Baricentro

A mediana de um triangulo € o segmento de reta que liga um vértice deste triangulo

ao ponto médio do lado oposto.

Proposicao 3.4.1. As trés medianas de um triangulo sao concorrentes e se encon-
tram em um ponto G, o qual serd chamado de baricentro ou centro de massa. O
baricentro de um triangulo de vértices nos numeros complexos z1, zo € z3 € dado pelo

numeros complexo

21+ 29+ 23

G = 3

(3.27)
Prova. Considere o triangulo AABC' cujas coordenadas dos vértices sao zy, zo € 23
respectivamente. Entao a reta suporte da mediana relativa ao lado AB € a reta que

passa por C' e pelo ponto médio de AB, que é representado por

Z1+ 29
2 )

portanto, a partir da equagdo (3.2) temos que a equagdo da mediatriz é determinada

por:




ou seja,
22z —21—20)— 2257 — 71— %) =23 (Z1+22) —Z3 (21 + 22) (3.28)

De modo semelhante obtemos as equacoes das retas suportes das mediatrizes relativas
aos lados AC e BC' respectivamente, que sao representadas, respectivamente, pelas

equagoes

Z(220—21—23) — 225 —Z1 —Z3) = 20 (Z1 + Z3) — Z2 (21 + 23) (3.29)

20221 — 2 —23)— 2221 — 7 —Z3) =21 (Z2+ Z3) — Z1 (22 + 23) . (3.30)

Apds a determinacao das equacdes das retas suportes das mediatrizes do triangulo,
observa-se que qualquer uma delas pode ser obtida pela combinacao linear das outras
duas. Por consequinte, a interseccao entre duas delas pertence também a terceira.
Porém, as trés medianas interceptam-se em um unico ponto.

Para determinarmos a equacdao paramétrica da mediana relativa ao lado AB, usa-

remos a equagao (3.4) e obtemos

z:(l—t)23+t21;_22, 0<t<1, (3.31)

e fazendo t = %, temos:

2= W (3.32)

e como as demais equacgoes das medianas relativas aos lados AC' e BC' sdo simétricas
entao z também pertence a elas. O

A Proposicao 3.4.1 mostra que quando usamos a teoria dos numeros complexos
o cdlculo do baricentro de um triangulo € feito simplesmente calculando a média

aritimética dos seus vértices.

3.4.2 Incentro

Uma bissetriz de um triangulo é um segmento de reta que liga um dos vértices do

triangulo a outra extremidade do lado oposto a esse vértice, sendo que ela divide ao
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meto o angulo correspondente ao vértice.

Proposicao 3.4.2. As trés bissetrizes de um triangulo sao concorrentes e se encon-
tram em um ponto, o qual serd denominado de incentro. As coordenadas do incentro
do triangulo de vértices A(xy,y1), B(xa,y2) e C(xs,y3) e lados medindo BC, AC e
AB € dado pela média ponderada dos vértices tendo como pesos os lados BC, AC' e
AB, isto €,

_ BC-A+AC-B+4B-C
N BC + AC + AB ’

ou em termos de coordenadas sendo

1

I =(a,b),
temos que:
 BC -2, +AC 15+ AB - 14 .
BC + AC + AB '
e
BC - AC - AB -
b— C-y1 + AC -yo + Y3 (3.34)

BC+ AC + AB

Em particular para um triangulo de vértices nos niumeros complexos z1, z3 € 23, 0

incentro € o numero complexo dado por

[ _ ‘22 — 23|Zl + |Zl — 23|22 + |Zl — 22‘23
|Z2 — Zgl —+ ‘21 — 23| -+ |21 — Z2|

Prova. No triangulo ABC representamos os pés das bissetrizes baizadas dos vértices

do triangulo por My, My e Ms;.

B M
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Pelo teorema da bissetriz interna temos que

AM; AC
ki el (3.35)
M;B BC

logo My divide o labo AB em segmentos proporcionais aos lados AC e BC. No

AA—]\ﬂ}—i—Mlg :1@,

entanto o vetor

e como L
A@B:éﬂiﬁg
AC
entao -
BC-AMs; ——
’ AC
o que implica em -
Ap — A¢-AB
BC + AC

Por outro lado, em coordenadas cartesianas, temos

5
Q

(I'—.Tl,y—yl) = —_(Jfg—l'l,yQ—yl)

C

S
Q
_l’_

o que implica em

W= \"Bc+ac ' BC+AC

Dat, —
_ BCA+ ACB

°T BC+ AC

e de modo andlogo, .
_ BCOA+ ABC
" BC+AB

Como o vetor 6'_} ¢ um maultiplo de C' M3 e o vetor B7 ¢ um maultiplo de BM>
temos:
5? = OéCMg

BI — BB,
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Como

CI+ BI =CB,

temos que

OfOMg + /BBMQ =CB

isto €
a(M;—C)+p(My—B)=(B-C).

Como as formulas acima independem da origem do sistema de coordenadas, entdo
simplificaremos os cdlculos, adotando como a origem do nosso sistema o vértice C,

logo C' = (0,0) e ao substituirmos os valores encontrados para Mz e My, obtemos:

(B_C’-A—I—A_C-B) (B_CA)
BC + AC BC — AB
( obC__Pbe )A—<_B—AC_+5—1)B:0
BC+AC BC+ AB BC + AC

Como A—C =CA e B—C = CB ndo sao paralelos, logo

( oBC  GBC ) 0 (3.36)
BC+AC BC + AB

FAC )
(BC' + AC P ( )
Donde temos que -
B (BC’ + AC') 6]

~ AC+ 4B
e assim chegamos a o
AC + AB

AC + AB

Como BI = BBMs, logo
I =B+ 3(My,— B)
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que por sua vez

BC + AC (BC-A+AB-O )
I=DB+ B,
BC + AC + AC BC + AB

No entanto, temos que:

_ BC-A+AC-B+4B-C
N BC + AC + AB

1

Y

como quem/amos. O

3.4.3 Ortocentro

Uma altura de um triangulo é uma perpendicular tra¢ada de um vértice até seu

lado oposto.

Proposicao 3.4.3. As trés alturas de um triangulo AABC' se interceptam em um
unico ponto H, denomindado de Ortocentro. Se os vértices A, B e C' sdo repre-
sentados, respectivamente, pelos nimeros complexos zy = x1 + 1Yy, 2o = To + 1Yz €
23 = x3 + 1Yy3, € 0s angulos internos sao respectivamente, o, B e 0, o ortocentro €
dado pela média ponderada dos vértices tendo por pesos as tana, tan 8 e tan#@, isto

s

€,

zitana + zptan 8 + z3 tan 6

H =
tan a 4 tan 5 + tan 6

ou seja, sendo H = x + iy, temos

ritana + xotan 4 x3tand Y1 tan o + yo tan 5 + y3 tan @
T = e y=
tan a 4 tan 5 + tan 6 Y tan a 4 tan § + tan 6

Prova. A equacdo da reta suporte da altura relativa ao vértice A e perpendicular ao
lado BC, € da forma:

Z(zo—23) +2(Z2 —Z3) = 21 (22 — Z3) + Z1 (22 — 23) . (3.38)

A partir disso, por meio analdgico, obtemos as demais equacoes das retas suporte das

alturas relativas aos vértices B e C, como mostrado abaizo respectivamente:

2(21 — 2’3) +z (21 — 53) = 29 (21 — 53) + 22 (2’1 — 2’3) . (339)
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E(Zl — ZQ) +z (51 — 52) A (21 - 22) + 23 (Zl — 2’2) . (340)

Deste modo observamos que a combinacao linear de duas destas serd igual a terceira
e por isso o encontro de duas delas pertence a terceira, ou melhor, as alturas de um

triangulo se cortam em um unico ponto.

Vamos considerar um triangulo ABC' ndo retangulo, pois caso contrdrio a altura

coincide com o vértice do angulo reto.

Sejam Hy, Hy e H3 os pés das alturas relativas aos vérttices A, B e C, respecti-

vamente. Como BHy = AHytana = HoC'tan 6, com isso temos que

AH, ~ tana
H,O tan@’

Logo Hs divide o lado AC em segmentos proporcionais a tana e tanf. Portanto
AH, + H,C = AC e como HyC = 2% AH,, temos que

___t - t tan 6 -
A, + YT (ano‘+ an >AH2 Ac
tan @
. AW tan 6 —
tana+tan0

como quem’amos. O

Corolario 3.4.4. O Ortocentro de um triangulo inscrito em um ciculo de raio r e de

centro na origem do eizo complexo € dado por

H = 21+ 22 + 23. (341)
~ . . _ 2
Prova. De antemao temos que |z vert = |z| = |z3| = r, que implica em z; = -,
_ 2 _ 2 . . . . _
Zy = 2—2 €Z3 = 2—3 e fazendo a comutacao dessas ralagoes e dissociando Z temos:

o2 (L L l) (3.42)



zZ=r’ (i—ﬁ+l). (3.43)

Assim,
z2=21+ 2+ 23 (3.44)

que é o ponto de encontro da alturas de wm triangulo, ou melhor, o ortocentro do

triangulo. O

3.4.4 Circuncentro

Uma mediatriz de um triangulo é uma reta perpendicular a um lado do triangulo

que passa pelo seu ponto médio.

Proposicao 3.4.5. As mediatrizes de um triangulo se encontram em um unico ponto
O, denominado de circuncentro do triangulo. O circuncentro (O) de um triangulo de
vértices A, B e C € dada pela diferenca entre % do baricentro e % do ortocentro, ou
seja, O = %G — %H. Se o triangulo AABC' tém como vértices os numeros complezos

z21, 29 € z3 entao

_ Zi(z —23) + 22 (23 — 21) + 23 (21 — 22)
212 (22 — 23) + |22)? (23 — 21) + |23] (21 — 22)

O (3.45)

Prova. Se o triangulo AABC' tém como vértices os niumeros complexos z1, zs € 23,

a equacao da mediatriz relativa ao lado AB dada por

Z(A-B)+z(A-B) =|A? - B, (3.46)
ou seja,

Z(—2)+2(Z — %) = |al — |2 (3.47)
Analogamente, obtém-se as demais equacoes das mediatrizes pertinentes aos lados
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AC e BC, o que nos permite obter o sistema

2(21 — 22) + z (21 — EQ) = |21’2 — |22‘2
5(21 — 23) + Z(z1 —23) = |21’2 — |23‘2
7(22 — Zg) 4+ z (32 — 53) = |22|2 — |Z3|2

No sistema acima podemos observar que qualquer uma das equacoes pode ser obtida
a partir da soma das outras duas, por i1sso acarreta que a intersecao de duas destas
equagoes pertence também a terceira. Por consequinte, concluimos que as mediatrizes
de um triangulo possui um unico ponto em comum, chamado de circuncentro.Para
determinarmos o ponto em comum das mediatrizes, ou seja, o circuncentro, utiliza-
remos as duas primeiras equacoes do sistema acima.

De forma que isolamos Z na primeira equagdo, ou seja,

21’ — |2f” — 2 (21 — )

7z =

, (3.48)

21 — 22

e substituindo na sequnda equacdo temos:

z1” — |2f* — 2 (21— )

(21— 23) + 2 (21 — Z3) = |2|* — |23
Z1 — R9

desse modo, temos que

o 22_1(22 - 2'3) +Z_22(23 — Zl) + 2_3(22 — 22) (349)
2112 (20 — 23) + |22)? (23 — 21) + [23]% (21 — 22)

Pelo resultado obtido, notamos que também serd solucdao satisfatoria par a terceira
equacao. No entanto, conclui-se que as mediatrizes dos triangulo se encontram em

um unico ponto, isto €, no circuncentro. [

Observacao 3.4.6. Veremos outra demonstracao da Proposi¢ao 3.4.5 sem usar os

numeros complexos. Suponha um triangulo ABC', ndo retangulo, e tomemos os pontos

0s pontos médios My, My e Ms, respectivamente, dos lados BC, AC' e AB, verifica-se

que

_ B+4C _ A4C _ A+B
My = BEC M, = 450 ¢y — ALB

Os angulos do triangulo My Mo Ms sdo iguais aos do triangulo ABC' e também My Ms//AC,
MgMg//BC € MlMQ//AB
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Logo as mediatrizes dos lados do AABC' possuem as alturas do AMyMoMs. Por-
tanto o circuncentro O do AABC' € o ortocentro O do AM,MyMs;. Logo

M tan o + My tan 8 + Mstan 6
tan a 4 tan § + tan 6
B+C A+C A+B
5= tana + == tan § + <57 tan 6
tan o + tan 3 + tan 6
(tan 8 + tan ) A + (tana + tan ) B + (tana + tan ) C'

O:

2 (tan o + tan § + tan )
A+ B+C Atana+ Btanf+ Ctant
B 2 2 (tan v + tan 5 + tan 6)
ou seja,
3 1
O=-G—-=-H
2 2

como quem/amos.

Note que quando usamos apenas a teoria de geometria euclideana para demonstrar
os resultados, as demonstracoes ficam mais axiomatizadas e de compreensao mais
dificil para um aluno do ensino médio. o uso dos niumeros complexos permite que as

provas figuem mais algébricas, uma manipulacdo de propriedades.

3.5 Areas dos poligonos via nimeros complexos

Neste secao i1remos obter a expressao que determinard a drea dos poligonos requ-

lares usando numeros complexos.

3.5.1 Area de um triangulo

Jd vimos anteriormente varios resultados sobre triangulos. Buscaremos aqui de-
terminar a drea de um triangulo qualquer, levando em consideracao os seus vértices
e identificando esses como numeros complexos.

Proposicao 3.5.1. Considere Azizo23 um triangulo qualquer mo plano complexo.
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Ya %
Yo zZ,
¥ Z
] %, 5 % Re

Figura 3.8: Divisao do triangulo em trapézios

Entao sua drea A (z12223) € dada por

111
1

A (212223) = Z_l Z1 Z2 Z3

Z1 29 23

Prova. Sejam zy = x1 + Y11, 20 = x9 + Yot € 23 = x3 + y3i trés numeros complexos

quaisquer no plano complero. Notemos que

A(Az1z023) = A(yprar) + A (12173y3) + A (Y22273y3)
1 1 1
= 2 (Y1 +y2) (x1 + 22) + B (y1 +ys3) (x1 + x3) + 5 (ys + y2) (x3 + x2)
1
3 [(z1y2 — y172) + (T2y3 — y23) + (T3y1 — Y311)]

onde A(y1yawax1), A(yhz123y3) € A(yaax3ys) sao as dreas dos trapézios conforme

Figura 3.8. Agora notemos que

1

1Yo — Y12 = Im [(ZEl — y11> (%2 + ygl)] = [m (21, ZQ) = §Z (2122 — 2122) )
. . _ 1., _
Toys — Yoxs = Im[(x2 — yoi) (w3 + y3i)] = Im (Z2, 23) = 5t (2023 — Z223) ;
1

r3y1 —Ysx1 = Im[(z3 — ysi) (w1 +yid)] = Im (Z3,21) = §i (23%1 — Z321) ;
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Assim,

A (A2122Z3) = Z (2152 — Z129 + 2923 — Zo23 + 2321 — 7321)
1111
7
= 7| A1 %2 Z3
4
Z1 Z2 Z3

No caso em que

1111
(4
—| 21 R2 Z3
4

Z1 22 Z3

for um namero real negativo, devemos tomar o seu modulo. O

Observacao 3.5.2. Observe que aplicando o teorema de Laplace na primeirra linha

do determinante acima, temos que a drea do Aziz22z3 também pode ser dada por

A(Azlzgz?,):z o + 2 + A . (350)

4\|z 2z Zo Z3 Zs 73

A formula (3.50) serd generalizada para um poligono arbitrario de n > 3 lados.

3.5.2 Area de um poligono

Generalizando as ideias da secao anterior, vamos determinar uma expressao para
o cdlculo da drea de um poligono convexo formado por n pontos representados por

numeros complexos.

Proposicao 3.5.3. A drea de um poligono convexo com vértices z1,z3 ...z, € C €

dado por

1 21 %9 29 23 Zn 21
A(z1z9...2p) = = + + ...+

4 Z1 22 2o Z3 Zn 21

Prova. Lembremos que a drea de um poligono convezxo € igual a soma das dreas dos
triangulos em que este poligono pode ser decomposto, conforme Figura 3.9. Assim,

considerando o poligono convexro zi1zs...z, com 0Ss pontos zi, 2o, ..., 2%z, dispostos no
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Figura 3.9: Divisao de um poligono em triangulos

sentido anti-hordrio, temos

A(Az1z9...2,) = A(Azyzo23) + A(Az1z324) + -+ A(Az12,12,)

onde a drea do k-ésimo triangulo Az zpzps1, conforme expressao (3.50), é dada por

) 21 2k 2k Zk+1

A (AzlzkzkH) = Z_l _ _ + _ _
21 Rk Zk REk4+1

Assim, temos que

7 Z1 2 Z9 23
A(zz9..2y) = = || _ +| 7
4 Z1 22 Z2 23
7 Z1 k3 Z3 24
+ - L +1
4 21 23 23 24
1 21 Zp-—-1 Zn—1

+ 1 o + |
21 Zn-1 Zn—1

_|_

Zk+1
Zkt1
zZ3 21
Z3 Z1
Z4 21
Zs 71
Z’I’L
.
Zn

21

Z1




Notemos que o iltimo determinante de A (z1zx2k11) se anula com o primeiro A (Azyzg112542)-

Portanto,

7 21 Z 29 Z Zn %
AlDzzmz)=- (| 0 72 1+ 72 2+ + ™ 7, (3.51)
4 Z1 29 Z9 Z3 Zn %1

conforme queriamos demonstrar. O

3.5.3 Poligonos regulares

As raizes n-ésimas de um niumero complexo z # 0 representam geometricamente

0s vértices de um poligono reqular de n lados. Sabemos também da proposicao 3.5.3

que sendo essas raizes representadas por 2y, 21, ..., Zn—1, @ drea desse poligono formado
por estas raizes € dada por

A(Azpz1e2m 1) = i oS R R P 0 ) (352)

20 21 21 22 Zn—1 20

Para utilizar a formula (3.52) € necessdario calcular as raizes n-ésimas de z, o que

em geral nao € muito facil. No entanto, a proposicao a sequir mos mostra como

determinar uma expressao para a drea do poligono reqular acima, determinado pelo

numero complexo z # 0, sem que haja necessidade de calcular suas raizes, de maneira

relativamente simples.

Proposicao 3.5.4. Se z = z + yi € um numero complexo nao nulo entao a drea do

poligono cujos vértices zy, 21, ..., Zn_1 SGO as rizes n-ésima de z dada por

n 2 2 2
Alpm o) = VY vx;y <_) |
n

Prova. As raizes n-ésimas de um numero complexo z sao dadas por

2 2
2 = W [cos (—0+ kﬂ) + 7 sen (—0+ kﬂ)} ,
n

n

sendo 0 < k < n.

Assim, wutilizando propriedades dos determinantes, o k-ésimo determinante de
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(3.52) é dado por

0+2(k—1)m
n

0+2(k—1)m
n

@)

oS

1 2
1 —

2
= —2%/|z|sen il
n

Sen

Notemos que o resultado obtido acima independe de k, portanto, os demais deter-
minantes de (3.52) possuem o mesmo resultado. Logo, como sao n determinantes,

temos que

? . om 2T
A(z021.2n-1) = ny {—222 | 2| sen (;)J

n3/|z|? (27T>
= ——sen|—
2 n

n/x? + y? 2
——~sen | — |,

2 n
como queriamos. [

Observacao 3.5.5. Para calcular a drea do triangulo regqular cujos vértices sao as
raizes cubicas de um niumero complexo nao nulo z = x+1y, basta aplicar a proposi¢ao

anterior no caso em que n = 3, obtendo assim a formula

3/,..9 2 2 3/ 2 2
A(Aprizg) = VY (1) _ 3B+

2 3 4 ’

visto que sen 2 /3 = \/3/2.
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