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Resumo

Motivados pelo grande éxito em aplicagoes das Equacoes Integrais Evolutivas em
areas como engenharia, e pelo fato de ter na literatura diversos problemas em
aberto, neste trabalho tivemos como objetivo estudar a teoria que envolve as
equacgoes de Volterra abstratas, bem como questoes relacionadas com um pro-
blema fracionédrio de Cauchy de ordem « € (0,1). Neste tdltimo buscamos res-
ponder algumas perguntas a cerca da boa-posicao global e autossimilaridade das

solugoes.

Palavras-chave: Equacoes de Volterra; Boa-posicao global; Solugoes autossimi-
lares.
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Abstract

Motivated by the huge success of the applications of the Fuvolutionary Integral
FEquations in many areas of engineering and the fact that the literature has several
open problems, in this work we aimed to study the theory involving abstract
Volterra equations as well as issues related to a Cauchy fractional problem of
order € (0,1). In this last one we try to answer some questions about the

global well-posedness and self-similarity of the solutions.

Palavras-chave: Volterra equations, global well-posedness, self-similar soluti-

ons.
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INTRODUCAO

as trés ultimas décadas, a teoria das equagoes abstratas de Volterra passou por um
N rapido desenvolvimento. Em grande parte, isso se deve as aplicacoes dessa teoria a
problemas na fisica matematica, como viscoelasticidade, conducao de calor em materiais
com memoria, eletrodindmica com memoria e a necessidade de ferramentas para lidar com
os problemas que surgem nesses campos. Muitos fenomenos interessantes nao modelados
com equagoes diferenciais, mas observados em exemplos especificos do tipo de Volterra,

estimularam a pesquisa e melhoraram nossa compreensao e conhecimento.

As equacgoes de Volterra foram inicialmente estudadas pelo matemaético e fisico italiano
Vito Volterra (1860 - 1940), foi ele que deparou-se pela primeira vez com uma equacao
integral, em um artigo datado de 1884, este artigo tratava-se da distribuicao de carga elétrica
sobre um segmento de esfera. Sao variadas as referéncias que apareceram nos ultimos anos
tratando da teoria de Volterra, no entanto, uma de grande importancia por se tratar da
mais completa na literatura atual, é o livro intitulado Fwvolutionary Integral Equations and
Applications [40] é responsavel por tratar de problemas lineares em dimensdes infinitas. Além
disso, ela retine e unifica a maioria dos resultados relevantes disponiveis no momento e exibe
muitos problemas da teoria linear que nao foram resolvidos ou nao foram considerados. Para

os interessados em problemas nao-lineares é muito 1til conhecer a parte linear da teoria.

Sobre o titulo deste trabalho, no geral, na literatura, as equagoes que estudamos sao deno-
minadas como “equacoes integrais abstratas de Volterra”ou “equagoes integro-diferenciais de

Volterra” , a depender de cada autor ou da forma da equacao. Nos intitulamos nosso trabalho



por Equacoes Integrais de Evolugdo, este termo refere-se ao carater evolutivo das equagoes
que descrevem a evolucao no tempo de certas quantidades, chamadas estado, do sistema. E
refere-se também a memoria presente nas equagoes de estado, expressas por certas integrais
ao longo de um intervalo de tempo no passado. Os termos supracitados em aspas tornam-se
ambiguos, uma vez que se referem também a equacoes contendo um operador abstrato de
Volterra, que é uma nocgao diferente da qual queremos expressar. Utilizaremos também o

termo “equacao de Volterra”ao longo desta dissertacao.

Estudamos neste trabalho dois problemas distintos cada um com sua particularidade na

resolucao, o primeiro deles é dado pela equagao de Volterra da forma

u(t) = f(t) +/0 a(t — s)Au(s), t>0, (1)

em que f(-) é uma fungdo cuja imagem é subespago de um espago vetorial de Banach X,
a ¢é funcao escalar, a qual denominamos como sendo o ntcleo, A é um operador linear com
dominio D(A) C X e u é a solugao procurada. A Equagao [l modela varios fendmenos, entre
os quais podemos citar a dinamica de materiais viscoelasticos. Nesta parte, consideramos o
problema de um fluido viscoeldstico incompressivel isotrépicoﬂ e homogéneo que ocupa uma
regiao €2, o campo velocidade do fluido é dado por v(¢, ), dai o problema de condigao inicial

correspondente é

( v(t,z) = 0, /ta(T)Av(t —7,x)dr — Vp(t,x) + h(t,z), t>0, v,
Vou(t,z) =0, (; eR, €, 2)
v(t,z) =0, t >0,z €09,
v(0,2) =vo(z), x€

em que as condigoes de contorno sdo antiderrapantes, nesse problema p(t, x) denota a pressao
hidrostatica no fluido e o nicleo da(t) é o médulo de cisalhament(ﬂ Neste problema, usare-

mos a teoria desenvolvida no capitulo para mostrar a boa-posicao de [2|

Segundo [3], nos tltimos anos diversos pesquisadores vém demonstrando interesse em
equacoes do calor em materiais com memoria, isso se deve ao trabalho de Gurtin e Pipkin

[23] onde eles introduziram uma lei de Fourier modificada para materiais com memdria. Por

'Um material é chamado isotrépico se suas propriedades mecénicas sio mantidas independentemente da
direcao que considere.

20 cisalhamento é um fenémeno de deformacio ao qual um corpo esté sujeito quando as forcas que agem
sobre ele provocam um deslocamento em planos diferentes



exemplo, Priiss [40] observa que este modelo pode assumir a forma
dm x u(t, z) = dk * Au(t,z) + r(t, x) (3)

em que u(t,z) é a temperatura, r é o fornecimento de calor. As fungoes escalares m e k
sao fungoes materiais, consideradas como creep functions, isto é, s@o nao-negativas, nao-
decrescentes e concavas. Ja, Carillo [8] provou existéncia, unicidade e decaimento espacial
de solugoes para (3| com m = 1 e em [9] eles consideraram k sendo uma funcao singular.
Modelos envolvendo ntcleo singular na origem nao sao novos e surgem na conducao de calor
[9] e no ambito da viscoelasticidade linear, ao qual podemos citar [10], [17], [19], [30] e [31].

Quando a < 1, uma singularidade em ¢t = 0 é introduzida no modelo
t
w(t, ) = Gt/ 9a($)A(t — s,z)ds, t >0, (4)
0

no qual g,(t) = tra(—;;, para a € (0,1). Observe que se a = 1, a Equagao [4f é a tipica equagao
do calor. A formulacao integral da Equagao de difusao fracionéria |4 foi introduzida por [46]
e tem sido profundamente estudada desde ent@o. Schneider e Wyss [46] observaram que uma

possivel aplicacao da Equacao 4] é a descrigao da difusao em tipos especiais de meios porosos.

O segundo problema abordado nesta dissertacao trata-se do problema de reagao-difusao
estudado de Andrade e Viana [3], que devido ao grande interesse matemdtico nas nao linea-

ridades do tipo f(u) = |u|’~!u, os autores buscaram estudar

w(t,x) = 8t/0 9o (8)Au(t — s, x)ds + |u(t, )| tu(t,z), em (0,00) x RY; (5)

u(z,0) = ug(x), em RY,
em que go(t) = % para « € (0,1), p > 1 e os dados iniciais ug s@o obtidos nos espagos

de Lebesgue LP(RY), para p = ¥ (p — 1). Nesse trabalho, eles provaram um resultado de
boa-posicao global e algumas propriedades assintéticas da solucao. Para a = 1, Weissler
[53] provou existéncia global sob premissas de pequenez nos dados iniciais uy € LP, em
que p = %(p — 1). Um resultado semelhante foi dado por Giga [I§] para a equacao de

Navier-Stokes.

Diversos fenomenos fisicos sdo governados por equagoes do tipo [, muitos dos quais,
provém da dinamica dos materiais com memoaria e dos problemas de difusao . Geralmente, é
necessario integrar uma tal equacao e determinar um espago de estado adequado (espago de

fungdes) para que esta assuma a forma abstrata em , isso é o que acontece com o problema

3



dado por 5 que ao ser integrada, torna-se
t t
u(t, z) = ug(x) —|—/ ga(t)Au(t — s, x)ds +/ lu(s, z) [P~ u(s, z)ds. (6)
0 0

Dividimos este trabalho em trés capitulos e alguns apéndices.

O Capitulo 1, o qual intitulamos de Preliminares, possui o objetivo de tornar o nosso texto
autossuficiente. Nele organizamos defini¢oes e propriedades de alguns conteudos pertinentes
ao trabalho. Faremos uma revisao de algumas funcoes especiais, as quais podemos destacar
a funcao de um parametro de Mittag-Lefller e a funcao de Wright. Revisaremos também
alguns ingredientes classicos da Analise Funcional, espagos de Sobolev, entre outros. Mesmo
tendo como objetivo ser na medida do possivel autossuficiente de teoria e acessivel, algumas

demonstracoes sao deixadas com a referéncia.

No Capitulo 2, ao qual intitulamos “Equacoes de Volterra e a teoria viscoelastica”, de-
senvolvemos a teoria das equacoes de Volterra. Daremos a definicao precisa para solucao
da Equacao [1] estabelecemos a nogao de familia resolvente, esta surge naturalmente quando

aplicamos a transformada de Laplace em [I] a qual obtemos

() = X(I —a(\)A) (7)
ao aplicar, a inversa da transformada de Laplace , obtemos
1 e)\t L
t) = — — (I —a(N)A)"dA.
50 =5 [ U= )

Daremos as condicoes necessarias e suficientes para existéncia de solucoes, a formalizacao
do procedimento se da pelo Teorema de Geragao, além disso descreveremos as solucoes de
através da férmula de variagao de parametros. Por fim, faremos uma aplicagao de [T}, essa
aplicacao trata do modelo fisico proveniente da teoria viscoelastica, governado pelo sistema
de equagoes dado por 2] Para tal classe de equagdes, mostramos existéncia e unicidade de
solugoes branda e forte. Para resolver tais problemas, utilizamos teoria de operadores e

espagos intermedidrios.

Ja no Capitulo 3, demonstramos boa-posi¢ao global e autossimilaridade de solugoes bran-
das para o problema dado por 5] Para isso provamos estimativas para a familia de equagoes
Mittag-Leffler associada ao operador laplaciano, definimos o espaco funcional adequado para
o qual a solucao reside e as condicoes suficientes para obter solucoes auto-similares . Nesta
parte do trabalho, buscamos contribuir apresentando de maneira esclarecedora os resultados
obtidos em [3].



CAPITULO 1

PRELIMINARES

ste primeiro capitulo enunciaremos resultados, estabeleceremos notacoes e teorias que
N serao utilizadas ao longo deste trabalho. O objetivo principal é que ele sirva como um
esquema de resultados. Para maiores detalhes, recomendamos as referéncias [40], [37], [1],
[35], [43].

1.1 Espacos de Funcoes

No decorrer desta dissertacao, (X; || - ||) é um espago vetorial normado sobre K, em que K é

C ou R. Sequéncias (x,)neny em X, que convergem para , S0 escritas como
IRl
ITL ‘/1/‘7

ou seja, que
|z, — || =0

quando n — o0o. Salvo menc¢ao do contrario com relagao a norma em questao, escreveremos

simplesmente x,, — x ou lim,,_,oox, = .

O espago normado X ¢ dito ser de Banach se é completo, isto ¢, dada uma sequéncia de

Cauchy (z,) € X, existe z € X tal que z,, — x.

O espaco dual de X, denotado por X*, é definido como o espago de todos os funcionais



lineares continuos x* definidos em X. X* é um espacgo vetorial normado com a norma

2% = sup{|{z, 2"} |;x € X, ||l=}.

Sejam X e Y dois espacos vetoriais sobre K. Chamaremos aplicacoes lineares de X em
Y fungoes lineares T : D(T) C X — Y, definidas em um subespago vetorial D(T') C X
com valores em Y. Denotamos por £(X,Y) como o espago de todas as aplicages lineares
continuas de X em Y, com a norma

1Tl cxyy == sup [Ty (1.1)

lzllx<1
Usamos apenas £(X) para simbolizar o espago £(X, X) e X* := L(X,C) para simbolizar o

espaco dos funcionais lineares continuos em X.

Definicao 1.1. Seja T' uma aplicagao linear de X em 'Y

1. A aplicagao T € dita ser uma aplicacdo fechada se o conjunto grdfico de T
G(T)={(z,Tx) e X xY :x € D(T)}
€ subconjunto fechado em X x Y.

2. A aplicacao T € dita ser uma aplica¢ao densamente definida, se o dominio de T, for

um subconjunto denso em X.

Observacao 1.1. Quando X =Y, entao dizemos que T' € um operador linear.

Seja I C R um intervalo (possivelmente ilimitado), Cy(1, X)) denota o espago de Banach
formado pelas funcoes continuas e limitadas de I em X equipado com a norma do supremo.
Definimos Cy([0, 00), X') como o subespago de todas as fungoes f em Cy(]0,00), X) tais que
lim; o || f()]|x = 0. Denotamos o espago das fungoes localmente integrdveis por L}, .. A

seguir definimos alguns espacos de fungoes uteis ao longo do trabalho.

Definigao 1.2. Seja Q2 um aberto do R"™. Denotaremos por LP(€2),com 1 < p < 00, 0 espago
das classefﬂ de fungoes definidas em Q, cujos valores estao em K, tais que |f|P € integrdvel

no sentido de Lebesgue em ) com norma

1Os elementos de LP sao na realidade classes de equivaléncia, pois a integral nao se altera se mudarmos a
fungdo num conjunto de medida nula. Assim quaisquer dois representantes de uma mesma classe se coincidem

q.t.p.
LP(Q) := £P(Q)/ -



1y = ( / |f(t)|pdt>q, para 1 < p < oo, (1.2)

e denotaremos por L>®(Q) o espago das fungées f, mensurdveis em € e que sao essencial-

mente limitadas em ), equipado com a norma

||f||Loo(Q) :S?Zpess|f(m)|, para p = 00. (1.3)

E comum denotarmos || - ||zr() POT || - ||p- A funcdo || - ||, define uma norma que faz de
LP(£2) um espago completo. Consequentemente, temos que LP(2) é um espago de Banach com
norma definida acima, no Apéndice [A] provamos este fato, além desse no mesmo, resultados
importantes e tuteis sao apresentados, como por exemplo, desigualdade de Minkinkowski,
desigualdade de Holder e o Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue. A seguir
enunciamos a desigualdade de Young na sua forma geral, ela é uma ferramenta muito 1til
para provar as estimativas do Capitulo 3, a demonstragdo pode ser encontrada em [I5]

Capitulo 8, Proposicao 8.9.

Teorema 1.1. (Desigualdade de Young) Sejam p,q,r € [1,00) satisfazendo

com LP(RY), L4RYN) e L"(RN) espacos de Lebesque. Sejam f € LP(RN) e g € LY(RY),

entdo a convolugdo f* g € L"(RY) e a sequinte desigualdade € satisfeita

1 * gllr < WSl - llglla-

A seguir, apresentamos uma colegao das fungdes LP(S2) tais que suas derivadas distribu-
cionais (Ver Apéndice |C)) sao fungdes em LP(€2).

Definicao 1.3. Sejam Q C R™ um conjunto aberto, m um inteiro nao negativo e p tal que
1 < p < oo. Definimos por espago de Sobolev (denotamos por W™P(Q) ), o espaco vetorial de
todas as fungoes u pertencentes a LP(Q2) tal que D*u pertence a LP(2), para cada multi-indice

la| < m, isto é,

WmP(Q) = {u € LP(Q); D € LP(Q), e |a] <m}.



Para 1 < p < o0, defina

D=

u v fullwes@ = | Y 1Dl

laj<m

Para p = oo,

A funcao definida acima define uma norma para o espaco de Sobolev, W™P(Q)), tal que

1 < p < oo. Mostraremos esta afirmagao apenas para o caso em que 1 < p < oo.

E facil ver que |u|lwmr) > 0 para cada v € W™P(Q2) e que |[ul|wm.r@) = 0 se, e somente
se, v = 0. Também é de verificagao imediata que ||Au|wmr) = |A| - ||ullwmr), para cada
u € W™P(Q) e para todo A € R. Provemos a desigualdade triangular. Com efeito, pela

desigualdade de Minkowski para fungoes em LP e para nimeros reais, temos

P

lu+vlwne@ = | D ID*w+0)g | < | D UIDUllo@) + D] o)
|| <m || <m
< DDl ] | DD 1D | = lullwms@) + [[vllwms ).
|| <m || <m

Proposicao 1.1. O espago de Sobolev W™P(Q), munido da norma definida acima é um

espaco de Banach.

Para conveniéncia do leitor, enunciaremos diversos resultados utilizados durante o texto.
Iniciaremos enunciando o Principio da limitacao uniforme, a demonstragao desse resultado

pode ser encontrada em ([7], pdgina 32).

Teorema 1.2. (Principio da Limitacao Uniforme; Banach-Steinhaus, 1927)
Dada uma familia {T)} en de operadores continuos de X em'Y, em que ambos sao espagos
de Banach, tais que firado x em X,

sup [|[The||x < oo,
AEA



entao a familia Ty € uniformemente limitada, isto €
up | T3l ey < oo.
AeA
Em seguida, temos o Principio de contracao de Banach, a demonstracao desse resultado
pode ser encontrada em (|21], Teorema 1.1.1).
Teorema 1.3. (Principio de Contrag¢ao de Banach). Seja (M,d) um espago métrico com-
pleto nao-vazio e seja F : M — M wuma contrag¢ao. Entao F' possui um unico ponto fizo.
Finalizamos esta secao com uma versao mais geral da famosa Desigualdade de Gronwall.

Lema 1.1. (Gronwall Singular, [26]). Sejam b > 0, 8 > 0, a(t) uma fun¢ao nao-negativa,

localmente integrdvel em t € [0,T); e u(t) ndo-negativa e localmente integravel sobre [0,T),

u(t) < alt) + b/o (t — 5)7tu(s)ds.
Entao .
u(t) < a(t) + a /0 Ely(a(t — s))a(s)ds,
B
em que o = (bI'(B))VP, Eg(2) = Y00, NCEES) e By = L Ey(z). Sendo a(t) = a entdo,

u(t) < aEs(at).

1.2 Transformadas de Laplace e Fourier

Vamos considerar a transformada de Laplace, que é uma ferramenta muito poderosa para
resolver equacoes diferenciais. Sua descoberta é atribuida ao Matemaético francés Pierre-
Simon Laplace (1749-1827). As seguintes defini¢oes foram baseadas na condicao classica
suficiente para o existéncia do operador de transformada de Laplace, baseado no trabalho
[11].

Definicao 1.4. Dizemos que uma funcao f : Ry — X € do tipo exponencial, se existem

numeros to, M >0 e v € R tais que

If@OI < Me™, Vit > to.



Proposicao 1.2. Seja f : Ry — X uma funcgao localmente integrdvel tipo exponencial.

| e

0

Entao, existe v > 0 tal que

€ convergente para Re(\) > 7.

Usando a proposicao acima, se considerarmos a funcao dada por
o= [ e (14)
0

podemos garantir que {\ € C : Re(\) >~} € D(f), e f(\) é chamada de transformada de
Laplace de f(t). Em outras palavras, podemos definir um mapa linear £ : D(L) — F(X),
onde

D(L) = {[ € Lipe(Rs, X); | f(1)]| < Me™'}

loc

e F(X) é o conjunto das fungdes definidas em um subconjunto de C com imagem contida

em X. Chamamos esse operador de transformada de Laplace e o denotamos como

LIFBIA) = F(N).
Definicao 1.5. Seja f : D(f) € C — C wma fungio integrdvel. A funcio f € dada por

B ct+ioco 5
F(t) = L) = —— / AMFONAN, > o,

270 Jolino

em que co € um numero positivo. Para denotar a transformada inversa de Laplace, escre-
vemos LY. A avaliacdo direta da transformada inversa de Laplace pela férmula acima é

geralmente complicada, mas as vezes fornece informagoes uteis sobre a fung¢do original f.

Definigao 1.6. Seja ¢ € L'(R™). A transformada de Fourier de o, denotada por ¢, é uma
funcao definida sobre o R pela formula

Flol(w) = ¢lw) = / () di (15)

n

Jd a inversa da transformada de Fourier de ¢(z), denotada por F~'[g|(z) = ¢(z), €

definida por
1 )
D “w) g 1.
o [ e, (1.6

sendo w = (wy, -+ ,wy),x = (z1, -+ ,x,) em R" e (w,x) = w1 + + + WpTy.

Fel(x) = ola) =

10



Observacao 1.2. Temos que a transformada de Fourier, dada pela Equagao estda bem

definida. Com efeito, note que

sl <| [ e

O que prova o desejado.

1.3 Operadores setoriais e semigrupos

Os semigrupos podem ser usados para resolver uma grande classe de problemas comumente
conhecidos como por exemplo, Equacoes de Evolucao. Geralmente, esse tipo de equagcoes
aparecem em muitos problemas fisicos e matematicos que sao descritos por um problema de
valor inicial (PVI) para uma equacdo diferencial que pode ser ordindria ou parcial. Neste
trabalho, nos deparamos com uma solugao escrita em termos da familia de Mittag-Leffler
associada ao operador Laplaciano, a qual sua férmula pode ser escrita por um semigrupo for-

temente continuo, nds utilizamos este fato para mostrar que a solugao é fortemente continua.

No Capitulo 2, abordaremos sobre resolventes analiticos, faremos algumas correspondéncias
com a teoria de semigrupos analiticos, por este motivo e pelo ja citado, vamos relembrar al-

gumas defini¢oes tteis que serao pertinentes ao longo deste trabalho.

Definigcao 1.7. Um semigrupo fortemente continuo de operadores lineares em X
¢ uma famdlia {T'(t) : t > 0} C L(X) tal que

(1) T(0) = Ix, onde Ix é o operador identidade em X;

(i1) Para quaisquer t,s >0
T)T(s) =T(t+ s);

(iit) || T(t)x — z|| = 0 quando t — 0%, para todo x € X.

Note que pela condigao (i7) da definigao acima, a familia {T'(t)} é comutativa com respeito
a composicao, de fato
TT(s)=T(t+s)=T(s)IL(t).

Observacao 1.3. A descricao utilizada para a familia de operadores que satisfaz as condicoes

da Definigao ¢ Cy-semigrupo.

11



Definicao 1.8. Um Cy-semigrupo {T'(t)}i=o € dito uniformemente limitado, se | T(t)|| < M,
M > 1. Além disso, se M = 1, dizemos que {T(t)}1>0 € um semigrupo de contragoes, para
todo t > 0.

Definicao 1.9. Seja {T'(t) : t > 0} C L(X) um Cy-semigrupo em X. Um gerador infini-
tesimal é o operador linear A : D(A) C X — X, onde

D(A) = {x € X : lim % existe},

t—0t

Az := lim T{t)r —w

t—0+ t

Definicao 1.10. Seja A: D(A) C X — X um operador linear. O conjunto

, para todo x € D(A).

p(A) ={NeR; AM[—A)"": Im(AM[-A) C X — X ¢ injetiva, limitada e Im(A — A) = X}

¢ chamado de conjunto resolvente de A. O complemento deste conjunto, o(A) = C\ p(A),
¢ chamado de espectro de A. Se X € p(A), o operador resolvente (ou simplesmente o resol-
vente), denotado por R(\, A) € definido por

R\ A) = (M — A

Exemplo 1.1. Para motivar os resultados sobre semigrupos lineares, considere o estado

fisico de um sistema que estd evoluindo com o tempo, dado pelo sequinte problema de Cauchy

u'(t) = Au(t), t >0,
(1.7)
u(0) = z,
onde A € L(RYN) é um operador linear e x € RY. A solugdo para o sistema ¢ dada
por
u(t) = ez, t>0, (1.8)

t

onde et representa a matriz fundamental do sistema diferencial linear u'(t) = Au(t) que é

wgual a I parat = 0. E essa solugao existe e € unica.

Na proposicao a seguir, temos outra representacao da solucao para estendida ao caso

ilimitado.

Proposigao 1.3. Seja A C L(X) e seja v € C um circulo centrado em 0 de raio X\ > ||Al|.
Entao .
et —/et’\R(/\,A)d)\, teR.

21 .

12



Demonstragao. Ver [35] Proposigao 1.2.2 . O

Definigao 1.11. (Aprozimacgao de Yosida) Definimos para cada A > 0, a aprorimagdo de
Yosida de A por
Ay = MR A) = N2 R(\, A) — M. (1.9)

Lema 1.2. Seja A : D(A) € X — X wum operador linear que satisfaz a aproximagdo de
Yosida. Entao para cada A > 0, Ay € o gerador infinitesimal do semigrupo uniformemente
continuo {e**},~0, satisfazendo

leMlzx) <1 (1.10)

para cada t > 0. E mais, para cada uw € X e A\, > 0, temos
e u — el < t)|Ayu — Ayul] (1.11)
Observacao 1.4. Note que {etAA}E(X) ¢ um semigrupo de contracao. De fato,

_)\tet)\2R()\,A)”£(X) < B—Atet,\2||(,\—A)71”£<X) <1

tAy _
e | zx) = [le
Vamos agora descrever uma curva no plano complexo que nos serd muito 1til no desen-
volvimento do Capitulo 3.

Definicao 1.12. Dizemos que H, é um caminho de Hankel, se existem r >0 e € (7/2,7)

de modo que H, = H,, + H,, — H,,, em que os caminhos H,, sao dados por

H, = {te” te[r,00)}
H,, = {re" te[-0,0]}
H,, = {te™ te[r,00)}.

Também escrevemos H, = H,(r,0) para ficar claro a dependéncia do dngulo e do raio, como
na Figura[1.1]

Considere a € R e § € (0,7). Definimos entdo os seguintes subconjuntos do plano

complexo
Sap :={N€C;0 < |arg(A\—a)| <7, A#a} (1.12)
Yoo ={N e C;larg(A—a)| <0, X #a}, (1.13)
ver Figuras e

13



Figura 1.1: Caminho de Hankel H, = H,(r, )

Definigao 1.13. Dizemos que um operador linear A : D(A) C X — X um operador linear
fechado e densamente definido, € setorial se existirem constantesa € R, M > 1 e € (0, g)

tais que Xg 91z C p(A) e

M

M — AL <
1T = A v < 5=

V)\ E Ea’9+%.

Neste caso, dizemos que A € a—setorial de angulo 6.

(a) Setor Sg 0 (b) Setor X, ¢

Observagao 1.5. Seja A: D(A) C X — X um operador fechado e densamente definido. E

fdacil ver que —A € setorial se, e somente se, existem 0 € (0, %), M <1 eaecR tais que
Sap C p(A) e




A seguir, temos uma importante férmula de representagao para o resolvente R(\, A) de

A, um operador setorial.

Proposicao 1.4. Seja A : D(A) C X — X um operador setorial. Para todo A € C com
Re(N) > w temos

R\ A) = / e MetAdt,
0

A proposicao a seguir, serd importante no exemplo seguinte, pois sera com ela que pro-

varemos que o laplaciano A é setorial e que gera o semigrupo do calorﬂ T(t) = eAt.

Proposigao 1.5. Seja A: D(A) C X — X um operador linear tal que p(A) estd contido no
semi-plano {\ € C; Re(\) > w} e

[AR(A, A)|lzx) < M, (1.14)

comw >0, M > 1. Entao A € setorial.

Demonstragao. Para demonstragao ver [35], Capitulo 1, Se¢ao 1.3, Proposigao 1.3.12. O

Exemplo 1.2. Provaremos a sequir, que o operador Laplaciano /A no RN ¢ setorial, ou seja,

T
dado vy € (5, 7T), existe uma constante C' > 0 tal que

_ C
1A= A)7 < Bk VA € Xy,

em que 3,, = {A € C\ {0};|arg(\)| < vo}. Antes disso, vamos considerar a equag¢do do

calor

{ut(t,x) = Au(t,z), t>0, z€R"Y; (1.15)

u(z,0) = up(r), em RY,
em que a condi¢do inicial ug € tomada em X = LP(RY), 1 < p < co. Aplicando formalmente

a transformada de Fourier em em relagdo & varidvel espacial z, obtemos para & € RY

fixo, uma equacao diferencial ordindria, dada por

Gu(t, ) = (4m) 7Y 2 (t, x), t >0, x e RY:

ot @) = (4m) [T (¢, @) | (1.16)
a(07€) = ﬂ0(§)7 €m RN)

cuja unica solugdao € dada por:

2Recebe esse nome pois resolve a equacdo do calor linear.
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onde G(t,&) = e,

Portanto, aplicando a transformada de Fourier inversa em[1.17, obtemos que a solugao

do problema linear[1.15, pode ser expressa via convolug¢do como seque

= ) % ug(x com T) = L e’%
u(t,z) = G(t,-) * u(), G(t, x) — . (1.18)

A nica solugao de gera um semigrupo T(t) via convolugao com o nicleo de Gauss-

Weierstrass[1.18, isto €,

1 _le—yl N
(T(t)up)(z) = ) /RN e yy(y)dy, t>0, xeR". (1.19)

Com isso, mostraremos que o operador Laplaciano A € setorial em LP(RY) e que T(t) = e'®

para cada t > 0.

Para Re(z) > 0, f € LP(RY), definimos T(2)f = G, * f onde

Gulr) = — - E / G, (z)|de = 2|\
T (Am)Nr2 T e -\ Re(2) '
Pela desigualdade de Young se z € Sp,0 € 6y < /2, temos

1T (z)uol|» < WH“OHL?-

Agora provamos a estimativa para o resolvente de A no semi-plano complexo {Re(z) >

0}. Se =a+ib coma >0 eb >0, pelo teorema integral de Cauchy, temos

ROVLA)F = /0 TN () fat = / T (2)ugdz

y
em que v ={z=x —ix, x > 0}. Como cosby < %, assim
1RO o < ol [ @
’ = cos(hy) N2 0
2N/2
<
< 2ol
2N/2
< Il

Al

Pela Proposi¢ao A € setorial. Se b < 0 obtém-se a mesma estimativa considerando ?
A={z=uz+1iz;z <0}.

16



Seja '™ o semigrupo analitico gerado por A. Pela Proposigdo para Re(A) > 0 temos

RI\A)f = / h e MDA fdt = /0 h e MT(t) fdt,

0

dai para todos f € LP(RN) e g € LY (RYN),

/ oM ) = / T NI, )t
0 0

Isso mostra que as transformadas de Laplace das fungoes com valor escalar t v+ (e f, g)
et (T(t)f,g), coincidem, portanto (e'®f,g) = (T(t)f,g). Como f,g sdo arbitrdrias,
et® =T(1).

Algumas referéncias citadas anteriormente definem operador setorial de maneira diferente
a Definicao Em Lunardi [35], Defini¢ao 1.3.1, por exemplo, define operador setorial
como um operador que satisfaz as condigoes da Defini¢ao[1.13], exceto a condi¢ao do operador

ser densamente definido.

1.4 Funcoes especiais

O proposito desta secao é relembrar as defini¢oes e enunciar algumas das propriedades basicas
sobre algumas fungoes, tais fungoes serao essenciais no decorrer deste trabalho. Comecgaremos

definindo a funcao gama.

1.4.1 Funcao Gama

A funcao Gama é uma funcao importante da fisica matematica, denotada por I'. Optamos
por apresentd-la ja de inicio como uma funcao na variavel complexa z, pois vérias de suas

propriedades sao melhor compreendidas com esse tipo de tratamento.
A seguir, temos a definicao dada por Euler da funcao gama.

Definicao 1.14. (Euler, 1771) A func¢ao Gama, denotada por ' é dada pela integral

[(7) = /01(—10g(t))“”_1dt, x> 0. (1.20)
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Fazendo a mudanga de varidveis u = — log(t) essa definigdo histérica assume a forma

mais usual, como segue.

Teorema 1.4. Temos que, para Re(z) > 0, a fung¢do gama I'(z) é definida pela integral

['(z) = /Ooo = te~tdt (1.21)

Adiante, reunimos informagoes importantes a respeito de I', uma delas diz respeito a sua

estrutura analitica.

Proposicao 1.6. A integral em|1.21| converge absolutamente para todo z € C com Re(z) > 0.

Demonstracao. Para demonstrar que a integral em converge absolutamente para Re(z) >
0, escrevemos z = = + iy com x = Re(z), y = Im(z) e escolhemos a e [ tais que
0<a<z<f <oo. Como [t*71 =¢""1 temos

/ e t= Hdt = / e~ dt
0 0
1 ')
= / e At + / ettt
0 1
1 [e’e)
< /e_tto‘_ldt+/ e P 1de.
0 1

A integral fol e~ttv~1dt ¢é finita, de fato

1 1 1
/ et lde < / o ldt = = < o0,
0 0 o

enquanto que floo e 'P~1dt ¢ finita para qualquer 8 € R pois, devido ao rdpido decaimento
da exponencial, tem-se lim,_,oce "t°~! = 0, para todo v > 0, o que implica que existe uma

constante C., 5 > 0 tal que t°~! < C. 5e"* para todo ¢ > 1. Sendo assim, seja 0 < v < 1, vale

o © 6_(1_7)
/ e Pldt < C g / eI = C 4 .
1 1 I—x
Isso prova que a integral em converge absolutamente se Re(z) > 0. O

Proposicao 1.7. E vdlida a chamada representacao de Mittag-Leffler da funcao I' ou re-

presentacao em soma de fracoes parciais da funcdao I', dada por

F(z):iﬂ ! +/lootz_1e_tdt, (1.22)

nl z+n
n=0

O residuo de I' em z = —n € dado por (7711!)" para todon =0,1,2,3,4,....
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Demonstracao. Na integral

1
/ t*~le~tdt,
0

(=D"

substituimos e~* por sua expansao em série de Taylor, dada por >~ ‘ t"
n!
1 1 00
—1)"

/ tZ—le—tdt — / tz—l ( ') tndt

00 _1) 1
S ( ' / pAn=1 gy

~ nl J
— n!' z4+n

Dessa forma, obtemos a representacao de Mittag-Lefler da funcao I' também conhecida como

representacao em soma de fragoes parciais

. - (_1)n 1 Oozfl —t
F(z)—z " z+n+ 1 e

Como se constata inspecionando a representacao de Mittag-Leffler da funcao I', o residuo de
(=1)"

n!

em z = —n ¢ dado por paratodon =0,1,2,3,.... Isso completa a demonstragao. []

Na Equacao a integral no lado direito é analitica para todo z € C e a soma no lado
direito converge uniformemente em dominios limitados de C que excluam os inteiros nao-
positivos e, portanto, representa uma funcao analitica para todo z € C, exceto nos inteiros
nao-positivos, onde possui polos simples. Na Figura abaixo temos o grafico da funcao

Gama com seus polos simples representados.

Pelo que acabamos de provar, podemos concluir que para todo z € C com R(z) > 0

tem-se

IP(2)] < T'(Re(z)).

Lema 1.3. Seja z € C, tal que Re(z) > 0, entao vale a formula de redugdao

['(z+1) = 2I'(2).
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Figura 1.2: Funcao Gama com seus polos simples

Demonstracao. Em primeiro lugar temos que, se z = 1,

i) = / ttetdt
0

b

= lim e tdt
b—o00 0

= lim(—e )4+ =1
b—00

Para Re(z) > 0, fazendo I'(z + 1) em e integrando por partes, obtemos
I'z+1) = / tPetdt
0

= lim b*(—e7?) — /Ooo(—e_t).(z)tz_ldt

b—oo

= z/ e tde
0

= zI'(2).

Corolario 1.5. Para n inteiro positivo, I'(n + 1) = nl.

Demonstra¢ao. Como I'(1) = 1 e pela recorréncia do lema acima temos I'(n 4+ 1) = nI'(n),
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I'n+1) = nl'(n)
= n(n—1I'n—-1)
= nn—1)(n—-2)T(n-2)

= nn—-1)n-2)---2-1-T(1) =nl

A expressao [L.21] permite definir I'(z), mas somente se Re(z) > 0 pois, de outra forma,
a integral no lado direito nao esté definida. E possivel, no entanto, estender analiticamente
a funcao I' a todo C, exceto aos inteiros nao-positivos. Trataremos disso na observacao

abaixo. O

Observacao 1.6. Usando a relagao de recorréncia acima, a funcao Gama é estendida para

o semi-plano Re(z) < 0 por
I(z) = ——. (1.23)

Em que, Re(z) > —n, n € N, z # Z; e (2), € o simbolo de Pochhammer, definido para
numeros complexos z e inteiros nao-negativos n € Ny, da sequinte maneira
(z)o=1, 2)n=2(z+1)...(z4+n—-1).
De fato, para n € N temos que
IF'z4+n)=C+n—-1)(z+n—-2)...(z+n—(n—1))(2)'(2),
0 que nos permite escrever

['(z+n)
(z+4n—1(z+n-2)...(z+1))(2)

Agora, T'(z+n) estd definida por[1.21 para Re(z+n) > 0. Assim, a relagdo em[1.25 estende

analiticamente I'(z) a regido Re(z) > —n, exceto nos pontos z = —k comk =0,1,...,n—1.

I'(2) =

Com 1isso, concluimos que I' possui uma extensao analitica ao plano complexo, exceto aos

pontos z =0,—1,—2,..., onde possui no maximo polos simples.

A seguir listamos algumas relacoes que envolvem a funcao Gama, transformacgoes inte-
grais, fungoes especiais e outras igualdades relacionadas. A relagao da funcao Gama com a

transformada de Laplace, ocorre fazendo uma mudanca de variavel, como segue.
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Observagao 1.7. Vamos calcular a transformada de Laplace da fungdo f(t) = t*71,

CI(D)](s) = / ety

fazendo a mudanca de varidvel v = st na integral acima, obtemos

el = [T (2)T L e [T

5 s
Assim temos que, I'(z) = s*L]f(t)](s).
A observacao seguinte, traz uma relacao interessante, da funcao gama e a fungao gaussi-
ana (6_12). Para tal, basta fazer uma mudanca de variavel.

Observacao 1.8. Seja z = % Efetuando a mudanca de varidvel t = x*, obtemos

1 L o0
r (—) = / t2 e tdt = 2/ e dy = Nz
2 0 0

Veremos abaixo uma outra forma, talvez mais conveniente, de expressar uma extensao

para I', a saber, com uso da chamada formula de reflexao.

Observacao 1.9. Vale para todo z complexo a formula de reflexao

7r
')l —=z)=
()1 = 2) sin(mz)’
que permite escrever
T
I'(—2) = —/—F"7—.
(=2) 2I'(z) sin(7z)

1.4.2 A funcao reciproca da funcao Gama

Podemos obter uma representacao integral complexa para a reciproca da funcao gama, deno-
1
tada por m, tal representagao foi fornecida por Hankel em 1864 e é valida para qualquer
z
z € C, com Re(z) > 0.
A seguir na Figura[1.3]| temos o grafico para a fungao f(z) = 1/I'(z) no caso particular

da reta.
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Figura 1.3: Fungao reciproca de I'(z)

Proposicao 1.8. Para qualquer z € C com Re(z) > 0 vale

1 1
_— = — “Feld 1.24
I'(z) 2mi /Ha g (1.24)

em que H, é qualquer contorno de Hankel (ver Defini¢ao .

Demonstragao. Por [11], Teorema 2.8, temos que a integral sobre um caminho de Hankel da
Equacao [1.24] ¢ finita, independe do caminho H, e além disso integrar sobre H, é equivalente
a integrar sobre uma linha paralela ao eixo imaginario, isto é

4100
/ uze“d,u:/ w et dp. (1.25)

—100

Sabendo disso, vamos mostrar a igualdade em [[.24 Obtivemos na Observagao a
igualdade s*L[f(t)](s) = T'(2), o que equivale a L[f(t)](s) = s7*'(z), em que f(t) = 77},
assim segue que

e L))
L(z)
dai aplicamos a transformada de Laplace inversa em ambos os lados da ultima equagao
t
Efl[sfz] _ ‘Cfl ‘C[f( )](S> ’
I'(z)

como —= é uma constante , segue que

I(z)
L) = o £ LL)(s) = £ = ().
I'(2) I'(z)
Por um lado, pela definicao da inversa da transformada de Laplace, temos
. 1 4100 .
s = — “Fet 1.2
L7 [s77] " /aioo s *e*ds, (1.26)
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com « positivo.

Por outro lado, se considerarmos ¢t > 0 fixo fazendo a substituicao p = ts na integral

sobre a curva H,, obtemos

1 1
—z ud _ t —z tstd
27TZ H, pooean 271'2 Ha( 8) ¢ 5

tl_z —z ts
= - s *e’tds.
271'2 H,

Segue da Equagao [1.25

1 1—2 a+100 .
— “Fetdu = ts) *e"tds.
ori J 1O 27m'/a (ts) "e"tds

—100

Por outro lado, da Equacao temos

1 1 1 a+100
5 . pretdy = m2—m’/a—ioo (ts)“etds
1 —1 g
— L
1 1 1
- rore’ e

1.4.3 Funcao Beta

Nesta secao, abordaremos a funcao Beta e suas propriedades, em seguida faremos proprie-
dades adicionais a fungdo Gama e provaremos a formula de reflexao. Adotaremos a seguinte
definigdo para a fungdo especial Beta, para pares de nimeros complexos (p,q) tais que,
Re(p) > 0 e Re(q) > 0, a funcao Beta B : (p,q) — (0,00) é definida por

B(p,q) = /0 (1 —s)Pts?ds. (1.27)

Uma maneira alternativa de apresentar a funcao Beta, é através de sua relacao com a

funcao Gama, como a seguir
L'(p)l(q)

Blp.g) = L(p+q)

(1.28)
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para p,q e p + q complexos, mas diferentes de inteiros negativos. O grafico de B para pares

de niimeros reais esta apresentado na Figura (1.4

Figura 1.4: Gréfico de B(z,y), com z,y reais

Observacao 1.10. Observa-se que, pela definicao B ¢ uma funcdo simétrica, ou seja,
B(p,q) = B(q,p).

Observacao 1.11. Quando p e q sdao inteiros positivos, seque-se a partir da defini¢do da

funcao Gama I' e da relagao a qual provaremos ser verdadeira a Sequir, que:

B ) = G

Mostraremos que as Equagao [1.28| é equivalente a Equagao [1.27] para tal, notemos que

F(p)F(q) —/ t?letldtl/ tgileithtQ,
0 0

fazendo uma mudanca de varidvel t; = u?,dt; = 2udu e t, = v?, dty = 2vdv, obtemos

I'(p)l'(q) = /0 u2(p1)e“22udu/0 v D e 2pdw (1.30)
= 4/ u2p—16_“2du/ v e o, (1.31)
0 0
= 4 / w2 e () qydu, (1.32)
u>0 Jv>0
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Usando coordenadas polares, escrevemos u = rsinf e v =rcosf com 0 < § < Ze obtemos

(e}

= (1 sin 0)%~ 1 (r cos )27 |.J (r, 6)|dOdr

2 2q
/ / o 21 (sin 0)?P 20-1 (cos ) dodr
0

0 sin 8 cos

o0 1
2P0 =1 (sin 0)% (cos 0) 2 —————dod
/0 / (sin 0)* (cos ) (sin@)(cos 0) "

i

— (2/000 e~ 2P o) 1dr> ( /OQ(Sing)Qp(COSQ)quM)

jus

— F(p+q)2/2(siné’)gp_l(cose)Qq_ldQ.
0

L(p)l(q) = 4

8

|
IS

Il
W

isso mostra que

Jus

—F(p)F(q) = ’ sin 0)%P~Y(cos #)?11
o _2/0 (sin 0)2 (cos 0)21-1d0

ou seja,

s

B(p,q) = 2 /O " (sin 0)27~1(cos )2~ 1d4. (1.33)

Por mudancas de varidveis, tomando ¢ = sin? 6, dt = 2(sin §)(cos #)df, obtemos integral da

definigao em [1.27]
1
Blpg) = [ #7'(-)dr
0
De maneira similar mostra de é equivalente a |1.28|

Observacao 1.12. Por mudancga de varidvel obtemos outra representagdo para B. Tomando

na integral em|1.27, u = 1;, ou seja, t = 4, 1—t = edl = )2, obtemos, por outro
lado,
B ey
= 1.34
(P, q) /0 oy (1.34)

As representacoes em [1.27] [1.33] e |1.34] valem para Re(p) > 0 e Re(q) > 0. Ao longo

dessa dissertagao usaremos como defini¢ao para B.

1.4.4 Propriedades adicionais a Funcao Gama

Uma das principais aplicacoes de e das representacoes integrais da funcao beta é o
estabelecimento da importante férmula de reflexao para a funcao I' também conhecida por

formula de reflexao de Euler.
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Proposicao 1.9. Vale para todo z complexo a formula de reflexao da funcao Gama

s
I'ez)ra—z) = 1.
(P = 2) = g (1.35)
Demonstracao. Para demonstrar, basta notar que
00 uz—l
I'z)Ira—z =B(z,z—-1) = d 1.36
Or(1=2) =Blz:-1 = [ Fo (1.36)

A integral acima pode ser calculada pelo método dos residuos, a seguir o descrevemos.

z—1
I:/ Y dw.
c(1+w)

onde C' ¢é a curva fechada no plano complexo, orientada no sentido anti-horario, indicada na

Sendo [ a integral

figura A curva C' é composta dos segmentos orientados (1) e (2), localizados, respec-
tivamente, imediatamente acima e imediatamente abaixo do semi-eixo real positivo, sendo
que fazemos a distancia desses segmentos a esse semi-eixo ir a zero e dos arcos orientados
v e I', de raios r e R, respectivamente. Escolhemos R > 1, de modo que o polo simples
% possui em w = —1 fique no interior da regiao delimitada por C.

Vamos representar a varidvel complexa w na forma w = pe®, com 0 < p < 0o, 0 < ¢ < 2.

que a fungao f(w) =

o @
r[

Figura 1.5: A curva C' composta pelos segmentos de integracao

Devido a essa escolha do intervalo de valores de ¢, vemos que no segmento (1) tem-se que

¢ =~ 0, enquanto que no segmento (2) ¢ ~ 27. Assim, a integral no segmento orientado (1)

R 2-1
/ P _qp,
e L+p

27

¢ aproximada por




enquanto que a integral no segmento orientado (2) é aproximada por

R z-1
_627r7;z / P dp,
e 1+p

as aproximagoes sendo tanto melhores quanto mais préximos os segmentos (1

(2) encontrarem-

e
se do semi-eixo real positivo. Assim, a contribuicao das integragoes de (1) e (2) a integral [

R z-1
(1 _ 627rz'z)/ p dp,
e L+p

que nos limites € — 0, R — oo converge a (1 — e?™*)['(2)['(1 — 2) devido a [1.36] Vamos

agora estimar as integrais sobre os segmentos ' e 7.

é

Em ~ temos p = ¢, de modo que podemos escrever w = ge®, com a < ¢ < 27 — «, para

um certo a pequeno, e dw = ice’®d¢, de forma que, escrevendo z = z + iy com x = Re(z) e

z—1 2r—a Lig(z—1)
w ,
/ dw = —z'ez/ €—ez¢¢7
s I+w o 1+ eew

wz_l 2r—a eqsly‘ 27'('627r|y|
/ dw|< 5””/ dop <& )
s 1+w o

1—¢ & 1—¢
que converge a zero quando ¢ — 0, lembrando que, assumimos 0 < Re(z) < 1, ou seja,
0<zx <.

y = Im(z)

logo

Em T' temos, analogamente, p = R, de modo que podemos escrever w = Re', com

B < ¢ < 21 — 3, para um certo 3 pequeno e dw = iRe'*d¢, de forma que, escrevendo

w271 27T—B 674)(’271) .
dw = iR? —_¢i?d
/r1+w w=1 /ﬁ T Rt b,

z = +1y , temos

e assim,
z—1 2n—-8 oy x x—1
/ Y dw|< Rx/ C _edg < 2me?ml R ome?m Y| i -,
rl+w 3 R—-1 R — 1—5
que converge a zero quando R — oo pois x < 1.
No interior da regidao delimitada por C' o integrando f(w) = % possui uma unica
singularidade, que é um polo simples em w = —1, cujo residuo é ¢~V lembrando que

—1 = ¢€'™. Assim, pelo teorema dos residuos

uzfl ]
/ du = —27ie'™,
C 1 +u
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que independe de € e R. Coletando os resultados anteriores sobre as integrais nos caminhos

(1),(2),v e I' concluimos que nos limites ¢ — 0 e R — oo vale a igualdade
—2mi = (1 — *™*)(2)['(z — 1).

Isso implica que,
T

rz)r-1) =

sin(rz)

Provando assim a proposicao. O

De acordo com a definicao para a funcao B, é elementar ver que

') p+ql(PI(g+1)
B(p.q) = Flp+q) g Tlp+qg+1)

Com a férmula de reflexao da fungao Gama provada, temos agora um poderoso dispositivo

para provar algumas propriedades pertinentes a funcao Beta, como segue.

Proposicao 1.10. 1. Assim, vale a identidade
p+q
B(p,q) = TB(p, q+1).

Analogamente, demonstra-se que

p+q
B(p,q) = TB(p +1,q).

2. Utilizando a formula de reflexao da funcao Gama, obtemos

T 1

B9 =~ ) BT 0 -

As propriedades da funcao beta nos permite provar mais uma identidade importante

satisfeita pela fungao gama, a conhecida férmula de duplicacao da funcao gama, obtida por
Legendreﬂ em 1813.

Proposigao 1.11. Vale para todo z € C que nao seja um inteiro negativo —n e um numero

da forma —n — %, comn=0,1,2,3,..., a formula de duplicacdo da funcao gama

2z—1

[(2:) = == T(r <z + %) .

3 Adrien-Marie Legendre (1752-1833)
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Demonstragao. Para demonstrar a férmula, vamos provisoriamente assumir que Re(z) > 0.

Temos
% _B(z,2) = /0 (H(1— 1) dt.

Efetuamos a mudanca de variavel de integracao u = 2t — 1, temos

/ol(t(l—t))z‘ldt _ %/_11 |:<1—|2-u) (1;U)T_1du

1 1
= 1/ (1 —u?)*du
92:-1 | |
) 1
ST / (1 —wu?)*du.
2 0

Por fim, fazendo a mudanca de varidvel de integracao v = u?, tem-se

['(2)'(2) 2 ! 2\2—1
W = 222_1/0(1—u) du

1 ! ,
= 222_1/0 (1—v) v 2dv
B(z, 1)

=
NONE)

2
P+ )

portanto, como I'(3) = /7 temos

['(2)I'(2) L(2)/7 22~1
= =1'(22) = r'z)r —
como queriamos provar. O

A identidade a seguir, é denominada féormula de multiplicacao da funcao gama ou férmula

de multiplicacao de Gauss da funcao gama, foi provada em 1812 por Gauss.

Observacgao 1.13. A generaliza¢ao da formula de duplicacdo de Legendre é dada pela

formula de multiplicagcao de Gauss da funcao Gama. Para cada m € N vale

T'(mz) = —%m_lr <z + i) (1.37)

para todo z € C\ {—n/m,n € Ng}. Observa-se que o caso m =1 é uma identidade trivial e

o caso m = 2 reproduz a formula de duplicacdo de Legendre.
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1.4.5 Funcao de Mittag-Leffler

Nesta secao apresentamos as propriedades basicas da funcao cléssicaﬂ de Mittag-Leffler
E,(z). Inicialmente, partindo da definigdo béasica da fungao Mittag-Leffler em termos de
uma série de poténcias, descobrimos que, para o parametro o com parte real positiva, a
fungao E,(z) é uma fungao inteira na variavel complexa z. Por isso, discutimos na primeira
parte as propriedades (analiticas) da funcao Mittag-Leffler como uma funcéo inteira. Ou
seja, calculamos sua ordem e tipo, apresentamos um nimero de férmulas relacionando-as a
funcoes elementares e especiais, bem como relagoes de recorréncia e férmulas diferenciais,

introduzimos algumas representacoes integrais uteis.

A fungao Mittag-Leffler, que denotamos por E,(z) com « > 0, é assim chamada em
homenagem a Gosta M. Mittag-Leffler, um grande matematico sueco que a introduziu e
investigou no inicio do século XX. A funcao é definida pela seguinte representacao em série

convergente em todo o plano complexo.

Definicao 1.15. Consideramos a funcao de Mittag-Leffler de um parametro como definida

pela série de poténcia

Eo(2) = Zom7 (1.38)

x
Zk
k=

onde o > 0.

Observagao 1.14. Observe que Ey(z) = exp(z). Também note que para a convergéncia
da série de poténcias em o parametro o pode ser complezo desde que Re(a) > 0, isso foi

observado por Mittag-Leffler, num trabalho publicado em 1904.

Esta funcao fornece uma generalizagao simples da fungao exponencial por causa da subs-
tituicao de k! = I'(k + 1) por (ak)! = I'(ak + 1) no denominador dos termos da série de

potencia .
Definicao 1.16. Uma funcao inteira nao constante é de ordem finita p = inf A, se

f(z)| < e, |zl >r>0.

A funcdo E,(z) de um parametro é tal que

_1
Z| Re(a)

|Ea(z)] < €

4Conhecida por ser a funcao de Mittag-Leffler de um parametro.
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Assim, a funcao Mittag-Leffler é de ordem Re;m)

A funcao Mittag-Lefller desempenha um papel importante entre funcoes especiais. Em

primeiro lugar nao é dificil obter varios exemplos de suas relagoes com funcoes elementares

e especiais. Reunimos na proposicao a seguir, alguns resultados desse tipo.

Proposicao 1.12. Para todos os z € C, a funcao Mittag-Leffler satisfaz as seguintes

relacoes:
(il)k F +z,
1. Ey(£2) =312 T =e 7
( 1)kz2k
2. EQ( ) Zk‘ 01‘\(2k+1) COS(Z);
2k

3. Eq(2%) =307, m = cosh(z2);

Demonstracao. A demonstragao é uma aplicacao da definicao de E,, como série de poténcia.
]

1.4.6 As funcoes de Mittag-Leffler de ordem racional

Consideremos agora as fungoes Mittag-Leffler de ordem racional o = p/q com p e ¢ naturais,

primos entre si. As relagoes funcionais relevantes sao

(i) Bl = Bl (1.39)

dr 1 —kp/q
@EP/Q(ZP/Q) — Ep/q(zP/Q) -+ ; m, q = 2, 3,4, . (140)
152 |
Epg(2) = = ) Eijg(2'/7e27/7), (1.41)
p h=0

a demonstragao dessas férmulas fogem do escopo do trabalho, elas aparecem aqui para
melhor nos familiarizar com essa familia de fungoes, uma demonstragao pode ser encontrada
em Mainardi [31], Apéndice E. Quando o = § para | € N\ {0, 1}, podemos representar a

funcao de Mittag-Leffler através de uma integral. De fato, da Definicao [1.38

00
Zk

E.(z) = Tlak+ 1)’

k=0
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calculemos a derivada
d 2 kb1
—[Ba(2)] =) w0
dz ; I'(ak+1)
O segundo membro dessa equacao pode ser escrito da forma
I 20
Tt

lZl—l
* I'(la+1)

. 322
I'Bar+1)

221
I'2a+1)

(I —1)22
I'(l—1a+1)

_'_...7
kZlFak—i—l

usando o fato que I'(ak + 1) = akI'(ak), assim

d
—[Fa(2)]

z

0

+

221

322

al'(«)

20T (2a)

* 3al'(3a) *

z

0

z

1

z

2

al'(a)

aF(Za)

ozF(?;oz)

2,2

Q|+

-1

l\z

20
F(oz

+ot

IREYED)

«

{raa) I

[+ 1)a)

_|_

(I—1)z72

lzlfl

T U= Dar (=

z

-2

z

o)
1

[—

al' (I - 1))

_|_

al'(lar)

* laT(la) -

Zl
+}

Logo, podemos escrever

-1 _ _
Zk 1 -1

['(ka)

d

TEa(2)] = [

+z
dz

1 21
[F(la) ()

Q|+

(0%
k=1

1

Considerando a = 7,

assim £ = e
(e}

Assim,

(1.42)

(o9
S| &
s
O
||
N\._‘

Ei(2) + 10 Fp

33



Cuja resolucao fazemos pelo método do fator integrante, multiplicando a Equacao por

e_(zl), temos

d -1 Zk—l
- 21, — @1 —(z")
e dz[ 1(z)] = e EL(z) e lk:1 0D =
=1 k-1
~h 4 TR PR S
e [E%(z)] [z e E%(z) le 2 T (5]I) =
-1
d 1 l Zk1
2 [e-Ghp, } By e
dz [e H2)| =le £ T(k/1)’
integrando em relacao a z, obtemos
z -1 wk—l
- g _ le— @) d
e B () [/0 ¢ ; o] T

onde C' é a constante de integracao. Por fim, aplicando a condigao inicial E%(O) =1 na

equacao acima, encontramos a constante C' = 1, assim a solucao da EDO resulta em

-1

z k—1
le~ @) w dwl .
| 2T

Ei(z) =¢ +¢

o~

1.4.7 Representacao Integral

Muitas das propriedades mais importantes de F,(z) seguem da representacgao integral

1 a—1_w
E.(z) = —/ v dw, a>0, z,weC (1.43)
H

2w LW —z
onde o caminho da integracao H, é o caminho de Hankel.

Definigao 1.17. Seja f € C*((0,00)). Dizemos que f é completamente mondtona se,

e somente se, vale
d"f
—1)"
(=1)"x

>0, VneN.

Uma propriedade relevante da funcao classica de Mittag-Leffler é sua monotonicidade
completa no eixo real negativo, quando seu parametro a é menor ou igual a 1. Escrevemos

para x > O:
E.(—x) (1.44)
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satisfaz a Definicao se, e somente se 0 < a < 1.

Essa propriedade, anteriormente conjecturada por Feller usando métodos probabilisticos,
foi rigorosamente provada por Pollard (1948), ver [39], com base no teorema de Bochner,
que fornece uma condicao suficiente e necessaria para a monotonicidade completa. Em
outras palavras, Pollard foi capaz de dar a representagao de E,(—x), para x € R*, quando

0 <a<l1,em que

Ea(—1) = / UL (), Ta(t) >0, 0<a<l. (1.45)
0
Em que ¥, (¢) é uma funcio inteira com representacao em séries dada por
U, () = f: ED" n(man)T(an + 1| -1 (1.46)
“ T £ n! ’ '

cuja nao-negatividade foi provada por Pollard sendo relacionada com o sinal da transformada

inversa de Laplace da fun¢ao completamente mondtona exp(—s®), ver [3§].

Posteriormente mostraremos que a funcao ¥, introduzido por Pollard ¢ uma funcao do
tipo Wright.

1.4.8 Funcao Fox-Wright

A fungao Wright, que denotamos por W) ,(z), é assim chamada em homenagem a E. Maitland
Wright, o eminente matematico britanico, que introduziu e investigou essa funcao em uma
série de notas a partir de 1933, no ambito da teoria das particoes. A funcao é definida pela

representacao em série, convergente em todo o plano complexo,

o0 n

z
WAM(Z) = Z% m, A > —1, n e C, (147)

entdo Wy ,(z) é uma funcdo inteira. Originalmente, Wright assumiu A > 0 e, somente em
1940, ele considerou —1 < A < 0. Segundo Mainardi [31] as fungoes do tipo Wright sao
divididas em dois tipos: o primeiro tipo quando A > 0 e o segundo tipo —1 < A < 0.

1.4.9 Representagao Integral

A representacao integral da funcao Wright é dada por

1
W)\,M (Z) - /H eo'Jrza

d
"7 As 11, uec, (1.48)

271 o
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onde H, denota o caminho de Hankel. A equivaléncia entre as representacoes em série e

integral é facilmente comprovada usando a féormula de Hankel para a reciproca da funcao

11
- = —<Setd
T()  2mi /H“ o

A troca entre série e integral é verdadeira pela convergéncia uniforme da série, sendo W, ,(2)

Gama. De fato, temos que

uma funcao inteira. Temos

1 p ngxd(f
Wiu(z) = o /., et -

1 o 2. " | do
= i), Lzon!” ]gu
= ZZ— [/ el “da]

n!
n=0 a
-
= nll(An +p)

Isso demonstra [1.47] Dedicamos nesta secao mais atengao a uma funcgao especifica do tipo
Wright, em virtude de seu papel nas aplicagoes do célculo fracionario. Chama-se funcao

Mainardi, chamada também de funcao auxiliar.
Defini¢ao 1.18. Seja a € (0,1). A fungdo Mainardi M,(z) é dada por

Ma(2) = Weg1oa(—2) (1.49)

A representacao em série dessa funcao auxiliar é aplicacao direta da representacao em

série de W, ,(z). Temos

M(z) = 3 (=)

- Z %F(an) sin(man) (1.50)

onde usamos a formula de reflexdao provada na Proposicao (1.9}

Jé& a representacao integral para a funcao auxiliar M, é dada por

1 o do
M, = — o= 1.51
(2) 21 J g, ¢ ol-o ( )
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Finalmente, pretendemos estudar algumas propriedades da funcao Mainardi e associa-la

a funcao Mittag-Leffler, o seguinte resultado pode ser encontrado em Mainardi [31].
Proposicao 1.13. Sejam a € (0,1), -1 <r < oo ez € C. A fungcio Mainardi, a qual
denotaremos a partir de agora por V., tem as sequintes propriedades:

1. W, (t) € RY, para todo t > 0;

2. para todot >0
oo r 1
/ W, (8)dt = (T——’—);
0 I(ar+1)
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CAPITULO 2

EQUACOES DE VOLTERRA E A TEORIA VISCOELASTICA

este capitulo vamos introduzir e discutir o conceito de resolvente, que é central para
N a teoria das equacoes lineares de Volterra. Obteremos também a férmula de variagao
de parametros para equacoes nao homogeéneas. As principais ferramentas para provar os
teoremas de existéncia para solugao de uma equagao de Volterra sao descritas em detalhes,
um dos métodos é o da transformada de Laplace. Provaremos o teorema para geradores para

as equagoes de Volterra andlogo ao teorema de Hille-Yosida, como na teoria de semigrupos.

2.1 Boa-posicao e resolventes

Seja X um espaco complexo de Banach, A um operador linear ilimitado e fechado em X com

dominio D(A) denso em X e a € L}, (R;) um nticleo escalar diferente de zero. Consideramos

a Equacao de Volterra, dada por

u(t) = f(t) +/0 a(t — s)Au(s)ds, teJ (2.1)

em que f € C(J,X) e J=10,T]. Denotamos por X4 o dominio do operador A munido com

a norma do gréfico || - | 4, tal que
lzlla = Nzl + || Az].

Além disso, X4 é um espaco de Banach desde que A seja um operador fechado e seja

continuamente e densamente incluido em X.
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Na defini¢ao que se segue, trazemos uma distingdo entre os tipos de solugoes [2.1]

Definicao 2.1. Uma fun¢do v € C(J, X) é chamada de

a) Solugao forte de em J seu € C(J, Xa) e vale em J, em que X4 € o dominio

de A equipado com a norma grdfico || - ||a de A;
b) Solugdo branda de[2.1 em J se (axu) € C(J, X4) e u(t) = f(t)+ Alaxu)(t) em J;

¢) Solugdo fraca de[2.1 em J se

em J, para cada x € D(A*).

Observe que se u € C([0, 00), D(A)) é uma solugao forte de[2.1] entdao u € L3, ([0, 00), D(A))

e assim u é uma solugao branda de Por outro lado, se u é uma solugao branda de

entao
(u(t), z%) = (f(t),27) + (Ala xu)(t), %) = (f(1),2") + (@ x u(t), A"2")
e u é solugao fraca de Se além disso, o conjunto resolvente p(A) de A nao é vazio, entao

toda solugao fraca também é branda, para detalhes da demonstracao ver a Proposicao 1.4 na

Secao 1.2, Priiss [40]. No entanto, em geral, nem toda solugao branda é uma solugao forte.

Definicao 2.2. A Equacdo de Volterm ¢ chamada bem posta se para cada x € D(A)

existe uma unica solugdo forte u(t,x) em Ry de
u(t) =x + (a* Au)(t), t >0, (2.2)

e dada uma sequéncia (x,) € D(A) em que x, — 0 tem-se que u(t,z,) — 0 em X, unifor-
memente em intervalos compactos, isto €, se [x,y] C Ry, entao dado € > 0, existe ng € N

tal que ||u(t,z,)|| < €, para todon >ng e x <t <y.

Supondo que esteja bem posta, entdao podemos introduzir o operador solugao S(t)
dado por
S(t)r =u(t,x), t>0,z¢€ D(A).

Observagao 2.1. Pela unicidade da solugdo, temos que S : D(A) C X — X estd bem
definido de forma que € linear para cada t > 0. Com isso temos que, dados x,y € D(A) e
veC,

u(t) = S(t)x +~S(t)y

39



€ solucao forte de e por unicidade
Stz +ySt)y = ult,z +yy) = SE)(x + ).

Para cada x € D(A),S(t)x é continua em Ry e S(0)x =z em D(A).

Mostremos que S(t) é limitado em intervalos compactos, isto é, dado r > 0 existe M (r)
tal que
IS@I < M(r), tel0,r].

De fato, assumindo por contradi¢do que existem (t,) C [0,7] e (y,) C D(A), com ||y,|| =1
tal que ||S(t,)yn|| > n para cada n € N. Entao, fazendo z,, = y,,/n, teremos z,, — 0. Com

isso obtemos a seguinte contradicao
1 < ||S(tn)znll = ||ultn, z,)|| = 0, quando n — co.

Portanto S(t) ¢ limitado e admite uma tnica extensao limitada para todo o X, além disso

S(t) é continuo para cada x € X.

A seguir, mostraremos que {S(t)};>0 ¢ uma familia fortemente continua. De fato, dado
r € X ety €[0,00), seja (r,) uma sequéncia em D(A) que converge para z. Entao, para

todo t numa vizinhanca de ty pela limitagdo uniforme de S(t), existe M tal que, para todo

n € N, vale
|S(t)x — S(to)x|| = ||S(t)x — S(t)xn + S(t)x, — S(to)xn + S(to)x, — S(to)x]|
< IS@)x = St)znl| + [[S(t)zn — S(to)xall + [|S(to) s — S(to)z|
< Mz — x| + [[S(t)zn — S(to)al| + M|z — 24|
Assim,

limsup [|S(t)x — S(to)z|| < 2M||z — z,| — 0,

t—to
quando n — oo. Logo, para cada = € X, S(t)z é continuo sobre [0, 00), ou seja, a familia

{S(t) }+>0 é fortemente continua.

Segue da defini¢ao de solugao forte que o operador solugao S(t) mapeia D(A) nele mesmo,
AS(t)x é continuo em RT para cada x € D(A) e

St)ix=x+ax AS(t)xr =z + Aax S(t)x (2.3)

é satisfeita em R*. Como S(¢) é limitado, segue que Im(axS(t)) C D(A) e AaxS(t) = S(t)—1
é fortemente continuo em R*. Em outras palavras u(t,z) = S(t)x é uma solugao branda da

Equacao para cada x € X, como provaremos na proposicao a seguir.
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Proposicao 2.1. Supondo que a Equacao seja bem posta. FEntdo, para cada v € X,
u(t,z) = S(t)z € uma solugdo branda de[2.9

Demonstragao. Sejam (x,,) uma sequéncia em D(A) que converge para z € X e t > 0, por

23] temos que
Aax S(t)x, = (S(t) — Iz,

para todo n € N. Como S(t) ¢é limitado sobre X, (Aa * S(t)z,) converge e

lim Aa* S(t)x, = (S(t) — I)z.

n—oo

Uma vez que A é fechado,

(axS(t)z, (S(t) — zx) = lim (a* S(t)x,, Aax S(t)z,) € D(A),

n—oo

isto é, a*x S(t)xr € D(A) e
Aax S(t)x = (S(t) — I)x.

Como S(t)x é continuo sobre R*, temos que Aa x S(t)x € C(RT, X). Em particular, a *
S(t)x € C(RT, X4). O

Proposicao 2.2. Se ¢ bem posta, entdao solugoes brandas para[2.9 sio inicas.

Demonstracdao. De fato, supondo que u; e uy sao solugoes brandas de e seja u(t) =
uy(t) — uz(t). Entao, axu(t) € C(RT, X,) e

u(t) = Aaxu(t) = axu(t)=ax*Alax*xu)t)

para cada t > 0. Assim a * u(t) é uma solugao forte para com z = 0. Como ¢ bem
posta, solugoes fortes sdo unicas e assim, a * u(t) = 0 para todo ¢ > 0. Como a # 0, segue

que u = 0. Assim u; = u9, concluimos a unicidade. O

E interessante observar que A comuta com S (t) ja que, para cada z € D(A), ambos
u(t, Ax) e Au(t,z) sao solugbes brandas de com z trocado por Ax. Portanto,

S(t)Az = u(t, Ax) = Au(t,z) = AS(t)x,
para todo x € D(A) et > 0.
A partir dessas consideragoes, dé-se origem a seguinte definicao. [2.1]
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Definicao 2.3. Uma familia {S(t)}1>0 de operadores lineares limitados em X € chamada

um Resolvente ou Operador solu¢ao para[2.1], se as sequintes condi¢des forem satisfeitas.

1. S(t) é fortemente continua em R, e S(0) = 1.

2. S(t) comuta com A, o que significa que S(t)D(A) C D(A) e AS(t)x = S(t)Ax; para
todo x € D(A) et > 0.

3. A equacgao resolvente € satisfeita, ou seja,
t

S(t)x =z + / a(t — s)AS(s)ds, (2.4)
0

para todo v € D(A) et > 0.

Acabamos de ver que, se a equacao ¢ bem posta, entao ela admite um resolvente, a

seguinte proposicao caracteriza quando o problema é bem posto em termos do resolvente.

Proposicao 2.3. A equacao de Volterra em ¢ bem posta se, e somente se admite um
resolvente S(t). Neste caso, Im(a = S(t)) C D(A) para todo t > 0 e vale a Equagio 2.4, para

todo x € X, t > 0. Em particular, Aa xS € fortemente continuo em X.

Demonstragao. Seja S(t) um resolvente para a equagao , s6 resta provar que a existéncia
de um resolvente S(t) implica na boa posigao para a Equacao Entao, suponhamos que
S(t) seja um resolvente para ela, pelas propriedades de S(t), para cada x € D(A) a funcao
u(t) = S(t)x é uma solucao forte de 2.2} Para provar sua unicidade, seja v(t) outra solugao
forte de , pela condigao (2) e (3) da Defini¢ao assim como por , temos que

lxv = (S—axAS)*v
= S*xv—S*xaxAv
= S+«(v—axAv)=Sxx=1%Sx

segue v(t) = S(t)r = wu(t). A dependéncia continua das solugoes segue diretamente da
limitacao uniforme de S(t) em intervalos compactos que por sua vez é uma consequéncia da

condigao (1) da Definicao pelo principio de limites uniformes. O

Corolario 2.1. O problema (2.1 admite no mdximo um resolvente S(t).
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Demonstragdo. Se Si(t) e Sa(t) sao ambos resolventes para 2.1 entao dado z € X temos
que S1(t)z e Sy(t)x sao solugdes brandas paraf2.2] Pela Proposicao 2.1} Si(t)x = Sy(t)z para
todo t > 0. Logo S; = 5s. O

Para o caso especial em que a(t) = 1 acima, o resolvente S(¢) torna-se o Cy—semigrupo

et gerado por A.

2.2 Equacoes nao homogéneas

Supondo que S(t) seja um resolvente para e seja u(t) uma solugao branda do problema
2.1l Entao pelas condigoes (1) — (3) da Defini¢ao temos formalmente que

lxu = (S—A(axS))*u
= Sxu—ASx* (a*u)
= Sxu—S«*(Aaxu)=9%(u—Aa*xu)=9x*f

ou seja, S * f é continuamente diferenciavel e

u(t):%/o S(t— s)f(s)ds, teR".

Esta é a férmula de variacao de parametros para equacoes de Volterra [2.1]
Na equacao de Volterra
uw(t) = f(t) +ax Au(t), t >0, (2.5)

a funcao f : Rt — X tem como condicao até aqui assumida a continuidade. Na pro-
posicao seguinte, consideraremos alguns casos em que, além da continuidade, supomos outras

condicoes de regularidade para f.

Proposigao 2.4. Suponha que [2.9 admita um resolvente S(t) e seja f € C(J, X). Entdo

(i) Seu e C(J, X) € uma solu¢ao branda de entao S* [ € continuamente diferencidvel

U(t):%/o S(t—s)f(s)ds, teJ

Em particular, solugoes brandas de[2.1] sao inicas.
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(ii) Se f € WH(J; X), entdo

¢ uma solugao branda de[2.1]
(iii) Se f(t) =z +axg(t), com g€ W (J, X) ex € D(A) entdo
uw(t) = S({t)x +axSt)g(0)+axg'(t), t>0, (2.7)
¢ uma solugao forte de[2.1]
(iv) Se f € WHL(J, X ), entdo u(t), descrito por[2.6 é uma solucdo forte de[2.1]
Demonstragao. (i) Como S(t)xz é uma solugdo branda de dado s € [0,¢], tomando

x = u(s), temos
S(t— s)u(s) = u(s) + Aa* S(t — s)u(s).

Integrando de 0 a ¢ obtemos,
Sxu(t) = /Ot u(s)ds + /Ot Aax S(t — s)u(s)ds.
Além disso, como a x S(t — s)x € D(A) para todo z € X e 0 < s <, temos
/Ot Aax S(t — s)u(s)ds = A/Ot ax*xS(t— s)u(s)ds

= A(axS)*u(t)
= AS =« (axu)(t)

- A/O S(r)(a * u(t — 7))dr

Uma vez que (Aa * u)(t) é continua, resulta que Aa *u € L, ([0,00),X). Logo, a

convolugdo S * (Aa % u)(£) existe o
Sk (Aaxu)(t) = /OtS(T)Aa*u(t—T)dT
_ /O CAS(r)a s u(t — 7)dr.

Logo,

/Ou(s)ds — Swult)— S (Aaxu)(t)
= Sx*(u—Aaxu)(t) = (5= f)(t)

44



= Sx feC[0,00),X) e
u(t) = (S=* f)'(t), t>0.

(ii) Se f € Wh([0,00), X), entao u que é dada por é continua em [0,00). Assim

obtemos pela Proposicao 2.3

axu=axSf(0)+a*xS*feD(A) para cada t€[0,00)

Aaxu = AaxSf(0)+ (AaxS)x* [’
= (S=DfO)+S*f —1xf
= SFO)+ S f ~ f0) ~Lx f =u—f.
isto é u(t) é solugao branda de

(iii) Sejav(t) = Sg(0)+S=g'(t), pelo item (ii) v é uma solu¢ao branda de f substituido
por g, em particular temos axv € C([0,00), X4) e v(t) = g(t) + Aaxv(t). Agora temos
que u dado por [2.1|torna~se u = Sz +ax*wv, dai u € C([0,00), X 4) desde que = € D(A)

Au(t) = AS()z + Aaxv(t) = AS(t)z + (v(t) — g(2)).

Fazendo a convolagao da equagao acima com a, obtemos

axAu(t) = ax AS(t)z+ax*xv(t) —ax*g(t)
= (St)r—z)+axv(t)—ax*g(t)
= (SWr+axv(t)) —(x+axg(t) =ut)— f(t)

= u(t) = S(t)z +axS(t)g(0) + a* S * ¢ (t) é uma solucao forte de [2.1]

(iv) A prova deste item é uma consequéncia direta de (ii) usando o fato que que S(t) comuta

com A.

]

Concluimos esta se¢ao demonstrando que os conceitos solucao branda e solucao fraca

para equacoes bem-postas da forma coincidem , desde que p(A) # 0.
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Proposigao 2.5. Seja f € C([0,00)) e supondo que p(A) # 0. Entdo cada solugio fraca em
[0,00) de é uma solugao branda de[2.1 em [0, c0).

Demonstragdo. Suponhamos que p € p(A) e u € C([0,00)) é uma solugao fraca de 2.1} entao
para cada z* € D(A¥)

(axu(t), Az") = (u(t) — f(t),z").

Subtraimos (a * u(t), px*) de ambos os lados, obtemos
(s ult), (A" — )} = (u(t) — £(2) — pasu(t), =)
Como p — A* é invertivel, fazendo y* = (u — A*)x*, temos

(axu(t),y”) = (u(t) = f(t) — pa*u(t), (n—A)"y")
= ((n— A7 (ult) = f(t) — paxu(t),y")

para todo y* € X*, assim
axu(t) = (u—A) " (u(t) = f(t) — paxu(t)) em [0,00).
Isso implica que a * u(t) € D(A) para cada t € [0,00) e
Aaxu(t) =u(t) — f(t) em [0,00),

isto é u(t) é solucao branda de O

2.3 Geracao de resolventes

Como é dada em termos de uma equacao de convolugao em [0, 00) é natural empregar
neste caso a transformada de Laplace para seu estudo. Além das condigoes ja impostas a

a(t) e A, supomos que a(t) admite transformada de Laplace, ou seja, existe w € R tal que

/ e“a(b)|dt < oo.
0
Mas devemos restringir a classe de resolventes, eles devem admitir transformada de Laplace.

Definigao 2.4. Supondo que S(t) € um resolvente para|2.1]
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1. S(t) € dito exponencialmente limitado se existem constantes M > 1 e w € R tais que
|S@)| < Met, Vt>0. (2.8)
Neste caso, S(t) € dito ser exponencialmente limitado do tipo (M,w).
2. O limite de crescimento wy(S) de um resolvente S(t) para([2.1] € definido por
wo(S) = liiri)sup t~log || S| (2.9)

Em outras palavras, temos a sequinte relagao para wo(S)

wo(S) = inf{w € R: existe M >0 tal que vale} (2.10)

Agora, suponha que S(t) seja um resolvente exponencialmente limitado para , sua

transformada de Laplace a qual denotaremos por

¢é dada por
H(\) = / e MS(t)dt, Re(\) > w,
0

estd bem definida e é holomorfa para Re()\) > w e para cada n € N vale

DW= H/Ooo(—t)”e_”s(t)dt

S / tne—’Re(A)tMewtdt
0

- M /00 e—(Re(A)—w)ttndt
0
Mn)!

= ROy —a (2.11)

A partir de [2.4] aplicando propriedades bdsicas e o teorema de convolugao para transfor-

mada de Laplace, obtemos para Re(\) > w
HMNz = X2+ a(\)H(\) Az,
vélido para cada © € D(A). E a partir de [2.4] obtemos
HN)z = X""2+ Aa(\)H(N)z,
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para cada x € X, segue que
r=ANHMNxz —aN)HNAz) = XHN) (I —a(\)A)x.
Assim, o operador I — a(A\)A é bijetivo e
(I —a(\)A)™ = XH()) (2.12)
¢ limitado.

Em particular, 1/a(\) € p(A) para todo A tal que a(A) # 0. De fato, supomos por
absurdo que a(Ag) = 0 para algum Xy com Re(\g) > w, como a(\) é holomorfa e Ay é um
zero isolado de multiplicidade finita e H(\g) = I/)\g. Tomando um pequeno circulo I' ao
redor de Ay que estd inteiramente contido no semi-plano Re(Ag) > w, tal que a(A) # 0 em
I', entao

estd bem definido e holomorfo em I', portanto, pela féormula de Cauchylﬂ7 obtemos

1 AH (A
r

271 A — )\0
_ L/ AH (M) TI a
210 Jp (A — Ao)a(N)

e assim A ¢é limitado, uma contradi¢ao! Assim a(\) # 0 para Re(Ag) > w.

Essas propriedades de a(\) e A em combinagao com caracterizam resolventes do tipo
(M, w).

Teorema 2.2. (de Geragdio de Resolventes Exponencialmente Limitados) Seja A um opera-
dor linear em X fechado e ilimitado, com dominio denso D(A). Seja a(-) € L}, ([0, 00);C)

loc

satisfazendo
o0
/ e “a(t)|dt < oo,
0

Entdo admite um resolvente exponencialmente limitado S(t), do tipo (M,w) se, e somente

se, as sequintes condi¢oes sao vdlidas

1Seja 2 C C nao vazio, aberto e simplesmente conexo. Sejam f :  — X holomorfa e v : I — © um
caminho fechado simples e positivamente orientado. Se zg € Re()) , entao

f(n)(zo) = L'/ 7]”(,2) dz

2mi J., (2 — zo)nt1
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1. a(N) #0 e 1/a(N) € p(A) para todo real A > w;

2. A aplicagao H : (w,00) — L(X), dada por

H\) = (I —a\NA)/N, (2.13)
satisfaz as estimativas
n Mn!
IO < = oy (214)

em que A >w en € NU{0}.

Demonstracao. Ver [43], Capitulo 2, Teorema 2.3.2 e também em [40], Capitulo 2, Teorema
1.3. ]

2.4 Resolventes analiticos

Esta secao é dedicada a teoria dos resolventes analiticos, caso analogo a teoria de semigrupos
analiticos para as equagoes de Volterra do tipo escalar. Uma completa caracterizagao de
tais resolventes em termos da transformada de Laplace é dada. A regularidade espacial
dos resolventes analiticos é estudada e uma caracterizacao de semigrupos analiticos nesses
termos € apresentada. E mostrado que os resolventes analiticos levam a melhores resultados

de perturbacao e propriedades mais fortes das formulas de variacao e parametros.

Nesta secao, consideramos novamente a equacao de Volterra

u(t) = f(t) +/0 a(t — s)Au(s)ds, t € [0,00), (2.15)

onde a € L} (]0,00),C), f(t) é uma funcao continua sobre [0, 00) com valores em X e A :

D(A) € X — X é um operador linear ilimitado, fechado e densamente definido. Denotamos

por ¥(w, 0) o setor aberto com vértice w € R e angulo de abertura 0 < 26 < 27
Y(w,l) ={r € C\ {w}; |arg(A —w)| < 0}.
Todo elemento de X (w, 6) (Figura tem a forma w + re'® | com r > 0 e |a| < 6.

Definicao 2.5. Um resolvente S(t) para ¢ dito ser analitico se a fung¢ao S(-) : Ry —

L(X) admite extensao analitica ao setor 3(0,6y) para algum 0 < 6y < 7/2. Um resolvente
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\'\ E(Wv 9)

Y Re())

Figura 2.1: Setor X(w, 0)

analitico € dito de analiticidade do tipo (wg,00) se, para cada 0 < 6 < 0y e w > wy, existe
M = M(w,0) tal que
1S(2)]| < Me*®e=) 2 € 33(0, 6). (2.16)

Como uma simples consequéncia da definigao de resolventes analiticos, obtemos estima-

tivas sobre as derivadas de S(t) por meio da férmula de integral de Cauchy.

Proposigao 2.6. Seja S(t) um resolvente pam de analiticidade do tipo (wo, ). Entao,

para cada w > wy e 0 < 6 < By, existe M = M(w,0) <0 tal que

w(1+4sin )
IS @) < MntS———, t>0, neN.

(tsinf)n’
Demonstragao. [43] Dados w > wy e 0 < 6 < 6 fixos e escolhemos M = M (w, ) de acordo
com Definigao escolhemos também 0 < ' < @ arbitrario. Dado t > 0, sejam r = tsin ¢’

ey : (—m,m] — C um caminho dado por
v(s) =t +re® =t(1 +sind)e’
em que r = tsind < tsinf e que tsinf é a distancia entre o ponto ¢ e o conjunto comple-

mentar de X(0,6) em C (ver Figura 2.2). Assim, a imagem de v((—, 71]) est4 inteiramente
contido em Y(0, ). Da férmula da integral de Cauchy temos

S (1) = 27”/5 )" dz, t>0, neN.
Assim,
ey R
< M, -
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T\ 2(0,0)

Figura 2.2: Distancia entre o ponto ¢ e o conjunto C \ (0, 6)

paran € N et > (0. Fazendo a substituicao temos
|S™) ()| < nIMetA+snb) (tgin g)~m,
fazendo 6’ — 6, o resultado segue. ]

Lema 2.1. Seja g : X(0,6p) — X wuma fungdo holomorfa. Suponha que g € limitada em
cada subsetor 3(0,6), com 0 < 0 < 6y. Em particular, g(\) eziste para Re(A) > 0. Entao
G(N) admite extensao holomorfa G(X\) ao setor (0,00 + 7/2) e AG(N\) € limitada em cada
subsetor (0,0 + 7/2), com 0 < 6 < 6.

Demonstragao. Ver [43], Capitulo 2, Lema 2.4.2. ]

A seguir, caracterizamos os resolventes analiticos do tipo (wp, 8p) em termos do espectro
de A e da transformada de Laplace de a(t). Assumiremos que a(t) cresce exponencialmente.
Primeiramente, vamos assumir que S(t) existe para derivarmos as condigoes necessérias.
Consideramos entao um resolvente analitico S(t) do tipo (wo, 6p) para[2.15]

(i) Definindo H(\) = S()\), Re(\) > wy. Como S(z) é holomorfo em 3(0,6,), H(\)
admite extensdo analitica para o setor 3(wy, 0y +7/2), para cada w > wy, 8 < O, existe

uma constante C'(w, #) tal que a estimativa

C(w,0)
IO < 50,

para A € X(w, by + 7/2) é valida.
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(ii) Em seguida, mostramos que a func¢ao holomorfa a(t) admite extensao meromorfa para
o mesmo setor X(wy, fp + 7/2). De fato, do Teorema [2.2) j4 sabemos

(I —a()A)™
S :

H(\) = Re(N) > w; (2.17)

em que w; > wy € escolhido grande o suficiente de modo que

/ la(t)|e”“ " dt < oo,

0

isto é, a(\) existe para Re(A) > wy. Seja x € D(A) e x* € X* seja tal que
p(A) = MH Nz, 27).

Temos que z, z* existe, caso contrario AH (\) = I isso implica que a(\) = 0 ou A =0,
contradigao, pois nossas hipdteses sao a(t) # 0 e A ilimitado.

Como ¢(A) é holomorfa em X(wp,fy + 7/2), sua derivada ¢'(A) também é. Para
Re(A) > wy obtemos

JO) = OV — a(N)A) Az, 2*)
= A (NN (H(N)? Az, z%).

Fazendo o(\) = N(H(\)?Az,z*), temos que o é holomorfa em X(wp, 6y + 7/2) e

o(A) # 0, desde que, caso contrario

w(A) = lim p(A) = (lim AH(\)zx, z"),
A—00 A—00
que daria ¢(\) = (z,z*), pelo Corolario 1.6, Capitulo 1, [40], em contradi¢ao com a

. A g .
escolha de x e z*. Isso nos mostra que a'(\) = % ¢ meromorficamente extensivel

neste setor. Temos também que

¢ (N) = d'N(AJ —a(N)A) 2z, z%)
= & (WAH(N)?2Az, 2%)
= a'(NpuN),

em que () = (N2H(M\)?x — AH(\)z, z*), temos que p é holomorfa em X (wy, 0y +7/2),

isso implica

a0 = MY
a) =235

isto é, a(\) admite extensdo meromorfica para X(wp, 0y + 7/2).
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(iii)

(iv)

A Equagao [2.17 agora pode ser estendida a Y (wp, 0y + 7/2), da seguinte forma:
Seja
Q={X € X(wy,b+7/2); A #0,a(X\) # 0,00},

ou seja, {2 é o conjunto dos pontos no setor que nao sao polos nem raizes de a. Para
x € D(A) temos

AHMN( —a(N)A)z =z, VAeQ, (2.18)
para Re(\) > wy, isto é, I — a(\) é injetiva para todo A € €. Por outro lado, tomando
B € p(A) fixo, para Re(\) > wy, temos que H(A) comuta com A, ou seja

(B—A)"TH(\) = H\)(B—A)™

Por unicidade de continuacao analitica, temos que essa relagao vale para todo A € 2,
portanto, H(A)D(A) C D(A) para todo A\ € Q, assim AH(\)z é analitico em 2. Mas

isso implica também na identidade
AMI —a(MNA)HNz =2, A€,

para todo os x € D(A), uma vez que isso é vélido para ReA > w;. Portanto, o operador

(I —a(M\)A) tem imagem densa em X, e assim ele é invertivel para todo A € €.

Seja \g € X(wp, By + m/2) um ponto isolado, tal que a(\), entdao podemos escolher um
pequeno circulo I' centrado em A\ contido em ¥ (wy, 8y + 7/2), dentro do qual o tinico

zero de a(A) seja Ag. Aplicamos a férmula integral de Cauchy temos

1 [ AH()) 1 AH(A) — 1
A= ANH(N\) = A— dd=co— | A
oH (Ao) 271 Jo X — o 21 Jo (A= Xo)a(N)

),

isto é, A é limitado, em contradicao com as hipdéteses permanentes sobre A. Assim

a(A) nao tem zeros no setor X (wy, 0y + 7/2).

Teorema 2.3. (Teorema de geragio de Resolventes Analiticos) Seja A : D(A) C X — X um

operador linear ilimitado, fechado e densamente definido, e seja a € L, ([0, 00)) satisfazendo

loc

/ la(t)|e" "' dt < oo
0

para algum wy € R. Entao admite um resolvente analitico S(t) de analiticidade do tipo

(wo, bo) se, e somente se, as sequintes condigoes valem

A1 a(X\) admite extensao meromorfa a X(wo, by + 7/2);
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A2 a(N)#0 el/a(N) € p(A) para todo N € X(wy, 0y + 7/2);

A8 Sewy <0, entao A =0 € um polo de a(\);

A4 Para cada w > wy e 0 < 6 < 0y existe uma constante C' = C(w, ) tal que o operador
H(A) = (1/a(X) — A) 7/ (Xa(N))

satisfaz a estimativa

para cada \ € X(wy, Oy + 7/2).

Demonstra¢ao. A demonstracao pode ser encontrada em [40)], Capitulo 2, Teorema 2.1 e
mais detalhada em [43], Capitulo 2, Teorema 2.5.1. ]

A seguir, trazemos dois exemplos para kernel a(t) e operador A satisfazendo (A1)- (A3),

que faz com que admita um resolvente analitico.

Exemplo 2.1. Considerando o kernel
th-1
a(t) = ,
Y= 1)

onde B € (0,2) e I' denota a funcdo gama. Vamos examinar para quais operadores

admite um resolvente analitico limitado S(t). Para tal, aplicamos a transformada de Laplace
em a(t), obtemos

a(\) =27, Re()\) >0,

consequentemente a(\) admite a extensao analitica ao plano complexo cortado ao longo do
eizo real negativo; assim (Al) vale para o setor (0,7). A fungdo 1/a(\) mapeia o setor
(0,600 + 7/2) para o setor ¥(0,61), onde 6, = B(0y + 7/2) portanto (A2) com wy = 0 €
equivalente a X(0,60,) C p(A), para algum 0, > pr/2. Finalmente, S(t) serd limitado em

algum setor ¥(0,60) se (A3) se mantiver uniformemente em w > 0, o que equivale a
lafa — A)7H < M, Vae X(0,87/2).
Assim, o par (%,A) gera um resolvente analitico limitado se, e somente se
5(0,87/2) C p(A) e afa—A)H <M,
para todo o € 3(0, f/2).
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2.5 Viscoelasticidade Linear

A viscoelasticidade é uma propriedade mecanica de alguns materiais que apresentam simul-
taneamente elasticidade e viscosidade, como por exemplo, os materiais feitos de polimeros.
Tais materiais, apresentam propriedades que em determinados aspectos se assemelham a um
sélido elastico que obedece a lei de Hooke para a elasticidade; e em outros, a lei de Newton
para a viscosidade. A mecanica continua é uma fonte rica de equacoes de Volterra com valor

vetorial.

A seguir, apresentamos uma aplicabilidade da teoria de equagoes de Volterra, visto na
secao 2.1, que trata basicamente em modelar a viscoelasticidade e outras propriedades
mecanicas. Aqui as letras caligraficas A, &, ... s@o tensores. Para esta parte do trabalho
fizemos uso do livro do Priiss [40], Capitulo 5, se¢oes 5.1 a 5.5. Mais detalhes, o leitor pode

consultar essa fonte, como também o livro do Mainard, [31].

2.5.1 Equacoes modelo

Considere um corpo tridimensional que é representado por um conjunto aberto 2 C R? com
fronteira ) de classe C'. Pontos em (2 serao denotados por z, v, ... . Associado a este corpo
existe uma funcao estritamente positiva py € C(Q) chamada densidade de massa. As forcas
atuantes deformarao o corpo, fazendo com que o ponto material z seja deslocado para uma
nova diregao x + u(t,z) no tempo t. O campo vetorial u : R, x Q — R? é chamado de
campo de deslocamento. A velocidade do ponto material x € {2 no tempo ¢ é entao dado por

v(t,z) = u(t,z), onde o ponto indica derivada parcial em relagao a t.

A deformacao do corpo provoca uma tensao que é a medida normalizada da deformagao
do material, a qual denotaremos por £(t, x), que dependerd linearmente do gradiente Vu(t, x)EI,

desde que a deformagao seja pequena o suficiente. A tensdo sera definida por
1
E(t,x) = §(Vu(t, z) + (Vu(t,z))"), teR, z € Q, (2.19)

isto é, £(t,x) é a parte simétrica do gradiente de deslocamento Vu, uma vez que podemos

escrever

Vu(t,z) = E(t,z) + T (t, x),

2A matriz 3 x 3 de derivadas parciais de u que pode ser denotada Du(t,z) e é chamada o gradiente de
deformacao, aqui denotaremos pela notacao usual de gradiente Vu.
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em que & é a parte simétrica e T é a parte antissimétrica.

Uma dada historia-tensao do corpo causa estresseﬁ em um caminho a ser especificado.
O estresse é descrito pelo tensor simétrico S(t,x), ambos, £(t,x) e S(t,z) sdo simétricos.

Entao o equilibrio de for¢a no corpo pode ser descrito pela seguinte equagao
po(x)i(t,x) = divS(t,x) + po(x)g(t,z), t e R, z €, (2.20)

onde g representa forcas externas agindo no corpo, como a gravidade ou forcas eletro-

magnéticas. Nas componentes, a Equacao lé-se da forma

3
po(x)i;(t, z) = Z

em que deve ser complementada por condigoes de contorno, sendo estas deslocamento

Sij(t,x) 4+ po(x)gi(t,x), 1 =1,2,3

QJ‘Q_)

prescrito ou tensao normal prescrita (tragdo) na superficie 9€2 do corpo. Considere 0S) :=
' =T,Uly, sendo I'y e Iy fechados, f_d =Iye F_S =TI, sdo tais que IyNT, = 0, n(z) denota
a normal externa de 2 em x € I'. As condigoes de contorno podem entao ser descritas pelas
seguintes equagoes:

u(t,x) = uq(t,x), teR, x € Iy,

S(t,z)n(z) = gy(t,x), t R, z €T, (2.21)

Consideramos que as fungoes g(t,x), uq(t, z), gs(t,z) aqui consideradas sdo conhecidas. Em
muitos problemas praticos, entretanto, o campo de forga g(¢,x) e a tracao gs(¢,x) sao real-
mente dependentes de u ou de suas derivadas @ e Vu. Por exemplo, se o corpo esta sujeito
a um campo de forga externa h que depende somente da posi¢ao espacial, entao f(t,z) =

h(z + u(t, z)); outros exemplos sao leis de feedback de fronteira como gs(t,z) = —yv(t, x).

Suponha que o corpo esteja em repouso até o tempo t = 0, mas seja entao exposto as
forgas g(t,z) e gs(t,z) e a uma mudanga stubita de velocidade (0, z) = uy(z). Tomando o

produto interno de com 1 e integrando sobre {2, obtemos por um lado que

/Ot/Q<P0(I)ii(t,x),it(t,x))dmdt = /on(x) /Ot@(tax),it(t,x))dtdx
- /on(x) /Ot% (%yu(t,x)ﬁ) dtdz.

30 estresse é uma grandeza fisica que expressa as forcas internas que as particulas vizinhas de um material
continuo exercem umas sobre as outras.
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No célculo acima, utilizamos o Teorema de Fubini e o fato que |u(t, z)|* é diferencidvel e

possui como derivada %lﬂ(t, x)|? = 2(ii(t, ), u(t, r)). Portanto, concluimos que
! 1
| [o@it.o.atepist =5 [ m@icof - @ @2
0o Jo Q

Por outro lado, temos que

/0 t /Q (po(@)il(t, ), it z))dadt — /O t /Q (divS(t, ) + pol)g(t, 2), ilt, x))dwdt
_ /0 t /Q (divS(t, z), it 2))dadt
+ [ [ n@gte.o) it pasa

usando integragao por partes, temos a igualdade de energia
t .
/ it 2)[2po (2)dz + / / S(r,x) : &(7,x)dwdr
Q 0 Jo

= [ @ Ppade + [ [ sttty + / [ 00) it pleiun
(2.23)

Como a energia cinética total do corpo no tempo t nao pode exceder seu valor inicial

mais o trabalho realizado pelo corpo atuante e forcas de superficie, a desigualdade

/Ot/QS(T, z) : E(r, x)dzdr > 0, (2.24)

devemos considerar todos os valores de t > 0 para qualquer escolha de valores e forcas

miclais.

Um material é chamado incompressivel se nao houver mudancas de volume do corpo

) durante uma deformacao, ou seja, se
det(I + Vu(t,z)) =1, teR, x € Q, (2.25)

é satisfeito; caso contrario, o material é chamado compressivel. A Equacao [2.25| é uma
restricao nao linear para o sistema formado pelas Equagoes e [2.21} para a teoria linear
a Equacgao pode ser simplificada para
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divu(t,z) =0, teR, z€Q (2.26)

De fato, se o material é linear, entdo u(t,z) em pode ser substituido por pu, onde
p > 0; tomando a derivada em com respeito a g em p = 0, segue. Como
consequencia das restrigoes ou , para materiais incompressiveis, o tensor de
estresse S(t,x) nao pode ser completamente determinado por u e suas derivadas, entao

conveniente decompor S(t,z) como
S(t,z) = —n(t,x)] +Sc(t,x), teR, z€Q, (2.27)

onde a fungao escalar m é chamada de pressdo, e S.(t,x) é o estresse extra, que satisfaz

trSe(t,z) = 0. Assim, temos a relagao
1
—7(t,x) = gtr S(t,z), teR, ze€ (2.28)

Enquanto que para materiais compressiveis (2.28) é apenas uma defini¢ao, para o caso in-
compressivel 7(¢,z) é uma fungao desconhecida, que tem que ser determinada por ([2.20)),
(2.21)) e (2.26)). Para uma introdugao orientada matematicamente aos conceitos bésicos de

mecanica do continuo, referimos, por exemplo,o livro de Gurtin [24].

Ainda temos que descrever como o estresse S(t,z) depende da tensao £. Isso é feito
por uma lei constitutiva ou uma relacao estresse-tensao. Tal equagao completa o sistema
na medida em que relaciona o estresse S(t,x) com o desconhecido u e suas derivadas. Se o
material for puramente eldstico, entao o estresse S(¢,z) dependerd (linearmente) apenas da
tensdo £(t,z). No entanto, o estresse também pode depender da histéria da tensao e sua
derivada de tempo. Neste caso, o material é chamado viscoelastico. A lei constitutiva geral

para materiais compressiveis é dada por
S(t,x) = / dA(T,2)E(t — 7,2)dr, tER, T €Q (2.29)
0

onde A : Ry x Q@ — L(Sym{3}) ¢é localmente de variacao limitada em relacdo a ¢ > 0.
O simbolo Sym{N} denota o espaco de matrizes simétricas reais N-dimensionais. Como

consequéncia disso, as relagoes de simetria
.Aijkl(t,l‘> = .Ajikl(t,l‘) = Aiﬂk(t,l‘), t e R.,_, z € (230)

tem que ser satisfeito para todos os 7,7, k,l € 1,2,3. A funcao A é chamada de funcao de
relaxamento do material. Suas fungdes componentes A; ;i (¢, ), sdo chamadas de médulos

de relaxamento de estresse do material e devem ser determinados em experimentos.
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Alternativamente, ([2.29)) pode ser escrito na forma
E(t,z) = / dK(r,2)S(t — 1,2)dr, t€eR, x €Q (2.31)
0

onde £ : Ry x Q — L(Sym{3}) é localmente de variagdo limitada em ¢ € R,. Os com-

ponentes de K sao chamados de médulos de fluéncia do material e também aproveitam as

simetrias (2.30]). Relagoes (2.29)), (2.31]) produzem a identidade
(AxdK)(t,z) = (KxdA)(t,z) =1L (2.32)
onde 7 denota o tensor identidade.

Vamos considerar alguns casos especiais que foram estudados extensivamente na mecanica

cléssica continua.

(1) Sélidos eldsticos ideais
A elasticidade classica postula as relagoes tensao-deformagao
S(t,x) =A% (x)E(t,z), teR, x €

com A> € L*(Q; B(Sym{3})) definida positiva, uniformemente em €. Isto corresponde ao

tensor de relaxamento de tensao

A(t,z) =tA>®(x), t>0, x €
e para um tensor de fluéncia da forma

Kt,z)=Kz), t>0, 1€Q

onde

A®(2)K%(2) = K (2)A>®(z) =T
(ii) Fluidos viscosos ideais
Para tais fluidos, as relacoes tensao-deformacao sao
St,z)=A(2)E(t,x), teR,zeQ
com A% € L>(Q; B(Sym{3})), definida posita, uniformemente em 2. Obtemos que
Alt,z) = A%z), t>0, 2 €Q
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K(t,z) =tK>(z), t>0, z€Q

onde
A ()K= (2) = K= (2)A(z) = Z, z€Q.
(i13) Sdlidos de Kelvin-Voigt
Tais materiais sao regidos por leis constitutivas da forma
S(t,x) = Ax)E(t,x) + A (2)E(t,x), tER, 2 €0
com A° A® € L*°(Q; B(Sym{3})), definida positiva, uniformemente em 2. Neste caso,
temos
Alt,x) = A%x) + tA®(x) t> 0,2 € Q.
(iv) Fluidos de Mazwell

Esta classe de materiais é caracterizada pela relacao tensao-deformagao
S(t,x) = / pe " AN (2)E(t — s,x)ds, tER, z€Q
0

com A' € L>*(Q; B(Sym{3})) positiva definida, uniformemente em Q e g > 0. Neste caso,

temos

Alt,r) = (1 —e " AYx), t>0,2 € Q.

Um material é chamado homogéneo se pg, A, K nao dependem dos pontos materiais x € €.
E chamado isotropico se a lei constitutiva é invariante sob o grupo de rotagoes. Pode-se

demonstrar que o tensor isotrépico geral de relaxacao é dado por
1
.Aijkl(t, SL‘) = 5 <3b(t, :C) — 2a(t, :C)) 6¢j5kl + a(t, x) <5ik5jl + 5il5jk)
onde ¢ denota o simbolo de Kronecker, similarmente
1/1 1 1
’C’ijk‘l(ta l‘) = g gl(t, l‘) — Ek(t, x) 5ij5kl + Zk‘(t, x)(élk@l ‘I— 5zl6]k:>
Isso resulta nas leis constitutivas

S(t,x) =2 / " da(r, 2)E(t — 7.7) + éz / " 3db(r, 2) — 2da(r ) ré(t—ma)  (2.33)
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£t z) = % /0 " dh(r2)S(t— 7 2) + %z /0 w(%dl(T, ) — dk(r, ) rS(t — 7x),  (2.34)

em que Z é o tensor identidade. Os ntcleos b e | descrevem o comportamento do material
sobre compressao, enquanto que a e k determinam sua resposta ao cisalhamento, portanto,
db é chamado de médulo de compressao e da é chamado de moédulo de cisalhamento. Um
material é chamado sicrono se existir a igualdade b(t, x) = fa(t, z), para alguma constante

B > 0 e é chamado de homogéneo se py, A, K nao dependem de = € Q.

Se o material for incompreensivel, isotrépico e homogéneo, com py(x) = 1, entao

it 2) = /OOO da(r)Ai(t — 7, 2)dr — Vp(t, ) + h(t, 7); (2.35)

Vu(t,z) =0, teR, z€Q,
em que p é a pressao hidrostatica. Estas equagoes sao complementadas por condigoes de

fronteira.

Materiais lineares isotropicos e homogéneos sao descritos por meio de duas fungoes mate-
riais, o modulo de cisalhamento da e o modulo de compressao db. Se o material é além disso
incompressivel, apenas o médulo de cisalhamento é necessario. Vamos mencionar brevemente

alguns modelos padrao bem conhecidos

(i) Sélido de Hookean
1
a(t) = pt, k(t) = P t>0.

(ii) Fluido Newtoniano

t
a(t) =v, k(t)=—, t>0.
v
(iii) Sélido de Kelvin-Voigt

1
a(t) = v+ pt, k(t):;(l—e_“t/”), t>0.

(iv) Fluido de Maxwell

(v) Sélido Poynting-Thompson

Hpgt

a(t) = pot +v(1—e M), k(t) = pp' [1 — ppo + p)~te el |t > 0.
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(vi) Material tipo-poténcia

to tl—a

a(t) = m, k(t) = m, t >0,

em que o € (0,1).
2.5.2 Fluidos isotropicos incompressiveis
Se considerarmos um fluido viscoelastico incompressivel isotrépico e homogéneo que ocupa

uma regiao €2, o campo velocidade v(t, z) do fluido é governado por , daf o problema de

condic¢ao inicial correspondente torna-se

r t
v(t,x) = / da(m)Av(t — 7,2)dT — Vp(t,z) + h(t,z), t >0, x €,
0
Vou(t,z) =0, teR, z €, (2.36)
v(t,z) =0, t>0,z € 09,
L v(0,2) =vo(x), ,z€Q

utilizando as condicoes de contorno antiderrapantes, nesse problema p(t, ) denota a pressao
hidrostética no fluido e o nicleo da(t) é o médulo de cisalhamento. O caso a(t) = ag para
t > 0 corresponde a um fluido Newtoniano com viscosidade ag > 0, e torna-se entao o

conhecido sistema linear de Navier-Stokes.

Estamos interessados em discutir a boa-posi¢ao de em L(Q)3 com 1 < ¢ < o0, no
caso ¢ = 2, o mesmo calculo foi feito em [40] e na monografia [43]. Encontramos também
esse mesmo problema na tese [44]. Para tal utilizaremos teoria de operadores e espacos

intermediarios. Definimos inicialmente os espagos

E9(Q) = {Vp;p € W,;4(Q), Vp € LI(Q)*},

o)) ={u e CP(Q)?:Vou=0}, e LYQ) = 0o (52),

onde o fecho é tomado em L9(Q)%. Sabe-se que, pela chamada decomposigao de Helmholtz

do espaco L%(€)3, podemos escrever para q = 2
L*(Q)° = E*(Q) @ L3 (Q),

e seja P, a projegao de L*(Q)3 sobre L2(€) ao longo de E?*(Q2) associada & decomposi¢ao

de Helmholtz, temos que P, é limitado e ortogonal. O operador de Stokes Ay é definido em
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X = L%(Q) por
(Aqu)(z) = (PAu)(z), =€, ue D(A),

com dominio

D(A) = {u € W**(Q)* N X;u(z) =0,z € 09}.
Aplicando formalmente P, em [2.36] temos

(Poyvy)(t,x) = /0 da(t — 7)(PAu) (7, z)dT — (P2 Vp)(t,x) + (P2g)(t, x).

Assumindo que v; € L2(Q) e Vp € E?(Q) para cada t > 0. Entao, como (P,Vpu)(r,z) =0

pela definicao de P,, temos que
vw(t) = /Ot da(t — 1) Ayu(T)dT + (P2g)(t,x), t >0,
assim integrando formalmente de 0 a ¢ obtemos
ot ) — vo(z) = /O "alt — ) Ago(r 2)ds + /O (P (7. 2)dr.
Fazendo f(t,x) = vo(z) + fg(ng)(T, x)d7, temos
v(t,x) = f(t,z) + /Ot a(t — 7)Ayu(r, x)ds, t>0. (2.37)

Por [40], sabe-se que Ay : D(As) C X — X é um operador fechado e densamente definido
em X = L2(Q) e que 0(A4z) C (—00,0). Além disso, para cada 0 < 6 < 7/2, existe uma
constante M (6,2) > 1 tal que

(2 — Ag) |y, < 20:2)

ST z€ 30,0 +7/2).

Seja o € (0, 1) e substituimos na Equagao o nucleo
ta

a(t) = m, t > 0.

1 -«
0y = 2
0 <1 + a) /2,
admite um resolvente analitico S(t) do tipo (0,6p). Pelo Exemplo dado 8 > 0,
existe M > 0 tal que

Assim com

|AS ()| < MePH(1 ¢~ eF) ¢ > 0.

Dessas observacgoes, temos o seguinte resultado, a cerca da boa-posigao
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Teorema 2.4. [/3] Sejam

tOl
H=— "t

com o € (0,1) e sejam Ay : D(Ay) C X — X o0 operador de Stokes PoA sobre Xy = L2(Q)
e, para cada t > 0, g(t,-) € L*(Q)3.

1. Se a aplicagdo t — (Pyg)(t,-) pertence a Li,.([0,00), X3) € v(0,-) = vy € Xa, entdo a
equacao

v(t,z) = f(t,z) + /Ot a(t — 7)Ayv(r, x)ds, t >0, (2.38)

onde f(t,x) = vo(x) + fJ(PQg)(T, z)dT, admite uma inica solugdo branda v : [0, 00) —

X5 que € dada por .
v(t) = S(t)vy +/0 S(t —7)(Pyg)(7)dr.

2. Se t — (Pag)(t,-) pertence a Lj,.([0,00); Xa,) € v(0,:) = vy em D(Asy), entdo

loc

admite uma unica solugao forte v : [0,00) — X que é, dada novamente por
t
v(t) = S(t)vo +/ S(t — 1) (Pyg)(7)dT.
0

Demonstragdo. Se t — (Pyg)(t;-) pertence a L ([0,00), X5) e v(0,-) = vy € X3, entdo

loc
f € Wh([0,00); X4) e pela Proposicdo 2.4 v(t) dada por ¢ a solucdo branda da
Equacao [2.37. Analogamente, segue da Proposicao 2.4] o segundo item. O]

2.5.3 Materiais sincronos isotropicos

A equacao para materiais isotrépicos homogéneos em geral é dada por

it r) = /Oooda(T)Au(t—T,x)

+ /Ooo(db(T) + %da(T))VV ~u(t —T,x) + g(t, z), (2.39)

tal material, ocupa uma regidao 2 do R3?. Esta equacao envolve dois nicleos, o médulo de
cisalhamento da e o médulo de compressao db. A priori, nao ha razoes fisicas pelas quais esses
kernels devem estar relacionados, e assim [2.39 ndao pode ser transformada em uma equacao

da forma [2.1] em alguns espacos de funcoes, exceto para configuragoes muito especiais. No
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entanto, se o material for sincrono, isto é, existe § > 0 tal que b(t) = Sa(t), para todo t > 0,

entao [2.39| pode ser escrita da forma [2.1}

De fato, seja Q um dominio limitado com fronteira 92 de classe C'. Definindo em
X = L*(Q,R?) o operador A por meio de

(Au)(z) = Au(x) + (B + 1/3)VV -u(z), = € Q, (2.40)
com dominio
D(A) = {u € W**(Q,R®);ulr, = 0, (% + (Vu)T -n+n(B—-2/3)V - u) Ir, = 0}.

Sabemos que o operador de elasticidade A é auto-adjunto e semi-definido negativo em
X. Além disso, 0 € p(A) se, e somente se I'y # (), Ker(A) @ CD(A) = X se I'y = ), em que
CD(A) é o contradominio de A. Assim, podemos escrever o problema de valor inicial para
como

t
v(t) = / a(t — 1)Av(t) + f(t), t >0,
0
no espago CD(A) C X.
Para obter a boa-posigao da viscoelasticidade isotrépica linear em L?*(€2,R?) para o caso
de materiais sincronos, aplicamos o Corolario 1.2, Secao 1.3 [40], ao qual garante a boa-

posicao da Equacao [2.1, se A for semi-definido negativo e auto-adjunto num espaco de
Hilbert X | e a € BV},.(R}) é tal que a medida da é do tipo positiva.
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CAPITULO 3

SOBRE UMA EQUACAO DE VOLTERRA DE
REACAO-DIFUSAO

Neste capitulo buscamos estudar a solugao para um problema de evolugao, dado por uma
equacao nao linear de reacao-difusao. Utilizaremos ao longo deste capitulo estratégias para
o estudo desta equacao, nosso principal objetivo é descobrir como estudéa-lo, o que nao é
tarefa facil. E, de fato, a prépria questao do que significa “resolver”um determinada EDP

pode ser sutil, dependendo em grande parte da estrutura especifica do problema em questao.

Num primeiro momento, estudaremos a boa-posicao do problema. A noc¢ao informal de
um problema bem posicionado capta muitas das caracteristicas desejaveis do que significa
resolver uma EDP. Dizemos que um dado problema para uma equacao diferencial parcial é
bem colocado se o problema de fato tem uma solucao, essa solucao é unica e se tal solucao

depende continuamente dos dados fornecidos no problema.

Antes de definir precisamento o sentido ao qual buscaremos as solu¢oes para o problema,

dado pela equacao integro diferencial

w(t,x) = 0 /Ot 9o (8)Au(t — s,z)ds + |u(t, )| 'u(t,z), em (0,00) x RY; (3.1)

u(, 0) = uo (), em RY,

precisaremos fazer algumas consideracoes. Temos que ug € LP(RY), em que 1 < p < oo,

p>lep= %(p —1). Parax € RN, Au = Zfil g—; denota o operador Laplaciano de w.
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Definimos a funcao g, : R* — R como segue.

Definicao 3.1. Seja o € (0,1). Considere a func¢do g, dada por

tozfl

ga(t) = F(Oz)’

parat >0, em que I'(«) € a fungdo gama.

Observacao 3.1. g, ¢ conhecida como o nicleo da Equagao|3.1).

Uma técnica basica para encontrar as solucoes para o problema de reagao-difusao |3.1
engloba as transformadas, nesse caso a transformada de Laplace. Que consiste basicamente
em transformar a equacao diferencial, em uma outra equacao de modo que, se torne mais
simples de resolver do que a anterior. Logo apds, aplica-se a transformada inversa, para

inverter todo processo e assim encontrar a solucao da equagao inicial.

Integrando formalmente a primeira equacao do sistema [3.1] temos que o problema pode

ser visto como

u(t, z) = ug(x) —1—/0 ga(t)Au(t — s, x)ds +/0 lu(s, 2)|P  u(s, z)ds. (3.2)

Sabe-se do Exemplo que o operador laplaciano A é setorial, isto é, dado vy € (g, 7r),

existe uma constante M > 0 tal que

M

para todo A € S,,, em que R(A,A)=A—A)te S, ={NeC\{0}:|arg(\)| < 5}

A observacao a seguir serd muito 1til quando aplicarmos a Transformada de Laplace na
Equacao [3.2]

Observagao 3.2. Note que, se A € H, entao \* € p(A), onde H, € o caminho de Hankel

H,(r,v) = {se”:r<s<oo}U{re”: |s| <v}U{se—iv:r<s< oo}

= Ha1 + Ha2 - Hag

onde v € (g, 1/0).
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Aplicando, formalmente, a Transformada de Laplace em obtemos
t t
Ll a))) = Lluo(a) + [ galNAu(2)+ [ 1t u(®)a)
0 0

usando propriedades basicas da transformada de Laplace e o fato que f(f o () Au(t—s,z)ds =
(ga * Au)(t), temos

Llug(x)](A) = A uo (),

L [/0 |u(s,x)|p_1u(s,x)dt} (A) = A1 L|uls, z) [P uls, 2)](N),
Llga(x)](A) = A7,

Llut, 2))(A) = A uo(e) + A ALLu(t, 2)(A) + A Llus, @) u(s, 2)](N),
multiplicando a equacio acima por A*
NLlu(t, 2)](A) = XA ug(x) + A A AL[u(t, 2)](A) + AN L[[u(s, 2)[*u(s, 2)](N),
isso implica em
(A = A)Lu(t, 2)](A) = A ug(@) + A LlJu(s, )" uls, 2)](N),
Llu(t, z)](A) = X1 A" = A)ug(z) + AT = A) T L fu(s, )" uls, 2)](A).

Aplicamos na ultima equacao a inversa da transformada de Laplace

1 oco+bi

L7 L[u(t, )](N\) = - ble MO — A) g (2)dA
® Joo—bi
1 0o+bi
+ — lim NI — A) T L[Ju(s, ) [P (s, )] (N)dA
271 b—oo co—bi

que por sua vez equivale a

1
u(t,2) = wolr)5 /H AT — A) LN
1 t
+-— (/ MY — A)ld)\) lu(s, )| u(s, 2)ds. (3.3)
2mi J .
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Definicao 3.2. Definimos, para t > 0,

™

Ea(Af) = —— / AT — A) L,
Ha

para um caminho arbitrario de Hankel H,, a funcao Mittag-Leffler associada ao operador

Laplaciano.

Portanto, pela Definicao temos a seguinte formulacao integral para a solucao

u(t, x) = up(z)Eo(Al) +/0 E (At)u(s, z)[P~ (s, x)ds. (3.4)

Assim, podemos concluir que toda solugao classica do sistema [3.1| satisfaz a equacao
integral [3.4] Usaremos essa formulagdo como nogao de solugdo, as solugdes da equagao

integral [3.4], as quais chamaremos de solugoes branda do sistema.

Definigao 3.3. Uma fungdo continua u : (0,00) — L"(RY) que satisfaz a Equacdo é
chamada de solugdo branda do problema|3.1]

Note que a Equagao[3.4] tem a forma abstrata dado por [2.1], fazendo f(t) = ug(z) E,(At).
Além disso, o passo em que aplicamos a transformada de Laplace, pode ser justificado pelo
fato de, E,(At) ser um resolvente para a equagao .

Observacao 3.3. Observe que At nao indica o Laplaciano de t, isso ndo faz sentido, este
abuso de notagdo € para indicar que E,(At) estd associada ao Laplaciano e € dada em fung¢do
de t. Ao longo deste trabalho usaremos esse abuso de motacdo, mas ele ndo representa um

problema nas estimativas que faremos.

3.1 Estimativas para a familia Mittag-Leftler

O objetivo desta secao é estudar o comportamento da familia de equacoes Mittag-Leffler
{Ea(At)}i>0 dada na Defini¢ao nos espagos L? e L9. Para isso, estabelecemos uma
relacdo entre a familia Mittag-Leffler { E,(At) }+>0, a € (0, 1) e o semigrupo {e?*};50. Vamos
recordar de algumas defini¢oes e resultados. Para o € (0, 1), consideramos a fungao Wright

dada pela representagao integral

1 o
U, (2) —/ pe et dp,

- 271

a
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onde H, é o contorno de Hankel. Notemos que, se tomarmos A = £, com ¢ > 0, na

representacao integral acima, obtemos

1 )
tia\IIO{(Z) — _/ )\aflet/\fzt A d)\,
21 Jpy,
assim .
W, (st7Y) = — / AT AN > 0. (3.5)
2m Sy

A funcao V¥, pode ser relacionada a funcao Mittag-Leffler E,, pela transformacao Laplace.
De fato,

CIL(0)(:) = / T L

: / N LATAY AN
27T'l H,

= i e\ / e tERAArd )
271—2 H, 0
1 A —1 —1

= — A d\ = E,(—2),
5 Hae (A + 2) (—2)

a ultima igualdade, segue da representacao integral [1.43] Além desta propriedade, neste tra-
balho, estamos interessados nas propriedades contidas na Proposicao da funcao Wright.

Proposicao 3.1. Seja « € (0,1). Entao para toda distribui¢ao ¢, vale

E.(At)p :/ W, (s)e " Bpds, t>0. (3.6)
0

Demonstracao. Considerando o operador dado por
E.(t)y :/ T, (s)e Ppds, t>0.
0

Entao, tomando a transformada de Laplace de E(t)y, usando a Equagao segue que para
A>0

/ e ME(t)pdt = / e_’\t/ T, (5)et" A pdsdt
0 0 0
= / e’\t/ U (st™)es 2t Ypdsdt
0 0
= / eSAgp/ e Mt (st~ ) dtds
0 0

— )\al/ efs)\aesAgpds — )\0171()\01 . A)il.
0

Por unicidade da transformada de Laplace, temos E(t)p = E,(At)p paratodot > 0. O
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No lema a seguir, mostraremos que a familia de fungoes Mittag-Lefler esta bem definida
no espago L9 e que é fortemente continua. Para tal, utilizamos o fato dela ser escrita em
st*A

termos do semigrupo e , com isso ganhamos propriedades importantes de semigrupos para

estimar e mostrar sua continuidade forte.

T

Lema 3.1. Seja 1 < g <r < oo tal que % (% — l) <1 . Entao
| Ea(At)pllr < CEE G g1

para toda o € LYRYN). Além disso, a familia { E,(At) }1>o € fortemente continua em L™ (RY).

Demonstracao. Para mostrar tal fato, primeiro notemos que

1Ea(At)gllLr = '/ W (s)e™ 2pds
0

L’l‘

< [ vl elds
0

Por Lunardi e colaboradores[35], temos a seguinte representagao, definida como férmula

de Gauss-Weierstrass, para o semigrupo do calor {7'(¢) };>o,

(TB)e)w) = ﬁ/ e oly)dy,

assim, quando T'(t) = "4

1
st*A = — T 4st™
(€ 20)@) = e [, ¢ T el

Para fazer a estimativa que queremos, primeiro definimos

1 _ =2
Gy(z) = (Imsto )2 1 (3.7)

ol gy — (T)M? / _
/RNe dz (a) = RNGt(:z:)dx 1.

Dessa forma, ||G;|;1 = 1 e portanto Gy € LY(RY). Temos a seguinte igualdade, facilmente

CcOo1mo

verificavel

GStaA(p — Gt * Q.
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Tendo essas informacoes a disposi¢ao, vamos agora estimar a L"-norma da familia Mittag-
Leffler

oo

[Ea(At) ¢l < Ta(s)lle™ 2pllL-ds

[e.e]

U, (9)||Gy * | Lrds.

J
J

Pelo Teorema para espacos de Lebesgue, temos
[e.e]
IEa@elr = [ Wals)Gos lurds
0
< [ 06 e,
0
para 1 < m < oo satisfazendo

11
14+-=—
q m T

Calculando |Gy 1= por [3.7]

1Gllom = ( / dx) ,
RN

_ _le2 o .
como (4mst®)™N/2 e e~imim sdo positivas, temos que o valor absoluto nesse caso sdo elas

1
|Gl pm = (47Tst°‘)_N/2 (/ e~ o )
RN

N/2m
= (st ()

4st™

. 2
(47rsta)_N/26_$

mesmas, assim

N/2m—N/2
_ (47T) ]{[/2 / (Sta)N/Qm—N/%
miN/2m

A\ N/2m—N/2
Fazendo Cy,,, = (”)mW, obtemos

como 1 —+ =1_
m ™
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portanto

|E(Aglr < / o ($)l|Gull o

Como por hipotese % (% — %) < 1, segue entao que —% (% — %) > —1. Como a fungao

Wright satisfaz as propriedades em [1.13] temos
_aN(1_1
1Ea(At)pllr < Ct 72 5] 1,

em que C' é uma constante dada em termos de N,m,r e a. Assim, FE,(At) : LY(RY) —
L"(RY) esta bem definida para todo ¢ > 0.

Mostraremos em seguida que a familia {E, (At)};>o é fortemente continua em L™(RY).

Para tal utilizaremos o fato que T'(t) = e*!"# é um semigrupo fortemente continuo. De fato,
para 0 < t; < to, temos
| Eo(Ats) — Eo(Aty)p||r = / T, (s)e22pds — / T, (s)e T2 pds
0 0 I

— / \I/a(s)(GSt%A o GSt?A)(pdS
0

LT

_ / \I/a(S)BSt%A[BS(t%_t?)AQO _ gD]dS
0

I

LT

como a funcao Wright é positiva, segue que

[Ea(At2)p — Eo(Atr)ellr < / Ua(s)[[eT2[e D20 — ]| 1rds.
0

Como temos que,

1€ | 2oy < 1,

s(t5—t7)

I 20 —¢lllr = 0, quando t, — t],

pontualmente com s > 0. Além disso,

W (s)[le [ 7120 — o

L < 2Wa(s)]|¢l

Lm,
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pelo teorema da convergéncia dominada de Lebesgue temos

[e.o]

lim W, (s)||ettA[estE 20 — ]| Lrds = 0,
to—t Jo
de onde segue que {E,(At)}i~o é fortemente continua. O

Observacao 3.4. Fazendo algumas modificacoes na demonstragcao acima, temos a sequinte

estimativa
| Ea(At2)p — Eo(At)pllr < / W, (s)]|e” 2 e 2 — ]| 1rds
0
< tl_z(q_T)/ \Ifa(s)s*%(%*%)Hes(t%_t?)A —[Hc(Lr)H()OHerS.
0

essa estimativa serd muito util adiante.

A seguir, definimos o espaco LI e fazemos o estudo do comportamento da familia de
equagoes { E,(At)}io.

Definicao 3.4. Definimos o espago de Lebesqgue com peso L% como sendo o espaco de todas

as func¢oes mensurdveis ¢ : RN — R munido da norma

1
lolliz = ( [ | loto ot
RN
em que o peso w : RY — R € dado por w(z) =1+ |z| ey > 0.

Observacao 3.5. Note que |[¢|/zs = [|w?¢| L.

A seguir provamos a estimativa para e**¢ no espaco de Lebesgue com peso, para tal nos

baseamos na demonstragao do Teorema 2.1 de [5].

Lema 3.2. Assumindo que 1 <r < g < oo. Temos que para todo t,
N(1 1

le2@llzg < €2 G g+ C 3 | lalg 1,
em que vy > 0.
Demonstracao. Como feito no Lema , denotamos por Gy(x) o nicleo do calor em todo

o espaco RY, j4 sabemos que a férmula de Gauss-Weierstrass para o semigrupo do calor é

dada por




assim quando T'(t) = e'®

1 lz—y|?
tA _ -
(€0)(@) = s [T ey
Portanto temos a seguinte expressao
eBp =Gy * .

Definindo o peso w(z) = (1 + |z|). Entao

_ _lz—y?
Bl < CoVley [ e ety (35
De fato,
tA S 1 —loul? d gl
e plw(r)” = G 2 | € p(y)dy|w(z)

zny
< o /RN o™ T (y)dyw(x)?

_ la—y?
= Ot V() / T o) |y,
RN

em que C = (4m)~N/2,

De posse dessas informagoes passamos para a prova do lema. Vejamos que w? < Cy(1 +

|z|7) para alguma constante C; que depende de «y. Dessa forma, por um lado

[l = ( / |wv<x>e%<x>|de)
RN

< ([ 1t panespwpa)

1

< G| [ et el o]
R
em que C' é dada em termos de . Pela desigualdade de Minkowski
le"*pllzz, < Cillellze + Cilllze o] a. (3.9)
Além disso, pela desigualdade de Young

leelle = 1Gr*¢llLa
G

IA

Lm (p LT'7
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para 1 < m < oo satisfazendo % = % + % — 1, dai como
, 1
I L

IGillpm = (/ |(47t) N/2e=5r | dx)
RN
I )
segue que
_N(1_1
le®ellza < Cnmt™ 278 o) 0. (3.10)

A seguir, vamos estimar a segunda parte da Desigualdade |3.9] Para tal, note que

2| = |y+x—y|
< C(y|" + |z —y|")

para alguma constante C que depende de v, temos

_\:c—yl2

N _lz—yf? _N
aellal < o6 [ S P+ o F [ e e ey
R R

- [1 —|—[2

Portanto, ||e®p|z|Y||pe < |[11]|ze + || I2]|ze. Como I} = CGy * b, onde b(z) = |z|"¢(z), pela
desigualdade de Young
[11]lze < CIGellzm[bl] 2,

para 1 < m < oo satisfazendo

1 1
= _|_ _ 1
q m T
Logo,
_N(1_1
1Ll < Ct 2o,
= =G|zl . (3.11)

Para Iy = CK; * ¢, onde K;(z) = |z|"Gi(z) pela desigualdade de Young
12l La < ClIE|mllllr,

observe que

1

1Kl = memli g, )"
tlem = |z e ™ da
RN
1
= t2titen (/ ’Z‘VmGIZsz) "
]RN

N N
= Oyt 2t3%2m



assim
N1 1
2

Lol < Ct G0 3 g (3.12)

Por fim, por 3.10] [3.1T] e [3.12] temos a seguinte desigualdade

N N N(

le® ol < 0 FC-D gl + CtFE D el + 0 T gl (3.13)
Temos em particular
lellrg < Ct™ =) g+ C D2
O

Lema 3.3. Assumindo que 1 <r < qg < oo e % (% — %) < 1. Temos que, vale para todo
t>0ev>0
_ ay
1Ba(tA)pllre, < CPIE2 [lpllr + [l ¢l ] (3.14)

Demonstracao. Temos que
IEa(tA)llis < [ Wals)lle 2l ds,
0 Y
pelo Lema [3.2]

IBatB)lzy, < [ Walo) [Cst) F O gl 4 ot F 0 e ] as
0

1_1

+ e 0D [T a0 F 0D lap
0

L7'd57
fazendo [ = % (% — %), temos
o0 1 1

|Ea(tA) gl s < CPHs [ W, (s)s7 o)t E ) 1rds
0

+ C't_ﬁ/ \I/a(s)s#(%_%)|||x]'7g0||ers,
0

usando o fato que =¥ (% — 1) > —1le~v >0, seja

2
-N /1 1 n
k=—|—-—-
2 r o q



—N(l 1)
r=—-»_-—-1,
2 r q

segue que k,r > —1. Usando a igualdade 7?7, obtemos

IBad)elli < o F R ol + OO T ol
= O™ T gl + Caot ™[]l 1r
tomando C' = max{Cy, Cs}, temos
| Ba(tA)lly < CPIEF lollor + [l ¢ller].
Como queriamos. O

3.2 Solucao Branda Global

O principal objetivo desta secao é mostrar resultados de existéncia e unicidade de solugoes

no espago L9.

3.2.1 Estudo da boa-posicao global

Nesta parte faremos o estudo da boa-posi¢ao global das solugoes do problema para os
dados iniciais uy € LP(RY) no caso critico p = %(,0 — 1). Para tal, definiremos o espago

funcional no qual a solucao reside e daremos a definicao precisa de solucao branda global.

Definicao 3.5. Sejam 1 < p<r < oo e ff = % <% — %) O espago de Banach Xz é o
conjunto de todas as fungdes u : (0,00) — LP(RN) Bochnefl] integrdveis, tais que tPu sdo

funcoes continuas limitadas. A norma deste espaco € dada por

ullx, = stulootBHu(t, Nz < o0. (3.15)
>

A seguir, daremos a definicao precisa de solugao branda global em L? associada as

equagoes de reacao-difusao [3.1}

Wer Apéndice
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Definigao 3.6. Seja up € LP(RY), onde 1 < p < r < oo e u(0,7) = ug(x). Dizemos que
u = u(t,z) € uma solugao branda global em Xz do problema de valor micml quando u
satisfaz a equagdo integral [3.4), ou seja,

u(t, ) = uo(z)Eq(At) —I—/O EL (A |u(s, z)["  u(s, z)ds,

em quet>0ex € RN,

Antes de passarmos para a demostracao do Teorema de existéncia e unicidade mostrare-
mos alguns resultados, cuja demonstracao é uma aplicacao do Lema (3.1}, primeiro note que

a formulacao integral ¢ a soma da parte linear, com a parte nao linear, que chamaremos
de IQ.

Lema 3.4. (Estimativa do termo linear) Seja Eo(At)ug, em que f = <& (% - %), entao

temos que para 1 < p < r < oo, vale a sequinte estimativa

| Ea(At)ug | - < CtP||ug]| 1o

Demonstragdo. Estimativa para E, (At)ug, procede do Lema3.1] com pequenas modificagoes.

[ee]
| Ba(Atyuglly < / e S,
0

como j& é conhecido, podemos escrever e ®uy = Gy * uy e aplicamos a desigualdade de
Young, em que 1 < p < r < oo, tem-se ||Gy * wg||rr < |G|l Lm||uol| e, calculando ||Gy|zm,

onde 1+%:%+$, temos

1

1Gellm = CS%(%_?)t—a%<%—%>.

Portanto, |Gy * ugl|rr < sz G r)er(G-7) |uo||»- Assim a estimativa para E,(At)ug se

reduz a
1 1

_aN(1_1
1 Ea(At)ug|| e < CEF G0 flug]| -

Como por hipétese o parametro 3 esta relacionado pela igualdade g = % <% — %), final-

mente
| Ea(At)ug - < CtP|u| 1,

como desejado.
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Lema 3.5. (Estimativa do termo ndo linear) Seja

L= /0 Ea(A(t — ))|u(s, 2)1" " uls, 2)ds,

emqueﬁz%(é—%),assummdoque1<p<7“<oo,pa>1e

a
b= EN(P —1).
Além disso,

N
Slo=1)<r<pp e r=zp

Entdo vale a sequinte estimativa

t
[ o] 2 < C/ (t = 5)" % D |lu(s, )], ds.
0
Demonstracao. Usando o Lema seja p = % e 1 < p < r assim obtemos

t e’}
”[2”“3/ / o (5)[[e* " A u(s, )P uls, ) | - dsds,
0 0

como j4 é sabido, podemos escrever e*==)"A|y|?~ly = By x (|u|’~'u), em que

1 ||2
Bi(x) = e 45—
() (4rs(s — 1)) >

aplicamos a desigualdade de Young, em que 1 < 7 <1 < 0o, assim tem-se | Bex(|ulP~tu) || - <
|G| o [[[ul?~ ul] 2, caleulando || Byl pm, onde 1 + I=24 1 temos
P p_1

HBtHLm = 05%(?_%)@ o S)_a%(?_;>.

Portanto,
p-1 S (E0) (= )22 (B3| |ulr?
1B: * (Jul )|z < s o)t — 6) =22 (F=2) [Jufr |,

r.
P

A estimativa para I, se reduz a

wlz

(8-7) lu(s, )| u(s, x)||L%ds.

t
HMMSC/@—@“
0

Note que,

us, )"~ u(s, )]

L% = ||u<87x)||§”
assim temos

t
alN
HMWSC/@—@%“”W@wmﬂa
0

como desejado. O]
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A seguir iremos provar a boa-posicao da solucao branda global, antes disso, passamos a

demonstracao de um lema muito til para nosso objetivo.

Lema 3.6. Assumindo r > p. A nao linearidade f : R — R , dada por f(u) = |ulf~ u,

induz uma aplicacao de L™ em Le satisfazendo a sequinte desigualdade:
1f(w) = f)ll 5 < Cllu=vlle-(lullz + [lvl7). (3.16)

Demonstragdo. Seja f(u) = |u|’~'u, com p > 1. Derivando, temos

f'(u) = plul”™

. Pelo teorema do valor médio, para todos u,v € R, existe t € (0,1) tal que

fu) = fu) = f'(tu+ (1 =)o) (u —v),

isso implica que
() = f(o)] = pltu+ (1 =)o~ u —vl.

Por [15], pagina 181, temos que para p > 0 e f,g € L vale

[f +gl” < 2°([f17 + |9 ),

além disso
tu+ (1= t)ol"~" < (|u| + o))",

com 1Sso temos

[f(u) = f)] < C(lul”™" + o] |u— o], (3.17)

onde C' é uma constante dada em termos de p.

Observe que, por definicao

([, 10 = rwpar)

Pela desigualdade de Minkowski, temos

1f () = F) 5

1 () = f@) 5 < Cllu—wll-(lullf + lloll7 ).

Assim, f aplica L™(RY) em L (RN). O
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Teorema 3.1. Sejam os parametros p,r,a, N e ( relacionados da sequinte maneira

N
l<p<r<oo, 5(p—1)<r<pp e r>p,

N /1 1 N
Bza—(———),em que p>1,p="(p—1), epf<l.
2 \p r 2

Se ug € LP(RYN) € suficientemente pequena, entdo existe uma tnica solugao branda global

u€ Xg pam que depende continuamente dos dados iniciais. Em particular,
lu(t, ) < Ct7

para todo t > 0. Além disso, se ug € uma fun¢ao nao-negativa (positiva), entdao wu(t,-)

também é nao-negativa (positiva), para todo t > 0.

Demonstragao. Esta demonstragio serd feita baseada em [3]. Como em [3] dividiremos em
quatro partes: primeiro mostraremos a existéncia, em seguida a unicidade, dependéncia

continua e positividade.
(i) Existéncia: Consideramos a métrica dg(-,-) definida por

dp(z,y) = |z = yllx,

na bola By,(R) e seja A : Bx,(R) — Bx,(R) o operador definido por
¢
Au(t) = E,(At)ug(z) +/ E (At — 8))|u(s, z)|” tu(s, 2)ds (3.18)
0

onde R > (ZMC')Tlp. Se u € Bx,(R), temos

t
Au(Oll < |1 Ea(B0unller + [ || Ealalt = s)luls, 0) uls, o) | ds
0 I
Pelos Lemas [3.4] e temos que
t
IAu(®)l|zr < CtP|lug ]l Le + C/ (t=s)" 5 D Ju(s, 2) |17 ds. (3.19)
0

Nosso objetivo é estimar no espago funcional Xz definido anteriormente, que é onde

nossa solucao reside. Para isso, fazemos algumas manipulacoes algébricas para obter o
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desejado

[Au@®)llr < CtPlug|l s + C/Ot(t —5)7 5 D u(s, 217 ds
= Ct P||uol|r» + C/t(t — 5)" 5 D g gBr| (s, 2) ||, ds
0
= Ot |luol|» + C/t(t — 5) "B s Pu(s, ) §,ds
0
< Ot P||ug||r + C’/t(t — S)_%(p_l)s_ﬂpds stgg) |s5u(s, )|,
0 >

Como supyso{lls7u(s, z)l|-} = [lu(s, )|l x,, segne

[[Au(t)

t
e < Ot P |ug|| e + C/ (t — S)_%(p_l)s_ﬁpdsHqu(B.
0
Fazendo mudanca de varidveis na segunda parcela acima, obtemos

t
Au()ler < CE Pl +C / = F (1 = /)~ F D s full
0

1
CtP[up|p + Ot~ 5o~ -Bot1 / (1= 5 F D5 5rds]jullf,
0

Note que =2 (p — 1) — Bp+ 1 = —3. Além disso, pela defini¢do da funcdo Beta, Capitulo

1, temos
1
a N
/ (1-— s)’T]rV(p’l)S’des =B (1 — a—(p —-1),1— pﬁ) ,
0 2r
assim definimos M = B (1 — %(p —-1),1- pﬂ) . Portanto,
[Au(®)]|zr < CtP([Juoll o + M]|ull%,)

= [P Au(®)]|r < Clluolle + Mlull%,)-

Tomando a norma no espaco Xg, temos pela escolha de R,
luollze < R(1/c — MR*™),

assim

[Au(t)llx, < C(lluollr + Mullk,) < R. (3.20)
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Além disso, para 0 < t; < s, temos

[(Au)(t2) = (Au)(tr)||r < [[(Ba(Ats) = Eo(Aly))uol -+

i / I Ba(Ats — s))fu(s, )P (s, @) | rds-+

* /0 Ea(A(t2 — ) — Ea(Alt — s)))fu(s, @) u(s, @) |- ds
=Ji+ Jo+ Js.

Analisaremos cada parcela J;; onde i = 1,2,3. A convergéncia de J;, com ty — t decorre

da continuidade forte da familia Mittag-Leffler (E,(tA)):>o obtida no Lema

Para J, temos a seguinte estimativa, fazendo substituicao de variaveis

/ BBt — s)lus, 2) uls, )| 1-ds

t1

2 _an, )
<c / £y 2 (L s /ty) " B D (s, )[4, ds

t1

G 7S)

= C/ to 2 (1 —s/ty) 2 w1 g PP PP | u(s, z)||” .ds
t

—C’/ _2* - (o1 1—5/t2) » (=) g pﬁds”u”’)

1
_aN(,_1)_ o
=, Y ﬂ”“/ (1—5) 5 D5 5|4,
t
t2

Pelo fato de u € Bx,(R) temos

to _aN /. _ 1\y_ 1 o
[ 1B = Dt )l utsa)lurds < CRo B [y e,
t1 %

que tende a zero quando ty — ¢}

Para estimar J3, lembramos da Observacao em que obtemos
_aN(1_1) [® .
|Ea(Ata)p — Ea(At)plir <, 7 T)/ ,(s)s ()
0

Assim

/0 Btz — $)A) = Eal(ts — )A)Juls, ) u(s, @) - ds

< /Otl(tl —s)”
< [Mt-or

s(tg—tf)A

e — Il llell-ds.

1

OO —N ((t2—9)*—=(t1—9))A -1 .
P Wl B e (s, (s, ) s

PT / \I}a(w)w ];] t2 S) (tl S) IH % || (S,')HETdeS-
0

P

SE

Q
w2
[u

84



Por hipdtese do teorema e o fato que u € X, pelo teorema da convergéncia dominada de

Lebesgue, temos

lim [|e#((tz=2)"=(t=9)MA _ g —0.

ta—ty L(L%)H

Assim provamos que A esta bem definida sobre o espago X3.
O préximo passo é provar que A é uma contragao, para tal note que pelo Lema[3.6] temos
[Au(t, ) = Av(t, )| -
t P
< [ (= o) FEDuts, P uls,) = s, )P (s, 5 ds
0

t
< C [ (0= D5 ) ol s o I + ol ) s
0
t

_aN/ _ _ _
<c / (t = 5)" F D5 s — o, (lulli + 01520,
0

Fazendo substituicao de variaveis e usando o fato que u € Bx,(R)

||Au<t’ ) - Av(t7 ')HLT

IN

1
Ct—“;f(p—l)—ﬂpﬂ/ (1— S)—%(p—l)s—ﬂpdsnu _ UHXﬁ(Rp_l + RFY
0
— Ct*%(pfl)fﬁpﬂMHu N v“XﬁQRpf1
= 2MR"'Ct P |lu— |,
< 7w —vl|x,.
uma vez que R > (2MC’)ﬁ e p > 1. Dessa forma, A é uma contragao sobre By,(R) e,

pelo teorema do Ponto Fixo de Banach, A tem um tinico ponto fixo sobre By, (R). Assim

provamos que A estd bem definida em Xjp.

(ii) Unicidade: Para provar a unicidade da solucéo seja v € Xg outra solucdo branda do
problema Entao, existe R’ > 0 tal que v € Bx,(R’). Assim sendo,

s, (s, ) = fols, )l u(s, 5 ds

I
t
S C/ (t - 8)7%(p71)87ﬁp8’3”u(5’ ) —_ U(S, .)HLTS,B(pfl)(Hu<S’ ')Hﬁ?l + HU(S) .>”2:1)d8
0
t
alN 3 B
< C/ (t — S)_Tr(l)_l)s_ﬁp"‘ﬁnu(s’ ) — U(S, )HerS(Hqu))(ﬂl + ||U||§(ﬂ1)
0

¢
<C(R '+ R / (t — 3)_%(”_1)8_5”5“11(5, ) —w(s,)||L-ds.
0
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Existe T tal que u(t) = v(t) em [0,7]. Pelo Lema de Gronwall Singular |u(s,-) —
v(s,)|lLr = 0, para todo t € [0,7], assim temos u(t,-) = wv(t,-) quase sempre para todo

t > 0. Logo, temos a unicidade da solugao branda.

(iii) Dependéncia Continua: Seja u, v solugdes suaves de comecando em ug e vy, res-

pectivamente. Estimando como no passo da existéncia, obtém-se
lu—v|x, <lluo — vollzr +2M R Cllu — v| x,-
que produz a continuidade Lipschitz

|u—vllx, < l|lto — vo| v

1
2M Re—1C

Isso conclui a prova.

(iv) Positividade: Agora, assuma que ug nio é negativa. Portanto, e®uy > 0, para todo

t > 0. Entao, lembrando que a funcao de Wright é positiva e sabemos que
E.(tA) = /OO T, (s)e 2 pds
0
para concluir que E,(tA)uy > 0. A ndo-negatividade da solugao segue do fato que, a solugao
u é o limite em X4 de uma sequéncia de Picard (ug)xen, definida recursivamente por
u(t, ) = Eu(At)ug(x);

t

g1 (t, ) = uy (t, ) +/O E (At — 3))|ur(s, )" ug(s, x)ds,

essa ¢ uma sequéncia nao-negativa. O]

Faremos alguns comentarios sobre a continuidade da solu¢ao em ¢t = 0. De fato, acabamos
de provar que u : (0,00) — L" é continua. Em particular, u : (0,00) — L? para qualquer

p’ < r também é continua. Portanto para 1 < p’ < p, temos a seguinte estimativa

/0 ||Ea(A(t — S))’u<57 I)’pilu(s, x)HLp/dS

t N(p_1
<c / (t — )% ) Jlu(s, )12, ds,
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fazendo substituicao de variaveis
/Ot [ Ea(A(t = s))|u(s, J;)‘pilu(sa z)|| g ds
< Ct_%(£_§>_pﬁ+1 /t(l - s)_%e_i)s_pﬁs”ﬁﬂu(s,I)||pTds
0
_ o) e /ot(l o) s oraspuls,

—aN(p_1)_ aN (p 1
:Ct 2 (7' P) pﬁ+1B (1__<__E>71_pﬁ) HuHS,(B

Temos que % (f — I%) <le—2oXN (f — 1%) — pB+1 > 0. Entao, a partir disso e do

Lema , se ug € LP N LY, concluimos que
[u(t, ") — uol[»r — 0,

quando ¢t — 0%.

3.3 Solucoes autossimilares

A formulacao integral pode ser estudada em diversos espagos funcionais. Nesta dis-
sertacao um dos nossos objetivos é obter solucoes auto-similares. Para tal, precisaremos que
o dado inicial ug seja homogéneo de um certo grau, portanto estudaremos a equacao integral
em espacos funcionais dependentes do tempo e baseados em espacos os quais contém fungoes

homogéneas. Inicialmente fornecemos condi¢oes suficientes para obter tais solucoes.

Assumindo que u(t, z) é uma solu¢do branda do problema sujeito a condicao inicial

up entao provaremos que a relagao de scaling de u satisfaz
up(t,x) == )\ﬁu(/\%t,/\x). (3.21)
De fato, a relagao de scaling de u satisfaz, em geral,
uy(t, ) = Au(\t, \x),

com A > 0 e a,b e c variaveis nao-negativas. Para u, ser a relacao de scaling de u, ela deve
satisfazer a equagao [3.2l Calculando

t

ux(t,x) = (ug)r(z) —|—/0 Ga(s)Auy(t — s, z)ds —|—/ lux(s, )" un(s, x)ds

0
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fazendo

uy(t, x) = Au(\t, \x)

e usando a regra da cadeia para calcular o Laplaciano
Auy = NN Au(Nt, \x).
Obtemos por um lado
t
Nu( At \ex) = Aug(A\ox) + )\a+2c/ 9o (8) Au(N(t — 8), \°w)ds
0
t
+ /\“p/ lu(As, \2) [P tu(\bs, Nx)ds.  (3.22)
0
Por outro lado, como u é solugdo, aplicamos em (At \°z) e multiplicamos por A%,
bt
Mu( At XNex) = Aug(A\x) + )\“/ 9o (3) Au( Nt — 5, X°x)d5
0

AVt
+ )\a/ lu(5, \z) [P~ u(5, \x)ds. (3.23)
0

Devemos ter igual a m Fazendo a substituicao de variaveis A\t — 5 = \°(t — 5) =
s = A7%5 na primeira e segunda integral de obtemos

bt
Nu(APt, Ax) = Aug(\°x) + AT / Ga(ATP3) Au(At — 5), \z) A "bd3
0
bt
+)\“”/ lu(APAT05, ) [P (AP A 05, M) A 0d 3.
0
Usamos o fato que g(t) = % assim go(A7%5) = A7 g (3)
bt
Au(APt, Xx) = Aug(Nox) 4 Aa+2e-bla=b=b / Ja(A7P8) Au(Nt — 5), \°x)d5
0
bt
4 \o / (5, 3°2) [P~ (5, Xox)ds. (3.24)
0

Agora por fim, comparando com serao iguais quando cada expoente de A\ dos termos

correspondentes forem iguais. Temos o seguinte sistema

a+2c—ba+b—b=a 2c—ba =0
=
ap —b=a. ap—b=a.
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Tem duas equagoes e quatro variaveis e esse sistema é possivel e indeterminado, ou seja, tem

infinitas solugoes. Vamos determinar a e b em funcao de p e a. Fazendo ¢ =1

2
ba=2=>b=—
«
(S
2: 2
ap —a = — a=——-.
T alp—1)

Assim a relacao scaling que u satisfaz é tal que
2
ux(t,z) = /\CX(P—l)u()\%t, Az).
Temos a seguinte definicao de solugcao auto-similar a considerar.

Definicao 3.7. (Solucao autossimilar) Seja uw = u(t, z) uma solugdo branda do problema
sujeito a condicao inicial ug. Dizemos que esta solucao € autossimilar, quando ela satisfaz
a sequinte propriedade

u(t, z) = ux(t, z), (3.25)

para todot >0, € RN e X\ > 0.

A aplicacao u — uy dada por é conhecida como rela¢do scaling (ou escala), da
equacao Observe que, se fizermos ¢t — 07 em devemos esperar que u(0, ) seja uma

fungao de grau ﬁ. De fato, quando t = 0 temos ugp(z) = ux(0, Az), como
ux(0, \x) = )\ﬁu(o, \z),
assim ug(x) = )\ﬁuo()\:v), o que implica em
up(Az) = )\ﬁuo(x).

Isso indica que, os espacos adequados para se encontrar solucoes auto-similares, sao aqueles
que contém fungdes homogeéneas de grau a(;—fl), estas sao as candidatas naturais a serem
condicao inicial. Por outro lado, se desejarmos obter solucoes auto-similares em certos
espagos funcionais, uma condicao necessaria para tal é que as normas destes espagos de-
vem ser invariantes pela relacao de scaling. Nesse sentido, o espaco funcional Xz foi bem
escolhido. De fato, usando a relagao de scaling obtida acima em espagos L"(RY), temos o

seguinte resultado.

Teorema 3.2. O espaco funcional Xz € invariante por scaling se, e somente se p = 5N (p—

).
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Demonstracao. De fato, note que
lun(t, Mlx, = sup [[tPua(t, )llzs
>0
2 ,B 2
= sup Aee=D |[tPu(Aat, )| e
>0

= sup AT DN T ||t6u()\§t, z)|| e
>0

2 N
= sup Ao 7 ||[tPu(t, )| .
>0

Dessa forma [Jux(t,-)||x, = ||u(t,-)|[x, se, e somente se

2 N o
— T —0&sp==-N(p-1).
a(p—1) p M=)

]

Teorema 3.3. Sejam as suposi¢oes do Teorema(3.1. Se ug € uma fung¢ao homogénea de grau

—ﬁ, ou seja, up(Azr) = )fOf(PQ*l)uo(x). Entao, a solugdo inica global do Teorema é

autossimailar.

Demonstracao. Queremos mostrar que a solucao global
t
ult2) = Ea(t)un(o) + [ Eal(t = )8 u(s,0)p us, 2)ds
0

é autossimilar, ou seja, uy(t,z) = u(t,z). Vamos separar a provar em duas partes, a primeira
com a parte linear e a segunda com a parte nao linear. Primeiro para parte linear, notemos

que pela Proposicao [3.1] e pela relacao de scaling, obtemos

[Ba(tA)uo())(t,7) = Aa0 T [Eq(tA)ug()] (AT, Az)

—  AD / Uo(5)eN " Bug(Az)ds (3.26)
0
Além disso, notemos que
eSAztaAgp(x) = "2 o d, <§> : (3.27)

em que dy : RY — RY é a funcdo dilatagao dada por dy(z) = Az. Assim, como ug(Az) =

A" el Dyg(x), segue que

es’\Qt&Auo (Ax) = )fﬁ eSAQtaAuo (x)

2 X
e A a(p—1) QStQAuO O d)\ <X>

= AfﬁeStQAuo(x).
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Desta forma, a Equagao [3.26| resulta em
[EL(tA)uo()a(t,z) = Aaw D / U, (s)A 75017 e By (2)ds
0

= [ W) ),

ou seja,
[Ea(tA)uo(@)]a(t ) = EaltA)uo(2). (3.28)

Em seguida, fazemos a prova para parte nao linear, temos

t , Aot ,
{/0 E.((t— S)A)|u(s,x)|p_1u(s,m)ds] (t,z) = )\°<(P—1>/0 E (Nat—s)A)|u(s, \x) [P~ u(s, Ax)ds,

A

. 2
fazendo a mudanca de varidvel s — Aas, obtemos

2
Aot
AT / EL (02— 8)A) u(s, A"~ u(s, Az)ds
0
t
= Aaufn/ Eo((Aat — Xas)A)[u(Aas, Az)|P Tu(Aa s, Ax)Aads
0
_2 42 f* 2 2 102
= \a-D e [ E (Aa(t —s)A)|u(Aes, A\x)|P u(Ae s, Ax)ds
0
Usamos novamente [3.27 obtemos
, At ,
Ae(e=T) / E (Aot — s)A)|u(s, \x) [P~ u(s, Az )ds
0
¢
- / Eo((t — 8)A) AT Tu(Aas, 2) [P I Aae T u(A\a s, 2)ds
0
t
:/ Eo((t — 8)A)|ux(s, 2) [P uy(s, v)ds.
0
Combinando com a Equagao [3.28] mostramos que
t
ux(s,z) = Ey(tA)ug(x) + / E,((t — 5)A)|ux(s, )| tun(s, v)ds.
0

isto é, uy ¢ uma solugao branda para o problema. Entao, temos, que |ux||x, = [|ullx,
e pela parte de unicidade do Teorema [3.1] segue-se que u = wy, assim u é uma solugao

autossimilar. O
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APENDICE A

ESPACOS L*

Definicao A.1. Seja 2 um aberto do R™. Denotaremos por LP(2),com 1 < p < 00, 0 espago
das CZCLSS&‘EI de fungoes definidas em Q, cujos valores estao em K, tais que |f|P € integrdvel

no sentido de Lebesque em ) com norma.

11l zrgey = ( / |f(t)!pdt) ", paral<p<oo (A1)

e denotaremos por L>®(Q) o espaco das fungoes f, mensurdveis em € e que sio essencial-

mente limitadas em ), equipado com a norma

| fllzoe () = sgpess|f(x)|, para p = 00. (A.2)

E comum denotarmos || - |[r(@) POT || - [|p- A fungao || - ||, define uma norma que faz de

LP(€2) um espago de normado.

Observagao A.1. No caso p = 2, L*(Q) é um espaco de Hilbert. Denotaremos por (-,-) e

| - |, o produto interno e a norma, respectivamente, deste espago. Assim,

(f.9) = / f(@)g@)dz, f.g € I3(9)

10Os elementos de LP sdo na realidade classes de equivaléncia, pois a integral nao se altera se mudarmos a
fungdo num conjunto de medida nula. Assim quaisquer dois representantes de uma mesma classe se coincidem
q.t.p.

17(9) i= IP(9)/
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A seguir, listamos duas desigualdades conhecidas, a saber a desigualdade de Holder e
Minkowski que serao usados posteriormente. Para melhor se familiarizar com teoria de
espagos LP, bem como encontrar as demonstragoes dessas duas desigualdades, indicamos o

livro do Rudin, Real and Complex Analysis, [41].

Observacao A.2. 1. Sejam p,q € [1,00] expoentes conjugados, isto €,
1 1
-+-=1
P q

Entdo vale a desigualdade de Hélder: se f € LP(Q) e g € LY(X), entdo f-g € L'(Q)

o [ir-aa<{[ |f|pdx}’la {/ |g|qd:c}é. (A3)

Também vale a desigualdade de Minkowski: Sep € [1,00] e f,g € LP(Q)), entao

([rapacl < { [} o { [ gas}’. "

2. Se p = q = 2, entao a Desigualdade [A.5 é conhecida como a desigualdade de

Schwarz.

Teorema A.1. Se f € IP(Q) e g € LI(Q), entdo f-g € LY(Q) e

1 - gl < 11 f1lp - glla- (A.5)

Observe que quando p € (1,00) a desigualdade é consequéncia da desigualdade de
Holder aplicada a | f| e |g|. Para detalhes da demonstragao, indicamos [41], pagina 65.

Teorema A.2. Sep € [l,00] e f,g € LP(?). Entao f+g € LP(Q) e

1+ gllo < 11F1ls + lgllp- (A.6)

Para p € (1,00), a desigualdade em segue da desigualdade de Minkowski. Para

detalhes da demonstragao, indicamos [41], pagina 65.

Lema A.1. Lema de Fatou
Seja (fn)nen uma sequencia de fungdes mensurdveis, tais que f; : Q@ — R, comi=1,...,n.
Entao

/ liminf f,dz < liminf / fndx
Q Q

n—oo n—oo

93



A seguir apresentamos alguns resultados a respeito a integracao, a saber, por exemplo o

Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue.
Teorema A.3. Se f € L'(R), entdo

’/Qfd:c s/ﬂlf\dx-

Demonstracao. A demonstracao pode ser encontrada, no livro do Rudin, [41], Capitulo 1,
Teorema 1.33. O

Teorema A.4. (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) Supondo que

(fn)nen € uma sequéncia de fung¢ées mensurdveis em §Q tal que
f(z) = lim fo(z),
eziste para todo x € Q. Se existe uma funcio g € L*(Q) tal que
lfu(z)] <g(x) (n=1,2,3,...;2€Q),

entao f € LY(Q),
lim / |fn — fldz =0,
lim fndx = / fdzx.
0

n—oo

Demonstragdo. Como |f| < g e f é uma fungdo mensurdvel, temos que f € L'(2). Além
disso temos que, como |f, — f| < |ful + |f], segue que, |f, — f| < 2g, de posse desta

informacao, aplicamos o Lema de Fatou, em que obtemos

/ liminf[2g(z) — |fu(z) — f(o)lde < liminf / 20(z) — |ful) — f(z)[)de

QO n—0o0 n—oo

como f = lim f,, segue que

/Q 2(z)dr < liminf / 20(z) — | fulz) — £(2)]}dz

- /Qg(a:)das+liminf/ —[fn(@) = f(z)|dz
Q

= d -1 n d
Joterts sy [ 1) - S
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uma vez que liminf(—f,,) = —limsup(f,) (propriedade de liminf e limsup, ver [41]). Como

Jo 29(x)dx, podemos subtrai-la da desigualdade, obtendo

0< —limsup/ | fu(z )]dx:>hmsup/ | fr (2 (x)|dx <0.

n—o0 n—o0

Se uma sequéncia de nimeros reais nao-negativos converge para zero, entao seu limite supe-

rior é positivo, assim

1imsup/|fn — f(z)|dz <0 = hm/|fn ) — f(x)|dx = 0.

n—oo

E pelo Teorema temos que

lim fndx—/fdx.
Q

n—oo

]

Agora, apresentaremos alguns resultados que provam que o LP é um espaco de Banach.
Como ja foi frizado quando LP é considerado como um espaco métrico, o espago que realmente
esta sendo considerado nao é um espaco cujos os elementos sao fungoes, mas sim um espcao
cujos os elementos sao classes de equivaléncia de func¢oes. Por uma questao de simplicidade

de linguagem, continuaremos a falar de P como um espaco de fungoes.

Definicao A.2. Seja (Y, ||-||,) um espago vetorial normado. Uma sequéncia (y,)nen C Y €
de Cauchy se para todo € positivo, existir um niumero inteiro positivo N correspondente tal
que

n,m >N = ||y, — ynml|p <€

Um espago vetorial normado (Y, || - ||,) é um espaco de Banach, se toda sequencia de
Cauchy em Y converge em Y. Ou seja, um espago de Banach é um espacgo vetorial normado

completo.

Lema A.2. Seja p € [1,00) e seja (fn)nen uma sequéncia de Cauchy de fungoes em LP(S).
Entao existe uma subsequéncia (fn;)jen em LP(Q)) que converge pontualmente para uma

funcao f: Q — K mensurdvel.

Demonstracao. Para cada j € N, existe n; € N tal que
||fnj+1 - fnjHP < 27]1‘
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Uma vez que (f,,)nen € de Cauchy, podemos fazer tal afirmagao. Agora, definimos
J oo
g]($):Z|fnk+1_fnk| € g($>:Z|fnk+1_fnk|
k=1 k=1

Tomando a norma ||g;||,, temos que

lgs@ll, = { / (er%— fnk\> d:c}

= {/g; (‘an - fn1’ + ’fns - fn2| + ...+ ’fnj+1 _ fnj‘)de}

D=

Aplicando a desigualdade de Minkowiski, temos que

lgs @, < {/Qufm—fmr>pdx};+---+{/Q<\fnjﬂ—fnj\)”dx}”

= anz - fm”p"""'—i_ anj+1 - fnij‘

=

Como || fn, ., — fu,llp <277, temos que

1 1 1 1
lgs@lly <5+ 5+ +5 <L

Assim, concluimos que ||g;(z)]|], < 1.

Aplicando o lema de Fatou para (gi)reny obtemos que ||g(x)|[, < 1. Em particular,

g(x) < o0 a.e., de modo que a série

o () + Z(fm+1(a7) = fui(@)), (A7)

converge absolutamente para quase todos os pontos x € 2. Denote a soma por f(x),

para aqueles x para os quais converge, fazendo f(x) = 0 no restante do conjunto de

medida nula. Como

N

-1

Joi(@) + ) (i (@) = fri(2)) = fo, (@), (A.8)
i=1
temos que
flz) = lim fni(x) a.e. (A.9)
e temos o resultado. O]
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Teorema A.5. O espago LP(Q) munido da norma || - ||, € um espago de Banach, para todo

p em [1,00).

Demonstracao. Dada (f,)neny uma sequéncia de Cauchy em LP(), existe pelo Lema

uma subsequéncia (f,,;)jen e uma fungao mensuravel tais que

f(z) = lim f, (7) ae.

j—o0
Seja € > 0, entao existe N € N tal que

n,m >N = ||fo— fllp <e

Portanto, se n > N, temos pelo lema de Fatou que

/ (@) — fulo)Pde = / lim |f,, () — ()P
< hmmf/\fnk (x)|Pdz

k—o0

= hgunf”fnk( x) — folx )Hg < €.
— 00
Portanto, concluimos da desigualdade acima que

1. f— f,€LP(Q), paran> N;
2. Consequentemente f estd em LP(2), uma vez que f = (f — fu) + fu;

3. E finalmente ||f — f,||, = 0 quando n — oc.

E assim, concluimos que (LP(€2),]| - ||,) é um espago de Banach para p € [1,00). ]

Teorema A.6. O espaco L>®°(Q) munido da norma || - |~ € um espago de Banach.

Demonstracao. Seja (f,)nen uma sequéncia de Cauchy em L*°(€2) e considere os conjuntos

Ap = {2 € G fi(@)llo < [fi()]} € Bum = {2 € L |[fu = finlloo < [ful2) = fin(2)]}-
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Entao pu(Ag) = p(Bnm) = 0, para todos k,m, e n, onde p representa a medida do conjunto.
Seja F' a uniao de todos os Ay € By, entao u(F) = 0. Assim, no complementar de F, vale
que

[fn(@) = fm(2)] < [lf1 = finlloo € [fa(2)] <lfelloe- (A.10)

A partir da primeira desigualdade em [A.10| existe f : F* — K tal que lim,_,o fn(z) =
f(x) de maneira uniforme. Pela segunda desigualdade em [A.10] temos que, todas f : F'© —

K sao limitadas e como o limite é uniforme segue que,
f:F-—=K

¢ limitada. Vamos estender f da seguinte forma
f:Q—=K

pondo f(x) =0, para todo x € F. Entao, para todo € > 0, existe um numero natural N tal

que
n>N = |fu(x) — f(z)] <€ Ve F

Como |f, — f|7'((e,00]) C F, para todo n > N, entao € pertence ao conjunto S, = {a €
[0,00], u(|fr — fI7*((e,00])) = 0}. Logo, ||fn — flleo = infS, < e. Assim concluimos a

prova. [

Portanto, concluimos com esses dois ultimos resultados que o LP(2) é um espago de

Banach.

98



APENDICE B

A INTEGRAL DE BOCHNER

B.1 A integral de Bochner

O objetivo desta segao é apresentar a construcao e as propriedades bésicas da integral Bo-
chner. A abordagem apresentada aqui é baseada nas idéias de [32] onde a integral Bochner

¢ apresentada para funcoes definidas no RY.

B.1.1 Funcgoes Simples

Seja X um conjunto nao vazio e seja (E, || - ||) um espago de Banach.

Definicao B.1. Uma colecio R de subconjuntos de X €é chamada de dlgebra de subcon-
juntos de X se X € R e se € fechada por complementacao e por unioes finitas de conjuntos

de R. Isto ¢ R € uma dlgebra se

1. X R,
2. Ae R= A€ R,
3. ABeER=AUBEeR.

Definicao B.2. Uma o—adlgebra de subconjuntos de X ¢é uma familia M de subconjuntos
de X, isto é M C P(X), tal que:
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1. XeM,
2. Para todo Ae M= A°=X\AeM,

3. Para toda sequéncia de sequéncia de conjuntos disjuntos Ay, Ag,--+ em M, a unido
enumerdvel U2 | A, € M.

Exemplo B.1. O conjunto M = {A C R|A ou A\ X enumeravel} é uma o—dlgebra de R.

Definicao B.3. Uma fun¢io p : M — [0,00] € chamada de medida o—aditiva se para

qualquer sequéncia de conjuntos disjuntos Ay, Ag,--- em M tal que U2, A, pertence M

temos
2 (U An) = ZM(An)-

Definicao B.4. Um espago de medida é uma tripla (X, M, p) onde:

(a) X € um conjunto;
(b) M C P(X) é uma o—dlgebra de subconjuntos de X ;

(b) u: M —0,00] é uma fungao tal que:
(e1) p(2) = 0;
(c1) p € o—aditiva;

FElementos de M sao chamados conjuntos mensurdveis (ou u—mensurdveis) e p de medida
em X.

Observe que u(A) é finito para todos os A € M. No que segue, denotamos a funcao
caracteristica desse conjunto como X4, onde A C X, dada por

1, se z€ A
XA(x)_{ 0, se x ¢ A

Definicao B.5. Uma funcgao f: X — E é chamada de funcao simples se
J=vA +vAs+ -+ 0, A,

em que Aq,--- , A, pertencem a M evy,--- v, pertencem a E. O espaco vetorial de todas

as fungoes simples com imagem em E serd indicado por S(E).
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Se f € S(F) é uma funcado simples, entao a funcao |f| definida por |f|(z) = || f(x)] ¢é

uma fungao real simples, isto é, |f| € S(R). Para uma fungao simples
f=aA+ -+ aAy,

com Ay,--- A, € Reay, - ,a, € R, definimos

/f = Oélﬂ<A1) +oe anM(An)'

Vamos usar o fato de que esta integral estd bem definida e partimos para outras propriedades

béasicas.

B.2 A integral de Bochner

A integral de Bochner, recebe esse nome em homenagem a Salomon Bochner, ele foi um
matematico austro-hingaro naturalizado estadunidense, fez trabalhos nas areas de Analise,
Teoria da Probabilidade e Geometria Diferencial. A integral de Bochner em questao, estende
a definicao de integral de Lebesgue para fungoes que tomam valores em um espaco de Banach,

como o limite de integrais de fungoes simples.

Seja X um espaco real ou complexo de Banach. Consideramos a medida usual de Lebes-

gue em R e M a o—4lgebra que consiste em todos os subconjuntos mensuraveis de Lebesgue
de R.

Definicao B.6. Se I € R, uma funcao f : R — X € dita ser Bochner mensurdvel se houver

uma seqiiéncia de funcgoes simples {f,} tais que

tim [ 1A= £t =

Entao n— [, fo(t)dt é uma sequéncia de Cauchy em X.

Proposicao B.1. Seja I € M e seja f: [ — X. Entao f € inlegravel se, e semente se, f

¢ mensuravel e t — || f(t)|| € Lebesque integravel em I. Além disso,

\ [ st

< / o
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APENDICE C

DISTRIBUICOES

A seguir, segue algumas notacoes e defini¢oes que foram utilizadas ao longo desta dissertacao.

e Denotaremos campos de vetores por letras minisculas em negrito, como por exemplo,

u(t,z) = (ui(t, ), us(t, x),us(t,z)), t>0, x€ R3.

Os tensores denotaremos por letras maiusculas caligraficas, como por exemplo,

T, S, U, ...

A derivada temporal de um campo vetorial u(t, z), onde t > 0 e x € R3, serd denotada

por

ou
ot

u
e Seja u = (uy, U, u3) um campo vetorial em R?, denotaremos o gradiente de u por

grad u = (grad wuy, grad us, grad ug)

6]- U;

8% ’

onde grad U; = (811%, 821%‘, agui), 1= 1, 27 3, com ajui =

O divergente de um campo vetorial a(t, ), com t > 0 e x € R?, serd denotado por

diva=V-a
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e O rotacional de um campo vetorial a(t,z), com t > 0 e x € R?, serd denotado por
rot a=V X a

Observacao C.1. Nota-se que, o gradiente de um campo vetorial é um tensor, o rotacional

€ um vetor e o divergente é um escalar.

e O produto escalar de dois tensores (também conhecido como produto interno ou pon-

tual) é denotado pela notacao vetorial por
A:B=c

ou em notacao de indices

Aiiji =C

Os dois pontos na notacao vetorial indicam que ambos os indices devem serem somados. O

resultado é um escalar.

C.1 Espaco de Funcoes Testes

Quando estudamos sobre funcoes temos que definir em qual conjunto ela esta definida, para
esse conjunto damos o nome de dominio e ¢é nesse sentido que trabalhamos o espago de
funcgoes testes, pois ele é o dominio de uma distribuicao. Além disso, nesta secao destacamos
alguns resultados, os quais fazem uso de uma operacao nos espagos de funcoes: o produto
convolucao, ja outro resultado constréi uma funcao teste constante em um compacto e que

se anula fora de uma vizinhanca do compacto.

Denotaremos por x = (z1, ..., T, ) pontos em R™, por K o corpo dos ntiimeros reais ou com-
plexos, por @ = (a, ..., @) as n-uplas de niimeros inteiros nao negativos, a qual chamaremos

de multi-indices.

Para cada multi-indice o« € N" ¢ z € K" define-se

(079

« (0%
lal =1+ Fay, ¥ =252 20 e al = aglas! - -yl

Denotaremos por
olel

D* =
Ort Owy? - - Jaon’
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o operador de derivacao de ordem «. No caso 0 = (0,0, ...,0), o operador D estard repre-

sentando o operador identidade, ou seja, D%u = u, para toda funcao u.

Observacao C.2. Dados o, € N", dizemos que 5 < «, se 5; < «; para i = 1,2,....n.
Quando u e v forem fungoes numéricas suficientemente derivdveis, tem-se a regra de Leibniz

dada por |
D (uw) =Y m(mu)(m%).

B

Outra notacao importante, é para integrais multiplas. Usaremos a notacao abreviada dz,

em vez de dzydz; - - - dx, e para integral utilizaremos [, f(x)dz, em vez de

/ / flzy, - xy)dayday - - - day,.

Definicao C.1. Sejam 1 < p < oo e £ um aberto do R™. Dizemos que f : @ — K

p
loc

¢ localmente integrdvel em LP(QQ) e denotamos por f € LY (), se f for uma fungdo

mensurdvel e para qualquer compacto K C ) tem-se

J 1r@rds < .

Usando a desigualdade de Holder, vide Apéndice A, temos o seguinte resultado.

Teorema C.1. Seja 1 < p < oo, entdo L () C Li,.().

loc

p
loc

Demonstra¢ao. Vamos provar apenas o caso em que f € L7 (), com 1 < p < co. Tomemos

p
loc

K isto é, a funcao que vale um nos pontos do conjunto K e zero fora deste. Temos que Xk

q
loc

K um subconjunto compacto de Q e f € L7 (£2). Considere X a fungao caracteristica de

pertence a L} () para qualquer que seja q. Com isto, aplicando a desigualdade de Holder,

vemos que

J 1r@lae = [ 1)t < ( /| !f(:v)lpdx);|K|3<oo,

em que q é o expoente conjugado de p. O

A seguir temos a definicao cldssica de suporte, como visto em cursos de Anélise, em que
f é funcao mensuravel continua e algumas propriedades que ao trabalhar com operagoes com

funcgoes, queremos saber como se comporta o suporte da operacao.
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Definigao C.2. Se f ¢ continua em €2, entdo o suppf € igual ao fecho do conjunto {x €
Q; f(x) # 0}, em simbolos

suppf = {z € ; f(z) # 0}.

Se este conjunto for um compacto do R™, entdo dizemos que f possui suporte compacto.

Proposicao C.1. Sejam f e g funcoes definidas em R, entdao
a. supp(f’) € supp(f);
b. supp(fg) = supp(f) N supp(g);

c. supp(f +g) C supp(f) Usupp(g).
Demonstracao.

a. Observe que, se x ¢ supp(f), entao existe r > 0 tal que se y € B(xz,r), f(y) = 0, logo
f'(z) =0, isso implica que

z ¢ supp(f').

b. Temos que = € int(supp(fg)) se, e somente se, existir r > 0 tal que, se y € B(z,r),

fy)gly) #0

< fly) #0,9(y) # 0 em B(z,r)
&z € int(supp(f)) e x € int(supp(g))
<z € int(supp(f)) Nint(supp(g)).

c. Notemos que se x ¢ supp(f) U supp(g), entao existe r > 0 tal que se y € B(z,r), f(y) =
g(y) = 0, assim f(y) + g(y) = 0, para todo y € B(z,r), logo x ¢ supp(f + ¢). Concluindo

assim, a demonstracao. O

Na defini¢do a seguir, temos como funciona a convergéncia no espago L7 ().

Definicao C.3. Dizemos que uma sequéncia de fungoes (f,) em LY (Q) converge para f €

loc
Lp

1e(82), se para cada compacto E de S tem-se

petto= 0 = ( [ 1) = rpar)” —o
E
Onde pg € uma semi-norma.
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Denotaremos por C§°(2) o conjunto das fungdes ¢ : 2 — K que s@o infinitamente
diferencidveis em (2 e que tém suporte compacto. Denotaremos por D(£2) o espago topoldgico

(C5°(2), L), ou seja, é o espago C§°(€2) munido com a topologia do limite indutivo L.
Definicao C.4. Uma sequéncia de fungoes o, pertencentes a D(Q) converge para ¢ € D(Q)
se

1. Eziste um compacto K em ) tal que supp(p,) C K,Vr e supp(y) C K;

2. para todo multi-indice o, as derivadas de ordem o das fungoes ¢, convergem unifor-

memente sobre K a derivada de ordem « de p, em simbolos
D%p,. — D%p.

O espaco D(f2) é denominado o espago de fungoes testes em ). Mostraremos a seguir

que esse espaco nao € vazio e que esta classe de fungoes é bastante significativa.

Lema C.1. Seja 0 : R — R definida por

(-2
e ,x >0
e(x)_{o, se £ <0

Entao 0 € C°(R).

Demonstragdo. Observe inicialmente a partir da Figura [C.]] o grafico da func¢do acima
tragado. Nele é possivel observar que a funcao se aproxima de zero quando x se aproxima

de 0 por valores positivos.

.

Figura C.1: Comportamento grafico da funcao 6

Notemos que a fungao # é infinitamente diferencidvel. De fato, para x # 0 nada temos a

provar. Quando x — 0 e x < 0 entdo todas as derivadas sdo nulas, pois §(z) = 0. Por fim,
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quando, r — 0 e x > 0, temos que as derivadas sao da forma
20737 (—62) e 4 40T

. . . . ~ . . _ —r—2
ou seja, as derivadas constituem numa combinacao linear finita de termos da forma z (=% "),
n um inteiro positivo maior ou igual a zero. Assim, observamos que para mostrar que esses
termos tendem a zero quando x — 0% é suficiente mostrar, fazendo a mudanca de varidvel
t =1 que os termos

x
42
t"e " =0,
quando t — oco. Aplicando a regra de LL’Hospital obtemos
nt" ! n(n — 1)t
2tet? 7 2et? 4 4t2et® 7T

Ao final, apds aplicada a regra n—vezes obtemos o quociente em que o numerador é a cons-

. , . ~ . 2 . ~
tante n! e o denominador é uma combinacao linear de termos da forma t"e!”, tal combinacao

tende ao oo quando t — 00, logo este quociente tende a 0.

Portanto, concluimos que et 0, na medida que t — oo. Logo, a funcao 6 é

infinitamente diferencidvel. O

Este lema nos permite construir diversos outros exemplos de fungoes testes, como mos-

trado a seguir.

Exemplo C.1. Seja ¢ : Q2 — R uma fun¢ao dada por

(x> ~1)~* 2| < 1
e ,se |lz]| < 1,
o) _{ 0, se [l > 1.
Em que ||z||* = Y0, |z:]?. Note que, ¢ € C5° e supp ¢ € igual a bola fechada centrada na

origem e raio 1.

Nas Figuras[C-2d e[C.2 temos o grifico da func¢io ¢, para o caso em quen =1en =2,
respectivamente. E possivel observar que a fungao tende a 0, quando |x| se aproxima de 1

pela esquerda.

O exemplo a seguir, nos da suporte para definir mais adiante sequéncia regularizante.
Queremos aproximar funcoes continuas e fungoes do espaco LP por funcoes infinitamente
diferenciaveis, para tal usaremos as sucessoes regularizantes. Além disso, demonstraremos
que o espaco das fungoes com suporte compacto e derivadas continuas de qualquer ordem é

denso em LP.
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N 5

(a) Cason =1 (b) Caso nw: 2

Figura C.2: Casos particulares da funcao ¢

Exemplo C.2. Seja ¢ : Q — R definida como no Exemplo[C-1. Definimos

c-(/ ¢<x>dx>_l,

e para cada v definimos ¢, : 0 — R por

¢r(z) = Cro(rz),

ou seja,
_ 1
Crrelr= =07 se |z < =
or(T) = 1
0, se |z| > -
r

Temos que ¢, €, para cada r, uma funcao teste em 2 possuindo as sequintes propriedades

LO0<¢ <5

2. fQ ¢pda = fBl(O) ¢pdr = 1;

3. supp(¢r) = Bi(g).-

De fato, observamos que, o supp p € igual a bola fechada de centro 0 e raio %, supp p = B% (0).

Além disso, para cada r, aplicando o exemplo anterior, temos que p, € C§°(S2), além disso

/Pr(w)dx:/ crrelr =07 g
Q B, (0)

1
T
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Fazendo a mudancga de varidvel & = rx resulta que,

/ po(z)dz = / Crnelref! g
Q B1(0)

= / (jrne(\EIQ—l)*lldg
B1(0) r

= (/Qp(:v)dw>_l/9p(§)d€,

/Qpr(:c)dx =1

Assim, temos que, as fungoes p,, a medida que r cresce, tém suportes cada vez menores,

ou seja,

mas preservam o volume contido no grafico. Quando r tende para o infinito essas fungoes

estao concentradas na origem.

Definigao C.5. Uma sequéncia reqularizante € toda sequéncia (p,)ren de fungoes tais que

pr € C5°, supp(pr) C B1(0), /pr(x)dﬂs =1ep <0
" 9)

A seguir iremos apresentar alguns resultados envolvendo sequéncia regularizante e fungoes
localmente integravel, mas para tal faz-se necessario definir uma operacao nos espacos de

fungoes: a convolugao.

Definicao C.6. Sejam f € LP(R™) e g € LP(R"), com p € [1,00]. Definimos a convolugio
de f por g pela integral,

(f *g)(x) = (x —7)g(T)dr,

R

onde (f x g) € LP(R™)

Observagao C.3. Se f € CF¥(R™), k natural, e g € L (R"), entdo (f * g) € C*(R") e vale

loc

a formula de derivagao

D*(f*g)=(D"f)*g

Observagao C.4. Sejam f € L'(R") e g € LP(R™) com 1 < p < co. Entao

supp(f * g) C supp(f) + supp(g).
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De fato, fizando x € R™, temos que a fungio y — f(x —y)g(y) € integravel, esse fato seque

da desigualdade de Young, ver Apendice A. Asim, temos que
(fxg)x)= [ flz—y)gly)dy = / flz=y)g(y)d,
R (z—supp(f))Nsupp(g)

uma vez que f(x —y)g(y) € zero no complementar de (x — supp(f)) Nsupp(g). Faremos a
prova por contrapositiva, se x ¢ supp(f) + supp(g), entao (x — supp(f)) Nsupp(g) = 0 e
assim (f % g)(x) = 0. Desta forma,

(f *g)(x) =0, quase sempre em (supp(f) + supp(g))°.

De modo particular, (f x g)(x) = 0, quase sempre no interior de (supp(f) + supp(g))© e,

portanto

supp(f * g) C supp(f) + supp(g).
Na proposicao a seguir, p, ¢ uma sequéncia regularizante.
Proposicao C.2. Seja f € C(R™). Entao p, x f tende para f uniformemente sobre todo
compacto do R".
Demonstracao. Sejam € > 0 e K um compacto do R™. Provaremos que p, * f — f unifor-
memente sobre K.

Para isto, exibiremos um ry, € N, que s6 depende de € e de K, tal que para todo r < r

tenhamos
[(pr * [)(2) — f(z)] <€,

seja qual for x € K.

Tomando x qualquer em K. Temos

[(or * f)(x) = f(2)] = pr(x —y) f(y)dy — f(x)

n

e =)ty = [y

n

1
— i —

[ﬂx—w—f@mmw@\

n

|f(x —y) — f(@)]p-(y)dy.

(0)

IN
Sh
S
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Usaremos a seguir a continuidade uniforme da fungao f em K de modo a majorarmos a
integral por € para um r suficientemente grande. Contudo, apesar de x pertencer a K, nao

temos a garantia que x — y pertenga a K para y € B1(0). Definimos entao,

Kl = K - Bl(())

Assim K; é um compacto e a medida que y varia na bola Bi(0) C B;(0) tem-se x — y
pertencente ao compacto K;. Entao, com a continuidade uniforme da f, para o € > 0 dado,

existe . > 0 tal que, Vz1, 20 € K7 com

21 = 22fl <0 = [f(z1) = f(22)] <&

Em particular, para os pontos e x — y temos

le = (z =yl = llyll <0 = [flz—y) - fl2)] <e

Uma vez que, y € B1(0), entdo [jy|| < 1. Considerando, entao ry € N com ro > 3. Logo,

para todo r > rg , temos % < % o que implica ||y|| < % < 4. Portanto,

[f(x—y) = fla)] <e

e, consequentemente,

1o # F)(@) — F(2)]| < /

B% 0)

@ —y) = f@)lp(y)dy < e / or(y)dy — €

B% 0)

para todo r > rq seja qual for z € K.

Proposicao C.3. Seja f € L, .(Q) tal que

/Q f(@)p(x)de =0, Y € Co(Q).

Entao f =0 em quase toda parte.

Demonstra¢ao. Para uma demonstracao, vide [12], Capitulo 1, Proposigao 3. O]

Lema C.2. (Du Bois Raymond)
Sejam u € L, .(Q) tal que

/Qu(x)gp(x)dx =0, Yy e C5°(Q)

entdo u = 0 quase sempre em §2.
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1
loc

zante. Pela Proposigao temos que

Demonstracao. Sejam u € Ly, () e ¢ € Cy(R2) e consideremos (p,) uma sequéncia regulari-

Uy =10 % pp — 1) (C.1)

uniformemente sobre todo compacto de R™, onde ¢ é a extensao de 1) que se anula fora de

Q. Além disso, denotando-se por K o supp(#), temos para r > ro que

supp() C supp(¢)) + supp(p,) C K + B C L. (C.2)

Com efeito, seja v € K + B (). Entao z = z+y para algum z € K e y € Bi). Como K
é um compacto contido em €2, existe s > 0 tal que B,.(z) C Q.Considerando, entao, ry > %

Temos, para todo r > rg que
1
lv =2l =llyll <~ <5, ie, w€Bi(2) CQ

isso prova a continéncia em [C.2] Fazendo

entao,
supp(¢,) C K + Big, C Ky e supp(¥) = K C K. (C.3)

Logo, para todo r > ry resulta que

/Q w,dz — /Q wpdz (C.4)

pois

/ u(f — P)lde = / ] 1 — ¥lda
Q K1

< (mpeldo) = vl [ Julie

a ultima expressao acima tende a zero, em virtude de [C.1 Por temos que a sequéncia

1, pertence a C°(2). Logo, por hipdtese temos que
/ u@rdx =0
Q

/ wpdr =0, Vi € Cy(9).
0

Segue da proposicao anterior que u = 0 quase sempre em ). n

e de resulta que
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Proposigao C.4. O espago Cy(Q) € denso em LP(QY) para p € [0,00).

Demonstragdo. Sabemos da teoria de integracao que Co(€2) é denso em L'(2). Supondo
entdo que, p € (1,00). E para demonstrar que Cy(£2) é denso em LP(), é suficiente com-
provar se h € LF'(Q) e verifica que [, hu = 0 para todo u € Co(€2) entdo h = 0. Com efeito,

temos que h € Lioc(Q) pois sendo K um compacto do R™ contido em 2 temos que

1
1l :/ hXc|de < ||| ymed(K)b < oo.
Q

Desta forma, podemos aplicar a Proposi¢ao 3.3 para concluir que h = 0 quase sempre
em (2. O

Procedendo de maneira andloga a proposigao anterior temos que Cg°(2) é denso em

LP(€2), como segue.

Observagao C.5. Temos que C§°(§2) € denso em LP(Q), para p € [1,00). De fato, é
suficiente notar que qualquer fungdo em LP(Q) com suporte compacto pode ser aprozimada
na LP—norma por fungées C5°. Tomando ¢ € C3°(R2), ¢ > 0 e [, ¢(x)dz = 1, definindo
para € > 0, ¢.(v) = e 'p(x/e). Se f € LP(Q) com suporte compacto, , entio ¢. * f tem

suporte compacto, de classe C* e ¢. x f converge para f € LP.
Proposicao C.5. Seja f € LP(R™) com 1 < p < co. Entao

prx f— f em LP(R"™).

Demonstragao. Inicialmente observamos que, para cada r € N, p,.x f € C>°(R"). Considera-
mos entdo, € > 0 e f € LP(R™). Usando o fato que Cy(R™) é denso em LP, existe f1 € Cy(R™)

tal que
€

If = fillze@ny < 1

Por outro lado, temos de resultados anteriores que
Pr * f 1 f 1

uniformemente sobre todo compacto do R™. Mas, para cada r,

supp(py * f1) C supp(p,) + supp(f1) C B1(0) + supp(f1) C K
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onde K é um compacto fixo do R", assim, em particular,
pr* f1 = f1
uniformemente sobre K, o que implica que
lor * f1 = fillLr@ny = 0 quando r — oo (C.5)

pois dado
&
2(med(K))7

existe ro natural tal que, para r > ry temos

>0

% £ = Allieny = [ Voo F)@) = fia) o
= [ 1o s 1)) = o)

K

15 13
[ xgde=2
S (med(K)) Ja KT 2

Logo,

||pr * f1— fl”LP(]R")

IN

lpr * f—1rho x fillLe@ny + [lor * f1 = fillLo@wry + |1 — fllze@n
lor* (f = fllzony + 1lor * fr = fill Lowey + 1 f1 = fllzeen)

< Alprllr@ny If = fillzony + [lor * f1 = filloo@n) + | f1 = fllze@n)
2\ = fillogny + llor * f1 = fillogn).-

IN

Assim, os trés ultimos resultados nos fornece dados para mostrar que, para r suficiente-
mente grande
€ €
lor * fr = fillirny < 5 + 5 =
o que prova o desejado. O

C.2 Distribuicoes

Pela secao anterior, ja sabemos como acontece a convergéncia em D(£2), assim podemos defi-

nir funcionais continuos nesses conjuntos. A esses funcionais damos o nome de distribuicoes.
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Definicao C.7. Seja Q C R™ um aberto. Uma distribuicao T' é um funcional linear continuo
sobre D(Q) isto €, é uma funcao que a todo elemento ¢ € D(QY) associa um nimero complezo
T(p), que também escrevemos como (T, ), de tal modo que estejam satisfeitas as sequintes

condigoes:

1. A fungao € linear, isto €, dadas duas fungoes 1,2 € D(QQ) e uma distribuicao T,

temos
T(p1 + p2) =T(p1) + T(p2) e T(cpr) = T (1),

onde ¢ € um numero complexo;

2. A funcao é continua, isto €, se p; € sequéncia de fungoes em D(QQ), que converge

pontualmente para ¢ em D(SY), entao

T(pi) = T(p).

Observagao C.6. Denotaremos por D'(2) o espago vetorial de todas as distribui¢oes.

Em D'(2) definimos a seguinte topologia.

Definicao C.8. Seja (T,) uma sequéncia em D'(Q) e T € D'(Q). Dizemos que T, — T em
D'(Q2) se
(T, 0) = (T, 0), Y € D(Q).

Como vimos anteriormente, dada uma particular distribuigao 7' ela pode ser natural-
mente estendida para uma categoria mais geral de fungoes que as de D({2) e para estas
fungdes basta impor uma convergéncia “mais fraca”para poder assegurar que 7'(¢;) tende
para T'(¢) quando ¢; tendem para ¢. Vamos chamar a atenc¢ao para este fato nos exemplos
que examinaremos a seguir e usd-lo para dar maior generalidade as formulas que demons-

trarmos.

Exemplo C.3. Uma func¢ao localmente integrdvel f define uma distribui¢cao que indicamos
por Ty ou simplesmente por f quando ndao houver perigo de confusao; para toda fungdo
© € D(Q) a distribuicao Ty € definida por

Ty ) = / f(@)p(z)dz, o€ DQ).
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Como ¢ € nula fora de um certo compacto K e ¢ sendo continua nesse conjunto (fechado
e limitado) e portanto € limitada, ou seja, existe M tal que |p(x)| < M e a funcgio f é

integrdvel temos que,

Hnwﬂzz\éumwmmx
gléumnwumu
< Mﬂyﬂ@Ma

que € finita e portanto (Ty, ) estd bem definida. E imediato que esse funcional € linear.

Vamos demonstrar a sua continuidade:

Tomemos uma sequéncia (¢;) € D(Q) tal que ; — 0, entao existe um compacto K tal que
supp(f) C K. Todas as fungoes ¢; sao nulas fora desse compacto e tendem uniformemente
para zero bem como todas as suas derwadas, isto €, se M; = sup,cr |¢j(x)| entdo M; — 0

e da desigualdade abaizo
Tyl <M [ 1ol
seque que Tr(p;) também tende para zero.
E oportuno observar que existem distribuicoes nao definidas por fungoes localmente in-

tegraveis, como pode ser visto no exemplo que segue.

Exemplo C.4. Seja z( € ). Entao 0., definido por

<5a:()7 90> = 80@0), NS D(Q)

€ uma distribui¢ao sobre ). Quando xq = 0, escreve-se &y. Provaremos que a distribuicao
0z, MG0 pode ser representada por uma funcgao localmente integravel f, isto €, nao existe uma

funcgao localmente integravel f tal que para todo ¢ € D(S2) tenhamos

Afmw@szmme¢eDm>

Observacao C.7. De fato, se existisse uma tal funcao f, entao, considerando a aplicacao
v € D(Q) definida por
d(a) = @)z — xoll?, € € D(Q).
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Da equacgao anterior temos que

/ F(@)E@) ]z — zolPde = £(z0) 20 — ol = 0.

Pelo lema de Du Bois-Raymond tem-se f(x)||x—xo||* = 0 quase sempre em ), mostrando

que f(x) =0 quase sempre em ). Resulta que ¢(xy) = 0,Yp € D(Q) o que é um absurdo.

Proposicao C.6. Ezxistem sequencias de fungées (p,), localmente integrdveis que convergem
para uma distribuicao T € D'(Q), mas o limite T nao pode ser definido por uma fungdo

localmente integravel.

Demonstragao. Considerando a sucessao regularizante (p,),cgrn definida na Segao , De-

fini¢ao [C.5] temos que para cada r € N, p, € L} (R"). Provaremos que

lim (pr, ) = (0), Voo € D(Q).
Com efeito, temos

[ soptens e | =

pois,

/n pr(x)de = 1.

Pela continuidade uniforme da fungao ¢, temos que, dado € positivo, existe d > 0 tal que,
se |lz]| < & entdo |p(x) — ¢(0)| < e. Tomando ry € N de modo que ro > 3, daf para cada
r > 7o tem-se B1(0) C Bs(0) e consequentemente |¢(x) — (0)| < € para todo ||z < %, note
que = € B%(O) - BL(O). Logo,

[ e |< | oy PADIA) — O <<

para todo r > 1y, isso mostra que existe sequéncias de fungoes que convergem para uma

distribuicao. Mas note que, podemos reescrever da seguinte forma

lim {pr, p) = (0o, ), Vi € D(R").

T—

Com isso prova que, p, — 6o em D'(R™). Ou seja, T nao é definida por uma fungao localmente

integravel. O
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