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RESUMO

Por muito tempo, os matematicos dedicaram-se a encontrar solucoes para eventuais
problemas. Um dos que lhes intrigavam era a resolugao de equagoes. Como fruto desses
estudos, hoje temos féormulas que solucionam qualquer equacao polinomial de grau < 4.
No entanto, quando os desafios passaram a ser sobre equacgoes de grau 5, chegou-se a
conclusao que nem sempre era possivel encontrar solugoes expressas por meio de radicais.

Muitos matematicos dedicaram-se a solucionar esse problema. Joseph Loius Lagrange
em 1770 verificou que os artificios usados nas equacoes de graus 3 e 4 nao serviam para
as de grau 5. Suspeitaram entao que talvez nao fosse sempre possivel determinar tais
solugoes.

O matematico Niels Henrik Abel, em 1824 conseguiu comprovar essas suspeitas. Mas
ficou a questao: Quando seria possivel encontrar solugoes por meio de radicais para
equagoes de grau > 57

E, em 1843, chegou até a Academia de Ciéncias de Paris o trabalho do brilhante
matematico Evariste Galois, que desenvolveu a importante teoria que leva seu nome,
além da Teoria de Grupos, que explicam de forma belissima essa questao.

Faremos aqui um estudo introdutério da Teoria dos Grupos, Extensoes de Corpos
e Teoria de Galois, que servirao de ferramentas para mostrar “a solugao de equacoes
polinomiais por meio de radicais”.

Palavras-chave: Grupos; Polinomios; Extensoes; Galois; Solubilidade por Radicais.



ABSTRACT

For many years, mathematicians have dedicated to finding solutions for eventual pro-
blems. One of those that intrigued them, it was the solution of equations. As a result of
these studies, today we have formulas that solve any polynomial equation of degree < 4.
However, when the challenges came to be about equations of degree 5. It was concluded
that it was not always possible to find solutions expressed by radicals.

Many mathematicians have dedicated to solve this problem. Josefh Louis Lagrange
in 1770 found that the gimmicks used in the equations of degrees 3 and 4 did not fit for
degrees 5. They suspected that it might not always be possible to determine the solutions.

In 1824, the mathematician, Niels Henrik Abel was able to prove these suspicious.
But it stayed the question: When would it be possible to find solutions of radicals for
equations of degree > 57

And in 1843, the mathematician Evariste Galois’ brilliant work came to the Paris
Academy of Sciences, who developed the important theory that bears his name, as well
as the Group Theory, which beautifully explains this question.

We will do an introductory study of Group Theory, Field Extensions, and Galois
Theory, which it will serve as tools for showing “the solution of polynomial equations
through radicals”.

Keywords: Extensions; Galois; Groups; Polynomials; Solubility by Radicals.
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Introducao

Desde sempre, o homem se propoe a encontrar solucoes para seus problemas. Sejam
problemas simples e cotidiano, como determinar areas, que intrigavam povos antigos,
sejam problemas mais complexos e atuais, como por exemplo, a garantia na seguranca
de sistemas bancarios por meio de criptografia. Muitos desses problemas traduzem-se
matematicamente em solugoes de equacoes.

Nesse sentido, se faz necessario um breve conhecimento historico sobre as equacoes

polinomiais e 0os matematicos que se destacaram nesse estudo.

Um Pouco de Historia

As primeira nocoes de equagoes datam de 1700 a.C., quando as utilizavam por meio
de palavra sem os, hoje conhecidos, simbolos matematicos. O famoso papiro Rhind, de
1650 a.C., é o primeiro registro do qual se tem noticia onde encontram-se as ideias das
equagoes polinomiais. Os babilonicos, por volta de 1800 a.C., tratavam as equagoes numa
linha algébrica, enquanto os gregos a faziam numa linha geométrica.

Deve-se ao matematico grego Diofanto as primeiras inclusoes de simbolos no estudo das
equacoes, por volta de 250 d.C.. E além dele, varios outros matematicos se debrucaram
no estudo e desenvolvimento das equacoes.

As equagoes como conhecemos hoje, com representacao por meio de simbolos, tem seu
uso recente, datado de cerca de 500 anos, e deve-se a matematicos como Francois Viete e
René Descarte.

Acredita-se que os babilonicos ja utilizavam métodos de resolucao para as equacoes
de grau dois (ou equagoes quadraticas), por volta de 1800 a.C.. Os gregos, utilizavam a
geometria para soluciond-las, inclusive para algumas equagoes de grau trés (ou equagao
ctibica). Porém, deve-se aos arabes a féormula que hoje conhecemos para resolucao das
equacoes quadraticas que serao apresentadas na segao 5.2.

Quanto as equagoes ctubicas, Scipio del Ferro e Niccolo Fontana (conhecido como
Tartaglia) foram os responsaveis por descobrir suas solugoes. Mais tarde, em 1545, esses
métodos foram divulgados por Cardano, que também, divulgou o método de Ferrari para
resolucao das equagoes de grau quatro (ou equagoes quarticas).

Obviamente o préximo passo era encontrar as solugoes das equacoes de grau cinco. E
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muitos matematicos tentaram. Euler, apesar de nao conseguir, desenvolveu outro método
para as quarticas. Lagrange, em 1770, tentou usar as técnicas usadas nas de graus tres e
quatro, e concluiu que nao era possivel usar nas de grau cinco.

Suspeitando de nao ser possivel encontrar tais solucoes, o matematico Niels Henrik
Abel, em 1824, acabou com tais suspeitas, e provou que de fato nao era possivel encontrar
tais solucoes por meio de radicais, ao menos de modo geral, visto que para algumas era
possivel determinar suas solucoes.

A duivida no entanto permaneceu quanto as equacoes de graus > 5. E entao, quando
seria possivel encontrar solucoes por meio de radicais para equacoes de grau > 57

Na busca por essa resposta, destacou-se um dos maiores matematicos de todos os
tempos, Evariste Galois. Sua contribuicao é de tamanha importancia, que cabe discorrer
um pouco sobre sua biografia na secao .

Galois desenvolveu a chamada Teoria de Galois que usando uma outra teoria também
desenvolvida por ele, a Teoria de Grupos, consegue explicar em quais circunstancias uma
equacao de qualquer grau pode ou nao apresentar solugoes por meio de radicais. Seu
trabalho, foi apresentado a Academia de Ciéncias de Paris em 1843.

Diante disso provou-se que equagoes de graus > 5 de modo geral nao sao soluveis
por radicais, e por isso é impossivel definir uma férmula que as resolvam. Porém existem
equacoes de graus > 5 que possui solugoes por meio de radicais, e Galois explica a condi¢ao

necessaria para tal.

Aplicacoes e Relevancia do Tema

Muitas sao as areas que atraem atencao dos amantes da Matematica. E cada uma
delas tem suas beleza e importancia. Encontrar solucao de problemas ¢é algo que permeia
desde os primérdios até os dias de hoje. E na busca por solugoes é que desenvolveu-se o
estudo das equacoes, alicerce da Algebra.

Atualmente o homem se dispoe a encontrar solucoes de problemas dos mais diversos
tipos e complexidade. Imaginemos, por exemplo, a importancia de se criar um sistema de
seguranca de dados de um banco, por meio da criptografia, é de fato algo muito complexo
e importante.

Muitos dos problemas sao traduzidos em equacoes e sistemas de equagoes, muitas
vezes, bem complexos. Essas traducgoes se devem a outra importante area da Matematica
denominada Modelagem Matematica.

Se hoje temos problemas com equacoes tao complexas, é inevitavel pensar que no
principio era bem diferente, hoje dirifamos até faceis, mas os matematicos da época certa-
mente nao concordariam. Imaginemos as dificuldades pelas quais passaram para chegar
na solucao de uma equagao quartica.

Na Algebra, um dos mais importantes capitulos da sua histéria, se deve ao matematico



14

Galois, e é inegavel o interesse de qualquer amante da Matematica em sua belissima teoria.

E foi pensando na importancia que as equacoes tiveram e tém até hoje, e mais ainda
na magnitude da teoria que as cercam, que nos debrucarmos sobre esse tema. Diante
disso, nos resta esperar que o leitor aprecie nosso trabalho e entenda os motivos pelos

quais tantos tem verdadeira paixao por esse tema.

Descricao do Trabalho

Este trabalho abordara alguns aspectos tedricos que cercam a Teoria de Galois, nao de
forma completa, por se tratar de assuntos muito extensos, mas garantindo o conhecimento
necessario para sua compreensao. Ressaltando que o leitor sempre que necessario, podera
recorrer as referéncias citadas.

No capitulo 1, apresentamos os principais conceitos da chamada Teoria de Grupos,
também desenvolvida por Galois, especificamente para servir de ferramenta na Teoria de
Galois, que sera detalhada no capitulo 4.

O capitulo 2 trata das estruturas algébricas necessarias, especificamente dos Anéis de
Polinémios, objeto central no estudo das equacoes polinomiais.

O estudo das extensoes de corpos, necessario nas determinacoes de raizes de polinomios
é tratado no capitulo 3. Continuando, no mesmo capitulo trazemos um breve estudo sobre
as chamadas raizes complexas, com foco nas raizes n-ésimas da unidade.

Como ja mencionado, no capitulo 4, apresentamos a belissima Teoria de Galois, que
basicamente transforma o problema de encontrar as raizes de um polinomio num problema
de grupos, por meio da chamada Correspondéncia de Galois.

Como a solucao que buscamos é a chamada solucao por meio de radicais, no capitulo 5,
definimos e discorremos sobre a solubilidade por meio de radicais. Além disso, de modo a
expor os estudos desenvolvidos pelos matematicos, mostramos a construcao das féormulas
resolutivas das equagoes de graus < 4. E findamos mostrando a impossibilidade de existir
solugoes para as equacoes de graus > 5, com atencao especial para um caso pratico que

utiliza toda a teoria exposta até entao.

Biografia de Evariste Galois

Evariste Galois nasceu em 25 de outubro de 1811 numa aldeia chamada Bourg-la-
Reine, Franga, onde seu pai era prefeito. Desde sua infancia enfrentou diversas dificuldades
pessoais e académicas. Porém, com algumas anotacgoes, ele contribuiu consideravelmente
para a Matematica, desenvolvendo a famosa “Teria de Galois”.

Aos 12 anos ja mostrava suas habilidades em Matemética (Algebra e Geometria),
além de se interessar pelo Latim e Grego. Aos 16 anos, foi recusado ao tentar entrar na

escola Politécnica, eis seu primeiro fracasso. Aos dezessete anos entregou um artigo a
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Cauchy sobre suas descobertas fundamentais, no entanto, Cauchy o perdeu antes mesmo
de apresenta-lo na academia.

Apo6s o suicidio de seu pai, Galois, desiludido, entrou na Escola Normal, no intuito de
futuramente lecionar, mas nao abandonou suas pesquisas. Em 1830, escreveu um artigo
para o concurso de Matematica da Academia, entregou a Fourier, que morreu logo em
seguida e seu artigo ficou perdido.

Diante de tantas frustracoes, Galois foi expulso da Escola Normal, por se envolver nas
causas de revolucao em 1830, e entrou para a guarda nacional.

Em seguida, comecgou a estudar o trabalho de Lagrange sobre permutacoes de raizes
onde surgiu, implicitamente, o conceito de “corpo”, mais tarde foi definido de forma
explicita por Dedekind. E a partir desse estudo, e dos estudos de Abel, Galois desenvolveu
toda a teoria que leva seu nome e é objeto de estudo desse trabalho.

Na época, entregou seu trabalho a Poisson que o considerou “incompreensivel”, mas
hoje sao as ideias de Galois que chamamos de “Matemética Moderna”.

Galois faleceu muito prematuramente, aos 20 anos numa manha de 30 de maio de 1832
apos receber um tiro fatal em um duelo por se envolver com uma mulher ja comprometida.
Na noite anterior ao duelo, ele passou horas fazendo anotacoes deixada numa carta a um
amigo, com um pedido de que fosse entregue aos matematicos da época.

Para mais detalhes sobre a vida de Galois, o leitor pode consultar [16].

Abordagem do tema na Educacao Basica

O tema desse trabalho, pode facilmente ser encontrado no curriculo da Educacao
Basica, obviamente, nao com tantas riquezas de detalhes, mas com sua esséncia, a solucao
de equagoes polinomiais. Durante varios momentos dos Ensinos Fundamental e Médio, o
aluno tem contato com a Algebra e as equacoes polinomiais.

No sétimo ano do Ensino Fundamental, os alunos tem as primeiras nocoes de Algebra,
e consequentemente, o contato com suas primeiras equacoes polinomiais, as de grau um.
Na BNCC (Base Nacional Comum Curricular), podemos constatar nas habilidades de
numeros EFOTMA16 e EFOTMA18 tal presenca, elas nos dizem que, o aluno deve:

“Reconhecer se duas expressoes algébricas obtidas para descrever a regularidade de
uma mesma sequéncia numérica sao ou nao equivalentes.”

“Resolver e elaborar problemas que possam ser representados por equacoes polinomiais
de 1° grau, redutiveis a forma ax + b = ¢, fazendo uso das propriedades da igualdade.”

Ainda no Ensino Fundamental, os alunos, no oitavo ano, conhecem as equagcoes poli-
nomiais de primeiro grau com duas incognitas e alguns casos de equacoes polinomiais de
grau dois. Vejamos as habilidades EFOSMAOS8 e EFO8SMAQ9:

“Resolver e elaborar problemas relacionados ao seu contexto proximo, que possam ser

representados por sistemas de equagoes de 1° grau com duas incognitas e interpreta-los,
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utilizando, inclusive, o plano cartesiano como recurso.”

“Resolver e elaborar, com e sem uso de tecnologias, problemas que possam ser repre-
sentados por equacoes polinomiais de 2° grau do tipo az? = b.”

Por fim, no nono ano, ainda notamos a presenca das equacgoes polinomiais, por exem-
plo, na habilidade EFO9MAQ09:

“Compreender os processos de fatoracao de expressoes algébricas, com base em suas
relacoes com os produtos notaveis, para resolver e elaborar problemas que possam ser
representados por equacoes polinomiais do 2° grau.”

Nao acaba no Ensino Fundamental o contato do aluno com a Algebra e as equacgoes
polinomiais, durante todo o Ensino Médio elas estao presentes, vejamos, por exemplo, as
habilidades EM13MAT401, EM13MAT501 e EM13MAT502:

“Converter representacoes algébricas de fungoes polinomiais de 1° grau em repre-
sentagoes geométricas no plano cartesiano, distinguindo os casos nos quais o comporta-
mento é proporcional, recorrendo ou nao a softwares ou aplicativos de algebra e geometria
dinamica.”

“Investigar relagoes entre niimeros expressos em tabelas para representa-los no plano
cartesiano, identificando padroes e criando conjecturas para generalizar e expressar al-
gebricamente essa generalizagao, reconhecendo quando essa representacao é de fungao
polinomial de 1° grau.”

“Investigar relagoes entre niimeros expressos em tabelas para representa-los no plano
cartesiano, identificando padroes e criando conjecturas para generalizar e expressar al-
gebricamente essa generalizagao, reconhecendo quando essa representacao é de fungao
polinomial de 2° grau do tipo y = ax?.”

Diante da necessidade e importancia das equacoes polinomiais na Educacao Basica,
esse trabalho pode servir para o professor se aprofundar um pouco mais nessas teorias,
de modo a compreende-lo melhor e passar seus ensinamentos mais seguramente. E bem
verdade que pouco do que apresentamos aqui o professor poderd repassar a seus alunos,
no entanto, ele podera falar da importancia do tema, dos matematicos que contribuiram,
com énfase a Galois, por exemplo, numa aula introdutéria, como forma de instigar a

curiosidade e busca pelo conhecimento por parte dos alunos.



Capitulo 1

Grupos

A Teoria dos Grupos, é um ramo da Matematica que estuda a estrutura algébrica
denominada Grupo, sua utilidade perpassa varias outras ciéncias. Seu foco é trabalhar
com “simetrias de uma estrutura”’, e desta forma, a vemos na Fisica, por exemplo: no
estudo de Mecanica Quantica, Fisica de Particulas, Eletronica de Circuitos; na Quimica,
por exemplo: no estudo dos atomos, é possivel inclusive com o uso da Teoria de Grupos,
modelar a trajetéria do elétron no atomo, ou ainda no estudo dos modelos de ligagoes
quimicas, associado a Teoria Quantica moderna; e nas mais diversas areas, por exemplo:
em jogos, como o cubo méagico (ou cubo de Rubik), onde a Teoria dos Grupos fornece
ferramentas para sua resolucao.

Na Algebra Abstrata, os grupos sao vistos como uma estrutura algébrica, que podemos
dizer que servem de base para o estudo das demais, como anéis, corpos, espacos vetoriais
e outros, basta que a ela sejam acrescidas algumas operacoes e axiomas.

A origem histérica do conceito de grupo é encontrada na Teoria de Galois, cujo teorema
principal diz que “um polinomio € soluvel por radicais se, e somente se seu grupo de
Galois possut uma propriedade especial — o nome técnico € soluvel”. Para conhecer mais
do contexto histérico, o leitor pode ver [3].

Nosso principal objetivo nesse trabalho, em relacao a grupos, é entender o conceito
de grupos soltveis, uma vez que estes estao relacionados as equagoes polinomiais que
possuem solucoes por radicais. Para tanto, o que faremos é s6 expor algumas defini¢oes
e exemplos, omitindo inclusive, algumas demonstracoes, que poderao ser encontradas nas
devidas referéncias, a titulo de curiosidade do leitor. Portanto nao nos aprofundaremos

de fato nessa teoria, que por completo é muito ampla.

1.1 Definicao, exemplos e propriedades

Mostraremos aqui a definicao formal de grupos, algumas propriedades que sao ime-
diatas da definicao e uns poucos exemplos, dos quais discutiremos alguns mais afundo

posteriormente.

17
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Definicao 1.1. Seja G um conjunto munido da operacao *, dizemos que G é um grupo,

e representamos por (G, *) se a operagao satisfaz as seguintes condigoes:
1. E associativa, ou seja,

ax(bxc)=(ax*xb)x*c,Va,b,ceQG;
1. Possui elemento neutro, ou seja,
Jdee G tal que, exa=axe=a,Va € G,
111. Possui elemento inverso, ou seja,

Dadoa € GG, dbtal que axb=bx*xa = e.
1

Comumente denotaremos o elemento inverso de a por a™.

O grupo seré dito abeliano (em homenagem ao matematico N. H. Abel) ou comutativo

se satisfaz:

axb=>bxa,Va,beGqG.

1.1.1 Propriedades

Com o intuito de facilitar nossas notagoes, usaremos apenas GG para representar (G, *).

Algumas importantes propriedades podem ser mencionadas, vejamos:
Lema 1.2. (Propriedades) Seja G um grupo, entdo:
i. O elemento neutro € unico;
1. O elemento inverso € unico;
iti. (a™h)t =a;
. (axb)t=b"1xa"l;
1

v. Se a,b € G, entdo x.a = b tem uma unica solu¢ao, a saber ba™".

Demonstracao. 1. Supondo que nao seja unico, sejam e, ¢ € G elementos neutros

distintos, entao,

E temos uma contradigao, logo o elemento neutro é tnico.
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2.

Supondo que nao seja unico, seja a € G e sejam b, ' € G os elementos inversos de

a, temos,

b=bxe=bx(axb)=(bxa)xb =ext =10

E temos uma contradigao, logo o elemento inverso é tinico.

1 1 1

Ora, a 'xa=axa ! =e, e entdo o inverso de a~! é a, logo (a™1)™! = a.

-1

Para que (axb)™! = b~ txa™!, devemos ter (axb)* (b~ xa™) = (b7 xa™1)*(axb) = e,

vejamos,

(axb)x (b 'xa ) =a*x(bxb N*xa'=axexa'=axa'=e

(b txa Nx(axb)=b"x(a " xa)xb=b"xexb=b"xb=c¢c
Mostrando assim o que queriamos.

De fato, se ¢ é uma solucao de x.a = b, entao ¢ x a = b, logo

cxaxa '=bxa '=c=bxa .

De modo andlogo prova-se que a * = b tem uma tinica solucao, a saber, a=! x b.

]

1.1.2 Exemplos de Grupos

i. (Z,+),(Q,+),(R,+),(C,+), sao exemplos de grupos aditivos abelianos.

2.

(Q*, ), (R*, ), (C*, ), sao exemplos de grupos multiplicativos abelianos, cujos elemen-

tos admitem inverso multiplicativo.

(Mxn(K),+) é um grupo aditivo abeliano. Trata-se do grupo das matrizes de ordem

m x n de termos pertencentes a K onde K =7,Q, R ou C.

(GL,(K), ) é um grupo multiplicativo nao abeliano, trata-se do grupo das matrizes
inversiveis de ordem n e elementos pertencentes a K onde K = Q, R ou C, esse grupo

¢ chamado de grupo linear de grau n.

(Z,,+) é um grupo aditivo abeliano das classes de residuo médulo n, onde Z,, é o
conjunto quociente de Z pela relacao de congruéncia médulo n, e representado por

Z,=140,1,2,...,n — 1}, ou de Z por nZ. Para entender melhor este grupo, veja [1].
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vl. (Z;"W -) é um grupo multiplicativo, com p primo, cujos elementos admitem inverso

multiplicativo.

vii. (Bij(C),0) é um grupo geralmente nao abeliano, onde Bij(C) = {f : C — C|f é uma
bijecao} e o é a operagao composicao de fungdes. Caso C' tenha exatos n elementos,
denotamos Bij(C') por S,, e o chamamos de grupo das permutagoes de n termos, e

este terd exatamente n! elementos.

1.1.3 Grupos das Permutacoes

O grupo das permutacoes de n elementos, como citados no exemplo (vii) da se¢ao
anterior, merece uma atencao especial. Sao os grupos das bijecoes de um conjunto nele
proprio. Vale ressaltar, que aqui faremos uma breve introducao. Porém, na segao 1.7, o
leitor terd a oportunidade de se aprofundar nesse grupo em especifico.

Denotaremos tais grupos por (S,, o), ou simplesmente S,. A notacao usual é a se-

guinte: dada f € S, e f(m) = i,,, com m € {1,2,...,n}, entao:

1 2 ... n
f_(i1 ig - Zn)

Sendo assim, vejamos como seria o grupo S3, a titulo de exemplo. Como sabemos, a
quantidade de permutacoes possiveis de 3 elementos serd 3!, representamos por, #53 =

3! =6, logo trata-se de um grupo com 6 elementos, sao eles:

es)iae)(ers)ai)iz)(aai))

1.1.4 Grupo das Simetrias

Esse grupo pode ser interpretado como o conjunto das transformacoes de um objeto
geométrico que nao afetam a forma do objeto, como algumas rotacoes e reflexdes. A

exemplo temos o0 Sa o grupo das simetrias do triangulo equilatero, formada por:

Sa = {e,R%ﬂ,R%r, Ry, Ry, R3}.

Para mais detalhes, consultar [1] e [3]; e Sg, grupo das simetrias do quadrado. Vejamos
o grupo das simetrias espaciais de um quadrado, chamaremos (S, o) ou simplesmente Sp.

Dado um quadrado P P, P3Py, com centro na origem do espago, chamemos Dy, Do,
M e N suas diagonais e mediatrizes, como mostra a figura 1.1.

~ . . . . s 37

Notemos que as rotagoes no sentido anti-horario de angulos zero, > Te > preservam

o quadrado. Chamemos tais transformacoes respectivamente de e, Rz, Ry e Rax.
2
Outras transformacoes que preservam o quadrado sao as rotacoes espaciais de angulo

m em torno dos eixos Dy, Dy, M e N. Chamemos-as de Ry, Ry, Ry e Ry.
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D,

PB P4

D,

Figura 1.1: Quadrado P, P, P3Py

Assim temos que:
SD - {67 R%7 Rﬂ" R%) Rlu R27 RM7 RN}

Esse grupo é nao abeliano, basta observarmos, por exemplo que: R; o Ry, = R:%r,
enquanto que Ry o Iy = Rx.

Notemos que S; tem quantidade de termos diferente da quantidade de termos de Sp,
pelo que vimos #S4 = 4! = 24 que é diferente de #S5p = 8.

Da generalizacao dos grupos das simetrias para um poligono regular qualquer de n

lados, tem-se o grupo diedral. Podemos dizer que o grupo diedral, denotado por D,,

. 2km

trata-se de um grupo de 2n elementos, fruto de rotagoes em torno do centro de —
n

radianos, com k =1,2,...,n—1, e reflexdes de 7 radianos em torno das retas que passam

pelo seu centro e divide o poligono em duas partes simétricas. Para mais detalhes ver [3].

1.2 Subgrupo

Iniciemos essa secao com a definicao formal de subgrupo, em seguida, traremos alguns

exemplos.

Defini¢ao 1.3. Seja (G, %) um grupo. Um subconjunto H de G, é chamado subgrupo de
G, denotado por H < (G, se H preserva a operacao de GG e é um grupo, veja a definigao

de grupo na segao 1.1.

A proposigao seguinte apresenta critérios para que um subconjunto de G seja um

subgrupo de G

Proposicao 1.4. Seja H um subconjunto nao vazio de G. Entao H é subgrupo de G se,

e somente se, as duas condigoes sequintes sao satisfeitas:

1. hy*x hy € H,Vhl,hg c H,’
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it. h~t € H,VYh € h, onde h™* € o elemento inverso de h.

Demonstracao. Antes de iniciarmos a demonstracao, vale ressaltar que, o inverso de um
elemento no subgrupo é exatamente o mesmo no grupo, pela unicidade ja demonstrada.

(=) Supondo H < @G, o item i. segue imediatamente. Para o item ii., seja h € H,
entao h € G, e também h~! € G. Como dito anteriormente, o inverso de h € H é
necessariamente o mesmo de G, logo h™! € H, e provamos assim a ida.

(«<=) Supondo agora satisfeitas as condigdes i. e ii., como H é um subconjunto de
GG, e a associatividade é valida para todo elemento de GG, entao vale para os elementos
de H. Como H é nao vazio, seja h € H de 7. temos que h™! € H e entdao h* h™! = e,
portanto e € H. Quanto a existéncia do inverso, esta ja é garantido imediatamente de 7..
Dessa forma, verificamos as propriedades de grupos, portanto concluimos que H < G, e

provamos assim a volta, concluindo nossa demonstracao.

O
Exemplo 1.5. i. {e} e G s@o subgrupos de GG, chamados de subgrupos triviais.

ii. (nZ,+) ¢é subgrupos de (Z,+), qualquer que seja n inteiro, onde nZ trata-se dos

inteiros multiplos de n.
iii. {e, Rz} e {e, Rz, R,T,R%ﬂ} sao subgrupos de Sp

1. O conjunto formado por intersecoes de subgrupos de G também é um subgrupo de

G.

1.3 Ordem, geradores e grupos ciclicos

O conceito de ordem pode ser aplicado a um grupo ou a um elemento do grupo.

Defini¢ao 1.6. Se G é um grupo. A ordem de GG, que denotamos por |G|, é a quantidade
de elementos desse grupo, quando este grupo é finito. Quando o grupo G for infinito,

denotamos |G| = oo.

Exemplo 1.7. |Sy| = 24, bem como |So| = 8, sao exemplos de grupos finitos, ja |Z| = oo,

pois (Z,4+) é um grupo infinito.

Defini¢ao 1.8. A ordem de um elemento g € G, denotado por o(g), é o menor n € N tal
que ¢g" = g*xgx---% g = e, quando n existe, caso contrario, o(g) = oo.
—_—
n composigoes
Exemplo 1.9. No grupo S3, temos que o() = 3, pois 3% = e, sendo 0 3 0 menor inteiro

positivo onde essa condicao é satisfeita.
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Definicao 1.10. Dizer que um grupo é gerado por um ou mais elementos, significa dizer
que todos os elementos do grupo sao determinados por meio de composicoes entre esses

geradores.

Definicao 1.11. Seja S um subconjunto nao vazio de GG, tal que todos os elementos de
G sao resultados das composicoes entre os elementos de S, entao dizemos que G é gerado

por S e denotamos, G = (95).
O grupo Ss, por exemplo é gerado por « e 3, logo S3 = (a, ).

Definig¢ao 1.12. Quando um grupo G é gerado por um tnico elemento, G = (g), dizemos
que G é um grupo ciclico e temos que G = {..., g7 2,974, 4%, 9, 9%, ...}, onde ¢° = e, ou ainda
G =(g) ={d'It € Z}.

Exemplo 1.13. O grupo (Z,,+) é ciclico, e Z, = (m), para todo m tal que mdc(m,n) =
1. O grupo Z, é tal que Z = (1) = {...,172,171,1°.1,12, ..} = {...,-2,-1,0,1,2, ...},
onde 1Y = e.

1.4 Teorema de Lagrange

Seja G um grupo e H < (G, defina a relacao de equivaléncia R sobre G:
y R x< 3 he H tal que y = xh.

Em [3] o leitor podera buscar a defini¢ao de relacao de equivaléncia.
Agora, constatemos que de fato R é uma relacao de equivaléncia, verificando as trés
condicoes necessarias para tal:

Sejam z,y,z € G e h € H, R é reflexiva, pois, para h = e,
r=xe = x R x.

E também simétrica, pois para y R x, tem-se y = xh, e como h™! € H, pela definicao

de subgrupo, multiplicando ambos os lados da igualdade pela direita por h=1,
yh™! = 2hh™! —==yh™!' =xe = x = yh™!, ouseja, v R y.
Por fim, é transitiva, pois se y R r e x R z, entao,
y=xhex=2zh',comh,h' € H
Substituindo,

y = (zh)h = z(W'h) = zh", com h =h" € H.
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E entao temos y R z. Concluindo nosso proposito.

Assim a classe de equivaléncia de x serd {y € G|y R x} = {xhlh € H}. Denotaremos
esse conjunto por xH e o chamaremos de classe lateral a esquerda de H. De modo analogo
definimos Hx = {hx|h € H} como classe lateral a direita de H.

Como consequéncia imediata o fato de R ser uma relacao de equivaléncia, é que xH

determina uma particao em G, ou seja:

i. se x € G, entao xtH # O;

1. se x,y € G, entao tH = yH ou xH NyH = &;
7i1. a uniao de todas as classes laterais € igual a G.

Definicao 1.14. A quantidade de termos do conjunto das classes laterais a esquerda é

chamado indice de H em G e denotamos por (G : H).

Teorema 1.15. (Teorema de Lagrange)
Seja G um grupo finito e H < G. FEntao a ordem de H divide a ordem de G. Em
particular, tem-se |G| = |H|(G : H).

Demonstracao. Faremos a demonstragao usando as classes laterais a esquerda. O resul-
tado para classes laterais a direita é similar.

Inicialmente, mostremos que |[tH| = |H|, Yz € G, ou seja, a cardinalidade da classe
lateral a esquerda de H ¢ igual a sua propria ordem. Seja z € GG, definimos ¢ tal que,

o: H — xH
h — zh

Seja y € xH, entao Ih' € H tal que y = zh/, e entdo ¢(h') = y, e portanto ¢ é
sobrejetiva.

Agora, para ¢(h) = ¢(h'), tem-se zh = zh’, e multiplicando ambos os lados da
igualdade & esquerda por ! teremos, v 'zh = z7'azh’ = eh = el = h = N,

logo ¢ é injetiva, portanto, bijetiva, garantido |zH| = |H]|.
Sejam x1,xs,...,x, € G, com cada um dos z; representando uma classe distinta, a
saber, {z1H,zoH, ... x,H}, que como ji vimos, designam parti¢oes e temos que z; H N

x;H = @ para i # j, como j4 estabelecido, e entdo G = z1H U x9H U---U 2, H (unido

disjunta), e portanto,

|Gl = o1 H] + w2 H| + - - + | H

E de acordo com o que demostramos, |v;H| = |H|, logo, |G| = n - |H|, o que ja
demonstra que a ordem de H divide a ordem de G, ja que n € N. E de acordo com a
definigao de indice, temos que n = (G : H) e entdo, |G| = |H|(G : H).

[
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Proposicao 1.16. Sobre grupos finitos:

i. A ordem de um elemento do grupo divide a ordem do grupo;

ii. Se g € G, entio ¢gI° = e;
14. Todo grupo de ordem p com p primo, é um grupo ciclico;

w. Seja G um grupo e K < H < G entio (G: K)=(G:H)(H: K);

v. Se G € abeliano suas classes laterais a esquerda e a direita sao iguais;

vi. Se |G| <5, entao G € abeliano.

Demonstragao. O leitor pode consultar [1], para os itens i., iii., iv. e v.; [3] para o item
ii; e [2] para o item vi.

]

Um importante teorema que utiliza o Teorema de Lagrange em sua demonstracao é o

Teorema de Cauchy.

Teorema 1.17. (Cauchy) Seja p um divisor primo da ordem de um grupo finito G. Entdo

existe g € G tal que o(g) = p.

Demonstrac¢ao. Ver demonstracao em [2]. O

1.5 Subgrupos Normais

Definicao 1.18. Seja G um grupo e H < G, H serd dito subgrupo normal de G, e
denotamos por H < (G se suas classes laterais a esquerda forem iguais a classes laterais a
direita, ou seja, gH = Hg,Vg € G. Outra maneira de identificar um subgrupo normal é
verificando se gHg™! = H,Vg € G.

Exemplo 1.19. i. Os subgrupos triviais de G, a saber {e} e GG, sdo subgrupos normais
de G;
ii. Z(G)<G. Edado H < Z(G), entdao H 4G.
iii. O comutador de um grupo, G’ é subgrupo normal de G.
iv. Se GG é abeliano, entao todos os seus subgrupos sao normais. A reciproca em geral é
falsa;

Definigao 1.20. Se G # {e} é um grupo e seus unicos subgrupos normais sao os triviais,

entao dizemos que G é um grupo simples.
Vale ressaltar que os tinicos grupos simples abelianos sao os ciclicos de ordem prima.
Proposicao 1.21. Se um grupo finito G com H < G € tal que (G : H) = 2, entao H <G.

Demonstracao. Ver demonstragao em [1]. O
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1.5.1 Grupo Quociente

Definicao 1.22. Seja G um grupo e H < G. O grupo de todas as classes laterais de H

em G, com a operacao de GG, é chamado grupo quociente de G por H, e denotamos por

G
H —.
G/H ou Vi

Vale ressaltar que:

Lema 1.23. Se G ¢ um grupo finito e H I G entao

G| _ g
H| |H|
Demonstracao. Das defini¢oes de grupo quociente e de indice, temos que,

6],

Do Teorema de Lagrange (Teorema 1.15), temos

G
\G]:|H|(G:H):>(G:H):||F|’.

Logo,
Gl _ . m= G G| _ G|
|~ = [z =

Como queriamos demonstrar.

]

. . G .
Cabe observar que, se G é abeliano e H < (G, seu grupo quociente Vi serd abeliano.

Bem como se G é ciclico, o quociente serd ciclico, e consequentemente abeliano.

1.6 Homomorfismos de Grupos

Definigao 1.24. Sejam (G,-) e (H, X) grupos e 1) uma funcao tal que ¢ : G — H. Essa

funcao 1 é chamada de homomorfismo de G em H se,

V(- y) = (x) X P(y), Yo,y € G.

Se 1 é um homomorfismo bijetivo, dizemos que ¢ é um isomorfismo e denotamos por
G ~ H. Se v é um homomorfismo de um grupo nele mesmo, chamamos de endomorfismo.
E se o endormorfismo ¢ bijetivo, dizemos que ele é um automorfismo, no caso do conjunto

dos automorfismos de um grupo G, denotamos por Aut G.

O isomorfismo preserva a estrutura do grupo. E o automorfismo, além de preservar a
estrutura do grupo, se o grupo for finito, ele apenas modifica a posicao de seus elementos,

ou seja, permuta-os.
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Exemplo 1.25. Se G é um grupo e H <G, a fungao ¢ : G — G/H, ¢(g9) = gH é um

homomorfismo chamado projecao canonica.

~ . . G . .
Proposigao 1.26. Seja G um grupo finito e HG, onde 7 ¢ abeliano. Fxistem subgrupos

€ ciclico

H; € G comi€{0,1,...,m} tais que H=Hy C H; C--- C H;y =G, e -
para todo i € {1,...,m}. o
Demonstragao. Se Hy # G, entao day € G tal que ay ¢ Hy. Entao tomemos H; =
(a)Hy. Analogamente, se H; # G, entao Jas € G tal que ay ¢ H;. Entao tomemos
Hy = {(as)Hy.

Repetindo esse procedimento sucessivamente, sabemos que ele finda em algum mo-

mento, visto que G ¢ finito, entao:

H;
Hifl

~ (@)

%

Para todo i € {1,...,m}, logo é ciclico.

i—1
O
Definicao 1.27. Seja 0 um homomorfismo, tal que o : G — J. O conjunto Kero =

{z € G;o(x) = ey}, onde e; é o elemento neutro de J, é chamado ntcleo de o.

Teorema 1.28. (Teorema dos isomorfismos)
Sejam G e H grupos e seja 0 : G — H um homomorfismo. Seja ainda N =
Ker(o) C G, o nicleo do homomorfismo o. Entdo a aplicagao:
G

)

gN — a(g)

G

~ H.
Ker(o)

onde Im(o) € a imagem de o, é um isomorfismo, e entdo,

Demonstragao. Ver demonstragao em [1]. O

Antes de citarmos um exemplo de isomorfismo entre grupos, lembremos do grupo Sa,
ele é definido andlogo a definicao usada no grupo Sp, sobre um triangulo como o da figura
1.2

Assim temos que Sa = {e, R%w, R%T,Rl, Ry, Rs}.

Agora vejamos um exemplo de isomorfismos, o grupo Sa e o grupo S3 sao isomorfos,

vejamos a bijecao ¢:

p: 83— Sa
e e
BHR%
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Py

ES E2
0

P2 P3
Ey

Figura 1.2: Triangulo P P, Ps

52 r—),R%w
a+— R3
Ba — Ry
af — Ry

Notemos que: p(a o 3?) = p(fa) = Ry = Rzo Rax = ¢(a) o p(B?). De modo andlogo,
fazemos o mesmo procedimento com o demais elementos de S5, garantindo que a condigao
de homomorfismo ¢ satisfeita, e claramente, pela propria definicao, ¢ é bijetiva, portanto
temos mesmo um isomorfismo, e entao Sz >~ Sx.

Um teorema muito importante pra nosso objetivo, é o Teorema de Cayley, antes de

provarmos, vejamos a seguinte proposicao:

Proposicao 1.29. Se G € um grupo, entao Aut G é também um grupo com a operacao

composicao de funcoes.

Demonstracao. Devemos mostrar que a operacao composicao de fungoes esta bem definida
e satisfaz as propriedades: associatividade, existéncia do elemento neutro e existéncia do
elemento inverso.

Sejam 0,1, 1 € Aut G, entao, da definicao de automorfismo,

(0o0¢)(z) = o(¥(x)) = o(y), para Y(z) =y, tal que 7,y € G

Ou seja, a composicao de automorfismos ¢ também um automorfismo, garantindo que
a operacao esta bem definida.

Para garantir a associatividade devemos ter:
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[o(ooy)](x) =[(too)o](x).

Usando a definicao de automorfismo,

[to(oo)l(z) = uz)o(coy)(z) = vz)oo(x) oth(x) = (oo)(x) oth(x) = [(too) o ¥](x)

Agora, seja € € Aut G tal que €(x) = x, para todo = € GG, chamamos € de identidade
de Aut GG, e como,

(eco)(z) = e(o(x)) = o(z)
Temos que € é o elemento neutro de Aut G.
Por fim, como o automorfismo é um isomorfismo, é portanto bijetivo, garantindo a
existéncia do elemento inverso, finalizando assim nossa demonstracao.

]

Teorema 1.30. (Teorema de Cayley)

Se G € um grupo tal que |G| =n entao G € isomorfo a um subgrupo de S, .

Demonstracao. Seja g € G, definimos a aplicagao o, de G em G como sendo:

o4(x) =gz, Ve € G

Notemos que, pela prépria definigao, o, é sobrejetiva. Sejam z,y € G, para o4(x) =
o4(y), teremos gr = gy = = =y, logo o, é injetiva e portanto bijetiva. Da definicao de
grupo das permutagoes vista no item vii. da segdo 1.1.2, concluimos que o, € S(G), onde
S(G) é o grupo das permutagoes dos elementos de G.

Definimos agora a aplicagdo ¢ de G em S(G), como sendo:

©(g) =04, Vg EG

Precisamos mostrar que ¢ é um homomorfismo injetor. Seja a,b € G, temos que

o(a-b) = 0, € para x € G teremos:

oapn(z) =(a-b) x=a (b-x) =0,(b-x) = 04(04(x)) = 04 0 Tp()

Logo,

p(a-b) =0,00,=p(a)o ()
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Assim mostramos que ¢ é um homomorfismo. Resta mostrar que este é injetivo. Para

o(a) = ¢(b) teremos o, = 03, e aplicando ¢ num dado = € G tem-se

o.(z) =0p(r) = a-x=b-2 = a=0,

logo ¢ é um homomorfismo injetor. E dessa informagao segue que G ¢é isomorfo a um
subgrupo de S(G).

Por fim, para |G| = n temos que S(G) = S, ou seja, G é isomorfo a um subgrupo de
Sy, como queriamos demonstrar.

]

Exemplo 1.31. Vamos procurar todos os automorfismos de Ss.

Seja 7 um automorfismo de Ss, entdo determinemos 7(a) e 7(/5). Assim para que a
estrutura seja mantida, é necessario que 7(«) tenha a mesma ordem de «, que nesse caso
é 2, e da mesma forma 7() deve ter a mesma ordem de [, nesse caso 3. Calculando a
ordem de cada termo de S3 (omitimos tais calculos), concluimos que, 7(a) serd «, a5 ou

Ba = aff?, enquanto que 7(3) serd 8 ou B2, Assim:

AUth = {Ti]’ . 53 — 53;7'1']‘(6) = 6,7'1']‘(6) = ﬁi,Tij(Oé) = Oéﬁj,Vi € {1, 2} ej € {0, 1, 2}}

Concluimos entao que existem 6 automorfismos de S3, sao eles: de 719, 711, T2, T20, To1
e Too. Nao mostraremos todos detalhadamente, mas a titulo de exemplo, vejamos o que
acontece com um desses automorfismo, 75.

Em 75, temos que Ti3(e) = e, 112(8) = B e T2(a) = aff? = Ba, entio:

Tig 1 S3 — S
Ti2(e) = e
T12(af) = Ti2(@) 0 112(8) = fao f =«
2() = Pa
T12(8) =
T12(B%) = ma(B) o T12(B) = fo B =
Ti2(Ba) = T12(B) 0 Ti2(r) = B o Ba = aff

Como esperado, 115 € bijetivo, entao, apenas permuta os 6 elementos de Ss.

1.7 Representacao de Grupos através do grupo das
permutacoes

Como vimos no teorema 1.30, qualquer grupo finito pode ser representado por um
subgrupo de um grupo de permutagoes, e por isso, o grupo S, merece uma atengao

maior.
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Na secao 1.1.3 ja introduzimos as nocoes basicas do S, vejamos um pouco mais sobre
esse grupo.

Considere o grupo de permutacgoes S3, com a notacao apresentada na secao 1.1.3,
podemos dizer que esse grupo ¢ gerado pelo terceiro e quarto elemento, vale ressaltar que

o conceito de geradores foi tratado na secao 1.3. Sao eles:

123 123
O‘:<2 1 3>eﬁ:(2 3 1)

1 2 - . - _—
O elemento a = 9 1 3 indica as seguintes trocas de posigoes: a posicao 1

foi para a posicao 2, a 2 foi para a 1 e a 3 permaneceu inalterada. Focando apenas

nas alteragoes temos 1 — 2 — 1. De modo analogo, em [ = ( ; g i1’> ) tem-se que

1—-+2—=-3—=1.
Pensando numa composicao: «f3, por exemplo, o processo ¢ analisar posicao por
posicao, aplicando inicialmente § depois «, e entao: 1 — 2 — 1, logo a posi¢ao 1 se

mantera inalterada; 2 — 3 — 3, ouseja 2 — 3; e 3 — 1 — 2, ou seja 3 — 2. Conclusao:

1 2 3
aff = 1 3 2>,log02—>3—>2.

Com base nessa descricao, podemos usar uma outra forma de representacao, a repre-
sentagao via ciclos. Tal representacao pode ser feita da seguinte maneira:

Em § temos 1 — 2 — 3 — 1, via ciclos representamos § = (123), e lemos, “A posigao
1 vai para a 2 que por sua vez vai para a 3 que retorna para a 1”. De modo analogo
a=(12).
2
1

3 4
3 5

S O

0 ) , representando

. . 1
Vejamos outro exemplo, seja s € Sg, tal que s = ( 9 4

via ciclos teremos, s = (12)(456).
Agora, vejamos como operar com ciclos. Em af = (12)0(123), iniciando por 3, temos:

1 — 2 — 1, note que é similar ao que ja fizemos, e entao:

aff = (12) o (123) = (23)

De modo analogo, executando as operacoes de composicao de fungoes entre a e [3,

3 .
)
2
1

3
2

determinamos todos os elementos de Ss:
9 1
a®=(12) o (12) = e, onde e = 1

I

2
2
f? = (123) o (123) = (132), logo * = ( é

53=526=<132>o<123>=(} . g):e;
af = (12) o (123) = (23), logo af — (} , ‘3)
Ba = (123) 0 (12) = (13), logo Bar = ( ;) ; i’ );
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aﬁ2:(12)o(132):(13):(;) . i’):ﬁa;
5204:(132)0(12):(23):(} . ‘;’>za5.

Dessa forma, confirmamos que o e [ geram o S3. E podemos reescrever Ss, como

sendo S = {e, af,a, B3, 5%, Ba}, onde e é o elemento neutro do grupo.

Definigao 1.32. A ordem de um ciclo (1,2,...,m) é dada pela quantidade m de termos,
e falamos em m-ciclo. Se m = 2, teremos um 2-ciclo, mais comumente chamado de

transposicao.

Exemplo 1.33. Falamos que o = (12) é um uma transposigao, e 5 = (123) é um 3-ciclo.

Ja s = (12)(456) nao é um m-ciclo, qualquer que seja m.

Definicao 1.34. Duas permutacoes sao ditas disjuntas se ambas nao movem um mesmo

termo, caso contrario, é dito nao-disjuntas.

Exemplo 1.35. Seja a,b,c € Sy, tal que a = (134)(68), b = (59) e ¢ = (245), entdo a
e b sao disjuntas, j4 a e ¢ nao sao, pois ambas movem o 4, assim como b e ¢ que ambas

movem o 9.
A cerca da representagao via ciclos, vale salientar algumas importantes proposicoes:

Proposicao 1.36. Toda permutacao é o produto de ciclos disjuntos de ordem > 2; tal

ordem € unica a menos da ordem dos fatores.
Demonstragao. Ver demonstragao em [1]. O
Proposicao 1.37. . Todo elemento de S, € um produto de transposigoes;

i, S, = ((12), (13),...(1n),);

iii. S, = ((12),(23),...,(n —1 n)).
Demonstragao. O leitor pode consultar a demonstracao em [1]. O
Exemplo 1.38. Quanto ao item 7., podemos escrever = (123) como 5 = (13)(12).
Proposigao 1.39. Os ciclos (12) e (12...n) geram o grupo S,.

Demonstrac¢ao. Ver demonstracao em [2]. O
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1.7.1 Analisando S;

De modo a exemplificar algumas defini¢oes ja vistas, como as de ordem de um grupo,

subgrupos, grupo quociente, classes laterais e grupos normais, analisaremos o grupo Ss.

B ) (123 (123
Sendo S3 = {e,af, a, 5, 5%, fa}, ondea—(2 | 3 e f = 5 3 1 . Temos

que |S3| = 6, logo seus subgrupos devem ter ordem n tal que n divide |S3|, ou seja, eles
terao ordens, 1,2, 3 ou 6.

Com ordem 1 e 6, temos os subgrupos triviais, respectivamente {e} e Ss.

Para os subgrupos de ordem 2, sabemos que obrigatoriamente, um dos elementos é o
e e o outro, pra que sejam satisfeitas as condi¢oes para ser grupo, deve ser um elemento
a tal que seu elemento inverso seja ele proprio. Vejamos:

afoaf =e,

aoa=e,

BopB=p*#e,

BPof?=pB#e,

baoPa=ce

Logo os subgrupos de S3 com 2 elementos sao {e, a5}, {e,a} e {e, pa}.

Quanto aos subgrupos de ordem 3, do item 4ii da proposicao 1.16, temos que ele

3 = e, e facilmente notamos que @ = 3 e entdo o tinico

serd ciclico, logo {e, a,a*} com a
subgrupo de Ss de ordem 3 seré: {e, 3, 3%}.

Por fim, temos que os subgrupos de S3 sao: Hy; = {e}; Hy = {e,af}; H3 = {e,a}; Hy =
{e, Ba}; Hs = {e, B, %}; e He = Ss.

Vejamos agora quais deles sao subgrupos normais:

Como vimos no exemplo (7) de 1.19, H; e Hg sdo subgrupos normais triviais. Do
teorema 1.21, concluimos que Hy <.S3. Resta verificarmos os demais. Vejamos.

Temos que |S3 : H;| com i = 2,3,4 é tal que |S; : H;| = |S3|/|H;| = 6/2 = 3, logo H;
possui 3 classes laterais em S3. Analisando H:

eH = afH = {e,af}

aH = fH = {a, f}

B*H = BaH = {2 Ba}

Portanto as classes laterais serao: {{e, a8}, {«, 8}, {58?, Ba}}.

Agora vejamos:

eH ={e,af} = He

all ={a,p} # Ha = {a, 5}

Nem precisamos continuar a verificar, ja podemos afirmar que Hy nao é subgrupo
normal de S3.

De modo analogo, constatamos que Hz e H; também nao sao normais. Portanto os

subgrupos normais de S3 sdo Hy = {e}; Hs = {e, 3, 8*}; e Hg = S3.
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1.7.2 O Subgrupo A, de S,

No estudo do grupo das permutagoes, nao podemos deixar de chamar atencao pra um
importante subgrupo, o chamado grupo das permutagoes pares ou grupo alternante. No

entanto, devemos saber o que vem a ser uma permuta¢ao par ou impar, vejamos:

Definicao 1.40. Uma permutacao que pode ser escrita com uma quantidade par de

transposicoes € dita, permutacao par. Caso contrario, serd uma permutacao impar.

Vejamos alguns resultados frutos desta definicao:

7. O produto de duas permutacoes pares sera par;
ii. O produto de uma permutagao par com uma fmpar (ou vice-versa) serd impar;

1i. O produto de duas permutagoes impares sera par.

Agora, reconhecendo uma permutacao par, podemos definir o grupo alternante:

Definicao 1.41. Seja S, o grupo das permutagoes de n elementos, o subconjunto de S,
formado pelas permutacoes pares formam um grupo, denominado grupo alternante ou

grupo das permutacoes pares, e denotamos por A,, e entao A, < 5,,.

O subgrupo A,, se faz muito importante para o futuro estudo dos chamados grupos

soluveis. Vejamos uma importante proposicao:

Proposigao 1.42. A,, é um subgrupo de S,, de indice 2, e como |S,| = n! entdo |A,| = %

F mais, temos que A, .5,

Demonstracao. Sejam vy, n € A, logo v e 1, sdo permutagoes pares. Da proposicao 1.4,
para mostrar que A, < S,, mostremos que yon € A, e também n~! € A,.

Do item (i) da defini¢ao 1.40, segue que o produto entre permutagdes pares sera par,
logo yon € A,.

Do item (i) da Proposigao 1.37, sabemos que 7 é uma composigao de transposicoes,

entao podemos escrever

n = (a1as)(azaq) - - - (@n-105)

E sua inversa sera
~1 ~1 -1 -1
n = (an-1a,)" -+ (azas) ™ (ara2)
Como a inversa de uma transposicao € ela mesma, segue que

0" = (an-1ay) - - (asay)(araz)
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Mantendo assim a paridade, e portanto o inverso de uma permutacao par é também
par, ou seja, -1 € A, Enfim, provamos que A4, < S,,.

Sejam r a quantidade de permutacoes pares e s as de permutacoes impares de S,,. Seja
ainda 7 uma transposicao de S, logo 7 é impar.

Multiplicando 7 por todas as permutagoes impares, de acordo com o resultado (ii7)
da Defini¢ao 1.40, obteremos permutacoes pares, logo r > s.

Analogamente, multiplicando 7 por todas as permutacoes pares, de acordo com o
resultado (ii) da Definigao 1.40, obtemos permutagoes impares, logo s > r.

Comor > ses > r,entdo r = s. Assim |S,| = n! = r+ s = 2r, e portanto

|
|A,| =1 = %, consequentemente (S, : A,) = 2. E por fim, segue do Teorema 1.21 que

|
A, <S8

O
Agora, sobre o A,,, podemos destacar uns importantes resultados.
Proposicao 1.43. O grupo A, é um grupo simples paran =3 en > 5.
Demonstragao. Ver demonstragao em [1]. O

Aproveitemos a oportunidade para definir o grupo de Klein.

Definicao 1.44. Chamamos de grupo de Klein e denotamos por K, o subgrupo de Sy,
tal que K = {e, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}.

E agora, em posse de tal definicao, vejamos a seguinte proposicao:

Proposicao 1.45. Para n = 4, S, tem como inicos subgrupos normais: {e}, K, A, e

Sn. E paran =3 en >5 os unicos subgrupos normais sao {e}, A, e S,.

Demonstragao. Consultar demonstracao em [1]. O

1.8 Grupos soliveis

Antes de definir o que vem a ser um grupo soluvel, é importante destacarmos que
esse é o principal subtema da Teoria de Grupos necessario ao tema do nosso trabalho,

obviamente nao podemos desmerecer os demais.

Definicao 1.46. Um grupo G se diz soluvel se for possivel construir uma subsérie normal,

a saber:

e=Gy4G1 4G, 9..4G,.1 4G, =G

E ainda os grupos quocientes G;/G;_; forem abelianos, com i € {1,2,...,n}.

Proposicao 1.47. 4. Todo subgrupo de um grupo soluvel, é soluvel;
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0.

Todo quociente de um grupo soluvel é também soluvel;

Seja G- um grupo e N G, se G/N e N sao soliveis entao G é solivel.

Demonstra¢ao. A demonstragao o leitor pode ver em [2]. O

Exemplo 1.48. i. Todo grupo abeliano é solivel,

ii.

iii.

Todo p-grupo finito, com p primo, é soluvel;

Todo grupo simples nao-abeliano nao é soluvel, em particular A, é nao soltuvel para
n > 9;

Eis algumas importantes conclusoes sobre solubilidade de grupos:

Proposicao 1.49. i. O grupo S, € solivel paran =1,2,3,4;

O grupo Sy, n > 5 nao € soluvel.

Demonstra¢ao. 1. Para n = 1, S; = {e}, que é obviamente abeliano, e consequente-

mente solivel, como vimos na item (i) do Exemplo 1.48;

Para n = 2, temos que |S3| = 2, e do item vi. da proposi¢ao 1.16, temos que Sy é

abeliano, logo soluvel de acordo com o item ¢. do exemplo 1.48;

Para n = 3, temos que S5 nao é abeliano, mas, relembremos da anélise que fizemos
na secao 1.7.1 do grupo S3, onde inclusive, determinamos seus subgrupos normais,
podemos aplicar a definicao de grupos soliveis, pensando na cadeia {e} < A3 < S,

onde o A3 é o grupo das permutacoes pares de S3 e é equivalente ao que chamamos

S| g |

A3 {6}

de Hs. Notemos que = 3, portanto ambos abelianos e entao S3 é

soluvel;

Para n = 4, antes o leitor deve relembrar dois subgrupos normais de Sy, o subgrupo

de Klein, K e o subgrupo das permutacoes pares Ay, que foi apresentado na secao
S e O i
_— = s _— = e _— = s e

A4 K {6}
entdo temos a seguinte subsérie normal: {e} IK <A, <S,, com quocientes abelianos,

1.7.2. Tem-se que |A4] = 12 e |K| = 4, portanto

concluindo entao que Sy é solivel.

Como visto na proposicao 1.45, o tnico subgrupo normal de S,,, paran >5é o A,,
que como vimos na Proposicao 1.43 é simples, e do item 722. do Exemplo 1.48, é nao
solivel. Por fim do item ¢. da Proposicao 1.47, conclui-se que .S,, é nao solivel para
n > 5.

m



Capitulo 2
Anéis

Nesse capitulo nos apropriaremos da estrutura algébrica essencial ao nosso estudo, os
Anéis. O estudo de anéis se faz essencial para o posterior estudo de anéis de polinomios,
objeto importante no nosso tema central, bem como o estudo de corpo, um vez que é no

corpo que encontraremos as solugoes das equagoes polinomiais.

Definicao 2.1. Uma estrutura algébrica formada por um conjunto nao vazio, digamos

A, munido de duas operacoes, a adicao e a multiplicagao, assim definidas:

+: AxA —- A i AxA - A
(a,b) +— a+b (a,b) — a-b

E que satisfaz as seguintes propriedades:
i. E associativa para adi¢ao, ou seja, Va,b,c € A,
(a+b)+c=a+ (b+c);
ii. Possui elemento neutro da adicao, ou seja, Va € A,
J0eAtalquea+0=0+a=a;
iii. Possui elemento inverso da adicao, ou seja, Va € A,
JbeAtalquea+b=b+a=0;
Convencionamos que o inverso aditivo de a é —a.
iv. E comutativa para adicao, ou seja, Va,b € A,
a+b=b+a;
v. E associativa para multiplicagao, ou seja, Va, b, c € A,
(a-b)-c=a-(b-c);
vi. A multiplicacao é distributiva em relagao a adicao, ou seja, Va,b,c € A,
a-(b+c)=a-b+a-c,e
(a+b)-c=a-c+b-c.

37
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Tal estrutura é denominada anel, denotamos, (A, +, ).

Se o anel possui o elemento neutro da multiplicagao, a saber 1, chamamos de anel com

unidade, ou seja,
vit. 31 € A, talquea-1=1-a=a,Va € A.
Se o anel é comutativo para multiplicacao, chamamos de anel comutativo, ou seja,
viit. a-b=">b-a,Va,b e A.
E sera chamado de anel sem divisores de zero, se satisfaz,
tx. Dados a,b e A,a-b=0=a=0o0ub=0.

Definicao 2.2. Pensemos num anel que seja, simultaneamente comutativo, com unidade

e sem divisores de zero, chamamos essa nova estrutura de dominio de integridade.
Definicao 2.3. Agora, se acrescentarmos ao dominio de integridade a propriedade:
x. Paratodoa€ A—{0},3be Aja-b=b-a=1.

Chamamos b de inverso multiplicativo de a, e mais comumente representaremos por

a~ !, e dizemos que a é inversivel.

Teremos a estrutura denominada corpo, na qual nos concentraremos em nosso trabalho.

Diante de tais defini¢oes, sao exemplos de dominio: Z,Q, R e C, consequentemente de

anel. Destes, sao corpos: Q,R e C. Outro exemplo de corpo é o Z, com n primo.

Definigao 2.4. A caracteristica de um anel, ¢ o menor nimeron € Ntalquez +z +--- + 1z =

nvezes
0 para algum z pertencente ao anel e x # 0. Caso esse nimero nao exista, diremos que o

anel tem caracteristica zero.

Exemplo 2.5. Os corpos Q e C sao corpos de caracteristica zero, ja Z, é um exemplo

de corpo de caracteristica n, se n for primo.

Vale ressaltar que essa definicao pode, obviamente, ser levada para o corpo, uma vez

que um corpo é também um anel.

2.1 Anel de Polinomios

Como ja deixamos claro, é de nosso interesse encontrar as solucoes de uma equacao po-
linomial, e obviamente, s6 se faz sentido falar em equagoes polinomiais depois de conhecer

os polinomios, ou mais geral, o anel dos polinomios.

Definicao 2.6. Seja K um corpo, chamamos de anel de polinémios sobre K na indeter-
minada x, e representamos por K|[x] o conjunto de todos os polindmios na indeterminada

x, que definiremos mais adiante em 2.7.
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2.1.1 PolindOmios de uma unica variavel

Veremos aqui a definicao de polinomios, elementos do anel de polinomios, e algumas
informagoes relevante ao nosso estudo, uma vez que trataremos de equagoes polinomiais.
Importante falar que apesar de o estudo de polinomio abordar os de varias variareis, aqui

nos deteremos aos de uma tnica variavel.

Definicao 2.7. Seja aq,as,...,a, € K, onde K é um corpo, chamamos de polinomio

sobre K em uma indeterminada x a expressao:

p(z) = anx™ + ap_ 12"+ ayx + ag, (2.1)

ou ainda:

Dados dois polinomios:

p(T) = anx™ + ap_12" "t + - arx + ag

q(7) = D™ + b1 2™ 4 -+ by + by

Eles sao ditos iguais, se m = n e a; = b;,Vi € N. Caso, em p(x) todos os a; = 0,
dizemos que p(z) é um polinémio nulo.

Qualquer que seja a € K, podemos indicar a pelo polinémio p(z), onde ay = a e
a; = 0,Yi > 1, e o chamamos de polinomio constante a. Dessa forma, qualquer nimero a
pode ser expresso como polindmio, na verdade, como um polinomio constante. E assim

também podemos considerar que K C K[z].

Defini¢ao 2.8. Seja p(z) um polinomio como em (2.1), se a, # 0, dizemos que o grau
do polinémio p(x) é n, e denotamos por dp(z) = n, ou seja, o grau de um polinémio é
dado pela maior poténcia de sua indeterminada. E o grau serd zero se o polinomio for

constante.

Como ja dito, o conjunto de todos os p(x) com coeficientes em K chamamos de anel
de polinémios, denotado por K[z]. E entao sua soma e produto devem ser bem definidas:

Sejam:

p(z) = anz™ + ap_12" 7t + -+ arr + ag
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q(7) = bpx™ + by 2™ 4 -+ by + by

Ambos pertencentes a K[z], temos que, para adigao:

p(x) + q(z) = pa® + 1™+ + w4 a,

onde ¢; = (a; + b;) € K, com k € N e para multiplicagao:

p(x) - q(x) = cja? + ;27 e+ e,

onde ¢y = apby, c1 = agbi +aiby, ca = agbs +ai1by +agby, ..., c; = apb; +a1bj_1 + ... +
aj_lbl + Cij(),j € N.

E por ser um anel, tem garantida todas as propriedades descrita no capitulo anterior.
E mais, K[z] é um dominio de integridade, nao se caracterizando como corpo por nao ter
todos seus elementos inversiveis. Na verdade, os tinicos polindmios inversiveis de K[z]| sao
os polinomios constantes e nao nulos.

Quanto ao grau do polinomio resultante da adigao ou multiplicacao, temos que:

A(p(x) + q(z)) < max{9dp(z), dq(z)} = max(m,n),Vp(r),q(z) € K[z]

A(p(x) - q(x)) = Op(x) + Oq(x) = n+m,Vp(x),q(x) # 0
Sejam f(z), g(x) € K|z], dizemos que f(z) divide g(x) se Fh(x) tal que,

g(x) = f(x) - h(x)

e denotamos por f(z) | g(x). Dizemos também que f(z) é divisor de g(x) ou que g(x)

¢ divisivel por f(z). Caso contrario, teremos f(x){ g(x).

Exemplo 2.9. Dados os polinomios f(z) =z — 1 e g(x) = 2* — 1, podemos afirmar que

f(x) | g(z), uma vez que g(z) = (z — 1)(z + 1).

Defini¢ao 2.10. Dados dois polinémios p(z), ¢(z) € K[z], definimos o maximo divisor
comum (ou maior fator comum), como sendo o polinomio d(z) € K[z] tal que d(z) | p(x) e
d(x) | g(x), e denotamos por mde(p(x), ¢(x)) = d(z), e além disso, se existir um polinémio
e(x) € Klz] tal que e(z) | p(x) e e(x) | g(x), entdo e(x) | d(z).

Vale ressaltar que sempre existird esse polinémio d(z), na pior das hipdteses ele sera
o polindémio constante d(x) = 1, e nesse caso, dizemos que f(z) e g(x) sdo coprimos, ou
seja, nao possuem fator comum, e denotamos por mdc(p(z), q(z)) = 1.

O dominio de polindémios K|z| é dito um dominio Euclidiano, pois obedece o algoritmo

da divisao .
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Teorema 2.11. (Algoritmo da Divisio)
Sejam f(x),g(x) € K[z] e g(z) # 0, existem unicos q(x),r(z) € K[x] tais que,

f(@) = q(x) - g(x) +r(2)
onde r(x) =0 ou Or(z) < dg(x).

Demonstragao. Ver demonstragao em [2]. O

Defini¢ao 2.12. Chamamos de polinémio ménico, o polinémio p(x) como em (2.1), onde

a, = 1.

Notemos que por tratarmos de polinémios sobre um corpo, sempre que p(z) nao for
monico, podemos multiplica-lo pelo inverso multiplicativo de a,,, desta forma, passamos

a ter um polindomio monico, que mais adiante veremos ser importante nos nossos estudos.

Definigao 2.13. Seja p(z) € K[z], com K corpo, dizemos que p(x) é irredutivel sobre K|z]
se nao existirem r(z), s(x) € K|z], com Jr(x),ds(z) < dp(x) tal que p(x) = r(x).s(zx),

caso contrério, p(z) serd dito redutivel.

Podemos associar a ideia de irredutibilidade de polindmios a ideia de nimeros primos
assim o polinomio irredutivel esta para os polinomios como os niimeros primos estao para

numeros inteiros.

Exemplo 2.14. O polinémio p(x) = 22 —1 é redutivel sobre R, pois p(z) = (z—1)-(z+1),
ou seja, p(z) é escrito como produto de polinomios de grau menores que o seu. Ja
q(z) = 2?41 é irredutivel sobre R, uma vez que ¢(z) nao pode ser reescrito como produto
entre polinémios de graus menores. Vale salientar que todo polinémio sobre K[z| de grau

1 é irredutivel.

Teorema 2.15. Seja f(z) € K[z], como K € um corpo, entao f(x) pode ser escrito na

forma:

f(@) = a-pi(z)- - pm(2),

onde a € K, com a # 0 e pi(x),pa(x),...,pm(x) sdo polinémios irredutiveis so-
bre K, nao necessariamente distintos. FEssa expressio € unica a menos da ordem dos

p1(x), pa(z), ..., pm(z). Portanto dizemos que essa fatoragao € unica.
Demonstragao. Ver demonstragao em [2]. O

Definigao 2.16. Dado p(z) € K|[z] e nao nulo, com p(z) = a,2"+a,_ 12" ' +...+a1x+a,
dizemos que a € L, tal que K C L, é raiz de p(z) se p(a) = a,a" + ap_1a™ 1 + -+ +

a4+ ag = 0.
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Teorema 2.17. Seja p(x) € K[z], com dp(x) = n, entdo, p(x) tem no mdzimo n raizes
em K.

Demonstragao. Ver demonstragao em [3]. O

Exemplo 2.18. Por exemplo, q(x) = 2% — 1 possui duas raizes em R, ji p(x) = 2% + 1

nao possui nenhuma raiz em R, porém possui duas raizes no corpo C, com R C C.

Na verdade podemos afirmar que p(x) tem no maximo n raizes em qualquer corpo que
contenha o corpo K.
Seja f(z) € K[z], onde df(z) = n, se f(x) for redutivel de modo que seja escrito como

produto entre polinomios monicos de grau um, ou seja,

f(x) =a(z —ar) - (z —ag) - (z = an)

com a € K| diremos que oy, as, ..., q, sdo as n raizes de f(z), podendo cada termo
(r — ;) aparecer mais de uma vez. Se ocorrer, por exemplo, f(x) = (x —a;)? - (x — ag)?,

diremos que f(x) tem duas raizes iguais a «; e trés iguais a as.

Definigao 2.19. A quantidade de vezes que um mesmo «; é raiz de f(z) é chamada de

multiplicidade da raiz

Em f(z) = (z — a1)? - (x — az)?, oy tem multiplicidade 2 e ay tem multiplicidade 3.
Como trabalharemos em corpos de caracteristica zero, que definimos anteriormente,
podemos afirmar que todos os polinomios irredutiveis desse corpo é dito polinomio se-

pardvel (para mais detalhes, o leitor pode consultar [6]).

Definicao 2.20. Chamamos de polinomio separavel, todo polindmio cujas raizes tem

multiplicidade um, ditas raizes simples.

Sobre tal defini¢ao, vejamos a seguinte proposi¢ao, que requer do leitor o conhecimento

prévio sobre derivadas de func¢oes polinomiais:
Proposigao 2.21. Seja f(x) € K[z], onde K C C, 0f(z) > 1. Entao,
i. f(x) é separdvel < mdce(f(z), f'(x)) =1;
ii. se f(x) € irredutivel sobre K entdo todas as raizes de f(x) sao simples.
Demonstragdo. i. (=) Seja f(x) = (x — a)*g(z), onde g(x) é um polinémio e dg(z) <
JOf(z) e k é a multiplicidade de «. Calculando a derivada de f(z),
f'(x) = k(x — a)*g(z) + (z — a)*g(2)

Se k = 1, reescrevendo f'(x),
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E para k > 1, podemos reescrever f'(z)

f(z) = (x = a)[k(z — )" 2g(2) + (z — )¢/ (2)]

Ou seja, se k> 1, f(x) e f'(x) tem um fator em comum, logo mde(f(x), f'(x)) # 1.
Diferentemente, se k = 1, f(x) é separavel e mde(f(x), f'(z)) = 1.

(«<=) Suponhamos que f(z) = (x — a)g(z) e f'(z) = (x — a@)h(z), notemos que
mdc(f(x), f'(x)) # 1. Derivando f(z),

f'() = g(x) + (z — a)g'(x) = (x — a)h(z)

Pela suposigao de f'(x), sabemos que a é uma raiz, logo,

0= f'(e) = g(a) + (@ = a)g'(a) = g(@) = 0

E portanto o também ¢é raiz de g(x), podemos entao escrever

g(x) = (x — a)"p(x), onde m > 1 é a multiplicidade de o em g(x)

E substituindo em f(z) = (z — a)g(x),

fl@) = (z = a)[(z — a)"p(z) = (z — )" p(z)

Mostrando assim que « possui multiplicidade no minimo 2. Logo, se f(x) e f'(x)

forem coprimos, ou seja, mde(f(z), f'(z)) = 1, teremos que « é uma raiz simples.

ii. Como f(z) é irredutivel, entdo a menos de constante, seus divisores sdo apenas f(x)
e 1, ndo possuindo fator comum com f'(x) e portanto mde(f(z), f'(x)) = 1. Pelo
item anterior segue que todas as raizes de f(x) sdo simples.

]

Sempre que um polinémio p(z) for irredutivel, com dp(x) > 2, devemos estender o
corpo, para que, nesse novo corpo, ele nao sé seja redutivel, como ele possa ser escrito
como produto de polinomios de grau um, sendo assim, o corpo possuira todas as suas

raizes, assim conseguimos determinar todas as raizes da equagao polinomial p(z) = 0.
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2.1.2 Verificando a irredutibilidade de polinémios

Identificar se um polinémio é ou nao irredutivel, nao é uma tarefa simples. Veremos
agora dois mecanismos que nos ajudam a fazer tal verificacao.
Antes de mostrarmos os dois mecanismos, precisamos enunciar um importante lema,

o Lema de Gauss.

Proposigao 2.22. (Lema de Gauss). Seja f(x) € Z[x] tal que f(x) € irredutivel sobre Z,

entdo f(x) € também irredutivel sobre Q.
Demonstragao. O leitor pode conferir essa demonstragao em [2] O
Vamos entao ao primeiro mecanismo, o Critério de Fisenstein.

Teorema 2.23. (Critério de Fisenstein)
Seja f(z) = apa™ + ap_12™ ' + -+ + a1z + ag um polinémio em Zlx]. Suponha que

exista um inteiro primo p, tal que:
i) ptay

it) p | ag,a,...,a,1

iii) p* 1t ag

Entao f(x) € irredutivel sobre Q.

Demonstragao. Inicialmente, mostremos que f(z) é irredutivel sobre Z. Supondo que

f(z) nao seja irredutivel sobre Z, entdo podemos escrever,

f(x) = g(@)h(z), com g(x),h(z) € Zz], e Og(z) > 1
Onde,

g(x) = byx” 4+ b_y1x" -+ by + by

h(z) = cs2® + co_12° + -+ eir o

Da definicao de produto entre polinomios e grau do polinomio, temos que

Of(z) = 0g(x) + Oh(x) = n =1 +s.

E mais,

ap = bOCn + blcnfl + o+ anO

ap = boco
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Do item ii., temos que, sendo p primo, p | ag = p | bpco. No entanto, do item iii.,
temos que p* t ag = p? 1 bycy, portanto p nao pode dividir simultaneamente by e c.
Suponhamos entao, sem perda de generalidade, que p | by e p 1 co.

Apesar de p | by, ndo podemos dizer que p divide todos os b;, i € {1,2,...,b,}, pois
se assim fosse, terfamos p | a,, 0 que contraria i.. Digamos entao que by seja o primeiro b;

nao divisivel por p com k < r, entdo p | ax, onde,

ak:bock+"'+bk00

Agora, notemos que p | a, (de acordo com 4i.), mas como p t by, devemos ter que
p | co, 0 que é absurdo, ja que supomos que p 1 ¢o. E entdo temos que f(z) é irredutivel
sobre Z.

Por fim, sendo f(x) irredutivel sobre Z, de acordo com o Lema de Gauss (Proposigao

2.22), segue que f(z) é irredutivel sobre Q, como querfamos demonstrar. O

Exemplo 2.24. Seja f(z) = 22 + 922 + 3z + 6, indagamos se ele é ou nao, irredutivel
sobre Q. Pelo critério de Einstein para p = 3 temos que p {2, p | 9,3,6 e p> = 9 1 6,

portanto f(z) é sim irredutivel sobre Q.
Vejamos agora um outro mecanismo, a Redug¢ao modulo p:

Proposigao 2.25. (Redugao mddulo p). Seja p uwm nimero primo e Z, = {0,1,...,p — 1}
o corpo contendo p elementos. Se f(x) = apa™ + a,_12" ' + -+ a1x + ag € Z[z] vamos

definir o polinémio f(x) € Z,[x] como:

_ - - . - -
f(x) = apa™ + Gp1 2™ 4 - + a1 + ao,

onde ay € a classe de equivaléncia de a; modulo p, cujo representante € a; € 7.

Entao,

1. ¢ ?Eﬂ):%@?[g define um homomorfismo sobrejetivo.

ii. Septa, e f(x) éirredutivel sobre Z, entio f(z) € irredutivel sobre Q.

Demonstragao. O leitor pode consultar a demonstracao em [2]. O

Exemplo 2.26. Seja f(z) = 2% + 152 + 8, f(z) é irredutivel sobre Q?

Pelo mecanismo de reducao médulo p, para p = 5 e Zs = {0,1,2,3,4}, teremos
f(z) = 2%+ 3. Notemos que temos que 51 1, vejamos entdo se f(x) = 2+ 3 é irredutivel
sobre Zs. Substituindo os possiveis valores para z, vemos que, nenhum deles é raiz, logo,

f(z) é irredutivel em Zs consequentemente é também irredutivel sobre Q.



Capitulo 3

Extensao de Corpos

Imaginemos a seguinte equacao, #° — 1 = 0, o polindmio desta equacao possui seus
coeficientes em (), e neste mesmo corpo possui uma dentre as trés solugoes, a saber r = 1,
porém as demais solugoes nao se encontram neste corpo. E como nem sempre a solugao
de uma equacao polinomial se encontra no corpo onde se encontra seus coeficientes, se
necessario, precisamos fazer uma extensao algébrica do corpo, para que tenhamos nela

todas as solugoes da equacao polinomial.

Definicao 3.1. Uma extensao de corpos é uma ampliacao de um corpo. Seja K e L dois
corpos, tal que K C IL, podemos afirmar que LL é uma extensao de K, e denotaremos por

L | K. Chamaremos o corpo K de corpo base.

Exemplo 3.2. Eis alguns exemplos de extensao: R | Q e C | R.

3.1 Extensoes algébricas

Definicao 3.3. Seja L | K e a € L, dizemos que « é algébrico sobre K se existir f(z) €

K[z] — {0} tal que f(a) = 0. Caso nao exista, diremos que « é transcendente sobre K.

Exemplo 3.4. O elemento /2 é algébrico sobre Q uma vez que é raiz de p(z) = 22 — 2
e p(x) € Q[x]. J& 7 é transcendente sobre @Q, pois ndo existe um polinémio p(z) € Qx|

tal que p(x) = 0. Obviamente 7 é raiz de p(z) = z — 7, porém p(x) &€ Q[z].

Definicao 3.5. Seja L uma extensao do corpo K. Se todo a € L é algébrico sobre K,

diremos que L | K é uma extensdo algébrica.

Para nosso proposito nos deteremos nas extensoes algébricas simples.

Seja p(r) = x* — 2, claramente ele nao possui raizes no corpo Q, entao se quisermos
encontrar suas raizes, devemos pensar numa extensao de Q, por exemplo, se admitirmos a
extensao R | Q, certamente o polinomio terd em R suas raizes. No entanto, nosso objetivo

¢ buscar o menor corpo possivel que contenha essas raizes.

46
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Exemplo 3.6. Seja R o corpo base, se a ele acrescentarmos o termo algébrico i, onde
i* = —1, temos entao R[;] = C, notemos que 7 é algébrico sobre R, pois é solucao de

q(z) = 2>+ 1.

Definigao 3.7. Seja a € L algébrico sobre K e seja p(x) € K[z], mdnico e de menor
grau tal que p(a) = 0. Pela minimalidade do grau, esse polinomio é portanto o tnico
polinémio moénico irredutivel em K[z] tal que p(«) = 0, chamamos de polindmio minimal

e o denotaremos por P, (o, K).

3.2 Extensoes Finitas

E importante notarmos que dada uma extensao L | K, as operagoes dos corpos L
e K satisfazem as condic¢oes para definirmos um espaco vetorial, ou seja 1L possui a es-
trutura de espaco vetorial com o corpo K fazendo o papel de “escalares” nas operagoes.
Recomendamos que o leitor se apodere de conhecimentos basicos de Algebra Linear.

Vamos entender isso num exemplo pratico. Na extensdo Q[v/2] | Q, o corpo Q[v/2] é
um Q-espaco vetorial, cuja base é formada por 1 e v/2, facilmente pode-se comprovar tal

afirmacao.

Definicao 3.8. Se vermos a extensao como espago vetorial sobre o corpo base, podemos
entao definir o grau de uma extensao, que nada mais é do que a dimensao de IL sobre K,

e denotamos por [L : K].

No exemplo da secio anterior, temos que [Q[v/2] : Q] = 2, pois como vimos sua base
6 {1,v2}.

Generalizando o exemplo acima, temos que [Q[{/a] : Q] = n, com n {mpar ou n par e
a >0, se /a & Q, sua base sera:

{1,%a, Va2, ..., Var—1}

Proposicao 3.9. Seja L | K uma extensio com o € L algébrico, e p(x) = Ppin(a, K),

entdo se Op(x) én entao [L : K| =n.
Demonstragao. Ver demonstragao em [2]. O

Defini¢ao 3.10. Uma extensao L | K é dita finita se seu grau é finito, caso contrario é

chamada extensao infinita.

Nos concentraremos nas extensoes finitas. Agora, dada a extensao finita L | K, e seja
K c M C L, chamamos M de corpo intermedidrio, e entao, para determinarmos o grau

da extensao L | K, recorremos a chamada Lei da Torre:
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Proposicao 3.11. Seja L | K uma extensao finita, com corpo intermedidrio M, tal que

K c M CL, entao,

L:K]=[L:M]M:K]
Demonstragao. Sendo L | K uma extensao finita, entdo L | M e M | K também sao.

Seja {1, xa,...,x,} uma base de L sobre M, entao [L : M| = n.

E seja u € L, entao day, as, ..., a,, € M tal que,

n
U = E Q,;T;.
i=1

De modo andlogo, seja {y1, ¥, ..., ym} uma base de M sobre K, entdao [M : K] = m.
Dessa forma, como «; € M, 33;; € K tal que

Q; = Zﬁij?/j-
j=1

Reescrevendo u:

S ()

i=1 \j=1

Desenvolvendo,

u= Z By + Zﬁwyﬂ’z +oe Z BnjYjn.
j=1 j=1 j=1

Note que u estd escrito como uma soma de n parcelas, onde cada uma possui uma
soma de outras m parcelas, ou seja, u ¢ uma soma de n - m parcelas.

Isso nos garante que o conjunto

{$1y1, T1Y2, - - s T1Ym, L2Y1, L2Y2, - - - s L2Ymy - - -5 Y1, TnlY2, - - - axnym}'

Que possui n - m elementos gera os elementos de IL sobre K. Resta-nos mostrar que

esse conjunto ¢é linearmente independente.

Para que esse conjunto seja linearmente independente, devemos ter,

i=n
j=m

Z ﬁijxiyj =0« ﬁi]‘ =0.

ij=1
Ou seja, nos resta provar que 3;; = 0.

Reescrevendo,

>, (Z 5]',@%) z; =0 (%)

i=1 \j=1



CAPITULO 3. EXTENSAO DE CORPOS 49

Como sabemos, {z1,2,...,2,} é uma base de L sobre M logo, a igualdade (x) é

valida se, e somente se

> By =0 (%)
j=1

E novamente, como {y1, ¥z, ..., Yym} ¢ uma base de M sobre K, logo, a igualdade ()

¢é valida se, e somente se

como queriamos. Dessa forma, temos que o conjunto em questao, além de gerar os
elementos de L, é também linearmente independente, logo é uma base de L | K que

contem n - m termos. Portanto,

L:K]=n-m=[L:M|M:K],

como queriamos demonstrar.

Corolario 3.12. Seja L/K uma extensio com corpos intermedidrios da forma:

K=MycM;, C..CcM,_; M, =L.

Entao,

L:K]=[L=M,: M, 1][M,_1: M, s]...[.My : M;]|[M] : My = K].

Demonstracao. A demonstracao é imediata da proposicao 3.11, aplicando-a varias vezes.
m

Definicao 3.13. Dado a € L | K, definimos Kla] = {f(«a) : f(z) € K[z]}, e temos que

K[a] é um subdominio de L que contém K.

Exemplo 3.14. Verifiquemos que Q[v/2] = {a 4+ bv/2 : a,b € Q}.

Ora, pela defini¢ao

Q2] = {f(vV2) : f(z) € Q]}
E de acordo com o algoritmo da divisao euclidiana, que vimos na Definicao 2.11,

existem ¢(z),r(x) € Q[z] tais que

f(x) =q(x) - p(x) +r(zx), onde p(x) =2 —2er(zx) =a+br
Para z = v/2 temos que,

f(V2) =a(v2)- 2= 2) +r(V2) = [(VD) = r(V2) =a + V2.
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De modo generalizado, se p ¢ um primo positivo, n inteiro positivo > 2, e a = {/p € R.
Entao « é raiz do polinémio ™ — p que é irredutivel (pelo critério de Eisenstein, visto no

Teorema 2.23). Assim 2" — p = Ppin(@, Q), Q[z] é um subcorpo de R contendo Q e

Qo] = {ag + aya +axd® + -+ a,_ 10" :a; €Qei=0,1,...,n—1}

Definicao 3.15. Uma extensao L | K é dita simples se L. = K[a], para algum a € L.

Neste caso, a é chamado elemento primitivo de L.

Teorema 3.16. (Teorema do Elemento Primitivo) Seja I = K|y, 72, ..., Y], com~y; € L,
entdo 30 € L tal que L = K[3].

Demonstracao. Ver demonstragao em [5] ou [8]. O
Exemplo 3.17. Seja Q[v/2, /3] | Q, podemos reescrevé-la como sendo Q[v/2 + /3] | Q.
Exemplo 3.18. Qual o grau da extensio Q[v/5, v/2] | Q?

Podemos decompor essa extensao com os seguintes corpos intermedidrios: Q C Q[v/2] C
Q[V/5, v/2], e entdo de acordo com a Proposicio 3.11:

[Q[V5, V2] : Q] = [Q[V5, V2] : QV2][Q[V2] : Q] =

[Q[¥/5,V2]: Q] =3-5=15

O leitor obviamente notou a presenga dos nimeros complexos em capitulos anteriores.
Considerando que nosso proposito sao as solugoes de equacoes polinomiais, é muito comum
que tais solucoes pertencam a subcorpos de C. nas préximas secoes, pretendemos expor
os nimeros complexos, com foco nas raizes primitivas da unidade, dessa forma, podemos

garantir a solucao de quaisquer equagoes polinomiais.

3.3 Conhecendo os niimeros complexos

Pode-se dizer que os numeros complexos surgiram da necessidade de resolucao de
equacoes como 22 + 1 = 0, equacao essa que obviamente nao tinha solucoes reais, uma
vez que sua solugao seria encontrada por meio da solucao de raiz quadrada de um nimero
negativo. Apesar disso, sé no estudo das raizes cubicas foi que surgiu a definicao de nimero
complexo, antes solugoes que envolvesse raizes de nimeros negativos eram chamados de
casos irredutiveis.

A notacao 7 para unidade imaginéria, deve-se a Leonhard Euler. Além dele, outros ma-
tematicos se dedicaram ao desenvolvimento do estudos sobre nimeros complexos, Caspar
Wessel, Jean Robert Argand e Carl Friedrich Gauss.

Podemos dizer que o conjunto dos nimeros complexos, que forma o corpo, denotado

por C, é uma extensao de R, ou seja C | R, uma vez que R[i| = C.
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Definicao 3.19. Um nimero complexo z, é todo nimero da forma z = a + bi, com
a,b € R, onde i é a unidade imagindria caracterizada por i> = —1. Note que nos casos

em que b = 0, teremos z € R, e por isso podemos afirmar que R C C, e C | R.

Seja z = a + bi e w = ¢ + di, definimos a adi¢ao e a multiplicagao no corpo C como:

z+w=(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i

z-w=(a+bi) (c+di)=(a-c—=b-d)+(a-d+b-c)i

Podemos enxergar o nimero complexo também como um par ordenado, z = (a,b)
tal que a é a parte real e b é a parte imagindria. Por exemplo, se z = 1 + v/3i pode
ser representado por z = (1,/3). Essa representacio ¢ 1til para enxergarmos o nimero

complexo geometricamente, no plano cartesiano, como sendo um vetor, veja a figura 3.1.

Figura 3.1: Representacao geométrica do niimero complexo z = 1 + 1/3i

Diante de tal representagao, podemos definir o conjugado de z = a + bi, como sendo
Z = a — bi, que nada mais é do que z com a parte imaginaria oposta, veja a figura 3.1.

Notemos que o vetor, numa visao trigonométrica, tem um “tamanho”, comumente
chamado de maodulo, que denotaremos por p, e um angulo, medido no sentido anti-horario
em relagao ao eixo x, chamado de argumento que representaremos por #, observe na figura
3.1.

Os elementos p e 0 sao uteis para representar o nimero complexo na chamada forma
trigonométricas ou polar. Apesar de existirem outras formas de representar um numero
complexo, focaremos nossa aten¢ao na forma trigonométrica.

Agora observemos o tridangulo retangulo de vértices nos pontos (0,0), (1,0) e (1,v/3)
(veja a figura 3.1). Usando as relagbes trigonométricas, temos que p = Va? + b2, e
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x
ainda, cos(f) = — e sen(f) = g, com 0 < 6 < 27. E entdo representamos z na forma

p p
trigonométrica como:

z = p (cos(f) + isen(d)).

Vejamos agora como procedemos com as operacoes de multiplicacao, divisao, poten-
ciacao e radiciacao, chamando atencao para esta ultima.
Dados 21 = p1 (cos(61) +isen(6;)) e zo = pa (cos(f) + isen(fy)), quanto & operagoes

de multiplicagcao, temos que:

2122 = [p1 (cos(6r) +isen(0y))] - [pa (cos(6s) + isen(fy))]

= p1p2 [(cos(01) + isen(fy)) - (cos(Bs) + isen(fy))]
= pipa [cos(0y) cos(fy) + i cos(0;) sen(By) + isen(6;) cos(6y) + i* sen (6, ) sen(6y)]
= p1pa [cos(0y) cos(s) + i cos(by) sen(fy) + i sen(fy) cos(fz) — sen(6;) sen(6s)]
= p1pa [cos(0;) cos(02) — sen(By) sen(fy) + i(cos(b;) sen(fs) + sen(6;) cos(6s))]

Das relagoes trigonométricas, usando o seno e cosseno da soma de dois arcos:

2129 = p1pe [cos(0r) cos(fy) — sen(6b;) sen(fs) + i(cos(6q) sen(hy) + sen () cos(6s))

S (. S

-~

Cos(;f+92) sen(61+62)
= p1p2 [cos(01 + 62) + isen(f; + 6,)]

Antes de falarmos em divisao de um nimero complexo, devemos entender o conceito

de inverso. Assim, seja z = p (cos(f) + isen(f)), seu inverso, que denotaremos por 27!,

1

serd 27! = p(cos(B) + isen(B)) tal que z - 27t = 1. Vale notar que podemos escrever

1 =1-(cos(2m) + isen(2m)), e entdo:

p (cos(0) + isen(h)) - u(cos(B) + isen(f)) =1 - (cos(2m) + i sen(27)).

Usando a multiplicagao que acabamos de mostrar:

pp[cos(0 + B) +isen(6 + B) = 1 - (cos(27m) + isen(27)) =

pp=1el+ =21 =

1
p=-cf=2r—0=—0
p
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E entao, concluimos que:

_l—lcos— 1sen(—
z —p[ (=) + isen(—0)].

Quanto a divisdo de nimeros complexos, dados os mesmos z; = p; (cos(6;)+isen(6;))

. . 21
e 23 = po (cos(y)+isen(hs)), desejamos saber o valor de —. Sabemos que podemos pensar
<2
a divisao como sendo o produto de z; pelo inverso de z3, e entao:

? = 2.2y, = p1 (cos(0y) +isen(d))) - pi [cos(—02) + isen(—6,)]
2 2
- 2 [cos(0; — 63) + isen(6; — 05)].
P2

Sobre a potenciacao de numeros complexos, podemos entendé-la por meio da mul-

tiplicagao. Seja z = p (cos(f) + isen(f)), temos que z-z---z = 2" onde 2° = 1 e

n vezes

"=z

n

—1. 2. Portanto:

2= gz =popooopleos(@+0+---+0)+isen(@+ 0+ -+ 0)]

n vezes n vezes n parcelas n parcelas

= p" (cos(nb) + isen(nd)).

Como na potenciacao, o expoente n € Z, caso n < 0, teremos:

2" = (2")7' = (p" (cos(nf) + isen(nd)))
1 .
= —lcos(—nb) + isen(—nb)].
p
Por fim, a radiciacao de niimeros complexos z, ou seja a raiz n-ésima de z, serao todos
os numeros complexos que elevados a n resulta em z. Apesar de essa operacao nao estd

bem definida, ela pode ser vista como sendo as raizes da equagcao:

onde w é a solucao procurada.

Ponhamos w = n (cos(a) + isen(«)), teremos:

n" (cos(na) + isen(na)) = p (cos(d) + isen(d)) =

=" =pena=0-+2kn,

com k € Z, e entao:
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we = p {cos (9+2k7r> +isen <9+2k7r)} ‘

n n
Notemos que se z = 0, entao tem-se apenas uma solugao w = 0, caso contrario, tem-se

n solugoes complexas, basta que tenhamos £k =0,1,2,....n — 1.

Exemplo 3.20. Seja z = —8 + 8v/34, encontre todos as rafzes quartas de z.

Inicialmente, determinemos a forma polar de z, para isto, temos que

p= \/(—8)2 +(8v/3)2 = V256 = p = 16

cos(f) = —1% = cos(f) = —%

. o 27 o .
Notemos que nesse caso, # poderia assumir dois valores, 5 que indicaria que z esta

T

no segundo quadrante, ou 5 indicando que z estd no terceiro quadrante. Vejamos

entdo que, como z = —8 + 8v/3i, suas coordenadas cartesianas sao (—8,8\/5), donde
T

identificamos que z esta no segundo quadrante, e portanto, temos que = 3 Logo,

s o (5) (3]

Agora, usando a férmula vista anteriormente:

9 9
T kn T kn

wr = V16 | cos 3T + 2sen 0

1 k 1 k
W = 2 {cos (M> + ¢ sen (@)} k=0,1,2,3

6
Para k = 0:
wo = 2 [cos (%) + isen (%)} — Wy = V341
Para k = 1:
2 2
wp =2 |:COS (g) + 72 sen <§)} = w; = —1 +iV3
Para k = 2:

Wy = 2 |:COS (%) + 7 sen (%T)} — Wy = —V3—i
Para k = 3:
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5) 5)
w3 =2 |:COS (g) + 2sen <§)} — w3 = 1—4V3

Concluimos entao que os quatro nimeros complexos que elevados a quarta poténcia
resulta em z = —8 + 8v/3i sdo:

wo=V3+i, wi=—-14iV3, wy=—-V3—14, wg=1—14V3

Geometricamente podemos identificar no plano complexos os nimeros wy, kK =0,1,2,3
como sendo os vértices de um quadrado, uma vez que por se tratar de uma raiz quarta,
temos quatro resultado, e portanto, um poligono de quatro lados. Este quadrado deve
estd inscrito numa circunferéncia de centro na origem e raio p = 2, e assim identificamos
w = (vV3,1), wo = (—=1,v3), wy = (=3, 1), e wy = (1, —/3), vejamos a figura 3.2

Notemos que o angulo de w; esta explicito, e os angulos de ws, w3, ws que estao

. , . ~ . T mT T
implicitos, sao respectivamente: 3 + 36 +m,e =+ —.

-25

Figura 3.2: Representacio geométrica de w* = —8 + 8/3i

3.4 Raizes n-ésimas da unidade

No exemplo que acabamos de estudar na secao anterior, encontramos as raizes quartas
de um numero complexo z. Como exemplo ilustrativo, agora vamos encontrar as raizes

quintas de z = 1. Entao, em outras palavras, desejamos encontrar todos os nimeros
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complexos z, tais que w®> = 1. O procedimento é exatamente o mesmo do exemplo
anterior.
Podemos agora generalizar, buscando as raizes n-ésimas de z = 1, ou seja, resolvermos

w" = 1. Chamamos esses nimeros w de raizes n-ésimas da unidade, e denotaremos por

¢ com k=0,1,...,n — 1. Vale ressaltar que ¢’ = 1.
2k 2k
Assim, (, = cos (—W) + 7sen (—W> , k=0,1,...,n — 1. Geometricamente, as
n n

raizes n-ésimas da unidade, sao vértices do poligono regular de n lados inscrito numa
circunferéncia de raio 1.

Sabemos que a equacao w™ = 1, exige n solucoes, que serao obtidas como poténcias de
oy sa0 elas: {0 =1,¢ = ¢, ¢, ..., ("'} Dessa formar, se conhecermos uma dessas

raizes, facilmente encontramos as demais. Notemos que entao,

2k 2k
Cﬁzcos(—ﬁ)+isen(—w>, k=0,1,...,n—1

n n

E mais, n é o menor inteiro, diferente de zero, tal que (' = 1.
Na notacdo que adotamos, (¥, tanto n quanto k sdo indices, no entanto, o indice k
também pode ser entendido como poténcia. Dessa forma, todas as raizes n-ésima sao

poténcias de (,. No entanto, (,, nao é a tnica raiz com essa caracteristica.

Definigao 3.21. Dizemos que (¥ é uma raiz primitiva n-ésima da unidade, quando todas

as raizes sdo poténcias de ¢*. Em particular, ¢, é uma raiz primitiva n-ésima da unidade.

Numa raiz n-ésima primitiva da unidade, b = n é o menor valor de b, diferente de zero,
tal que (Cﬁ)b = 1.

Proposigao 3.22. Seja (" € C,n>2 ek € Z. Assim ¢* é uma raiz n-ésima primitiva

da unidade, se e somente se, mdc(k,n) = 1.

Demonstragdo. (=) Se (¥ ¢ uma raiz n-ésima primitiva da unidade, suponhamos por

absurdo que mdc(k,n) = ¢ # 1. Entao da € N tal que n = ¢ - a, e entao,

(€5 = (G ) = (¢&)F = (¢E.
Como sabemos, (' = 1, logo,
(=1t =1= (¢")* =1

Da suposi¢ao, mdc(k,n) = ¢ = mdc(k,c- a) = ¢, entdo a < n, pois ¢ # 1, confi-
gurando assim um absurdo, uma vez que n é o menor inteiro tal que (] = 1. Portanto
mdc(k,n) = 1.

(<=) Agora, suponha que mdc(k,n) = 1, e que (¢*)* = 1, com b € N. Segue que
n | kb. E como mdc(k,n) = 1, temos que n | b, entdo b é no minimo n, ou seja b > n.
Portanto ¢* é de fato uma raiz n-ésima primitiva da unidade, como queriamos demonstrar.

]
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Dessa proposi¢ao, podemos concluir que o niimero de raizes n-ésimas primitiva da
unidade é dada por ¢(n), onde ¢ : N — N é a fungao Totiente de Euler, definida da

seguinte forma:

¢(n) = {quantidade de nimeros naturais m tais que 0 < m < n; mde(m,n) = 1, m € Z}.

Exemplo 3.23. Encontre as raizes sextas da unidade.

Em outras palavras devemos resolver w® = 1. A principio, calculando (g, teremos:

2k 2k
(8 = cos (%) + 7 sen <T7T) , k=0,1,...,5.

E de acordo com a proposicao, os coprimos de 6 sao 1 e 5, portanto sé sera raiz

primitiva, (s e (¢, determinados quando k = 1 e k = 5, respectivamente. Trabalhemos

2 , 2T

(¢ = cos (E)j%sen (F)
(5) +isn (3)
= —_ 1n —_
coS 3 1€ 3

1 V3

-2t at

As demais solugoes, que poderao ser encontradas facilmente, porém omitiremos os

1 V3 1 V3. o 1 V3

com k = 1:

‘ s 0 2 _ C3 4 _ _
calculos, serao: (5 =1, (5§ = ~35 + 5 G = -1, ¢ = 5" g h G = 3~ g &
Vejamos geometricamente a figura 3.3:
1 V3, — 1 V3
2 42X 1_ -4 V9
G 2+2’ - (G*C(;*2+27’
N /) ™
e =Z
\ 3 Q::l

5 g 1 \/5
“ 3Ty

i

Figura 3.3: Representacao geométrica de 25 = 1

Enfim, associando o conceito de extensoes algébricas e raizes n-ésimas, temos o seguinte

teoremas:
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Teorema 3.24. Se (,, ¢ uma raiz n-ésima da unidade, entio [Q[(,] : Q] = ¢(n).
Demonstrag¢ao. Ver demonstra¢ao em [6] ou [10]. O

Em particular, se n é primo, a extensao tera grau n — 1.

3.5 Solucoes de equacoes do tipo 2" = «

Como ja sabemos, dada uma equacao polinomial com coeficientes reais, nem sem-
pre conseguimos encontrar suas solucoes dentro desse mesmo corpo. Porém, certamente
encontramos todas no corpo dos complexos.

Dada uma equacao do tipo 2™ = a, com « € C e n inteiro positivo, é sempre possivel
identificar uma raiz w, e a partir dela, usando as raizes n-ésimas da unidade, determina-se

as demais:

{ng =w,wl,, w 2, s w(ﬁ’l}.

Exemplo 3.25. Determine as solucoes de 28 = 2.

Poderfamos resolver essa equacao de modo anédlogo & forma como resolvemos 2¢ = 1
na se¢ao anterior, no entanto, a maneira que acabamos de apresentar ¢ bem mais pratica,
vejamos.

Inicialmente, devemos determinar (g:

g = COS 3 ise 3
+ .

Além disso, temos w = V/2, e entdo as solugdes serao:

o = V2. (1) = 92

. V2 V2
WC8:\/§‘<7+72

W@ =2-(1) = V2i
wcé”:W(—
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Visualizemos essa solucao geometricamente, na figura 3.4, temos entao que as raizes

sao os vértices do poligono regular de oito lados, o octégono, inscrito numa circunferéncia

de raio /2.

gt = V3

wlwd = —V/2i

Figura 3.4: Representacao geométrica de 2% = 2



Capitulo 4

Teoria de Galois

No presente capitulo, trataremos do mais importante objeto necessario ao nosso obje-
tivo, a Teoria de Galois, que basicamente serve para transformar o problema de encontrar

raizes por meio de radicais, em um problema de grupos.

4.1 Corpo de Decomposicao

Como vimos, na Defini¢ao de 2.15, um polinomio monico pode ser reescrito como um
produto de polinomios de grau um, desde que esteja num corpo que possua todas suas

raizes.

Definicao 4.1. Seja f(z) € K[z]. O menor subcorpo de C que contém K e todas as
raizes de f(z), é chamado corpo de decomposi¢ao do polinomio f(x), e denotaremos por
L = Gal(f, K).

Podemos obter o corpo de decomposicao de f(x) por meio de um processo recursivo

que chamamos de adjuncao de raizes:

KO =K C Kl == K[Oél] C KQ = Kl[Oég] C...C KT - Kr_l[OéT],

onde «;, i = 1,2,...,7 sdo as distintas raizes de f(z), K, é o menor subcorpo de C

contendo K e as raizes aq, ..., a; e portanto K, = Gal(f,K), ou seja, K, = K[ay, ..., a,].

Exemplo 4.2. Determine o Gal(z® — 2,Q). Obviamente trata-se de um subcorpo de C,
mas, como determina-lo?

Sabemos que esse polinémio pertence a Q[x], e é irredutivel no mesmo, portanto para
que este se decomponha por completo, devemos estender esse corpo. Notemos que v/2
é uma das raizes desse polinomio, e entdao na extensao Q[v/2] | Q ele é redutivel, porém
nao totalmente decomposto, uma vez que nele nao se encontra as outras duas raizes do
polinomio. Entao necessitamos fazer uma outra extensao que contenha as outras duas
raizes do polindmio, ela serd do tipo Q[v/2,(s] | Q[v/2], onde (3 = -3+ @ € C. Note
que nessa extensao temos as trés raizes do polinémio, a saber, ¥/2, /2¢; e \3/§C§, onde

(3=-3- @ Portanto concluimos que Gal(z® — 2, Q) = Q[v/2, (s].

60
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Generalizando o exemplo acima, temos que Gal(z" — a, Q) = Q[{/a, (,], sempre que a
for positivo ou n for impar.

Ainda sobre corpo de decomposi¢ao, segue um importante teorema:

Teorema 4.3. Seja f(x) € K[z] um polinomio de grau n > 0 e L seu corpo de decom-
posi¢ao, entao [L : K] < nl.
Demonstra¢ao. Provemos por indugao. Paran = 1, temos que f(x) = ax+b, com a,b € K
ea # 0. Seja « a raiz de f(x), tem-se que o = — e entdo o € K, logo K(a) = K e
K:K]=1<1L

Suponhamos que a afirmagao seja verdadeira para n =k — 1.

Seja entao g, a, ..., qy as raizes de f(r) € K, entao

fle)=(r—a)(z—ag)...(z — ag)

e seu corpo de decomposigao serda L = K(aq, ag, ..., ag).
Reescrevendo f(x) como sendo f(x) = (z — a1)g(x), com g(z) € K(ay) e g(x) =

(x — ag)(x — a3) ... (x — ay), seu corpo de decomposicao serd

K(or)(ag, ag, ..., ax) = K(ag, ag, ..., ax) =L

Notemos que dg(z) = n — 1, e entdo, usando a hipé6tese de indugao,

IL: K(a)] < (n — 1)!

Pela lei da torre, vista na proposicao 3.11,

L:K| =[L:K()] [K(e): K] < (n—1)! [K(a1) : K].

Agora pela propria construcao, tem-se que a; é raiz de um polinomio de grau n, e
pelo que vimos sobre polinomio minimal na secao 3.1, sabemos que o grau do polinémio

minimal de o é < n, e entao:

L:K]=(n-1)!"n=[L:K]=n!
[

Vejamos um exemplo: Seja f(z) = (z7 — 5) um polindémio de coeficientes em Q, de
grau 7, segundo o teorema acima, a extensao em que f(z) se decompde tem grau < 7!,
comprovemos. O corpo de decomposicao de f(z) é Q[v/5, (7] (ver Exemplo 4.2). Temos
que [Q[v/5] : Q] = 7 e [Q[¢s] : Q] = 6 (ver Teorema 3.24), e entdo a Lei da Torre (ver
Proposicio 3.11) garante que [Q[v/5, (7] : Q] = 7.6 = 42 < 7!
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4.2 Extensoes Normais e Galoisianas

Definigao 4.4. Seja L | K uma extensao algébrica, chamamos de extensao normal, se
todo polinomio irredutivel em K que tenha uma raiz em L, possuir todas as suas raizes

em L.

Do exemplo citado na secao anterior, podemos afirmar que a extensao Q[\‘Q/ﬁ, G| Qé
uma extensao normal, enquanto que Q[\‘Vﬁ] | Q, ndo é, pois um polinémio que contenha
uma raiz em @[\3/5] seria 2% — 2, porém ele nao possui suas outras raizes nessa mesma
extensio, diferente do que acontece na extensio Q[v/2, (3).

Vimos na defini¢ao 2.20 a definicao de um polinémio separavel. Podemos definir entao

uma ertensao separdvel.

Definigao 4.5. Seja L | K uma extensao, ela serd separavel se todo elemento de L for

raiz de um polinémio separavel com coeficientes em K.

Vale ressaltar ainda que, como vimos, por tratarmos de subcorpos de C, todos os

polinomios irredutiveis sao separaveis.

Definigao 4.6. Seja L. | K uma extensao, ela é dita extensdo galoisiana se ela for normal
e separavel. Como trabalhamos com extensoes que sao subcorpos de C, entao elas serao

sempre separaveis. Sendo assim uma extensao sera galoisiana se, e somente se, for normal.

Seja Ml um subcorpo intermediario da extensao galoisiana L. | K, pode-se afirmar que
L | M é galoisiana, porém M | K, ndo é necessariamente galoisiana. Usando o mesmo

exemplo, seja K = Q, M = Q[v/2] e L = Q[v/2, (3], facilmente verificamos tal afirmacdo.

4.3 Automorfismos de Corpos

No capitulo 1, ao estudar grupos, vimos a definicao de homomorfismos, e mais par-
ticularmente de automorfismos. Agora vejamos a definicao para corpos, que ocorre de

maneira similar.

Definicao 4.7. Seja K um corpo, e ¢ uma bijegao, tal que o : K — K e preserva a soma

e o produto de modo que, Va,b € K:

A essa bijecao o denominamos automorfismo. E denotaremos por Aut K o conjunto

de todos os automorfismos de K.

Proposigao 4.8. O conjunto dos automorfismos de um corpo L, AutlL € um grupo com

a 0peracao composicao.
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Demonstracao. Sabe-se que o corpo satisfaz todas as propriedades de grupo. Sendo assim,

a prova segue analoga a da Proposigao 1.29. O]

Dada a extensao L | K, nos interessa o estudos dos automorfismos dessa extensao,
ditos os automorfismos de L, que preservam K, denotaremos o conjunto desses automor-
fismos por Autg L. Entendam por preservar, manter todos os elementos do corpo base,

K inalterados.

Definicao 4.9. O grupo de automorfismos de uma extensao é chamado de Grupo de

Galois:

Autg L:={o:L — L;o(k) = k,Vk € K}

Proposicao 4.10. Seja 0 € Autg L, f(z) € K[z]| e a € raiz de f(z), entdo o(a) também

¢ uma raiz de f(x).

Demonstragao. Inicialmente, mostremos que o(f(z)) = f(o(z)).

(2™ + Gp12™ -+ a2+ ag)

(anz™) + o(ap12" ") + - + o(ar1z) + o(ag)

= o(ay)o(z™) + o(an_1)o(x" 1) + -+ o(ar)o(z) + o(ag)
(

o())

o(f(x)) = o

= 0

Il
—

Portanto,

o(f(@)) = fo(a))

Como f(a) = 0 e todo automorfismo leva zero nele préprio:

Logo, o automorfismo leva uma raiz de f(x) em outra raiz.

Proposicao 4.11. O grupo Autg L, definido anteriormente é um subgrupo de Aut L.

Demonstracao. Da Proposicao 4.8, sabemos que Aut L é um grupo com a operacao com-
posicao de funcgoes. Usando a Proposicao 1.4, devemos mostrar que dados o, € Autg L,

teremos o 01 € Autg L e 07! € Autg L, vejamos.
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Seja x € K, da definicao de automorfismo e da definicao de Autg L,

(0ov)(z) =o(d(z)) =o(z) =

Garantindo assim a primeira condicao. Teremos também o~! € Autyk L, pois

r=o0"'o(z)=0(2)
Concluimos assim, que Autg L. < AutLL.

]

O grupo Autg L também admite subgrupos. Dada a extensdo L | K, e sendo M um
corpo intermediario, ou seja K C M C L, temos que Auty L < Autg L, veremos mais
detalhes na secao 4.4, quando faremos um estudo sobre a Correspondéncia de Galois.
Teorema 4.12. Seja K C M C L, eL | K uma extensao galoisiana. Se a extensio M | K
for galoisiana, entao Auty L < Autg L.

Demonstracao. De modo andlogo ao que fizemos na proposicao 4.11, teremos que Auty L <
Autg L.

Agora, seja H = Autyy L e G = Autk L., devemos mostrar que H < G.

Da Definicao 2.15 temos que H <G se gHg ! = H, Vg € G.

Seja h € H e g € G, devemos ter,

ghg™' € H ou seja, ghg™'(z) € M, Vo € M

Seja {1, ag, ..., a,} uma base da extensao M | K, entao se x € M, temos que,

T =a10q + asag + - -+ + apQ,, COM ay,as,...,a, €K

E fazendo ghg~'(x) teremos:

ghg™'(x) = ghg™'(a1a1 + asas + - -+ + apan)
= aighg™'(on) + asghg™ (a2) + -+ + anghg™ ()
E de acordo com a Proposigao 4.10, temos que, se p(z) € K[x] é o polindmio minimal
de «, o fato de M | K ser uma extensao normal faz com que todas as raizes de p(z) =0
estejam em M. Como g é um automorfismo entdo g(«) serd uma outra raiz de p(z) e

portanto estda em M. Repetindo-se esse procedimento para os elementos aq, s, ..., ay,,

concluimos que g(x) € M para todo x € M. Analogamente, g~*(z) € M. Por fim,

ghg™ () = g(h(g~'(x))) = g9~ '(v) =2 €M

Como queriamos demonstrar.
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Teorema 4.13. Seja L | K uma extensdo finita. Entdo as sequintes condigoes sao equi-
valentes:

(a) L | K galoisiana;

(b) L | K normal;

(¢) [L: K] =]|Autg L.

Demonstracao. (a) = (b): segue da Definigao 4.6.

(b) = (c¢): Seja p(z) € K[z] o polindmio minimal de «, tal que L = K(«), e seja
ainda 0 € Autg L. Como sabemos, o(a) = o/, onde o é também raiz de p(z) e o € L.
Logo K[o/] € L e [K[/] : K] = [L : K] = 9p(x) entao L = Kla] = K[o/]. Como o fica
determinado com o qué faz com «, entao | Autk L| é no maximo igual a quantidade de
raizes de p(z), que é no méximo Jdp(z) = [L : K], logo | Autg L| < [L : K].

O leitor pode em [2], consultar a prova de que [L : K] < | Autg L|, e entao [L : K] =
| Autg L.

(¢) = (a) Supondo [L : K] = | Autg L|, mostremos que L | K é galoisiana.

Seja p(x) o polinémio separavel e minimal de «, e . = K[a]. Seja ainda o € Autg L,
tem-se que o(a) € L e é outra raiz de p(z). Assim | Autg L| é menor ou igual ao nimero
de raizes de p(x). Agora, como [L : K] = | Autg L|, teremos | Autg L| = dp(z) que é igual
ao nimero de raizes de p(z) em L. Segue que L contém todas as raizes de p(z), e portanto

L = Gal(p(z),K), e L | K é galoisiana. O

Proposicao 4.14. Se L | K € o corpo de decomposi¢ao de um polinomio de graun em K,

entao Autg L € isomorfo a um subgrupo de S, (grupo das permutacoes de n elementos).

Demonstracao. Seja o € Autg L, p(z) o polinémio de grau n que se decompoe na extensao
L | K, a uma raiz de p(z) e w o conjunto das n raizes de p(x). Como sabemos, o
automorfismo leva uma raiz de um polindémio em outra, assim, o(«) é também uma raiz
de p(z), ou seja, os automorfismos permutam as raizes de p(z). Como temos n raizes sendo
permutadas, e diante do que ja vimos sobre o grupo das permutagoes, podemos concluir
que o conjunto dos automorfismos é um subconjunto do conjunto das permutacoes de n
elementos, portanto Autk IL é isomorfo a um subgrupo de S,,.

O

No intuito de ilustrar o que foi visto nessa se¢ao, vejamos um exemplo:

Exemplo 4.15. Usando o exemplo que vinhamos tratando, determinemos o grupo de
Galois da extensao Gal(z® — 2,Q).
Vimos no Exemplo 4.2 que o corpo de decomposicio de p(z) = 2% — 2 é Q[v/2, (s].

Da Lei da Torre, temos que:
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[QIV2,¢:]:Q = [QV2,¢]: QIV2]] - [Q[V2): Q)
— 9.3
= 6
E do item (c) do Teorema 4.13, temos que | Autg Q[v/2, G3]| = 6.
Seja x € Q[v/2, (3], tal que,

x=ag+a;V2+ agV2? + azCs + agV/2G; + CL5\3/§(3

Coma;, €Qei=1,2,3,4,5.
Seja ainda o € Autg Q[v/2, (3], tal que o(a) = a, Ya € Q. Fazendo () teremos:

o(x) = o(ag+aV2+ asV2? + asCs + asV/2C + asV/22¢,)
= a(ap) + o(a1V2) + 0(a2V2?) + o(asls) + 0(asV/2(s) + o(asV/2%C3)
= ap + o(a)o(V2) + 0(az)o(V2?) + 0(a3)0(Gs) + 0(as)o(V2Gs) + oas)a(V22C)
= ap+ a10(V2) + a0(V22) + a30(C3) + as0(V2(3) + aso (V22(5)
= ag+ a10(V2) + a20(V2)* + a30((s) + a0 (V2)0(C3) + a50(V2)*0 ()
= a4+ a10(V2) + ax(0(V2))* + a30(Gs) + as0(V2)0 (Gs) + a5(0(V2))*0(Gs)

Como /2 e (3 néo pertencem & Q, notemos que os automorfismos sao caracterizado
pelo que eles fazem com /2 e (3. Sabemos que as raizes de p(z) = 2 — 2 sdo V/2, v/2(,
e \?/§§32, e que as raizes 3-6simas da unidade sdo (3 e (3. Dessa forma, podemos definir
os automorfismos de Autg Q[\‘q/ﬁ, (3], como sendo o5, onde os indices i e j serao tais que
o indice ¢ caracteriza o que o;; faz com /2 e o indice §, pelo que faz com (3. Sendo que
o indice i leva /2 nas trés raizes do polinémio, por isso i = 1,2,3 e o indice j leva (3
nas raizes 3-ésimas primitivas da unidade, por isso j = 1,2. Vejamos a essa descricao na

tabela abaixo:

oy | 05;(V2) | 03;(Cs)
011 =€ \?/5 3
012 \75 C;%
021 \3/§C3 G
022 \?’/§C3 Cg
031 V2(2 (3
032 \3@@% C32

Enﬁm, concluimos que Ath Q[\?/i, Cg] = {6 =011,012,0921,022,031, 0'32}.

Vale ainda ressaltar, que comprova-se aqui a proposicao 4.14, uma vez que nosso po-
linomio tem grau 3, e o grupo Autg Q[V/2, (3] que encontramos, é isomorfo a um subgrupo

de S5, precisamente ao proprio Ss.
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4.4 Correspondéncia de Galois

A chamada Correspondéncia de Galois, estuda basicamente a relagao entre uma ex-
tensao galoisiana e seus corpos intermediarios, com seu grupo de Galois e seus subgrupos.
Antes de enunciarmos de fato o principal teorema, vale ressaltar que dada uma ex-
tensao galoisiana L | K, entao K é o corpo preservado pelos automorfismos de L perten-
centes ao grupo Autg IL.Vejamos agora o teorema que é fruto dos principais resultados da

Teoria de Galois.

Teorema 4.16. (Teorema Fundamental da Teoria de Galois)

Seja L | K uma extensdo galoisiana, K C Ml C L e A o conjunto de todos os corpos
intermedidrios dessa extensao, ou seja, A := {M |[K C M C L}. Seja ainda © o conjunto
dos subgrupos de Autg L, ou seja, © := {Auty L |[K C M C L}. Por fim, considere a

aplicacao:

v A — S}
M AutM]L '
Entao:
1. Y € uma bijecao;
ii. Assim como temos que [L : K] = | Autg LL|, temos também que [ : M] = | Auty L] e
AutK]L
M:K|=|—|;
[ ] ‘AutMIL ’

wi. Se K. C M C My C L, entao Autg L > Auty, L > Auty, L;

iv. Como vimos, se L | K é galoisiana, entdo L | M é galoisiana, ja M | K € galoisiana
AutK]L

se, e somente se, Auty L < Autg IL. Se for esse o caso, entao Autg M ~ ;
AU_tMIL

Demonstracao. 1. Seja K C M C L, podemos associar M ao automorfismo Auty L que

é um subgrupo de Autg L.

Seja K C M, M, C L. Suponha que Auty, I = Auty, L. Agora, seja o € Auty, L =
Auty, L. Seja oo € M entdo o(a) = v, assim a € My, pois o € Auty, L, e portanto
M; C M,. Analogamente, My C M;. Dessa forma, temos que M; = M, provando
assim que v é injetiva.

Agora, seja G C O, tome M’ = {a € L|h(a) = a, Vh € G}. Temos que K C M’ pois
hia) =a,VaeKeheG. Se a, € M temos:

ha+ B8)=h(a)+h(B)=a+p
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Note que 0 e 1 estao em M’ trivialmente. Temos ainda que o elemento simétrico e o

elemento inverso pertencem a M, pois seja o € M/, entao:

h(—a) + a = h(—a) + h(a) = h(—a + «) = h(0) = 0.

Logo h(—a) = —a. Agora, seja a € M’ com « # 0, entao:

Logo h(a™) = a™%.

Portanto M’ é um corpo e temos K € M’ € L. Entao dM’ tal que G = Autyy L,
onde (M) = Autyy L. Logo 9 é também sobrejetiva, e portanto bijetiva.

J& demonstramos no item ¢ da Proposi¢ao 4.13 que [L : K] = | Autg L|, ¢ de modo

andlogo teremos que [L : M] = | Auty L|. Da Lei da Torre, vista na proposigao 3.11:

L:K]=[L:M|M:K] = |Autg L| = | Autyy L|[M : K] =

Por fim, do Lema 1.23 e do Teorema 4.12, segue que,

[M:K]:'AutKL‘.

AutM L

Da cadeia K € M; € M, C L, e como, por hipétese temos que L | K é galoisiana,

como ja sabemos, L | M[; e L | M, também serao galoisianas.

Do Teorema 4.12, temos que, da extensao L | M, Autg L > Auty, L e de L | M,
Autyy, L > Auty, L. Portanto:

AutK L E AutMl L [2 AutM2 L.

Como usamos > para classificar subgrupos normais, que sao simplesmente subgrupos,

podemos reescrever essa sentenca usando >:

AutK L Z AutMl L Z AU.tM2 L.
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iv. Andlogo ao que fizemos no item anterior, como LL | K é galoisiana, I | Ml também é,

logo, segue do Teorema 4.12 que,

AutM L Sl AutK L.
Seja

f Autgl — AutgM

o = olu

onde o |y s@0 os automorfismos restritos aos elementos de M.

Note que como M | K é galoisiana entao, dado o« € M, tal que « é raiz de um
polinémio minimal em MJz], de acordo com a Proposicao 4.10, o(a)) € M, e portanto
a funcao f estd bem definida e facilmente verifica-se que f é um homomorfismo de

grupos e que ¢ sobrejetivo.

O nucleo de f, denotado por Ker(f), sdo todos os automorfismos o € AutkL tais que

o |m= idy;, ou seja, Ker(f) = AutylL. Como AutylL < AutglL, entao, pelo Teorema
AutK]L

AutML

4.12, temos bem definido o grupo e temos que a aplicacao:

E de acordo com o Teorema 1.28, f é um isomorfismo. Entao concluimos que

AUtKL
AutgM ~ .
T = A L

[]

Continuando a trabalhar com o polinémio p(r) = ® — 2, vejamos num exemplo como

acontece a relacao estabelecida com a Correspondéncia de Galois.

Exemplo 4.17. Estabeleca a relacio entre a extensio Q[v/2,(s] | Q e seus subcorpos,
com o grupo Autg Q[v/2, (3] e seus subgrupos.

Na segao 1.7.1, determinamos todos os subgrupos de Ss3, a saber: H; = {e}; Hy =
{e,aB}; H3 = {e,a}; Hy = {e, Ba}; Hs = {e, B, %}; e Hg = Ss.

Enumeremos as trés raizes de p(z) = 2° —2, a saber v/2, v/2(3, v/2¢2, respectivamente
por 1, 2 e 3. Observamos o qué cada o;; faz com V2 e (3, através da tabela do exemplo
4.15:

o11 - 1 \! |
V2 V26 V2

012 : 4 \ > :><1 3 2>
V2 V26 V26

:(1 2 3):6
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V2 V2 \/_Cg

am‘< L )=>( gf)zﬁ
V2G \?’/_Cg

099 3\L ;l, :>(213):a
V26 V2 \/_Cg
V2 V26 \/_Cg

agl-( Lo ):>< 3;):/32
V202 V2 \/_C3

\3/5 \3/563 \/_<3 2 53
032 : 4 \ = ( 3 9 1 ) = fa
V263 V26 \3/5

Com isso podemos determinar os subgrupos de Autg Q[V/2, (3], através da relacio de
isomorfismo com os subgrupos de S3. Chamemos de J;, os subgrupos de Autg Q[V/2, ¢3):

Hy ={e} ~{on} =4
Hy ={e,ap} ~{o11,012} = Jo
H; ={e,a} ~{o11,00} =J3
Hy = {e,Ba} ~ {011,032} = J4
Hs = {e, 3,5} = {on1,0m,05} = Js

Hg = {e,a@,a,B,BQ,Ba} = {011,012,022,021,031,032} = Js
E agora, relacionemos cada subgrupo J;, de Autg Q[v/2, (3] & um subcorpo My, de

QV2,¢] | Q:

J = M, = Q[\?/ﬁy G3]
Jy = M, = Q[\g/i]
J3 = Mz = @[\3@@}3}

Jy = My = Q[\?ﬁ@]
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Js = M5 = Q[(3]

J6:>M6:@

Assim, J;, é o grupo de automorfismos de Q[\?’/i, (3] que preserva My, ou seja, Ji, =

AUth Q[\g/ia C3] .

A titulo de curiosidade, vejamos que em J3 além da identidade, tem-se o9s, € entao

092(V2C3) = 092(/2)092(C2) = V/2(3¢s = V/2(2, entdo, de fato, oy preserva Q[v/2¢3].
Por fim, sobre o grupo de Galois e extensoes envolvendo raizes n-ésimas, vale destacar:

Proposicao 4.18. Tome K um subcorpo de C e (, € C uma raiz n-ésima primitiva da
unidade. Entdo a extensao K[(,] | K € galoisiana e seu grupo de Galois € isomorfo a um

subgrupo de Z,, sendo portanto abeliano.
Demonstragao. Ver demonstragao em [5] ou [15]. O

Proposigao 4.19. Seja K um subcorpo de C que contém, uma raiz n-ésima primitiva da
unidade. Dado o € C tal que o™ € K, entao a extensao Kla] | K € galoisiana e seu grupo

de Galois € ciclico.
Demonstragao. Ver demonstracao em [15]. O

Teorema 4.20. Seja L | K uma extensdo de grau n. Se Autx L € um grupo ciclico, e se
L contem uma raiz n-ésima primitiva da unidade, entdo da € K com a # 0 tal que x™ —a
seja irredutivel em Klz] e L = Gal(z" — a,K). Além disso, Vo € L tal que o™ = a temos

L = Kla].
Demonstragao. Ver demonstragao em [6]. O

Teorema 4.21. Se (,, é uma raiz n-ésima primitiva da unidade. Entdo [Q[(,] : Q] = ¢(n).
Consequentemente Autg Q[(,] ~ Z7.

Demonstrag¢ao. Ver demonstragao em [15]. O



Capitulo 5

Solubilidade por Radicais

Neste capitulo, definiremos solubilidade por radicais, de modo a mostrar quais tipo
de equagoes polinomiais tem essa caracteristica. E para tal, usaremos a Correspondéncia
de Galois para transformar esse problema de encontrar solucoes de uma equacao, num
problema de grupos.

Podemos dizer que f(x) = 0 é solivel por radicais, se possuir uma raiz expressa por

meio de radicais. Por exemplo: dada a equacao z* — 72? 4+ 10 = 0, suas solucoes serao

{(V2, =v2, V5, =5}

5.1 Extensao Radical

Defini¢ao 5.1. Dizemos que L | K é uma extensao radical se existirem corpos inter-

mediarios K;, com ¢ = 1,2, ..., t, tais que,

K=Ky CK; =Kolou] CKy =Ko C - C Ky = Keo[oy1] C Ky = Kioi[ow] =L,
onde para cada i € {1,2,...,m}, existe m; € Z tal que o" € K;_;.

Lema 5.2. Seja L | K uma extensdo radical. Entao IM, com L C M, tal que M | K €

radical e galoisiana.
Demonstrac¢ao. Ver demonstracao em [2]. O
Podemos agora, definir equacao solivel por radicais.

Defini¢ao 5.3. Seja f(x) um polinomio sobre K, subcorpo de C, e seja L = Gal(f,K)
seu corpo de decomposi¢ao. Dizemos que f(z) = 0 é soluvel por radicais se existe um
corpo M, tal que K C L € M, com M | K seja radical.

Notemos que L | K nao precisa ser uma extensao radical. Ilustremos com um exemplo.

72
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Exemplo 5.4. Suponhamos que uma das solugoes de f(z) = 0 seja:

r=vV2+1/8+5

Fazendo o = v/2, = /5 e v = /8+ 3, uma extensdo L | Q que contenha z pode

ser obtida da seguinte maneira:

Q C Qlo] € Qe f] € Qle; f37] =L
E notemos que o? € Q, 3° € Q[a] e v° € Q[w; f], portanto L. | Q é uma extensao
radical.

Vejamos o principal teorema desse capitulo:

Teorema 5.5. Seja f(x) € Klz], um polinémio ndo-constante, com K C C, e seja
L = Gal(f,K). Entao f(x) =0 € solivel por radicais se, e somente se, o grupo de Galois

da extensao L | K, Autg L, € um grupo solivel.

Demonstra¢ao. (=) Suponhamos que f(x) = 0 seja soluvel por radicais, e L | K seja
seu corpo de decomposi¢ao. Da definigao 5.3, IM com K € L C M, tal que M | K é

radical, e entao:

K:KOCKlzKO[Oél]C"‘CKt:Kt_l[O{t]:M

Onde para cada i € {1,2,...,t}, Im; € Z tais que «;" € K;_;. Por conveniéncia,

escolhemos os m;’s positivos e minimos.

Tome n = mmc(mq, ma, ..., my), e seja ¢, € C uma raiz n-ésima primitiva da unidade.
Fazendo M/ = M(,], onde K C L ¢ M € M/, temos que M' = Koy, as ..., oy, (), que é
equivalente a M' = K[(,,, a1, s ..., ay], e M'[(,,] | K é uma extensdo radical, uma vez que

¢ =1€K, de acordo com a definicao 5.1.

Temos entao a seguinte cadeia:

My =K C My = My[¢,] € My = My[oy] C -+ € My = My[ey] = M

Onde para cada i € {1,2,...,t}, temos que o € M;_;.
Notemos que tanto L | K quanto M’ | K sdo extensoes galoisianas.
Seja G; = Auty, M, com ¢ € {0,1,...,t+ 1}, do item iv. do Teorema 4.16 obtemos a

seguinte subsérie normal:

G=G>G >G> - >Gyy = {e}

Ainda no item iv., do Teorema 4.16, segue que,

Gi1  Auty, , M
Gi N AUtMi M

~ AutMl._ 1 Mz
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Analisando Auty,_, M;, temos que, para i = 1, Auty, M; = Autg K[(,], que de acordo
com a Proposicao 4.18, é abeliano.
Para n > 2, segue da Proposicao 4.19, que Auty, , M; ciclico, logo abeliano.

Portanto G = Autg M’ é soliivel. Novamente do item iv. do Teorema 4.16 temos que,

AutK M’
Aut]L M

E portanto, do item #i. da proposigao 1.47 segue que Autg IL é soluvel.

AU_tK L~

(«<=) Agora suponha que Autg L seja um grupo solivel. Denotemos m = [L : K] e
tomemos n = mmc(2,3,...,m). Seja (, uma raiz n-ésima primitiva da unidade entao
temos L[(,] é uma extensao finita de L. Como o polinémio minimal de ¢, sobre K é
separavel, entao seu polinémio minimal sobre L. também é separavel, logo L[(,] : L é uma
extensao separdvel e é claro que L|[(,] contém todas as raizes deste polinomio. Portanto

L[¢,] : L é, também, normal, e portanto galoisiana. Agora, considere a aplicacao:

(I AutK[Cn]]L[Cn] — AUt(K[Cn]ﬂL)H"
o = oL

Como L | K é galoisiana entao L | (K[¢,]NL) também é galoisiana pois K C (K[¢,|NL) C
L e K[(,] NLL é um corpo, entao a aplicacao v estd bem definida e é um homomorfismo.
Se ¢(0) = idy entao o € Autp L[(,] mas como o € Autg, L(¢,] entdo o((,) = G
logo 0 = idy,), portanto ¢ ¢ injetiva. Na verdade, ¢ ¢ sobrejetiva. De fato, seja
G' = ¢ (Autgp, 1 L[¢,]) e K o corpo associado a G’ pela Correspondéncia de Galois. Note
que, pela definigao de K’ temos que (K[¢,] NL) C K'. Para todo 0 € G’ e todo o € K’
temos o(a) = a. Entdo, para todo n € Autgy,) L[¢,] temos n(a) = n |v (o) = a. Entao
a € (K[¢,) NL). Portanto K" C (K[¢,] NL). Isso mostra que Autgp, L[(,] é isomorfo a
Aut ko) L que é subgrupo de Autg L. Denotemos G = Autgyc,) L[¢,]. Como Autg L é

solivel entao G é solivel, entao garantimos a existéncia da subsérie normal:

Gi1 . .
onde é abeliano para todo ¢ € {1,...,t}.
i
Gi1 ..
Como G é finito, a Proposicao 1.26 permite que consideremos e ! ciclico, para todo

1
i € {1,...,t}. Basta que fagamos um refinamento apropriado da subsérie normal (5.1),
Se necessario.
De acordo com o Teorema 4.16, podemos associar a cada subgrupo dessa série um

corpo intermedidrio da extensao L[(,] | K[(,):

K[Cn]:LOCLIC"'CLt:L[Cn]

De modo que G; = Auty, L[(,], para todo i € {0,1,...,t}.
Visto que:
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Gi . AUtLifl ]L[Cn]

G = AL, el
Concluimos que Auty, | L; é ciclico para todo i € {1,...,t}.
Seja m; = [L; : L;—1]. Temos que m; | ([L[¢,] : K[(,]]) = |G'|. Como G' C Autg L
entdo m; | (JAutg L|) = [L : K], entdao m; | n. Portanto (Cn)miz ¢ uma raiz primitiva

m;-ésima da unidade e pertence a IL;. Entao pelo Teorema 4.20, existem «; € IL; tais que
L; =L, q]o] e o € L;_4, para todo i € {1,...,t}, e tem-se:

KcC K[Cn] = LO - ]L()[Oél] = ]Ll C Ll[OéQ] = ILQ c---C ]Lt_l[Oét] = Lt = ]L[Cn]

Portanto, LL[¢,] | K é uma extensao radical e L. C LL[¢,], e de acordo com a Defini¢ao

5.3, temos que f(x) = 0 é soltivel por radicais, concluindo assim nossa demonstragao. [

Diante deste teorema e da proposicao 4.14, podemos fazer a seguinte generalizacao:

Seja f(z) um polinémio nao constante em K[z], cujo df(z) = m, m = 2,3,4. Seja
ainda L | K o corpo de decomposi¢ao de f(x), sabemos que Autg L é isomorfo a S,,, e
para os valores de m aqui citados, temos que f(z) é solivel por radicais (como mostrado
na secao 1.8). Vale ressaltar que para um S,,, com n > 5, apesar de este ser insoluvel,
nada impede que ele possua subgrupos soliveis. Veremos na préxima secao como essa
informagcao levaram matemaéticos a criarem férmulas de resolugoes de equacoes polinomiais
de graus m com m = 2, 3,4.

De modo a exemplificar o teorema acima, observemos a seguinte equacao polinomial:
2" —a = 0. Facilmente podemos notar e afirmar que trata-se de uma equacao soluvel
por radicais, uma vez que diante do que ja vimos em capitulos anteriores, suas n solugoes
serao: {/a, {/al,, /al?, ..., {/aC" '}, com (, = cos %TW + isen %T”, k=1,2,....n.

Na proposicao 5.12, da secao 5.3 o leitor pode verificar um exemplo de uma equacao
cujo grupo grupo de automorfismos do corpo de decomposicao, ou seja, o grupo de Galois

é um grupo solivel.

5.2 Equacoes de grau <4

Nesta se¢ao discorreremos sobre o processo de construgao das férmulas de resolucao
de equagoes de grau < 4, inclusive salientando que tais formulas s6 foram possiveis de
serem descritas justamente pelo fato de tais equagoes serem soliveis por meio de radicais.

O leitor interessado pode encontrar em [14] detalhes da histéria por trds de todo o

desenvolvimento dessas férmulas.

5.2.1 Solubilidade de equacoes de grau < 4

A resolucao de equacoes polinomiais é um problema muito antigo na histéria da ma-

teméatica. Por volta de 1800 a.C., os babilonicos ja utilizavam métodos de resolucao
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de equacoes quadraticas, enquanto os egipcios sé conheciam métodos para resolucao de
equagoes lineares. Os gregos usavam a geometria pra resolver equagoes quadraticas e
algumas ctbicas. Os drabes sao responsaveis pelo método de resolucao das equagoes
quadraticas. Ja as resolugoes das equacoes cuibicas e quarticas sao devidas principalmente
aos matematicos Tartaglia, Cardano e Ferrari.

Durante todo nosso trabalho, tratamos naturalmente das equagoes polinomiais, porém,

nao as definimos formalmente, facamos agora.

Definicao 5.6. Chamamos de Equacao Polinomial em uma unica variavel, toda equagao
do tipo p(z) = 0, onde p(x) é um polinémio. E seu conjunto solugao é formado pelas

raizes de p(z).

No capitulo anterior, definimos o que sao equacoes soluveis por meio de radicais,
usando a correspondéncia de Galois e transformando esse problema num problema de
grupos.

Diante disso, e do estudo que fizemos sobre grupos no capitulo 1, vale ressaltar:

Proposigao 5.7. Seja f(z) € K[z], um polinémio nao constante, com K C C, e 0f(x) <

4, entao f(x) € soluvel por radicais.

Demonstracao. Vimos no Teorema 5.5 que uma equagao polinomial serd solivel por ra-
dicais, se seu grupo de Galois for solivel. Vimos também na Proposicao 4.14 que o grupo
de Galois de uma extensao galoisiana é isomorfo a um subgrupo de S, que, de acordo
com o item (i) da Proposigao 1.49 e (i) da Proposicao 1.47 , serd sempre soluvel para
n < 4 e seus subgrupos sao também soluveis. Assim, como toda equagao de grau n é tem
seu grupo de Galois isomorfo a subgrupo de §,,, entao para n < 4 teremos sempre que o
grupo de Galois sera sempre soltivel para n < 4 e portanto toda equacao de grau < 4 sera

soluvel por radicais. O

Como resultado desta proposicao, podemos afirmar que é sempre possivel achar as
solucoes destas equagoes, e a forma como fazemos é justamento manipulando os coefici-
entes da equagao polinomial.

Obviamente a solugao de uma equagao polinomial de grau 1 ou equacao linear é trivial.
Seja a,b € C, com a # 0, uma equacao linear é toda equacao do tipo ax + b = 0 e sua
solucao é dada por x = —. Claramente vemos que é uma solugao obtida por meio de
radicais. ¢

Para as equacoes de graus 2, 3 e 4, daremos uma atencao maior, mostrando inicialmente
as deducoes de suas tradicionais férmulas, e mostrando, implicitamente, que suas solugoes

pertencem a extensao radical.
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5.2.2 Equacao Quadratica

Seja a,b,c € C, com a # 0, uma equagao quadratica ou de grau 2 é toda equagao do

tipo ax?® + bx + ¢ = 0 e sua solucao é obtida da seguinte maneira:
t. Inicialmente, podemos dividir toda a equacao por a, de modo a tornéa-la monica:

b c
4+ -x+-—=0
a a

2

.. . c . ~
1. Agora subtraindo de ambos os lados — e somando 12 e intencao de completar um
a a
trinomio quadrado perfeito:

Podemos reescrever:

1ii. Fazendo A = b? — 4ac:

iv. Seja 6 tal que 62 = A:
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Quando A é um numero real nao-negativo, entao o = VA, ja se A é um numero real
negativo, entao 0 = iv/—A. Quando A nao e um numero real, podemos determinar

0 analogo ao que vimos na sec¢ao 3.5.

Por se tratar de um tipo de equacao, velha conhecida nossa, nao mostraremos aqui

um exemplo.

5.2.3 Equacao Cubica

Seja a,b,c,d € C, com a # 0, uma equacao cibica ou de grau 3 é toda equagao do

tipo az® + ba? + cx + d = 0 e sua solucao ¢ obtida da seguinte maneira:

¢. Inicialmente, podemos dividir toda equacao por a, de modo a torna-la monica:

71. Fazendo B =

b
—,C’:EeD:
a a

2+ Bx*+Cx+D=0
B

111. Agora, facamos a seguinte mudanca de variavel, r =y — —:

3

B\? B\? B
i Bly—Z= 2\ +D=
(v=5) +8(0-5) ve(v-5)+p=0

f BY B? 2B% B® BC
5 By’ 4+ —2 — — + By* — — +Cy——+D=0
e T At A S R A R
B? 2B%  BC
s, (0—- = = 2 D=0
y+( 3 )Y T T3 T
B? 2B%  BC
v. Fazendo C — — =pe — ——~ 1 D =g
V. PFazendo 3 pe 57 3 + q
v +py+q=0

Todo esse procedimento foi para transformar essa equagao cibica completa, numa que

nao possua o temos y2. Vejamos agora como resolvé-la, com p, q # 0:

. Escrevendo a solucao y como y = o + f3:
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v = (a+p)
= o’ 430’8+ 3aB% + 3
= 3af(a+p)+a’ + 7
——

Yy
= 3aBy+a’+ 3
-~ ——

—p —q
Temos entao que:
3af =—p
o’ + 3% =—q
Notemos que 3af8 = —p:
3aff = —p =

3
353 _ _ 12)‘3
op (3
E entao:
{a3+63:—q3
353 _ _ E)
of (3

Notemos que se trata de uma soma e produto de o e 32, que caracteriza as solucoes

da equacao do segundo grau:

2 - 1_9)3:0
zZ5+qz (3
Z°+qz <3

Vamos entao resolvé-la, de acordo com o que vimos na secao anterior, adicionando

g\ 2
em ambos os lados (§> :
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ORTECRO)

3 2
Denotamos A = <B) + (2) . A é chamado de discriminante da equacao do 3°

~ 3 2
grau, entao:
q 2
Iy A
<Z+2>
Seja § € C tal que 6% = A:
7\ _ 5
<z+2) =0
q
= =4
z—|—2 )

Assim teremos que,

3__4 5 3:_Q_5
«Q 2—}— e 5

Notemos que se A = 0, teremos a® = 5.
Seja o € C, tal que o = —g + 9, de acordo com o que vimos na secao 3.5, existem

N, q .
trés nimeros que elevados ao cubo resultam em —5 + 0. Denotaremos ainda por «

uma dessas solugoes, entao as solugoes serao:

a1 = @
Qg = O[Cg ’
az = al}
—141v3 —1—1iv3
onde (3 = L\/_ e (2= —Z\/_ sao duas raizes cubicas da unidade. Vale

2 2

ressaltar que E = (2 bem como — = (3.
3 3

Determinemos agora 31, B2 € B3, que sao as solucoes de 33 = —g — ¢, lembrando que

3af = —p, tem-se:

_ P
5_30[

Por conveniéncia, denotaremos (3; apenas por (3. Portanto,
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(

A
B2
B

\

_ P _
30[1
P
30./2
P
30[3

p
35 P
> p.,
3a—<3—3aC§—ﬂC§
S
304—(:%_304(3_6@’

Entao, como tinhamos y = a + 3, as solucoes de 3® + py + ¢ = 0 serdo:

vy = o+ 5
Yo = as+ B
ys = a3+ fF3

N =
Yo =
Ys =

a+
ol + B¢
ac; + BG

Notemos que se p,¢ € R entdo A € R. Se A > 0, entdo podemos tomar § = VA e

a:f’/—gﬂL\/Zeﬁ:f’/—g—\/z

entao podemos tomar:

Pois,

E entao a solugao seréa:

(

\

n

Y2

Y3

TN T N
w w
| |

DO [ DO [
+ +

e

N— N

& +
+
|
IS
|
5
—_

A
_l’_

I/~
|
OIS
|
D
~
A

w
|
U
|
D
~_
&
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71. No caso analisado acima, temos que se A > 0, «, 5 € R, consequentemente a+ 3 € R

e

o= aG+ G
= oG+ 63
= ag; + G
= Y
Dai, se A > 0, teremos entao uma raiz real e duas complexas conjugadas, note que
Yo € Y3 sao conjugadas.

Ja se A = 0, tem-se @« = e lembrando que a soma de um nimero complexo com

seu conjugado é o dobro de sua parte real, teremos:

n = 2«
2 = alG+)=a(-1)=-a
y3 = a(@G+G)=—a

Logo, temos trés raizes reais, sendo que uma delas é dupla, a saber y, = y3, ou

teremos uma raiz tripla, no caso em que ¢ = 0, pois teriamos o = 0, e portanto y = 0

¢ uma raiz tripla.

Por fim, se A < 0, teremos:

o = —g vivV_Ae = —g _iV=A

Note que aqui podemos usar a raiz quadrada, pois —A > 0. Note ainda que £* = a3.

Seja a uma das raizes de a® = —g +iv—A, podemos tomar § = @, pois:

(aB)® = o’B = (a3 = —g + Z\/j) (ﬁg = —g - z\/j)

E como a3 = aa = |a|* € R, segue que aff = —g. E entdo:

y1 = a+a=2-Re(a)
Yo = a3+ al? =2-Re(as)
ys = ali+ad =2 Re(ag)
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Note que a(2 = als e a3 = al2.

Portanto, se A < 0, teremos trés raizes reais.

. B -
14¢. Voltando a variavel x, tinhamos x = y — 3 e entao:

B B
T = yl__:a+ﬁ_§
B
Ty = yz—g:a@ﬁl—ﬁﬁg—g
T3 = y3—§:a§§+ﬁg—§
b A ~ 3 2 5
Por fim, comoB:—:>§:3—,as solucoes de ax’ + bx* + cx + d = 0 serao:
a a
b
ry = Oé‘{’ﬁ—_
3a b
Ty = 04§3+5C32_3_a
b
T3 = 04<§+5C3—£
Com,
B? c b
e ek
—2B3—|—BO—|—C:> L N be +d
1= 97 3 1= 973 32 T &
—1+1iV3
G=y
e

2:—1—z'\/§

G ="

Vejamos um exemplo da resolucao de uma equacao cubica. No entanto veremos aqui

um exemplo que ja estd na forma y* + py + ¢ = 0, de modo a abreviar nossos célculos.

Exemplo 5.8. Determinemos as solucoes de 2® — 6x — 9 = 0.

Como dissemos, a equacao ctibica j4 estd na forma y3 + py + g = 0. Por isso, podemos

iniciar a resolucao, encontrando o valor de A:

SORC)
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A=

7
Agora, determinando os valores de a e 3, como A > 0, segue que VA = —

5
\/——l-—eﬁ g

=V8ef =1

[\DI\]

a=2ef=1
Logo:
a1 = 2
az = 203
a3 = 2(3?
e
b =1
B = @
By = G
Assim, as solugoes serao:
r1 = 2+1
xy = 203+ 1G
T3 = 2¢3 + 13
ry = 3
—-1—3
Ty = —1+Z\/_+ 2\/_
—1+1
z3 = —1—iV/3+ 2\/_
ry = 3

—3+4V3

2
—3—1iV/3
2

5.2.4 Equacao Quartica

Seja a,b,c,d,e € C, com a # 0, uma equacao quartica ou de grau 4 é toda equacao
do tipo ax* + ba® + cx? + dx + e = 0 e sua solucao é obtida da seguinte maneira:

84
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¢. Inicialmente, podemos dividir toda equacao por a, de modo a torna-la monica:

b d
T U e Ry
a a a a
d
FazendoBzé,C:E,D:—eE:E:
a a a a

2+ B+ C2>+Dx+E =0

) B
11. Agora, fazendo a mudanca de variavel x = y — T e procedendo com os calculos, que

aqui omitiremos, teremos:

3 1 1 3 1 1
4 —-B?|y*+(=B*~-=-BC+D ——B*+ —-B*C--BD+E) =0
y+(C 37 )VT\RY TP TP "o T 16 Vil
y' oyt +ay+r=0
Onde
3
p = C—-B?
1.8
¢ = -B*—=BC+D
53 2 1
= -~ B‘4+ _BXC—--BD+E
256 16 i

i1i. Reescrevendo y* + py? + qy + 1 = 0:

v eyt = —qy
E adicionando (m — p) y* +n em ambos os lados, e organizando:
y' Ay’ (r+n) = (m=p)y’ —qy+n

-~

(@) (i)

Precisamos descobrir quais valores de m e n para que as expressoes (7) e (ii) sejam

trinomios quadrados perfeitos, para isso seus discriminantes devem ser nulos.
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{ m2 =4r + 4n
q* = 4n(m — p)

1. Substituindo o valor de 4n da primeira equac¢ao na segunda:

(m* —4r)(m —p) = ¢* =

m3 —pm? —drm +4rp—¢* =0

Que é uma equacao do terceiro grau na variavel m. Sua resolucao ¢é feita como

aprendemos na secao anterior. Agora escolhendo uma das trés raizes, que, por sim-

m? —r

plicidade, denotaremos por m. De m? = 4r +4n, teremos n = , e substituindo

em y* +my® + (r+n) = (m —p)y* — qy +n:

4 9 m? — 4r 9 m? — 4r
yohmy ot e = (- p)yt -y
m? m? — 4r
v my' + o= (m—p)y —ay+ ———

2

+5) = [ (i)

Fazendoa:g,ﬁzw/m—pe’y:—%:

(v* + @)* = (By +7)°

Cujas raizes sao as raizes das seguintes equagoes quadraticas:

{ Y’ +a=py+y
v ta=—PFy—vy

v =By+a—vy=0
Y+ By +a+y=0
v. Enfim, encontrar as solugoes de uma equacao do quarto grau consiste trabalhar com

equacoes quadraticas e cubicas.

Vejamos um exemplo da resolucao de uma equacao quartica. No entanto veremos aqui

um exemplo que jé estd na forma y*+py®+qy+r = 0, de modo a abreviar nossos calculos.
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Exemplo 5.9. Determinemos as solucoes de z* — 1522 + 10x + 24 = 0.
Como dissemos, a equacao quartica ja estd na forma y* + py? + qy +r = 0. Dai temos

que p = —15, ¢ = 10 e r = 24. Agora faremos os procedimentos a partir do passo 3:

2t — 1522+ 100 +24 =0 = 2z* — 1522 + 24 = —10z

Somando (m — p)z* + n:

vt +ma* +24+n=(m+15)2* — 10z +n

Calculando o discriminante de cada trinomio de ambos os lados da equacao e os

igualando a zero teremos:
m2—4n—96:0:>n:mT (9)

100 — 4n(m + 15) = 0 (44)
Substituindo (7) em (#7):

(m® —96)(m +15) = 100
m?® 4+ 15m* — 96m — 1540 = 0

Para resolver tal equacao cubica, basta utilizar o que aprendemos na secao anterior,
porém, omitiremos aqui os calculos, e diremos apenas que uma de suas solucoes ¢ m = 10,

que facilmente pode-se conferir. Com tal valor de m, temos que:

Assim:
(2 +a)? = (v +9) =
(z?+5)° = (bz — 1) =
2 —5r+6=0ex*+5x+4=0

Resolvendo ambas as equacoes, chegamos & conclusao de que as solucoes de z* —152%+
102 + 24 =0 serao: 1 = —4, 29 = —1, 23 =2 e x4 = 3.
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Vistas aqui as chamadas formulas de resolucao das equagoes polinomiais de graus < 4,
nunca ¢ demais salientar que tais formulas s6 foram possiveis de ser construidas ao longo
do tempo, justamente pelo fato de que as suas solugoes podem ser expressas por meio de

radicais. E quanto as equacoes polinomiais de graus > 57 Veremos na préxima segao.

5.3 Equacoes de Grau > 5

Na se¢ao anterior, vimos que nao s6 ¢ possivel determinar formulas que generalizem as
resolugoes das equacoes de graus < 4, como mostramos o desenvolvimento das mesmas.
Agora mostraremos que nao existe uma férmula para resolucao de equagoes de graus > 5,

e principalmente o motivo de nao existir.

5.3.1 Por que nao existem féormulas?

A existéncia de uma férmula s6 é possivel se puder ser generalizada para toda e
qualquer equacao de determinado grau. Por exemplo, s6 existe formula pra equacao
cubica, porque absolutamente toda equacao polinomial de grau 3 tem sua solugao expressa
por radicais, pelo que garante a proposicao 5.7.

Quando pensamos em equagoes de graus > 5, nos perguntamos, “Suas solucoes sao
expressas por meio de radicais?” A resposta mais coerente é que as vezes sim e as vezes
nao.

Sabemos que S, é insoluvel para n > 5, mas nada impede que este tenha um subgrupo
solivel. Imaginemos entao uma equacao de grau 5, cujo grupo de Galois é isomorfo a um
subgrupo soltivel de S5, assim sua solugao sera sim expressao por meio de radicais. Porém,
se o grupo de Galois for isomorfo ao préprio S5, que é insolivel, entao essa equagao nao
tem suas solucoes expressas por meio de radicais.

Diante dessa falta de generalidade para equacgoes de grau 5, podemos afirmar que nem
toda equacao de grau 5 é solivel por meio de radicais, e portanto é impossivel criar uma
formula para resolve-las. Obviamente podemos usar a mesma linha de raciocinio para
equacgoes de grau > 5.

A titulo de curiosidade, podemos citar a equacao z° — 5z — 102® — 1022 — 5z —1 = 0,
que é um exemplo de uma equagao que possui solucao expressa por meio de radicais, uma
de suas solucoes é z =1+ /2 + /44 /8 + v/16. Porém como mencionado, nem sempre

1SS0 acontece.

5.3.2 Uma equacao quintica insoltuvel

O simples fato de existir uma tinica equacao de grau 5 que nao possua solugao expressa
por meio de radicais, ja garante sua nao generalizacao e portanto sua impossibilidade de

formulas para resolucao, o mesmo vale para as demais de graus > 5.
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Teoricamente ja explicamos que para que uma equacao de grau 5 seja insolivel, basta
que seu grupo de Galois seja insolivel, inclusive exemplificamos o caso em que este é
isomorfo ao S5, portanto insolivel. Veremos agora um exemplo préatico de uma equagao
de grau 5 insoluvel por meio de radicais, justificando esse fato com base na teoria que
desenvolvemos ao longo desse trabalho.

Vejamos agora um exemplo pratico de uma equagao de grau 5 insolivel.
Proposicao 5.10. A equagio 2x° — 10x + 5 = 0 ndo € solivel por meio de radicais.

Demonstragdo. Sendo f(z) = 22°—102+5 o polinémio da equacao em questao, chamemos
de L = Gal(f,Q), o corpo de decomposigao de f(z) e de G seu grupo de Galois.

Pelo critério de Eisenstein, temos que f(z) é irredutivel, pois, para o primo, p = 5,
tem-se que pfas =2, p|as = 0,a3 = 0,as = 0,a; = —10,a0 = 5 e p?* = 25{ ap = 5.
E seja o uma das raizes de f(x), temos pela Lei da Torre, vista na proposi¢ao 3.11 que:
L: Q] =[L:Q[¢]][Q[a] : Q], onde [Q[a] : Q] = 5, logo [L : Q] é miltiplo de 5. E como
pela correspondéncia de Galois [L : Q] = |G|, entao |G| é multiplo da 5, ou em outras
palavras 5 divide |G].

Do teorema 1.17, o Teorema de Cauchy, temos que o grupo G possui um elemento de
ordem 5. E como se sabe, no grupo S5, o Unico elemento de ordem 5 de S5 é o 5-ciclo,
logo, sabemos que G possui um elemento 5-ciclo.

Fazendo uma breve anédlise das raizes de f(x), ja sabemos que f(z) é irredutivel e
temos ainda que sua primeira derivada é f’(z) = 102* — 10. Facilmente observamos que
f(z) e f'(x) sdo coprimos, logo f(x) é separdvel e entao sé possui raizes simples.

Fazendo f'(z) = 10(x—1)(z+1)(z%+1) observamos que f'(x) > 0 sempre que z < —1
ouxz >1,e f'(xr) < 0sempre que —1 < z < 1. Ou seja, f(z) é crescente em (—oo, —1] e
[1,400), e decrescente em [—1,1].

Agora, fazendo f(—2) = =39, f(—1) = 13, f(1) = —4 e f(2) = 49, constatamos a
existéncia de uma raiz entre —2 e —1, outra entre —1 e 1 e uma terceira entre 1 e 2.
Como f(x) é separdvel, sabemos que as outras duas raizes s6 podem ser complexas, e sao
complexo-conjugadas.

Diante dessa informagao, podemos imaginar que existe um automorfismo, v € G que
fixa as trés raizes reais de f(x) e permuta as outras duas complexas, a saber, a conjugagao
complexa restrita a L. Esse automorfismo corresponde a uma transposigao (um 2-ciclo)
de Ss.

Como G possui um elemento 5-ciclo e uma transposicao, ou seja, possui os elementos
(12) e (12345), da proposigao 1.39, temos que o G é o préprio S5, que como sabemos
da secao 1.8, ¢é insoluvel, portanto G é insolivel e do teorema 5.5, podemos concluir que
225 — 102 4+ 5 = 0 ndo é solivel por meio de radicais.

]

Numa forma de generalizar, tem-se a seguinte proposicao:
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Proposicao 5.11. Seja f(x) € Qlz], um polinémio nao constante, cujo Of(z) = 5 e
com exatamente trés raizes reais, entio seu grupo de Galois é isomorfo ao S5 e f(x) é

insoluvel por meio de radicais.

Demonstracao. A demonstracao é analoga a da proposicao anterior. Note que ji se tem
a garantia de trés raizes reais e duas complexas, e entao, a identificagao de um 5 — ciclo
e uma transposicao é feita de modo similar a proposicao anterior, tornando trivial sua

conclusao. 0

5.3.3 Um exemplo contraditdrio

Ja falamos aqui mesmo neste capitulo, que nao podemos afirmar que nao existe
equacoes de grau > 5 soluvel por meio de radicais. O que ocorre é que nao existindo
uma Uunica, ja garantimos que nao podemos chegar numa férmula resolutiva. Mostramos
inclusive, uma equacao de grau 5 e uma de suas solucoes expressas por meio de radicais.

No intuito de mostrar uma equacao soluvel por meio de radicais de grau > 5, mos-
trando que seu grupo de Galois ¢ de fato solivel, apresentaremos um exemplo com analise

completa.

Proposicao 5.12. A equacgio 23° — 2 = 0 é solivel por meio de radicais, pois seu grupo

de Galois é soluvel.

Demonstracao. De acordo com o que ja estudamos até aqui, além de podermos afirmar
que essa equagao ¢ soluvel por meio de radicais, podemos exibir suas solugoes, a saber,
{V/2; V2Ca0; V22 V2¢3;. .. V/2¢¥}. Mostremos entdo que de fato seu grupo de
Galois é soluvel.

Seja p(x) = 23 — 2, chamemos de L = Gal(z%® — 2,Q) seu corpo de decomposi¢io e
de G seu grupo de automorfismos. Note que [Q[ ¥/2] : Q] = 30, pois a base de Q[ ¥/2]
6 {1, V2, V22, V/23,..., V2P, e [Q[ V2, (s0) : Q[ V2] = ¢(30) = 8, de acordo com o
teorema 3.24. Temos entdo que L = Gal(2* — 2,Q) = Q[ ¥/2, (3] e

L:Q = [Q[V2 0l Q)
= [Q[ V2, () : Q[ V2] - [Q[ V2] : Q]
= 8-30
= 240

Da correspondéncia de Galois, temos que [L : Q] = |G| = 240, portanto temos um
total de 240 automorfismos. Vale lembrar que G < S3.
Agora nos resta montar uma subsérie normal, que garanta a solubilidade de G.

Seja x € L., temos que:
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r=ay-1,ay- V2+as- V22 4 ag - Cso + asg - %C§o+"'+a240' V22 B

Similar ao no Exemplo 4.15, os automorfismos de L que preservam Q sao tais que,
em resumo, modificam ¥/2 e/ou (39, podendo preservar ambos, o caso do automorfismo
identidade.

Denotaremos por o, i € {0,1,2,...,29}, os automorfismos que preservam (3o e levam
V2 em V2(k,, ou seja, os als permutam as rafzes de p(z).

Denotaremos ainda ~;, 7 € {1,7,11,13,17,19, 23,29} ,0s automorfismos que preservam
V2 e levam (39 em .

Dessa forma, cada «; é um automorfismo da extensao L | Q[(3] e 0s 7, da extensao
L | Q[¥2]. As essas extensdes associemos os grupos que chamaremos de H = Autgie,, L
e J = Ath[3%] L.

Notemos que AutgL = G = {v;0;} ou G = {7}, isso é possivel, pois Y, = QapVa,

verifiquemos:

Yo V2) = 7 (V2¢) = V2(Go)* = V260 = aa( V2) = awra( V2)

e
%%(Ciao) = %(C:&o) = (30 = aab(Cgo) = Oéab%(Ciao)

Assim, temos que H,J < G, e mais H =< «a; >, pois H = {af,ai,a?,... a3} =

{ap, a1, as, ..., axy}, portanto H é ciclico, consequentemente, abeliano, ndo podemos afir-

mar o mesmo de J.

Com essa informagcao, podemos montar uma subsérie normal {e} < H < G desde que
tenhamos H < G, ja que obviamente {e} < H. Entao verifiquemos se H < G.

Para que tenhamos H < G, devemos ter gHg™' = H, Vg € G.

Provemos inicialmente que gHg™! C H. Seja g = v;a; € G, verifiquemos que
viaiH(v;a;)™t € H= ~;a;Ha; 'y € H

Notemos que certamente o, Ho; ' € H, e fazendo o, Ha ' = «;, fagamos o = ’yjai’yj_l,

devemos verificar agora que o € H.

a(Cz0) = ’YjOéi’Y;l(C:so)

Notemos que v, Laltera (39, a; mantém inalterado, e 7, desfaz o que 75 ! fez com (s,

logo,

0(C30) = (30 = am(Cs0),com m € {0,1,2,...,29}
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o 3\0/5) = %‘Oéwj_l( 3\0/5) = %‘Oéz'( %) = 7 %Céo) = %Cg = %gz?o = 3\0/5)

Logo o é equivalente a um a; € H, portanto o € H e entao wjaiHai_lfyj_l € H.

Para termos H € Vjaz-Hozi_lyj_l, como g = v;«;, devemos ter H € gHg ™!, e facilmente
confirmamos fazendo g = e.

Enfim temos que gHg ' = H, e portanto H < G.

Voltando & nossa subsérie normal, {e} < H <G, podemos confirma-la de fato. E entao

para garantirmos que G seja soluvel, resta mostrar que T é abeliano, uma vez que ja

temos que ﬁ = H que ja sabemos que ¢ abeliano.
e

Temos que:

G
E = {’VlaoHa moH,yooH, ... yoegH, yra0H, . .. a7290429H}

Que podemos reescrever como:

G

E = {71H777H7711H7"'7729H}

Seja x,y € G, com = = Y, € v H para algum i = {1,7,...,29} e y = y.0q € v, H
para algum j = {1,7,...,29}. Podemos dizer que z é representante da classe = e y de ¥.

Por definicao, T = jj se v - y~' € H. Calculemos z -y '

€ - y_l = (Vaab) (Vcad)_l = 7(1&1704(;1’70_1

Sabemos que abogl € H, facamos Ozbogl = Q,:

Tyt = eyt

Da relagao que ja temos, vy = QY

Z:- y_l = aa67a7;1
E para que ag.7,7. ! € H, temos que 7,7, ! = e, ou seja 7, = 7.

Portanto, duas classes de T sao iguais, sempre que Y, = Ve.

G : . :
Como queremos saber se — é abeliano, devemos ter Ty = yZ, e sabemos que isso

acontece se xy - (yx)~! € H, calculemos xy - (yz)~':

xy - (yx)_l - (’Yaab’}/cad) (’YCO‘d/Yaab) = Vaab’)/cadab_l'ya_laczl’yc_l

Fazendo v, = 7.:

xTy - (yx)_l = ’Vaab'YaO‘dO‘b_l’ya_la;l’)/a_l
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Sabemos que adab_l € H, facamos @dab_l = Q:

zy - (yr) ™t = e yace v tag !

AqgeYa
_ -1 _—-1_-1
= YaQCge VaVq g Va
——
e
_ -1 _—1
= Ya QpQaely Y,
————
:afEH
_ -1
- /Yaafya
—~—
AgfYa
_ —1
= QafYaVq
N——

e

= OéafEH

. . G : < ,
Portanto 7y = yx e entao 7 ¢ abeliano, e entao GG € solivel, como queriamos demons-
trar.

O
Visto tal demonstracao, podemos generalizar:

Exemplo 5.13. Dada a equagao " — a = 0, com n impar ou n par e a positivo, solivel
por meio de radicais e com corpo de decomposi¢ao Q[{/a, (,], temos que seu grupo de

Galois é G abeliano, logo solivel.

Notemos que o conjunto solucao de tal equagao é: {{/a, /aly,, /ac?, ..., /al" '}
E sejam 7,0 € G, sabemos que eles levam uma raiz, n’outra, entao 7({/a) = {/a(’ ,
para algum i € {0,1,2,...,n — 1} e 0({/a) = /al) para algum j € {0,1,2,...,n —1}.

Vejamos:

(70 )(¥/a) = o(V/ac;) = YagiC) = Yacl”

(r00)(Va) = 7(Val)) = Va(,G, = Val = a("
Assim temos que 0 o7 = T o0, logo GG é abeliano, e portanto solivel, como queriamos
demonstrar.
Findamos aqui nossos esforcos em mostrar quando uma equacao é soluvel por radicais,
e o porque de nao existirem férmulas para resolver equagoes de grau > 5. Vale ressaltar
que aqui fizemos um estudo introdutoério, uma vez que toda a teoria aqui exibida é bem

mais ampla, no entanto, mostramos o essencial para nosso proposito.



CAPITULO 5. SOLUBILIDADE POR RADICAIS 94

Para contato com o autor:

ananery_js@hotmail.com



Referéncias Bibliograficas

[10]

[11]

[12]

GARCIA, Arnaldo; LEQUAIN, Yves. Elementos de Algebra. Rio de Janeiro:
IMPA, 2002. (Projeto Euclides).

GONCALVES, Adilson. Introducao & Algebra.Rio de Janeiro: IMPA, 2006. (Pro-
jeto Euclides).

DOMINGUES; Hygino H.;IEZZI, Gelson. Algebra Moderna.Sao Paulo: Atual,
2003.

Herstein, I. N.Algebra Moderna: Grupos, Anillos, Campos e Teoria de Ga-
lois. México: Editorial Trillas México, 1980.

Chamizo, L. F. iQué bonita es la teoria de Galois!. Notas de curso:2004-2005.
Endler, Otto. Teoria dos Corpos. IMPA:2012 (Publicagoes Mateméticas).
Stewart, I. Galois Theory, 3 ed. Chapman & Hall/CRC mathematics.

Juan, Victor de; Valero, Pedro. Teoria de Galois. Apuntes UAM: 2016.

lezzi, Gelson; e outros. Fundamentos de Matematica Elementar: Volume 6,
Sao Paulo: Atual, 1977.

Rezende, Josiane de Carvalho. Um Estudo sobre as Raizes da Unidade e suas
Aplicagoes em Matematica. Dissertagao (mestrado)- Universidade Estadual Pau-

lista: Instituto de Geociéncias e Ciéncias Exatas, Rio Claro: 2017.

Fernandes, Leandro dos Santos. Polinémios, Corpos de Decomposicao e uma
Introducgao a Teoria de Galois. Trabalho de Conclusao de Curso (especializacao) -
Universidade Federal de Minas Gerais: Instituto de Ciéncias Exatas, Belo Horizonte,

2016.

Santos, Kaique Ribeiro Prates. Teoria Elementar de Galois. Trabalho de con-
clusao de Curso (graduacao) - Universidade Estadual do Sudoeste da Bahia: Depar-

tamento de Ciéncias Exatas e Tecnoldgica, Vitoria da Conquista-BA, 2016.

95



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 96

[13]

Filho, Renato de Melo. Niimeros Construtiveis, os Trés Problemas Gregos
Classicos e o Fabuloso Teorema de Gauss sobre Construtibilidade de
Poligonos Regulares.Trabalho de Conclusao de Curso (graduagao) - Universidade

Federal de Campina Grande, Campina Grande:2016.

Santos, Sérgio Ricardo dos. As Equacgoes Polinomiais do 3° e 4° Graus. Dis-

sertagdo (mestrado)- Universidade Federal de Sergipe, Sao Cristévao: 2013.
Medeiros, Nivaldo. Teoria de Galois - Notas de Curso, 2016.

Madeira, Helen Soares. Introdugao a Teoria de Galois: Uma Perspectiva

Histérica. Universidade Catdlica de Brasilia.

Ribeiro, Denise Benino Dourado. O Uso da Histéria das Equagoes nos Pro-
cessos de Ensino e de Aprendizagem de Matematica na Educacao Basica.
Dissertagao (mestrado - Universidade Anhanguera de Sao Paulo: Programa de Pés

Graduacao em Educacao Matematica, Sao Paulo, 2015.



