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Resumo

O objetivo deste trabalho consiste em expor os resultados obtidos em quatro artigos, [2], [3], [28]
e [6]. De forma geral, estes artigos fazem um estudo da geometria de variedades Riemannianas
tridimensionais com curvatura escalar limitada inferiormente que possuem superficies fechadas que
sao localmente de menor area. Tais superficies podem ser homeomorfas a esfera, ao plano projetivo,
ao toro ou a superficies hiperbdlicas. No artigo [6], Cai e Galloway consideram o caso em que a
superficie é um toro de 2-lados e mostram que neste caso a variedade é plana em uma vizinhanga
da superficie, desde que sua curvatura escalar seja nao-negativa. Nos outros casos, Bray-Brendle-
Eichmair-Neves [2], Bray-Brendle-Neves [3] e Nunes [28] obtiveram desigualdades envolvendo a
curvatura escalar da variedade, a drea da superficie e sua caracteristica de Euler. Além disso,
caracterizaram a variedade no caso em que ocorre a igualdade.

Palavras Chaves: Variedades Tridimensionais, Curvatura Escalar, Superficies Minimas, Rigidez.



Abstract

The main task of this work is to study the results established in the papers [2], [3], [28] and [6].
Roughly speaking, these papers work with Riemannian 3-manifolds with lower bounded scalar
curvature which have locally area-minimizing closed surfaces. Such surfaces may be homeomorphic
to the sphere, to the projective plane, to the torus or to the hyperbolic surfaces. In the paper [6], Cai
and Galloway have considered the case in which the surface is a 2-sided torus. They showed under
the assumption that the scalar curvature is nonnegative that the manifold is flat in a neighborhood
of the surface. In the other cases, Bray-Brendle-Eichmair-Neves [2], Bray-Brendle-Neves [3] and
Nunes [28] have obtained inequalities involving the scalar curvature of the manifold, the area of
the surface and its Euler characteristic. Furthermore, they characterize the manifold in case of
equality.

Key Words: 3-Manifolds, Scalar Curvature, Minimal Surfaces, Rigidity.
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Introducao

Um fato interessante em geometria diferencial é que a limitacao inferior da curvatura seccional,
da curvatura de Ricci ou da curvatura escalar de uma variedade Riemanniana M pode influenciar
na geometria de M ou até mesmo em sua topologia. O Teorema de Synge afirma que dada uma
variedade Riemanniana compacta M de dimensao n que possui curvatura seccional positiva, entao
ela sera orientavel se n é impar, ou simplesmente conexa se n é par e M ¢é orientavel. O Teorema
de Bonnet-Myers nos diz que se a curvatura de Ricci de uma variedade Riemanniana completa M
é maior que uma constante positiva entao M é compacta.

Em [32] o autor observou que em uma variedade de curvatura de Ricci positiva ndo existem
hipersuperficies fechadas minimas estdveis de 2-lados. Neste trabalho estaremos interessados no
estudo da geometria de uma variedade Riemanniana tridimensional com curvatura escalar limitada
inferiormente admitindo a existéncia de uma superficie fechada que localmente é de menor area.
As principais ferramentas para este estudo é a segunda féormula de variacao de drea, a Equacao de
Gauss e o Teorema de Gauss-Bonnet.

Em 1979 R. Schoen e S. T. Yau em [31] mostraram que toda variedade Riemanniana tridimensi-
onal orientada com curvatura escalar positiva nao possui uma superficie fechada orientavel minima
imersa com género positivo. Usando esse fato, eles mostraram o seguinte resultado.

Teorema 0.1 (R. Schoen e S. T. Yau). Seja (M, g) uma variedade Riemanniana tridimensional
orientada compacta com curvatura escalar nao-negativa. Se M contém uma superficie compacta
orientdvel incompressivel 3 com género maior ou igual a 1, entdo M € plana.

Em 1980 Fischer-Colbrie e Schoen em [15] mostraram que se M é uma variedade Riemanniana
compacta tridimensional com curvatura escalar ndo-negativa e se > é um toro de 2-lados minimo
estavel em M, entdo X é plana e totalmente geodésica. Ainda neste trabalho, os autores observaram
que para que o Teorema fosse valido seria suficiente que existisse um toro de 2-lados de menor
drea em M (nao necessariamente incompressivel), e entao inspirados no Teorema da Decomposi¢ao
de Cheeger-Gromoll (1971) eles lancaram a seguinte conjectura.

Conjectura: Se (M, g)
escalar nao-negativa e

¢ uma variedade Riemanniana completa de dimensao 3 com curvatura
é um toro de 2-lados que é de menor area em M, entao M é plana.

Esta conjectura foi provada em 2000 por M. Cai e G. Galloway em [6], que assumiram que X
é de menor area em sua classe de isotopia. A prova desta conjectura segue do seguinte resultado
local.



Teorema 0.2. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana tridimensional com curvatura escalar ndao-
negativa, Ry > 0. Se ¥ € um toro de 2-lados mergulhado em M que € localmente de menor drea,
entdo M € plana em uma vizinhanca de X.

A demonstracao deste teorema consiste primeiramente em utilizar uma pertubacao com curva-
tura escalar positiva da métrica g, para mostrar que X nao é estritamente de menor drea. Com
isso, pode-se concluir que em uma vizinhanca normal V existem toros de 2-lados ¥ e X7, um
em cada lado de X, que sdo localmente de menor drea. A partir de duas copias da regido em
V limitada pelos toros ¥ e ¥~ obtemos um toro tridimensional T? com curvatura escalar nao-
negativa. Finalmente, o resultado segue do fato que T? ndo admite uma métrica com curvatura
escalar positiva.

O Teorema [0.2] provado por M. Cai e G. Galloway, é um exemplo de que a existéncia de
uma superficie localmente de menor area em uma variedade Riemanniana tridimensional M com
curvatura escalar limitada inferiormente influencia na geometria de M. Inspirado neste trabalho,
surgiram outros resultados.

Em [2], H. Bray, S. Brendle, M. Eichmair e A. Neves estenderam o estudo para as variedades
Riemannianas tridimensionais que admitem superficies fechadas homeomorfas ao plano projetivo.
Eles denotaram por A(M,g) o infimo das dreas de todas as superficies homeomorfas ao plano
projetivo mergulhadas em M, e deram uma cota superior para esta quantidade em termos de sua
caracteristica de Euler e o infimo da curvatura escalar de M. Além disso, mostraram que se a
igualdade é valida entao M é isométrica ao espago projetivo tridimensional. Mais precisamente
eles mostraram o seguinte resultado.

Teorema 0.3. Seja (M3, g) uma variedade Riemanniana compacta. Assuma que M contém uma
superficie mergulhada homeomorfa ao plano projetivo. Entao

A(M, g) i]r\l/jf R, <12, (1)
A(M, g) > = (sys(M.9))* > 0, 2

onde sys(M,g) denota a systole de (M, g) que é definida por
sys(M,g) = inf{L(v);y € uma curva fechada nao-contrdatil em M }.

Além disso, se a igualdade em ¢ satisfeita, entdo (M, g) € isométrica a RIP3.

A demonstracao da Desigualdade [2| usa essencialmente a Desigualdade de Pu [29] e a compaci-
dade da variedade M. Para a demonstragao da Desigualdade |1, mostra-se que o infimo A(M, g) é
atingido por algum plano projetivo mergulhado em M. Com isso, esta desigualdade segue fazendo
uso da segunda férmula de variacao de area, observando-se que planos projetivos admitem mergu-
lhos de 1-lado. Para a demonstragao do resultado de rigidez, basta submeter a métrica g em M a
um fluxo de Ricci e usar a equagao de evolugao da curvatura escalar.

Em [3] H. Bray, S. Brendle e A. Neves estudaram o caso de superficies fechadas > homeomorfas
A esfera S? imersas em uma variedade Riemanniana tridimensional compacta (M, g). Neste caso,



nao é necessério preocupar-se se ¥ é de 2-lados ou de 1-lado, j& que a esfera S? é sempre de 2-lados
independentemente do ambiente. Eles mostraram uma desigualdade similar a Desigualdade [T e que
se valida a igualdade entdao M é um cilindro em uma vizinhanga de . Além disso, a variedade
produto (S? x R, h + dt?), onde h é a métrica canonica da esfera S?, é o recobrimento universal de
(M, g). Mais precisamente eles mostraram o seguinte resultado.

Teorema 0.4. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta tridimensional com curvatura
escalar positiva e com sequndo grupo de homotopia nao-trivial. Entao

A(M, g) i]I\l/[f R, < 8, (3)

onde A(M,g) € o infimo das dreas de todas as esferas mergulhadas em (M, g). Além disso, se vale
a igualdade, entio o recobrimento universal de (M,g) € isométrico ao cilindro (S* x R, h + dt?),
onde h € a métrica candénica da esfera.

Sacks, Uhlenbeck, Meeks e Yau mostraram em [I7] que sob as hipéteses do Teorema existe
uma esfera minima imersa em M que é de menor area em sua classe de homotopia, isto é, o infimo
em A(M,g) é atingido. Com isso, a desigualdade segue essencialmente da segunda férmula de
variagao de area. Para a prova do resultado de rigidez, é usado o Teorema da Funcao Implicita
para encontrar uma familia a 1-parametro de esferas imersas em M com curvatura média constante
e em seguida mostra-se que todas elas sao superficies minimas em M. A partir dai, é construida
uma isometria local entre o cilindro (S? x R, h + dt?) e (M, g).

Um resultado similar a este iltimo foi mostrado por I. Nunes em [28], que considerou superficies
fechadas 3 orientaveis de 2-lados com género maior ou igual a 2 que sao localmente de menor drea
mergulhadas em uma variedade Riemanniana tridimensional com curvatura escalar maior ou igual
a —2. Ele mostrou uma desigualdade envolvendo a area destas superficies e a sua topologia, e que
se vale a igualdade entao M é um cilindro em uma vizinhanca de Y. Mais precisamente, temos o
seguinte teorema.

Teorema 0.5. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana tridimensional com curvatura escalar Ry >
—2. Se ¥ C M € uma superficie fechada orientdvel de 2-lados mergulhada de género g(¥) > 2 que
€ localmente de menor drea, entdo

Xly = 4m(g(X) — 1) = —2mx (%), (4)

onde |X|g € a drea de ¥ com respeito a métrica induzida. Além disso, se vale a igualdade, entdo ¥
tem uma vizinhanga isométrica ao cilindro ((—e,€) x X, dt? + gs,), onde € > 0 e gs € a métrica em
31 que possui curvatura Gaussiana constante igual a —1. Mais precisamente, a isometria € dada
por f(t,xz) = exp,(tN(x)), (t,z) € (—€,¢) X X, onde N é um campo normal unitdrio continuo
globalmente definido em 3.

A prova da Desigualdade [4] segue essencialmente da segunda férmula de variacao de area e do
Teorema de Gauss-Bonnet. Para caracterizar as superficies satisfazendo a igualdade em @, é usado
o Teorema da Fungao Implicita para construir uma familia a 1-parametro de superficies mergulhadas
todas homeomorfas a ¥ e com curvatura média constante. Em seguida usa-se o Principio do Maximo
de Hopf e a solucao do Problema de Yamabe para variedades com fronteira para mostrar que essas



superficies tem todas a mesma drea que X, em particular, que todas elas sdo superficies minimas
em M. Por fim, obtém-se uma isometria local entre o cilindro ((—¢,¢) x X, dt? + gs;) e a variedade
Riemanniana (M, g), para algum ndmero real £ positivo.

E importante mencionar aqui que apés estes trabalhos surgiram outros nesta dire¢ao, como por
exemplo, o trabalho de Micallef e Moraru [27] que deu uma prova unificada para os Teoremas
e Além deste, Ambrozio [I] mostrou um resultado nesta dire¢ao em variedades tridimensionais
com fronteira e superficies de 2-lados de fronteira livre.

O objetivo principal deste trabalho é apresentar com detalhes as demonstragoes originais dos
Teoremas e Iniciamos no Capitulo [I] apresentando resultados preliminares que
serao necessarios para um bom entendimento dos capitulos seguintes. Definimos métricas Rie-
mannianas, subvariedade minimas, fibrados vetoriais, superficies de 1-lado e de 2-lados e espacos
de recobrimento. Recordamos o fluxo de Ricci e uma versao do Problema de Yamabe com bordo.
Apresentamos ferramentas que serdo importantes nas demonstragoes tais como o Teorema de Gauss-
Bonnet, as férmulas de variagdo de area, Principios do Maximo e um resultado de existéncia de
superficies minimizando area em sua classe de isotopia. Os capitulos seguintes sao dedicados as
demonstragoes dos resultados principais desta dissertagao.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos algumas defini¢oes e resultados bésicos da geometria Riemanniana,
bem como ferramentas de geometria, topologia e da andlise que serao utilizadas ao longo deste
trabalho. Em todo trabalho usaremos a notacao de Einstein que diz que indices repetidos abaixo
e acima representam somas variando de 1 até a dimensao da variedade, como por exemplo,

n
ain: E aib’.
=1

1.1 Meétricas Riemannianas e Curvatura

Aqui denotaremos por X'(M) o conjunto de todos os campos de vetores suaves em M e C*°(M) o
conjunto de todas as fungoes suaves definidas em uma variedade diferencidvel suave M.

Definicao 1.1. Uma méirica Riemanniana em uma variedade diferencidvel M € um tensor suave
g do tipo (2,0) em M tal que em cada ponto p € M, a aplicacao gy : T,M x T,M — R dada por

gp(u7 U) = g(U7 V)(p)v
onde U,V € X(M) sao tais que U(p) =u e V(p) =v € um produto interno em T,M.

Teorema 1.1. Toda variedade diferencidvel Hausdorff com base enumerdvel admite wma métrica
Riemanniana.

Definigao 1.2. Seja M uma variedade diferencidvel. A operagao [.,.] : X(M) x X(M) — X (M)
definida por
[X,Y]:= XY - VX

€ chamada de Colchete de Lie X e Y.
Proposicao 1.1. Sejam X,Y,Z € X (M) campos diferencidveis em M e f,g € C*°(M), entao

1. [X,Y] = =Y, X] (Anticomutatividade);



2. [X,Y], Z]|+ Y, Z],X]| + [[Z, X],Y] = 0 (Identidade de Jacobi);

3. [fX,g9Y] = fglX, Y]+ fX(9)Y +gY ()X

Seja M uma variedade diferenciavel e z : U C R® — M um sistema de coordenadas locais em
M. Note que, [ o 0 } = 0 pois

Oz’ Oz
] of  of
Bxiaa:j - 81‘3'({').%'2'7

para toda funcao f : M — R suave.

Definicao 1.3. Uma conezxao afim V em uma variedade diferencidvel M € uma aplicagio V :
X(M) x X(M)— X(M), que serd denotada por

VxY =V(X,Y),

e satisfaz

1. VixygvZ = [VxZ +gVyZ,
2. Vx(Y—i—Z) =VxY +VxZ,
3. Vx(fY)=fVxY + X(f)Y,

onde X, Y, Z € X(M) e f,g € C®°(M).

Teorema 1.2 (Levi-Civita). Dada uma variedade Riemanna (M, g) existe uma unica conexao afim
V satisfazendo as condigoes

(1) [X,Y]=VxY — VyX (simétrica);

(i) Xg(Y,Z) =g(VxY,Z)+ g(X,VxZ) (compativel com a métrica).

A conexao afim dada pelo Teorema [I.2] é chamada de conexao Riemanniana ou de Levi-Civita.
A partir daqui, sempre que falarmos em conexao estaremos nos referindo a ela.

Seja M uma variedade Riemanniana e x : U C R — M uma parametrizacao de M. Os
simbolos de Christoffel sao as componentes da conexao Riemanniana e sdo definidos em U por
0 K 0

V., 2 —rk %
aiiaxj Yoz’

onde 1 9 9 B
b= g% g+ ——gip — ——q;i 5.

Aqui e em todo o texto (g;;) s@o as componentes da métrica no sistema de coordenadas dado e
(9") sao as componentes de sua inversa neste mesmo sistema de coordenadas.



Definicao 1.4 (Gradiente). Definimos o gradiente de uma fungio f € C*°(M), como o inico
campo de vetores Vg f em X (M) tal que

VI(X) =9(Vyf, X).

Em um sistema de coordenadas pode-se mostrar que

ij of 0

Vol =97 g oy

Definigao 1.5. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana de dimensao n. Considere a aplica¢do
¢ X(M) - X(M) dada por ¢(Y) = Vy X onde X € X (M) é um campo fizo. Definimos o

divergente do campo X com respeito a métrica g como sendo
divg(X) = trg(¢).

o)

Considere r : U C R" — M um sistema de coordenadas locais em M. Se escrevermos X = a5 -,
1

onde a; : z(U) — R sdo fungdes suaves para cada 1 < i < n, podemos mostrar que

, Oa; ;
divg X = 8—%: + a;T%;.

Seja f € C*°(M). O Laplaciano de f com respeito & métrica g é definido como
Ay f i= divg(V,f) = tryV2f,
onde V2f é a hessiana de f.
Em coordenadas 1 8 oy
Agf = ﬁ@ixz (\/Hg”arj) )
onde |g| = det(g;;).

Definigao 1.6. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana de dimensao n. O tensor curvatura de
M € um tensor de tipo (3,1) definido por

R(X,Y)Z — VXVYZ - VYVXZ - V[X7y]Z

onde X,Y,Z € X(M) eV € a conexao Riemanniana.

o o0\ 0 , 0
R <ax ax]) B Tk gy

Usando a métrica g obtemos um tensor do tipo (4,0) definido por

Suas componentes sao

R(X,Y,Z,W) = g(R(X,Y)Z,W), X,Y,Z,W € X(M).



Suas componentes sao

o 9 0 0
Rijr =R (8951-’ oz, Oy’ 83:1> = R 9mi,
onde 5 5
Rl = %rgk — %jrﬁk + 0T, TR

Proposigao 1.2. Tem-se as sequintes propriedades para o tensor curvatura

1. Rijri = —Rjiri = Rjur = Rigji

2. Riji + Riwj + Rajr = 0 (1% Identidade de Bianchi)

Dado um ponto p € M e um subespago bidimensional ¢ C T, M. Definimos a curvatura
seccional de ¢ como

R(u,v,v,u)
[ul Pl [v][* = (u,v)?’
onde {u,v} é uma base qualquer de o. Pode-se mostrar que a curvatura seccional de o em um
ponto p de M nao depende da escolha da base.

K, =

O tensor de Ricci de (M, g) é definido por

Ric(X,Y) =tr (Z - R(Z, X)Y).

Em um Sistema de COOl"denadaS
kl

A curvatura escalar é dada pelo traco do tensor de Ricci, isto é

R, := tr(Ricy) = g R;;.

O tensor curvatura pode ser escrito como

R, 1 ,
= W s Ty 9T iy (1.1)
= W+ 4,0y,
onde W, é o tensor de Weyl,
1 R
A, = g — ——I— 1.2
- (RZCQ 2(n — 1)g> (12)

é o tensor de Schouten e ® é o produto de Kulkarni-Nomizu que é definido como

A®B(X,Y,Z,W) = AX,W)B(Y,Z)+ A(Y,Z)B(X,W)
—A(X, Z)B(Y,W) — A(Y,W)B(X, Z),

para quaisquer tensores simétricos A e B do tipo (2,0).



O tensor de Weyl tem as mesmas simetrias algébricas do tensor curvatura, Proposicao[1.2} todos
0s seus tragos sao zero, incluindo glkWijkl = 0, e é identicamente nulo para n = 3. Além disso, o
tensor de Weyl é conformemente invariante, isto é

w,

efg — efWQ

para qualquer funcao suave f sobre M. Veja [9] para mais detalhes.

Para mais detalhes sobre o conteido desta secao ver [g].

1.2 O Teorema de Gauss-Bonnet

Em geometria diferencial o Teorema de Gauss-Bonnet é um importante resultado sobre superficies,
que relaciona a sua geometria (no sentido de curvatura) com a sua topologia (no sentido de carac-
teristica de Euler). Nesta segdo vamos apresentar o Teorema de Gauss-Bonnet tanto para superficies
orientdveis quanto para nao-orientaveis. Para mais detalhes sobre o contetido desta segao ver [16],
22] e [§].

Definicao 1.7. Uma triangulagcdo de uma regido R é uma familia de triangulos {T;}_ | tal que

1. R=U", T,

2. SeT;NTj; # 0 comi#j entao T; NTj é um vértice ou uma aresta comum a T; e Tj.

Para efeito de notagao chamaremos 7 = {7;}?_; uma triangulagao de uma regiao Re V,Ae F
o numero de vértices, arestas e faces da triangulacao, respectivamente. Mostra-se que o ntimero
V — A+ F independe da escolha da triangulacao da regiao R.

Definigao 1.8. Dada uma superficie X2, definimos a caracteristica de FEuler como
xX)=V-A+F.
Exemplo 1.1. X(SQ) = 2,X(']I‘2) =0e X(]R]P?) = 1.

Em todo este trabalho apenas trataremos de superficies compactas, por isso enunciaremos o
Teorema de Gauss-Bonnet somente para este caso.

Teorema 1.3 (Teorema de Gauss-Bonnet). Se (X, g) € uma superficie Riemanniana Compacta e
orientdvel, entdo

/ Kdog = 2mx(3),
b

onde K e dog € a curvatura Gaussiana e o elemento de drea de ¥, respectivamente.

Definigao 1.9. Seja M uma variedade diferencidvel nao-orientdvel. Dizemos que uma variedade
diferencidvel orientdvel M € o recobrimento duplo orientdvel de M, se existe uma aplicacio di-
ferencidvel sobrejetiva m : M — M tal que cada p € M possui uma vizinhanca U C M com
71'_1(U) = V1 U Vs, onde Vi e Vy sdo abertos disjuntos em M e m restrita a cada Vi, i = 1,2, é um
difeomorfismo sobre U. A aplicacdo w € chamada de aplicacdo de recobrimento.



Proposicao 1.3. Toda variedade diferencidvel nao-orientdavel admite um recobrimento duplo ori-
entdvel. Além disso, este € unico a menos de difeomorfismo.

Exemplo 1.2. A esfera S? é o recobrimento duplo orientdvel do plano projetivo RP? e o toro T?

¢ o recobrimento duplo orientdvel da garrafa de Klein K2.

Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana nao-orientdvel e f € C°°(M). A integral de f sobre

M é definida por
1
/ fdvg = / " fdvgsg,
M 2 Jar

onde M é o recobrimento duplo orientdvel de M e 7 é a aplicacdo de recobrimento.

O teorema a seguir nos d4 uma versao do Teorema de Gauss-Bonnet para superficies compactas
nao-orientaveis, que pode ser encontrado em ([I6], pagina 147).

Teorema 1.4. Sejam (X, g) uma superficie Riemanniana compacta ndo-orientdvel e w: % — ¥ 0
recobrimento duplo orientdvel de ¥. Entdo

1. x(%) = 2x(%);

2. K =7"K, onde K € a curvatura Gaussiana da métrica Riemanniana g := w*g em 3;

3. 2mx (%) :/Kdag.
P

1.3 O Fluxo de Ricci e a Equacao de Evolugao da Curvatura Es-
calar

Seja M uma variedade diferencidvel e g(t), t € [0,7), uma familia a 1-parametro de métricas
Riemannianas em M. Dizemos que g(t) é solugao para o fluxo de Ricci se

0 .

ag(t) = —2Ricy)-

O matematico Richard Streit Hamilton mostrou que se M é compacta e gy é uma métrica Rieman-
niana em M, exitem um ndmero real T' > 0 e uma familia a 1-parametro de métricas Riemannianas
g(t), t € [0,T) que é solugao para o fluxo de Ricci com ¢(0) = go. Além disso, ele mostrou que a
solugao ¢g(t) é tnica.

Vejamos alguns exemplos. Considere (S™, gsn) a esfera unitaria com a métrica canoénica. Defina
uma métrica em S™ por gg = T%ggn com 1o > 0 e a familia a 1-parametro de métricas

g(t) = (r§ = 2(n — 1)t)gsn.

Note que para que de fato g(t) defina uma métrica devemos ter que A(t) = 73 — 2(n — 1)t seja

um numero positivo, consequentemente g(t) estd definida no intervalo (—oo,7T) com T = STy
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Desde que o tensor de Ricci de uma métrica é invariante por multiplicagao por escalar e a métrica
canonica da esfera é uma métrica Einstein, entao temos que ng(t) = chggz = (n — 1)gs2, logo

0 .
&g(t) = —2(n — 1)gs> = —2Ricy).

2
L)

2(n—1)

Portanto ¢(t), t € (—o0,T) com T = e g(0) = go é solugao para o fluxo de Ricci.

De forma mais geral, se (M, gp) é uma variedade Einstein, isto é, Ricy, = pgo pra alguma
constante p, entao a familia a 1-parametro g(t) = (1 — 2pt)go é solucao para o fluxo de Ricci com
g(0) = go. Como por exemplo as formas espaciais: Espaco hiperbdlico H", esfera S e o espago
euclidiano R™.

Seja (M, go) uma variedade Riemanniana e g(t), t € [0,T), a familia a 1 parametro de métricas
Riemannianas em M que é solugao para o fluxo de Ricci com ¢g(0) = go. Entao a curvatura escalar
de M com respeito & métrica g(t) satisfaz a equacao de evolugao

0 , 9
aRg(t) = ARg(t) + 2|Rlcg(t)| . (1.3)
Podemos ainda reescrever a equagao de evolugao ([1.3]) em fungao do tensor de Ricci sem trago como
segue

9
ot

onde o tensor Ricci sem trago é definido por

2 o
Ry = ARy + gRg(t) + 2| Ricy |, (1.4)

o 1
Ricy(X,Y) = Rie(X,Y) = ~Ryg(X,Y), X.Y € X(M).

Para mais detalhes sobre fluxo de Ricci ver [4] e [9].

1.4 Subvariedades Riemannianas Minimas

Sejam M™ e M variedades diferencidveis e f: M — M uma imersao. Pelo Teorema da Funcio
Inversa, para cada p € M existe uma vizinhanca V de p em M, tal que f : V — M é um mergulho.
Segue que f(V) é uma subvariedade mergulhada de M. Como V e f(V) sdo difeomorfos, temos
que dfy : TyM — Ty (f(V)) é um isomorfismo para todo p € V. Assim podemos identificar V/
com f(V) e campos X € X (V) com df(X) € X(f(V)). Se (M,g) é uma variedade Riemanniana,
entao considerando a métrica f*g em M teremos que f é uma imersao isométrica. Daqui por diante
iremos considerar que M C M. Observe que para todo p € M, podemos decompor T,M na soma
direta
T,M = T,M & (T,M)*.

Considere V a conex@o Riemanniana de X' (M) e defina V : X(M) x X(M) — X(M) por

VxY = (VxY)',

11



onde X e Y sao extensoes locais de X e Y a M, respectivamente. Pode-se mostrar que V assim
definida é a conexao Riemanniana de M.

A segunda forma fundamental da imersao f é a aplicacao bilinear simétrica B : X (M)x X (M) —
(X(M))*+ dada por o
B(X,Y) = VY — VxY,
onde X,Y € X(M) e X eY sao extensoes locais de X e Y, respectivamente, a M. Pode-se mostrar
que para todos X,Y € X (V) o valor de B(X,Y) nao depende das extensoes escolhidas.

Dado p € M e n € (T,M)*, defina a aplicacio linear Sy TpyM — T,M por
= nT
Sy(w) == (VuN) |

onde (.) denota a componente tangente e N é uma extensio local do vetor 7 normal a M. Observe
que a aplicagao S, satisfaz
<S77(u)7 U> = <B(’U,, U), 77>,

para todo u,v € T, M. Segue da simetria da aplicacao B que S; é uma aplicacao auto-adjunta.
O exemplo a seguir mostra que quando M = R"t! a aplicacio —9S, tem uma interpretagao

geométrica interessante, a saber, neste caso ela coincide com a derivada da aplicacao normal de
Gauss.

Exemplo 1.3. Seja M" Cc R"! en € (TpM)J-. Considere N uma extensao local de n a um
campo normal em M. Seja S™ a esfera unitdria em R™' e defina a aplicacdo normal de Gauss
G : M — S, transladando a origem do campo N para a origem do R e fazendo

G(q) = ponto final do translado de N(q).

Observe que para cada g € M o vetor N(q) é normal tanto ao espago tangente T,M quanto ao
espago tangente Tg(q)S”, seque que estes espacos tangente sao paralelos e consequentemente podem
ser vistos como o mesmo espago vetorial. Dai, considerando uma curva suave o : (—e,e) — M em
M tal que a(0) = q e &/(0) = v, temos que dGy : TyM — TyM € dada por

d

dgq(v) = at
t=0

Noa(t)=V,N.

Desde que |[N| =1 temos que (V,N, N) = 0, consequentemente, (V,N)+ = 0. Portanto,
aG,(v) = (V,N)" = -,
O teorema que enurliiaremos a seguir nos permite relacionar a curvatura seccional de M com a
curvatura seccional de M e a segunda forma fundamental.
Teorema 1.5 (Gauss). Seja eq, -+ , e, um referencial ortonormal tangente a M. Entdo
Rijii = Rijul + BiBji — ByBjy,

onde R e R sao os tensores curvatura de M e M, respectivamente.
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Considere o caso particular em que a codimensao da imersao é igual a 1, isto é, o caso em
que M™ C M 6 uma hipersuperficie. Sabemos que dado p € M e n € (T,M)* com || =1, a
transformacao linear S, é auto-adjunta, segue do Teorema Espectral para operadores auto-adjuntos
que existe uma base ortonormal {ey,...,e,} de T,M formada por autovetores de S,, ou seja,
Sn(ei) = \je; onde )\; € R. Os autovalores de S, sao chamados de curvaturas principais e seus
autovetores de direcoes principais. Neste caso temos que,

B(ei,ei) = <B(ei’€i)>n>77
(Sy(ei), ein
= A7

Analogamente temos que B(e;, e;) = 0 para todo i # j. Segue do Teorema que

K (e ej) — K(ei,ej) = Nidj.

Em particular, se M? C R3? é uma superficie, dadop € M en € (T,M )l a aplicacao normal de
Gauss coincide com a aplicagdo —S,, consequentemente Sy(e1) = kiey e Sy(e2) = kaeg, onde k; e
ke sao as curvaturas principais e e; e eo as diregoes principais. Assim

K(@l,eg) *?(61,62) = kjlkg.

Desde de que a curvatura seccional do R? é igual a zero temos que K (e1, e2) = k1ks. Isso mostra
que neste caso a curvatura seccional coincide com a curvatura Gaussiana.

Definicao 1.10. Uma imersdo f : M — M € geodésica em p € M se B(u,v) = 0 para todo
u,v € T,M. A imersao f ¢ dita totalmente geodésica se esta € geodésica em todo ponto p € M,
isto €, B=0.

Proposicao 1.4. Uma imersao f : M — M € geodésica em p € M se, e somente se, toda geodésica
v de M partindo de p € geodésica de M em p.

Mostraremos mais adiante que se ¥ é uma superficie compacta e totalmente geodésica mergu-
lhada na esfera S? , entdo ¥ é isométrica & esfera S2.

Definicao 1.11. Dizemos que uma imersdo f : M — M é minima se para todop € M en €
(T,M)* tem-se que o traco de S, € identicamente nulo, isto é, tr(S,) = 0.

Sejaeq, - - , e, um referencial local ortonormal em torno de p € M, isto é, existe uma vizinhanca
V de p em M tal que para cada ponto ¢ € V' o conjunto {ei(q), - ,en(q)} é uma base de T;M.
Defina o vetor normal

n
H = Z g7 Bei, e;).
ij=1
Pode-se mostrar que H nao depende do referencial {e;};_; escolhido. O vetor H é chamado de

vetor curvatura média de f. E claro que a imersao f é minima se, e somente se, H(p) = 0 para
todo p € M.
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Exemplo 1.4. Considere uma superficie ¥ C S* C R* definida como sendo o equador de S?, isto

67
Y= {x = (v1,22,73,24) € S3: a4 = 0}.

Observe que X com a métrica induzida do merqulho (neste caso, o mergulho é a aplica¢do
inclusao de ¥ em S?) € isométrica a esfera S*> com a métrica candnica. Consequentemente, toda
geodésica em ¥ é uma geodésica em S3. Seque da Proposicao que X € totalmente geodésica.
Com isso, podemos ver que as curvaturas principais de ¥ sdo ambas iquais a zero. Logo ¥ C S3 ¢
uma esfera bidimensional mergulhada minima e totalmente geodésica.

Exemplo 1.5. Considere a aplicacio f : R? — R* dada por

f(u,v) = —=(cosu, sinu, cos v, sinv).

N

Observe que f € diferencidvel e

\}5 sin u 0
COsS U 0

df (u,v) = v 0 —L sinw
o A7

73 COSV

Note que f é uma imersdo e que f(R?) = Sti) X Sti> = T2. Isso nos diz que f nada mais
V2 V2

¢ que uma imersio de R? na esfera S® C R* cuja imagem é um toro T2. Por um simples cdlculo
mostra-se que

1 = 1
—(—cosu,—sinu,0,0) e V¢, foy = —=
\/ﬁ( u, —sinu,0,0) e Vy, f 7

onde ¥V é a conexdo Riemanniana do R*. Note que vfufu e ﬁfvfy pertence ao espagco normal
(Tf(uﬂ,)TQ)L. Consequentemente,

ﬁfufv :Oavfufu = (0,0, — cosv, —sinv),

(vfufu)T = (vafv)T =

Como o R* tem curvatura seccional constante iqual a zero seque do Teorema que

K(fuyfv) = < (fu;fu) (fv;fv)) < (fU7fU)7B(fU7fU)>
= (Vi d (Vb t) = (Va b (Vrdo)h)
1
2
0.

((—cosu, —sinu,0,0), (0,0, — cosv, —sinv))

Logo a imagem de f é um toro bidimensional T> C R* com curvatura seccional constante igual
a zero.
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Considere os vetores
e1 = (—sinwu,cosu,0,0),

ez = (0,0, — sinv, cosv),

—(—cos u, — sinu, cos v, sin v).

TR

Note que {e1, e} € uma base ortonormal para o espago tangente Tp"]I‘2 en € uma base ortonormal
para o complemento ortogonal de TpT2 relativo ao espaco TpSS, p € T2. Por um simples cdlculo

mostra-se que
1 0
si=(o )

Observe que tr(S,) = 0. Logo a imersao do toro T? na esfera unitdria S* C R* induzida por f
é uma imersao minima. Este toro é chamado de toro de Clifford (Ver [8], cap. 6, exercicio 8).

Figura 1.1: Toro de Clifford
Exemplo 1.6. O catendide é a superficie de revolucdo em R? que é obtida ao girar a catendria
a(t) = (0,cosht,t), t € (—oo,+00) em torno do eizo Oz. Esta superficie tem a parametriza¢ao
¢(u,v) = (cosh v cos u, cosh v sin u, v),

onde 0 < u <21 e —00 < v < +00.

Figura 1.2: Catendide

Por um simples cdlculo mostra-se que as suas curvaturas principais $ao
1 1

ki=———F—eks= ——5—.
! cosh?(v) 2 cosh?(v)
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Portanto, o catendide é uma superficie minima em R (Ver [7], sec. 3.5).

Exemplo 1.7. Considere a projecio natural w : S — RP3. A partir do mergulho S*> C S obtemos
o mergulho RP? = 7(S?) € RP?. Seja a : I — RP? uma geodésica do plano projetivo. Como 7 é
uma isometria local, entdo existe uma curva vy : I — S? tal que o = 7oy, além disso v € uma
geodésica de S*. Como S? ¢é uma subvariedade totalmente geodésica de S®, seque que vy também
¢ uma geodésica da esfera S, consequentemente, a curva ™oy = « € uma geodésica do espaco
projetivo RP3. Seque da Proposz'gdo que RP? C RP? € totalmente geodésica. Com isso, podemos
ver que as curvaturas principais de RP? sdo ambas iguais a zero. Logo, o plano projetivo RP? C RP3
€ uma superficie mergulhada minima e totalmente geodésica.

Ainda neste trabalho daremos uma interpretacdo geométrica para subvariedades minimas, a
saber, elas s@o pontos criticos do funcional volume, que a principio podem ou nao minimizar
volume.

Para mais detalhes sobre o contetido desta segao ver [§].

1.5 O Problema de Yamabe

Seja M uma variedade diferencidvel. Duas métricas Riemannianas g e g em M sao ditas conformes
se existe uma funcao positiva suave f tal que g = fg. O conjunto de todas as métricas conformes
a métrica g de uma variedade diferencidvel M é denotado por [g]. Assim, se g € [¢] entao g = fg,
para alguma funcio suave positiva f, consequentemente, podemos sempre escrever g como g = e2%g,

onde u = %ln(f).

A proposicao a seguir relaciona as curvaturas escalares de duas métricas conformes em uma
variedade diferencidvel M.

Proposigao 1.5. Sejam g e g duas métricas Riemannianas em uma variedade diferencidvel n-
dimensional M. Se § = €*“qg, entdo

Ry =e 2(Ry—2(n — 1)Agu — (n — 1)(n — 2)|Vyul?),

onde Rg e Ry sao a curvaturas escalares de M relativas as métricas g e g, respectivamente.

Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensao n > 3 com fronteira OM # ().
Uma versao do Problema de Yamabe com fronteira consiste em encontrar uma métrica na classe
conforme de g com curvatura escalar constante e curvatura média da fronteira nula. E um fato bem
conhecido que este problema é equivalente a existéncia de uma fungao suave positiva u € C*°(M)
satisfazendo

n—2 n—2 (n+2)

A — _— (n—2) = M
gU 2(n— 1)Rgu + i(n— I)Cu 0 em
ou n—2 I 0 oM (1.5)
87?7 + 72(71 _ 1)’LL g = em y

16



onde 7 é a normal para fora da fronteira dM com respeito a métrica g.

Se u é solucao para (1.5, entdo u é um ponto critico do funcional Qg : C*°(M) — R definido

como ) )
2 n— 2 n-— 2

[, (sl + gy ")+ gy [ s

Qg(¢) = (n—2) )

()
M

onde dvy e dog sao os elementos de volume com respeito a métrica g em M e OM, respectivamente.

O quociente de Sobolev Q(M) é entao definido por

Q(M) = inf{Qy(¢) : ¢ € C*(M), ¢ # 0}.

E um fato bastante conhecido que Q(M) < Q(S%) e Q(ST) > 0, onde ST é o hemisfério
superior da esfera S™, e se Q(M) < Q(S%), entao existe uma fun¢ao u suave positiva que é ponto de
minimo do funcional Q4. Mais precisamente, existe uma fungao suave positiva u tal que a métrica

4
g = u (=2 g satisfaz
Ry=Cem M e Hy =0 em OM.

Além disso, o sinal da constante C' é o mesmo que o de Q(M).

Para mais detalhes sobre o contetdo desta secao ver [14].

1.6 Fibrados Vetoriais

Nesta secao apresentaremos algumas definigoes e resultados basicos da teoria de fibrados vetoriais
que serao uteis para um melhor entendimento deste trabalho. Para mais detalhes sobre o contetido
desta secao ver [19] e [24].

Sejam M e E variedades diferenciaveis. Considere uma aplicacao sobrejetiva suave m: £ — M,
tal que para cada p € M a fibra 7~ !(p) tem uma estrutura de espaco vetorial de dimensao r. Uma
carta trivializante sobre um aberto U C M ¢é um difeomorfismo que preserva fibras ¢ : 77 1(U) —
U xR", e que é um isomorfismo linear em cada fibra, isto é, paracadaq € U , ¢ : 7 (q) — {¢} xR"
¢ um isomorfismo linear entre espago vetoriais. Uma colegao {(Uy, ¢a)}, com {Uy} sendo uma
cobertura aberta de M, onde cada (U, ¢o) é uma carta trivializante, é chamada de trivializagao
local para E. A variedade E junto com uma aplicacao suave sobrejetiva w : £ — M que possui
uma estrutura de espaco vetorial em cada fibra, é um fibrado vetorial r-dimensional se existe uma
trivializacao local para F. A variedade E é chamada de espaco total do fibrado vetorial e a variedade
M de espago base. Denotaremos um fibrado vetorial sobre uma variedade M como sendo a tripla
(E,7, M), porém, por abuso de notagao, as vezes vamos nos referir a E como sendo um fibrado
vetorial sobre M. Um fibrado vetorial (F,m, M) é chamado de fibrado linha se para todo p € M, a
fibra 7—!(p) é um espaco vetorial de dimensao 1.
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Exemplo 1.8 (Fibrado Produto). A tripla (M x R™ 7, M) onde m : M x R™ — M € a projecao
no primeiro fator, € um fibrado vetorial n-dimensional sobre M. FEste fibrado vetorial ¢ chamado
de fibrado produto ou trivial.

Exemplo 1.9 (Fibrado Normal). Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana e ¥ C M uma sub-
variedade Riemanniana. Para cada p € X, dizemos que um vetor n € T,M € normal a ¥ em p se
g(n,u) =0, para todo u € TyX. O conjunto N,X de todos os vetores n € T, M normais a ¥ em p é
chamado de espaco normal a % em p. Defina o espaco

NS :=JNE={(p,v);pe T eve NI}
peEX

A tripla (NX,m,%) onde m: N¥ — X € a projecdo dada por w(p,v) = p, € um fibrado vetorial
sobre 3 chamado de fibrado normal.

Sejam (E1,m1, M) e (Ea, s, N) fibrados vetoriais, possivelmente de dimensdes distintas. Um
isomorfismo de Ey para FEo é um par de aplicagoes (f, f), f: M — N e f: E; — E5 tais que

1. O diagrama

¢ comutativo, isto é, mpo f = fom.

7

2. f é um isomorfismo linear em cada fibra, isto ¢, para cadap € M , f : 77 (p) — 75 ' (f(p)) é
um isomorfismo linear entre espaco vetoriais.

Um fibrado vetorial r-dimensional (E, 7, M) é dito trivial, se é isomorfo ao fibrado produto
M x R",

Uma sec¢ao de um fibrado vetorial (E, 7, M) é uma aplicagao s : M — E tal que mo s = Idyy.
Dizemos que uma segao é suave se é uma aplicagao diferencidvel de M para E. Denotaremos I'(E)
como sendo o conjunto de todas as segoes suaves de um fibrado vetorial F.

Exemplo 1.10. Considere o fibrado tangente (T M, 7, M) de uma variedade diferencidvel M. Um
campo de vetores X : M — T M nada mais € que uma se¢ao do fibrado tangente TM. O conjunto
de todos os campos de vetores tangentes definido em M ¢é dado por X (M) =T(TM).

Teorema 1.6. Seja (E,m, M) um fibrado linha sobre uma variedade diferencidvel M. Se E é
trivial, entdo E admite uma secdo ndo-nula.

Considere um fibrado vetorial (E,mw, M) sobre uma variedade diferencidvel M e uma aplicacao
diferencidvel f : N — M, onde N é uma variedade diferenciavel. Definimos o pullback de E pela
aplicacao f por

fY(E)={(p,q) € N x E; f(p) = 7(q)}-
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O conjunto f*(E) junto com a aplicagao 7 : f*(E) — N dada pela projegao no primeiro fator,
¢ um fibrado vetorial sobre N. Toda secao s € I'(F) induz uma se¢ao em f*s € I'(f*(E)) chamada
de pullback da secao s pela aplicagao f, e é definida por f*s:=so f.

Uma orientagdo em um fibrado vetorial (E,m, M) consiste de uma orientacao em cada fibra
77 1(p) com a propriedade: para cada p € M existe uma carta trivializante (o, U) com p € U, tal
que ¢ transporta para cada g € U a orientacao dada em 7~ !(g) na orientagio canonica de R™. Outra
maneira de expressar essa condicao seria dizer que a orientagao das fibras de E pode ser definida
por n-uplas ordenadas de secoes locais independentes. Um fibrado vetorial é dito orientédvel, se
possui uma orientacao.

Teorema 1.7. Todo fibrado linha sobre a esfera unitdria S™ € trivial.

Demonstragao. Ver [19], pagina 25. O

1.7 Superficies de 1-lado e de 2-lados

Nesta secao estudaremos dois tipos de superficies, que diferem na maneira que estao situadas em
seu espaco ambiente (as superficies podem estar imersas ou mergulhadas), sao elas as superficies
de 1-lado e as superficies de 2-lados. Para mais detalhes sobre o conteido desta segao ver [23] e
[34].

Seja M uma variedade diferencidvel de dimensao n. Dizemos que uma curva suave fechada
a : [0,1] — M inverte a orientagao se para toda base ortonormal {ei(t), - ,en(t)} de TyuM,
t € [0,1], onde e; : [0,1] — T'M s@o campos continuos unitdrios de vetores tangentes a M ao
longo de a, as bases {e1(0),---,en(0)} e {e1(1),--- ,en(1)} estdo em orientacoes opostas de T, M,
p=a(0) = a(l). Se o contréario acontece, dizemos que « preserva orientagao.

Teorema 1.8. Uma superficie 3 € orientdvel se, e somente se, todo circulo mergulhado em %
preserva orientacao.

Demonstragao. Ver [23], pagina 13, Teorema 1. O

Seja ¥ uma superficies conexa imersa em uma variedade Riemanniana tridimensional M. A
superficie ¥ é dita de 2-lados se o fibrado normal NX é trivial, isto é, se existe um campo normal
unitario continuo N globalmente definido em Y. Caso contrario, dizemos que X é de 1-lado. Vejamos
alguns exemplos.

Exemplo 1.11. A faiza de Mébius F imersa em R3 € uma superficie de 1-lado. Para ilustrar esse
fato, considere uma curva fechada suave o : [0,1) — F como mostra a figura[l.5 Sejav :[0,1] — F
um campo de vetores normais a F' ao longo da curva «. Note que ao movermos v ao longo da
curva o e retornando ao ponto de partida, a normal v tem direcao oposta a direcdo original, isto
é, v(0) = —v(1).
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v(0)

X

Figura 1.3: Faixa de Mobius

Segue do Exemplo que toda superficie imersa em R3 que contém uma faixa de Mobius é
de 1-lado, pois em particular, a curva a deste ultimo exemplo inverte a direcdo da normal. Como
exemplos que ilustram este fato temos, o plano projetivo RP? e a garrafa de Klein K2.

Figura 1.4: Garrafa de Klein

Exemplo 1.12. A esfera unitiria S* C R3 é uma superficie de 2-lados, onde N : S> — NS?
definido por N(p) = p é um campo normal unitdrio continuo globalmente definido em S*. Em
geral, considere a esfera S C M, onde M ¢é uma variedade Riemanniana tridimensional. Desde
que o fibrado normal de S*> é um fibrado linha, seque do Teorema que NS? € trivial. Logo, a
esfera S* imersa em qualquer variedade Riemanniana tridimensional é uma superficie de 2-lados.

Em geral, uma superficie ser de 2-lados nao é equivalente a ela ser orientdvel. Veremos agora
alguns exemplos que ilustram este fato.

Exemplo 1.13. A superficie RP?x {q} C RP2xS!, onde q € S, é ndo-orientdvel. Além disso, esta
é uma superficie de 2-lados, pois o campo de vetores N = (0,Ny), onde Ny é um campo unitdrio

continuo de vetores tangentes a S', é um campo normal unitdrio continuo globalmente definido em
RP? x {q}.

Exemplo 1.14. Sabemos que o plano projetivo RP? é uma superficie nio-orientdvel. Dai, pelo
Teorema temos que existe um circulo S' mergulhado em RP? que inverte orientacdo. Considere
uma parametriza¢io o : [0,1] — RP? deste circulo com a(0) = a(1) = g € S'. De agora em
diante denotaremos a curva o como sendo o circulo que inverte a orienta¢do mergulhado no plano
projetivo. Defina um mergulho do toro T? = S! x St em S' x RP? no qual o circulo S' do sequndo
fator do produto é levado na curva o em RP2. Afirmamos que T? C S! x RP? é uma superficie
de 1-lado. De fato, suponha que isso nao € verdade, isto ¢, que existe um campo normal unitdrio
continuo N globalmente definido em T2. Podemos escrever N = (N1, N32), onde N1 e Ny sdo
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campos unitdrios continuos de vetores tangentes a S' e RP?, respectivamente. Considere os campo
e1 = (V1,0) e ea = (0,V3), onde Vi é um campo continuo unitdrio nao-nulo de vetores tangentes
a S' e Vo é um campo de vetores tangentes a S C RP? dado por Va(p,q) = Va(a(t)) = o/(t),
q = a(t). Supondo que a curva a tem todos seus vetores velocidade de comprimento constante igual
a 1, temos que {e1,ea} € um referencial ortonormal em T? C St x RP2. Podemos completar este
referencial a um referencial ortonormal {e1,e2, N} de St x RP? em pontos de T?. Note que

0= <€1(p7 q)’N(p7 q)> = <‘/1(pa Q)le(pv Q)>a

para todo (p,q) € T? C S' x RP2. Assim, como Vi(p,q), N1(p,q) € T,S' e este tem dimensdo 1,
concluimos que N1 = 0. Isso implica que para todo (p,q) € T?> C S! x RP? temos que N(p,q) €
T,RP?. Fize p € S' e faga N(t) = N(p,a(t)) € T,yRP?, t € [0,1]. Dai o conjunto {c/(t), N(t)}
€ uma base ortonormal de Toé(t)RIP)2 para todo t € [0,1]. Desde que o é uma curva que inverte
orientagdo temos que {a’(0), N(0)} e {a/(1), N(1)} sdo bases em orientacies opostas de TyRP?,
onde ¢ = a(0) = a(1). Dai, como N(0) = N(1) temos que o/(0) = —a/(1). Mas isso é uma
contradicdo, pois como o € suave implica que o/ (0) = o/(1). Portanto o toro T? C S' x RP? ¢ uma
superficie orientdvel de 1-lado.

O teorema a seguir, nos dd uma condigao sobre a variedade ambiente para que orientabilidade
seja equivalente a ser de 2-lados.

Teorema 1.9. Seja X C M uma superficie imersa em uma variedade Riemanniana tridimensional
orientdvel. Entdo, a superficie X € orientdvel se, e somente se, ¢ de 2-lados.

Demonstragcao. Suponha que Y é orientdvel, mas é de 1-lado. Assim, para todo campo normal
unitario v definido em ¥, existe uma curva suave fechada « : [0,1] — X tal que v(«(0)) = —v(a(1)).
Considere {e1(t), e2(t)} uma base ortonormal de T, ;)% para cada t € [0,1], onde ¢; : [0,1] — T'E
sao campos continuos ao longo de . Chamemos v(t) = v(a(t)) e completemos a base {e1(t), e2(t)}
de T,,;)> a uma base ortonormal {e1 (), ea(t), v(t)} de T,y M. Como v(0) = —v(1), entao as bases
{€1(0),e2(0),v(0)} e {e1(1),e2(1), (1)} sao bases em orientagdes oposta de T, M, p = a(0) = a(1).
Mas isso é uma contradicao, pois M é orientavel.

Suponha agora que X é de 2-lados, mas é nao-orientavel. Dai, existe uma curva fechada « :
[0, 1] — X que inverte a orientacdo, ou seja, se {e1(t), e2(t)} é uma base ortonormal de T3, onde
ei : [0,1] — TX sdo campos continuos ao longo de «, entao {e1(0),e2(0)} e {e1(1),ea(1)} sado bases
em orientagoes oposta de Tp, ;). Completemos agora a base {e1(t),ea(t)} de T, ;X a uma base
{ei(t),ea(t), N(t)} de T,,;y M, onde N é um campo normal unitdrio continuo globalmente definido
em ¥ e N(t) := N(a(t)), consequentemente {e1(0),e2(0), N(0)} e {e1(1),e2(1), N(1)} sao bases em
orientagoes opostas de T, M, p = a(0) = «(1). Mas isso é uma contradicao, pois M é orientavel. [

A partir do Teorema concluimos que o toro T? C R3, o catendide S C R3 e o toro de Clifford
T? C S3 sdo superficies de 2-lados. Lembremos que o espaco projetivo n-dimensional é orientavel
se, e somente se, n é par (Ver [§], pagina 36). Com isso, segue do Teorema que o plano projetivo
RP? ¢ RP? é uma superficie de 1-lado.
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1.8 Foérmulas de Variagao

1.8.1 Primeira Formula de Variagao de Area

Sejam (N, g) uma variedade Riemanniana de dimensao n, M uma variedade diferenciavel de di-
mensao m e Fy : M — N uma imersao suave. Considere F': M x (—¢,e) — N uma variacdo suave
qualquer de Fy. Vamos supor que para cada t € (—¢,¢) fixo, a fungao suave F; : M — N definida
por F; = F(.,t) é uma imersao. Denote por M; = F,(M).

Como M x (—¢,¢) é uma variedade diferencidavel de dimensao m + 1 podemos considerar uma
carta local x : U C R™*! — M x (—¢,¢) com coordenadas (z1,--- ,Zm,t). Observe que para todo

p €V =z(U) o conjunto {ail(p), e ,aim(p), aat(p)} é uma base de T,(M x (—¢,¢)). Dai
oF OF OF
= e X(F(V
e By ot S T EWD),
onde oF 0 oF 0
o~ W (m) “or — <8t>
. 7 . al 3F A
para todo i =1,--- ,m. Além disso, {axl (q),--- B (q)} é base de T, M, para todo g € F(V). O

campo X = %—If é chamado de campo variacional da variacdo F' e note que X é um campo definido
em M;, mas nao necessariamente tangente a esta.

Pela propriedade da naturalidade do colchete de Lie temos que

o= [OF OF) |2 9
0z 0xy | dx;’ Oxj |’
pois [8%1-’ %ﬂ} =0, paratodoi,j=1,---,m.
Analogamente, temos
[aij} =0,i=1,---,m.
ox;

Seja g; a métrica riemanniana em M obtida pelo do pullback da métrica g em N por Fy, isto é,
g+ = F}g. Por abuso de notagao chamaremos gyp = g. Considere Vol : C — R o funcional volume
definido por

Vol(M,h) = / dvy,
M
onde C = {(M, h); h é uma métrica Riemanniana em M} e dvy, é o elemento de volume de (M, h)
dado em coordenadas por

d’l)h = det(hij(t))dl‘.

Queremos calcular

dvg, .
t=0

d
Vol(M, gi) = / a4
=0 o dt
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Primeiramente note que
d d _, o 0
%gij(t) = thtg<8:U¢’8xj>
0 0
= X(dF|— Fl=—
(o) e (55)
OF OF
= X({(—,— ).
<a$i’a$j>
Segue que
d — OF OF — OF OF
—q;:(t) = _— — _— 1.
dtgw(t) <VX 8.%1" 8xj> + <VX 8.%]‘7 8:cz> ’ ( 6)

onde V é a conexdo Riemanniana da métrica g em N. Como [%, X } = [%, X ] = 0 e a conexao
7 1

V é simétrica temos que

= = OF
Vor X = an ;
o, ox;
para todo 7,5 = 1,--- ,m. Dai
d - T oF - T oF
—g;i(t) = X)) ,— X ,— ). 1.7
gt <(v ) awj>+<(vg£_ ) axi> (17)
Nos calculos feitos abaixo estaremos utilizando a notagao de Einstein. Observe que
d d
%(dvgt) = 7 det(gi; (t))dx
e (det gy (1))d
= .——laet g;; i
24/det gij(t) dt Jij
detgij(t) < ij d >
= K t)— i t dx
2\/detgij(t) g ( )dtg]( )
O que implica que
v = 5 (6700 % 05(0) ) duy. (18)

Por ([1.7)) obtemos,

d 1/{ .. _ T oF g _ T oF
—_— = — v ;7 _— v —_—
4 va0) 2 (9 (t)<< §£X> ’axj>+g (t)<<v§fj X> ’8xi>) dvg,
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Logo
d .
pn (dvg,) = divg, X.dvg,.

Agora facamos a seguinte decomposicao:
X=XT4+Xxt
onde X' e X' sdio as componentes normal e tangente de X, respectivamente. Assim,

divg, X = divg, X | + divg, X

Note que

j{: <VaF)(L aF>
i,j=1 ax

" i [ OF OF —  OF
_ ij 1L oFN\ oL
B Z o <(9xi <X ’ 83:]-> < vgai ox; >)

3,j=1

TN OF
= —th]< vaFax]>

1,j=1

LIy OF OF OF
_ 17 = - -
N th < vgiax]+3(6xi’8mj>>’

1,j=1

divthL

onde V e B s@o a conexao riemanniana e a segunda forma fundamental de M, respectivamente.

OF OF
= =3t (x40 (3,57

i,j=1

"~ . (OF OF
- _ 1 v - 2=

1,j=1

Segue que

= _<XJ_JHMt>7

onde Hys, é a curvatura média de M;. Logo

d d
S vaM,g) = [ S d
dt -0 o ( 7gt) /M dt -0 Ugt
= / divg X dv,
M

= / dingTdvg—f—/ dingJ‘dvg
M M

= / divg X " dv, — / (X, Hyp)do,.
M M
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Se X tem suporte compacto em M, pelo Teorema da Divergéncia temos que

/ divgX " dv, = / divgX " dv, = / (X n)dvg,
M Supp(X) 9(Supp(X))

onde n é a normal unitaria para fora na fronteira de M. Como X se anula na fronteira de seu
suporte, obtemos

/ divgX "dv, = 0.
M

Portanto,

dt

Vol(M, g¢) :/ (X, Har)dv,. (1.9)

t=0 M

A expressao 1) é chamada Primeira Formula de Variagdo de Area. Note que M é ponto
critico do funcional volume se, e somente se,

- /M<XL,HM>dug =0,

para todo campo X com suporte compacto em M. Logo, M é ponto critico do funcional volume
se, e somente se Hy; = 0.

1.8.2 Segunda Formula de Variacao de Area

Vimos que uma subvariedade M de uma variedade Riemanniana N é minima se é ponto critico do
funcional volume. Porém, ser ponto critico deste funcional nao quer dizer que M minimiza volume
em N. Vamos agora obter condigoes sobre a geometria de M que nos ajude a dizer quando uma
subvariedade minima minimiza volume. Para isso, vamos encontrar a segunda férmula de variacao
de M, que nada mais é do que a segunda derivada do funcional volume.

Para simplificar os cédlculos, a partir de agora denotaremos

2
95 = Lg0) e (1) = (a0

Vimos em (1.8]) que
2% () = 4% (1)l (1),

Vamos calcular

d? d . L d
2 —| d = — L) g¥ (t))d "(0)gY(0) —| d
dt2 -0 vgt dt 0 (g’L]( )g ( )) v!] +gzg (0)9 (O) dt =0 vgt
ij d i 1 o
= 91;(0)g”(0)dvy + g;;(0) 2| 97 (t)dvg + 592]-(0)9 7(0)g41(0)g™ (0)duy
t=0
= (tT(gz'-}(O)) +9i;0) 2| 97(0) + 2[tr(ggj(o))P) dv,.
t=0
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Vamos primeiramente obter uma expressao para % 9" (t). Para isso, observe que

9% () gri(t) = dar-

Assim
(9 ®) utt) + g™ (a0 =

Multiplicando ambos os lados desta tltima igualdade por g7!(t) e somando em I obtemos
d . . . .
(@) )0 = ~a* Ogia(t" ).

Dai

L) = ~g*(gha()7 (1) (110
Por temos que
W0 G| 970 = g0 O 0 0) = -l O
Logo
2 L1 vy = (0r(50) ~ 1900 + Sfer(g @)
dt2 o gt — g g 92 g g-

Note que se X" =0 e Hy; = 0 temos que

divy X = divy X+ = —(X+, Hy) = 0.

Por outro lado por (]1.8)
1
divy X = itr(ggj(O)).

Segue que tr(¢’(0)) = 0. Consequentemente

2

d
2 @ o d’Ugt = (tr(g”(O)) - |g/(0)|2)dvg,

Lema 1.1. Se X =0, entdo temos que

9 (0)]7 = 4(B(.,.), X) P>

26



Demonstracdo. Note que se X T = 0 entdao em ¢t = 0 obtemos

OF\  OF | OF oF
<Vg£X 8x3> Oy <X ’8xj>_< ngb 8x]>

oF oF OF
p— — B [— PR
< Vo <8a: awj>>

Segue que

OF N OF OF
X, —(X—,B — . 1.11
<V§£ 3iﬁj> < ’ (3~’Ifz" G:ch>> (L1)
Por (L1.7)) e (1.11) temos que

oF OF
'(0)=—-2(X,B
9:5(0) < <Bxl O ) >
O que implica que

OF OF OF OF
/ ik gl &
O = ag*e" (.5 (5 50 ) ) (0B (55 ) )

g (O)F = 4(B(.,.), X)[*.

Portanto

Lema 1.2. Se X =0, entdo temos que
tr(g"(0)) = 21(B(.,.), X) [ + 2|V X* + 2tr((R(X, ) X, .)) + 2divp (Vx X),

onde R é o tensor curvatura de (N, g).

Demonstragdo. Inicialmente note que

d oF oF oF
T <Vg£X 8:r]> <VXV6FX 3x]> <V6FX anx]>

Como [gf,X} =0 paratodoi=1,---,m, temos que V[LF X]X = 0. Segue que

L)
oz,

d<vapx,‘9F> _ <vwix,”>+<vwx,vxw> <vap Vi X, 8F>
o, 8«%‘ o, 8zj o, 8«%‘ o, 83:]
vaFvXX,aF> _ <v[ X, 3F>.

OF
9z amj X 9a; 8.C6j

) Bz,

F F
VaFVXX 0 > <V3FX VXa >
oz, 8x]

ox; Ox; X oL 613]

_ <vxvaFX_vaFvXX_v[ ]xaF>
< Ox;j
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O que implica que

a4 <vaFX 8F> =R (X,aF X aF) - <vaFvXX,aF> - <vaFX,ngF>. (1.12)
J

dt ox; | Oxj dx;’ "~ Ox; oz; 0z a; xj
Por ([1.7]) temos que
d OF d = OF
700) = — Vor X, — Vor X,— ).
9:;(0) dt t0< e 81'3 * dt|,_o aan;- 0x;

Segue de ([1.12) e da simetria do tensor curvatura que

— OF OF oOF = —= OF

1" _
gij(O) = R<X7a$i,X,axj> <V8FVXX 8x]>+<vg£X’VX8xj>
+ R(X,aF,X,aF> <VaFVXX 8F>+<V3FX,VX8F>
8$j 8% 8% z; 8561

Disto obtemos

P F F
Tr(g"(0)) = 299 R (X oF 9 ) + 297 <Vap VX, 3> + 24 <vaF X,V or X> (1.13)

ox; Ox; dx; 0z oz,

-
Vamos encontrar agora uma expressao para <V or X > . Para isso escreva
oz,

T m
oF
(V gfi X> = ;1 a;l 785“ .

T m
— oF
< <ngi ) " Oz, > — Gadik

O que implica que

oz; | Oxy,
Logo .
(Tirx) = (T 52) b
Dai




Segue de (1.11)) que
T T
= = OF OF OF OF
X X =" {X, B+, — X,B(+—,=— ).
<<Vg£_ ) ’<Vg;; ) > I < ’ <3xi’axk>>< ’ <3=’Ej’3x1>>

Observe que,

<v@FX,van> _ <<vaFX
oz, 390]- x;

Substituindo a expressao acima em ([1.13]) obtemos,

- oF OF y OF OF OF OF
" = 2R X, —— X, —— 200 gF { X B —— = X B —, ==

Y OF e L/ L
+ 2gY VaFVXX,> 2g”<<VapX> ,<V8FX> >
oz, Ox; o, ox;

= 2(B(.,.), X)|? + 2|VEX|® + 2tr((R(X, )X, .)) + 2divp (Vx X).

Segue dos Lemas [I.] e [I.2] que

d2

5| (deg) = (Z1B(., X)P + (VX = tr((R(X, ). X)) + divar (Vx X))o

t=0

O que implica que
2

dt?

. Vol(M,g;) = /M(—|<B(., D, X0+ [VEXP? — tr((R(X, )., X)) + divar (Vx X)) dv,.

Fagamos a seguinte decomposicgao,

VXX = (VXX)T + (va)J'.
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Dai
divMﬁxX = divM(ﬁXX)T + divM(ﬁxX)L.

Observe agora que

di’UM(ﬁxX)J' = gij <V8F (va)J' 8F>

Ox; ’ 8xj

Além disso, como o campo variacional X tem suporte compacto, pelo Teorema da Divergéncia
temos que

/ divyr(Vx X) Tdv, = / divy (Vx X) T dv,
M Supp(X)

- / <<vXX)T777>dUga
O(Supp(X))

onde 7 é a normal unitaria para fora na fronteira de M. Como a conexao riemanniana V é tensorial
na primeira varidvel e X se anula na fronteira de seu suporte, concluimos que

/ divyy(VxX)TdM = 0.
M

Segue que
/ divM(va)dM =0.
M
Logo
d? _
-3 VOZ(M,gt):/M(—y<X,B(.,.)>12—tr((R(X,.).,X))+\VLXP)dvg. (1.14)
t=0

A expressao 1) é chamada Segunda Formula de Varia¢ao de Area.

1.8.3 Subvariedades Estaveis

Definigao 1.12. Seja X" uma subvariedade imersa em uma variedade Riemanniana (M"™* h).
Defina o operador L : T(NX) — T'(NX) como

L(V) = ATV 4 tr[R(V,.).] + A(V),
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onde para um referencial local ortonormal E1,--- | E, de vetores em X, o operador A € dado por

A(V) = ) (B(Ei, E;),V)B(E;, Ej),
ij=1

e A+ € o Laplaciano no fibrado normal definido por

N _
AtV = Z VEVEV Z(V(vgiE,.)TV)-

=1

O operador L € chamado de operador de estabilidade ou operador de Jacobi.

Observe que usando o Teorema da Divergéncia obtemos

2

dt?

. Vol(3,g¢) = —/E<L(X),X>dag,

para toda variagdo com suporte compacto.
Definicdo 1.13. Dizemos que uma subvariedade minima X" C M"F ¢ estdvel se

d2

di2 VOZ(Eagt) 2 07

t=0

para todo variacdo com suporte compacto. Caso contrdrio, dizemos que X € instdvel.

Note que por definicao X é estavel se, e somente se

- [ {20, 200, 2 0
P
para todo secao X € I'(INX) com suporte compacto.

Em alguns casos de subvariedades imersas, o operador de estabilidade pode ser escrito de forma
mais simples. Descreveremos a seguir, dois deste casos que serao utilizados ao longo deste trabalho.

Caso 1. Considere ¥" uma subvariedade minima imersa em M"*! de dois lados, isto é, ¥
possui um campo normal unitdrio continuo N globalmente definido. Assim, podemos escrever
qualquer se¢do X do fibrado normal NY como X = fN, onde f € C®(X).

Tome eq, - - - , e, um referencial local ortonormal em torno de um ponto p € ¥ e observe que

Ve, X =V (fN) = fVe,N + e;(f)N.

Isso implica que

Segue que

VX2 = i@x, Vo X) =3 (elf)?

i=1 i=1



Logo,

VX]? = |V f. (1.15)
Temos ainda que
t?"((R(X, )>X>) = ZR(X, €, ei>X) = f2 ZE(N, €, €4, N)
i=1 i=1
Segue que
tr((R(X,.), X)) = f2)_R(e;, N,N,e;) = f’Ric(N, N). (1.16)
i=1
Além disso,
(X, B(., )>’2 = Z ((X, B(es, ej)>)2 = f2 Z ((NV, B(e, ej)>)2‘
i,j=1 t.j=1
O que implica que
(X, B, NP = 12D (VeN,ej)® = 2B (1.17)
ij=1

Assim, por (|1.15)), (1.16)) e (1.17) podemos reescrever a segunda férmula de variagdo para uma
hipersuperficie minima de dois lados da seguinte forma

2

g, Vel = [(sfP — (BE + Rie(N. N) oy,

Além disso, o operador de estabilidade L : C§°(X) — C§°(X) é dado por

L(f) = Acf + (|B* + Ric(N, N)) f.

Assim, uma hipersuperficie ¥ C M é estével se, e somente se

- [ 1L(7de, 20,
b
para toda funcao f € C§°(%).
Uma outra condigdo necessaria e suficiente para que uma hipersuperficie minima de 2-lados

3. C M seja estavel é que o primeiro autovalor de Dirichlet de seu operador de estabilidade seja
nao-negativo, isto é,

= int { [[(19,07 = (Riet¥,N) + [BR) ) dogs [ oy =1} 20
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Exemplo 1.15. Considere o mergulho S* C S? do Exemplo . Desde que S? € uma uma superficie
minima e totalmente geodésica mergulhada em S® temos que o operador de estabilidade de S é dado
por

L(f) = Ag2f +2f,
onde f € C®(S?), pois S* é uma variedade Eistein com Rz’ch3 = 2¢gg3. Note que para a funcgdo
constante f =1 temos que

— | fL(f)dog, = —/ L(1)dog, = —8r < 0.
S2 S2

Logo a esfera S* C S? ¢ instdvel.

Caso 2. Vamos agora considerar o caso em que Y é uma superficie compacta nao-orientavel de
um lado imersa em uma variedade Riemanniana tridimensional (M, g) e com 7 : S — ¥ como seu
recobrimento duplo orientavel. Seja ¢ : ¥ — M uma imersao minima, entao ¢~> =pom:SE > Mé
uma imersao minima de S em M. Assim, podemos ver S? como uma subvariedade imersa de M.
Vamos considerar o fibrado normal (NS?,7,S?) de S2, onde 7 : NS? — S? é a projecio no primeiro
fator. Observe que para cada x € S?, a fibra

ﬁil(x) = {(.T,U);U € (T¢($)E)J‘},

é isomorfa a (T¢(x)E)J-, que por sua vez, é isomorfo a R. Segue que NS? é um fibrado linha em S2.
Desde que todo fibrado linha em S? é trivial, temos que o fibrado normal NS? é trivial, isto é, S?
tem dois lados.

Considere agora, o fibrado vetorial (7*(NX), 7, S?) em S? obtido pelo pullback do fibrado normal
NY pela aplicacio 7. Analogamente, mostramos que 7*(NY) é um fibrado linha em S?, consequen-
temente, 7*(INX) é trivial. Assim, existe uma segdo nao-nula v € I'(7*(NX)) tal que |v(z)| =1
para todo = € S?. Note que para cada x € S? temos que v(x) € (Tﬂ(x)Z)l, ou seja, v(z) é normal
a ¥ no ponto m(z). Assim, como ¥ tem um lado temos que v(7(x)) = —v(x) para todo = € S?,
onde 7 é a involucdo relativa ao recobrimento S?, isto é, 7 : S* — S? é um difeomorfismo tal que
o1 = 7. Temos que o fibrado normal NS? é isomorfo ao fibrado 7*(NNY). Assim, dada uma secio
n € T(NY) existe uma secao 7 € I'(INS?) obtida pelo pullback da secdo 1 por 7, isto é, 77 = n o 7.
Como o fibrado NS? é trivial, podemos escrever 77 = fv, onde f : S? — R é uma aplicacio suave.
Observe que 7(7(z)) = 7(x), consequentemente a aplicacao f satisfaz f(7(x)) = f(x). Assim,
podemos fazer a seguinte identificagao

I(NY) = {f € C®(S?*); for = f}.

Sejam L e L os operadores de estabilidade de ¥ e S2, respectivamente. Desde que S? é o
recobrimento duplo orientavel de X temos que

1 ~
- [(endo, = =3 [ fL()dowe,
¥ S2
onde, neste caso, o operador L pode ser reescrito como

L(n) = Aty + (Ric(v, v)+ ]B\Z)n.
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Dai, X é estavel se, e somente se,
) fL(f)dUﬂ*g >0,
S

para toda fungdo f € C*°(S?) satisfazendo for = f.
Para mais detalhe sobre o que foi descrito neste tltimo caso ver [33].

Teorema 1.10. Se X"~ ! ¢ uma hipersuperficies imersa em (M",g), entdo
2Ric,(v,v) + Ry + | B> = R, + |Hx|?,

onde Hy, ¢ a curvatura média de 3 e v é um vetor unitdrio normal a X em um ponto p € 3.

Demonstragdo. Considere p € ¥ e {e1,---,e,—1} uma base ortonormal de 7,3. Completemos esta
base a uma base ortonormal {eq,--- ,e,} de T,M, onde e, = v é um vetor unitdrio ortogonal a
T,%. Segue do Teorema de Gauss que

Rijji = Rijji — BiiBjj + BijBij, (1.18)

onde R e R sao os tensores curvatura de X e M, respectivamente. Lembremos que a curvatura
escalar de ¥ em relagao a métrica g é dada por

n—1 n—1
Ry= > g"Rij= Y Rijji.

ij=1 ij=1
Note que
n n—1
2Rnn = E Rznm + R = Rinni + Rnn
=1 i=1
Por outro lado,
n—1 n n—1ln—1
g Rzaaz Rl_]jl = g Rznm-
i=1 a=1 i=1 j=1
Assim,
n—1 n n—1
2Rnn = g g Rzaaz - g lejl + Rnn
i=1 a=1 i,7=1
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Segue da equagao (|1.18)) que,

n—1 n—1

i=1 i,j=1

n—1 n—1 n—1 n—1
= Zﬁilli +-F Zﬁmm - Z Rijji + Z B;iBjj — Z B;i;jBij +
i=1

i=1 ij=1 ij=1 ij=1
n n n
_ _ 5 9 _
- E Raa - g Rnaan - Rg + ’HE‘ - |B| + E Rnaan
a=1 a=1 a=1

= Ry— Ry +|Hs - |BJ*.

Consequentemente, o _
2Ricy(v,v) + Ry + |B]* = Ry + | Hx|*.

0Ron = » (Riari+ -+ Rinni) — Y (Rijji — BiiBjj + BijBij) + Run

n
E Ranna
a=1

O

Teorema 1.11. Se ¥ é uma superficie minima estdvel fechada de 2-lados imersa em uma 3-
variedade Riemanniana (M,g) com curvatura escalar positiva, entao ou ¥ € homeomorfa a esfera

S? ou ¥ € homeomorfa ao plano projetivo RP?.

Demonstracao. Desde que X é de 2-lados, podemos escrever o operador de estabilidade de ¥ da

seguinte forma

L(f) = Asf + (|IB]* + Ric(N,N)) f,

onde N é um campo normal unitario globalmente definido em Y. Desde que ¥ é estavel temos que

[ UBF + Fic(v, V) 2o, < [ [91Pdoy,
b >

para toda funcao f € C®(X).

Em particular, se f =1 temos

/(;3\2 + Rice(N, N))do, < 0.
p)
Pelo Teorema temos que

2

_ 1 _
/(|B\2 4 Rie(N, N))do, = / (1B — 2K + R,)do,.
by by

Segue de (1.19) que
/(|B|2+Rg)dag < / Ksdo,
b b
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Desde que Eg > 0, pelo Teorema de Gauss-Bonnet temos

0< /(\B[Q L R,)do, < 27x(%).
by

Assim, temos que a caracteristica de Euler de X é positiva. Segue do teorema de classificacao
de superficies que ou ¥ é homeomorfa a esfera S? ou ¥ é homeomorfa ao plano projetivo RP2. [

Exemplo 1.16. Como a curvatura escalar da esfera S® é positiva, pelo Teorema concluimos
que o toro de Clifford T? imerso em S® ¢ instdvel.

Seja f : ¥ — M uma imersao suave minima de uma superficie compacta de dois lados ¥ em
uma variedade tridimensional M. Considere ¢ : (—¢,e) x ¥ — M uma variagao suave de f. Denote
por ¥y = {¢(t,z);x € X} as superficies da variagdo ¢, N(t) um campo normal unitdrio continuo
globalmente definido em ¥; e H(t) a curvatura média de ¥; com respeito a N (t).

Teorema 1.12. Seja p(t) = p(t,z) = <%f(t,x), N(t)>. Entao

d

SH(D) = L, (1),

onde Ly, € o operador de estabilidade de 3.
Demonstragao. Ver [20], Teorema 3.2. O

Para mais detalhes sobre o conteido desta secao ver [12].

1.9 Existéncia de Superficies Minimizando Area em Classes de
Isotopia

Seja (M3, g) uma variedade Riemanniana compacta tridimensional e ¥ C M uma superficies com-
pacta mergulhada.

Dizemos que uma superficie compacta 3 mergulhada em M ¢é homotdpica a ¥ se existe uma
aplicagao suave ¢ : [0,1] x M — M tal que ¢(1,%) = X e ¢(0,.) = Idpy. Se além disso, para todo
t € [0,1] fixo, a aplicagao ¢y = ¢(t,.) : ¥ — M for um mergulho dizemos que ¥ é isotdpica a X.

A classe de isotopia de X, denotada por Z(X), é definida como
Z(%) = {X: ¥ é isotépica a X}

Definigcao 1.14. Uma superficie compacta de 2-lados mergulhada em uma variedade Riemanniana
tridimensional (M, g) é localmente de menor drea desde que em alguma vizinhang¢a normal V- de X
em M, ||y < |¥'|4 para toda superficie ¥/ isotdpica a X em V', onde | . |4 denota o funcional drea
em relacao a métrica g. Se a desigualdade € estrita para ¥/ # ¥, dizemos que X € estritamente
localmente de menor drea.
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Uma variedade tridimensional M é dita irredutivel se toda esfera bidimensional mergulhada em
M limita uma bola tridimensional mergulhada em M, e é dita RP?-irredutivel se é irredutivel e
nao contém um plano projetivo de 2-lados mergulhado. Pode-se mostrar que se o recobrimento
universal de uma variedade tridimensional M é irredutivel entao M é irredutivel. Uma esfera
bidimensional mergulhada em uma variedade tridimensional é incompressivel em M se nao limita
uma bola tridimensional mergulhada em M. Uma superficie mergulhada > C M diferente de
uma esfera bidimensional é dita incompressivel em M se sempre que D for um disco bidimensional
mergulhado em M tal que D N'Y = 9D, entdo @D limita um disco bidimensional mergulhado
em Y. Pode-se mostrar que uma superficie mergulhada de 2-lados diferente de uma 2-esfera é
incompressivel se, e somente se, a aplicacao induzida pela inclusao sobre os grupos fundamentais é
injetiva.

O teorema a seguir nos da condigoes sobre a variedade M e a superficie mergulhada > C M,
que garantem a existéncia de uma superficie mergulhada que minimiza area na classe de isotopia

de Y.

Teorema 1.13 (J. Hass, P. Scott). Seja (M, g) uma variedade Riemanniana fechada trdimensi-
onal RP?-irredutivel e que ndo contém wma superficie compacta de 1-lado mergulhada. Se ¥ ¢é
uma superficie fechada de 2-lados incompressivel mergulhada em M, entdo existe uma superficie
mergulhada ¥ € Z(X) tal que

Y|y = inf [¥],.

ly = inf 2,

Demonstragao. Ver Teorema 5.1 em [17]. O

O teorema acima ¢é verdadeiro quando M # (). Neste caso devemos assumir que a curvatura
média na fronteira de M com respeito a normal para fora de M é sempre nao-negativa (Ver secao
6 em [17]).

Para mais detalhes sobre o contetido desta sec¢ao ver [I7] (ver também [26]).

1.10 Espacos de Recobrimento

Nesta secao citaremos algumas defini¢oes e resultados da topologia algébrica, mais especificamente,
da teoria de espacos de recobrimento, que serao uteis para melhor entendimento deste trabalho. O
material desta segao pode ser encontrado em [10], [18] e [21].

Seja X um espaco topoldgico. Um recobrimento para X é um espacgo topoldgico X junto com
uma aplicagao continua sobrejetiva 7 : X — X, tal que para todo z € X, existe uma vizinhanca U
de x em X, tal que a imagem inversa

= (U) =V

i€l

é a unido disjunta de abertos em X, onde 7 restrita a cada um desses abertos V; ¢ um homeomorfismo
sobre U. A aplicagdo 7 é chamada de aplicacao de recobrimento, o conjunto X é chamado de espago
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base, X de espaco total e os abertos V; de folhas do recobrimento. Se X for simplesmente conexo
dizemos que este é o recobrimento universal de X.

Todo espaco topoldgico conexo por caminhos possui um recobrimento universal, além disso, este
é Unico a menos de homeomorfismos.

Exemplo 1.17. A esfera S™ € o recobrimento universal do espaco projetivo n-dimensional RP"™,
o espaco euclidiano R™ € o recobrimento universal do toro T" e a reta real R € o recobrimento
universal do circulo S'.

Observagao 1.1. Se estivermos trabalhando com uma variedade diferencidvel que, em particular, é
um espago topoldgico, o seu recobrimento também serd uma variedade diferencidvel e sua aplicagdo
de recobrimento serd um difeomorfismo restrita as folhas.

Pode-se mostrar que se 7 : X — X é uma aplicacao de recobrimento e X é compacto, entdo X é
compacto e é coberto por um nimero finito de folhas. Neste caso, dizemos que X é o recobrimento
de X por n— folhas e temos que

X(X) = nx(X),

onde x(X) e x(X) denota a caracteristica de Euler de X e X, respectivamente.

Teorema 1.14. Sejam (M, g) e (N,h) variedades Riemannianas e f : M — N uma isometria
local. Se M € completa, entao f € uma aplicacdo de recobrimento e N € completa.

Se 7 : X — X é uma aplicacdo de recobrimento e v :Y — X é uma aplicacao continua entre
0s espacos topoldgicos Y e X, um levantamento de ¢ é uma aplicagao continua ¢ : ¥ — X tal que

mTOoQ = .

>

Y
-
3

>

Y —
©
Teorema 1.15. Seja 7 : X = X uma aplicacao de recobrimento. Supgnha que Y é um espaco
topologico conexo, ¢ 1 Y — X wma aplicagdo continua e ¢1,p2 1 Y — X levantamentos de ¢ tal
que P1(x) = @o(x) para algum x € Y. Entao @1 € identicamente igual a @s.

Proposigao 1.6. Seja 7 : X = X uma aplicagdo de recobrimento. Se «:[0,1] — X € uma curva
em X tal que a(0) = z, * € X. Entdo para cada T pertencente a fibra 71 ({z}), existe um <inico
levantamento & : [0,1] — X de « tal que &(0) = Z.

Suponha que 7 : X — X é uma aplicacdo de recobrimento. Uma transformacao deck do
recobrimento X é um homeomorfismo F : X — X tal que m o F = m. Denotaremos por G()Z' )
o conjunto de todas as transformacdes deck do recobrimento X, este forma um grupo com a
operagao de composicao. Pela propriedade de unicidade de um levantamento (Teorema, uma
transformacao deck fica unicamente determinada se soubermos seu valor em um ponto de X.

Suponha que 7 : X — X é uma aplicacdo de recobrimento e z € X. Existe uma acdo do
grupo fundamental 71 (X, z) sobre a fibra 7=1(x). Seguiremos descrevendo esta acio. Considere
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[a] € m1(X, x), temos que para cada & € 7~ (z) existe um tnico levantamento & : [0,1] — X de «
tal que &(0) = . Definimos a agdo da classe de homotopia [a] em & por

[0].7 = a(1).

Observe que esta definicao nao depende da escolha feita, a saber, se ao invés de a usdssemos
uma curva homotépica, o resultado desta acdo seria o mesmo. Sabemos que existe uma tnica
transformacio deck ¢o : X — X tal que pq(Z) = [a].Z. Isso nos induz a definir uma aplicacio
[a] = o do grupo m (X, z) em G(X). Pode-se mostrar que se X é o recobrimento universal de X,
entao a aplicagao [a] — ¢, é um isomorfismo (Ver [2I], capitulo 12).

Teorema 1.16. Se X ¢ o recobrimento universal de M, entio X /G(X) é homeomorfo a X.

1.11 Principios do Maximo

Nesta se¢ao enunciaremos os principios do maximo que utilizaremos neste trabalho.
Seja 2 C R™ um conjunto aberto e conexo. Considere um operador linear diferencial A em

de segunda ordem da seguinte forma.

n

- 0 0
i,7=1 i

Suponha que a matriz a;j(z) é simétrica para todo z € 2 e A é um operador uniformemente
eliptico, isto é, existe uma constante A > 0 tal que

n
Z ainin; > An|% Vo € Q,¥n € R™
i,j=1
Além disso, vamos supor também que existe uma contante C' > 0 tal que
|aij ()], |b; ()], |e(z)| < C,Vz € Q.

Teorema 1.17 (Principio do Maximo de Hopf). Seja Q@ C R™ um conjunto aberto conexo e A um
operador diferencial linear em Q0 de sequnda ordem tal que c(z) < 0. Suponha u € C?(2) N C°(Q)
satisfazendo A(u) > 0. Se u atinge seu mdzimo M > 0 em €2, entdo u é constante igual a M em
Q. Caso contrdrio, se u(xg) = M em xy € 0Q e M > 0, entao a derivada normal para fora, se esta

U
existe, satisfaz 8—@0) > 0, desde que xg pertenca a fronteira de uma bola contida em Q. Além
v

disso, se c¢(x) =0, as mesmas conclusées sao vdlidas para um mdzimo M < 0.
Demonstragao. Ver [30)], pagina 44. O

Daremos a seguir uma versao do Principio do Maximo Forte para variedade Riemannianas.
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Teorema 1.18 (Principio do Méximo Forte I). Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana conezxa,
h uma funcdo suave nao negativa e u € C%(M) satisfazendo

(=Ag+ h)u > 0.

Se u atinge seu minimo m < 0, entdo u € constante sobre M.
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Capitulo 2

Superficies Hiperbdlicas

Nesta segao vamos expor os resultados obtidos em [28]. O principal objetivo de demonstrar o
seguinte teorema:

Teorema 2.1. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana tridimensional com curvatura escalar Ry >
—2. Se ¥ C M € uma superficie fechada orientdvel de 2-lados mergulhada de género g(X) > 2 que
€ localmente de menor drea, entdo

Xlg = 4m(g(%) — 1) = =2mx (%), (2.1)

onde |X|, € a drea de ¥ com respeito a métrica induzida. Além disso, se vale a igualdade, entdo 3
tem uma vizinhanca isométrica ao cilindro ((—e,e) x X, dt?> + gs), onde € > 0 e g5 é a métrica em
3 que possui curvatura Gaussiana constante igual a —1. Mais precisamente, a isometria é dada
por f(t,z) = exp,(tN(x)), (t,z) € (—e,e) x X, onde N é um campo normal unitdrio continuo
globalmente definido em X.

Iniciaremos a demonstracao do Teorema provando a desigualdade . Segue do fato de X
minimizar area localmente que ¥ é uma superficie minima estdvel. Com isso, a desigualdade ([2.1))
segue essencialmente da Segunda Férmula de Variacao de Area e do Teorema de Gauss-Bonnet.
Para caracterizar as superficies satisfazendo a igualdade em , usaremos o Teorema da Funcao
Implicita para construir uma familia a 1-parametro de superficies mergulhadas todas homeomorfas
a Y e com curvatura média constante. Em seguida usaremos o Principio do Maximo de Hopf e a
solucao do Problema de Yamabe para variedades com fronteira para mostrar que essas superficies
tem todas a mesma area que X, em particular, que todas elas sdo superficies minimas em M.
Por fim, construiremos uma isometria local entre o cilindro ((—¢,g) x ,dt? + gs) e a variedade
Riemanniana (M, g), para algum nimero real e positivo.
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2.1 Prova da Desigualdade

Seja N um campo normal unitario continuo globalmente definido em ¥. Como ¥ minimiza area

localmente, estao 3 é uma superficie minima estavel. Segue da condigcao de estabilidade que

/ (Rie(N,N) + |BP)¢*do < / V,6Pdo, Vo € C(3),
> >

onde B e do denotam a segunda forma fundamental e o elemento de drea de 3., respectivamente.

Em particular, escolhendo ¢ = 1, obtemos

/(Ric(N, N) + |B2)do < 0.
b

Agora, do Teorema temos
. 1 Lo
Ric(N,N) = iRg — Ky — §|B\ ,

onde Ky denota a curvatura Gaussiana de X.

Somando |B|? em ambos os lados da igualdade (2.3) obtemos

1 1
Ric(N,N) + |B|? = 58— K + in|2.

Dai, por ([2.2)
1 1
/ (Rg — Ky + yB|2> do < 0.
s\ 2 2

O que implica que
1
/(Rg+|B\2)da§/Kgda.
2 Js 2

Como R, > —2 e |BJ? > 0, temos

—/daﬁ/Kgda.
b)) P

—%ly < 2mx(%),

Pelo Teorema de Gauss-Bonnet

onde x(X) denota a caracteristica de Euler de ¥. Como
X(3) =2 —29(%),

onde g(X) é o género de X, entao
Xy = 4m(g(X) = 1).

42

(2.2)

(2.3)



2.2 Caso Igualdade

Proposigao 2.1. Se ¥ satisfaz a igualdade em (2.1]), entdo ¥ € totalmente geodésica. Além disso,
Ric(N,N) =0 e Ry = —2 em ¥ e a curvatura Gaussiana da métrica gs, € igual a —1.

Demonstragao. Pelo Teorema [I.10] temos que

1 1
Ric(N,N) + |B|? = 31y = Kn + §|B|2.

Como R, > —2 temos que

1
Ric(N,N) + |B|* > -1 — Ky + §|B\2.

O que implica que

v

/(Ric(N, N) +|B}*)do
%

1
—/da—/Kgda+/ |B|*do
) s 2 /s
—/da—/Kgda.
P )

Pelo Teorema de Gauss-Bonnet e pela igualdade em ([2.1]) temos que

v

/(Rz'c(N, N) + |B2)do > 0.
>

Por outro lado, pela condicao de estabilidade,

/(Rz’c(N, N) + |B2)do < 0.
b

Segue que
/ (Ric(N, N) + |B[2)do = 0 (2.4)
by

Considere o operador de estabilidade L(¢) = Ax¢+(|B|?+Ric(N, N))¢. Seu primeiro autovalor
é dado por

A1 = inf {/(yvgw — (Ric(N, N) + |B|?)$*)do; / p>do = 1}.
X %

Desde que ¥ é estavel temos que A\; > 0. Note que a fungao constante ¢ = \/lil é tal que

=lg
/ ©?do=1¢e / IV 0|%do = 0.
b )
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Além disso, por ([2.4)

1

(V0P = (RicV. ) + B =~
> =,

/ (Ric(N,N) + |B?)do = 0.
b

Segue que A\; = 0. Assim, L(p) = 0, o que implica que Ric(N, N) + |B|?> = 0 em pontos de X.
Como R, > —2, pelo Teoremammmos que |B|? < 2+ 2Ky, daf, pelo Teorema de Gauss-Bonnet
obtemos que

[ 1B do, < 215, + dmx(®).

Desde que é valida a igualdade em ({2.1]) concluimos que

/E |B|*doy = 0.

Segue que B = 0. Consequentemente, ¥ é totalmente geodésica e Ric(N,N) = 0 em pontos
de . Com isso, pelo Teorema temos que Ky = %Rg > —1, o que implica que Ky +1 > 0.
Pela igualdade em 1} e 0o Teorema de Gauss-Bonnet temos que fE<K§; + 1)do = 0. Portanto,
Ky =—1emX. O

Proposigao 2.2. Se ¥ satisfaz a igualdade em , entdo existe € > 0 e uma familia suave
¥y C M, comt e (—¢,¢e), de superficies compactas merqulhadas satisfazendo:
o ¥ = {exp,(w(t,z)N(z)) : x € £}, onde w : (—¢,e) Xx ¥ — R € uma fungdo suave tal que
ow
w(0,2) =0, —(0,z) =1 e [ (w(t,.)—t)do =0.
ot 5

e X, tem curvatura média constante para todo t € (—¢,¢).

Demonstragcao. Da Proposicao temos que o operador de estabilidade de X é Ly = Ay. Fixe
a € (0,1) e considere os espagos X = {u € C**(3); [pudo =0} e Y = {u € C**(3); [y udo = 0}.
Note que X e Y sdo fechados em C>%(X) e C%(X), respectivamente, logo sio espacos de Banach.
Para cada funcgao u : ¥ — R, defina ¢,, : ¥ — M por

pu(x) = exps(u(z)N (2)),

onde N é um campo normal unitédrio definido ao longo de ¥.. Chame ¥, = ¢,(X). Escolha ,6 > 0,
tais que @yt com u € B(0,0) = {v € X;|[[v]|c2arm) < 0} et € (—¢,¢) seja um difeomorfismo.
Com essa escolha, ¥, é uma superficie compacta mergulhada de classe C?®. Denote por Hy, ¢ a
curvatura média de X, 44.

Defina F' : (—¢,e) x B(0,§) = Y por
1
F(t,u) = Hu+t - / Hu+td0'.
=l s
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Note que F' estd bem definida, pois

by
/ F(t,U)dO' = / Hu+td0 - |g/ Hu+td0' = 0.
2 P |E‘g 2

Note ainda que F'(0,0) = 0, pois Hp é a curvatura média de ¥ que é mimima. Tome v € X e
veja que

dF
ds
d
ds

DF0)(0,v) =

(0, sv)
s=0

1 d
H _/ a4
s=0 sv |E|g » dS

Pelo Teorema [1.12] e pelo Teorema da Divergéncia, temos

H,,do.

1

DFon(0) = Ln() - /E Ls(v)do

1
g AEU—/AEUdJ
DAPRS
= AE’U.

Afirmacgao 2.1. O operador Ay, : X — Y € um isomorfismo.

Injetividade: Sejam f, f € X e suponha que Axf = Axf. faca h = f — f e note que como
Y. é compacta, existe m € R tal que m < h(x) para todo = € X. Como fz hdog = 0 temos que
m|X|, < 0. Segue que h atinge minimos m < 0, pelo Principio do Méximo Forte h é constante.
Como fz hdogy = 0 concluimos que h = 0 e portanto f = f.

Sobrejetividade: Considere f € Y. Assim, existe u € H'(X) solugdo fraca de Au = f com
Jsudog = 0. Como f eY C CY(x), segue do Teorema de Regularidade Eliptica Global que
u€ X C O (%).

Pela Afirmacao temo que DFgq) € isomorfismo de X em Y. Como F(0,0) = 0, pelo
Teorema da Fungao Implicita, existe €1 < € e uma fungao u : (—e1,e1) — B(0,0) tal que

w(0) = u(0,.) =0 e F(t,u(t,.)) =0, Vt € (—e1,21).

Defina w(t,.) = u(t,.) +t, onde t € (—e1,¢1). Note que como F'(¢,u(t,.)) = 0, a superficie 3; =
Puw(t,)(X) tem curvatura média constante para todo t € (—¢1,¢€1). Além disso, w(0,r) = u(0,x) =0
e como u(t,.) € B(0,0) temos

[ wtte = o = [ ute. a0 0.
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Defina ¢ : (—e1,e1) x ¥ — M por

o(t,x) = expy(w(t,x)N(x)). (2.5)
Como w(0,z) = 0, entao
0¢ _ Ow
a((),gg) = E(O,m)N(a}), Vo e X. (2.6)

Agora observe que como F(t,u(t,.)) = 0 para todo ¢t € (—e1,¢€1), temos

1
Hw(t,.) — m /Z Hw(t")d(f =0.

1 0
P
t=0 v sl s ot

Pelo Teorema [[L12] temos

As @f(o, .)> _ ’Zﬂg/EAg <%:(0’ .)> do =0,

O que implica que

9
ot

Hw(t7.)d0' = O
t=0

Assim

O que implica que

I
S

: %7“:(0, )As, (%f(o, .)> do

Por outro lado, pela Primeira Identidade de Green

: %’(o, )As; @f(o, .)) do = /E

Segue que

e entao

0
Logo —w((), .) é constante. Agora, como [y (w(t,.) —t)do = 0, temos

ot
[ (20 -1) a0
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O que implica que

ow
—(t,.)do = |X],.
. ot ( ) ) o ‘ |9
w i ow
Como E(O, .) é constante, obtemos que E(O’ ) =1 O

Vamos considerar a fungao ¢ : (—e1,£1)x% — M definida em ((2.5) por ¢(t, z) = exp,(w(t, z)N(z)).

A familia ¥; = ¢(3) dada pela Proposigao tem curvatura média constante para todo t €
(—e1,€1). Seja H(t) a curvatura média de 3, e considere H(t) = —H (t) V¢, onde N; é um campo
normal globalmente definido em ¥;. Defina para cada t € (—¢1,¢1) a fungao p; : ¥ — R por

) = (Mifo), G t2) ) (2.7

Pela Proposicao temos que %—1:(0, .) = 1, assim, por 1) obtemos que %(0,9&) = N(x),
consequentemente, po(x) =1, Vo € X. Pela continuidade de p; podemos encontrar um nimero real
positivo g2 < €1 tal que pi(z) > 0, Vo € ¥ e Vt € (—e2,€2).

Proposigao 2.3. Existe 0 < e3 < €1, tal que H(t) <0, para todo t € [0,e3).

Demonstragao. Suponha por contradi¢ao que existe () sequéncia de nimeros reias positivos com
lim e, = 0, tal que, H(eg) > 0 para todo k € N. Considere (Vj,gx), onde Vi = [0,ex] X ¥ e gg

k——+o0
métrica em Vj, obtida a partir do pullback de g por ¢ = qb’vk . Assim, (Vk, gr) é uma variedade
compacta de dimensao 3 com bordo e

Vi =({0} xE)U({er} x¥) =X UX,,.
Note que

e A variedade Riemanniana (Vj,gx) é isométrica a (¢r(Vk),g). Assim como {0} x ¥ C Vi e
Y C ¢r(Vi) s@o isométricas temos que

Xlg = [Elg = 4m(9(X2) = 1).
e Como ¢ é um difeomorfismo local, temos que (Vj,gx) é localmente isométrica a (M, g).
Disto, e do fato que R, > —2 segue que Ry > —2.

e Denote por Hpy, a curvatura média da fronteira em relacao a normal para fora. Como
0V, = L UX,,, entao os pontos de 9V} que pertencem a X tem curvatura média zero e os que
pertencem a Y., tem curvatura média constante positiva. Segue que Hpy, > 0.

Afirmacgao 2.2. Para k suficientemente grande, o Quociente de Sobolev Q de Vj, € tal que, Q(Vy) <
0. Em particular, Q(Vi,) < Q(S%).
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Como Ry = —2 em X e a funcao curvatura escalar é continua, podemos considerar —2 < R,, <
—1, para k suficientemente grande. Escolha ¢ =1 e note que

1
/ ng dvgk l / H oV, dagk

Volg, (Vk)

ng

Como 0V, = X U X, segue que Hpy, =0 em X. Assim

1
i / Ry, dvg, + 7 H (ck) / dog,
Vi B

>
Qg (1) = - -
o Voly, (V)3
1
_% dvgk + ZH(Ek)|EEk|gk
< Vi
- Volg, (V)3
Consequentemente
Ik —

Volgk(Vk)% 2

Vimos que 8t 2(0,z) = %@” (0,2)N(z) = N(z) para todo x € . Assim pg(x) = (N(x),N(z)) =
Segue da Proposicao [1.12] que H'(0) = Lx(pg) = 0. Fazendo a expansio de H : [0,e1) — R em
) /

série de Taylor, obtemos que H(t) = H(0 (0)t +O(t?), o que implica que H(ex) = O(2), pois
H(0) = 0.

£0
+H
Considere V (t) = [0,t] x X e g; = qﬁ\*v(t) g. Note que
Vol(V(t),q:) = / dvg,
[0,t]xX

= / ¢R</(t) (dvy.
[0,t]x%

Como o espaco das 3-formas em Vj tem dimensao 1, qﬁ\’{/(t) (dvg) e ds A do diferem por uma
fungao h : [0,t] x ¥ — R, ou seja

¢|*V(t) (dvg) = h(s,x)ds A do.

Vamos encontrar uma expressao para h. Para isso, considere {ej, e2} um referencial ortonormal
positivo em X e veja que

. 9 0
Ly () (dvg) (85,61,62> = h(s,z)(ds Ndo) <as,61,62) .
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O que implica que,

dvy <g(§(8,$),D¢(S,$)(€1),D¢(S,x)(€2)) = h(s,z)ds (;) do(er,e2).

S

Segue que,

h(s,x) = dvg (gf(s,x),ng(s,x)(el),ng(s,m)(eg)) .
Dai,

Vol(V(t),q) = / h(s,x)ds N do
[0,t]xX

t
= //h(s,:n)ds/\da.
0Js

Pelo Teorema Fundamental do Calculo, temos

%Vol(V(t)) _ /Z h(t, ) do. (2.9)

Lembre-se que %(0, x) = N(x), e dai

h(0,x) = dvg(N(x), Dp(0,x)(e1), DP(0, x)(e2)).

Observe que {N(z), D¢(0,x)(e1), Dp(0,x)(e2)} é um referencial ortonormal positivo, o que
implica que h(0,z) = 1. Com isso e pela igualdade (2.9) obtemos

A vawy / h(0, 2)do = / do
dt =0 » »
= ‘E|g = |E|gk~

Fazendo a expansao em série de Taylor da funcdo real que associa a cada t o volume de V(t)
obtemos

Vol(V(t)) = Vol(V(0)) +t L

2| Vol(V(e) + o(t?).

t=0

Observe que V(0) = X e esta tem medida 3-dimensional nula. Assim

Vol(Vi) = |2, + O(ef)- (2.10)

Assim, como H (¢5) = O(e3), segue de (2.8) e (2.10) que Qg, (1) < 0. Lembremos que o Quociente
de Sobolev de Vj, é definido por

Q(Vk) = inf{Qg, (¢); ¢ € C'(Vk), ¢ # 0}.
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Consequentemente Q(Vi) < Qg, (¢) para toda fungdo ndo-nula ¢ € C'(V}), em particular,
Q(Vi) < Qq,(1). Segue que Q(V) < Qq, (1) < 0 para k suficientemente grande. Logo, Q(Vj) <

Q(S).

Decorre da solugao do problema de Yamabe para variedades Riemannianas compactas com
fronteira de dimensao n > 3 que existe u € C*°(V}) positiva tal que a curvatura escalar da métrica
G = u'gy é constante negativa e o bordo é uma superficie minima, ou seja,

R; =C <0, CeRe Hy=0em JVj.

Faca f = 2logu e note que § = €2/ g;,. Pela Proposicao temos

Ry = e 2I(R, — 40, f — 2|V, f]).

Multiplicando a métrica g pela constante —% > 0 temos que a métrica obtida tem curvatura

escalar igual a —2. Assim podemos supor R = C = —2. Assim, u ¢ solucao de
1 1
Agu gngu - Zus = 0OemVj
ou 1
8777 + ZUHavk = 0Oem aVk

onde 7 é a normal para fora da fronteira de V. Note que como R, > —2 temos

1 1
Ag u+ Ve Zu5 >0 em V.

Definav=u—1eh=1(u+u?+u?+u) e veja que

-1
Agv—hv = Agku—(u4 )(u+u2—|—u3+u4)

1 1
= Agu— Zu5+1u > 0.

Agora defina o operador linear eliptico L:C®(Vg) — C®(V,) por L(f) = Ay f — hf. Note
que, L(v) > 0. Como v € C*°(V}) e V}, é compacto, v assume maximo em algum zy € V;. Suponha

v(zp) > 0. Como h > 0 e L(v) > 0, pelo Principio do Maximo de Hopf: ou v é constante ou

xg € JVj com g—;;(:vo) > 0. Note que v nao pode ser constante pois se fosse u também seria, dai

terfamos que AHpy, = 0, onde A é uma constante positiva, o que implica que Hpy, = 0, isso nao é
verdade pois hd pontos em JVj com curvatura média positiva. Segue que xg € 0V; e g—;(xo) > 0.

Assim %(UUO) > 0, que implica que u(zo)Hay, (z9) < 0, o que é uma contradigdo pois u > 0 e

Hpay, > 0. Logo v(zg) < 0.
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Como v(z) < v(x) < 0 para todo z € Vj, entdo u(z) < 1. Desde que g = utgy temos

Xlg = /d”g
s
= /uﬁdvgk
s

< /dvgk = |X|g,-
N

Segue que
Xlg < [Xlg, = 4m(g(X) - 1).

Afirmacgao 2.3. A superficie 3 € incompressivel em V.

Como ¥ é de 2-lados diferente de uma 2-esfera (pois ¥ tem género maior ou igual a 2), temos
que ela é incompressivel em Vj, se, e somente se, a aplicacdo iy : m(X) — m(Vj) definida por
ix([a]) = [i(a)] é injetiva, onde i : ¥ — Vj, é a aplicagao inclusao. Faremos a demonstracao desta
afirmacao por contradigdo. Suponha que a aplicagdo ix nao ¢ injetiva. Considere [v],[5] € m1(X)
tais que [v] # [B] e ig([y]) = ix([8]). Dai, as curvas F(t) = (0,7(t)) e B(t) = (0,3(t)) em Vj sdo
homotépicas. Considere F' uma homotopia entre as curvas 7 e 5. Note que a aplicagdo G = ma o F
é uma homotopia entre as curvas v e 3, onde a aplicacdo m : Vi — X é a projecao no segundo

fator. Mas isso é uma contradicao, pois [y] # [5]. Logo segue a afirmagao.

Afirmacgao 2.4. Vi nao contém uma superficie compacta de 1-lado mergulhada.

De fato, como ¥ tem género maior ou igual a 2, pelo Teorema de Classificagao de superficies
compactas, ¥ é homeomorfa a soma conexa de n toros, n > 2. Assim, existe um mergulho suave
f:3 — R3 de ¥ no espaco euclidiano tridimensional R3. Defina uma aplicacio F : V;, — R? por

F(t,x) = expy() (tN(f(2))),

onde N é um campo normal unitrio continuo globalmente definido em ¥ C R3. Podemos tomar
k suficientemente grande para que F' seja um mergulho suave. Suponha por contradicao que Vj
contém uma superficie S mergulhada compacta de 1-lado. Dai, como V} é orientavel, pelo Teorema
temos que S é nio-orientavel. Defina a superficie S = F(S). Observe que S é uma superficie
compacta nao-orientdvel mergulhada em R3. Mas isso é uma contradicdo, pois toda superficie
compacta mergulhada em R? é orientdvel. Portanto, segue a afirmacao.

Afirmacao 2.5. A 3-variedade Vj, é RP?-irredutivel.

De fato, note que a 3-variedade V;, = [0,ex] x R? é o recobrimento universal de Vj, pois R?
é o recobrimento universal de X, ja que X é homeomorfa a soma conexa de n toros, n > 2.
Obviamente, Vj, é uma variedade irredutivel. Segue do fato de que se o recobrimento universal de
uma 3-variedade N é irredutivel, entdo N ¢ irredutivel, que a variedade Vj ¢é irredutivel. Além
disso, como X é orientavel temos que Vj é orientdvel. Segue do Teorema que Vi nao contém
um plano projetivo de 2-lados mergulhado. Portanto, segue a afirmacao.
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Viélidas as afirmacgOes acima, como H; = 0 podemos aplicar o Teorema que garante a
existéncia de uma superficie ¥ € Z(3) tal que

onde Z(X) denota a classe de isotopia de ¥ em Vi. Em particular,

Sl < [Blg < [Zg, = 4m(g(2) — 1).

Isso é uma contradicdo, pois como ¥ C M é uma superficie compacta, mergulhada, de dois
lados e g(X) = g(X) > 2, temos que |X|5 > 47(g(X) — 1) = |X]|,4. Portanto existe 0 < e3 < &1 tal

que H(t) <0 para todo t € [0,¢e3). O

Proposicao 2.4. Se ¥ satisfaz a igualdade em , entdo X estd contida em uma vizinhanga
isométrica ao cilindro ((—e,e) x ¥,dt? + gx), onde ¢ > 0 e gs € a métrica induzida em ¥ com
curvatura gaussiana igual a —1.

Demonstracgdo. Pela Proposicao H(t) < 0 para todo t € [0,e3). Tome ¢ = min{eg, e3}, dai
pt > 0e H(t) <0 para todo t € [0,¢), onde p; é a fungao definida em (2.7). Assim, pela Primeira
Férmula de Variagao de Area

d
%|Et|g = H(t)/ prdog < 0.
by

Segue que a funcao que associa a cada t € [0,¢) a drea de ¥; é nao-crescente. O que implica
que |X¢|g < |X]g, mas como ¥ é minima concluimos que [3;]; = |X|; = 4m(g(X) — 1). Assim, ¥; é
minima estavel e pela Proposicao é totalmente geodésica e Ric(Ny, N;) = 0 em ¥, para todo
t € [0,¢). Com isso, o operador de estabilidade de ¥; é Ly, = Ay,. Pela Proposigéo temos que
H'(t) = Ly, (p(t)) = Ax,(pt) = 0, pois X; é minima. Como ¥; é compacta sem fronteira, segue que
p+ nao depende de x, ja que toda fungdo harmonica em uma superficie fechada é constante.

Considere z : U € R? — ¥ uma carta local com coordenadas (z1,22). Como ¥; é totalmente
geodésica temos que sua segunda forma fundamental é identicamente nula, isto é, B; = 0 para todo
t € [0,e). Assim temos que V sy Ny = 0, para todo i = 1,2 e todo t € [0,e). Além disso, como

oz,

(N¢, N¢) = 1 temos que

0
§<Nt’Nt> =0.

O que implica que

Assim,
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Note que

do\ _ 9 99 99
<V%Mwm>"m<Mﬁm>_¢WV%w)

para todo ¢ = 1,2, pois p; é constante para cada ¢ € [0,¢). Segue que
T
(V@Nt> —0.
ot

Consequentemente,
Vas Ny = 0.
ot

Seja ay : [0,e) = M, x € ¥ fixo, uma curva suave em M dada por

0a(t) = 6(1,) = expyin) (w(t, 2)N (1))

Note que
(0 = dlexp a5 N ).

Isso nos diz que N; é um campo paralelo ao londo da curva a,, e ainda que transporta paralela-
mente o vetor N(x) = ., (0) ao londo de ay, pois w(0,z) = 0. Por outro lado, como «, é geodésica
temos que V. al, = 0. Assim o/, é um campo paralelo ao longo de a, que também transporta pa-
ralelamente o vetor N (z) = o/,(0) ao longo de «,. Por unicidade do transporte paralelo concluimos

que
_9¢

Ni(z) = o, (t) = Pn

(t, ). (2.11)
Como (N¢(x), Ny(z)) = 1, temos
<d(expx)w(t,x)N(x) ((975(?5735)]\7(33)) , (€XPy ) w(t,2)N () (ng(t,w)N(m)>> =1
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O que implica que

ow

T 0) s {despuan (DN @), desp o (G 0N ) ) =1

E(t’x)w(t, )

Segue do Lema de Gauss que

Como %—lt”((),x) = 1, obtemos que

ow
a(t,x) =1, vVt €[0,¢).

Assim, temos que w(t,x) = t, Vt € [0,¢), pois w(0,z) = 0. Portanto, podemos concluir que
¢(t,x) = exp,(tN(x)) para todo t € [0, ¢).

Vamos verificar agora que a métrica produto j = dt? + gx;, em [0,£) x ¥, onde gx. é a métrica
induzida em ¥ coincide com a métrica induzida por ¢. Para isso, basta mostrar que as componentes
dos tensores métricos sao iguais. Considere ¢ = ¢|[o o)xx € 8 métrica g = ¢*g. Sabemos que,

) =1
) =0

0

Slo

)

Slo

(

(
(

Vamos agora calcular as componentes da métrica g. Temos que
(2 DN e (20 _ (90 00
MNovat)=%9\avar) =9\ ot o)

20 = dlexp,)ivi) (N(2)).

N}

Q

I

°
N}
o

Q

o)

N}l
Q)

Note que

Se t = 0 temos que
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Se t # 0, pelo Lema de Gauss temos que

(9 0\ _
INovar) ~

P

d(exp;v)tN(x) (N(.%')), d(expx)tN(x) (N(x)»
<d(expm)tN(x) (tN(.%')), d(expw)tN(:c) (N(:U))>

(x), N(z))

s N IS A
—~
=

Por (2.11]) temos que

(9 a) 9 9
g <8t’ oz, (at’axi)

Temos ainda que

(2 2N _ (08 00 _
g 8:1:1-’8:@ —9 8137;’01‘]' —\9 E

Assim as componentes das métricas coincidem, o que implica que sdo iguais. Logo ([0,&) X
¥, dt? + gx) é isométrica a (¢([0,¢) x ), g). Note que ¢([0,¢) x X) é aberto de M que contém X.
Portanto ¥ estd contida em uma vizinhanca isométrica a variedade Riemanniana ([0, &) x X, dt?+gs).

Para t < 0, basta fazer argumentos andlogos aos feitos para t > 0 com a normal N = —N. [

Proposicao 2.5. Considere a variedade Riemanniana produto (X x R,gs + dt?). A aplicacio
¢ : X X R — M dada por ¢(x,t) = exp(tN(z)) é uma isometria local.

Demonstracao. Primeiramente vamos mostrar que ¢|EX[O +00) é uma isometria local. Suponha por

absurdo que isto é falso. Considere ¢ o maior nimero real positivo tal que ¢y, x[0,4] é uma isometria
local. Defina a superficie imersa ¥; = ¢;(X) com respeito a métrica induzida ¢ = ¢;g, onde
o1 = ¢(.,t). Note que ¥ e ¥; sdo homotdpicas via a homotopia suave ¢, assim elas tem o mesmo
género. Além disso, como ¢|EX[O¢] é uma isometria local temos que para cada s € [0,t] a métrica
¢tg coincide com a métrica gy, em particular, a métrica g; em ¥; coincide com a métrica gx.
Consequentemente,

‘ET‘gt = ‘Z’gz = 47(9(2» - 1)

Segue que X; é uma superficie minima que satisfaz a igualdade em . Pela Proposicao
existe um numero real § > 0 tal que (b‘Ex[O,t +6) € uma isometria local. Pela maximalidade de
t temos uma contradicao. Logo ¢|2x[0, +o0) é uma isometria local. Analogamente mostra-se que
<Z>\EX(7OO70] é uma isometria local. Portanto ¢ : ¥ x R — M é uma isometria local. ]
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Desde que, (M, g) é completa segue do Teorema que a aplicacao ¢ dada pela Proposigao
é uma aplicacdo de recobrimento. Portanto, (¥ x R, gs: + dt?) é um recobrimento para (M, g).
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Capitulo 3

Superficies Esféricas

Nesta segao vamos expor os resultados obtidos em [3].

Para entender o principal teorema denote por F o conjunto de todas as imersoes suaves f :
S? — M que representam um elemento nao-trivial do segundo grupo de homotopia 7o (M) e defina

A(M, g) = inf{area(S?, f*g), f € F}. (3.1)

Teorema 3.1. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta tridimensional com curvatura
escalar positiva e com sequndo grupo de homotopia nao-trivial. Entao

A(M, g) i]r\}[f R, < 8, (3.2)

onde R, € a curvatura escalar de (M,g). Além disso, se vale a igualdade, entdo o recobrimento
universal de (M, g) € isométrico ao cilindro (S*> xR, dt?>+h), onde h é a métrica canénica da esfera

S2.

Iniciaremos a demostracao deste teorema provando a desigualdade (3.2)). Sacks, Uhlenbeck,
Meeks e Yau mostraram que existe uma esfera minima imersa em M que minimiza area em sua
classe de homotopia (ver [17], Teorema 4.2), isto é, o infimo em é atingido, mais precisamente
temos o seguinte teorema:

Teorema 3.2 (Sacks-Uhlenbeck, Meeks-Yau [17]). Seja (M, g) uma variedade Riemanniana com-
pacta tridimensional com sequndo grupo de homotopia o (M) nao-trivial, entdo existe uma aplicagdo
f em F tal que area(S?, f*g) = A(M, g).

Com isso, a desigualdade ([3.2) segue essencialmente da segunda férmula de variacao de érea.
Para demonstrar o resultado de rigidez, ou seja, caracterizar as superficies satisfazendo a igual-
dade em 1' podemos reescalonar a métrica, se necessario, tal que A(M,g) = 4n e inf R, = 2.

M

Usaremos o Teorema da Funcao Implicita para encontrar uma familia a 1-pardmetro de esferas
imersas em M com curvatura média constante e em seguida mostramos que todas estas esferas tem
area igual a A(M, g) = 4w, em particular, todas elas sdo superficies minimas em M. A partir dai,
construfmos uma isometria local entre o cilindro §? x R com a métrica canénica e (M, g).
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3.1 Prova da Desigualdade

Pelo Teorema existe uma imersdo minima suave f : S? — M tal que
A(M, g) = area(S?, f*g).
Vimos na secao mais precisamente no Exemplo que uma esfera imersa em qualquer

variedade tridimensional é sempre de 2-lados, sendo assim, podemos considerar um campo normal
unitdrio continuo N globalmente definido em f(S?).

Pela da condicdo de estabilidade para a superficie de 2-lados (S?, f*g) temos que
/ h*(|B|? + Ric(N,N))do s+, < / [Vh|}egdo s,
2 s?

para toda h € C*°(S?), onde do s+, é o elemento de drea de (S?, f*g). Em particular, para h = 1.
Segue que

/SQ(]B|2 + Ric(N, N))do 4 < 0. (3.3)

Note que

A(M,g)inf Ry = area(SZ, frg)inf Ry < / (Rg + |B\2)daf*g.
M M S2

Segue do Teorema que
R, + |B|* = 2K — |H|* + 2Ric(N, N) + 2|BJ?,

onde K e H denotam a curvatura Gaussiana e a curvatura média de f(S?) C M, respectivamente.
Assim, como f é uma imersao minima, temos que

A(M. g)inf R, < 2/ (Ric(N,N)—|—|B|2)de*g—|—2/ Kdog,.
2 S2

Por (3.3) e pelo Teorema de Gauss-Bonnet,
A(M, g) ijr\l/lf R, < 8.

3.2 Caso Igualdade

Suponhamos agora o caso em que vale a igualdade no Teorema (3.1} ou seja,

A(M, g) i]r\14f R, = 8. (3.4)

Neste caso, multiplicando a métrica por uma constante positiva, podemos supor que A(M, g) =
4w e infy; Ry = 2. Pelo Teorema existe uma esfera minima estével imersa em M. Considere
f:S? = M esta imersdo. Assim

A(M,g) = area(S2, f*g) = 4r.
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Proposig¢ao 3.1. Se i11\14f Ry=2¢ f €F étal que area(S?, f*g) = 4r, entdo X = f(S?) € totalmente
geodésica. Além disso, Ry =2 e Ric(N,N) =0 em pontos de X.

Demonstragio. Como Ry > 2, entao pelo Teorema [T.10] obtemos que

1
Ric(N,N)+ |B>? >1—- K + 5\312 >1-K.

O que implica que

/(RZC(N,N)—F‘BP)CZO'JI*QZ/ dO'f*g—/ KdO'f*g.
S2 S? S2

Pelo Teorema de Gauss-Bonnet temos que

/ (Ric(N,N) + |B|*)do s+, > area(S?, f*g) — 2mx(S?).
S2

Segue que
/SQ(Ric(N, N) + [B2)dos, > 0.

Por outro lado, pela condicao de estabilidade temos

/SQ(Ric(N, N) + |B2)do s, < 0.

Segue que
/SZ(RZ‘C(N, N) + [B[2)do sy = 0 (3.5)

Considere o operador de estabilidade de (S?, f*g), L(¢) = Af-y¢ + (|B|> + Ric(N, N))¢. Seu
primeiro autovalor é dado por

A1 = inf {/Sz(yvgﬂmz — (Ric(N,N) + |B[*)$*)do f+4; /SQ PPdop, = 1} :

Desde que ¥ = f(S?) é estdvel temos que A\; > 0. Note que a fun¢do constante ¢ = \/%7 é tal

que

/ Prdopg=1e / V2020 p+4 = 0.
s2 s2
Além disso, por (3.5 temos que

1
[ (Fsal? = (Ricth. N) 4 1BP) ooy = 5 [ (RictV, V) + By = .
s2? S2
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Segue que A\; = 0. Assim, L(p) = 0, o que implica que Ric(N, N) + |B|?> = 0 em pontos de X.
Como R, > 2, pelo Teoremamwmos que |B|?> < =2+ 2K. Dai, pelo Teorema de Gauss-Bonnet
obtemos que

/ |B?dop+, < —2area(S?, f*g) + 4mx(S?) = 0.
S2

Assim,
/ |B|*dof+g = 0.
52

Segue que B = 0. Consequentemente, ¥ = f(S?) é totalmente geodésica e Ric(N, N) = 0 em
pontos de ¥. Consequentemente, pelo Teorema [1.10| e pelo Teorema de Gauss-Bonnet temos que

/ Rydoy+g = 8m = 2/ dop+g.
S2 S2

O que implica que
/ (Ry —2)do g = 0.
SQ

Portanto, R, = 2 em pontos de X, pois Ry > 0. O

Proposicao 3.2. Se i]I\l/[f Ry, =2 e f € F € tal que area(S?, f*g) = 4m . Entdo eziste 51 > 0 e uma

funcdo suave w : S x (—d1,81) — R com as sequintes propriedades:

a) Para cada ponto de S?, temos w(z,0) =0 e —

o w(z,t) = 1.

t=0

b) Para cada t € (—61,81), temos / (w(.,t) —t)dopg = 0.
SQ

c) Para cada t € (—01,61), a superficie
Y = {expsiz)(w(z, t)N(x)) 1z € s?}

tem curvatura média constante.

Demonstragao. Da Proposicao temos que o operador de estabilidade associado a imersao
minima f é L = Aj+,. Fixe o € (0,1) e considere os espagos X = {u € C**(S?); [ udop+y = 0}
e Y = {u € C"*(S?); [ udog-g = 0}. Note que X e Y sdo fechados em C**(S?) e CO(S?),
respectivamente, logo sio espacos de Banach. Para cada funcio u : S> — R, defina ¢ : S> — M por

pu(r) = expy(z) (u(x)N(2)),

onde N é o campo normal unitario definido ao longo de ¥ = f(S?). Faca ¥, = ¢,(S?) e escolha
g,0 > 0, tais que @u4¢ com u € B(0,0) = {v € X;|[[v]|c2a2) < 0} et € (—¢,¢) seja um
difeomorfismo. Com essa escolha, ¥,.; ¢ uma superficie compacta mergulhada de classe C>.
Denote por H,+ a curvatura média de X, +.
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Defina F': (—¢,e) x B(0,6) — Y por

1
F(t,U) = Hu+t — E /S2 Hu+td0f*g-

Note que F' estd bem definida, pois

area(S?, f*
/ F(t,u)daf*g:/ Hu+td0f*g—(fg)/ Hu+td0f*g:O-
s? S2? 47 S2

Note ainda que F(0,0) = 0, pois Hy é a curvatura média de ¥ = f(S?) que é minima. Tome
v € X e veja que

oF

DF0)(0,v) = s | (0, sv)
0 1 0
= Hyy — — a. Hyydo p+g.
0s|,_, 4 /§2 s, Ot

Pelo Teorema [1.12] e pelo Teorema da Divergéncia, temos

1
DF0)(0,v) = L(v)—M/SQ L(v)do-,

1
= Aprgv— in /S2 Aprgudo g

Afirmacao 3.1. O operador linear Ay«, : X —Y € um isomorfismo.

Injetividade: Sejam h, f € X tais que Af*gl_z = Af*gf. Faca h = h — f e note que como S?
é compacta, existe m € R tal que m < h(z) para todo x € S2. Como sz hdo g+, = 0 temos que
area(S?, f*g).m < 0. Segue que h atinge o valor minimo m < 0, pelo Principio do Méximo Forte
h é constante. Como fSQ hdo g+, = 0 concluimos que h = 0 e portanto h=f.

Sobrejetividade: Considere f € Y. Segue que existe u € H'(S?) solucio fraca de Au = f
com [ udofg = 0. Como f €Y C C%(S?%), pelo Teorema de Regularidade Eliptica Global
conclufmos que u € X C C*%(S?).

Pela Afirmacao segue que DF{g o) é um isomorfismo de X em Y. Como F(0,0) = 0, pelo
Teorema da Fungao Implicita, existe 0; < € e uma fungdo u : (—d1,61) — B(0,9) C X tal que

w(0) = u(0,.) =0 e F(t,u(t,.)) =0, ¥t € (—61,61).

Defina w(t,.) = u(t,.) +t, onde t € (=91, d1). Note que como F'(t,u(t,.)) = 0, entao a superficie
5t = Qut,)(S?) tem curvatura média constante para todo ¢ € (—d1,61). Além disso, w(0,z) =
u(0,z) =0 e como u(t,.) € B(0,0) C X temos

/82 (wit, ) — t)dosy = / u(t, Jdo gy = 0.

SQ
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Defina ¢ : (—d1,01) x S? — M por

¢(t,x) = expy () (w(t, z)N(z)).

Como w(0,z) = 0 e d(expy(y))o = Id, entao

0¢ _Ow

o _ouw 2
5t 0, z) T (0,z)N(z), Vo € S°.

Além disso, F'(t,u(t,.)) = 0 para todo t € (—d1,01), implica que

1
Hw(t,.) — E - Hw(t,.)daf*g = O,
e assim
g H. - 1/ g H dos, =0
Ot|,_y W) T dx J o), )T e T

Pelo Teorema [1.12] temos
ow 1 ow
Ay | —(0,.) | — — Aseg [ —(0,. xg = 0.
fg(at(07)> 47/82 fg(at(o,))dgfg 0

Assim

O que implica que
8—w(O )A —(0,.) ) dosg =0
N AR T fro =%

Por outro lado, pela Primeira Identidade de Green

2

ow ow ow
— — (0, YA e+, | —(0,. wg = «g | =(0,. g
[ 5500855 (5200 dogey = [ |95 (Gr100)| o,
Segue que
/ Vo (220, ) 4 0
S2 Fa\or V7 9f9 =
Assim 5
w
Vg | =—(0,.) ] =0.
f*g ( at ( ) ))
Logo, a—f(o, .) é constante. Agora note que / (w(t,.) —t)dos-g = 0, implica que
SQ

ow
/SZ <at(t, ) — ].> dO’f*g =0.
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ow
s2 Ot ( ’ ) 919 T
w i ow
Como E(O’ .) é constante, obtemos que E(O’ ) =1 O

Para cada t € (—d1,61), definimos a aplicacdo ¢; : S> — M por

¢e(x) = ¢(t, ) = exp () (w(t, z)N(z)).

E claro que ¢o(x) = f(x), para todo z € S?, j& que w(0,x) = 0. A partir daqui, denotaremos
por N; o campo normal globalmente definido em ¥; = ¢4(S?), tal que Ny = N. Além disso,
denotaremos por B; a segunda forma fundamental da imersao ¢;.

Lema 3.1. Eriste 6o < &1 tal que, para todo t € (—ds,82) e u € C(S?) tal que / udog, = 0
SZ
(onde g = ¢g), temos que

/ IVyulday, - / (Ric(Ny, N) + | BuP)udoy, > 0.
S S

Demonstracao. Pela Desigualdade de Poincaré, existe uma constante ¢ > 0, tal que

/ (’U,— E)Qddgt < C/ ‘VgtuIQdUgt,
S2 S2

onde
fSQ udoyg,

f S2 dggt '

u =

Por hipdtese, / udog, = 0, o que implica que @ = 0. Assim, existe uma constante ¢ > 0 tal
2

S
- 2 2
c/ u“doyg, S/ |V g.ul|"doyg, .
S? S2

Vimos na Proposicao que Ric(N,N) + |B|?> = 0. O que implica que

que

lim sup{ Ric(Ny, Ny) + | B|*} = 0.
t—0

Assim, para todo € > 0 existe 0 > 0 tal que sempre que ¢t € (=6, 6), temos que sup{ Ric(N¢, Ny)+
|Bt|?} € (—¢,¢). Em particular, tomando € = ¢, tem-se que

sup{ Ric(Ny, Ny) + | B|*} < &, Vt € (=6,96).

O que implica que
Ric(Ny, Ni) + | Bi|? < &, Vt € (=6,0).
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Tome dy = min{d, §; }. Assim

/’Vgtu|2d‘79t > c/ u’dog,
S2 S?

> / (Ric(N, Ny) + | By )udo,,
SQ

para todo t € (—d2,d2). Portanto

/2 IV goul?dog, — /2(Rz'c(Nt,Nt) + |Bi|?)u?doy, >0, Vt € (—d2,82).
S S

Lema 3.2. Para cada t € (—61,01), temos

/Q(Ric(Nt,Nt) + |By*)doy, > 0.
S

Demonstra¢do. Como (S?, f*g) minimiza drea em sua classe de homotopia, temos que area(S?, f*g) <
area(S?, gt), para todo t € (—61,81). Assim, de (3.4),

8 < area(SQ,gt)i&ng

< Rydoy, .
S2

Consequentemente,
/S Ry + |Bydog, > 8. (3.6)

Pelo Teorema [I.10} temos

Ry + | B* < 2(Ric(Ny, Ny) + | B|?) + 2K.

Integrando a desigualdade acima e usando o Teorema de Gauss-Bonnet, obtemos

/2 (Rg + |Bt|2)do-gt < 2/2 (Ric(Ny, Ny) + |Bt|2)d0'gt 48
S s

Portanto, de (3.6|)

[ (RictN o) + 1By = 0, vt € (61,0).
S
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A familia de superficies ¥; dada pela Proposigao tem curvatura média constante para todo
t € (—01,61). O vetor curvatura média de ¥; pode ser escrito por H(t) = —H (t)Ny, onde H(t) é
uma funcdo suave de t. Defina para cada t € (—d1,61) a funcio p; : S> — R por

pua) = (Ni(o), G t2) ).

Como %—f((), r) = N(x), temos que po(z) = 1, para todo = € S?. Pela continuidade de p; podemos
encontrar um niimero real positivo d3 < do tal que pi(x) > 0, para todo = € S? e t € (—d3,03).
Desde que a curvatura média de ¥y em relacao a normal N; é —H(t), segue da Proposigao que

— Hl(t) = Af*gpt + (Ricg(Nt,Nt) + \Bt\Q)pt. (37)

Proposigao 3.3. Temos que area(S?, g;) = 4w, para todo t € (—63,03).

Demonstragao. Considere a média da funcao p;

/2 ptdagt
pr = S
/ dO'gt
SQ

/ ptdagt
/ (pt - P_t)dagz = / ptdagt - SQ/ dggt =
S2 NG S2

,ﬁ
|

e note que

doyg,
S2
Assim, pelo Lema obtemos
/2 IV gepi|*dog, — /Q(Ric(Nt,Nt) + B (pr — pr)?dog, >0, Vt € (—d2,82). (3.8)
S S

Como p; é constante, pelo Lema [3.2] temos

/SZ(Ric(Nt,Nt) +|Bi?) pitdog, = pi /§2(Ric(Nt,Nt) + |By*)doy, >0, Yt € (—d1,61).

Dai

IN

/S2 Vgt dog, — /SQ(RiC(NtaNt) + |Be)*) (pt — pr)?dog, - /SQ(RiC(Nt7Nt) + |B|?)p}doy,
+ /2 2pp1(Ric(Ny, Ny) + | By|*)doy,
S

+ / ’vgtpt|2dagt'
s2
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De (3.8)) obtemos

/SZ Vg1 dorg, + /S P12t — pr) (Ric(Ne, Ny) + | Be?)dog, > 0, Yt € (~62,82).  (3.9)

Por (3.7) temos que
Ag.pi + (Ric(Ni, Ni) + |Bil*)pr = —H'(t).

Multiplicando esta igualdade por (2p; — p¢), integrando e usando o fato que para cada t €
(—61,01) a curvatura média H(t) é constante, obtemos

o= 0B+ [ (2= ) RicN N + 15y, = ~H'0) [ (251 = p)ir,

= —Hl(t) \/SQ ptdO'gt.

Pela Primeira Identidade de Green,

/2 Vg i|*dag, + /2 pi(20: — pe) (Ric(Ny, Ny) + | Bi|*)dog, = —H'(t) /2 prdog,, Vt € (—01,61).
s s s

Assim, por (3.9) temos que

H'(t) /S2 prdog, <0, Vt € (—d2,02).

Como p; > 0 para todo ¢t € (—d3,03), temos que H'(t) < 0, para todo t € (—d3,d3). Segue
que H : (—d3,03) — R é uma funcdo nao-crescente. Como H(0) = 0, temos que H(t) < 0 para
t €[0,03) e H(t) > 0 para t € (—d3,0]. Como H (t) é constante, pela Primeira Férmula de Variacao

z

de Area, temos
d

Gi(rea(®.90)) = H(t) [ pudoy,
SQ

Note que para t € (—d3,0], a derivada %(area(SQ, gt)) > 0, ou seja, a fungdo que associa a cada
t € (—d3,0] a drea de (S?, g;) é ndao-decrescente. Assim,

area(S?, ;) < (S%, f*g) = 4.

Por outro lado (S?, f*g) é minima estével. Segue que area(S?, g;) = 47, para todo t € (—ds3,0].
Analogamente mostramos que area(S?, g;) = 4r, para todo t € [0, d3). Portanto,

area(S?, g;) = 4n, Vt € (—33,03).
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Proposicao 3.4. Para cada t € (—33,03), a superficie 5y = ¢+(S?) € totalmente geodésica, Ry = 2
e Ric(Ny, N;) = 0 em X4, Além disso, a funcdo p; : S* — R € constante.

Demonstragao. Pela Proposicao [3.3] temos que

area(S?, ¢t g) = 4w, Yt € (=03, 03).

Assim, pela Proposicao tem-se que ¥; é totalmente geodésica, Ry = 2 e Ric(Ny, N) = 0 em
pontos de ¥;. Dai, pela Proposicao temos que

_H/(t) =Ly, (pt) = A¢,’§g(l)t)'

Desde que a superficie (S, f*g) é minima e area(S?, f*g) = area(S?, ¢}g) = 4m para todo t €
(=03, d3), temos que as superficies ¥y sdo minimas para todo t € (—d3,03). Segue que Ag:4(p) = 0.
Desde que S? é compacta e p; > 0 para todo t € (—d3,d3), temos que p; assume valor maximo para
algum zo € S? com ps(x9) > 0. Portanto, pelo Principio do Maximo Forte temos que para cada
t € (—03,03) a aplicacdo p; : S — R é constante. d

Pelo Teorema e pela Proposicao a curvatura Gaussiana de (S?, f*g) é constante igual
a 1, consequentemente, as superficies (S, f*g) é isométrica a (S?,h), onde h é a métrica canonica
da esfera S? (Ver [22], capitulo 11). Isso nos diz que as métricas h e f*g em S? sdo as mesmas.

Proposicdo 3.5. Se f € F € tal que area(S? h) = 4, entio ¥ = f(S?) estd contida em uma
vizinhanga isométrica ao cilindro ((—6s,93) x S?, dt> + h).

Demonstragdo. Considere z: U C R? — (—d3, 63) x S? uma carta local com coordenadas (x1, z2,t).

Como Y; é totalmente geodésica temos que sua segunda forma fundamental é identicamente nula,

isto é, B, = 0. Consequentemente, temos que V a3 Ny = 0 para todo t € (—d3,d3). Além disso,
ox;

como (Ny, Ny) = 1 temos que

0

— (N, Ny = 0.

g Ve No)

O que implica que

Assim,
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Note que

do\ _ 9 99\ 9¢
<V%Mw@>"m<mw%> @%V%%)

pois pela Proposicao a fungao p; é constante para cada t € (—ds, 03).Segue que
T
(V@NQ —0.
ot

Consequentemente,
Vo Ny = 0.

ot

Seja ay : (—d3,03) — M, x € S? fixo, uma curva suave em M dada por

() = (t,2) = exp ) (w(t, )N (2)).

Note que
) 09 _ ow
alt) = gy (he) =d <expf($))w(t,x)N(x) ar HON@) )

Va, Nt = Vg N = 0.
ot
Isso nos diz que N; é um campo paralelo ao longo da curva «a,, e ainda que transporta parale-
lamente o vetor N(z) ao longo de . Por outro lado, como «, é geodésica temos que V. o, = 0.

Assim, o/, é um campo paralelo ao longo de a, que também transporta paralelamente o vetor
N(z) = o/,(0) ao longo de a. Por unicidade do transporte paralelo concluimos que

Ni(z) = o, (t) = ?;f(t,x). (3.10)
Como (N¢(x), Ni(z)) = 1, temos

ow ow
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O que implica que

%Z)(t’f”)w(;,:c) <d (expfu))w(t,x)zv(x) (w(t,2)N(@)),d (expy (x))wu,z)N(x) (ﬁa’f(t’ m)N($))> -

Segue do Lema de Gauss que

0
Como —w(O,m) = 1, obtemos que

ot

ag:(t,x) =1, Vt € (—53,53).

Assim, temos que w(t,xz) =t, Vt € (=03, d3), pois w(0,z) = 0. Portanto, podemos concluir que
¢(t, 7) = exp(y) (N (2)).

Vamos verificar agora que a métrica produto § = dt? + h, em (—63,93) x S? coincide com a
métrica induzida por ¢. Para isso, basta mostrar que as componentes dos tensores métricos sao

iguais. Considere ¢ = (ﬁ’(iég’ég)xgz e a métrica g = ¢*¢g. Sabemos que,

Slo

9

Sl

(4% =1
(3) =

o 0\ _yp.
(zi’aTj)_hU

N}

°
S}
Yo

Q|

N}
Q|

Vamos agora calcular as componentes da métrica g. Temos que
(DO e (20, (20 00
MNovar) ~ I \avar) =\ ot ot )

Note que 5
¢ _
a4 (epr(“”f))tN(w) (N (@)

Se t = 0 temos que

7 (5 ar) = (a(exore), OV d (expg0 ), (V)
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Se t # 0, pelo Lema de Gauss temos que

7 (5 m) = (ewp) o, W@ (ex0r), VD)

= % <d (expf(l’)>tN(z) (tN(z)),d <6pr (“"’)> EN(z) (N(x))>
_ %(tN(x), N(x))

I
—_

Por (3.10]) temos que

N ) o Ao
(o) = o(ara)

Temos ainda que

(0 ON_ (90 96N _,
g 3.%1'7833]' =9 Bxi’axj -

Assim as componentes das métricas coincidem, o que implica que sao iguais. Logo ((—ds,d3) X
S?, dt?+h) é isométrica a (¢((—d3, 53) xS?), g). Note que ¢((—d3, 63) xS?) é aberto de M que contém
Y. Portanto ¥ estd contida em uma vizinhanca isométrica a variedade Riemanniana ((—ds,d3) X
S?,dt? + h). O

Proposicao 3.6. Considere a variedade Riemanniana produto (S* x R, h + dt?). A aplicagdo
¢ :RxS* = M dada por ¢(x,t) = exps)(tN(x)) € uma isometria local.

Demonstracao. Primeiramente vamos mostrar que ng‘SQ ) é uma isometria local. Suponha por

x[0,+00
absurdo que isto é falso. Considere 7 o maior niimero real positivo tal que ¢|gz,, [0,7] é uma isometria
local. Defina f : S — M por f(z) := ¢(z, 7). Observe que f e f sio homotépicas via a homotopia
suave ¢. Desde que f representa um elemento nao-trivial de mo(M) e f é homotdpica a f, temos

que [f] € ma(M) é tal que [f] # 0. Como ls24]0,,) € uma isometria local temos que para cada
t € [0, 7] a métrica ¢;g coincide com f*g = h, em particular, a métrica f* g coincide com a métrica
f*g. Consequentemente .

area(S?, f*g) = area(S?, h) = 4.

Segue que a imersao f tem drea minima dentre todas a imersoes em JF. Assim temos que
Y = f(S?) é uma superficie minima em M e area(S?, f*g) = 4n. Pela Proposicio existe um

numero real § > 0 tal que qﬁ\ggx[o r+5) € uma isometria local. Pela maximalidade de 7 temos uma
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contradicao. Logo ¢|g2 %[0,400) é uma isometria local. Analogamente mostra-se que ¢|ng(7oo 0 €

uma isometria local. Portanto ¢ : S? x R — M é uma isometria local. ]

Segue da Teorema [1.14] que a aplicacao ¢ dada na Proposicao |3.6| € uma aplicagdo de recobri-
mento. Desde que a variedade produto S xR é simplesmente conexa, concluimos que o recobrimento
universal de (M, g) é isométrico ao cilindro (S? x R, h + dt?).
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Capitulo 4

Planos Projetivos

Neste capitulo vamos expor os resultado obtidos em [2].

Para entender melhor o teorema principal denote por F o conjunto de todas as superficies
mergulhadas ¥ C M tal que ¥ é homeomorfa ao plano projetivo RP?, ou seja,

F={X C M;¥ éhomeomorfa a RP?}.

Vamos assumir que F # ). Defina
A(M, g) = inf{[X[g; X € F},
onde |X|, é a area de ¥ em relagao a métrica g.

Teorema 4.1. Seja (M3, g) uma variedade Riemanniana compacta. Assuma que M contém uma
superficie mergulhada homeomorfa ao plano projetivo. Entao

A(M, g) ij\r}ijg < 12, (4.1)
¢ P

onde sys(M,g) denota a systole de (M, g) que é definida por
sys(M, g) = inf{L(~);y € uma curva fechada ndao-contrdatil em M}.
Além disso, se a igualdade em (4.1 € satisfeita, entdo (M, g) é isométrica a RP3.
Iniciaremos a demostragao do Teorema[d.Imostrando que se 3 é um plano projetivo mergulhado
em M entao a aplicagdo induzida pela inclusdo nos grupos fundamentais é injetiva. Com isso, a
desigualdade (4.2]) segue essencialmente da Desigualdade de Pu’s em [29] e da compacidade da

variedade M. Para provar a desigualdade (4.1}, primeiramente usaremos resultados e notacoes de
[26] para garantir que o infimo A(M, g) é atingido por uma superficie ¥ € F. Dai, consideraremos
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dois casos: X é de 2-lados ou X é de 1-lado. No caso em que X é de 2-lados, podemos considerar
um campo normal unitario continuo globalmente definido em ¥, dai a desigualdade segue
diretamente da Segunda Férmula de Variacao de Area. No caso em que Y é de 1-lado nao podemos
utilizar a Segunda Férmula de Variacao de Area de forma direta, neste caso, a desigualdade
segue do procedimento descrito na secao 1.8 deste trabalho. Para demonstrar o resultado de
rigidez, consideraremos a métrica gy em M satisfazendo igualdade em . Podemos reescalonar
a métrica gg, se necessario, tal que A(M, go) = 27 e i]\an Ry, = 6. Submeteremos a métrica gop a um

fluxo de Ricci. Usando a equagao de evolucao da curvatura escalar e alguns principios do maximo
mostramos que Ry = ﬁ, e dai segue que a variedade Riemanniana (M, gg) tem curvatura
seccional contante igual a 1. Concluimos a prova do resultado de rigidez utilizando alguns fatos
topoldgicos, mais precisamente, fatos envolvendo a teoria de espaco de recobrimento.

4.1 Prova das Desigualdades (4.1)) e (4.2

Proposicao 4.1. Seja 3 € F. Entao a aplicacio induzida iy : m1(X) = w1 (M) € injetiva.

Demonstragao. Suponha por contradicao que ix é nao injetiva.

Afirmacao 4.1. Se iy ndo € injetiva, entdo T M|y, € orientdvel.

De fato, como ¥ é homeomorfa a RP? entdo 71(X) é isomorfo a 7 (RP?), que por sua vez, é
isomorfo a Z. Segue que m1(X) é isomorfo a Zy = {0,1}. Dizer que iy é nao injetiva ¢, neste
caso, dizer que qualquer curva nao-contratil em > é contratil em M. Suponha por contradicao
que T'M|s, é nao-orientavel. Entao existe uma curva fechada « : [0,1] — X que inverte orientacéo,
isto ¢, se {e1(t), e2(t), e3(t)} ¢ uma base ortonormal de T;, )M, onde e; : [0,1] — T'M sdo campos
unitarios continuos ao longo da curva «, entao {e1(0), e2(0),e3(0)} e {e1(1),e2(1),e3(1)} sao bases
em orientagoes opostas de Ty, gy M. Dali, por continuidade, todas as curvas homotdpicas a v invertem
orientacao. Como « é contratil temos entdo que uma curva constante inverte orientagdo, mas isso
¢ uma contradigdo. Portanto T'M |y, é orientavel.

Afirmacgao 4.2. Se TM]|s, € orientdvel, entao ¥ tem um lado.

De fato, desde que ¥ é homeomorfa a RP? temos que ¥ é nao-orientavel, isto implica que
como fibrado vetorial, o fibrado tangente 7% de ¥ é nao-orientdvel (Ver secao 1.6). Vamos supor
por contradicao que o fibrado normal NX é trivial. Entao ¥ possui um campo normal unitdrio
continuo N globalmente definido. Como T'Y é nao-orientdvel existe uma curva « : [0,1] — X2
com «(0) = a(l) = p que inverte a orientagao, ou seja, se {e1(t),ea(t)} é uma base ortonormal
de T2, onde e; : [0,1] — TY sdo campos unitdrios continuos ao longo da curva « , entao
{e1(0),e2(0)} e {e1(1),e2(1)} sao bases em orientagdes oposta de T,3. Denote por N(t) = N(«(t))
o campo normal unitdrio N ao longo da curva a. Completemos agora a base {e1(t), e2(t)} de T, %
a uma base ortonormal {e;(t),ea(t), N(t)} de T, M. Consequentemente {e1(0),e2(0), N(0)} e
{e1(1),e2(1), N(1)} sdo bases em orientagdes opostas de T,,;) M. Mas isso é uma contradigdo, pois
T M|y, é orientavel.
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Seja v : [0,1] — ¥ uma curva fechada nao-contratil. Para cada t € [0, 1] temos a seguinte
decomposicao
i
LM =Ty 2 & (T 2)™

Como (T. 7(t)E)J- tem dimensao 1, encontramos para cada t € [0, 1] um vetor n(t) € T,y M que é
ortogonal ao plano tangente 7', (;)X%. Além disso, podemos supor que n(t) depende continuamente de
t. Pela Afirmagao temos que o fibrado normal NY. é nao-trivial, isso implica que n(1) = —n(0).

Defina para cada ¢ > 0 uma curva 7, : [0,1] — M por

V=(t) = expy (e sin(nt)n(t)).

Note que 7. é uma curva suave, 7:(0) = exp,()(0) = 7(0) e 7=(1) = exp,(1)(0) = ~(1). Dai
como 7 é fechada temos que 7. também é fechada. Além disso, obtemos que para cada t € (0, 1)
o ponto . (t) correspondente ao ponto da geodésica de M que sai ortogonalmente de ¥ no tempo
d(t) € (0,epsilon). Assim, para ¢ suficientemente pequeno a curva -, intersecta a superficie > em
exatamente um ponto, a saber, o ponto p = 7(0) = (1), e como 7(1) = —n(0) esta intersecao é
transversal. Disto concluimos que 7. é nao-contratil em M. caso contrario, 7. teria que intersectar
Y. em pelo menos dois pontos, ja que X é fechada. Observe ainda, que . e v s&o homotdpicas via
a homotopia suave F': [0,1] x [0,1] — M dada por

F(s,t) = expy (sesin(mt)n(t)).

Isso ¢ uma contradicao, pois por iy ser nao-injetiva e  ser nao-contratil em X, implica que v é
contratil em M, e consequentemente toda curva homotépica a v tem que ser contratil em M. [

Coroldrio 4.1.1. Temos que A(M,g) > 2(sys(M,g))* > 0.

Demonstragao. Tome ¥ € F. Sejam o : [0,1] — X e 5 : [0, 1] — M curvas nao-contrateis de menor
comprimento em ¥ e M, respectivamente. Pela Proposicao Flzl a aplicagao ix € injetiva, assim « ¢
nao-contratil em M. Se 3([0,1]) C ¥ entao L(«) = L(B), o que implica que sys(M, g) = sys(X, g).
Se B([0,1]) ¢ ¥ entao L(a) > L(B), e assim, sys(X,g) > sys(M, g). Logo

(sys(,9))? > (sys(M, g))>. (4.3)

A Desigualdade de Pu em [29] diz que se ¥ é um plano projetivo entao

2

Sy = =(s05(%,9)°.

Consequentemente, por (4.3) temos que

A(M,g) >

%(syS(M,g))z-



Vamos mostrar agora que sys(M,g) > 0. Para isso suponha que sys(M,g) = 0, isso implica
que
inf{L(a); @ é nao-contratil em M} = 0.

Segue que para todo n € N existe uma curva a,, : I — M fechada nao-contratil em M tal que
L(ay) < % Observe que («;,) é uma sequéncia de curvas em M tal que

lim L(a,) =0.

n—o0

Considere (pn)neny C M uma sequéncia de pontos de M tal que p,, € ay,(I), para todo n € N.
Desde que M é compacta, (pn)nen admite uma subsequéncia (pg)gen convergente, onde N C N.
Digamos que prp — p com p € M e considere V' C M uma vizinhanga coordenada em torno p.
Dai, para k suficientemente grande pp € V. Como lim L(ay,) = 0 e p € ax(I) para todo k € N/,
temos que para k suficientemente grande ay(I) C V. Como V é homeomorfo a um aberto U C R?,
concluimos que para k arbitrariamente grande «j é contratil. O que é uma contradicao, pois
tomamos «,, nao-contratil para todo n € N. Portanto, sys(M, g) > 0. O

O teorema a seguir mostra que o infimo A(M, g) é atingido por uma superficie ¥ € F. Para
demonstra-lo, usaremos resultados e notagoes de [26]. Por serem muito técnicos nao entraremos
em muito detalhes.

Proposicao 4.2. Eziste uma superficie ¥ C F tal que ||, = A(M, g).

Demonstragao. Pela propriedade de infimo, existe uma sequéncia de superficies (Xg)reny C F tal
que
Xklg < A(M, g) + e,

onde ¢ — 0 quando k — oco. Denote por C a colegdo de todas as superficies conexas compactas e
sem bordo mergulhadas em M e Z(X) a classe de isotopia de uma superficie ¥ € C. Observe que
F CCeZI(X) C F, para todo k € N, dai temos que

A(M,g) < inf |¥|,.
( 9)_261111(Zk)‘ ’g

Assim temos que (Xg)geny C C e
1Zklg < AM, g) +ex < o nf 1Xlg + k-

€L(Zg)

Além disso, como X é homeomorfa a RP? para todo k € N temos que g(Xj) = g(RP?) = 1,

consequentemente
lim sup (|Xglg +9(Xx)) = lim sup (|E|g + 1)
k—o0 k—oo
= 1. 2 1
kggoﬂ klg +1)
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Logo,
lim sup(|Xx|q + g(Ek)) < o00.

Dai a sequéncia (Xk)ren é minimizante. Assim pelo Teorema 1 em [26] encontramos nimeros
inteiro positivos R,nq,--- ,ng e superficies minimas mergulhadas Y@ ... 2@ e ¢ duas a duas
disjuntas tais que

R
>
=1

para toda funcao continua f : M — R. Em particular, para a funcdo constante f = 1. Dal temos
que

do, = lim dog,
() f g k—o0 /Ek f g

R
Somle?l, = lim Sy,
j=1

< A(M,g)+ lim g
k—o0

= A(M,g).

Ou seja,

R .

S ngls0], < A(M, g). (1.4)

j=1
Vamos agora definir superficies S,(Cl), 8 ,E:R) da seguinte forma: se n; = 2m;, entao

Sl(c]) = U {x e M;d(z,%V) = %},
r=1
e se nj = 2m;j + 1, entao
s =30 | {x € Mid(a, 29 %} .
r=1

Segue da Observagao 3.27 em [26] que podemos encontrar superficies mergulhadas S,(CO) e 3
com as seguintes propriedades:

R
(i) A superficie Sy = U S,(f ) ¢ isotépica a Xy para k suficientemente grande.
§=0

(ii) A superficie Yk é obtida a partir de Yq. € (3k)ken por uma yo-redugao (Ver [26], Sec. 3).

(iii) 5y N (UR,5Y) = 0. Além disso, ||, — 0 quando k — cc.
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Desde que X, € (Xj)ken temos que X4, é homeomorfa a RP2, assim como X, é obtida a partir
de ¥4, por uma 7p-reducao entao X tem componente conexa X; também homeomorfa a RP?.

Pelo item (i), para k suficientemente grande temos que S é isotépica a Y. Em particular,
existe um homeomorfismo f : ¥, — Si. Dai Ej := f(X}) C Sk é uma componente conexa de Sy
homeomorfa a ;. Logo Ej ¢ homeomorfa a RP?. Segue que Ej, C Sj é conexo e Ej, € F. Assim

|Eklg = A(M, g) > 0.

Por outro lado, pelo item (iii), \S,go) | = 0 quando k — oo. Assim para k suficientemente grande

R
|Eklg > |S,(€O)|g, consequentemente, Ej ¢ S,io). Desde que Ej, C Sk e S,go) ﬂ(U S](j)) = () temos

Jj=1
que

R
E; C U Slgj).
j=1

Observe que para k suficientemente grande e i # j temos que S,gj 'n S,(:) = (. Dai Ej é uma

componente conexa de S ,(f) para algum ¢ € {1,--- , R}. Temos duas possibilidades:

(1) Considere o caso em que () tem 2-lados. Note que para £ suficientemente pequeno o conjunto
{z € M;d(z,2%) = £} tem duas componentes conexas ambas isotépicas a (). Assim,
independentemente de n; ser par ou impar teremos que para k suficientemente grande todas

)

as componentes conexas de Slii sdo isotépicas a (M. Em particular, Ej, é homeomorfo X%,

(2) Considere agora que 2@ tem 1-lado. Observe que para ¢ suficientemente pequeno o conjunto
{x € M;d(z,%)) = ¢} é conexo e nos di um recobrimento duplo para (). Se n; é par,
entdo para k suficientemente grande Ej, é um recobrimento duplo para (. Se n; é fmpar,
entdao ou B, = X® ou Ej, é um recobrimento duplo para %(®.

Segue de (1) e (2) que ou Ej é homeomorfo a () ou é um recobrimento duplo de £, Se Ej,
é um recobrimento duplo de (¥, segue que x(Ej) = 2x(2?). Desde que Ej, é homeomorfo a RP?
e x(RP?) = 1 temos que 2y (X)) = 1. Mas isso é uma contradicio pois a caracteristica de Euler
de uma superficie é sempre um nimero inteiro. Logo, Ej, é homeomorfo a ¥(9) e consequentemente
(@ ¢ homeomorfa a RP2. Segue que () € F, e com isso

=@, > A(M, g).

Portanto, por (4.4) ‘
20y = A(M, g).

Proposigao 4.3. Se ¥ € F ¢ tal que |X|, = A(M, g), entdo

/Z(Ric(y, v) + |B|*)do, < 4.
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Demonstragcdo. Primeiramente suponha que X tem 2-lados. Neste caso, ¥ possui um campo normal
unitario continuo N globalmente definido. Desde que ¥ é estavel, segue da condicao de estabilidade
que

[ PRieN ) + BPo, < [ (Vs1Pdo,
X b

para toda fungao f € C°(X), onde L é o operador de estabilidade de ¥. Consequentemente, se
tomarmos f = 1 temos que

/E(Ric(N, N) + |B|?)do, < 0 < 4.

Considere agora que % tem 1-lado. Neste caso, nao podemos usar a condicao de estabilidade
de forma direta, j4 que X nao possui um campo normal continuo unitério globalmente definido.
Desde que quaisquer superficies suaves homeomorfas sao difeomorfas, considere um difeomorfismo
¢ : RP2 — ¥. Considere a métrica h = p*g em RP? obtida pelo pullback de g por ¢ e 7 : S> — RP?
a projecao natural. Considere agora a métrica h = 7*h em S2. Pelo Teorema da Uniformizacao de
Riemann existe uma funcio positiva u € C*°(S?) tal que a curvatura Gaussiana da métrica § = uh
é constante e igual a 1. Além disso, é possivel mostrar que u(p) = u(—p). Consequentemente,
a superficie Riemanniana (S?,§) é isométrica a (S?, gs2), onde g2 é a métrica canonica da esfera
S2. E conhecido que a métrica canonica de RP? ¢ dada pelo pushforward de gg2 por m, isto é,
grpz = (771)*gs2, onde w1 é a inversa local da aplicacdo 7. Segue dai que

IRrP? (r™ )3
= (wor H(x H*h
= (wor H)(m )" (7*h)
= (uom ),

isto é, a métrica p*g é conforme a métrica canonica do plano projetivo. Considere @ = pon : S? —
Y. Observe que $ é um difeomorfismo local e p(x) = p(—z) para todo = € S?, consequentemente
S? é o recobrimento duplo orientével de ¥ onde % é a aplicacdao de recobrimento. Além disso,

Py =m"(¢"g) = vr (gree),
para alguma funcio positiva v € C*°(S?). Consequentemente p*g = vgs2, ou seja, a métrica p*g é

conforme a métrica canonica da esfera.

Vamos agora considerar o fibrado vetorial (¢*(NY), 7, S?) obtido pelo pullback do fibrado nor-
mal NY. de X pela aplicacio @ : S> — . Observe que para cada z € S? tem- se que a fibra

7 @) = {(2,v);v € Ty D)}

¢é isomorfa a (Tg(x)E)J-, que por sua vez, é isomorfo a R. Segue que ¢*(NX) é um fibrado linha
em S2. Desde que todo fibrado linha em S? é trivial, temos que o fibrado vetorial @*(NX) é trivial.
Consequentemente, existe uma secio nao-nula v € I'(g*(NYX)) tal que |v(x)| = 1 para todo = € S?.
Note que para cada = € S? temos que v(x) € (Ta(z)E)l, ou seja, v(x) é normal a ¥ no ponto p(x).
Assim, como ¥ tem um lado temos que v(x) = —v(—x) para todo = € S
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Vamos agora identificar a esfera S? com a esfera unitdria em R3. Para cada j € {1,2,3} defina
a segio 0; € I'(¢*(NY)) por o;(z) = fj(z)v(z) para todo x = (z1,22,23) € S?, onde f; sdo as
funcoes coordenadas, isto é, f;j(z) = z; para cada j € {1,2,3}. Desde que v(z) = —v(—x), temos
que oj(z) = o;j(—x) para todo z € S?. Como o € I'(g*(NX)), entdo o; é o pullback por % de
alguma segio V; € I'(NX), ou seja, oj(x) = V; o p(x) para todo x € S*. Note que

3 3
D loj@)P =Y a7 =1,
p= =1

e
Vi)? = Vi@ (2)? = |oj(=)[*,
Consequentemente,
3
S ViwlP=1, ez,
j=1
Desde que X é estavel temos que
[ (Bicy(vv) + B Py < [ 19V, o,
Como S? é o recobrimento duplo orientavel de ¥ onde @ é a aplicacdao de recobrimento tem-se
que

1 . 1
L 19ViRdo, =5 [ @ (9ViPaoy = 5 [ Ve of P
Consequentemente

[ Bicy(wv) + BNV, o, < 5 [ V5o,
Somando em 1 < j < 3 ambos os lados desta ltima desigualdade obtemos que

3
[ (Bicy(v) + 1BP) S|V, Pdoy < 5 |30 Vet o,
j=1

7j=1

O que implica que
/(chg(y v) +|B*)do, < / Z Vg fi|2dogsg. (4.5)
Vimos anteriormente que existe uma funcdo positiva v € C*(S?) tal que p*g = vgs2. Assim

dogg = vdoy, . (4.6)
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Além disso, em um sistema de coordenadas o gradiente da funcao f; em relacao a métrica p*g
¢é dado por
i 0fi 9

O que implica que
1
vﬁ*gfj = ;Vgg Jis

e consequentemente
1
2 2
Vg fil” = =[Vgu fil” (4.7)
v

Substituindo e (4.7) em (4.5 temos que

3
. 1
/E(chg(y, V) + |BP)do, < 2/82 SO (V0 i oy
j=

Temos ainda que as funcoes coordenadas sao autofungoes para o laplaciano associadas ao auto-
valor 2, isto é, Ay, f; +2f; = 0. Assim pela Primeira Identidade de Green temos que

/82 ’Vgszfj’2d0952 = /82 952(Vgszfja vggz fj)dgggz

= — /S2 f]AgSQ f]ngS2

2
= /§2 2fjdagg2.

Somando em 1 < j < 3 obtemos que
3 3
/Sg Z Ve fj|2d0'gsz = /S2 2 Z !)"deo'gS2 = 2area(S?, gg2) = 8.
j=1 Jj=1

Portanto,
/ (Ricy(v,v) + |B]2)do, < 4.
b

Proposicao 4.4. Temos que A(M,g)infy Ry < 127.

Demonstragdao. Pelo Teorema temos que

Ry — 2Ric(n,n) — |B|* = 2K,
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onde K ¢ a curvatura Gaussiana de X e R, é a curvatura escalar de M com respeito a métrica g.
Isso implica que
R, + |B|? = 2Ric(n,n) + 2|B]* + 2K.
Segue que

/Z(Rg—i— B2)do, :2/Z(Rz'c(77,17)—|— |B\2)dog+2/ZKdag.

Como ¥ é homeomorfa a RP? temos que x(X) = x(RP?) = 1. Segue do Teorema de Gauss-
Bonnet para superficies compactas nao-orientaveis e da Proposicio que

/E(Rg +|B[*)do, < 127. (4.8)

Pela Proposicao existe uma superficie 3 € F tal que A(M, g) = |X|,. Consequentemente,

A(M,g)ilr\}ng = |Z\gi11\1/[ng
< /Rgdog
%
<

/E (Ry + |B)do,

Portanto, por temos que
A(M,g) i]r\l/[f R, <127,

4.2 Caso Igualdade em (4.1))

Com o objetivo de demonstrar o resultado de rigidez no Teorema 4.1} isto é, caracterizar as vari-
edades (M, g) satisfazendo a igualdade em , vamos a partir daqui considerar gy uma métrica
Riemanniana em M tal que A(M,go)infyr Ry, = 12m. Reescalonando a métrica, se necessario,
podemos supor que A(M, go) = 27 e infyr Rg, = 6. Vamos considerar agora T' > 0 e a familia de
métricas g(t), t € [0,T] que é solugao do fluxo de Ricci com ¢(0) = go, ou seja,

0

ag(t) = —2Ricy().

Proposigao 4.5. Temos que
A(M, g(t)) = A(M, go) — 8t,

para todo t € [0,T].
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Demonstragao. Suponha por contradicao que existe 7 € (0,77] tal que

A(M, g(1)) < A(M, go) — 87T.

Podemos encontrar € > 0 tal que
A(M,g(1)) < A(M, g0) — 87T — 2¢T.

Defina
to = inf{t € [0,T]; A(M, g(t)) < A(M, go) — 8t — eT — et }.

Note que ty < T e tg # 0 pois caso contrario terfamos que e7 < 0, 0 que nao acontece ja que
g, 7 > 0. Consequentemente, to € (0,7). Além disso, para todo ¢ € [0,ty) temos
A(M,qg(t)) > A(M, go) — 8t — et — et.

O que implica que
A(M, go) < A(M, g(t)) + 8nt + eT + €t.

Consequentemente
A(M,g(to)) < .A(M, go) — 8ty — eT — €ty
< A(M,g(t)) + 8nt +eT + et — 8wty — eT — €ty
A(M, g(t)) — (8 +¢)(to — t).

Segue que
A(M, g(to)) — A(M, g(t)) < — (87 +¢)(to — 1),

para todo t € [0,%p). Pela Proposicao existe uma superficie ¥ € F tal que
A(M, g(to)) = |5 gt)-
Sempre temos que
—A(M, g(t)) = —=[Xlg0)-
Logo

Elgte) — [Zlgry < A(M, g(to)) — A(M, g(t))
< —(Br+e)(to— 1),

para todo t € [0, ). Isto implica que

Xg(t0) — 1Elge2)

(fo— 1) < =87 +¢).
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Segue que

Consequentemente

|E‘g(t) S —8r —e. (49)
t=to

dt

Por outro lado J

dt

dog(t),
t=to

d
|mt:/
bty g(t) > dt

onde dog; é o elemento de drea de ¥ em relagdo a métrica g(t). Como g(t) é solugao para o fluxo
de Ricci para todo t € [0, T, temos

0 .
atg(t) = —2Ricyy)-
Consequentemente
d 1 d
—do = —————————(detg;;(¢))dx

e ® (it o)
. @wmm<wwﬁ%w)d

= - (gij (t) (Ricg(t))ij> dog()-

Considere {ej, e2} um referencial local ortonormal em relacdo a métrica g(tp). Dai

d | |
Tl g = = (Ricguy) (e, er) + Ricyuy) (2, e2)) dogqy)

t=to

= (Ricyug)(er, e1) + Ricy(g) (e, €2)) dogqy)

= (Ricyuy)(er, e1) + Ricy(y) (e, €2) + Ricyo) (n,1) = Ricy(1y) (1,m)) dog(rg)
= (Ryg) = Ricy(1o)(1:m)) dog15)-

O que implica que
d

dt

Zlg@y = — /E (Ry(to) — Ricy(o) (1)) dogsy)-
t=to

Seque do Teorema que

Rg(to) - Ricg(to)(n7 77) =2K + Ricg(to) (777 TI) + ’B|2
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Integrando esta igualdade, aplicando o Teorema de Gauss-Bonnet e a Proposicao 4.3 obtemos,

d .
dl_, Plo = - / (Ro(uo) = Ricyuo) (m:1)) dogey)
=to
= —2/Kdagt —/ chg(to)(n 77)+\B] dagto
> —dmrx(X
= 8.
Logo
d
% s ’Z|g(t) Z —8m.
=0
O que por (4.9) é uma contradigao. O
Proposicao 4.6. Temos que
6
By = 13

para todo t € [0,T) com T < 1.

4> |

Demonstragao. Como A(M, go) = 27, segue da Proposicao que A(M,g(t)) > 2m(1 — 4t), para
todo t € [0,7T]. Pela desigualdade (4.1)) temos que

1 < .
W Ra) = 200, g10))

Logo,
6

1—4t

inf Ry <

Para mostrar a desigualdade contraria defina 7 = min{7, %} e a fungao h : M x (0,7) — R por

6

h(pa t) Rg(t) 1_7425

Note que
o, 0 2/ 6 \°
—h=—R — .
ot ot 93 (1 — 4t)
Pela equacgao de evolugao (|1.3) temos

0 e 2( 6 \?
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Observe que N
(g(t), Ricy(ry) = 9" (t) (Ricy) ; = Ryqe)-

Segue da Desigualdade de Cauchy-Shuwarz que

{g(t), Ricg)* < |g(t)*| Ricy|*.

O que implica que
R;(t) S 3|Ricg(t)|2.

Dai

ot = 3\1— 4t
= Ah+ Bh,

2 , 2, 6 \°
v a2, 2 (20)

onde $: M x [0,7) — R é uma funcao suave dada por

.00 = 3 (Ryo) + 2 )

Observe que como M é compacta a fungao curvatura escalar Ry € limitada. Consequente-
mente, para cada t € [0, 7) existe um nuimero real C; dependendo apenas de ¢ tal que 53(p,t) < Cy,
para todo p € M. Além disso, note que h(p,0) > 0 para todo p € M. Segue do principio do
Méximo que h(p,t) > 0 para todo p € M e para todo t € [0,7) (Ver [I1], pdgina 95, Teorema 4.3).

Consequentemente, infys Ry > ﬁ para todo t € [0, 7).
Com isso concluimos que

) 6

R = 15
para todo t € [0,7) com T < %. Portanto pelo Principio do Méaximo Estrito,

6
By = T

para todo ¢ € [0,T) com T < 1. O

Proposicao 4.7. A variedade Riemanniana (M, go) tem curvatura seccional constante igual a 1.

Demonstragao. Pela Proposicao temos que Ry = ﬁ, para todo ¢t € [0,7) com T < i.

¢}

Substituindo este valor da curvatura escalar na equacao de evolucao 1D concluimos que Ricy;) =

o]
0 em M x [0,T). Como Ry, = 6 e Ricygyy = 0 temos que (M, go) ¢ uma variedade Einstein com
Ricg, = 2go. Consequentemente o tensor de Schouten definido em ([1.2)) em relacdo a métrica gy é
Agy = % go- Desde que o tensor de Weyl é identicamente nulo para n = 3, temos por (i que

R:Ago ®© go-
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Assim, para qualquer par de vetores ortonormais e; e ep tangentes a (M, gg) temos que

K(el, 62) = R(el, €92, €9, 61) = 1.
Portanto (M, go) tem curvatura seccional constante igual a 1. O

Considere m : M — M o recobrimento universal de M. Podemos introduzir uma métrica §
em M através do pullback de gy por m. Com isso, temos que (M,§) e (M, go) sio localmente
isométricas e consequentemente (M ,§) tem curvatura seccional igual a 1. Desde que M e S? sdo
simplesmente conexos, concluimos que (M, §) e (S, h) sio isométricos, onde h é a métrica canonica
da esfera (Ver [22], cap. 11).

Proposicao 4.8. Temos que |m1(M)| = 2.

Demonstracdo. Pela Proposicao existe ¥ € F tal que |X|g, = A(M,go). Assim, temos que
|X| g, infar Ry, = 127. Isto implica que

127 = |3y, inf Ry, < / Rygodog, < /(Rgo +|B[*)dag,.
M by b

Por outro lado, segue do Teorema do Teorema de Gauss-Bonnet e da Proposicao que

/Z(Rgo 4 |B[?)do,, < 12

Consequentemente,

/E(Rgo + B[)doy, — 127.

Como Ry, = 6, temos que

61240 +/ |B|*dog, = 127
¥

O que implica que
/E]B|2dago =0.

Assim temos que B = 0, isto é, a superficie X é totalmente geodésica.

Vimos que existe uma isometria f : (S®, gg3) — (M, §) de S® para o recobrimento universal de M
onde § = ¥ gg e gss é a métrica canonica da esfera. Defina F := mo f : S* — M e note que F é uma
isometria local. Segue do Teorema[I.14]que F' é uma aplica¢do de recobrimento, consequentemente

a esfera S® é o recobrimento universal de M. Defina agora a superficie mergulhada ¥ C S* por
¥ =F4%).

Afirmacao 4.3. A superficie ¥ ¢ totalmente geodésica.
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De fato, sejam p € Y e ¢ : [0,1] — ¥ a geodésica em 3, tal que, ¢(0) = p e ¢/(0) = v. Considere
acurva f = Foc:[0,1] - ¥ em X. Desde que F' é uma isometria local e ¢ é uma geodésica em 3,
temos que § é uma geodésica em X tal que 3'(0) = dF,(v) = w e S(0) = F(p). Como X é totalmente
geodésica concluimos que B é uma geodésica em M. Seja ¢ a geodésica em S? tal que ¢(0) = p e
@(0) = v, novamente por F ser uma isometria local temos que a curva 8 = F o 3 é a geodésica em

M com B(0) = F(p) e ,B/(O) = w. Por unicidade das geodésicas segue que B = B, consequentemente,
¢ = c¢. Com isso, obtemos que ¢ é uma geodésica em S? e portanto ¥ é totalmente geodésica.

Afirmacao 4.4. A superficie X é isométrica a S%.

Pela Aﬁrmagéotemos que 3 é totalmente geodésica, segue do Teoremaque K¢ = Kgs =
1, onde Ky e Kgs denotam a curvatura Gaussiana de Y e S?, respectivamente. Consequentemente,
ou ¥ é isométrica a S? ou ¥ é isométrica a RP? (Ver [8], sec. 8.4). Suponha que ¥ é um plano
projetivo mergulhado em S3, dai, pela Proposigao a aplicacao induzida iy : (%) — 1 (S?) é
injetiva, o que é uma contradigdo, pois m1(3) = Zs e m1(S?) = {0}.

Vamos agora considerar a aplicacdo induzida iy : m1(X) — 71 (M). Mostramos na Proposicao
que iy ¢ injetiva. Afirmamos que iy também é sobrejetiva. Para mostrar isso, considere uma
curva fechada « : [0,1] — M com base no ponto p € M. Considere a transformacgao deck ¢ = ¢, de
S3 associada a curva a através do isomorfismo [a] ‘$a do grupo fundamental (M) em G(S?).
Defina a superficie mergulhada ¥ C S por ¥ = ¢~ !(X). Desde que ¢ é uma 1sometria, temos que
Y ¢ totalmente geodésica. Fazendo um argumento analogo ao feito na Afirmacao concluimos
que X é isométrica a uma esfera mergulhada em S3. Desde que quaisquer duas esferas mergulhadas
em S° se intersectam, temos que ¥ NS # (). Fixemos um ponto ¢ € ¥ NE. Como ¥ é conexa
por caminhos, podemos encontrar uma curva suave 7 : [0,1] — 2 tal que 7(0) = ¢ e 7(1) = ¢(q).
Vamos agora definir uma curva suave v : [0,1] — X por v(t) = F(%(t)). Note que

7(0) = F(5(0)) = F(q)

(1) = F(5(1)) = F(6(q)) = F(9)-

Segue que 7 é uma curva fechada. Observe que a transformagao deck ¢ satisfaz, ¢(q) = [y].q =
(1), isto é, ¢ = do = ¢~. Desde que a aplicagao [a] — @, ¢ um isomorfismo de (M) em G(S?),
temos que a é homotépica a y. Mais precisamente, [a] = [i(y)]. Segue que iy é sobrejetiva e,
consequentemente, bijetiva. Portanto, |m1(M)| = |m(X)| = 2. O

Vimos que G(S?) é isomorfo a 7 (M), que pela Proposicio é isomorfo a Zy. Segue do
Teorema que (M, g) é isométrica a S*/Zy. Portanto, (M, go) é isométrica ao espaco projetivo
RP3 ( Ver [22], cap. 11).
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Capitulo 5

Toros

Nesta secao vamos expor os resultados obtidos em [6] com o objetivo de demonstrar o seguinte
teorema:

Teorema 5.1. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana tridimensional com curvatura escalar ndo-

negativa, Ry > 0. Se ¥ € um toro de 2-lados mergulhado em M que € localmente de menor drea,
entdo M € plana em uma vizinhanca de X.

Observe que, sob as hipdteses do Teorema M nao é necessariamente globalmente plana.

Para ilustrar esse fato, considere S! x S?, onde S? é uma esfera que é plana em uma vizinhanca do
equador E, como mostra a Figura

Figura 5.1: Esfera localmente plana

Note que S' x E é um toro de 2-lados mergulhado em S' x S? com campo normal unitério
continuo globalmente N = 0 + v, onde v é um campo normal a F em S?. Tome arbitrariamente
um ponto (p,q) € S x E e um vetor u € T(pﬂ)(Sl x E), u = uj + ug, onde uy € T,S* e ug € T, E.
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Veja que B
VuN =V, 0+V2v=V,ru,

onde V! e V2 sdo as conexdes Riemannianas de S' e S?, respectivamente. Desde que o campo v é
um campo paralelo ao longo de E, temos que V,N = 0. Assim, a segunda forma fundamental de
S! x E é identicamente nula, e consequentemente esta é totalmente geodésica e minima. Desde que,
a curvatura de Ricci de S! x S? na direcdo normal N é nula, temos que o operado de estabilidade
de S' x E 6 L(f) = Agf,onde ¥ =S! x E e f € C®(X). Dai,

—/EfL(f)da:/EIVzﬂQdUZU-

Logo, S! x E é minima estavel, mas a variedade S' x S? ndo é plana, pois esta possui pontos
onde a curvatura escalar é positiva.

Para demonstrar o Teorema [5.1} primeiramente mostraremos que > nao é estritamente local-
mente de menor area. Se o contrario fosse verdade, entdo sob uma pertubacao suficientemente
pequena da métrica para uma métrica de curvatura escalar positiva, ¥ seria perturbada para um
toro de 2-lados minimo estavel que ainda é localmente de menor area, o que pelo Teorema |1.11
¢ uma contradicao. Dai, concluimos que existem toros de 2-lados ¥ e ¥, um em cada lado de
> em uma vizinhanca normal de desta em M, que sao localmente de menor area. Considerando
duas cépias da regidao limitada pelos toros ¥ e X7, e colando apropriadamente suas fronteiras,
obteremos pelo Teorema B em [5] um toro tridimensional T2 com curvatura escalar ndo-negativa.
Porém, Schoen-Yau em [3I] mostraram o seguinte teorema:

Teorema 5.2 (Schoen-Yau, Teorema 5.2 em [31]). Seja N ma variedade compacta orientada de
dimensao 3. Suponha que N satisfaz uma das segquintes condi¢oes:

(i) 71 (N) contém um subgrupo abeliano nao-ciclico finitamente gerado, ou

(ii) w1 (N) contém um subgrupo abstratamente isomorfo ao grupo fundamental de uma superficie
de género maior que 1.

Entao N ndo admite métrica com curvatura escalar positiva. De fato, toda métrica com curvatura
escalar nao-negativa € plana.

Desde que Z? é um subgrupo de 7 (T?) = Z3, e este é abeliano nao-ciclico finitamente gerado,
concluimos que T? ndo admite métrica com curvatura escalar positiva.

5.1 Demonstracao do Teorema [5.1

Considere > uma superficie compacta de 2-lados mergulhada em uma variedade Riemanniana
tridimensional (M, g). Defina uma variagao suave ¢ : (—[,1) x ¥ — M de ¥ por

o(t,x) = expz(tN(x)),
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onde N é um campo normal unitrio continuo globalmente definido em Y. Como ¥ é mergulhada,
entao podemos escolher [ > 0 suficientemente pequeno para que ¢ seja um difeomorfismo. Por
defini¢ao o conjunto V' = ¢((—1,1) x ¥) é chamada vizinhanga normal de ¥ em M. Desde que
¢ : (=1,1) x ¥ — V é um difeomorfismo, podemos identificar os pontos de V' com os pontos de
(=1,1) x X, desta forma, muitas vezes iremos considerar V = (—[,l) x ¥. Note que fixado z € X,
temos que ¢(-,x) é uma geodésica de M ortogonal a ¥. Além disso, esta geodésica é também
ortogonais aos niveis ¢(t, ). Isto implica que a métrica em V' é dada por

2
g=dt* + Z i;(t, v)dr' @ da’. (5.1)

2,j=1

O lema a seguir serve para garantir que depois de certas operagoes de cortes e colagens a métrica
resultante é suave.

Lema 5.1. Seja (M,g) uma variedade Riemanniana tridimensional com curvatura escalar ndo-
negativa, Ry > 0. Suponha que X é um toro de 2-lados mergulhado em M que € localmente de
menor drea, entdo com respeito a um sistema de coordenadas normais ao longo de X2,

3"923‘
otn

(Oa x) =0,

para todo inteiro positivo n e todo x € 2.

Demonstragao. Seja {e1,ea} um referencial ortonormal em 3. Note que como ¥ é um toro, tal
referencial existe. Estenda e; e ey para a vizinhanga normal V' = (—[,l) x ¥ transportando-os
paralelamente ao longo das geodésicas normais de ¥. Para 1 <1,j < 2, considere \;j; = B(e;, ;).
Pelo Teorema B em [5] temos que

8’”
para todo inteiro nao-negativo n e todo x € 3. Considere um sistema de coordenadas geodésicas
normais (¢ = xg, x1,z2) em V. Neste sistema de coordenadas

_ (9 ON L [9 ON_
o=\t at) T \ot 0wy ) T

para todo j = 1, 2. Note que

9, - 9/9 9
ot7 = ot \ox; 0x;
)




onde B;; = B (aiw %) . Segue que

J

10
B =599 >3
Por (5.2]) temos que
an
5 Dii(0,2) =0,
para todo inteiro nao-negativo n e todo = € ¥. Portanto, por (5.3)) temos
9" gij
0,z) =0,
e (0:2)
para todo inteiro positivo n e todo = € . ]

Lema 5.2. Suponha que X € uma superficie compacta de 2-lados mergulhada em uma variedade
Riemanniana tridimensional (M, g) com curvatura escalar ndo-negativa, Rg > 0. Entdo existem
uma vizinhang¢a U de 3 em M e uma sequéncia de métricas {gn} em U tal que g, — g na topologia
C em U, e para n suficientemente grande, cada g, tem curvatura escalar positiva, Ry, > 0.

Demonstragdo. Seja V- = (—l,1) x ¥ uma vizinhanga normal de ¥ em M e a métrica g da forma
. Defina uma sequéncia de métricas g, = e~2n 't g. Desde que, para cada n as métricas g,
e g sdo conformes com g, = e?“g, onde u = —n~'t?, pela Proposicio podemos relacionar as
curvaturas escales de g, e g pela equagao

1t2

Ry, = e* U (R, — 4A u — 2|V 4ul?).

Observe que em um sistema de coordenadas (x1,x2,z3 =t) em V temos que,

;j0u 0
Vgu = .
u=g" ox; 8:1:J
Como = (0 para ¢ # 3, obtemos
Ou 0
S V
vgu g (915 8::3]-

Além disso, g3 = 0 para j # 3 e g% = 1. Consequentemente,

ou 0
Vgu = E&
O que implica que
IV ul? = dn~ 22, (5.4)

Vamos agora encontrar uma expressao para Aju. Sabemos que,

1 9 < 8u>
Ay = ——— Kl
g \/mal‘l \/r 81‘]
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onde |g| = y/det(gi;). Dai

— i3%

A= g (VI
1 ou

- (V15

L oJGlou , o

Jgl ot ot "o

Mostramos na Secao [[.8.1] que

P =t (37) VI = s

onde H; é a curvatura média da superficie ¥; = {t} x ¥ com respeito a métrica g. Assim,

Agu= —2n""tH; —2n~ 1. (5.5)

Segue de (5.5)) e (5.4) que

Ry, =€ (R, + 8n 'tH; + 8n~' — 4n~%t?).

Desde que R, > 0, temos que para n suficientemente grande e [ suficientemente pequeno temos
que R4, > 0. O

Lema 5.3. Suponha que ¥ é um toro de 2-lados mergulhado em uma variedade Riemanniana
tridimensional que é estritamente localmente de menor drea. Seja {gn} uma sequéncia de métricas
tal que g, — g na topologia C*°. Entdo para qualquer vizinhanca U de ¥ em M e qualquer inteiro
positivo N existe, para algum n > N, uma superficie ¥, C U isotopica a X em U que € localmente
de menor drea em (M, gy,).

Demonstracao. Seja U uma vizinhanca de ¥ em M. Escolha [ > 0 suficientemente pequeno para
que a vizinhanga normal V' = [—[,[] x ¥ de X esteja contida em U. Vamos a partir de agora focar
na variedade Riemanniana compacta (V, g) com bordo 0V isométrico a ¥;UX_;, onde ¥; = {I} x 2
e X_; = {1} x X . Desde que X é estritamente localmente de menor area, diminuindo o valor de I
se necessério, temos que

Sy < 2.

para todo ¥’ € Z(X), ¥’ # X, onde Z(X) denota a classe de isotopia de ¥ em V.

Defina Vj = [ %,
tal que f =0 em [
)

absoluto, com f’(l
seguintes condicoes:

| x . Considere uma fungao suave f = f(t) ndo-negativa definida em [, ]
,£]. Fazendo as derivadas f'(l) e f'(—I) suficientemente grandes em valor
0 e f'(—=1) < 0, a métrica Riemanniana definida por § = efg satisfaz as

\/ [\)‘NM‘N
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(@) gly, = gly, -
(b) A curvatura média na fronteira de (V,g) com respeito & normal para dentro é positiva.

(c) |X|g < |¥'|g, para toda X' € Z(X), ¥ # 3.
De fato,

(a) Para demonstrar o item (a) basta notar que e/ =1 em Vj.

(b) Denote por H, e Hy as curvaturas médias de OV em relagao as métricas g e g, respectivamente.
Recordemos que se (M",g) é uma variedade Riemanniana e u € C°°(M) é uma funcao
positiva, podemos relacionar a curvatura média H, de M em relacao a métrica g com a

curvatura média Hg de OM em relagao a métrica g = un? g pela equagao

@_n—Z
on 2

_n_
ng = —H§U"*2 s

onde 7 é a normal para dentro da fronteira em 0M. Observe que em nosso caso n = 3 e
i ;
u =e4. Dai

1 0, ¢ 1
H; = ——+—(e*)+ —H,.
! e on %% !
Note que em t = [ temos que 7 = ——, consequentemente

ot

1 1
H* == 7 f,(l) + ng > O
4e? 2e2

para f'(l) suficientemente grande em valor absoluto com f'(1) > 0.

Analogamente, em t = —[ temos que n = e consequentemente
1, 1
H; = — if(—l)+—ng>0
4e? 2e2

para f'(—l) suficientemente grande em valor absoluto com f/(—I) < 0.

Portanto, desde que 9V = 3; U 3_; concluimos que a curvatura média na fonteira de V' em
relagdo a métrica g é positiva.

(c) Considere uma superficie ¥’ € Z(X) em (V,g). Note que

Sy = [ yfdet(elg)is
= /Ve3fdag

> X,
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pois f > 0 implica que €3/ > 1. Como ¥ é estritamente localmente de menor &rea temos que
/ !/
X g > ¥ > [Zlg,

para toda ¥/ € Z(X), ¥/ # X. Desde que as métricas g e g coincidem em ¢ = 0 temos que
|X|g = |X|4. Consequentemente, |X'|5 > |X|5 para toda ¥’ € Z(X), ¥’ # X.

Defina para cada n € N a métrica g,, = e/g,. Note que g,, satisfaz:

(1) Gnlvy = Inly,-
(ii) g,, — g na topologia C*.

(iii) Existe ng € N tal que para n > ng, a curvatura média na fronteira de (V, ﬁg) com respeito a
normal para dentro é positiva, pois as curvaturas médias da fronteira em relacdo as métricas
g,, convergem para curvatura média da fronteira em relacao a métrica g.

Para cada n considere
. !
ap = _inf [¥'g .
Y eZ(n)

Afirmacgao 5.1. A superficie ¥ € incompressivel em V.

Como XY é de 2-lados diferente de uma 2-esfera, temos que ela é incompressivel em V se, e
somente se, a aplicacao iy : m1(X) — w1 (V) definida por ix([a]) = [i(c)] é injetiva, onde i : ¥ — V
¢é a aplicagado inclusao. Faremos a demonstragao desta afirmacao por contradicao. Suponha que a
aplicacdo iy nao é injetiva. Considere [v], [3] € m1(X) tais que [y] # [B] e ix([y]) = ix([5]). Dai,
as curvas 7(t) = (0,7(t)) e B(t) = (0,3(t)) em V sdo homotépicas. Considere F' uma homotopia
entre as curvas 5 e 3. Note que a aplicacdo G = 7 o F' é uma homotopia entre as curvas v e f3,
onde a aplicacdo my : V' — X é a projecao em X. Mas isso é uma contradigao, pois [y] # [3]. Logo

segue a afirmacao.

Afirmacdo 5.2. A variedade V é RP?-irredutivel.

De fato, note que a 3-variedade V = [—1,1] x R? é o recobrimento universal de V, pois R? é o
recobrimento universal de X, j4 que esta é um toro. Obviamente, V é uma variedade irredutivel.
Segue do fato de que se o recobrimento universal de uma 3-variedade N é irredutivel, entao N
é irredutivel, que a variedade V é irredutivel. Além disso, como Y. é orientdvel temos que V é
orientavel. Segue do Teorema que V nao contém um plano projetivo de 2-lados mergulhado.
Portanto, segue a afirmacao.

Afirmacgao 5.3. V ndo contém uma superficie compacta de 1-lado mergulhada.

De fato, seja f : ¥ — R? um mergulho suave de ¥ no espaco euclidiano tridimensional R3.
Defina uma aplicacio F : V — R3 por

F(t,x) = expy() (tN(f(2))),
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onde N é um campo normal unitdrio continuo globalmente definido em f(X) C R3. Podemos tomar
[ suficientemente pequeno para que F' seja um mergulho suave. Suponha por contradicao que V/
contém uma superficie S mergulhada compacta de 1-lado. Dai, como V é orientavel, pelo Teorema
1.9/ temos que S é nao-orientavel. Defina a superficie S = F(S). Observe que S é uma superficie
compacta nao-orientdvel mergulhada em R3. Mas isso é uma contradicio, pois toda superficie
compacta mergulhada em R? é orientdvel. Portanto, segue a afirmacao.

Vilidas todas as afirmagoes acima, podemos aplicar o Teorema que afirma que para cada
n > ng existe uma superficie mergulhada X,, € Z(X) tal que |X,|5, = o, (Neste caso, como 9V # ()
para aplicar o Teorema [1.13| é necessario que a curvatura média na fronteira de V em relacao a
métrica g, seja nado-negativa para todo n > ng, o que de fato acontece pelo item (ii7)).

Para cada n > ng, a superficie X,, é isotépica a ¥ e minimiza area em sua classe de isotopia
em (V,g,) assim temos que ¥, é uma superficie compacta minima estavel mergulhada em (V,g,,).
Além disso,

Jim 0, = lim [Sulp, < lm (Sl =[S (5:6)

O que implica que a sequéncia {«a,} é limitada. Com isso, temos que existe uma subsequéncia
da sequéncia {¥,} que localmente converge na topologia C'*° para uma superficie minima compacta
Y mergulhada em (V,g) (Ver [25]). Pela propriedade natural de convergéncia, podemos tomar n
suﬁcientementegrande para que todas as superficies Y, estejam contidas em alguma vizinhanga

tubular W de ¥. Note que para n suficientemente grande, todas as superficies 3, intersectam
transversalmente as geodésicas normais de 3 (Observe a Figura [5.2)).

4

4

P w

Figura 5.2: As superficies ¥ e ¥,, na vizinhanca normal W.

Segue que X, é um recobrimento para ¥ via a projecao ao longo das geodésicas normais de 3.
Desde que V' nao contém uma superficie compacta de 1-lado mergulhada, temos que a superficie
Y ¢ necessariamente de 2-lados. Segue que o recobrimento de X por ¥, ¢ de 1-folha, isto ¢, a

aplicacao de recobrimento dada pela projecao ao longo das geodésicas normais de ¥ € injetiva, nos
fornecendo um difeomorfismo entre ¥, e X.

Como ¥, é isotépica a ¥ e difeomorfa a 3, temos que ¥ ¢ isotépica a . Além disso, por 1D
temos que

Xl = nh_floloan < |Zg.
Consequentemente, pelo item (¢) concluimos que > = Logo, pela propriedade natural de
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convergéncia, podemos tomar n suficientemente grande para que todas as superficies ¥,, estejam

contidas em int V) = (—é, %) x 3, onde pelo item (i) tem-se g,, = g,. Assim temos que

. / /
Xnlg, = E/le%f(z) X g, < [Xgn

para toda X' € Z(X) em Vj. Portanto, para n suficientemente grande, a superficie 3, é localmente
de menor drea em (M, gp). O

Demonstragao do Teorema 5.1. Seja V- = (—1,1) x ¥ uma vizinhan¢a normal de ¥ em M. Como
Y. é localmente de menor drea em (M,g), podemos tomar [ suficientemente pequeno para que X
seja de menor area em sua classe de isotopia em (V,g). Considere uma métrica § em V' como da

forma (5.1)), isto é,

2
g =dt* + Z Gij(t, 2)dz" ® da?,
ij=1

onde as funcoes componentes g;j, 1 <1i,j < 2, sao dadas por

5 _ [ 9iytx), sete[0,0)
gZ](t’x) - { gzj(7t7$)’ se t 6 (7l70:|

Segue do Lema[5.1] que as fungoes componentes de ¢ sao suaves, pois como as derivadas parciais
de todas as ordens em relagao a t em t = 0 de g;;(t,x) se anulam, entdo o mesmo acontece com
as derivadas parciais de todas as ordens em relagao a t em ¢t = 0 de §;;(t,z). Dai, (V,g) é uma
variedade Riemanniana com curvatura escalar Rz > 0, pois R;(t,x) = Ry(|t|,x) > 0 para todo
(t,z) € V. Note que se t > 0, temos que as componentes da métrica g satisfaz a condicao

gij(—t,x) = gij(t, ) = gy (t, ).

Assim temos que a reflexao ao longo de X, (¢, z) — (—t,x), é uma isometria. Segue que ¥ minimiza
area em sua classe de isotopia em (V,g).

Afirmacgao 5.4. A superficie 3 ndo € estritamente de menor drea em sua classe de isotopia em
(V.9).

Suponha que esta afirmacao ¢ falsa, isto é, que X é estritamente de menor area em sua classe de
isotopia em (V) ). Escolha [ suficientemente pequeno para que o Lema seja valido paraU =V e
considere a sequéncias de métricas {g, } dada por este lema. Pelo Lema para n suficientemente
grande, existe um toro de 2-lados ¥’ C V préximo de X que é localmente de menor drea em (V, gy,).
Desde que, para n suficientemente grande Rj, > 0 temos que ¥’ é um toro de 2-lados minimo
estavel com respeito a uma métrica com curvatura escalar positiva. Mas pelo Teorema [1.11]isso é
uma contradicdo. Portanto, segue a afirmacao.

Segue da Afirmagao que existe 3 € Z(X), ¥ # ¥ tal que |X|; = |X[;. Assim a superficie 3.

também minimiza drea em sua classe de isotopia em (V g).

Afirmacao 5.5. Os toros & e ¥ sio totalmente geodésicos em (V).
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De fato, desde de que ¥ é minima estavel em (V, g) temos que
[ (Rics(¥.3) + B oy < [ V31 Pdo,
p) b))

para toda funcao f € C*°(X), onde N é um campo normal unitdrio continuo globalmente definido
em ¥, B é a segunda forma fundamental de ¥ e Ric; é o tensor curvatura de Ricci de (V, g). Em
particular temos que

/ (Rics(N, N) + |B2)dory < 0. (5.7)
p)

Pelo Teorema temos que
onde Ky é a curvatura Gaussiana de ¥ com respeito a métrica g. Por (5.7)) e (5.8) obtemos que

/2(R§ +|B|? — Kx)doz < 0.

Como x(X) = 0, entdo pelo Teorema de Gauss-Bonnet temos

/E(Rg +|B[*)dog < 0.

Desde que R > 0 concluimos que a segunda forma fundamental B de ¥ é identicamente nula,
isto é, que X é totalmente geodésica. Da mesma forma mostra-se que > também é totalmente
geodésica. Portanto segue a afirmagao.

Afirmacgao 5.6. Se X ¢ Y se intersectam, entao a intersecdao € transversal.

De fato, se o contrario acontecesse existiria um ponto p € XN ¥ tal que T,% =1, pi CT,V,e
além disso quaisquer duas vizinhancas de p em X e em 3 sao distintas. Veja a Figura

Y

2
Figura 5.3: Localizagao do ponto p na intersecao de X e 3.
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Porém, como pela Afirmagao Y e X sdo totalmente geodésicas, segue que as aplicacoes
exponenciais de cada uma delas ¢ a restricio da aplicacio exponencial de V a ¥ e a . Mas como
o dominio desta restricao ¢ T),3 = Tpf) C T,V, segue que qualquer vizinhanca normal de p em X
também é uma vizinhanca normal de p em 3. Mas isso é uma contradicio. Logo, segue a afirmacao.

Afirmacio 5.7. A superficie ¥ estd contida em uma das componentes de V/%.

De fato, suponha que esta afirmacio é falsa. Dal, temos que as superficies & e X se intersectam.
Segue da Aﬁrmagéoque ¥ e ¥ se intersectam transversalmente. Assim, temos que esta intersecao
consiste numa quantidade finita de circulos. Vamos refletir a porcéo de ¥ em (=1,0] x ¥ ao longo
de ¥ para [0,1) x X. Considere a superficie ¥ como a superficie em [0,1) x ¥ obtida de ¥ como a
parte de X contida em [0,1) x ¥ unida com a parte refletida de % como na Figura

Figura 5.4: Reflexdo de 3.

Observe que ¥ nao é suave ao longo dos circulos de intersecdo, j4 que ¥ e X se intersectam
transversalmente. Como ¥ ndo é suave, segue que podemos suavizé-la de tal forma que obtemos
uma nova superficie suave isotOpica a ¥ e com area com respeito a métrica § estritamente menor
que |X|z. O que é uma contradi¢do, pois ¥ minimiza drea em sua classe de isotopia em (V,g).
Portanto, segue a afirmacao.

Observe que, se 3 estiver contida na por¢io (0,1) x X de V entdo temos que |X|; = ||, e se
> estiver contida na porgao (=1,0) x ¥ de V entao a reflexao de 3> ao longo de ¥ nos fornece uma
superficie ¥ isotépica a ¥ contida na porgao (0,1) x ¥ tal que |X|; = |¥|,. Em ambos os casos
temos que na variedade original (V,g) existe um toro 1 contido na porcao (0,1) x ¥ de V que
é localmente de menor area. Considerando a métrica g em V como da forma , mas com as
funcoes componentes g;;, 1 < 1,7 < 2 dadas por

5 _J it x), set € (=1,0]
g’t](t,l') - { gm(—t, x)’ sete [O’Z)

e fazendo argumentos andlogos aos feitos anteriormente, concluimos que existe um toro X~ na

porgao (—1,0) x ¥ de V que é localmente de menor area em (V, g). Seja W a regiao em V limitada
por ¥~ e ¥ como mostra a Figura
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Figura 5.5: Regiao W.

Observe que W ¢é difeomorfo a [~1,1] x T2. Considere duas cépias de (W, g). Para efeito
de notacao, chame W, = (W, g1) e Wy = (W, g2), onde as métricas Riemannianas g; e go em W
coincidem com a métrica g. Defina uma relagao de equivaléncia em W7 UWs identificando os pontos
(1,x) e (—1,z) em Wj com os pontos (1,z) e (—1,x) em Wo, respectivamente. Aqui, por abuso de
notacao, estamos considerando que W = ({—1} x ¥) U ({1} x £). Seja M o espaco quociente de
W1 U W, por esta relacio de equivaléncia. Defina uma métrica em M por

_ (t,z), se (t,x) e W
git,z) = { i;(t,w), se (t,x) € W;

Note que
g1(1,z) = g2(1,2) e g1(—1,7) = g2(—1,2),
para todo = € T?. Além disso, pelo Lema temos que
9"g1 9" g2
ZIH g =
(L% = g

(1,) =0

9"g1 9"g2
n (— ,.%') = n
ot ot
para todo inteiro positivo n e todo = € T?. Segue que (M,g) é uma variedade Riemanniana suave
com curvatura escalar nao-negativa difeomorfa ao toro tridimensional. Desde que Z? é um subgrupo
abeliano nao-ciclico finitamente gerado de (M), pelo Teorema segue que (M,q) é plana, e
portanto (W, g) também é plana.

(-1,z)=0

g
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