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RESUMO

Este trabalho é destinado a professores do Ensino Médio, e tem como propésito apre-
sentar metodologias de abordagem do Calculo Diferencial com uma variavel nas trés
séries do Ensino Médio, levando em consideragéo que, com esse conhecimento, os
estudantes terdo um ganho na capacidade de interpretacédo do comportamento das
funcdes, algébricas e transcendentes, que séo toépicos tratados na Matematica e ou-
tras disciplinas, em boa parte deste ciclo de estudo, além de auxiliar os estudantes
em uma preparagao solida visando o enfrentamento das disciplinas iniciais de alguns
cursos universitarios, principalmente de exatas, que vém apresentando resultados ne-
gativos para as notas dos discentes em disciplinas como Calculo Diferencial e Integral
| e Fisica I. Com o objetivo de aproximar as ideias de Calculo a situagdes reais e
relacionar a Matematica com outras disciplinas, neste trabalho, defendemos que, no
primeiro ano do Ensino Médio, seja feita uma abordagem, inicialmente, do estudo da
derivada voltado para a disciplina Fisica, ja na definicdo de taxa de variagao instanta-
nea, em conteudos de Cinematica Escalar, com o auxilio dos professores dessa dis-
ciplina, e que essas ideias iniciais sejam aproveitadas para o estudo da Func¢éo Poli-
nomial do 2° grau, na disciplina Matematica, tratando da equacao da reta tangente, do
comportamento grafico e dos problemas de maximos e minimos, relacionados a essa
funcdo. No segundo ano, a Fisica continuara como participante ativa no estudo de
taxa de variagdo com o auxilio da derivada, e a Matematica tera no bindbmio de Newton
a oportunidade da abordagem de algumas regras de derivagdo. No terceiro ano, a
Fisica mantera seu papel, como nas séries anteriores, enquanto a Matematica apre-
sentara aos estudantes que querem se dedicar mais a disciplina um conteudo mais
formal, com o auxilio de nogdes de limites e continuidade, abordando desde a defini-
¢cao de derivada até o estudo das regras de derivagdo, com as devidas justificativas,
além de um tratamento mais amplo no esbog¢o de graficos e problemas de otimizacéo,
utilizando o software GeoGebra como ferramenta de apoio.

Palavras-chave: Ensino Médio. Matematica. Calculo Diferencial. Fisica. Graficos. Ge-
oGebra.



ABSTRACT

This work is aimed for high school teachers, and is intended to present methodologies
to approach Differential Calculus with one variable within the three grades of high
school, taking into account that, with this knowledge, students will be able to interpret
the behavior of algebraic and transcendent functions, which are Mathematical topics
and other subjects in most part of this study cycle, as well as assisting students in a
solid preparation aiming at facing the initial subjects of some university courses, mainly
in the area of exact sciences, which have been presenting negative results on the stu-
dent grades in subjects such as Differential and Integral Calculus | and Physics I. In
order to bring Calculus ideas closer to real situations and relate Mathematics with other
disciplines, in this paper, we argue that in the first year of high school, an approach
should be made initially to the derivative study focused on the Physical discipline, in
the definition of the rate of change instantaneous, in content of Scalar Kinematics, with
this subject teachers’ help, and that these initial ideas are harnessed to the study of
the Polynomial Function of the 2nd degree, in the Mathematical discipline, equation of
the tangent line, the graphical behavior and the problems of maximum and minimum
values related to this function. In the second year, Physics will continue as an active
participant in the rate of change study with the help of derivative, and mathematics will
have in Newton's binomial the opportunity of approach some derivation rules. In the
third year, physics will maintain its role, as in previous series, while Mathematics will
present to the students who want to devote more discipline to more formal content,
with the aid of notions of limits and continuity, addressing since the definition derivative
until the study of the rules of derivation, with the appropriate justifications, in addition
to a broader treatment of graphing and problem solving optimization, using GeoGebra
software as a support tool.

KEYWORDS: High School. Mathematics. Differential calculation. Physics. Graphics.
GeoGebra.
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APRESENTACAO

E notavel, em todas as séries do Ensino Médio, na propria Matematica e em
outras disciplinas, como Fisica, Quimica e Biologia, os conceitos de taxa de variagao
meédia e instantdnea, na maioria dos livros, sem que haja uma introdu¢cdo a matéria
Calculo Diferencial, por este ser um tépico abordado, normalmente, em periodos ini-
ciais nas escolas de ensino superior, e para cursos bastante especificos. Essa omis-
sao, porém, acaba limitando nossos estudantes ao conhecimento de problemas hipo-
téticos, que possam ser resolvidos, apenas, com recursos matematicos abordados

sem o auxilio do Calculo.

Sem as nog¢des de Calculo, o esbogo do grafico, a busca por valores maximos
e minimos e a taxa de variagdo de uma funcao serao topicos limitados a férmulas
prontas, voltadas principalmente para as fungdes polinomiais de 1° e 2° graus. No
caso de fungdes polinomiais de grau maior do que 2, na abordagem, por exemplo, de
problemas de otimizagao, sao elaboradas solu¢gdes bem especificas, ndo padroniza-
das, e que, geralmente, sdo mais longas do que deveriam, em comparagdo com o
simples processo de derivar a fungéo, polinomial ou transcendente, e igualar o resul-

tado a zero.

Certamente, essa espera para se ter um primeiro contato com o Calculo contri-
bui para que haja resultados negativos nos primeiros semestres dos estudantes uni-
versitarios ingressos em cursos, principalmente, de ciéncias exatas, onde as aplica-
coes do Calculo Diferencial e Integral sdo exploradas desde os capitulos iniciais em

disciplinas como Fisica e Quimica, por exemplo, além da propria disciplina Calculo.

A introdugéo de Derivada no Ensino Médio, portanto, seria um elemento chave
para um melhor entendimento de alguns tépicos da Matematica e outras ciéncias,
além de, normalmente, trazer solugdes mais simples para problemas de taxas de va-

riagao e otimizagao.

Dessa forma, reforcamos as palavras de Avila (1991), que analisa a auséncia

do Calculo no Ensino Médio como um fato grave, pois deixa de lado uma componente
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significativa e certamente a mais relevante da Matematica para a formagéo do aluno

num contexto de ensino moderno e atual, onde a interdisciplinaridade € fundamental.

O obijetivo deste trabalho, diante do exposto, € apresentar uma proposta para
a abordagem do Calculo Diferencial, aplicado a fun¢gdes com uma variavel, nas trés

séries do Ensino Médio.

Com foco no estudo da derivada e suas aplicagdes, este trabalho esta organi-

zado em quatro capitulos e uma secéao para as consideracdes finais.

No primeiro capitulo, apresentamos um breve histérico sobre a abordagem do
Calculo no Ensino Médio, a forma de apresentacao e os conteudos que eram tratados,
além das principais mudancas curriculares ocorridas até os dias atuais e as tendén-

cias futuras, com a formalizagao da Base Nacional Comum Curricular (BNCC).

No segundo capitulo, tomado como motivagéo, apresentamos o Calculo como
elemento facilitador na resolucao de problemas especificos de Matematica, a partir da
comparacgao entre as resolugdes realizadas sem e com os tépicos de Calculo Diferen-
cial, e expomos situagdes em que outras ciéncias, especialmente Fisica e Quimica,
dariam um tratamento mais completo para o Ensino Médio, caso os conceitos iniciais

do Calculo fizessem parte do conhecimento dos estudantes.

No terceiro capitulo, apresentamos uma proposta para a abordagem do Calculo
nos dois primeiros anos do Ensino Médio, mostrando que deve haver uma conexao
muito proxima entre a Matematica e Fisica, em virtude das aplicagbes do Calculo em

tépicos dessa ultima.

O quarto capitulo é dedicado a abordagem do Calculo no terceiro ano do Ensino
Médio. Os conteudos vistos nos dois primeiros anos serao revistos num contexto mais
amplo, onde conceitos serdao formalizados, alguns resultados serao justificados de
forma mais consistente, e serdo apresentadas regras de derivacao para fungdes al-

geébricas e transcendentes, com algumas aplicagdes.

Concluimos o trabalho com as consideragdes finais, destacando a importancia

da proposta e as expectativas em relacdo a sua aplicagao.
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CAPITULO 1

ENSINO DE CALCULO NA EDUCAGAO BASICA: PASSADO E FUTURO

Nesse capitulo, constam um breve histérico quanto a abordagem do Calculo na
educacao basica, com observacgdes criticas quanto a forma e aos conteudos ensina-
dos, e alguns topicos que fazem parte da Base Nacional Comum Curricular (BNCC),
com seus objetivos e promessas, e como esse documento vai contribuir, a partir de

sua efetiva introdugao, para a abordagem do Calculo Diferencial no Ensino Médio.

1.1 Breve histérico do ensino do Calculo Diferencial e Integral

O Calculo comecou a fazer parte dos programas secundarios das escolas bra-
sileiras no final do século XIX, mais precisamente em 1890, com a Reforma Benjamin
Constant (BRASIL, Decreto n°® 981,1890). Houve varias alteragdes, a partir de entéo,
na grade curricular do ensino da Matematica, com retiradas e retornos dos conteudos
de Calculo Diferencial e Integral, voltados para cursos secundarios.

Em 1931 surgiu a reforma implementada por Francisco Campos (BRASIL, De-
creto n° 19.890, 1931; Decreto n°® 21.241, 1932). Os decretos dessa reforma impu-
nham que o Ensino Secundario, oficialmente reconhecido, seria ministrado no Colégio
Pedro I, no Rio de Janeiro, e em estabelecimentos sob regime de inspecao oficial.
Nessa reforma, o Calculo, ausente dos programas desde 1901, retornou ao Ensino
Secundario.

Dentre os livros de Matematica para o Ensino Secundario, produzidos seguindo
a reforma de 1931, destaquemos os de autoria de Ary Quintella, um dos maiores es-
critores de livros didaticos de matematica, publicados entre os anos 40 e 60. Os con-
teudos de Calculo Diferencial e Integral eram abordados na 32 série do Ensino Secun-
dario, contemplando o estudo de fungdes, limites e continuidade, derivadas, esboco
de graficos, férmula de Taylor para polinbmios e integrais definidas, sendo as demons-
tracdes dos principais teoremas desses topicos apresentadas, na maioria das vezes,

com rigor na linguagem matematica.
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Segundo Valente (2008), a carreira profissional de Ary Quintella lhe permitiu
fazer parte do quadro da Companhia Editora Nacional e os livros didaticos de mate-
matica de sua autoria foram transformados em best-sellers educacionais.

Sobre os livros de autoria de Ary Quintella, na Figura 1, temos o indice que

apresenta os conteudos de Calculo abordados na terceira série do Ensino Secundario.

Figura 1 - indice parcial de livro da 32 série do Ensino Secundario, nos anos 60.
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5.4 - Interpretaciio geomdétrica 04
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para eeu limite. ....... B¢
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Fonte: QUINTELLA, ARY, 1965 (p. 6 e 7).

Neste indice, que contempla tépicos do programa destinado a 32 série do En-
sino Secundario, destaca-se, como mostra a Figura 2, o estudo de fungdes e graficos

(sem as ferramentas do Calculo).

Figura 2 — Contetudos de fungdes na 32 série, nos anos 60.

1) FUNCOLS, GRAFICOS
1.1 - Intervalo.......seu0v0s 18 1.0 = Fungfio definida em um
1.2 - Varidvel. Constante.... 14 Va3 e R e iy 18
13 - Varidvel progressiva.... 15| 110~ Clasifioagfio das fungles 19
1.4 - Representagio griflen ]'” Tf‘lll-.nﬁ euig ¢ 5
duma varldvel real con- a1 = Hunofos Jnvereas, ......
Hrn. . o oeivy PO 5 o M 1.12 ~ Fungbes periddicas..... 23
1.6 — Funglo...coervinns oo 16| 1,13 - FungBes pares e fmpares 22
L6 - Funcio real de varidvel 1.14 - Funglo de fungéo...... 22
Teal,...coniisunanrnnns 1 -
1.7 = Notugfo quuouul ...... 17 115 — Representaglio  grifica
1.8 - Tunciio definida e um das fungdes............ 22
POTVG, 54w s o veees 181 118 — Grdfico dosfuncies usuais 25

Fonte: QUINTELLA, ARY, 1965 (p. 5).
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Porém, dos trés livros de Ary Quintella para o Ensino Secundario, apenas o da
3?2 série faz um estudo das fungdes, algébricas e transcendentes, com objetivo claro
de dar subsidio para se chegar a limites e continuidade e ja tratar a abordagem do

grafico de uma fungao qualquer com o conhecimento de derivada.

Explorando as paginas deste livro, na abordagem do Calculo, notamos algumas
formalidades em topicos que necessitam um amadurecimento maior por parte dos
estudantes, como as demonstragdes de propriedades de limites, utilizando a definicao

formal de limite, como mostra a Figura 3.

Figura 3 — Demonstragoes de propriedades de limites na 32 série, nos anos 60.

36 Matemdtica — 8.2 Ano Colegial Limites. Continuidade 87

2.5 — Propriedades dos limites.
15 O lmile de uma consianle é o propria constante,
Pela definighio, tem-se: lima = a.
2.5 Uma mesme varidvel nio pode fer dois limites distintos.
Suponhamos que tivéssemos :
limz = a fz—a | <4«
ou
limz =0 |z=b| <e o a=b
Consideremos, entfo, a igualdade:
a—b=(x-b)—(z-a)
Como o médulo da diferenga &, no méximo, igual & soma
dos médulos do miruendo ¢ do subtraendo :
[V =inifs e = bl = bt =]
e viria, de acOrdo com as igualdades (1):
la-b|<e g
Assim, conchiirfamos: lima = b, o que ¢ absurdo.

2.6 — OperacBes eom limites.

L% O limile de wme coma alyébrica de varidveis é igual d soma
algébricn dos limiles dus varidveis, desde que o ndmero
de parcelas seja limitado.

Teso : lim (z4y+42) = lim 2 4+ lim y -+ lim 2.

Demaonastragio.

Bomando, membro a membro :
—e< (a+ytz)—(a+b4c) <e

donde resulta ;

lim (@+y+2) = a+b4o

ou, em virtude de (1) :

CAS08 PARTICULARES,

5
sejn 37, em virtudo da Lipdtese

lim (z4-y+-2) = limz 4 lim y <+ lim 2

tem limile finilo, isto é, man-
ie fe,

emos escrever por malor que
a>M+k
h<y<h
Somando :
z+y>M . Im@z+y)= + =
Bimbdllcamente sscreve-ss: k 4 2o on + o k= 4 @,
So z varlar por valores negatlvos, toremos, andlogamente :
T<-M-k
k<y<k
Somando ;
4y <-M ', im@+y) =-=
Simbdlicamente escreve-se: k= = ou == + k= - =,

b) Se as roridveis % o y tendom ambas para -, ou ambas para

~®, @ soma tends para o mesmo limile.

De actrdo com a hipétese temos, por malor que seja M, ¢ ey vadando
alores positives.

Sejam : e
limz =4, limy = b, limz=¢ ). (% ar M
TIsto 6, podemos escolher um certo e para o qual se tenha 2
4
- -f— <z-a< o V>
2 3 donde 24+y>M o Hm(zty) =+ «
€ €
i <y-b< 3 Blmbdicamente, eacreve-se: -+ © o o = 4 «
........
€ €
T
Band 3

(%) Admitimos o postulado: “A soms do um ndmoro fislio de infinitésimon 4 um
fofinibdalma’’,

Fonte: QUINTELLA, ARY, 1965 (p. 36 e 37).

As demonstracdes de praticamente todos os teoremas apresentados € uma
das caracteristicas dos livros de Ensino Secundario de autoria de Ary Quintella, e com
os toépicos de Calculo nao foi diferente. Certamente, para resultados mais elementa-
res, que nao incluem o Calculo, as demonstracdes sao absorvidas pelos estudantes
de maneira mais consistente, pois, normalmente, ha uso de conhecimentos ja conso-
lidados, necessarios para o entendimento das mesmas. Por exemplo, ha pouco a

acrescentar, teoricamente, quando se pretende demonstrar a formula da soma dos
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termos de uma progresséao aritmética. Os resultados sobre limites, derivadas e inte-
grais, poréem, dependem de novos conceitos, como a definigdo de limite de uma fun-
cao, diferencial de uma fungao, infinitésimo, etc. Isso demanda tempo para a devida

compreensao.

Ary Quintella, como mostram as imagens do seu livro para o terceiro ano, no
nosso entendimento, adotava para o Ensino Secundario uma antecipag¢ao dos conte-
udos iniciais de cursos universitarios, pelos topicos abordados e o rigor em sua apre-

sentacao.

Em outro exemplo, a Figura 4 apresenta uma demonstragcao do Teorema Fun-
damental do Calculo, utilizando a ideia de diferencial de uma funcgao, tépico pouco
explorado nas paginas anteriores do livro do referido autor. Ou seja, a abordagem dos
tépicos de Calculo no Ensino Médio, nessa época, acumulou diversos temas em um
curto espago de tempo, mantendo uma proximidade com a linguagem dos cursos de
Calculo Diferencial e Integral ministrados em escolas de ensino superior, reduzindo,
porém, a exploragao de diversos pontos que normalmente sao tratados de forma mais

cuidadosa nesse nivel de ensino, para que haja a devida compreensao.

Figura 4 — Demonstracdes sobre integral definida na 3? série, nos anos 60.

"

134 Matemdtica — 3.7 Ano Coleglal Fungles primitivas. Integral 135
Consideremos o5 pontos 4 e B sbbre a curva, deabscissas Conclui-se :

a e b e tomemos um ponto arbitrdrio P, entre A e B, dfa abs-

aissa varifivel ©. Tracemos a ordenada Pz =f (2) e seja 8 a T

drea da figura APga, que se vé& hachurada. dois de seus pontos e o eixo dos x pode ser cal-
Atribuindo 2 varifvel um acréseima Aw, a Ares sofrerd culada por intermédio da integral,

um seréseimo As, representado por PMDr. Este acréscimo

As é maior que o rethngulo PRDs e menor que Q3 Du. e
Caleulendo as dreas désses retingulos podemos, entio, escrever : sta integral representa-se com o sfmbolo :

b
Jx).Ar < As < [ (z+A7) . Az f_f (@) de = I () - I (a)

Dividindo por Az: .
(Ié-se : integral entre os Lmites a ¢ b de J(x) dx) 8 denomi-

As . 2o
f@) < = < + Az) na-se integral definida por ndio apresentar constantes tnde-
terminadas.
Se Ar tender para zero, J (% _-1- Ax) tcn_del;i para f{x); A difer_em;n entre o8 valores numéricos da fungfio inte-
logo, & tltima desigualdade permite concluir: gral F (z), isto 6, F (8) - (@), represcnta-se, também, pelo
o s . sfmbolo :
lim — = f (x) ou P =l ;
Aams0 A% du {F (m)]: © escreve-se ff (2)dz = [1" (;z:]]:
| . a
Passando A diferencial : Ezemplos :
ds = f (x) . dx
} (@) ) 12) Caleular a drea limitada pela curva de equagio y = 22, o eixo
Integrando os dois membros : dos %, e as ordenndas do 2 =0 ¢ 7z = 3,
(1) L ff (@) . do = F (z) + € Resolugtio, Temos :
3
x : e 3 ;
onde F (x) é a fungiio, cuja deriv a,da‘lé j(:tlc,. s =fz=dz A I_—‘ﬁvi]a e Y1
Quando # = g, teremos s = 0 pois & figura APvse redu- = 4 do
zir-se-f A ordenads Ae; assim, temos: 25 Calaul
2) Caleular n & limitadn pela =g
s w Co-F e =s:w‘21:,u:; :ur 6 pela curva y = cosa, o elxo dos =,
e a ilfima igualdade (1}, serd: Bosahugdo. Temos :

2 = F () - F(a)

Para caleular a drea ABba, basta, portante, fazer z = b
Hal & e ” .
na filtima express@o da firea e teremos: - G et

Sama = I (1) —f(a) )

-
§ = fx.mzds - [aeuz:!:
tH 5

Fonte: QUINTELLA, ARY, 1965 (p. 134 e 135).
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Sem fazer uma analise dos resultados obtidos naquela época, e tomando como
referéncia os livros do professor Ary Quintella, fica clara, no tratamento do Calculo, a
concentracdo de muitos topicos em uma mesma série, que deveriam ser, N0 NOSSO
entendimento, fracionados nos trés anos destinados ao Ensino Secundario, por conta
do amadurecimento dos estudantes. Além disso, compreendemos que no estudo do
Calculo existiu uma antecipacdo de assuntos destinados essencialmente ao Ensino
Superior, inclusive na abordagem, haja vista, ao invés de nogodes, foram utilizados
alguns conceitos e definigdes bastante especificos, merecedores de uma leitura mais

ampla para que houvesse a devida compreensao.

Até a década de 50, praticamente uma tendéncia mundial, o ensino de Mate-
matica seguia uma programacao tradicional, onde a énfase era dada, entre outros
tépicos, aos calculos complexos, as identidades trigonométricas, as demonstragdes
de teoremas geométricos, aos problemas de longos enunciados e longas resolugdes
(MOTEJUNAS, 1995, p. 161).

Houve, no entanto, movimentos no sentido de modernizar o ensino da Mate-
matica, dando foco a conteudos especificos da disciplina. A exemplo disso, no ano de
1934, cinco jovens professores franceses, André Weil, Claude Chevalley, Henri Car-
tan, Jean Delsarte e Jean Dieudonné, criaram o Grupo Bourbaki (nome ficticio esco-
Ihido pelo grupo), visando, a principio, melhorar a qualidade dos livros de Analise dis-
poniveis a época, que, para eles, ndo apresentavam os resultados matematicos de
maneira satisfatoria. André Weil, no entanto, colocou para o Grupo a necessidade do
entdo chamado Tratado de Analise ser util a Matematica, como um todo, e, com isso,
a tarefa foi ampliada grandiosamente, pois foram incorporados temas de Algebra, da
Teoria dos Conjuntos e da Topologia, antes dos ja previstos conteudos de Analise
(ESQUINCALHA, 2012).

Bourbaki ndo tem o mérito de ter provado um importante teorema, tampouco
foi esta sua intengao, que residia na divulgagdo de uma sintese madura e articulada,
uma reorganizagao da Matematica por meio da utilizagao de estruturas, da Teoria dos
Conjuntos, e do método axiomatico, uniformizando notagdes e terminologias, tor-
nando-as comuns a diversas areas da Matematica (ESQUINCALHA, 2012).
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Apesar de n&o se destinar, formalmente, ao Ensino Secundario (Pires, 2006),
o efeito positivo das ideias do Grupo Bourbaki em diversos paises, nas décadas de
1960 e 1970, fez surgir no Brasil um movimento que marcou a histéria da Educacgéao
Matematica e provocou mudangas significativas nas praticas escolares. Trata-se do
Movimento da Matematica Moderna, que, ja deflagrado em ambito internacional, atin-
giu ndo somente as finalidades do ensino, como também os conteudos tradicionais da
Matematica.

Os livros didaticos de Matematica dos anos 60, como os de autoria de Ary Quin-
tella, foram inspirados, de certo modo, por esse movimento.

Segundo CARVALHO (1988), as ideias que sustentaram o Movimento da Ma-
tematica Moderna estavam baseadas na Matematica do século XX, sendo que esta
repousa, conforme Bourbaki, sobre as nogdes de estrutura e de axiomatizagao, se-

guindo quatro grandes correntes:

e As extensdes da nogao de numero e o aparecimento da algebra abstrata;

¢ O aparecimento das geometrias nao-euclidianas e a axiomatizagao da geome-
tria;

¢ O desenvolvimento da teoria dos conjuntos e da légica;

e A aritmetizagdo da analise e a percepg¢ao da necessidade de rigor nesta area.

Nesse movimento, o objetivo era que o ensino da Matematica tivesse énfase
nas estruturas matematicas, valorizando o estudo dos conjuntos e ampliando o rigor
no uso da simbologia. Porém, a linguagem dos conjuntos foi ensinada com tal énfase
que a aprendizagem de simbolos e de grande quantidade de terminologias compro-
metia o ensino do Calculo, da Geometria e das Medidas (SOARES; DASSIE; ROCHA,
2004). Com esse contexto, o ensino do Calculo voltou a ser retirado dos curriculos
(BRASIL, Lei n®4.024, 1961).

Mesmo com a retirada do Calculo dos programas oficiais, muitos autores, prin-
cipalmente nos anos 70 e 80, continuaram incluindo em seus livros capitulos destina-
dos ao estudo de limites e derivadas, totalmente confinados na terceira série do En-
sino Médio, e muitos deles, ainda, com uso de simbologias, defendido pela Matema-
tica Moderna, que nao mostrou ser cabivel, devido ao alto grau de abstragédo dos as-

suntos a serem abordados e da pequena carga horaria disponivel para tal.
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Entendemos que demanda tempo para que os estudantes se familiarizem com
novos conceitos tao especificos e, inicialmente, abstratos, como temos no Calculo. O
entrosamento dos estudantes com a matéria, da forma que era apresentada, neces-
sitaria uma experiéncia maior dos mesmos na linguagem rigorosa que o assunto
exige.

E fato, no entanto, que deixar de lado, por completo, o estudo do Calculo no
Ensino Médio, contribui para os resultados negativos relativos as notas de estudantes
universitarios matriculados na disciplina Calculo I, que normalmente aborda o Célculo
Diferencial e Integral para funcbes de uma variavel. Varias estatisticas mostram um
grande percentual de reprovagdes de estudantes nessa disciplina, mesmo para aque-
les de cursos na area de exatas.

Sem duvida, o que os professores ensinam no Ensino Fundamental e no Ensino
Médio, deveria ter uma conexdo com o que os estudantes vao encontrar no Ensino
Superior. A esse respeito, Barbosa (1994) diz: “certamente, a falta de elo, de um rela-
cionamento maior entre os niveis de ensino, principalmente entre o nivel secundario
e 0 universitario, tem trazido grandes dificuldades na relagdo ensino-aprendizagem
dos alunos que fazem a disciplina de Calculo Diferencial e Integral I”.

Hoje, pouquissimos autores abordam em seus livros os conteudos de Calculo
Diferencial no Ensino Médio. Poucos colégios, também, abordam o Calculo no Ensino
Médio. Sua apresentagao € voltada principalmente para estudantes que buscam pre-

paragao para os poucos vestibulares que cobram o Calculo em seus programas.

1.2 A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) e o ensino do Calculo

A BNCC promove a ideia da fixagao de conteudos minimos para o Ensino Ba-
sico. Dessa forma, estaria sendo assegurada a formagao basica comum a ser com-
plementada, em cada estabelecimento escolar, com uma parte diversificada (BRASIL,
2018). Uma das propostas para o curriculo de Matematica prevé a introduc¢ao do cal-

culo da taxa de variagao de fung¢des no Ensino Médio como tépico suplementar.

Nessa subsecao apresentamos alguns elementos da BNCC que julgamos se

aproximarem do nosso tema de estudo.
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1.2.1 A BNCC e suas competéncias

Elaborada por especialistas de todas as areas do conhecimento, a BNCC é um
documento completo e contemporaneo, que corresponde as demandas do estudante
desta época, preparando-o para o futuro, tendo sido concluida apés amplos debates
com a sociedade e os educadores do Brasil, o texto referente ao Ensino Médio possi-
bilitara dar sequéncia ao trabalho de adequacéao dos curriculos regionais e das pro-

postas pedagdgicas das escolas publicas e particulares brasileiras.

Trata-se de um instrumento que servira de referéncia nacional para a formula-
¢ao dos curriculos dos sistemas e das redes escolares dos Estados, do Distrito Fede-
ral e dos Municipios e das propostas pedagdgicas das instituicdes escolares. A BNCC
integra a politica nacional da Educagao Basica e ira contribuir para o alinhamento de
outras politicas e agdes, em ambito federal, estadual e municipal, referentes a forma-
cao de professores, a avaliagao, a elaboracdo de materiais educacionais e aos crité-
rios para a oferta de infraestrutura adequada para o pleno desenvolvimento das ativi-

dades.

Ao longo da Educacgao Basica, as aprendizagens essenciais definidas na BNCC
devem concorrer para assegurar aos estudantes o desenvolvimento de dez compe-
téncias gerais, que consubstanciam, no ambito pedagdgico, os direitos de aprendiza-

gem e desenvolvimento.

Na BNCC, competéncia € definida como a mobilizagdo de conhecimentos (con-
ceitos e procedimentos), habilidades (praticas, cognitivas e socioemocionais), atitudes
e valores para resolver demandas complexas da vida cotidiana, do pleno exercicio da
cidadania e do mundo do trabalho (BRASIL, 2018).

A BNCC (BRASIL, 2018) traz dez competéncias gerais para nortear as areas

de conhecimento e seus componentes curriculares.
Sao elas:

Conhecimento
Pensamento cientifico, critico e criativo

Repertério cultural

B wnh -

Comunicacéao
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Cultura digital

Trabalho e projeto de vida
Argumentagao
Autoconhecimento e autocuidado

Empatia e cooperacao

= © o N o o0

0.Responsabilidade e cidadania

Dentre as dez Competéncias Gerais da Educacao Basica, podemos destacar a
de numero 2, apresentada a seguir, que contribui fortemente ao incentivo da aborda-
gem de alguns topicos relevantes para formagéao dos estudantes do Ensino Médio,

como é o Calculo Diferencial:

2. Exercitar a curiosidade intelectual e recorrer a abordagem prépria das ci-
éncias, incluindo a investigagao, a reflexao, a analise critica, a imaginagéo e
a criatividade, para investigar causas, elaborar e testar hipéteses, formular e
resolver problemas e criar solugdes (inclusive tecnologicas) com base nos
conhecimentos das diferentes areas. (BRASIL, 2018, p. 5).

Certamente, informag¢des que deem acesso a conhecimentos que agucem o
senso critico, buscando tratar situagdes reais, e que criem padrdes para analise de
problemas gerais e especificos devem ser amplamente colocadas em pauta quando

da criagao do curriculo escolar em quaisquer disciplinas.

1.2.2 O compromisso com a Educacgao Integral

Segundo a BNCC, a educagao integral tem como propdsito a formacgao e o
desenvolvimento global dos estudantes, compreendendo “a complexidade e a nao li-
nearidade desse desenvolvimento, rompendo com visdes reducionistas que privile-
giam ou a dimensao intelectual (cognitiva) ou a dimenséao afetiva” (BRASIL, 2018, p.
14).

A Educacéao Integral enquanto concepgao educacional se sustenta por quatro
principios: equidade, inclusdo, contemporaneidade e sustentabilidade (WEFFORT,
ANDRADE, COSTA, 2019, p. 17 € 18), ou seja:
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e Promove a equidade ao reconhecer o direito de todos e todas de aprender e
acessar oportunidades educativas diferenciadas e diversificadas a partir da in-
teracao com multiplas linguagens, recursos, espacos, saberes e agentes, con-

dicdo fundamental para o enfrentamento das desigualdades educacionais;

e E inclusiva porque reconhece a singularidade dos sujeitos, suas mdltiplas
identidades e se sustenta na construgdo da pertinéncia do projeto educativo

para todos e todas;

e E uma proposta contemporanea porque, alinhada as demandas do século
XXI, tem como foco a formagao de sujeitos criticos, autbnomos e responsaveis

consigo mesmos e com o0 mundo;

e E uma proposta alinhada com a nocéo de sustentabilidade porque se com-
promete com processos educativos contextualizados e com a interagao perma-

nente entre o que se aprende e o que se pratica;

O que aprender, para que aprender, como ensinar, como promover redes de
aprendizagem colaborativa e como avaliar o aprendizado s&o os focos dos atuais pro-

cessos educativos.

No novo cenario mundial, reconhecer-se em seu contexto historico e cultural,
comunicar-se, ser criativo, analitico-critico, participativo, aberto ao novo, colaborativo,
resiliente, produtivo e responsavel requer muito mais do que o acumulo de informa-
cbes, requer o desenvolvimento de competéncias para aprender a aprender, saber
lidar com a informacéao cada vez mais disponivel, atuar com discernimento e respon-
sabilidade nos contextos das culturas digitais, aplicar conhecimentos para resolver
problemas, ter autonomia para tomar decisdes, ser proativo para identificar os dados
de uma situacdo e buscar solugdes, conviver e aprender com as diferencas e as di-
versidades (BRASIL, 2018).

Significa, ainda, assumir uma visao plural, singular e integral da crianga, do

adolescente, do jovem e do adulto — considerando-os como sujeitos de aprendizagem


https://educacaointegral.org.br/materiais/percursos-da-educacao-integral/
https://educacaointegral.org.br/glossario/educacao-inclusiva/
https://educacaointegral.org.br/reportagens/a-escola-tem-se-assumir-enquanto-espaco-de-organizacao-nao-somente-de-permanencia/
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— e promover uma educagao voltada ao seu acolhimento, reconhecimento e desen-
volvimento pleno, nas suas singularidades e diversidades. Além disso, a escola, como
espaco de aprendizagem e de democracia inclusiva, deve se fortalecer na pratica co-
ercitiva de nao discriminagao, nao preconceito e respeito as diferengas e diversidades
(BRASIL, 2018).

Independentemente da duragédo da jornada escolar, o conceito de educagéao
integral com o qual a BNCC esta comprometida se refere a construgao intencional de
processos educativos que promovam aprendizagens sintonizadas com as necessida-
des, as possibilidades e os interesses dos estudantes e, também, com os desafios da
sociedade contemporanea. Isso supde considerar as diferentes infancias e juventu-
des, as diversas culturas juvenis e seu potencial de criar novas formas de existir (BRA-
SIL, 2018).

Assim, a BNCC propde a superagéo da fragmentacgao radicalmente disciplinar
do conhecimento, o estimulo a sua aplicagdo na vida real, a importancia do contexto
para dar sentido ao que se aprende e o protagonismo do estudante em sua aprendi-
zagem e na construcao de seu projeto de vida (BRASIL, 2018).

Desse modo, “promover aprendizagens sintonizadas com as necessidades, as
possibilidades e os interesses dos estudantes” nos leva a uma flexibilizagao do curri-
culo escolar, de fundamental importancia para que, além de um curriculo minimo, pos-
samos promover uma programacao seletiva, especifica para o interesse dos alunos.
E ai que teremos a oportunidade de apresentar o Calculo Diferencial, com uma pro-
gramagao minima, cabivel a formagao de todos, e dar um tratamento mais amplo,
para quem assim escolher. Nao ha outro conteudo da Matematica tao presente no
inicio da formacao de estudantes universitarios, que dela dependam, quanto o Calculo
Diferencial e Integral.

Vale salientar que a BNCC, apesar das alteragdes, ndo propde uma ruptura com
a viséo sobre a disciplina adotada desde os Parametros Curriculares Nacionais (PCN),
texto que durante anos serviu de referéncia para as escolas brasileiras. Ao delimitar
as competéncias especificas da disciplina, que indicam como as competéncias gerais
da Base devem ser expressas naquele componente, a Matematica € conceituada
como “ciéncia humana, fruto das necessidades e preocupacdes de diferentes culturas,

em diferentes momentos histéricos” e, ainda, “uma ciéncia viva, que contribui para
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solucionar problemas cientificos e tecnolégicos e para alicer¢ar descobertas e cons-
trucdes”. A Base foca no que o aluno precisa desenvolver, para que o conhecimento
matematico seja uma ferramenta para ler, compreender e transformar a realidade
(CHICA; BARNABE; TENUTA, 2017).

Perceba-se que verbos selecionados para descrever objetivos e habilidades ja
dao mostras do que mudou. Nos PCN, era comum encontrar palavras como “reconhe-

tL 11

cer”’, “identificar” e “utilizar” (para o trabalho com ferramentas e procedimentos de cal-
culo). Na Base, elas deram lugar a agdes como “interpretar”, “classificar”, “comparar’
e “resolver”. O novo texto deixa mais claro o propdsito de levar o aluno a pensar a
partir das informagdes recebidas, de analisa-las e de responder com uma postura

ativa (CHICA; BARNABE; TENUTA, 2017).

1.2.3 A Matematica e suas competéncias especificas para o Ensino Médio

No Ensino Fundamental, muito além dos calculos, da aplicagao de formulas e
da leitura quantitativa da realidade que nos cerca, a BNCC propde um novo lugar para
a Matematica. O foco é o letramento matematico dos alunos.

Letramento matematico significa desenvolver habilidades de raciocinio, repre-
sentacao, comunicagao e argumentagao, para que o aluno possa assumir uma pos-
tura ativa nos mais diferentes contextos, seja posicionando-se sobre uma dada ques-
tao, seja buscando meios de investigar solugdes para ela. A formagao no Ensino Fun-
damental também prevé a utilizacdo de conceitos e recursos da Matematica para for-
mular e resolver problemas, dentro e fora da escola. Esse processo de letramento
sera aplicado de maneira mais consistente no Ensino Médio, onde situacdes do coti-
diano serdo associadas de forma mais ampla (CHICA; BARNABE; TENUTA, 2017).

Os processos matematicos séo vistos, ao mesmo tempo, como objeto e estra-
tégia para a aprendizagem, permitindo o desenvolvimento de competéncias especifi-
cas, que devem ser garantidas aos alunos, segundo a Base.

As competéncias especificas para o Ensino Médio, conforme o texto da BNCC, sao
(BRASIL, 2018, p. 531):

1. Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos para interpretar

situagcdes em diversos contextos, sejam atividades cotidianas, sejam fatos
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das Ciéncias da Natureza e Humanas, ou ainda questdes econdmicas ou tec-
noldégicas, divulgados por diferentes meios, de modo a consolidar uma forma-
¢ao cientifica geral.

2. Articular conhecimentos matematicos ao propor e/ou participar de agdes para
investigar desafios do mundo contemporaneo e tomar decisdes éticas e soci-
almente responsaveis, com base na analise de problemas de urgéncia social,
como os voltados a situagdes de saude, sustentabilidade, das implicagcbes da
tecnologia no mundo do trabalho, entre outros, recorrendo a conceitos, pro-
cedimentos e linguagens proprios da Matematica.

3. Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos, em seus cam-
pos — Aritmética, Algebra, Grandezas e Medidas, Geometria, Probabilidade e
Estatistica —, para interpretar, construir modelos e resolver problemas em di-
versos contextos, analisando a plausibilidade dos resultados e a adequagéao
das solugdes propostas, de modo a construir argumentacao consistente.

4. Compreender e utilizar, com flexibilidade e fluidez, diferentes registros de re-
presentagdo matematicos (algébrico, geométrico, estatistico, computacional
etc.), na busca de solugdo e comunicacdo de resultados de problemas, de
modo a favorecer a construgcdo e o desenvolvimento do raciocinio matema-
tico.

5. Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e pro-
priedades matematicas, empregando recursos e estratégias como observa-
¢ao de padrdes, experimentagdes e tecnologias digitais, identificando a ne-
cessidade, ou ndo, de uma demonstracio cada vez mais formal na validacao

das referidas conjecturas.

Embora os objetos de conhecimento tenham sido apresentados em uma lista
organizada em unidades tematicas, o ensino nao deve ser linear, centrado nos conte-
udos que precisam ser estudados, um a um. O ideal é que o professor planeje a sua
pratica em sequéncias de aula que dialoguem entre as diversas areas do conheci-
mento (outras disciplinas escolares, por exemplo) e entre as unidades tematicas da-
quele campo. Assim, podera auxiliar os alunos a estabelecerem relagdes e a realiza-
rem sinteses e fechamentos para explicar as conexdes percebidas (CHICA; BAR-
NABE; TENUTA, 2017).

Nesse contexto, seguindo a ideia da interdisciplinaridade, o Calculo pode ser
um tema relevante por ser uma ferramenta utilizada pela Matematica e outras cién-

cias, principalmente a Fisica, na produgédo de seus conteudos. Sem conhecimentos



29

basicos de Calculo, como a derivada e sua interpretagdo geométrica, muitos tépicos
das ciéncias estudadas no Ensino Médio ficam limitados a férmulas prontas, sem uma

justificativa matematica.
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CAPITULO 2

O CALCULO DIFERENCIAL COMO FACILITADOR NA RESOLUGAO DE PROBLE-
MAS DE MATEMATICA E OUTRAS AREAS DO CONHECIMENTO

Nesse capitulo, apresentamos o Calculo como ferramenta facilitadora na reso-
lugdo de alguns problemas da Matematica e outras ciéncias, além de mostrarmos si-
tuacdes em que, com o conhecimento de derivada, o calculo da taxa de variagao ins-
tantanea, bastante explorado, por exemplo, na Fisica, pode ser ampliado a fungdes
diferentes daquelas que os estudantes estdo acostumados a fazer, com férmulas
prontas, quando nos limitamos aos casos em que figuram fun¢des polinomiais de 1°

e 2° graus.

2.1 Comparando solugdées de um problema: sem e com o Calculo

Com o intuito de visualizarmos a forga do Calculo Diferencial na resolucédo de
problemas, e acreditando que a boa intuicdo dos estudantes também sera sensibili-
zada, vejamos a solugdo de um problema de geometria, por trés caminhos, dentre
eles a derivagao, que poderia ser aplicado a um grupo de alunos que ja tenham tido
uma experiéncia com o Calculo, pelo menos no que sera exposto aqui, até a conclu-
sdo desse trabalho, fazendo uma breve analise das dificuldades que seriam encon-

tradas em cada uma delas.

O problema, com as devidas solucdes, foi abordado na Revista do Professor
de Matematica, a de numero 53, sendo o artigo de autoria de dois colaboradores da

revista, José Paulo Carneiro — UERJ e Eduardo Wagner — FGV.

Problema: Dentre todos os cilindros circulares retos de area total constante, qual é o

de maior volume?
Comentario ao problema:

Certamente, um problema comum para quem possui o conhecimento das aplicacdes
do Calculo Diferencial. Notemos que poderia ser uma pergunta de um bom estudante

da primeira série do Ensino Médio, logo apds ter estudado a fungéo quadratica e ter
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resolvido problemas parecidos, s6 que, agora, a fungao tera um grau acima do que
Ihe foi oferecido (uma boa oportunidade de apresentar o Calculo). Vamos as solu-

coes.
Solugao 1:

Sendo x 0 raio da base e ya altura do cilindro, o que se deseja & encontrar

o maior valor de V = nx?y, para x e y positivos, satisfazendo a condig3o:
2mx? + 2mxy = C.

Sem perda de generalidade, podemos colocar C = 2rma?, onde a = /C/2m.

2
.~ . a
A condigéo fica na forma: x* + xy =a’ouy = ——x

Substituindo, queremos maximizar f(x) = % = x(a? —x?), para 0 <x <a, que é a

condigdo para que y > 0.

Como f(0) = f(a) =0 e f(x) = x(a? — x*) >0, para 0 < x < a, 0 problema recai
em achar o maximo de f(x) no intervalo fechado e limitado I = [0; a]. E intuitivo que
esse maximo existira, e de fato sua existéncia esta garantida por ser f continua

em [ (Teorema do Valor Extremo).

Seja entdo b um valor de x para o qual f assume seu valor maximo em [, ou

seja: f(b) — f(x) > 0, para todo x € I.

Essa condicao se traduz em:
a’b— b3 —(a>x—x3)>0=a?’(b—x)+ (x—b)(x>+bx +b?) >0
= (x — b)(x? + bx + b* —a?) > 0 (%)
Como b < a, o trinémio x2 + bx + b? — a? tem discriminante tal que:

A = 4a? — 3b? > 4a? — 3a? = a? > 0.
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Portanto, o trinbmio em questao tem duas raizes reais x; e x,, de sinais contrarios,
pois x,.x, = b? —a? < 0.

Desse modo, a condigéo (*) fica: (x — b)(x — x1)(x — x,) = 0, onde:

—b + VA —b— A
T T

X1
Como x — x, é sempre positivo, a condigdo fica reduzida a: (x — b)(x — x;) = 0.
Porém: 0<b<a= 0< b?<a?®= —3a* < —3b?
= 4a? — 3a? < 4a® — 3b? < 4a? = a? < 4a® — 3b? < 4a?

=a<VA<2a =a-b<-b+VA<2a-b

a—-b —-b++VA b
< <a——<a

=0<
2 2 2

Ouseja:0<x; <a = x; €I

Logo, a unica maneira de satisfazer (x — b)(x —x;) = 0 para todo x € I é ter x; = b,

pois, caso contrario, f(x) seria negativa para x entre b e x;.

Assim: b = (b —VA)/2, ou seja, 3b = V4a? — 3b% , implicando b = %
Pela condicdo y = a?/x — x, com x = b = a/+/3, obtemos y = 2a/+/3.

Conclusao: o volume maximo ocorre quando a altura do cilindro tem o mesmo com-

primento que o diametro da base.

Logo: v ) ( a >2 (2a> 2na®
: =nx‘y=nmn|—=) ‘|—=]=
Y=\ B T En

Comentario a solugao 1: Solucdo bastante engenhosa, exigindo dominio pleno da
funcao quadratica e topicos de desigualdades em intervalos reais. A definigdo de valor
maximo de uma funcéao foi explorada adequadamente como ponto de partida para a
resolucao do problema, chegando as desigualdades cabiveis. Bons alunos, dedicados

a Matematica, certamente, ficariam encantados com essa solugao, porém, apesar da
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matematica elementar ter sido o caminho utilizado em todas as etapas, nota-se que
algumas particularidades do problema foram aproveitadas para que cada passo fosse
dado. O caminho n&o garante um padrao a ser seguido quando se pede o valor ma-

Ximo ou minimo de uma fungao.

Solugao 2
Com as ideias iniciais da Solugéo 1, fagamos V = mx?2y.

2 4,,2
Notemos que: l(z) XY x2 e
4 \1 4 2 2

Pela desigualdade das médias, se u, v e w forem numeros positivos, teremos:

u+v+wf

oW <
uvw_( 3

Nesse caso, a igualdade s6 ocorrera quando u = v = w.

2 3

1,V X Xy X X+ =5+ 5 x2 + x

Entao: —( ) Y 2 XY XY 2 2 | _ (X TX
4\t 3 3

Portanto, usando a condigéo x? + xy = a?, apresentada na Solugdo 1, teremos:

1(V>2 _ a?\® V<27Ta3
— — N %
4w/ A3 T 33

A igualdade nesta ultima sentenga nos da o valor maximo do volume, e ela é obtida,

pela propriedade das médias, quando tivermos x2 = xy/2, ou seja, y = 2x, que,

substituindo na condigéo x? + xy = a?, teremos x = a/+/3.

Comentario a solugao 2: Uma das aplicagdes da desigualdade das médias € a re-
solucao de problemas de maximos e minimos. Certamente, € um método que auxilia
na resolucao de alguns problemas, onde as variaveis envolvidas possam ser relacio-

nadas de tal forma que possamos aproveitar o fato de que My < M; < My, < M,,

sendo My, M;, M, e M, as médias harménica, geomeétrica, aritmética e quadratica de
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n numeros reais positivos, com n € N. Porém, aqui, também, exige-se bastante enge-

nhosidade por parte do aluno, pois a escolha dos numeros em questao nao é aleatoria.
Solugao 3
Consideremos a fungdo f como definida na solugéo 1: f(x) = V/m = x(a? — x?)

Usando conhecimentos de Calculo Diferencial, calculamos as derivadas, f'(x) e
f"(x), da fungdo f(x) = x(a? — x2):

f'(x) =a®?—3x%e f"(x) = —6x,

Se f'(x) =a?—-3x%=0,encontramos x = b = a/v/3 como sendo a Unica raiz

de f'(x) nointervalo I = [0; a].

Sabemos que f'(b) = 0,com f"(b) < 0, é condigédo suficiente para a fungédo f(x),
continua e derivavel no intervalo aberto I =]0; a[, possuir um valor maximo local em
x = b. Assim, como f"(b) = —6a/+/3 < 0, a funcdo f(x) tem valor maximo no ponto

de abscissax = b = a /3.

L a 5 a \2 2mad
O volume maximoé V=—mn|a*—|— =

V3 V3 3V3

Comentario a solugao 3: Sem sombra de duvida, a solugdo 3 € a mais atraente, e
se o tratamento dado ao Calculo, com seus teoremas rigorosos, for realizado de forma
mais branda, substituindo, dentro do possivel, demonstracées cheias de artificios al-
gebricos por visualizagdes geométricas, é cabivel abordar topicos de Calculo Diferen-
cial no Ensino Médio, visando ampliar o niumero de problemas que podem ser resol-

vidos (ndo s6 em Matematica) como, também, reduzir suas contas.

Pelas solugdes apresentadas, fica claro que a de numero 3, utilizando o Calculo
Diferencial, demanda um numero bem menor de acdes, tendo como requisitos os co-
nhecimentos sobre regras de derivagao e a devida interpretacdo sobre os pontos cri-
ticos encontrados a partir da primeira derivada, além do sinal da segunda derivada da

funcao continua e derivavel envolvida nos ja encontrados pontos criticos.
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2.2 O Calculo como instrumento em algumas disciplinas do Ensino Médio

E certa a presenca da derivada de uma fungdo em muitos problemas de Fisica,
no estudo, principalmente, de Cinematica. E conveniente frisarmos aqui que em todas
as séries do Ensino Médio o Calculo seria uma ferramenta facilitadora na disciplina
Fisica para a obtengdo de inumeros resultados, nas diversas divisbes dessa disciplina,
da Cinematica a Eletricidade. E ndo é somente na Fisica. Vejamos algumas aplica-
¢Oes em algumas areas abordadas no Ensino Médio, através da resolugao de alguns

problemas. Focaremos Fisica e Quimica.

1) Na Fisica.

Problema 1 - Cinematica. Um corpo descreve um movimento variado, em linha reta,
em que a equagado horaria do espacgo é dada por: s(t) = t?- 7t + 10, onde t é 0

instante dado em segundo e s(t) é a posicdo em metros ocupada pelo corpo.
Calcule a velocidade e a aceleracao desse corpo, nos instantes t = 1s e t = 10s.

Solugao: Os estudantes ndo terdo problemas, com o conhecimento de derivada, em
calcular as taxas de variagdo média e instantanea. N&o precisarao de formulas pron-

tas.
Ao invés disso, eles fardo: v(t) =s'(t) =2t-7ea(t) = v'(t) = 2m/s?
Assim, para t = 1s, teremos:
v=-5m/sea=2m/s?
Para t = 10s, teremos:
v=13m/sea = 2m/s?

Problema 2 - Oscilagées Harménicas. Uma particula descreve um movimento har-
monico simples (MHS) cuja posigao projetada ao longo de um segmento de reta é
dada por s(t) = 20.sen(mt), onde t € o instante dado em segundo e s(t) € a posicéo,

em metro. Qual a funcao horaria da aceleracado ao longo desse segmento?

Solugdo: E imediato: v(t) = s’(t) = [20.cos(mt)]. (mt)’ = 20m. cos(mt)(m/s)
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E, ainda: a(t) = v'(t) = [-20 . sen(mt)]. (wt)’ = —20m2. sen(mt) (m/s?)

Nesse exemplo, geralmente, abordado na 22 série do Ensino Médio, os estudantes
terdo a oportunidade de aprender a calcular as derivadas do seno e do cosseno. Como
as fungdes trigonométricas s&o estudadas, normalmente, no final da 12 série ou no
inicio da 22 série do Ensino Médio, essas derivadas podem ser calculadas sem maio-

res problemas.

Nota-se aqui uma boa oportunidade de apresentarmos a regra da cadeira, apresen-

tando o resultado: (senu)’ = u'. (cos u)

Problema 3 - Eletricidade. Um aparelho de ultrassonografia funciona, apés ser dado
o0 comando, a partir do momento em que a corrente elétrica em seu circuito de forga
atinge 5 ampeéres. Se a quantidade de carga elétrica, em coulomb, varia com o tempo,
em segundo, pela relagéo q(t) = 2,5t2, a partir de que instante t esse aparelho co-

meg¢a a funcionar?
Solugio: E imediato que i(t) = ¢’(t) = 5t. Dessa forma, 5t = 5, ou seja, t = 1s.

Obs.: Analisando alguns livros de Fisica do Ensino Médio, tanto em edi¢des antigas

quanto as recentes, poucos definiram a intensidade de corrente elétrica instantanea
. dq L , ~
como sendo i = —;’ © 0s que usaram a definicdo por derivada nao apresentaram

exemplos com o uso de tal ferramenta, como fizeram em Cinematica. Dessa forma, a
premissa de que o estudante deveria estar apto a aplicar conhecimentos basicos de
Calculo permitiu ao autor usar tal linguagem, sem a necessidade de explora-la nova-

mente, nem mesmo com exercicios basicos sobre o tema.

Problema 4 - Gravitagao. Um corpo é langado no vacuo, verticalmente para cima,
em algum astro celeste, a partir do solo, com a altura atingida no decorrer do tempo
obedecendo a lei: H(t) = —0,8t? + 32t, onde t é o tempo em segundos e H ¢é altura,

em metros. Qual é o instante em que a altura maxima atingida? Qual a altura maxima
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atingida? Lembrando que a aceleragao gravitacional da Lua é cerca de 6 vezes menor

do que a da Terra, verifique que € provavel que o langamento foi feito na Lua.

Solugédo: De imediato, H' = —1,6t + 32 = 0, ou seja, t =5s. Como H"(t) < 0, temos

que o instante procurado €t = 5s.
A altura maxima sera H(5) = —0,8.5%+32.5=—20 + 160 = 140 (m).

Notemos que H’'(t) = —1,6t + 32 corresponde a velocidade do corpo no instante t, e
H"(t) = —1,6 corresponde a aceleragéo (em m/s?). Logo, a aceleragao da gravidade
local é g = —1,6 m/s?, que corresponde a 1/6 da aceleragéo terrestre e, desse modo,

o langamento, provavelmente, foi da Lua.

Problema 5 - Eletromagnetismo. Uma espira circular de drea A = 3,0 m? esta imersa
em um campo de indu¢gdo magnética uniforme, perpendicular ao plano da espira, de

intensidade B = 3,0 t2 + 4,0 t + 5,0, onde t representa o tempo, em segundos, com B

dado em teslas, de modo que a dire¢ao e o sentido de B se mantém constantes.
Determine a forga eletromotriz induzida no instante t = 2 s.

Solugao: Como se trata da forga eletromotriz instantadnea, devemos nos valer do co-

nhecimento de derivada, conforme a definicdo de taxa instantanea.

d(A.B) dB . .
|dt| | = A. E| (Nesse caso, a area A é constante.)

Logo: |E| =

dB—62+4—16T
—=6.2+4=16(T/s)

A partir do enunciado, temos:
Para t = 2s, temos:

dB
Assim, devemos ter: |E| = A. |E| = 3.16 = 48 (volts)

Esses cinco problemas de Fisica puderam ser encontrados, com poucas alte-
racdes, nos livros da colecao Fisica Classica, aqui mencionada, com resolugao simi-

lar, utilizando os conhecimentos de Calculo.
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[1.) Na Quimica.

Para a Quimica, foram poucos os exemplos obtidos abordados no Ensino Mé-
dio, apesar de haver muitos tépicos onde o Calculo Diferencial e Integral € uma ferra-
menta necessaria, como: Radiatividade, Cinética Quimica e Eletroquimica. A aborda-
gem, porém, nos diversos livros e artigos consultados, € dirigida ao Ensino Superior,
com o devido dominio das técnicas de derivacéo e integragao. Por exemplo, dois au-
tores tradicionais, Ricardo Feltre e Setsuo Yoshinaga, que eram coautores em livros
de Quimica para o Ensino Médio, pela editora Moderna, apresentavam algumas de-
monstracdes com conteudos de Calculo, claramente, sem a preocupacgao de que o0s
estudantes iriam tirar algum proveito do que foi escrito, como podemos ver quando os
autores apresentam a demonstragdao de um resultado em um problema de Radiativi-

dade, como mostra a Figura 5.

Problema - Radiatividade. Qual é a relacido entre vida média e periodo de semide-

sintegracao?

Na Figura 5, temos a cépia de parte da pagina com a resolugéo do problema, onde é
usado o conhecimento de taxa de variagao, diferencial e integragcéo, mas antecipada-
mente, vem uma frase curiosa: “SO ACREDITEM NA FORMULA E ESQUECAM A
DEDUCAOQ”.

Figura 5 — Alerta de que a demonstracdo nao sera compreendida.

ATOMISTICA Ricardo Feltre + Setsuo Yoshinaga

radiatividade - 2
E) RELACAO ENTRE VIDA MEDIA, Vi
E PERIODO DE SEMI-DESINTEGRACAO, P

Pode-se deduzir, com recursos da Matematica Superior,que:
Pz 0,7 Yy
A dedugao da férmula serd dada apenas corno uma curiosidade para os
leitores que ja tenham estudado cdleulo diferencial e integral (Curso Superior).

Para os alunos seeunddrios: SO ACREDITEM NA FORMULA E ESQUECAM A_
DEDUCAO.

Fonte: FELTRE; YOSHINAGA, 1974 (p. 69)

Em seguida, os autores fazem a deducao da relagdo, como mostra a Figura
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Figura 6 — Deducéao de formula em Quimica, com o Calculo.

Para os alunos secunddrios: SO ACREDITEM NA FORMULA E ESQUECAM A_

DEDUCAD.

Sabemos que a velocidade de desintegracdo instantanea é:

# congtante radipeiva e:
v = - C.n
V0 zinal mamog & porgue s trata deé umg velocidade que dimi-

- - e —— . T
rut ¢ numerce de atomos ma amestral.

Entio:

dn | dn
i - C.o ou i C.dc

Apes a integracao da diferencial remes:

f"—“ J— C.de
n

@ + base dos logaritmos
leg, o = =C.t + & neperiancs = 2,718...
k + constance

limirands a forma logariemieca:
-0.E+E
n=oe
c.t k

an o= e Hoe

Quando: ¢ = 0
Leremos: 8 o= n.
Mas: t = 0, ¢ O°F =1 & n = o

. k
dondet e = m,.

Fonte: FELTRE; YOSHINAGA, 1974 (p. 69 e 70)

Como, normalmente, o conteudo Radiatividade é estudado nas unidades finais
da 3?2 série do Ensino Médio, teriamos (os professores das disciplinas Matematica e
Quimica) aqui uma boa oportunidade para explorarmos a derivada da fungao y = e*,
além de regras da cadeia e, sem 0 compromisso com maiores atividades, apresentar-

mos a integracdo como operacgao inversa da derivagao.

A essa altura, obtendo-se a funcao procurada, conhecidos C e no, temos suas
derivadas de primeira e segunda ordem calculadas (ou citadas) com facilidade e, con-
sequentemente, por conta de a primeira ser negativa e a segunda, positiva, o aspecto
do grafico seria compativel com conhecimento ja produzido (em sua maior parte, no
estudo da fungao polinomial do 2° grau, na primeira série do Ensino Médio, como é

apresentado como proposta no decorrer desse trabalho).

Para fechar o problema, na Figura 7, os autores apresentam o grafico da fungao

obtida:
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Figura 7 — Resultado grafico da fungao de decaimento.

ATOMISTICA Ricardo Feltre + Setsuo Yoshinaga

Entao, a formula geral sera:

Onde:

ng -» numero de Atomos ou massa [nicial

n > numero de Atomos ou massa apés o tempo®t”

C > constante radiativa

t = tempo decorrido

Trata-se de uma funcao exponencial decrescente.

Fagamos um grdfico para relacionar o ncom o tempo, representando

alguns pontos importantes como: 1IP, 2P, 3P, .., ete

na f2

Vamos analisar um instante, por exemplo "IF", gquando temos apenas

nn/2 Atomos.

Entdo: Quando © = 1P temos n = n,/2,
-C. & LI)
n=n, . oe e
.-
Eacio: O F <2

2 log {de base 10): C.FP. log ¢ = log 2

%o - leg 2 0,301
T LEL N vl o3 R

Fonte: FELTRE; YOSHINAGA, 1974 (p. 70)

Por esses exemplos, percebemos uma estreita conexao interdisciplinar entre o
Calculo e a Fisica, o Calculo e a Quimica, e o Calculo e diversos outros campos do
conhecimento que tém leis bem definidas por fungdes continuas, cujas grandezas en-
volvidas influenciem matematicamente no crescimento ou decrescimento umas das

outras.

Nesse ultimo, os autores evitaram a férmula pronta, possivelmente, entendendo
que alguns de seus leitores poderiam ter conhecimentos de Calculo, e, dessa forma,
a obra se torna mais completa. Trata-se de um livro de 1974, justamente um periodo
em que a Matematica Moderna priorizava outros conteudos, e o estudo do Calculo,

que demanda uma carga horaria consideravel, ja nao fazia parte das prioridades no
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Ensino Médio. Hoje, porém, deve-se reconhecer a necessidade de termos uma rees-
truturacado dos topicos de Matematica a serem abordados no Ensino Médio, dando
espaco para o Calculo. Este é indispensavel para uma formagao mais sélida e, apre-
sentado no tempo certo e de uma forma mais sutil, sé trara beneficios aos nossos

estudantes do Ensino Médio.

2.3 Desenvolvendo topicos de Calculo em cada série

Diante do exposto anteriormente, onde foram apresentadas fases de nossa his-
téria do ensino de Matematica em que o Calculo fez parte, sendo abordado, na maioria
das vezes, num rigor acima do necessario, e diante das motivagdes para que o ensino
do Calculo retorne a grade curricular da Matematica do Ensino Médio, apresentamos,
aqui, uma proposta em que a definicdo de derivada seja introduzida ja na primeira
série, juntamente com algumas aplica¢des, devendo, para tanto, termos um apoio da
disciplina Fisica, haja vista seus conceitos iniciais em Cinematica Escalar acolherem
de forma precisa e pratica a definicdo de derivada. Assim, a escalada dos tépicos de

Calculo comecgara com o professor de Fisica.

Essa escolha dara condigdes de calcularmos as derivadas das fungdes polino-
miais de 1° e 2° graus, com as devidas aplicagdes a Fisica, no estudo do movimento
uniforme e do movimento uniformemente variado, dando sentido pleno ao conteudo
que esta sendo apresentado. Além disso, na disciplina Matematica, o estudo da fun-
¢ao polinomial do 2° grau dara a oportunidade de resolver um problema importante,

que é a determinacao da equacéao da reta tangente a uma parabola.

Na primeira série, o estudo da taxa de variagao instantanea deve fazer parte
do programa de conteudos de Fisica ja sendo introduzida a definicdo de derivada.
Nessa mesma série, na disciplina Matematica, trataremos o problema da reta tangente
ao grafico de uma fungao, apresentando-se o significado geométrico da derivada de
uma fungdo como sendo o coeficiente angular da reta tangente ao grafico dessa fun-
cdo em um de seus pontos. No estudo do crescimento da funcido polinomial do 2°

grau, ja com o conhecimento do significado de sua derivada, ha a oportunidade de
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esbogarmos o grafico dessa fungéo e verificarmos se havera ponto de maximo ou de

minimo.

Nessa fase, ainda na disciplina Fisica, a derivada da fung¢ao polinomial de grau
n > 2 podera ser apresentada sem demonstragdes formais, verificando-se sua vali-
dade, pela definicdo de derivada, apenas, para fungdes polinomiais de primeiro e se-

gundo graus, e estendendo essa validade para fungdes de grau maior do que dois.

Na segunda série do Ensino Médio, alguns topicos da Matematica serao apro-
veitados para introduzirmos algumas regras de derivagdo. O bindmio de Newton, por
exemplo, sera utilizado para nos auxiliar na regra da cadeia. Normalmente, a trigono-
metria é tratada nessa segunda série, ou final da primeira, em Matematica, e, na Fi-
sica, o estudo de oscilagdes dependem de conhecimentos basicos de fungdes trigo-
nométricas, e nessas duas oportunidades, na Matematica e na Fisica, pode-se tratar

das regras de derivagao das fungdes seno e cosseno.

Para a Fisica, desde a primeira série, entendeu-se que a derivada da fungao
espaco, que depende da variavel tempo, representa a velocidade a cada instante. Se
a fungao espaco for polinomial ou trigonométrica, ndo mudara a ideia de que a veloci-
dade sera a derivada da fungcdo espaco em questdo. Ou seja, caso a fungao seja
trigonométrica, o(a) professor(a) de Fisica nado tera a preocupagdo em demonstrar o
resultado, como o fez na série anterior, com a fung¢ao polinomial, no estudo de Cine-

matica Escalar.

A partir dessas apresentacgdes, ja iniciadas bem no comego da primeira série,
em Fisica, ficara cdbmodo, também, para professores de outras disciplinas, como Qui-
mica e Biologia, tratarem alguns conceitos ligados a taxa de variagéo instantanea ja
com o conhecimento de derivada, fazendo o uso das regras de derivagao. Vale res-
saltar que essas duas disciplinas, Quimica e Biologia, fazem estudo de populacbes
diversas cujo crescimento (ou decrescimento) ocorre na natureza, normalmente, a
partir de uma funcdo exponencial, ndo sendo necessaria, porém, naquela fase do
curso, a busca pela obtencao da derivada da funcéao exponencial a partir da defini¢ao.
E suficiente o aluno saber (relembrar) o que é taxa de variagéo instantanea, de modo

que a funcao sobre a qual sera calculada a derivada é apenas um detalhe.
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Conforme a BNCC, o estudante do Ensino Médio deve passar por uma forma-
¢ao comum, implementada para todos os estudantes, e por uma formagao especifica,
escolhida pelo estudante, conforme seus desejos e aptiddes. A Matematica estara
presente na formagdo comum, e essa forma de apresentarmos o Calculo, ja na pri-
meira série, garantira a todos os estudantes as nogdes desse conteudo tdo presente,
seja na formacao que esses estudantes terdo apos o Ensino Médio, como também no
dia a dia, haja vista a interpretacao de graficos, as taxas de crescimento e decresci-

mento, além de problemas de otimizagao estarao sempre presentes.

Na terceira série, formalmente, logo apds o estudo de geometria analitica, nu-
meros complexos e polindmios, podemos abrir um capitulo: Estudo da derivada de
uma fungdo e suas aplicacbes. Nesse momento, as definicdes de taxa de variagcao
média e taxa de variagao instantadnea (ou seja, num ponto) ndo serdo mais uma sur-
presa, diante do trabalho realizado nos anos anteriores. A derivada de uma funcao
sera vista, no inicio, como uma revisao, no caso de fung¢des polinomiais, e as regras
operatorias de derivagao, além das derivadas das principais fungdes transcendentes,
poderao ser exploradas, inclusive, com as demonstra¢des cabiveis, em virtude do

amadurecimento em conteudos de Matematica apresentados até entao.

Agora, com uma justificativa algébrica, ainda explorando a visualizagao geomé-
trica, um sentido para as derivadas de primeira e segunda ordem podera ser dado no
estudo de graficos, principalmente, de fun¢des polinomiais, verificando-se um cami-
nho para obtermos os valores maximos e minimos locais que possam existir, esten-

dendo-se a abordagem para fungdes algébricas e transcendentes.

Esta ultima etapa, em que se busca apresentar as derivadas de fungdes algé-
bricas e transcendentes, com foco nas demonstracdes, podera ficar destinada aos
estudantes que, em sua formagao especifica, por opcao de itinerario, conforme a

BNCC, desejam se aprofundar em conteudos de Matematica.
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CAPITULO 3

PROPOSTA PARA O ESTUDO DE DERIVADA E SUAS APLICAGOES PARA OS
DOIS PRIMEIROS ANOS DO ENSINO MEDIO.

3.1 Proposta para o primeiro ano do Ensino Médio

Nesse capitulo, apresentamos como a Fisica e a Matematica podem ter seus
curriculos adequados para a introdu¢ao do Calculo no primeiro ano do Ensino Médio.
Exploraremos, inicialmente, a Fisica, ja nos primeiros capitulos de Cinematica, onde
sao estudadas a velocidade e a aceleragao instantaneas. A partir dai, nascera a defi-
nicao de derivada de uma funcao e essa sera a ferramenta utilizada quando for tratada
a taxa de variacao instantanea, em qualquer conteudo de Fisica, a partir de entao.

Teremos aqui algumas regras de derivagao.

Da Fisica saira o entendimento de que a taxa de variagcdo do espaco em um
instante t corresponde ao coeficiente angular da reta tangente ao grafico do espacgo,
em relagao ao tempo, no instante t. Sem a preocupacao com ideias formais de conti-

nuidade e limites, trabalharemos com fungdes polinomiais.

Para a Matematica, usaremos o estudo da fungao polinomial do 2° grau para
introduzirmos a nogao de derivada de uma funcéo. Os resultados ja obtidos da Fisica
deverao ser apresentados para fungcbes que dependem nido somente do tempo.
Agora, teremos a taxa de variagado de uma fungao qualquer, f(x), num ponto de abs-
cissa x,, e teremos a equacao da reta tangente ao grafico dessa fungao nesse ponto.
A andlise do gréafico da fungao polinomial do 2° grau e os problemas de maximos e
minimos deverao ser apresentados pelos caminhos tradicionais, sem o Calculo, e, em
seguida, utilizando a nova ferramenta. Deveremos mostrar a vantagem do conheci-
mento da derivada, verificando, com o uso do software GeoGebra, que os procedi-
mentos utilizados para os resultados obtidos com a fun¢ao polinomial do 2° grau serao

0s mesmos para fungdes polinomiais de grau maior do que 2.
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3.1.1 Proposta para o primeiro ano do Ensino Médio - Fisica

Comecgando com a Fisica, ja na definicdo de velocidade escalar instantanea,

deve surgir o conceito de derivada.

Na Cinematica Escalar, considerando que um ponto material estda em movi-
mento em uma trajetdria, e sua posi¢cao (ou espaco) ao longo dessa trajetoria € regida
por uma fungéo dependente do tempo, s(t), teremos a definicdo de taxa de variagao
meédia do espaco, em relacdo ao tempo, corresponde ao conceito de velocidade es-
calar média. A taxa de variagao instantanea, nesse caso, corresponde a velocidade
escalar instanténea, ou seja, a velocidade num instante t, e sua definicdo matematica
€ apresentada, na maioria dos livros de Fisica, da seguinte forma:

_ As
)= i

Onde v(t) é a fungéo da velocidade no instante t, sendo As e At as variagdes, res-

pectivamente, de espaco e tempo, entre dois instantes, que sejam t e t + At.

A questao, agora, é fazer o calculo desse limite, a partir de fungdes, s(t), que
sejam polinomiais, incluindo, entdo, as fun¢des polinomiais de primeiro e segundo
graus, que irao caracterizar os movimentos, respectivamente, uniforme e uniforme-

mente variado.

Esse limite sera, entdo, definido pelo(a) professor(a) de Fisica como “A deri-
vada da fungédo s(t) em relagdo ao tempo”, e concluira que a derivada do espago num

instante t estda medindo a velocidade escalar naquele instante.

Essa forma de apresentar a derivada na disciplina Fisica foi muito bem condu-
zida no livro Cinematica, da colecao Fisica Classica, dos autores Caio Sérgio Calgada
e José Luiz Sampaio, pela editora Atual, em sua 22 edi¢do, em linguagem simples,

sem perder o rigor, como mostra a Figura 8.
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Figura 8 — Derivada aplicada a Cinematica.

9. VELOCIDADE ESCALAR INSTANTANEA

A velocidade escalar média nos da uma idéia geral do movimento. De fato,
se dissermos que a velocidade escalar média de um carro, em certo percurso, ¢ de

60 X g0 significa necessariamente que a velocidade escalar €, em cada

instante, 60 Ehm— Estamos apenas dizendo que, em média, o carro percorreu 60 km

em uma hora.

Para sabermos o que aconteceu em cada instante, devemos definir a velo-
cidade escalar instantdnea.

Esta pode ser entendida como uma velocidade escalar média para um
intervalo de tempo At muito pequeno, isto €, At tendendo a zero (At ——-0), ou
seja, f, tendendo a 1y (b —— ;). _

Quando At tende a zero, As também tende a zero, mas o quociente %
tende a um valor limite, que ¢ a velocidade escalar instantinea.

Assim, se s é 0 espago de um mével num instante 7 e s + As € 0 espaco num
instante t + At, a velocidade escalar v no instante 7 ¢ o limite para o qual tende
i—: quando At tende a zero e escreve-se:

s As
v = lim -
At At

A

O limite de A: quando At tende a zero recebe o nome de derivada do

espaco em relagdo ao tempo e indica-se por % Assim:

_ds
dt

£y

Fonte: CALCADA; SAPAIO, Vol. 1, 1998 (p. 19)

Registre-se que, ja na pagina 19 desse livro, apds os conceitos iniciais de Ci-
nematica, contemplados com exercicios diversos, os autores, de forma bastante sim-
ples, definem a velocidade instantdnea como sendo a derivada do espago em relagao

ao tempo.

Diferentemente da maioria dos livros de Fisica destinados ao Ensino Médio,
Fisica Classica define a velocidade instantanea por meio de um limite, chamando-a
de derivada do espaco em relacdo ao tempo, e apresenta exemplos, como mostra a
Figura 9. Sem muita cerimonia, os autores ja emplacam a derivada da fungdo s(t) =
m.t", a partir do exemplo elementar s(t) = 4t?, e denota mais duas regras basi-

cas, que sejam a derivada de uma constante e a derivada da soma de fungdes.
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Figura 9 — Exemplos: velocidade instantanea e derivada.

Exemplos:
5 N e 2
a) Seja a equagdo hordria do espago s = 4t*, para s em metros ¢ 7 em

segundos. Calculemos v = % Sendo s 0 espaco do mével no instante te s + As

0 espago no instante t -+ At, vem:
t —>s =42 @
t4 At — s+ As =4 (14 A1)’
s+ As =42 + 8t At+4(Ay (@)
Subtraindo membro a membro as equagoes @ e @ vem:
As = 8t At+ 4 (An)?
Dividindo ambos 0s membros por At, vem:

As

— =8t+4At

Ay oo

Logo: v=lim 2% —lim (8t+4AQ
At—+0 At Ay

Como At tende a zero, vem:
\':8{(‘\‘ em ™ e rem s).
S

Assim, a derivada em relagiio ao tempo de s = 4t> é v = 8t, e ela constitui a
equagdo hordria da velocidade. Note que a cada valor de ¢ corresponde um valor
de v.

A partir de s = 41> podemos obter diretamente v = 8t através da seguinte
regra:

multiplica-se o expoente (2) pelo coeficiente de #* (que é 4) ¢ subtrai-se uma
| unidade do expoente de 2

§=4¢ —>v= 3%:2-41: I =gt

Generalizando, sendo s — m - t%, com n real, vem:

ds n-1
v==2=n.m-t
dt
b) Considere um mdvel cujo espago ndo varia com o tempo, isto é, s = C

(constante). Nesse caso, As=0 em qualquer intervalo de tempo e

v=O5 _ iy As _ 0. Portanto, concluimos que a derivada de uma constante
dt s At
é nula,

Outros exemplos:

e s=6+4t+ 3% (semm, fem s)
v=_3 o140 12320
dt
v=44+06t (r em % t em s)

Fonte: CALCADA; SAPAIO, Vol.1, 1998 (p. 20)

Explorando essa nova ferramenta para o célculo da velocidade instantanea, os
autores apresentam mais exemplos, inclusive, com equagao horaria do espago sendo

um polindmio de grau superior a 2, como mostra a Figura 10.

Essa forma de exploracédo do Calculo, sem formalidades, sera bem-vinda para
o proposito de familiarizar a derivada nas linguagem dos estudantes. A taxa de
variagao instantédnea faz parte de conteudos da Fisica nas trés séries do Ensino
Médio.
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Figura 10 — Exercicios sobre velocidade instantanea.

e s =8+ 10t (s em m, ¢ em s}

v=35 _g41.10.0!
_dt
v=101
S
e s=4t (semm, tem s)

ds 3-1
=5 _3.
ek 4t

v=12¢ (v em %, t em s)

v

- b . =
» B P P P exercicios pe apLicacio

@E dada a equagiio hordria do espago de um mével: s = 8 — 3t 4 62, para s em metros ¢ { em
segundos. Determine:
a) a equacio hordria da velocidade;
b) a velocidade escalar no instante 3 s;
¢) o instante no qual a velocidade escalar ¢ nula.

Resolucdo:
a) A derivada de s em relagao ao tempo nos fornece v:
5 =8 —3t+ 67
ds 1-1 21
=88 1.3 42.6
e 0—1-3t T

v=-3+12t (1- em T e tem :)

b) Na equagao anterior devemos fazer t =3s: v=-3+12-3 =33 T
¢) Fazendo v = 0 na equagfio hordria da velocidade, tiramos f:

v=-3+12t

0=-3412t t=025s

a&A equacio horiria do espago de um mével € s =35+ 6t° (SI). Determine a velocidade
escalar no instante t = 2.

Resolugio:

Inicialmente, deriva-se s obtendo-se a equagdo hordria da velocidade. A seguir, substitui-se
tpor 2s:
s=5+60
ds f 3-1
V= =0+3-6-t
dt
v=18-2 (8D

Para t = 2s: v=18.22 \‘=73%

Fonte: CALCADA; SAPAIO, Vol. 1, 1998 (p. 21)

Com essa apresentacao da derivada como taxa de variacéo instantanea, os
autores deram condicado de se definir as diversas outras taxas de variagao instanta-
neas que sao abordadas na Fisica, agora, com o auxilio da derivada. Assim, a acele-

racao escalar instantanea foi definida, nas paginas seguintes desse livro, a principio,

como a(t) = Al{“mOA_Z , que é traduzida, de imediato, ja pelos estudantes, como sendo

dv . o . ~ p . . ~
a(t) = - ou seja, a aceleracéo instantanea é a derivada da velocidade em relagéao
ao tempo.

Um outro ponto forte nesse livio de Cinematica, dando uma contribuigdo bas-

tante importante para o estudo do Calculo, é a interpretacdo geométrica da derivada

em um ponto. Na Figura 11, os autores tratam de mostrar que a velocidade escalar
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instantdnea em um instante t = t, € o coeficiente angular, tg6, da reta tangente ao

grafico da equagao (fungdo) horaria do espago no em questao.

Figura 11 - Interpretagcdo geométrica da derivada.

3. DETERMINACAO GRAFICA DA
VELOCIDADE ESCALAR INSTANTANEA

Consideremos uma particula em movimento, numa trajetoria qualquer, em
relacdo a um dado sistema de referéncia. A Fig. 6 é o diagrama hordrio do espaco
dessa particula.

Tomemos uma seqiiéncia de intervalos de tempo (Aty, Aty, Atz...) de tal
maneira que cada um deles seja menor que o seu antecedente, isto &,
At > Aty > Atz ..

Como sabemos, o coeficiente angular de cada uma das retas secantes ao

— —— —
grifico (PoPy, PoPa, PyP;...) é a medida das velocidades escalares médias
{Vings Yimys Vimy ---), 110s respectivos intervalos de tempo (Aty, Aty, Afs...).

A medida que esses sk reta tangente
intervalos de tempo vio di- | acurvaemPy,” P,

terv po vio di Pyl Py

minuindo, os pontos Py, Pa, 3 // iy
: < ey T H
Py... aproximam-se de P Fg/‘é‘r H
— P 2 H . H
e as retas (PyP;, PoP;, P H : :
—s & ! H : ]
PyP; ...) tendem & tangente P4 - T i :
o * 5 i H
que passa por ele (Pp). A2 i : ]
- Aty 2 :
hordrio do espago mostran- // i r el : o
o5 de tempo sucessivamente L : : : :
e tendendo a zero. As e Ad PR i } 8

dem @ tangente em Py. P 0 to fa 1‘2 [A t

Por outro lado, a velocidade escalar instantinea é definida pelo limite do
quociente entre a varia¢io de espaco As e o intervalo de tempo At, quando este
tende a zero:

. As
v = lim —
At AE

Do exposto, podemos concluir que a velocidade escalar instantinea, no
instante fy, pode ser medida pelo coeficiente angular (tg 6) da reta tangente no

ponto Py.

v= tg 0 (para t = to)

Fonte: CALCADA; SAPAIO, Vol. 1,1998 (p. 117)

Na Figura 11, notamos que o desenvolvimento da interpretagdo geométrica da
derivada s6 foi abordado na pagina 117, apds respeitar uma sequéncia didatica de
tépicos que o antecederam. A abordagem do capitulo em questao, com titulo Diagra-
mas horarios, podera preceder outros conteudos, caso se queira antecipar a interpre-

tacdo geométrica da derivada.

Mantendo-se essa sequéncia valiosa apresentada no livro de Cinematica, com
autoria de Calgada e Sampaio, concluimos o importante papel da Fisica nos passos
iniciais do estudo de derivadas, frisando que os autores exploraram esse conheci-

mento inicial de Calculo em todos os livros que formam a colegao Fisica Classica, em
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5 volumes, onde a taxa de variagéo instantdnea € a derivada de alguma fungéo. Os
autores, nos momentos que precisaram da derivada de alguma fungéo transcendente,
principalmente trigonométrica, néo se preocuparam em demonstrar, limitando-se a in-

formar que, por exemplo, a derivada do seno € o cosseno.

3.1.2 Proposta para o primeiro ano do Ensino Médio — Matematica

A derivada de uma funcao polinomial ja € conhecida pelos estudantes. Com
aplicacoes a Fisica, a derivada foi introduzida para definir a velocidade escalar instan-

tanea.

Um problema particular, referente as fungdes afim e quadratica, sera um bom

ponto de partida: Qual é a equacgéo da reta tangente a parabola em um ponto?

O exercicio a seguir (Problema 1) sera resolvido, a principio, sem o uso da
derivada (Resolugao |), como um exercicio comum, normalmente, abordado nas salas
de aula, durante o estudo da fungao quadratica, e, em seguida, usando o Calculo

(Resolugao ).

Problema 1: Determine a equacao da reta tangente ao grafico da fungao polinomial

do 2° grau f(x) = x%-6x + 1, no ponto (4, —7).

Resolucio I: E imediato que a reta procurada tem equagao
y—(=7)=m(x-4) > y=mx—4m -7

Onde m é o coeficiente angular da reta em questéao.

Para que exista ponto em comum entre a reta e a parabola, o sistema a seguir

deve ser satisfeito:

{y= x%- 6x + 1
y=mx—4m-—7

Ouseja: x’-6x+1=mx—-4m-7 = x*-(6+m)x+4m+8=0
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Assim, para que exista apenas um ponto em comum entre a reta e a parabola, deve-
mos ter apenas uma raiz para equagao do segundo grau em destaque, acima, ou seja,

devemos ter A = 0.
Logo: [-(6+m)]?—4.1.(4m+8) =0 = m*-4m+4=0 = m=2
Desse modo, a equagéo da reta tangente € y = 2x — 15.

Pelo software GeoGebra, podemos verificar que a reta obtida e a parabola tém
um soO ponto em comum, que é o ponto A = (4,—7), e este & o ponto de tangéncia,

como mostra a Figura 12.

Figura 12 — Solugao grafica para a reta tangente, com o GeoGebra.

7 GeaGebre Math Calculstors

I Al e 4t IO AR

% / - ) =

4 | L s il W) Ay ey = -
ry=2x-15 SpJ

@

Fonte: Produzida pelo autor.

A verificacdo da solugao pelo GeoGebra € um instrumento que contribui para o

entendimento dos estudantes.

Agora, vamos dar um tratamento com as ferramentas do Calculo.
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Tera um impacto interessante, certamente, se o(a) professora(a) de Matema-
tica, apds mostrar a solugéo acima, para o problema da reta tangente proposto, apre-

sentar, em seguida, a solugao com a derivada:

Resolugao II: A reta procurada tem equagcédo y = mx — 4m — 7, onde m € 0 seu co-

eficiente angular. Mas, o coeficiente angular da reta tangente é a derivada da fungao

d
f no ponto de abscissa x = 4. Logo, é =2x—6¢e,dessemodoom=2.4—6=2.

Assim, a reta tangente é y = 2x - 15.

Acabamos de estimular os estudantes a saberem o porqué da solugao tao sim-
ples apresentada com um recurso, a derivada, que eles entendiam como algo aplica-

vel a Fisica.

Chegamos, entdo, a um momento em que o(a) professor(a) de Matematica
apresentara a derivada de uma fungao num contexto mais amplo, onde a taxa de va-
riacdo instantanea, tratada, na Fisica, como a velocidade ou a aceleragdo de um
corpo, em determinado instante, € algo que se obtém para qualquer funcao, sob certas

condigdes (que nao serdo tratadas no momento).

Uma revisdo, usando inicialmente as ideias da Fisica, € necessaria. A derivada
para fung¢des polinomiais deve ser exercitada, e o resultado a seguir deve ser apre-

sentado:

A derivada da fungdo f no ponto de abscissa x, é o coeficiente
angular da reta tangente ao grafico de y = f(x) neste ponto, isto é,

(%0, f(x,)) € 0 ponto de tangéncia.

Notemos que esse resultado corresponde ao que consta na pagina 117 do livro
Cinematica, conforme a Figura 11, onde ha a prova, para o movimento dos corpos, de

que:

A velocidade escalar instantanea, no instante t,, € igual a derivada do
espago nesse instante, e pode ser medida pelo coeficiente angular

(tan 8 ) da reta tangente no ponto P,.
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Mesmo que a chegada a esse resultado ja tenha sido alcangada na disciplina
Fisica, é importante que o(a) professor(a) de Matematica o faga, também, podendo
até repetir a demonstragao realizada para o caso da Fisica, por ser algo mais presente
no dia a dia dos estudantes. Esse resultado consolida o entendimento do problema

da reta tangente proposto e trara mais um resultado para o alunado:

A equagao da reta tangente ao gréafico de uma fungdo y = f(x), no
ponto (x,,5,), € Y-¥o, = f'(x,).(x-x,), onde f’(x,) é a derivada da

funcéo f (x), no ponto de abscissa x,,.

E conveniente a construcéo de alguns resultados para a funcdo polinomial do
2° grau antes da utilizagao da derivada. Assim foi feito com o problema da reta tan-
gente, e, dessa forma, tépicos como intervalos de crescimento da fungéo, vértice da
parabola e ponto de maximo ou minimo devem ser apresentados pela forma tradicio-
nal, sem a derivada da funcgao, e, apds as atividades exploratérias dos conteudos,
podemos mostrar as versées dos mesmos topicos a partir da derivada da funcéo. O

uso da derivada mostrara uma maior facilidade na obtencao dos resultados.

A intuicdo, somada ao apelo visual, deve ser a maneira de buscarmos os resul-
tados e formalizarmos regras. Nao ha necessidade de buscarmos demonstragées for-
mais para o assunto em questao (aplicagdes da derivada), pois se esta dando aulas
a um grupo de estudantes recém-chegados ao Ensino Médio, precisando amadurecer

ainda em topicos da Matematica.

Exploremos um exemplo (Problema 2), mostrando caminhos que podem ser
seguidos para apresentarmos aplicagdes da derivada a questionamentos da fungéo

polinomial do 2° grau.

Problema 2: Dada a fungéo polinomial do 2° grau f(x) = —x? 4+ 7x — 10, determine,

com o auxilio da derivada:

a) os intervalos de crescimento e decrescimento;

b) as coordenadas do ponto de ordenada maxima.
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Resolugao: Pela proposta que aqui apresento, ja é fato para o estudante que a fungéo

quadratica f(x) = ax? + bx + ¢, com a < 0, por analise do seu grafico, que é uma pa-

. . ‘. o -b —-A .
rabola, tera ordenada maxima em seu vértice, dado pelo ponto V = (Z;E)’ e, além

disso, y = f(x) é crescente, para x < ;—2, e decrescente, para x > ;—s - A partir do gra-

fico da fungao, ja conhecido, os estudantes ndo tém dificuldade em saber os intervalos

de crescimento e decrescimento.

Mas, agora, ja ha o entendimento de que a derivada da fungéo y = f(x) repre-
senta o coeficiente angular da reta tangente em um ponto do grafico dessa funcao, de
modo que, com a devida revisao de trigonometria basica (ja introduzida no 9° ano do
Ensino Fundamental), as implicagdes (I.), (Il.) e (lll.), a seguir, em conjunto com a
Figura 13, constituem um importante resultado, relacionando o sinal da derivada
dessa fungdo em um ponto com o angulo formado pela reta tangente ao grafico dessa

funcao nesse ponto:

Seja a o0 angulo, no sentido anti-horario, entre o eixo das abscis-
sas e a reta tangente ao grafico de uma fung&o quadratica f(x), no ponto

(a,f(a)), esejam = tga = f’'(a) o coeficiente angular dessa reta.

E certo que a derivada dessa fungdo no ponto de abscissa a, ou seja,

f’(a), é tal que:
(I.) Se a é agudo, entdo m = tga > 0, ou seja, f'(a) > 0.
(I1.) Se a é obtuso, entdo m = tga < 0, ou seja, f’(a) < 0.

(I.)Se a = 0°, entdo m = tga = 0, ou seja, f'(a) = 0.
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Figura 13 — Sinal da derivada.

(1) (1.)

o a X

()

Fonte: Produzida pelo autor.

O grafico (lll.) da Figura 13 mostra que no ponto em que a derivada € nula,
temos uma mudancga de crescimento da fungao, ou seja, a fungdo muda o sinal de
sua derivada, de modo que, se antes a funcdo crescia, apds esse ponto em que a
derivada é zero, passara a decrescer. O mesmo vale se antes a funcio é decrescente

€ passa a crescente, como sera visto mais a frente.

Na Figura 14, temos o gréfico da fungdo f(x) = —x? + 7x — 10, que consta

no exercicio proposto, mostrando, em vermelho, alguns tragos de retas tangentes ao

grafico dessa fungao.

Figura 14 — Gréfico da fungéo f(x) = —x% + 7x — 10.

Fonte: Produzida pelo autor, com o GeoGebra.
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A Figura 13 foi produzida para termos um entendimento pleno no exercicio pro-
posto. Nota-se que os trés graficos dessa figura reproduzem, ao juntarmos suas par-

tes, aproximadamente, o grafico da Figura 14.

Assim, entendidas as implicagdes (l), (lI) e (lll), e observando os graficos cor-

respondentes, os estudantes devem solucionar o problema como segue:
Solugdo: Se f(x) = —x2 + 7x — 10, entdo f'(x) = —2x + 7.
a) Crescimento e decrescimento:

e Afuncédo f(x) é crescente quando —2x + 7 > 0, ou seja, x < 3,5.

e Afuncéo f(x) é decrescente quando —2x + 7 < 0, ou seja, x > 3,5.

b) Ficara facil os estudantes perceberem, com auxilio do grafico da fungédo dada, que
existe um ponto que nos da a maior ordenada que a fungdo possa gerar. Esse ponto,
pelo exposto, é o vertice da parabola, cuja abscissa € obtida quando a derivada da

funcdo se anula, ou seja, —2x + 7 = 0.
Assim,x =7/2=35 ey =f(7/2) =9/4 = 2,25
O ponto de ordenada maxima é (3,5; 2,25).

Uma abordagem grafica para o caso em que a parabola tem concavidade vol-
tada para cima, mostrando o tracado das retas tangentes, seria suficiente para a com-
preensao de que o crescimento/decrescimento da fungéo polinomial do 2° grau segue
as mesmas regras do sinal da derivada dessa fung&o, como feito nesse ultimo exer-
cicio.

Notemos que o software GeoGebra pode ser também uma ferramenta utilizada
pelos professores de Fisica para o esbogo graficos. O estudo de graficos, na Fisica,
normalmente, acontece antes que se faga o estudo de graficos de fungdes, na Mate-
matica, no Ensino Médio.

Para a fungéo f(x) = x? — 7x + 10, o grafico é apresentado na Figura 15, pro-
duzido com o GeoGebra, de modo que algumas retas tangentes foram tracadas indi-

cando o sinal da derivada desta fungéo.
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Figura 15 — Gréafico da fungéo f(x) = x2 — 7x + 10.

'ﬂ I

Fonte: Produzida pelo autor.

Claramente, a esquerda do vértice da parabola desta fun¢do, temos tangentes
com declividades negativas, ou seja, derivadas negativas, indicando ser a fungéo de-
crescente antes do veértice. Apds o vértice, com derivadas positivas, constata-se o

crescimento.

Nesse caso, com o auxilio da figura, fica facil para os estudantes perceberem

que esta fungao atinge um valor minimo em sua ordenada para um valor de x tal que
f'(x)=0.

Estamos tratando, até o momento, da fungcéo polinomial do 2° grau, onde o
comportamento do grafico, quanto a concavidade, ja é conhecido dos estudantes.
Esse entendimento é suficiente para que o estudante saiba se a funcdo em questao
tem um ponto de maximo ou de minimo. O sinal do coeficiente de x?, sem uma justi-

ficativa simples, é quem estabelece tal entendimento.

Podemos estabelecer, pelas regras dos sinais da derivada, que a funcao poli-
nomial do 2° grau y = f(x) tera valor maximo para um certo x, se forem atendidas as

duas condigbes a seguir:
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* fi(x)=0
e Para x < x,, afungéo f é crescente, ou seja, f'(x) >0, e

para x > x,, a fungao f € decrescente, ou seja, f'(x) < 0.

A Figura 14 mostra bem esse resultado, para o caso de valor maximo da funcgéao.

De modo similar, observando agora a Figura 15, podemos estabelecer que a
funcdo polinomial do 2° grau y = f(x) tera valor minimo para certo x, se forem aten-

didas as duas condi¢des a seguir:

* fi(x) =0
e Para x < x,, afungao f é decrescente, ou seja, f'(x) <0, e

para x > x,, a fungao f é crescente, ou seja, f’(x) > 0.

Essas conclusodes, porém, nos dardo a oportunidade de apresentar as aplica-

¢Oes da derivada para uma fungao polinomial de grau maior do que 2.

Nessa oportunidade, com o auxilio do GeoGebra, podemos fazer um esbogo
do grafico de uma fungao polinomial com grau 3, onde a derivada sera um polinédmio
de grau 2, cujas raizes podem ser encontradas com facilidade. E um momento impor-
tante para que se faga distingdo entre maximo (ou minimo) absoluto e relativo, como

mostra o Problema 3.
Problema 3: Dada a fungéo f(x) = §x3 — gxz + 4x + 1, determine, com o auxilio
da derivada:

a) os intervalos de crescimento e decrescimento;
b) as coordenadas do(s) ponto(s) de ordenada maxima e/ou minima, “locais”,

caso existam.
Solugao:

A primeira derivada nos da f'(x) = x> — 5x + 4
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Se ha ponto de maximo ou minimo, seguindo a ideia para a fungédo quadratica, deve-

mos ter f'(x) =0,ouseja: x? —5x+4=0 >x=1o0ou x=4

Substituindo em f'(x) valores reais para x, ou fazendo, formalmente, o estudo do si-
nal desta fungao derivada (algo ja praticado pelos estudantes, no estudo de inequa-

¢bes), encontramos:

Estudo do sinal de f'(x): tttbtt oo - - - ofttt++i+ X
/ 1 \ 4 /
Para x € R, o estudo do sinal da derivada da fun¢do y = f(x), indica que para
x = 1, temos um ponto de mudanca de crescimento da fungdo, com a derivada pas-
sando de positiva para negativa, indicando um ponto de ordenada maxima (ponto de
maximo), e para x = 4, temos um ponto de mudanca de crescimento da fungao, com

a derivada passando de negativa para positiva, indicando um ponto de ordenada mi-

nima (ponto de minimo).

Esse resultado, em virtude do que foi compreendido para a fungdo polinomial
do 2° grau, nos leva a um esbogo do grafico como apresentado na Figura 16, apenas

com foco na derivada da funcao, sem levar em consideracao outros detalhes.

Figura 16 — Esbogo gréfico de f(x) = §x3 - gxz +4x + 1.

maximo

}
~

minimo

{

Fonte: Produzida pelo autor.

O esboco na Figura 16 € uma percep¢ao natural por parte dos estudantes, di-
ante da extensao do que foi compreendido com a fung¢ao polinomial do 2°, para fun-

¢bes polinomiais de grau maior do que 2.
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Usando o GeoGebra, obtemos o grafico da fungado dada, como mostra a Figura

17, ratificando o entendimento.

Figura 17 — Grafico da fungio f(x) = §x3 - gxz +4x + 1.

Fonte: Produzida pelo autor, com o GeoGebra.

O problema, entao, pode ser solucionado e ter o grafico como verificagao dos

resultados.
a) Assim, devemos ter, sendo x € R:

e Afungédo f(x) é crescente quando x2 —5x + 4 > 0, ou seja, x < 1 ou x > 4.

e A funcgéo f(x) é decrescente quando x? — 5x + 4 < 0, ou seja, 1 < x < 4.

b) Para obtermos os pontos de ordenada maxima ou minima, devemos esclarecer que
a fungdo assume valores tdo grandes quanto se queira, tendendo a +oo, conforme o
valor de x tenda para +oc0, como mostra o grafico, e assumira valores que tendem a

—oo, conforme o valor de x tenda para —oo.

Essa nogao de +o0o0 e —oo € algo, normalmente, explorado em conjuntos nu-
meéricos, de modo que os estudantes ndo devem sentir impacto negativo quando da

exploragcéo dessa linguagem.
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Nessa proposta, julgamos desnecessaria a exploracdo de uma abordagem
mais rigida no trato de limites no infinito, nesse momento. Esse topico podera ser
abordado com uma turma de estudantes que fagam a opgédo em aprofundar os estu-
dos na area de Matematica, no terceiro ano, como sera apresentado adiante neste

trabalho.

Resta, entdo, deixar clara a ideia de que existem, dentro de determinados in-
tervalos, valores de x que tém ordenada maxima ou minima. Diremos, nesses casos,

que a fungao possui maximo(s) e/ou minimo(s) local(ais) (ou relativo(s)).

Fazendo, na fungdo y = f(x), x =1 e x = 4, que s&o valores que anulam a
derivada, encontramos os pontos (1; 2,83) e (4; —1,67), obtendo os dois pontos, res-

pectivamente, com ordenadas maxima e minima, locais.

Agora, apo6s formalizarmos a ideia de maximos e minimos relativos, o Problema

4 trata de uma situagéo de otimizagéo.

Problema 4: Uma éarea retangular sera limitada por uma cerca de arame em trés de
seus lados e por um rio reto no quarto lado, como mostra o esboco abaixo. Ache as

dimensdes do terreno de area maxima que pode ser cercado com 500 m de arame.

RIO

Solugao:

O retangulo do problema, de lados x e y, € tal que 2x + y = 500.
Logo: y = 500 - 2x
Como a area desse retangulo é dada por S = y - x, devemos ter:

S=vy-:x=(500—-2x).x ~ S(x)= —2x2+500x
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Desse modo, devemos ter: S'(x) = —4x + 500 = 0
Assim, x = 125m e y = 250m.

Nesse caso, a area maxima é S(125) = 31.250 (m?).

O estudo do sinal de S'(x) = —4x + 500, nos da:

x <125 = §'(x) épositiva e S(x) é crescente.
x>125 = S'(x) énegativa e S(x) é decrescente.

O esbogo do gréfico da fungdo S(x) = —2x2 + 500x é apresentado na Figura
18, colaborando com a solugdo, onde o vértice da parabola esta representado pelo
ponto A = (125;31.250).

Figura 18 — Grafico da fungdo S(x) = —2x? + 500x.
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Fonte: Produzida pelo autor, com o GeoGebra.

Outras questdes interessantes ja poderiam ser tratadas nesse momento, como,
por exemplo, uma justificativa para a relacdo entre o pardmetro a da fungao real
f(x) = ax? + bx + ¢, com a,b,c reais, e a # 0, e a concavidade da parabola que
seria a representacao grafica de f(x). Nesse caso, teremos f'(x) = 2ax + b, ou seja,
uma fungao polinomial do 1° grau, que é crescente, se a > 0, e é decrescente, se
tivermos a < 0, como ja sabem os estudantes, pois estudaram anteriormente tal fun-

gao.
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O zero da fungdo f'(x) = 2ax + b, € x = —b/2a, e, desse modo, a Figura 19

apresenta os esquemas que mostram o sinal dessa derivada.

Figura 19 — Sinal da derivada para f(x) = ax* + bx + c.
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Fonte: Produzida pelo autor.

Dessa forma, se a > 0, o sinal da derivada, conforme o esquema (i.), na Figura 19,
passa de negativo para positivo, de modo que x = —b/2a é a abscissa do ponto de
minimo, e, se a < 0, o sinal da derivada, conforme o esquema (ii.), também na Figura
19, passa de positivo para negativo, de modo que x = —b/2a é a abscissa do ponto

de maximo.

No caso da fungéo polinomial do 2° grau, f(x) = ax? + bx + c, ficara facil fri-

sar a existéncia de um maximo ou minimo absoluto, em todo seu dominio.

Para a primeira série do Ensino Médio, com o apoio inicial da Fisica, produzi-
mos um contato com o Calculo, no tépico derivada de uma funcéo polinomial, abran-
gendo o calculo da derivada, sua interpretagdo geométrica e suas aplicagdes, evi-
tando demonstragdes formais, buscando apoio nos tépicos ja conhecidos dos estu-

dantes, contextualizados sem o Calculo.

No decorrer dos conteudos seguintes, normalmente estudados nesta série,
como as fungbes exponenciais, logaritmicas e trigonométricas, ndo vemos conveni-
éncia em apresentar uma demonstracao para o calculo das derivadas dessas fungdes,
por haver bastantes particularidades, diferenciando cada caso. Isso ndo impede os
professores de mencionarem que a derivada da fungéo f(x) = sen x é f’(x) = cos x,
e até mesmo, apresentar uma tabela com as derivadas das principais fungdes. O pri-
meiro passo foi dado. Na terceira série, porém, teremos a oportunidade de dar um

tratamento mais amplo, apresentando mais detalhes dos graficos (como pontos de
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inflexdo), ampliando os resultados obtidos com as fungdes polinomiais para as fun-
¢cOes algébricas e as transcendentes, demonstrando alguns resultados operatorios e

discutindo os limites fundamentais e a continuidade das fungoes.

3.2 Proposta para o segundo ano do Ensino Médio

No segundo ano, em Fisica, o Calculo continuara presente sempre que o con-
teudo a ser estudado abordar taxa de variagéo instantanea. Isso acontecera, princi-
palmente, no estudo das oscilagdes. Agora, porém, teremos a derivada de funcdes
trigonométricas, que, normalmente, representam matematicamente as expressdes
para o espago em uma direcao, para a velocidade e para a aceleragao de um corpo

que esteja, por exemplo, em movimento harmdnico simples (MHS).

Para a Matematica, teremos o acréscimo de algumas regras de derivagéo. O
estudo do binbmio de Newton sera uma oportunidade para a demonstracdo de que
que a derivada da fungéo f(x) = x™, com n natural, é f’(x) = n.x" 1. Ainda nesse
capitulo, podera ser apresentada a regra da cadeia para o casoem que f(x) = g"(x).
As fungdes trigonométricas podem ter suas derivadas apresentadas, caso o assunto
trigonometria seja abordado nessa série, sem a necessidade de demonstragdes, pois
seria necessario o conhecimento de alguns limites que, preferencialmente, serdo

abordados no terceiro ano.

3.2.1 Proposta para o segundo ano do Ensino Médio - Fisica

Para a Fisica, agora, a taxa de variagéo instantanea é vista como a derivada
de uma fungao. Diversas grandezas fisicas variam com o tempo, de modo que a taxa

de variacdo média ou instantanea serao obtidas como realizado em Cinematica.

A velocidade, a aceleracao e a poténcia, por exemplo, serdao assuntos presen-
tes, também, na segunda série, no estudo do movimento harménico, das equacoes

das ondas, do fluxo térmico, entre outros.

Agora, porém, as fungdes envolvidas podem nao ser polinomiais, como € o

caso das equacdes das ondas, que sdo, normalmente, trigonométricas. Nesse caso,
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chega a oportunidade de os estudantes conhecerem as derivadas das fungdes trigo-
nométricas fundamentais, y = sen x e y = cos x, caso ja ndo tenha havido um con-
tato sobre esse tépico, quando o(a) professor(a) de Matematica abordou as fungdes
trigonométricas, normalmente, no final da primeira série ou inicio da segunda série do
Ensino Médio. Nao havera dificuldade em afirmar, mesmo sem demonstracao, por

parte dos professores de Fisica, que:

e Se f(x) =senx,entdo f'(x) = cos x

e Se f(x) = cos x, entdo f'(x) = —senx
E, ainda:

Sendo g(x) uma fungéo que possui derivada, temos:

e Se f(x) = sen[g(x)], entdo f'(x) = g'(x) .cos[g(x)].
e Se f(x) = cos[g(x)], entdo f'(x) = —g’'(x) .sen[g(x)].

Afirmar algo sobre derivada de uma fungédo ndo causara uma reagao de desco-
nhecimento por parte dos estudantes. Eles ja sabem o que é a derivada de uma fun-

cao, e viram as suas aplicacées na Fisica e na Matematica.

Desse modo, os problemas a seguir, terdo um mesmo significado na interpre-

tacao dos estudantes, pois, agora, eles sabem derivar as fungbes em questao:

1.) A equagéo horaria do movimento de um corpo é dada por S(t) = 4t2. Qual
a velocidade desse corpo no instante t = 2s?
2.) A equacéo horaria do movimento de um corpo € dada por S(t) = sen t. Qual

a velocidade desse corpo no instante t = m s?

Ainda, porém, estamos carentes de regras de derivagao. Ficariamos limitados,
caso fosse solicitada a aceleragao instantanea para um corpo em que a equagao ho-

raria do espaco seja, por exemplo, S(t) = sen(2t? + 5).

E fato que, sendo v(t) e a(t), respectivamente, a velocidade e a aceleragéo

instantaneas, suas equagdes seriam obtidas por derivagao:

v(t) = S'(t) = (2t? + 5)".cos(2t? + 5) = 4t.cos(2t? + 5)
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Nesse caso, teriamos, a(t) = v'(t), e nds ndo temos ainda a derivada do produto de

duas fungdes.

Se formos abragar todas as possibilidades, o foco seria aprender as proprieda-
des operatorias da derivagao de fungdes, mas esse nao € o objeto de estudo da Fisica

e da Matematica, pelo menos, nesse momento.

Mas, a Fisica foi agraciada por leis mais simples, que recorrem a derivagao de
fungdes conforme nos limitamos até agora. A Figura 20 mostra um exemplo que
aborda a taxa de variacao instantadnea para o calculo da velocidade e da aceleracao

de um corpo que realiza um movimento harménico simples (MHS).

Trata-se de mais uma contribuicdo dada pelos autores da colegao Fisica Clas-
sica, Calcada e Sampaio, citados neste trabalho, mantendo o uso da derivada desde

as primeiras paginas desta cole¢cdo que aborda toda a Fisica do Ensino Médio.

Figura 20 — Velocidade e aceleragao no MHS.

Fonte: CALCADA; SAPAIQ, Vol. 4,1998 (p. 299)

A Fisica ira contribuir nas trés séries com o estudo do Calculo, explorando a

derivada de uma fungao quando for necessario obter a taxa de variagdo em um ponto.
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3.2.2 Proposta para o segundo ano do Ensino Médio - Matematica

Certamente, em Matematica, a derivada tera uma importancia maior para os
estudantes em topicos abordados na primeira e na terceira série, onde sao explorados
as fungdes, a geometria analitica e os polindbmios. Porém, a manuten¢do do que foi
aprendido sobre derivada na primeira série € fundamental para que os estudantes
mantenham contato com o assunto. A Fisica, naturalmente, vai manter esse contato,

como foi visto.

Mas, temos a oportunidade, em binémio de Newton, de desenvolver mais algu-

mas propriedades operacionais da derivada.

Apos uma revisao da definicdo de derivada, e ja com os conhecimentos sobre
bindmio de Newton, a demonstracédo de que (x™)’ = n.x™" 1, com x real e n natural,

€ 0 préximo passo.

A demonstragcao consiste em encontrar a taxa de variagdo média da funcao

f(x) = x™ e tomar o seu limite para um acréscimo h tendendo a zero.

Paran = 0 en = 1, temos situacdes elementares. Fagamos o desenvolvimento

paran > 1.
O quociente é:

fOa+h) —fx)  x+mmr—x"  (Q)x"+(Dx" th+ (5)x"2h* + -+ h" — x"
h - h - h

Ou seja:

fx+h) - f(x) _
- =

n—1 ™ g2 4 ooy g1
nx +h.((2)x h+--+h"")
Tomando o limite para h tendendo a zero, obtemos o resultado esperado:
f)=x"neNxeR= f'(x) =nx""!

Os estudantes ja praticaram esse resultado no primeiro ano, em Fisica e em

Matematica, tendo, assim, com esse resultado, a formalizagao de sua validade.
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E importante frisarmos aos estudantes que esse resultado é valido para o caso
em que n € um numero real qualquer, e que a demonstracao desse fato podera ser

feita no terceiro ano, que é o que defendemos nessa proposta.

Vamos explorar, agora, o desenvolvimento do binbmio de Newton, e as propri-
edades da derivada de uma soma de fun¢des e do produto de um numero real por

uma fungéo, conhecidas ja no primeiro ano.

Por exemplo, pode ser solicitada aos estudantes a derivada da fungéo f(x) =

(x% + 2x)3.

E imediata a ideia de desenvolver a poténcia e, em seguida, calcular a derivada

da funcgao.
Devemos ter: f(x) = x® + 6x° + 12x* + 8x3
Assim: f’(x) = 6x> + 30x* + 48x3 + 24x? = 6x%(x3 + 5x% + 8x + 4)

A ideia, agora, € apresentar uma nova regra de derivagdo. A regra da cadeia

vai tomando forma em exemplos, como ja tivemos para a fungéo f(x) = sen[g(x)].

Considerando que existe a derivada de g(x) # 0, podemos escrever o se-

guinte resultado:
Se f(x) = [g(x)]*, comn € R, entdo: f'(x) = n.[g(x)]" 1. g'(x)
Para o exemplo, teremos que g(x) = x? + 2x, e, desse modo:
f(x) =3.(x2+2x)%2. 2x +2) = 6x%. (x + 2)2. (x + 1)
Logo: f'(x) = 6x%(x3 + 5x% + 8x + 4)

Obviamente, diante dos conteudos a serem apresentados na segunda série,

nao ha urgéncia em apresentar esse resultado.

Essa propriedade sera mais expressiva para o estudante se a fungdo em ques-
tao tiver um expoente de valor elevado (ou nédo inteiro), inviabilizando o desenvolvi-
mento do binbmio, ou mesmo se tivessemos a poténcia de um polindmio com mais de

duas parcelas.
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Assim, se tivéssemos f(x) = (x? + 2x)?°, o estudante perceberia a forca da nova

regra de derivagao, pois seria inviavel o desenvolvimento do binémio.

O momento, também, é propicio para apresentarmos outras regras de deriva-

¢ao, como, por exemplo, a regra para a derivada do produto de duas fungdes.

Podemos apresentar, para duas fungdes derivaveis, g(x) e h(x), que:

Se f(x) = g(x).h(x), entdo f'(x) = g(x).h'(x) + g'(x). h(x)

O exemplo dado pode ser mantido, modificando a apresentagao da fungao, da

seguinte forma:

f(x) = (x?+2x)3 =x3(x + 2)3
Assim, pela regra do produto, temos: f’(x) = x3.3(x + 2)? + 3x%. (x + 2)3
Ouseja: f'(x) =3x%. (x +2)2. 2x+2) = 6x%. (x + 2)%. (x + 1)

De um modo recreativo, utilizando aulas extras, podemos avangar com algu-
mas regras de derivagdo. Os resultados obtidos n&o nos trazem aplicagdes novas
para o que se sabe de derivada, de modo que tal abordagem €, apenas, um aprovei-
tamento de topicos, normalmente vistos na segunda série, para dar validade a algu-
mas regras de derivagdo, sem necessidade, inclusive, de provas avaliativas, mas €

um estimulo para dar continuidade ao estudo do Calculo.

Claro, ja tinhamos como demonstrar esta ultima regra de derivagao, a partir da
definicdo de derivada, mas € um resultado que nao sera aplicado, com relevancia, a

qualquer dos tépicos abordados nesta série.
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CAPITULO 4

PROPOSTA PARA O ESTUDO DE DERIVADA E SUAS APLICAGOES PARA O
TERCEIRO ANO DO ENSINO MEDIO.

Nesse capitulo, dada a experiéncia adquirida pelos estudantes nos dois primei-
ros anos, podemos abordar o Calculo de forma mais consistente, com as demonstra-
¢bes da maioria dos teoremas que serdo apresentados (alguns ja citados nos dois
primeiros anos), fazendo a abordagem das diversas regras operacionais de derivagao
e apresentando caminhos para o esbogo do grafico de fungdes continuas, sendo estas

algébricas ou transcendentes.
4.1 Proposta para o terceiro ano do Ensino Médio - Fisica

Para a Fisica, continuara a abordagem da taxa de variagdo em um ponto com
0 uso da derivada. Alguns tépicos importantes poderao ser tratados de maneira mais

abrangente, por exemplo, no estudo do eletromagnetismo.
4.2 Proposta para o terceiro ano do Ensino Médio — Matematica

Satisfeitos com o apoio da Quimica, da Biologia e, principalmente, da Fisica,
por fazerem do Caélculo um instrumento presente, quando necessario, agora, na ter-
ceira série, os professores de Matematica poderao formalizar os estudos realizados
sobre o Calculo nas duas séries anteriores, fazendo o estudo das derivadas das fun-
¢coes fundamentais, algébricas e transcendentes, bem como das suas aplicacoes, re-

levantes para o Ensino Médio.

A partir da definicdo de taxa de variagcdo média, seguida da definicdo de taxa
de variacdo num ponto, chegaremos a definicdo de derivada. A expressao “taxa de
variagado num ponto” nos liberta da concepgao que temos da ligacéo entre derivada e
“taxa de variacao instantanea”, de modo que a variagao pode ser em relacdo a uma

grandeza qualquer, e ndo tdo somente em relagdo ao tempo.

Destaquemos um dos livros de grande sucesso na década de 80, para a ter-
ceira série do Ensino Médio, da colecao Topicos de Matematica, tendo Gelson lezzi
como um dos autores, pela Atual Editora. O livro adota linguagem simples e ares de

modernidade em sua diagramacgao, com muitas ilustragcdes em sua abordagem.
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Na Figura 21, temos a capa desse livro e a apresentagéo do indice que mostra
o conteudo de Calculo que é abordado no capitulo V, penultimo capitulo do livro, com

titulo bastante pertinente: Rudimentos de Calculo.

Figura 21 — Capa e indice — Tépicos de Matematica, vol. 3.

Aoricmo do Brox Rufini bl R R TV
GELSON IEZZ| OSVALDO DOLCE sapitulo 11 ARG R i b o i 23
NILSON J MACHADO LUIZ RDBERTOSCASTRO

Definigio & Forma Algébric:

MARCIO C GOULART ANTONIO S MAC!
0 Plano Complexo ... ...
Forma Trigonométrica
Poténcias
NRATENAATICR | -
Capitulo 1V —

Nogées Pre
Relagdes de Girard . .
Multiplicidade de uma Raiz
Raizes Complexas ... ...
R faee Habioma e e B s ey v 161

Capitulo V — Rudiment

TR TIRIVATIIOND oo s, i o b o s e S S W 166
Taxa de Variacio Média . .
Taxa de Variagio no Ponto
Existéncia da Derivada . . .
Derivaglio da Fungfio Polinomial
Méximas e Minimos — Gréficos
Gréficos — Concavidada e Inflexfio .
Méximos e Minimos — AplicacBes . ...
Continuidade e Limites: Nogdes . . . . . .
Continuidade e Limites: Propriedades . .

Lwtes: D8 Bimbolon.#owig == o o iiiiiiisain s rinandnvasanans 2B

Dois Limites Fu: damims 230

O Teorema do Valor Médio 235

Regras de Derivacéio 238
Regras de D&rwacau ......................................... 243
Regras de DerivaclD . . o..vivieeintastianiiinrnrsnaianasnananannn 248
Capitule VI — Estatistica .. .......cc.ci0iiuiiiiiniiieiniiiiiiianieenaa.. 261
~ Distribuigiio de Freqiiéncias . .. ........coovviiiiannanianas 0. 262
e T S R e S L e 257
BASCRE. Maclian 0 MIOAB. ..occoiicmetn o o mulieinr wainimete s CRlbRe s 283

Célculo da Média, Mediana e Moda . . . ... 268

Desvio Médio, Varidncia e Desvio Padrfo .. . ... ooy vvsnnsnnnrssiiisarss 273
Qurras Medldns de Posi cﬁa WO DRPIEIO . v.v e e a ey e 282
Raspostas das Exercicios Proposte 25 A A S A aE 287

Fonte: IEZZI, GELSON, et al. (1981, Capa e Indice).

O livro aborda, em seu indice, os seguintes pontos, em ordem de apresentagao:

. Taxas de Variagao

. Taxa de Variacdo Média

. Taxa de Variagao no Ponto

. Existéncia da Derivada

. Derivagao da Fungao Polinomial
. Maximos e Minimos — Graficos

. Graficos — Concavidade e Inflexao

0o N OO OB~ W N =

. Maximos e Minimos — Aplicacdes

9. Continuidade e Limites: Nocoes

10. Continuidade e Limites: Propriedades
11. Limites: Os Simbolos +o e —oo

12. Dois Limites Fundamentais

13. O Teorema do Valor Médio

14. Regras de Derivagao.



72

Para um primeiro curso de Calculo, com os pré-requisitos atendidos, que sejam
os conhecimentos sobre fungdes, geometria analitica e polinémios, acreditamos que
essa programacgao compreenda o que ha de essencial. Dada a existéncia do livro, que
vai ao encontro da proposta de ensino do Calculo, para a terceira série do Ensino
Médio, que aqui defendemos, apresentamos comentarios sobre alguns pontos dos

tépicos que nele s&o abordados.

4.2.1 Taxa de Variacao no Ponto

E essa a expressdo que os autores usam para a derivada de uma fungao f(x)
no ponto de abscissa x;. Desde o inicio, o tratamento da derivada indica que a taxa
de variagao pode ser em relagdo nao apenas ao tempo, como acontece, na maioria
das vezes, na Fisica. A esséncia do que apresentamos para a primeira série do Ensino

Médio foi mantida.

As Figuras 22 e 23 apresentam trechos do livro que buscam a definigdo de

derivada.
Figura 22 — Taxa de Variacdo Média e Instantanea.
UNIDADE 2 UNIDADE 3
TAXA DE VARIAGAO MEDIA : TAXA DE VARIACAO NO PONTO

Consideremos agora uma fungdio do 29 grau, como, por exemplo, (x) = 3x* e
investiguemos a rapidez com que ela varia. Temos a seguinte tabela e o correspondente

gréfico:
® |4 |=a]=zlrlolri2t{al4il6 |8 J& vimos que a taxa de variagio média de uma fungdo f(x) representa uma
medida da rapidez com que a funcdo varia, em média, entre dois valores de x consi-
fx) (=48 |-27 |-12 | -3 |0 |3 |12 (27 |48 |76 | 108 derados, assim como a velocidade média de um carro d4 uma medida da rapidez média

com que ele se move entre dois instantes fixados,
Queremos agora caracterizar a rapidez com que f{x) varia em um dado ponto
%v / X1, que corresponde ao concelto de velocidade de um carro em um instante fixado.

Consideremos, por exemplo, a fungiio fix) = 3x?. A taxa de variagio média
entre X; & Xy, X; # X, 6

_ 2 _ g |
B = Mgl Bl - B0 Mo o g

F= LE
Xz %y - Xy X - X

Geometricamente, sabemos que esta taxa & o coeficiente angular da reta secante
ao grafico de flx} nos pontos (xy, flx,)) & (x5, fix,)).

7
1
I
|
Podemos notar que quando o valor de x aumenta de uma unidade, a variagio I
correspondente no valor da fung#o ndo é mais constante, mas depende do ponta inicial / | i 4
considerado. i
Ao passarmos do ponto x, = 1 ao ponto x, = 4, a variacio no valor de ( !
\ g . [IEE ENE S <l R o =twh
flx) & f{x) - fx;} = f(4) - (1) = 45, Calculando a razdo ks A 1 e
g o7 1 |
r = Hxa) - i) Syt nl e
X2 = Xy

Fonte: IEZZI, GELSON, et al. (1981, p. 171 e 175).
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Notemos, na Figura 22, que dado o grafico de uma fungdo y = f(x), e seus
pontos de abscissas x; € x,, temos a interpretacdo geométrica da taxa de variagao
média entre esses pontos, como sendo o coeficiente angular da reta secante ao gra-

fico da f(x) que passa pelos pontos em questéo, ou seja, (xq, f(x1)) e (x2, f(x3)).

A taxa de variagéo no ponto, também na Figura 22, é seguida dos trechos mos-
trados na Figura 23, que levam a definicao intuitiva de derivada e a respectiva inter-

pretagcdo geomeétrica.

Figura 23 — Definigao intuitiva de derivada.

Se queremos caracterizar a rapidez com que {lx) varia, por exe

X = 1, fixamos o valor de x, & cakulamos a taxa de variacBo méd Simultaneamente, a taxa de variagio média entre x, = 1 e x,, ou seja,
X,, para valores de x, cada vez mais proximos de x,, porém di
5 [x,) f(‘l] ] 5
r = 3(x, + 1) de que nimero se aproxima? Observemos as tabelas
que seguem:
Lo - s
%y r=3x; +1) X, | r =23 + 1)
1 63 09 ' 57
1,01 6,03 099 | 5.97 |
1,001 6,003 0,999 5,997 |
SECERLECS A= SRR S EEETERS |
v A

A medida em que x, assume valores
cada vez mais proximosde x, = 1, maio-

| *
res ou menores que 1, os valores da taxa }
media ¢ = fixal - T _ 3x, + 1) se i
5 1 : : B
aproximam mais e mais de 6. Este nimero |
& o coeficiente angular da reta ¢, tangente 1‘ e ‘“**'ﬁ

aogrificode flx) noponto (x;, f(x,)}=
= (1, 3), e é chamado taxa de variacéo
de flx) no ponto x,, ou ainda, derivada de
f(x) no ponto x,, sendo representado por
#x,). Noexemplo anterior, temos {1} =

\F

[ta -1 =6 |

Fonte: IEZZI, GELSON, et al. (1981, p. 176 e 177).

Notemos que a abordagem segue de forma muito préxima ao que foi feito na
Fisica, sendo agora adotada uma fungéo de variavel x que ndo é, como na cinematica,

necessariamente, o tempo.

Ou seja, estamos nos afastando da Fisica para dar um contexto geral para a
definicdo de derivada de uma funcdo. No primeiro ano, o ideal foi ter as duas discipli-

nas, inicialmente, concatenadas.

Focando ainda o livro do terceiro ano da colecédo Tépicos de Matematica, como
mostra a Figura 24, na sequéncia, os autores fazem um breve comentario sobre limite
e continuidade de uma funcao para, s6 assim, definir a derivada da forma que a co-

nhecemos.



Figura 24 - Limite, continuidade e a definicdo de derivada.

tulo.

Agqui, substituimos x por 1 em 3(x +1),
em que pese a exigéncia, no célculo da
taxa média, de termos x # 1. Entender
este procedimento é essencial para o en-
tendimento do processo de calculo da deri-
vada. Ac calcularmos a taxa média, exigi-
mos x# 1, entretanto, o quociente obti-
do resultou numa expressdo perfeitamente
definida para x=1, apesar da exigéncia
inicial. Notamos, entdo, que, para valores
de x proximos de 1, porém distintes de 1, 0
quaciente obtide assume valeres proximos
do valor gue assumiria para x = 1. Segue,
entdio, que, para determinar de quem a taxa
média se aproxima gquando x= 1, subs-
titufmos, no quociente efetuado, x por 7.
Alguns exemplos ilustram o que dissemos:

a) para x = k temos ax =

b)para x = k temos ax +

clpara x = k temos x?

dipara x = k temos x" =

e)para x = k temos ax® + bx +
ete.

3. Aterceira observac@io estabelece uma
nova linguagem. De um modo geral, se uma
funcdo qualquer glx) ¢ tal que
para x = k temos gix) = g, dizemocs
que ¢ € o fimite de glx) guando x tende
a k, e escrevemos:

£ = lim gx)
xrk

Notemos que glx) n8o precisa estar
definida para x =k; estamos consideran-
do apenas valorés de x cada vez mais proxi-
mos de k porém distintos de k. Quando, en-
tretanto, glx) esta definida para x=k
e temos g{x) = gk} para x =k, ou se-
ia, Ii:v‘\( g{x) = glk), dizemos que gix} &

=

continua em x = k. Utilizando esta nova
linguagem, para indicar que

taxa média

¢ = ak?

gli)

x=1 > taxa midia

+ bk +¢c
i)

oix)

taxa média = 3(x + 1}

x#1)

x

6

x=k — gly =glk}

om x

alx} & cont

I

| xe ke M-,

EsCrevemos;

ou seja, a derivada 1k} & o limite da taxa média entre k e x quando x tende a k.

3 , 8 quarta ob: ¢do, de natureza operacional. No céleulo do limite
da taxa média quando x tende a £, se o quociente efetuado g(x) resultar numa fun-
cdo contfnua em x=k o limite procurado sera glk). Estudaremos as nogdes de
limite e continuidade na unidade 9. Por enquanto, baseados na idéia intuitiva de due
o grafico de uma fungdo continua em um ponto néo apresenta furos ou rupturas neste
ponto, admitiremos que sdo continuas em todo ponto fungdes coma as polinomiais, o
Seno, o Cosseno, 3 exponencial, & cutras que veremos oportunamente.

EXERGiGIOS

17. Calcule a taxa de variacio de flx) = 4x* ~ 7 no ponto x; = 2. Interprete graficamente o
nimero obtido.

Resolugio:
Temos:

Flxh =t - 7
9]
f2)=4-2-7=9

fx) - H2) | 4x® -
x-2 x-2

¢ - 16 _ dlxr 2x-2) _

29)
x -2 x-~2

a4z + 2)

OO .ol | O
x=2

) x iba - (2 |
x

4.12+2 =16, ou sefa, lim -
w2

Esta nimero representa o coeficiente angular da reta tangente ao grifico da flx) = 4x? - 7
no ponto (2, 9.

18, Calcule a texa de variagio de F(x) = 7x? no ponta x, = 2. Interprete graficamente o nimero
obtido.

19. Calaule a derivada de #(x) = 3x° no ponto x; = -2 & interpréte o namero abtido.

A Figura 25 apresenta alguns exercicios propostos nesta etapa inicial do capi-

Fonte: IEZZI, GELSON, et al. (1981, p. 180 e 181).

Figura 25 — Exercicios sobre a definigao de derivada.

20. Um corpo em queda livre, a partir do repouso pereorre uma distancia d que varia com o tempo
t de acordo com a formula o = F(t) = 4,91* (d em metros; ¢ em segundos).

a) Caleule a taxa de variagdo de d em relagio a ¢ no instante 1= 15
b} Em que unidades se exprime ests taxa? Qual o seu significado fisico?

2) Temos:

i) = 4,90
19) < &
Lf1) =48
Ll B 1) S8
T TR

30 fim 222D

29) =49(t+

=49{1+1) =98

Logo, {1} = 8,8.

b) Esta taxa se exprime em unidades de & por unidades de t, isto &, em metros par segundo
{m/s}. Ela é a velocidade do corpo no instante t=1s.

21,

22

N

Resolugio:

Devemos calcular # k). Temos:
[Flk)=K>+5Bk+7

19) 3
Tt =+ x4 7

x-k

Logo, T'(k) = 2k + 5.

2+ 6x+7)- (kP +8k+7) _ I -k +Blx-Kl

Calcule, no exercicio anterior, a velocidade do corpo na instante t = 3.

Determine 2 taxa de variacio da funglo 7(x) = x* + 5x + 7 no ponto x = k.

2
x
x-k i

=~ =1lim ((x+k)+5)=(k+k)+65=2k+5
x+k

23. Caleule a derivada de f{x) = 3x* + 5x + 7 no ponta x = k.

24, Calcule a derivada de f(x) =ax® + bx + ¢ no ponto X = k.

Temos:

f{k)=ak®+bk+¢
19) %

fix)=ax’ +bx + ¢
k) o +bx + el - fak? +
k x-k

29y Tl
x

bk + o}

L abd - b - k)

x=k

+kj+5

=afx+kl+b

- f{x) - F{k}
3 lim 1% kﬁ = lim[alx+k)+b]=a- 2k +b
x*k

xrk X-

Logo, sendo fx) = ax® + bx + ¢, resulta que para toda k, F(k] = 2ak + b.

Calcule a derivada de cadg fungo abaixo no ponto x = k, utilizando o resultado geral do exer-

cicio anterior:

a} flx) = 3x" - Gx + 7
b} fix}) = -3x* + 5x + 7
o) Fix)=-3x* - Bx + 7
d) Fix}= 32+ Bx - 7

Detsrmine £°(3) para as funpBes:
a) fix) = - 257
b) flx) = -2 + 5x

e) Fix) = -Zx* + 7
dh Fi) =~ -2 + Bx + 7

27. Calcule a taxa de variagio de Fix) = mx® no ponto x = &.

8. Mostre que a derivada de #(x) = bx + ¢ no ponto x = k ¢ igual a &, qualquer que seie o valar

dek.
Mostre que a derivada da fungio constante F{x) = ¢ no ponto x = k & igual a zero,
que seja o valor de k. ’
30. Calcule a derivada de f{x) = x* no ponto x = &
Temos
ffik) = K>
19)
fix) = x®
Fix) - F(k} De—iF e + lex + k?)
o Fix) - ik} _ - dnedite® X
. B 5 e A
i fix) - £
3 xmk=— ML k+ K= 32, ou seja, lim 1L fkE | o0
x x*k X-=K

Logo, sendo fix] = x°, resulta que (k) = 3k2.

- Calcule a taxa de variagfo de f(x) = x* no ponto x = 2,
Mostre que a derivada de f(x) = ax® no ponto x = & & £'(k} = 3ak?.

Calcule 2 derivada de cada fungfio abaixo no ponto x = 1:
a) flx) = 5x° B} Fix) = - dx®

qualguer

Fonte: IEZZI, GELSON, et al. (1981, p. 182 e 183).
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Notemos, assim, que a abordagem feita neste livro € de linguagem bastante
acessivel aos estudantes do Ensino Médio. Com exercicios explorados em ordem
crescente de dificuldade, os autores mantém essa forma de apresentagao dos conte-

udos em todos os topicos explorados neste capitulo sobre o Calculo.

Defendemos que essa forma de abordagem atende aos objetivos de aplicarmos
o Calculo em pontos da Matematica e outras ciéncias que sejam essenciais para uma
boa formacgao no Ensino Médio, como o estudo das taxas de variagao, o esbocgo e a
interpretacéo do grafico de uma fungéo continua, e a resolugao de problemas de ma-

Ximos e minimos e otimizagao.

4.2.2 Existéncia da Derivada

Passada a revisdo nas unidades anteriores, a abordagem agora € novidade.
Se, para as fung¢des polinomiais, n&o havia restrigdo para se achar a derivada, agora,

devemos apresentar situagdes em que ela nao existe.

Calculemos a derivada da fungao f(x) = |x|, cujo grafico é apresentado na Fi-

gura 26, no ponto de abscissa x = 3, ou seja, f'(3), e tentemos calcular f'(0).

Devemos ter, para x = 3:

fG)—fB) _Ix[-18] _x-3

= = =1
x—3 x—|3] x-3

Figura 26 — Grafico da fung¢ao f(x) = |x|.

A

J

% 5 4 3 2 1.0 1 2
=]

-2
-3
-4

Fonte: Produzida pelo autor.
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Percebemos que para valores de x proximos de 3, a esquerda ou a direita, a
taxa média se mantém constante e igual a 1. Ou seja, seu limite quando x tende a 3

é igual a 1. Desse modo, f'(3) = 1.

Para x = 0, porém, teremos:

f(x)—f(o)_m_{ 1,sex >0
x—0  x =1sex<0

Portanto, ndo existe um valor fixado para a taxa média quando x se aproxima
de 0.

Concluimos, entdo, algebricamente, que nao existe f'(0).

Graficamente, conforme lezzi e colaboradores (1981, p. 186), nesse ponto, o
grafico apresenta um aspecto “anguloso”, produzindo a inexisténcia da derivada nesse
ponto, enquanto sua existéncia esta condicionada a haver uma “suavidade” desse
grafico no ponto em questao, no sentido de que deve existir uma reta tangente nesse

ponto.

A Figura 27 mostra o que os autores em questao entendem como “anguloso” e
“suavidade”, onde, dos pontos destacados, a derivada nao existe tdo somente no

ponto de abscissa xs.

Figura 27 — A existéncia da derivada.

Y

A4

x|

(1) (1)

Fonte: Produzida pelo autor.

Podemos entender que a derivada da fungéo y = f(x) s6 existe em um ponto

x, se f’'(x,) for unico, e, geometricamente, para existir a derivada em um ponto da
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curva, esta deve ter uma “suavidade” na qual o ponto em questao esta inserido, ga-

rantindo uma unica reta tangente neste ponto.

Uma outra situagao para nao existéncia da derivada em um ponto € apresen-

tada pelos autores do livro ao procurarem a derivada da fungdo f(x) = /x, no ponto

—-f( 1 .. . . ~
% =7 seu limite, para x tendendo a zero é +o, ou seja, nao
- X

existe um numero para o qual a taxa de variagdo média se aproxime, quando x se

x = 0. Como

aproxima de zero. Nesse exemplo, a reta tangente coincidiria com o eixo das ordena-
das, que forma um angulo de 90° com o eixo das abscissas, e, para este caso, ndo se

define coeficiente angular.

Podemos falar um pouco para os estudantes sobre Isaac Newton e Leibniz,
precursores do Calculo que conhecemos, de modo que a taxa média aqui citada possa
ser chamada, como sabemos, de quociente de Newton, e concluirmos que existe a

derivada em x = k, se o limite do quociente de Newton existir.

Aos poucos, a linguagem do Calculo vai sendo apresentada, como fungéo de-

rivada, fungéo derivavel, etc.

4.2.3 Derivagao da Fung¢ao Polinomial

N&o ha o que acrescentar, essencialmente, ao que ja foi dito nas séries anteri-

ores.

Ja foi demonstrado no segundo ano que a derivada da fungao f(x) = x™, com

neENex€eR,éf(x)=nx"1
Podemos apresentar, com as devidas demonstra¢des, mais dois teoremas:

1. Se u(x) e v(x) sao fungdes derivaveis no ponto x, entdo as fungdes f(x) =
u(x) +v(x)eg(x) = c.v(x), comc € R, sdo derivaveis e suas derivadas sao,

respectivamente f'(x) = u'(x) + v'(x) e g'(x) = c.v'(x).

2. Dada a fungdo polinomial f(x) = agx™ + a;x™ 1 + a,x™ 2 + -+ a,_1x + a,,

sua derivada é:
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f'(x) =n.apx™ 1+ (n—Dax™ %+ (n—2)ax™ 3+ -+ a,_;.

Os estudantes, agora, podem contribuir com as demonstragdes, a partir da de-

finicdo de derivada.

Para o primeiro resultado do teorema 1, devemos comegar com o quociente de

Newton:

f(x+ Ax) — f(x) _ [u(x + Ax) + v(x + Ax)] — [u(x) + v(x)]

Ax Ax
u(x + Ax) —u(x) v(x+Ax)—v(x)
= +
Ax Ax

Tomando o limite para Ax tendendo a zero, encontramos:
f1e) =u'(x) +v'(x)
De modo analogo, chegamos ao segundo resultado do primeiro teorema:
g'x)=cv'(x)

Com esses resultados, e o conhecimento de que (x™)' = n.x™"" !, com x real e

n natural, sera imediata a demonstragao para o segundo teorema.

Podemos inserir nos exercicios propostos, a exemplo de lezzi e colaboradores
(1981), derivadas de ordem superior, como é o caso da derivada de segunda ordem,
em que f"'(x) é a derivada de f’'(x), conveniente na abordagem de graficos e na de-

cisdo sobre um ponto critico ser de maximo, minimo ou de inflexao.

4.2.4 Maximos e Minimos — Graficos

Temos, agora, conceitos muito importantes que serdo abordados na constru-
cao de graficos e na resolucao de alguns problemas com uso de derivadas.

Considerando a fungéo f(x) definida em um intervalo I, e sendo x, um ponto
desse intervalo, dizemos que x, € um ponto de méaximo de f(x) se f(x) < f(x,) para

todo x € I. Neste caso, f(x,) € o valor maximo de f(x) em 1. Se, porém, nos tivermos
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f(x) = f(x,), dizemos que x, € um ponto de minimo de f(x), e f(x,) € o valor minimo
de f(x) em .

Na Figura 28, considerando a fungao f(x) definida no dominio | = [a; €], temos:

e b é ponto de minimo e f(b) & o valor minimo da fungéo;

e ¢ é ponto de maximo e f(e) é o valor maximo da fungéo.

Figura 28 — Maximos e minimos de uma fungao.

Fonte: Produzida pelo autor.

Sem muitas formalidades, se nas proximidades de um ponto x,, este tem a

ordenada minima (maxima), diremos que x, € um ponto de minimo (maximo) local.
Na Figura 28, temos, entdo:

e b e d sao pontos de minimo local;

e a, c e e sdo pontos de maximo local.

Como f(b) e f(e), sdo, respectivamente, as ordenadas de menor valor e maior
valor, podemos dizer que esses sao, respectivamente, o valor minimo absoluto e o

valor maximo absoluto da fungao f(x).

Como fizemos no primeiro ano, podemos afirmar que, sendo xo um ponto de

um intervalo |, e considerando uma fungéao f(x) derivavel nesse ponto, entdo:

Xo € ponto de maximo ou de minimo = f’(x,) = 0
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Na Figura 28, temos f’(b) = f’'(c) = f’(d) = 0, em virtude das retas tangentes
ao grafico da fungao nos pontos com abscissas b, ¢ e d serem paralelas ao eixo hori-

zontal.

A ideia de maximo local e minimo local é utilizada a partir da primeira derivada

para a abordagem do crescimento de uma fungao.

Como feito na primeira série, a representacdo geométrica do comportamento
da fungao, associada ao que se aprendeu sobre derivada e reta tangente, é suficiente
para afirmarmos que uma funcdo f(x) sera estritamente crescente em determinado
intervalo se f’(x) > 0, estritamente decrescente, se f’(x) < 0, e constante, se f’'(x) =

0, para todo x do intervalo em questéo.

Podemos concluir a abordagem chegando a ideia de pontos criticos, que sé&o
os valores de x num intervalo [ tal que f’(x) = 0, e que podem corresponder a pontos
de maximo local, minimo local ou de inflexdo. Para maximo ou minimo, como visto na
primeira série, teremos uma mudanca no crescimento da fung¢ao, o que nao acontece
para os pontos de inflexao, que séo, assim, pontos criticos em que o sinal de f’(x) é

0 mesmo, antes e depois dos mesmos, como mostra a Figura 29.

Figura 29 — Crescimento e ponto critico.

Y Y
f'(%e) =0

flxe) =0 fi(x) >0

fi(x)>0

P T
)

v

>

(.

Fonte: Produzida pelo autor.
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Até o momento, possivelmente, os estudantes nao teriam se preocupado com
a concavidade do grafico da fungéo, que sera um conteudo tratado com a derivada

segunda da fungao, conforme o item seguinte.

4.2.5 Graficos: Concavidade e Inflexao
Chega o momento de calcularmos derivada de segunda ordem da fungao.

O sinal da 1?2 derivada, f’(x), nos da informagdes sobre o crescimento da fun-
¢éo derivavel f(x), e, de modo analogo, o sinal da 22 derivada, f”(x), nos da infor-
magdes sobre o crescimento da funcao derivavel f’(x), nos levara a determinacéo da
concavidade do gréafico da fungado f(x) em certo intervalo, e facilitara a confirmagao

de que um ponto critico € de maximo, minimo ou de inflexao.
Dada a funcéao f(x), derivavel até, pelo menos, a segunda ordem, é fato que:

e o sinal de f'(x) nos informa o crescimento de f(x);

e f"(x) é a derivada de f'(x) e, desse modo, nos informa o crescimento

de f'(x).

Desse modo, se num ponto x, do dominio de f(x) tivermos f'(x,) = 0, o sinal

de f"'(x,) nos indicara se f’'(x) cresce ou decresce ao passar por x,.
Teremos:

a) f"(x,) > 0= f'(x) é crescente ao passar por x,, €, desse modo, devemos
ter f'(x) < 0, antes de x, e f'(x) > 0, depois de x,, ou seja, x, € um ponto
de minimo local.

b) f"(x,) < 0= f'(x) é decrescente ao passar por x,, e, desse modo, deve-
mos ter f'(x) > 0, antes de x, e f'(x) < 0, depois de x,, ou seja, x, € um

ponto de maximo local.

A Figura 30 retrata essas afirmacdes e nos ajudar a chegar a algumas conclu-
sOes relevantes sobre a concavidade do grafico.



Figura 30 — Interpretagéo da 22 derivada.

") > 0

fe) <0 f>0

i Fled=0

v
>

Xo

(1

fr(o) <0

FX)>0

flx)y<0

X0

(1)

A\ 4

Fonte: Produzida pelo autor.

Podemos entender também que, de um modo geral, dado um ponto qualquer
x4, pertencente a um intervalo do dominio da fungéo f(x), se f”(x;) > 0, a concavi-
dade da curva que é grafico da fungdo, no intervalo dado, sera voltada para cima, e

se f”(x,) < 0, a concavidade sera voltada para baixo, como mostra a Figura 31.

Figura 31 — Concavidade e sinal de f”’(x).

f'(x) erescente = f'(x))> 0 =

X1

Concavidade para cima

f'(x) decrescente = f"(x1) < 0 =

Concavidade para baixo

Y
A

X1

Fonte: Produzida pelo autor.
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Caso tenhamos um ponto x,, tal que f”(x,) = 0, e se o sinal da segunda deri-
vada f”(x) muda ao passar por x,, significa que, nesse ponto, ha mudanca de conca-

vidade, e dizemos que o ponto é de inflex4o.

Na Figura 32, nos graficos (a) e (b), temos a situacdo em que f’(x;) # 0, e
f”(x;) = 0, que nos da uma inflexdo nao paralela aos eixos, e, consolida-se a ideia
de ponto de inflexdo, se x, é ponto critico, ou seja, f'(x,) = 0, e, além disso, " (x,) =

0, entdo esse ponto é de inflexdo com reta tangente horizontal (Figura 34(c)).

Figura 32 — Ponto de inflexao.

Fonte: Produzida pelo autor.

Vejamos o esbogo do grafico da fungéo dada por f(x) = x3/3 — 3x% + 5x.
Pontos criticos: f'(x) =x?—6x+5=0=x=1oux =5

Crescimento, com estudo do sinal de f'(x):

f(x) >0 \ f'(x) <0 /f‘(x}>o
1 \/5 >

Ou seja: f(x) é crescente parax <1ex >5, e édecrescenteparal <x <5,

e, desse modo, x = 1 é ponto de maximo local, e x = 5 € ponto de minimo local.
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Essa conclusdo sobre os pontos criticos poderia ser obtida com o sinal da se-
gunda derivada: f""(x) =2x—-6=f"(1)=-4<0ef"(5)=4>0= x=1 é

ponto de maximo e x = 4 € ponto de minimo.
Ponto(s) de inflexdo: f'(x) =2x—6=0=x =3

Assim, s6 ha um ponto de inflexdo, em x = 3,e como f'(3) = —4 # 0, temos
que uma inflexdo ndo paralela aos eixos ortogonais, ou seja, o ponto de inflexdo n&o

€ com reta tangente horizontal.

Alguns pontos notaveis tém imagens:

f0)=0,f(1)=7/3,f(3) =—-3ef(5) =—-25/3

O grafico esta exposto na Figura 33.

Figura 33 - Grafico da fungéo f(x) = x3/3 — 3x% + 5x.

Y

A

Fonte: Produzida pelo autor, com o GeoGebra.

E importe expor um quadro com etapas que direcionem os estudantes para
realizarem o esbogo de graficos, inclusive, em alguns casos convenientes, podemos
solicitar as raizes da fungao polinomial, para enriquecer o grafico e explorar conteudos

estudados em equacdes algébricas.
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A medida que novas regras de derivagdo forem estudadas, poderemos abordar

os graficos de fungdes que ndo sejam polinomiais.

4.2.6 Maximos e Minimos: Aplicagcoes

Além dos graficos, a resolucao de problemas praticos em que devemos calcular

o valor maximo ou minimo de uma funcdo é uma das principais aplicacées do Calculo.

A abordagem de problemas que envolvam fung¢des polinomiais ainda sera
nosso foco, até quando chegarmos a regras de derivagao para diversas fungdes co-
nhecidas, como a exponencial e as trigonométricas, além das fungdes algébricas ra-
cionais, e, desse modo, termos a liberdade de apresentar a forgca do Calculo em di-

versas situagoes.

Os problemas seguintes sdo bons exemplos a serem abordados nesse mo-

mento.

A. Um fabricante de caixas de papelao pretende fazer caixas sem tampas a partir
de folhas quadradas de cartdo com lado 24 cm, cortando quadrados iguais nos
quatro cantos e dobrando os lados para cima. Determinar o lado do quadrado
que deve ser cortado em cada canto para se obter uma caixa com o maior

volume possivel.

B. Numa lata cilindrica, sem tampa, com volume fixo igual a V, qual o valor do raio

para que o material usado na construgdo da mesma seja minimo?

Podemos seguir as trés etapas a seguir para resolver esses problemas:

1) Explicitar a variavel cujo valor maximo ou minimo queremos obter em fungao
unicamente da variavel independente;

2) Encontrar os pontos criticos dessa fungdo, bem como a sua caracterizagao;

3) Identificar o ponto de maximo ou minimo, ou concluir sobre a ndo existéncia de

tais pontos.
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Para o problema A, teriamos:

24 -2x

Conforme as etapas, teriamos:

1) O volume da caixa formada é: V(x) = x(24 — 2x)? = 4x3 — 96x2 + 576x

2) Se V'(x) = 12x? — 192x + 576, os pontos criticos s&o tais que V'(x) = 0, ou
seja: x = 12 ou x = 4. Porém, x = 12 n&o convém pois 24- 2x dara zero.

3) Como V”(x) = 24x — 192 e V’(4) < 0, temos que x = 4 é um ponto de ma-

ximo. Logo, o quadrado deve ter lado medindo 4 cm.

Para o problema B, teriamos: °

h

1) A expresséo para o volume do cilindro é V = nr?h. Assim, h = V /mr?.

A expressao para a area do cilindro, sem a tampa, é S = 2nrh + nr?.
Ou seja, S(r) = % +nr? =2Vr~t + nr2.

2) Para a obtencgédo dos pontos criticos de S(r), devemos ter S'(r) = 0. Aqui, po-
rém, surge um pequeno empecilho que podera ser contornado pelo professor,
ao afirmar que a regra para a derivada de x™, com n natural, é valida para n
inteiro, e isso sera provado mais adiante, com a derivada do quociente.
Assim, S'(r) = —2Vr~2 + 2nr, e 86 havera um ponto critico:
—2Vr2+2mr=0=>r=3V/m
3) SendoS”(r) = 4Vr=3 + 2me §”(3/V/m) = 6m > 0, 0 ponto critico é de minimo.

Certamente, podemos comecar por problemas mais elementares, puramente

algébricos e que se limitem as regras de derivagao para fung¢des polinomiais.

Os modelos de questbes com geometria plana ou espacial, além de problemas

elementares na area Algebra e Economia, serdo bem-vindos.
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4.2.7 Nogoes de Continuidade e Limites. Propriedades.

Apos o entendimento da derivada, chegaremos com seguranga ao estudo das
regras de derivagao para as principais fungoes, se as nogdes de limite e continuidade,
e suas propriedades, forem apresentadas. Fazer isso de forma sutil, sem as formali-

dades trazidas na definicao de limite, € fundamental.

De maneira intuitiva, bastante elementar, sem usar a nog¢ao de limite, podemos
dizer que uma fungéo é continua num intervalo |, real, quando seu grafico é uma curva

sem interrupgoes.

Na Figura 34, os graficos (l.) e (ll.) representam bem a ideia de continuidade,
em um intervalo I =]a, b[ . O grafico (ll.) indica uma descontinuidade no ponto x,, ou
seja, o grafico é interrompido, de modo que um ponto imediatamente posterior ao que
tem abscissa x,, tera uma ordenada que se aproxima de y;, e ndo de y,, com y; > y,.

O grafico (l.), porém, representa uma fungéo continuaem I =]a, b .

Figura 34 - Fungao Continua e Fungao descontinua.

Y
A

Fonte: Produzida pelo autor.
Podemos expor as afirmagoes:

I.) Dada uma fungao f(x), definida em / (um intervalo ou unido de intervalos), deve-
mos determinar para que valor se aproxima f(x), quando tivermos valores de x pro-
ximos de x,, fixado. Se existir esse valor, L, unico, dizemos que o limite de f(x)

quando x tende a x, € L, e escrevemos:

lim f(x) =1L

X—>Xo

II.) Se existe L, conforme o item anterior, e f(x,) = L, dizemos que f(x) é continua

em x,.
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lll.) Se a fungao f(x) for continua em todos os pontos de seu dominio, diremos, sim-

plesmente, que a fungéo f(x) é continua.

Pelo exposto, mesmo que a fungdo f(x) nao esteja definida em x,, mas esteja
definida em um pequeno intervalo centrado em x,, garantindo aproximacédo a es-

querda e a direita de x,, podera haver o limite.

Notemos, também, que, por lll.), para calcularmos o limite de uma fung&o con-

tinua quando x tende a x,, basta calcularmos f(x,).

Na Figura 35, exemplo b), temos uma situagao classica, onde a fungédo nao
esta definida em x,.

Figura 35 — Exemplo de calculo de limite.

b) Consideremos a fungdo flx) = y
)—;2—_-3% e o ponto X, = 3. Esta fungéo
ndo estd definida para x=3, ndo exis- = i) A}

tindo, portanto, f(3). Se devemos ter
sempre x # 3, podemos, efetuando uma
simplificacdo, representar esta fun¢do na

forma:
e + 81 {x - 3) _
fp=s=— gy + 3,
para x # 3

e e i G

O seu gréfico estéd ao lado.

Notamos que:
x = 3= f(x) # 6,
ou seja, podemos ter flx) tdo préximo de 6 quanto quisermos desde que x est?ja
suficientemente proximo de 3. Dizemos que o limite de f(x) quando x tende a 3 é 6
e escrevemos:
lim f(x) = 6
x>3
Naturalmente, em um outro ponto x,, X #3, por exemplo, x,=5, afungdo
dada é continua, e temos:

x # 5 = f(x) = f(5) = 8

I

Temos, entdo, a equivaléncia:

f(x) é continua em X, = 5 = LT; f(x) = (5)

Fonte: IEZZI, GELSON, et al. (1981, p. 216).

Podemos apresentar exemplos que nos levem a questionar a existéncia do li-

mite. Vejamos o limite da fungao f(x) = li—l quando x tende a 0 (zero).

Nesse caso, parax > 0,f(x) =x/x =1,e,sendox <0, f(x) = —x/x = —1.
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Essa fungédo nao esta definida para x = 0. Y
*
Seu grafico, ao lado, diz que para x = 0, temos f(x) =
1 quando x >0 e f(x) =—1 quando x < 0. Desse ey

modo, n&o existe um numero L fixado talque x = 0 = %‘%
f(x)=L. |

Assim, esse limite ndo existe.

Esse ultimo exemplo nos daria a oportunidade de apresentar as ideias sobre
limites laterais, onde s6 precisariamos formalizar a linguagem, haja vista a ideia de

limite a esquerda e limite a direita ja ficou implicita nesse exemplo apresentado.

Resta-nos, agora, fortalecer a ideia de que se uma funcéo f(x) é continua, o
seu limite quando x tende a x, € f(x,), e citar as fun¢des elementares que os estu-

dantes dever&do admitir que s&o continuas.

Se f(x) é continua, entdo: lim f(x) = f(x,)
X—Xo

As fungdes polinomiais, as fungdes seno e cosseno, as fungdes exponenciais
e logaritmicas, ja foram estudadas em séries anteriores, conhecemos as caracteristi-
cas de seus graficos, e sabemos que nao apresentam “salto” em qualquer ponto do
seu dominio. Estas, entre outras, fazem parte do grupo das fung¢des continuas, dentro

do seu dominio.

Apos as nogdes de continuidade e limites, algumas propriedades devem ser
apresentadas, dando condigdes para calcularmos as derivadas de fungdes algébricas

e transcendentes, de um modo geral.

Dadas duas fungdes u(x) e v(x), deve ser compreensivel para os estudantes

a ideia de que:

Se lim u(x) = me lim v(x) = n, podemos demonstrar que:
X—Xg XX

a) xll_)r)rcl (u(x) + v(x)) =m+n

b) xll_)r)rcl (u(x) — v(x)) =m-n
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c) xlg;} (u(x) -v(x)) =m-n

i 0 _m
d) lerJrclov(x) n(comn;tO)

Isso nos garante que se u(x) e v(x) sao continuas em x,, ou seja, m = u(xy)
e n = v(xp), entdo a soma, a diferenga, o produto e o quociente de fungdes continuas

em um ponto sdo, também, continuas nesse ponto.

Desse modo, sendo continuas as fungdes polinomiais, seno, cosseno, expo-

nenciais e logaritmicas, fica garantida a continuidade de fungées como

x3—5x2

1) f(x) ~ 5—10x
2) f(x) =e*+cosx
3.) f(x) =log, x + cosx (comx > 0)

(comx # 2)

4.) f(x) =tanx, comcosx # 0.
E fato que se uma fungéo f(x) é composta e suas fungdes componentes séo

continuas, em certo dominio, entdo f(x) também é continua nesse dominio.

Assim, se f(x) = cos(2x + 3), suas fungdes componentes sdou = 2x + 3 e g(u) =
cos u, e como as fungoes, u e g(u), sdo ambas continuas, podemos argumentar que

f(x) também é continua, como a seguir:
X=x, =>u=u, =2x,+3= g = g(u,) = cos(2x, + 3)
ouseja, x = x, = f(x) = f(x,) = f(x) é continua em x,,.

Os exemplos a seguir correspondem a fungdes compostas continuas no seu
dominio:
a) f(x) = sen(2x — 1)
b) f(x) = (x*+2)%*
c) f(x)=5*
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4.2.8 Limites: Os Simbolos +x e —x

Os estudantes ja tém entendimento desses simbolos na linguagem dos conjun-

tos.

Para o limite de uma funcao, de forma bem elementar, podemos dizer que ao
analisarmos o comportamento de uma fungéo f(x) para valores positivos de x cada
vez maiores, utilizamos o simbolo +oo (I&-se “mais infinito”) e para valores negativos
de x cada vez menores, utilizamos o simbolo —oo (Ié-se “menos infinito”), levando em

consideragao os dois seguinte significados:

1.) Se notarmos que f(x) se aproxima cada vez mais de um numero L quando x
assume valores positivos cada vez maiores ou, mais precisamente, f(x) as-
sume valores tdo proximos de L quanto quisermos, desde que x seja um valor
positivo suficientemente grande, dizemos que o limite de f(x) é L quando x

tende a +oo e escrevemos: lim f(x) = L.
X—+ 00

2.) Se notarmos que f(x) se aproxima cada vez mais de um numero L quando x
assume valores negativos cada vez menores ou, mais precisamente, f(x) as-
sume valores tdo proximos de L quanto quisermos, desde que x seja um valor
negativo suficientemente pequeno, dizemos que o limite de f(x) é L quando x

tende a —oo e escrevemos: lim f(x) = L.
X—>—00

Uma aplicagéo para esse conhecimento podera ser feita na abordagem de gra-
ficos, em pontos proximos a um ponto de descontinuidade e em pontos cujas abscis-
sas crescem ou decrescem, dando margem, assim, a abordagem do grafico para x

tendendo a +o ou a —co.

Essa linguagem pode ser colocada .
em pratica observando o grafico da fungao
f(x) = 1/x, ao lado. I 3

Podemos escrever: !

. 1 . 1
lim-=0e lim -=0 -
X—>+4o00 X X—>—o00 X
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Certamente, a obtencéo de pares (x,y), sendo y = 1/x, para x assumindo va-

lores cada vez maiores, ajudara nessa analise:

x|1(10 | 100 | 1000 | 10000 | 100000 | 1000000
y|1]0,1{0,01]|0,001|0,0001|0,00001 | 0,000001

O mesmo limite seria obtido, fazendo-se x assumir valores negativos cada vez

menores.

Outro exemplo, onde o limite é +o, é lim x2.
X—+00

Notamos que x assume valores cada vez maiores quando x assume valores

cada vez maiores.

Escreveremos: lim x2 = +o
X—+00

O esbogo do grafico da fungéo f(x) = x? ajudara nesse entendimento.

De modo analogo, com auxilio do esbog¢o do grafico da fungcao, podemos che-

gar a situagdes em tenhamos, por exemplo:
lim f(x) =400, lim f(x) = —oc0e lim f(x) = —oco.
X——00 X—+00 X—>—00

Exemplos: Com o esbogo dos graficos das fungdes, os limites seguintes, sdo obtidos

com facilidade.

a) lim x? = +oo

X——00

b) b) lim —x? = —0
xX——00

c) ¢) lim x3 = -
xX——o00

Uma anélise numérica nos ajudaria, conforme a Figura 36, a seguir, contem-
plando o grafico da fungdo f(x) = x3, mostrando que para valores de x negativos
que crescem, em valor absoluto, tanto quanto se queira, ou seja, que tendem a —oo,

teremos valores negativos de y que tendem a —oo.
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Figura 36 — Grafico de f(x) = x3.

1000 kY
800
600
400
200
NS
-40 -30 =20 10 20 30 40 50
x x3
-1 -1
-2 -8
-3 27
-4 -81
-5 -125
-100 | -1.000.000
I
Fonte: Produzida pelo autor, com o GeoGebra.
. u(x) o ux)
Para o caso de termos um quociente, — , ao calcularmos lim —= , no caso
v(x) x—xo V(%)

de u(x) e v(x) serem fungdes continuas, teremos as possibilidades seguintes:

a ; ST M _ u(xo)
12) Se v(x,) + 0 e u(x,) € qualquer, entao: x]l_)l‘}rclo " v0ee)

3

. x°+2 2

Exemplo: lim—5—=-=2
x—0 2 1

29 v(x,) =0eu(x,) =0

Nesse caso, ndo podemos concluir algo geral sobre o limite de (u(x))/(v(x)). Po-
rém, sendo u(x) e v(x) fungdes polinomiais, € ambas se anularem em x,, garante-se
a existéncia do fator comum x — x, para as duas fungdes. Simplificando este fator,
podemos tentar calcular o limite do novo quociente, verificando se o novo denomina-

dor ndo mais se anula.



Exemplos:

a) lim<=2 = lim—2—%* = lim— =~
x—>2x2 4 xo2(x—2)(x+2) xo2x+2 4

b) lim= ol G DEED o, x¥1 2
x—>1x3 1 x_>1(x—1)(x2+x+1) Xo1x2+x+1 3

3N v(x,) =0eu(x,) #0

Nesse caso, a fungao 1(x)
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9 nao esta definida em x,. Porém, para valores proximos

de x,, pela continuidade, o denominador v(x) assume valores proximos de zero, en-

quanto o numerador se aproxima de u(x,) # 0.

Vejamos, entdo, como se comporta esse quociente para x proximo de x,, a partir

de alguns exemplos.

@ _ 1
a) v(x)  x2

~ u(x)
Para x = 0, —= assume valores cada

v(x)
vez maiores, tornando-se, assim, maior do

que qualquer numero real k desde que x
seja suficientemente proximo de zero, como

mostra o grafico da fungao f(x) = % , ao

lado.
Escrevemos, entao: ™ 'y
w — h = 4+0o0
x-0v(x)  x-0 XZ
ux 1
p) L) _ 1
v(x) x
u(x) , .
Para x = 0, sendo x > 0, o assume valores positivos cada vez maiores, € sendo
<0, Ux) assume valores negativos cada vez menores.

v(x)
Dizemos, nestes casos, que:



[.) O limite de % quando x tende a zero

pela direita € 4+ o0, e escrevemos:

u(x) _
xo0+ v(x)

+oo

u(x)

vy 4

II.) O limite de —= quando x tende a zero
v(x)

pela esquerda € —oo, e escrevemos:

. u(x) _ _
P T
O grafico ao lado representa a fungéo

flx) = % , € facilita a visualizagao.
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Nesse momento, os estudantes teriam o primeiro contato com a notagao dos limites

laterais. Porém, ja nas ideias iniciais de limite e continuidade, ndo haveria empecilho

para tal introducdo, onde o estudante formalizaria a busca dos limites laterais, e se

esses existissem e fossem iguais, diriamos que existe o limite da fungao no ponto em

questéo.

v _ 1
v(x) T x-3

c)

ux
Para x = 3, sendo x > 3, ux) assume valores

v(x)

u(x)
v(x)
assume valores positivos cada vez maiores, con-
forme seu grafico ao lado.

negativos cada vez menores, e sendo x < 3,

Escrevemos, entao:

o _

xo3+t v(x) x—-3~ v(x)

'y

Essa visdo sobre os simbolos —o e +o0 devera ser contemplada com exerci-

cios de fixacdo, com o calculo de limites, principalmente, a partir da analise do grafico

da fungéo.
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4.2.9 Dois limites fundamentais

O objetivo é apresentarmos as derivadas das principais fungdes elementares
com, dentro do rigor possivel, as devidas demonstragdes. As fungdes polinomiais ja
foram atendidas. As fungdes trigonométricas f(x) = sen x e f(x) = cos x, além da fun-
¢cao exponencial f(x) = e*, poderao ter suas derivadas obtidas com o conhecimento

de dois limites fundamentais.

1°) Seja a fungao f(x) = % , com x # 0. Entao:

. senx
lim =
x—0 X

2°) Sejaa fungéo f(x) = (1 + i)x, com x < —1oux > 0. Entdo:

1 1
lim (1+-)*=e € Ilim (1+;)"=e
X—>—00

X—+0o0 X

O primeiro limite, referente a trigonometria, pode ser obtido com auxilio da ge-

ometria plana, sem maiores problemas e o Teorema do Confronto (Sanduiche).
O Teorema do Confronto diz:
“Sejam f, g e h trés funcdes tais que f(x) < g(x) < h(x), para todo x # a. Se

lim f(x) = lim h(x) = L, entdo existe lim g(x) e este também é igual a L.”
xX—a X—a x—a

Nesse caso, o Teorema do Confronto, por ser bastante intuitivo, ndo sera um

problema para os estudantes, devendo ser aceito, sem demonstracgao.

Para o segundo limite fundamental, devemos apresentar formalmente o nimero

de Euler, e, como sendo o resultado do limite em questao.

Alguns textos apresentam caminhos para mostrar que 2 < e < 3, como acon-

tece no livro de autoria de Ary Quintella, apresentado no comego desse trabalho.

A Figura 37 mostra os detalhes de como chegar a esse resultado, conforme
Quintella (1965).



Figura 37 — O valor do numero de Euler.

48 Matemdtica — 8.° Ano Colegial
Logo :
e ) s
Sl Ll

I\
2.8 - 4) Lim (1 + —) . Namero e.
a0 n

Pela férmula do bindmio de Newion, temos:

AN 1, n@-1 1
(1+n) 1+"'n+T'-7F+
nin-1 (-2 1 w—-1..2.1 1
e ant e
= nr=1) n@m-1) (-2
L+1+ =t TInd S )

Ao passarmos ao limite observemos que tbdas as fracdes
tém os térmos do mesmo grau e, portanto, podemos concluir
(2.8-2, 2.° caso) :

1

FTRLEEE

: I\ i 1
‘lrl‘l;:l (1+';) ='1+1+'5E—+ﬁ+

Vamos aceitar, sem & demonstragio, que &sse limite
existe, isto 6, que a soma do segundo membro tem um limite.
Representémo-lo pela lotra e.

Comparando, a partir do segundo, 08 térmos do ntimero ¢

p . 1
com o8 da progressic geométrica :: 1:3 BrE obser-
vando que sfo respectivamente menores, concluiremos :

4<1+1+%+%;+...

Limites. Continuidade 49

O limite da soma, a partir do segundo tbrmo, sers (1.»
Série, P. geométricas) :

1 1
1 M et Rl bt
lim 8 =T =2

2
logo, vem :
e<1+2 ou e<3

Com cinco decimais exatos tem-se: e = 2,718.28...
(irracional.)

2.9 — Limites laterais de uma fun¢fo.

a) Se uma fungfo, y = J (z), tem um limite b quando z tende
para e por valores superiores, diremos que b é wm Limite
& diredla de f(x) e escrevemos:

lim f(#) =b ou lim f(a+h)=b ou fla+0)="b
gt A0
‘sendo h nfo negativo.

Exemplo :
lim Vz—1 = Jim YT+ k-1 = lim Yk =0
ot (=] =
O limite & direita 6 zero.
5) Se uma fungfio tem limite b quando z tende para a por
valores inferiores, diremos que b & um limile @ esquerda
de f (x):
lim f() =% ou j(@-0)=0b

Ezemplo :
0 limite & esquerdn de y = V2 -z quando z tende para 2 serd:

lim V2=z = lim v2—(2-7) = lim Vi =0
k=0 h=s0

27

0a limites laterals podem ser iguals ou diferentes e pode, alnda,
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existir apenas um déles.

Fonte: QUINTELLA, ARY (1965, p. 48 e 49).

Pela Figura 37, o autor faz uso do desenvolvimento do binémio de Newton para
expandir a poténcia (1 + 1/n)", faz comparagdes com os termos de uma progressao
geométrica, e verifica que o limite da expresséo obtida € o numero que representamos

por e, que sabemos ser irracional, tal que 2 < e < 3.
Por fim, apresenta o valor aproximado de e, com cinco casas decimais.
e = 2,71828

A Figura 38 mostra como lezzi e colaboradores (1981) apresentam esse nu-
mero, com menos formalidades, mas fazendo uso do grafico correspondente a
(1 + 1/x)*, afirmando que seu limite quando x tende a +c ou —oo corresponde ao
valor e = 2,718281828459045.

Esse numero tera sentido para os estudantes quando houver a pergunta: Existe
fungdo néo nula cuja derivada é a propria fungcdo? A resposta justificara o estudo do

numero de Euler.
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Figura 38 — Limite fundamental: o namero de Euler.

29) Consideremos, agora, a fungdo f(x) = (1 + 1—)" definida para valores de x

. 1 P
tais que 1+7> 0, ouseja, x < -1 ou x> 0.

E possivel mostrar que para valores de x cada vez maiores, os valores correspon-
dentes de f(x) se tornam cada vez mais préximos de um nimero real fixo, ou seja,
que existe lim f(x). Este limite é um nimero (irracional) que é representado por ee

X*+00
é chamado ndmero de Euler. Ele surgiu de problemas concretos relacionados com o
célculo de juros compostos, tendo posteriormente se mostrado extremamente Gtil no
estudo do crescimento de populagbes ou da desintegracdo radiativa. Ele & a base da
fungdo exponencial y = e* bem como de fungio logaritmica y = log, x (ou
y = &n x = logaritmo natural de x). Como valor aproximado de e, temos

F = 2,718281 828459045?

Construindo o gréfico de f(x) =

={1+ l)", temos: |
X

|

I

|

Notamos, entdo, que }
—— |

s i
s i |
[ 1

assim, como

lim (1 +:1?’“ '

X>=00

|
|
|
|
] |
{
I

Fonte: IEZZI, GELSON, et al. (1981, p. 233).

Os limites fundamentais apresentados serdo importantes no calculo da deri-

vada de algumas funcgdes.

Exercicios de fixacdo devem ser apresentados aos estudantes explorando es-

ses dois limites fundamentais.

4.2.10 O Teorema do Valor Médio (TVM)

Alguns resultados vistos até agora, como o sinal da primeira derivada determi-
nando o crescimento ou decrescimento de uma fungéo, e o sinal da segunda derivada

determinando a concavidade de um grafico, poderao ser demonstrados a partir desse
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teorema. Dessa forma, o Teorema do Valor Médio € um resultado muito importante

para as aplicacdes do Calculo.
O teorema diz, de forma razoavel, que:

“Considerando uma fungéo f (x) que seja derivavel em todos os seus pontos entre
as abscissas a e b, e a reta secante ao seu grafico nos pontos A = (a, f(a)) e B =
(b, (b)), deve existir um ponto de abscissa c entre a e b tal que a reta tangente ao

graficoem C = (¢, f(c)) seja paralela a reta secante citada”.

Isso pode ser interpretado geometricamente, como mostra a Figura 39:

Figura 39 — Grafico para o TVM.
Y

Fonte: Produzida pelo autor.

Dessa forma, o coeficiente angular da reta secante é igual ao coeficiente angu-

lar de uma sempre existente reta tangente.
Devemos ter, entdo:

f(b) - f(a)
b—a

f'(c) =

O que diz o teorema é algo bastante intuitivo, ndo sendo necessaria uma de-

monstracao algébrica, que dependeria de outros resultados.
Duas observagbes sdo necessarias, com justificativas a partir de graficos:

1.) Pode haver mais de um ponto entre a € b que atenda ao teorema;
2.) Nao sendo garantida a derivabilidade da fungéo f(x) entre os pontos a e

b, nao podemos garantir a existéncia de c.
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Como aplicagdo do Teorema do Valor Médio, podemos demonstrar um resul-
tado ja trabalhado com os estudantes, ligando a primeira derivada ao crescimento ou
decrescimento de uma funcgao, e, também, que se a derivada de uma fungao em de-

terminado intervalo € sempre igual a zero, a fungao é constante nesse intervalo.

Poderiamos explorar um pouco mais o Teorema do Valor Médio, demonstrando
que o sinal da segunda derivada em determinado intervalo nos dira como sera a con-
cavidade da curva. Esta demonstragdo demandaria mais detalhes, de modo que a
analise geomeétrica (intuitiva) feita anteriormente, quando foram abordadas as aplica-

¢bes da segunda derivada, pode ser considerada suficiente.

Outro resultado, 6bvio, mas que pode ser formalizado pelo Teorema do valor
Médio, € que se duas funcdes, f(x) e g(x), derivaveis em um intervalo I, possuem a
mesma derivada para um ponto qualquer x, € I, ou seja, f'(xy) = g'(xy), entao,
f(x) = g(x) + k, onde k é uma constante real, e esse resultado é consequéncia do
fato visto acima de que se h’(x) = 0, para todo x em que a fungdo h(x) é derivavel,

entdo h(x) = c, onde c € uma constante.

4.2.11 Regras de Derivagao

Com as ferramentas necessarias, podemos formalizar as regras de derivacao
para as funcdes elementares, bem como apresentar as regras operatérias para as

derivadas, por exemplo, de produtos e quocientes de funcoes.

Entendemos que algumas regras que serao apresentadas aparecerao na forma
de exercicios propostos, ainda abragando, mais uma vez, a proposta do livro Topicos

de Matematica.
1.) As derivadas das fungbes seno e cosseno.

Durante a apresentagao de algumas regras, € importante uma revisao de con-
teudos para dar base para as demonstragdes dos resultados. Por exemplo, para o
caso da fungdo f(x) = sen x, sera necessario conhecermos uma das férmulas de

transformacao de somas em produtos, para fungdes trigopnométricas.
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Devemos mostrar que:

a) f(x) = senx = f'(x) = cosx

b) f(x) = cosx = f'(x) = —senx

a) Sendo f(x) = sen x, devemos calcular

" f(x+ Ax) — f(x)
m
Ax—0 Ax

= '@
Temos:

f(x + Ax) — f(x) _sen (x + Ax) — senx
Ax B Ax

Vamos transformar o numerador em produto, usando a identidade

s =205 (25

Devemos ter:

Ax Ax Ax

2

fatan —feo _2sen(F)-cos(x+F) sen(F) (x+5)

Desse modo:

Ax
faron e _, [ ) o

fre) = lim o im | — a5 x+—
2
Ax
’ o sen(T) ’ Ax _, _
f(x)_Ay—r)loA—_x A;r_r)locos(x+7)— COS X = COS X
2

Dessa forma, a demonstragao se baseou em topicos ja explorados pelos estu-
dantes. Basta a apresentagédo da demonstracéo da letra a), ou seja, (sen x)’ = cos x,
para que os estudantes percebam o que precisam para dar continuidade, resolvendo,

assim, a letra b).
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Nos exercicios, a partir desses novos casos de derivacdo, sao contempladas
as regras ja conhecidas pelos estudantes, que sejam: as regras de derivagédo para
soma e subtracao de fungdes, para uma constante ndo nula multiplicada por uma fun-
cao e para fungdes polinomiais, haja vista, esses resultados terem sido demonstrados

em unidades anteriores.
2.) Derivada do produto e derivada do quociente de fungdes.

Devemos mostrar que:

a) f(x) = ux).v(x) = f'(x) =u (x). v(x) + ulx).v'(x)

b) f(x) = % = f'(x) = u (x)-”(zfz(;)l)tz(x).v (x)

a) Devemos calcular:

u(x + Ax) - v(x + Ax) —u(x) - v(x)
Ax

, :

x) = lim

f1) = lim

Vamos somar e subtrair u(x). v(x + Ax) ao numerador da fragdo, e teremos, apds
reorganizarmos as parcelas:

u(x + Ax). v(x + Ax) — u(x). v(x + Ax) + u(x). v(x + Ax) — u(x).v(x)
Ax B

_ ulx + Ax) — u(x) o+ M) + () - v(x + Ax) —v(x)
Ax Ax

Calculando o limite dessa ultima expressao, para Ax tendendo a zero, entendendo
que u(x) e v(x) séo derivaveis (e, portanto, continuas), encontramos o resultado de-

sejado, ou seja:

f'(x) =u (x). v(x) + ulx).v'(x)

Podemos auxiliar os estudantes na demonstragao do item b), deixando-o como

exercicio.
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3.) As derivadas das fung¢des tangente, secante, cossecante e cotangente.

A sequéncia de exercicios até agora é condigao para calcularmos as derivadas

de outras fungdes. As fungdes trigonométricas em questao sao divisdes entre fungdes

cujas derivadas ja conhecemos.

Para a fungéo tangente, por exemplo, sabemos que, para cos x # 0:

sen x

tanx =
cosx

Logo, pela regra da derivada do quociente:

= sec’x

(sen x)’ (cosx).cosx —senx.(—sen x) 1

(tanx)" = B (cos x)? ~ (cos x)?

cos x
Temos, entao:
f(x) =tanx = f'(x) = sec®x

Uma revisao de trigonometria € conveniente para darmos prosseguimento as regras

de derivacéo.

Logo, devemos apresentar, a titulo de revisdo, dentro do dominio de cada fungéo,

que:
) sen x 1
i.)tanx = iil.) cossecx =
cos x senx
. 1 ) 1 coS x
ii.)secx = iv.) cotanx = =
cos x tanx senx

Desse modo, reapresentadas as fungdes secante, cossecante e cotangente
como sendo, respectivamente, os inversos das fungdes cosseno, seno e tangente,
nos dominios cabiveis, as suas derivadas poderao ser calculadas, preferencialmente,

como exercicio, pelos estudantes.

Podemos ter, agora, exercicios explorando os topicos vistos anteriormente,
como determinagao de pontos criticos e reta tangente, contando com novas fungoes,

algébricas e transcendentes.
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4.) Derivada da fungdo composta (Regra da Cadeia).

Sendo g(u) e u(x) fungdes derivaveis, a fungao f(x) = g(u(x)) € derivavel e

devemos ter:

fG) =g(u@®) = f'(x) =g'W.u'(x)

Para demonstrarmos, devemos calcular:

" flx+ Ax) — f(x)
m
Ax—0 Ax

Temos:

fl+08x) — f(x)  g(ulx+Ax)) — g(u(x)) -
Ax - Ax

= flx+Ax) - f(x) g(ulx + Ax)) — g(u(x)) u(x + Ax) —u(x)

Ax T ux + Ax) — u(x) Ax
= lim fle+Ax) — f(x) lim gulx + Ax)) — g(u(x)) ulx +Ax) —u(x)
Ax0 Ax T 0| ulx +4x) — u(x) Ax

E fato que: u(x + Ax) — u(x)

im
Ax—>0 I Ax

=u'(x)

E para Ax =0, como u(x) € derivavel e, portanto, continua, devemos ter

u(x + Ax) — u(x) = 0; a partir disso, pode ser mostrado, acolhendo todos os casos

g(ulx + Ax)) — g(u(x)) _

lim u(x + Ax) —u(x) A0

Ax—0

possiveis, que: l

Logo:  f(x) = g(u(®) = f'(x) = g'W). v (x)

Poderiamos, para evitar formalidades excessivas, trazer esse resultado a tona sem
qualquer tentativa de demonstracdo. No segundo ano, com o auxilio do binbmio de

Newton, verificamos que o resultado funciona.

A Unica pendéncia na demonstragéo ficou para a obtengdo de g'(u). Porém, é in-

tuitivo que o limite que nos da g'(u) é algo como
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lim
b—-a

g(b) — g(a)
b—a

l =g'(a)
Isso permite uma melhor visdo do resultado.
Os exemplos seguintes consolidam o entendimento.
1.) Calcule a derivada de:
a) f(x) = cos(3 + 4x)
b) f(x) = (x* = 1%
Teremos:
a) f(x) =g(u) =cosu, sendou =3 + 4x
Logo, f'(x) = g'(w).u'(x) = (—senu).4, ouseja, f'(x) = —4.sen (3 + 4x).
b) f(x) = glw) =u®, sendou =x? -1

Logo, f'(x) = g’'(w).u'(x) = 89u®8.2x, ouseja, f'(x) = 178.x. (x? — 1)88,

2.) Uma esfera inflavel aumenta de raio a uma taxa de variagao, no instante t,, igual
a 3 cm/min. Determine a taxa de variagdo do seu volume em relagédo ao tempo no

instante t,, sabendo que seu raio é de 15 cm nesse instante.

Temos: O volume da esfera é fungéo do seu raio r e é dado por:
4
V=F@k)= §7‘[T3

O raio varia com o tempo t, ou seja, é fungéo do tempo:
r=r1(t)

Dessa forma, o volume VV é uma funcdo composta do tempo, o que nos leva a:

4
V@) = Fr@) = 30 @)

O que queremos ¢é a taxa de variacdo de V em relacéo a t no instante t,, ou seja,
V(o).
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V') = f'(r).r'(t) = 4n(r(t)).r'(t)
Logo:

No instante ¢t,, temos r(t,) = 15 cm e r'(t,) = 3 cm/min. Desse modo:

V'(t,) = 4n(r(t0))2.r’(to) = 41.15%.3 = 27007 (cm3/min.)

Temos agora uma ferramenta que facilitara a resolugcao de problemas sobre
taxa de variagdo em um ponto, envolvendo fungédo composta, aplicada a Matematica

e a Fisica, como mostramos na Figura 40.

Figura 40 — Exercicio de aplicagdao da Regra da Cadeia.

157. A égua escoa de um tanque cdnico conforme mostra a figura, Em determinado instante to a
altura h € igual a 100 cm e diminui com o tempo t & razdo 2 em/min. Calcule a taxa de
variagdo do volume V da 4gua contida no tanque em relacio ao tempo ¢ nesse instante.

i 1
Sugestdo: V = f{r) = ?rrr"’h onde h =r. Note que h'(ty) < 0 pois h diminui.

158. Quando uma particula tem uma funcdo horéria do tipo S= A + cos(Bt + C) onde A, Be C
sdo constantes reais, seu movimento é chamado Harmdnico Simples (MHS).

a) Calcule a velocidade V (derivada de S (t)) de uma particula em MHS.
b) Calcule a aceleragdo a (derivada da velocidade) da mesma particula,
c) Mostre que vale a relagdo, em cada instante:

a=-B%.S }

Fonte: IEZZI, GELSON, et al. (1981, p. 245).

5.) A derivada da fungao logaritmica e da fungao exponencial.

Diante do que foi visto sobre o numero de Euler, a derivada da fungao logarit-

mica, a partir da definicdo de derivada e das propriedades operatérias dos logaritmos.
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a) Funcao Logaritmica

1
f(x) =Inx = f'(x) =

Admitindo o campo de existéncia do logaritmo neperiano, devemos calcular:

f(x 4+ Ax) — f(x)
Ax

f16 = fim,

f+An) - fx) In(x+Ax)—Inx In(* J;Ax) In (1 +Ax—x)

= =
Ax Ax Ax Ax

S L (12) -1+ -

, x .
Para um valor de x fixado, quando Ax tende a zero, a = = torna-se arbitrariamente

grande, de modo que:

Assim, teremos:

fe= oy

b) Fungao Exponencial
fx) =e* = f'(x) =e”

Temos entdo 0 momento que engrandece a existéncia do numero de Euler, dentro

do contexto, que seja a busca de uma funcgao cuja derivada € a prépria funcao.

A exemplo do lezzi e colaboradores (1981), podemos utilizar as propriedades dos
logaritmos da seguinte forma:
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Sendo x = Ine*, podemos escrever g(x) = Ine*, de modo que, fazendo h(u) = Inu
e u(x) = e*, a Regra da Cadeia, g'(x) = h'(u).u'(x), deve ser aplicada, utilizando o
fato de que g(x) = x.

Obtemos: 1
1= a-u’(x) = u'(x) = u(x) = e*

Podemos, como exercicio, apresentar as demonstragcdes para o calculo da de-
rivada da fungdo exponencial e da funcao logaritmica, a partir da definicao de deri-

vada, de modo que:
Sea€eR,coma>0ea # 1, paratodo x real positivo, temos:
f(x)=a*= f'(x) =a*.lna

1

f&) = logax = f(x) = ——

Para a escolha dos conteudos de Calculo apresentados em alguns livros do
terceiro ano do Ensino Médio, apesar de ser considerado antigo, o livro da colegao
Topicos de Matematica, de lezzi e colaboradores (1981), no nosso entendimento,
mostrou-se bastante completo, diante de nossa proposta. Os conteudos abordados
contemplam o estudo dos graficos de fungdes polinomiais, as nog¢des fundamentais
sobre limite e continuidade, as regras de derivacdo e os problemas de maximos e

minimos.

A derivada da fungao inversa, o estudo de graficos com assintotas, calculos
mais especificos de limites e nogdes de integral sao topicos que podem ser aborda-
dos, principalmente este ultimo, a depender do projeto escolhido que os professores

queiram oferecer.

Finalizamos, dando destaque ao exercicio 177 disposto no livro Topicos de Ma-
tematica, que demonstra a regra da derivada de uma poténcia para o caso em que a
base é positiva e 0 expoente € um numero real qualquer, a partir do conhecimento da

derivada da fungao exponencial e da fungao logaritmica, como mostra a Figura 41.



Figura 41 — Exercicios: Derivadas de exponenciais e logaritmos.

173. Calcule a derivada de:
a) f(x) = logz x b) f(x} = logyo {3x + B)

174. Determine o coeficiente angular da reta tangente ao grifico de (x) = 5% no ponto onde x = 7.
175.  Determine a equacdo da reta tangente ao grafico de f(x) = logs x no ponto onde x = 9,
176. Calcule a derivada de f(x) =e%" 2" %
177. Sendo @ € IR, x >0, mostre que:
: — -

fix) = x*==f'(x) = @ - x*°!

Resolugdo:

2n x Q- 2n x

Sabemos que x = ¢'" ¥, e entio, x* = ¢
Q- 8n x

Logo, f(x) = ¢ € a fungdo composta de u=a - ¢nx com gfu) = ", e resulta que:

1 1
. = TR . E L L L T
fix)=g'(u) - w'(x)=¢e" < Pl e

& 1 " =
Temos, entdo, f(x) =x% - o« < ouseja, F'ix) =a- T

178. Calcule a derivada de:
1

5

a) flx)=x73 c) fix) =x
i
b) flx) = x5 d) Fix) = x¥2
178. Calcule a derivada de:
a) flx) =Vx o f{x) = Vx

b) Flx) = VX
180. Calcule a derivada de f(x) = \/5 3x+7

Resolugio:

|

Temos: f(x) = (3x + 7)
1

Logo, f(x) éa compostade u=3x +7 com glu) = W oe segue que:

5 ey q 3 % 4
f'(x) = 5 u .3= ?(3x +7) 5.3 ou seja, fix) = ~5_(3x +7) 5

181. Calcule f'{x)

a) fl) = Va1 7 by Fix) = o/ B = 3

Fonte: IEZZI, GELSON, et al. (1981, p. 249).

109
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CONSIDERAGCOES FINAIS

Neste trabalho, apresentamos uma sequéncia de conteudos de Calculo Dife-
rencial capaz de dar aos estudantes do Ensino Médio uma formagédo mais completa,
de modo que eles consigam interpretar alguns problemas da Matematica e outras ci-
éncias, do ponto de vista da Matematica, com uma ferramenta simples de ser obtida,
e que lhes dara informagdes preciosas sobre o comportamento das fungdes conti-

nuas. E assim que a derivada de uma funcdo sera vista pelos estudantes.

Nao substituimos conteudos tradicionais da Matematica do Ensino Médio por
tépicos de Calculo Diferencial. Ao invés disso, a proposta é que o Calculo seja apre-
sentado, na disciplina Matematica, como mais uma opg¢ao para a resolugao de alguns
problemas. Naturalmente, esperamos que os estudantes percebam que o Calculo é,

num contexto mais amplo, a melhor opc¢ao.

Verificamos que o simples ato de derivar uma fungao e estudar o sinal da deri-
vada obtida, geralmente, é o suficiente para responder a maioria dos questionamentos
sobre o comportamento dessa funcdo. Sem os recursos do Calculo, muitos topicos
abordados no Ensino Médio sao vistos de forma parcial, sem justificativas completas,
deixando os estudantes amarrados a férmulas prontas, justificadas, quando possivel,
por caminhos mais longos ou que exigem artificios bastante especificos, como vimos

na abordagem de problemas de maximos e minimos, solucionados sem o Calculo.

Com essa visdo, apresentamos os principais pontos do estudo de derivadas ja
nos dois primeiros anos do Ensino Médio, deixando para o terceiro ano, para aqueles
estudantes que assim desejarem e que precisardao do Calculo em estudos futuros,
conforme a BNCC, uma abordagem mais ampla, com justificativas baseadas em no-
vas propriedades, principalmente, a partir das nogdes de limites e continuidade.

Dessa forma, todos os estudantes do Ensino Médio devem ser contemplados
com o estudo do Calculo. A palavra derivada deve ser algo tdo comum para os estu-

dantes como o é a palavra fungéo.

Como vimos, é muito importante que o conteudo seja abordado em outras dis-

ciplinas, conforme a necessidade, no sentido de garantir uma fluéncia com a ideia de
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derivada. Isso acontece, com frequéncia, na Fisica, que explorara a derivada de uma
funcado nas trés séries do Ensino Médio, seja na abordagem de taxas de variagao, seja

na analise de um grafico.

Ha a expectativa de que essa fluéncia sobre o conhecimento da derivada de
uma fungao seja o caminho para que tenhamos estudantes em condi¢des favoraveis
para seguirem seus estudos nos cursos universitarios, pois, atualmente, estatisticas
mostram resultados negativos para a maioria dos estudantes da disciplina Calculo
Diferencial e Integral |, que é uma das matérias iniciais, principalmente, nos cursos de

exatas.

Os estudantes do terceiro ano que optarem por uma formagao mais ligada a
matematica e suas tecnologias serdo contemplados, ao estudarem o Calculo, com
uma formagao sélida no estudo de fungdes, garantida pelo tempo que |he foi destinado
ao estudo da derivada de uma fung¢ao. Certamente, no curso superior, apesar do
grande numero de conteudos abordados em Calculo |, desde as formalidades no es-
tudo de limite e continuidade até as aplicacdes da derivada, teremos estudantes ama-
durecidos, conhecedores da maioria dos assuntos que serdao abordados, prontos para
terem resultados satisfatérios ndo apenas na disciplina Calculo, mas em todas aque-

las que fazem do Calculo um de seus instrumentos.

Ainda para esses estudantes do Ensino Médio que optaram por mais aulas de
Matematica, fica a possibilidade do estudo da integral. Apresentar a integracédo como
a operacgao inversa da derivagao, obtendo-se a fungao primitiva, nao sera dificil se o
estudante conhece as regras de derivagdo. Em poucas aulas, pode-se apresentar no-
cOes da diferencial de uma fungao e apresentar o calculo de areas por somatoérios e

integral definida.

E certo, porém, que existem muitas barreiras para que esta apresentagdo do
Calculo seja colocada em pratica, contemplando um publico amplo. A formagao ba-
sica, no Ensino Fundamental, de nossos estudantes, principalmente das escolas pu-
blicas, € uma dessas barreiras. Levara algum tempo para atingir a condigao ideal ne-

cessaria para podermos apresentar o Ensino Médio com esse perfil mais amplo.
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Este trabalho se soma a muitos outros com o intuito de levar o Calculo aos
estudantes do Ensino Médio para dar-lhes uma formagcao matematica consistente, ca-
paz de ampliar seus conhecimentos na formagao secundaria e prepara-los para o in-

gresso no Ensino Superior.
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