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Resumo

Apresentam-se, nesta dissertagao, um estudo sobre a expansao de niimeros reais em forma
de fragoes continuas simples e uma aplicacdo desta teoria ao sistema de criptografia RSA.
No primeiro capitulo é discutido as defini¢oes, propriedades e reduzidas destas fragoes.
Explanam-se ainda reduzidas como as melhores aproximagoes de um numero para um
dado denominador. Estabelecido este estudo preliminar, expoe-se, no segundo capitulo, o
ataque a criptografia RSA desenvolvido, em 1990, por Wiener. Sendo assim, este trabalho

tem como objetivo abordar este ataque através do estudo das fragdes continuas simples.

Palavras-chaves: Fragoes Continuas, reduzidas, Ataque de Wiener, Criptografia RSA.



Abstract

This dissertation presents a study on the expansion of real numbers in the form of simple
continuous fractions and an application of this theory to the RSA cryptography system.
In the first chapter the definitions, properties and reduced of these fractions are discussed.
They are further explained as the best approximations of a number for a given denomina-
tor. Once this preliminary study is established, the second chapter presents the attack on
RSA cryptography developed in 1990 by Wiener. Thus, this paper aims to address this

attack by studying the simple continuous fractions.

Key-words:

Continued Fractions, reduced, Wiener’s Attack, RSA Cryptosystem.
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1 Introducao

Sem duvida alguma, a ideia de ntimeros irracionais nao é das mais simples. O
conceito de nimero natural é intuitivo, o de ntimeros inteiros acrescentam-se aos naturais
apenas os sinais de mais ou menos e o de nimeros racionais é dado como a divisao de
inteiros por naturais nao nulos. Entretanto quando se quer definir ou representar niimeros
irracionais a tarefa acaba ficando mais complicada, principalmente no que diz respeito
a sua representagdo decimal. Apesar disso, podemos, devido a densidade de Q em R,
aproxima-los por racionais. Assim, dado um numero real x qualquer sempre é possivel
aproximé-lo por meio de um nimero inteiro, ou seja, sendo a = |z, entdo a distancia
entre a e x é menor do que 1. A aproximagao por racional é possivel, pois considerando

0 <z —«a < 1, existem inteiros ay, as, as, ..., an, ... € [0,1,2,...,9] tais que

r—a=0,a1a00a3...ayp....

Dessa forma, sendo r, = 0.10" + a;.10""! + - + a,,_;10 + a,, entao %."n = 0, a1a203...a,,
logo T <r—a< T + 1 _ In + 1. Podemos entao aproximar x por (a + Tn)
107 10 107 10m 107
com erro menor do que Ton’ tendo em vista que
T T+ 1
W <r—a< 1o

Tn 1
O<x—(a+ﬁ)<ﬁ.

A medida que n cresce, temos uma 6tima aproximacao racional para z. Um bom exemplo
3141592

1000000 para 7, onde

é a aproximacao

‘ 3141592 1
T < —.
1000000 106

Contudo nem sempre as aproximacoes decimais sdo boas, pois, neste caso por

exemplo, pode haver racionais com denominadores bem menores 10° mais préximos de

355

7. A titulo de ilustracao, temos o racional 113 que é uma excelente aproximagao para T,

pois
3141592

’ 355
1000000 |

W—E <‘7T

Sendo assim, o primeiro Capitulo deste trabalho tem como objetivo encontrar exce-
lentes aproximacoes racionais para nimeros reais. Para isso, apresentaremos os conceitos
e propriedades de Fracoes Continuas. Ja o segundo, serd destinado a aplicagao desse es-

tudo ao ataque a criptografia RSA. Este sistema, que foi desenvolvido por Rivest, Shamir
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e Adleman, em 1978, é, definitivamente, o mais conhecido dos métodos de criptografia de
chave ptblica segundo (COUTINHO, 2000).

Ele é baseado em duas chaves: piblica e privada. A publica é utilizada para crip-
tografar a informacao, enquanto que a privada tem o papel de descriptografa-la. Para
gerar a chave publica, o sistema escolhe dois niimeros primos distintos p e ¢, realiza a
multiplicagao deles e obtém o médulo N. Assim, (N, e) é a chave publica, onde e € Z
tal que 1 < e < (p—1)(¢ — 1), chamado de expoente publico. J& a privada é dada por
(p,q,d), onde d é o expoente privado tal que ed = 1(mod (p — 1)(qg — 1)).

A ideia por tras do RSA é relativamente simples, tendo em vista que para descobrir
a chave privada basta encontrar os primos que deram origem ao moédulo N. Entretanto,
decompor N em fatores primos nao é uma tafera muito facil, caso N tenha mais que
10190 algarismos. Isso ocorre porque os métodos de fatoracao conhecidos atualmente sdo
ineficientes, e podem levar milhares de anos para encontrar os fatores primos de um

nimero.

Por exemplo, se quiséssemos encontrar a decomposicao de N em fatores primos,
supondo p e ¢ maiores do 10%°, entdo precisariamos de aproximadamente 10%° divisdes, pois
N tem aproximadamente 10'%° casas decimais. Supondo que um supercomputador realize
10'° divisdes por segundo, ainda assim precisarfamos de 10%° segundos para decompor o

modulo NV, ou seja 317097919837646000000000000000000 anos.

A utilizagdo de primos extremamente grandes, no entanto, nem sempre é viavel,
justamente porque a comunicagao entre os equipamentos pode ficar lenta. Com o intuito de
minimizar o tempo gasto para criptografar e descriptografar, pode-se propor a diminui¢ao

do valor dos expoentes publico e privado.

Em um sistema de autenticacao feito por meio do uso de cartdes inteligentes,
por exemplo, pode-se acelerar a descriptografia RSA, utilizando um expoente privado d
relativamente pequeno. Esta escolha é especialmente interessante, pois ha uma grande

diferenga no poder de processamento entre o cartao e computador utilizado.

Apesar de alcancar o resultado desejado, esta medida compromete sobre maneira

a seguranca dessas operagoes, devido ao ataque desenvolvido por Wiener.

Michael J. Wiener descreveu, em 1990, um algoritmo de tempo polinomial para
quebrar um sistema de criptografia RSA tipico, isto é, p e ¢ sdo do mesmo tamanho e
e < N. Assim, ele mostrou que se o expoente privado d for menor do que N i, onde N é o

médulo RSA, entao pode-se obter d analisando apenas a chave publica correspondente.
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2 Fracoes Continuas Simples

Este capitulo tem como objetivos apresentar o conceito de fragdes continuas sim-
ples, definir reduzidas e listar algumas de suas propriedades basicas. Estes resultados serao

extremamentes importantes para o bom entendimento de todo o trabalho.

Antes de mais nada, sabemos que dados a,b € Z é possivel, através do método de
divisdes sucessivas, determinar o mdc, denotado por (a,b), desses nimeros da seguinte

forma:

Exemplo 2.1. Determine o mdc de 121 e 34.

121 = 34.3+ 19
34 =19.1+15
19 =15.1+4
15=43+3
4=31+1
3=13+0,

como 1 € o wltimo resto nao nulo das divisoes sucessivas, logo (121,34) = 1.

Uma das consequéncias imediatas dessas igualdades é que se pode expressar a

1
fragao £y em funcao dos quocientes encontrados nas divisdes sucessivas, ou seja,

21, 19 ., 1 _g L, L. 1
EZURA TR TSk S NS A N R
19 19 19 1 4
- _l_i
15 15
121 _ 1 4 1 5 1
= It — L
1+ ¢ 14— 1+ —
_ 3 _ 3 _
1 1 1
3
121 1
7:34_
1
34 14 :
I+ ———
1
3

121
Diz-se que esta tltima expressao ¢ a representacao do niimero racional £y em termos de

fragao continua, a qual pode ser representada de maneira simplificada por [3;1, 1,3, 1, 3].
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Apresentaremos a seguir a defini¢ao de fragdes continuas.

Definicao 2.2. Sejam ag, aq, as, as, ... numeros reais todos positivos, exceto possivelmente

0 ag. Uma fracao continua é uma expressao do tipo

1
ap + T = |ag; a1, ag, as...],

R
as +

as + .
onde 0s numeros ag, ay,as, as, ... séo chamados de quocientes parciais.

2.1 Fracoes Continuas Finitas

Definicao 2.3. Uma fracao continua € finita quando hda um numero finito de quocientes

parciais

ag + T = [ag; a1, ag, ..., an),
CL1+

CL2+.

onde ay, as, ..., a, sao todos positivos.

As fragdes continuas sao ditas simples, se os a,, com n € N, sdo niimeros inteiros.
Como iremos utilizar apenas as fracoes continuas simples, entdo a expressao "fragoes

continuas" devera ser entendida como "fragdes continuas simples'.

A fragao continua do Exemplo 2.1 além de ser simples, também é finita, tendo em

vista que tem uma quantidade finita de quocientes parciais.

Considere agora uma sequéncia finita de niimeros inteiros. Por exemplo, dados os

inteiros 2, 3, 8,5, a fragdo continua representada por eles

2:3,8,5] = 2+ — 24t gy AL _ 297
39y Oy - 71: 75: Too — T00
3y L 540 128 ~ 128

41
8+ =
+5

expressa um numero racional. Este fato vale de modo geral como mostra o resultado a

seguir.
Teorema 2.4. Toda fracio continua finita representa um niumero racional.

Prova. Demonstraremos por inducao matemadatica. Considere os inteiros ag, ay, ..., ax todos

positivos, exceto possivelmente o ag.
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1 apay + 1
i) Para k = 1, temos [ag;aq1] = ag + — = ————. Assim [ag; a1] representa um
ay ay
racional.
it) Supondo que para k inteiros a fracao continua finita |ag;aq, ..., ax] representa um

nuamero racional entdo

1

[al; a9,y ..., Ak, ak-l—l] .

lag; as, ..., ag, agy1] = aog +

. . . . . .. . r
Como [ay;as, ..., ax, agy1] € racional, existem r e s inteiros positivos tais que 3 =

[al; A2y -y Qs ak+1]7 assim

[ao;al,...,ak,akﬂ] :a0+ :ao—i-;:i,

1 s agr—+s
z r
S

logo [aop; ay, ..., ag, agi1] representa um nidmero racional.
0

A reciproca do Teorema acima é verdadeira. Uma vez que é garantia pelo Algoritmo
de Euclides, pois o processo de divisoes sucessivas sempre nos fornece um resto nulo, depois

de uma quantidade finita de divisoes.

Teorema 2.5. Todo nimero racional pode ser escrito em forma de fragoes continuas
finita.

Prova. Com efeito, seja r um nimero racional, entao existem p e rqy inteiros, com rg

positivo, tal que r = £. Pelo Algoritmo de Fuclides, temos a sequéncia de equagoes

To
P = Tolg + 71 0<T1<7”0
To = T1a1 + T2 O0<ry<mr
T = ToQg + T3 0<ryg <rg
Tpn—2 = Tp—10p-1+Tn 0<r, <rp

Tn—1 = TnGp,

onde ag,aq,as, ...,a, sao todos inteiros positivos, exceto possivelmente o ay. Podemos
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reescrevé-las da sequinte forma

p (&1 1
— =G+ — =ao+ 55 0<r <mg
To To "
To T2 1
72@1“'_7:@1"‘? O<ryg<mry
r1 1 o
1 T3 1
72@24—7:@2"‘; 0<ry <ry
) T s
T2 T4 1
f:ag—i‘*:ag—i‘g O0<ry<rs
3 T3 T4
Tn—2 n 1
= Qp_1 + = Qp_1 + Fowy 0< Tn < Th_1
Tn—1 T'n—1 T
Tn—1
= Q.
'n
p .
Portanto como r = — entado
To
1 1 1
r=apt g =gt —— =Gt ——71 —
1 aq + T aq -+ 71
T2 as + ™
r3
prossequindo dessa forma, teremos
1
r=agy+ i = lap; a1, ag, as, ..., a,).
aq +
(05} + .
1
+ 1
Qp—1 + a
]
. o =364 34 N )
Exemplo 2.6. Vamos expressar os racionais e — em termo de fragoes continuas.

121 121
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Solugao. Sendo —329 = 121(—3) + 34, entdo podemos escrever

—329 34 1 1
= 34— =-34+-—-=-3
121 +121 * 11 +3 1 ’
—— +
34 1
1+ i
1+3 i
T

—329 34
logo T [—3;3,1,1,3,1,3]. Jd o racional o1 podemos reescrevé-lo da sequintes
forma
34 34 1 1
ETI FTRR N ) S i 0:3,1,1,3,1,3]
34 1
1+ ) 1
! 3+ !
1
1 _
* 3

Pode-se inferir, a partir do exemplo acima, que no desenvolvimento da fracao con-

tinua somente o primeiro dos quocientes parciais pode assumir um valor negativo ou nulo.
- P p ) . .

Proposicao 2.7. Se = = [ag; a1, a9, ..., a,), onde = é um nimero racional positivo com

q q
q < p, entdo 4 _ [0; ag, a1, ag, ..., ay).
p

Prova. De fato, seja b_ [ag; a1, as, ..., ay], logo
q

gzao—i- 1
q (11+
CL2+'
1
* 1
an—l—i_i
Como
1 1
g:O‘i‘E:O‘F i :[O;CL(),(II,GQ, 7an]
ay +
CLQ""
' 1
* 1
an—l—i_i
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O

Quando o quociente a, for maior que 1, podemos substitui-lo por (a, — 1) +

T Dessa forma, a quantidade de quocientes da fracao continua pode ser par ou im-

1
par. Podemos representar 57 por [1,1,8] ou [1,1,7,1]. Generalizando, se a,, > 1, entao

[Go; a, Gz, a3, ~~7an] = [ao;a1,a2, Az, ..., Ay — 1, 1]-

2.2 Reduzidas

Definigao 2.8. A fragio continua [ag; a1, as, ..., ag|, onde k € um inteiro nao negativo me-

nor do que ou igual an, é chamada de k-ésima reduzida da fragao continua [ag; ay, ag, ..., Gy, ...].

A k-ésima reduzida € denotada por cy.

Teorema 2.9. Sejam ag, a1, as, ..., a, numeros reais com ai, as, ..., a, positivos. Sejam as

SeqUENCIas Po, P1s P2,y s Pn € oy q1, G2, ---, @ definidas recursivamente por

Po = Qo g =1

p1 = apa; + 1 1 = aq

P2 = azp1 + Po g2 = a2q1 + qo

Dk = QxPr—1 + Pk—2 Q. = apqr—1 + qr—2,

para k = 2,3,...,n. Entdo a k-ésima reduzida da fra¢io continua [ap;ay,as, ..., a1, ax] €

dada por ¢ = Pr.
4k

Prova. Demonstraremos este teorema por induc¢ao matemdtica.

i) Para k =0 e k = 1, temos ¢y = [ag] = % .y Analogamente, ¢y = [ag;a1] =
do
1 apa; +1
ao_}_f:i()l ZEGCQZ[CL();CH,CLQ]:CLO"‘ 1 lOgO
ax a1 1 a; + —
)
o mans 2 _w@matltae aol@mantl)tae aptp p
2T qag 1 araz +1 azay +1 axqi+q0 G2

it) Suponha que o teorema seja vdlido para um inteiro k, onde 2 < k < n, assim

Pk akPr—1 + Dk—2
ok = |ag;ay,ag, ..., ap] = — = —————.
dk Orqr—1 + qr—2

Seja cpy1 = |ao; a1, ag, ..., ag, axy1] entao € possivel obter cyy1 a partir de cy sim-

plesmente pela substituicao de ay por aj + , € note que Pr_1,Qk—1,Pk—2 € Qr_2

Ap41
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dependem apenas dos ag, ai,as, ..., ai_1, neste caso, eles nao serao alterados na subs-

tituicao. Assim cxyq = [ag; a1, a9, ..., ax_1, ax + |, isso resulta em

Ap41

1
(ak + ) DPk—1 + Pr—2
Ak+1

Ck+1 — 1
(Gk + k-1 + Qr—2
A+1

_ (agagy + D)pr1 + agapr2
B (arapsr + 1)qre—1 + Gr1qr—2
Apt1(@kPr—1 + Pr—2) + Pr—1
apy1(Okqr—1 + Qe—2) + qr—1
_ Qg1Pr + Pr—1

B Op+19k + Qr—1
_ Pr+1

qk+1

Portanto a demonstragdo por inducao estda concluida.

k s’ /. . ~ s
Exemplo 2.10. Se ¢, = Pk € a k-ésima reduzida da fragao continua [ag; ar, as, ..., ag_1, k)
qk
e ag > 0, entao

Pk
= |ak; ar—1, ap—2, ..., a, ag)
Pr-1
e
dk
—— = [ag; a1, a2, ..., Q1]
dx—1
Solugao. Sabemos que
Dr = QyPr—1 + Pr—2
DPr =a, + Pr—2
Pr—1 Pr—1
Pr 1
PRV
Pr—2
com r natural maior do que ou igual a 2. Assim podemos escrever Pk ga sequinte forma
Pr—1
1
D = ai + 1 )
k—1
ap—1 +
k—1 PR
. |
* 1
as + P

Do
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onde p1 = ayag + 1 e pg = ag. Logo

Dk 1
it = aj + T = [ak; ar-1, ap—2, ..., a1, agl.
k—1
ag—1 +
k—1 P
' 1
- 1
a2 + 1
a; + —
Qg
p dk
De modo andlogo —— temos
dk—1
1
qqk — a/k _'_ 1
k—1 a1+
k—1 it
1
- 1
a9 + g
do
Como q1 = a1 e qo = 1 implica
Ik 1
r = ag + 1 = [ak; k-1, Ak—2, ---,al]-
k—1 ar 1+
k—1 R
. |
- 1
a9 + —
a1

Exemplo 2.11. Se¢, = Pr ¢ o k-ésima reduzida da fragao continua [1;2,3,4, ...,n,n+1],
qk
entao

Pn = NPn—1+nPp_2+ (n—1)pp_3+ -+ +3p1 +2po +po + 1

Prova. Pela fra¢ao continua, sabemos que py = 1,p; = 3,a, = (k+ 1) e, pelo Teorema

2.9, pr. = axpPr—1 + Pr—2 = pr = (k + 1)pg—1 + pr—2, logo pr — px—1 = kpr—1 + pr—2. Para
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k > 2 temos

n n

Z(pk — Pp-1) = Z(kpk—l + Pr—2)

k=2 k=2

n n
Pn—P1= Z kpr—1 + Zpk—z
k=2 =2

n—1 n—1
Pn—P1 = (mon_l +3 /fsz) + <Z pr—1+ po)
k=2 k=2

n—1

P =npn_1+ > _(k+ 1)pr_1+ p1 + po
k=2

Pn = NPp_1 +NPp_o+ -+ 4ps +3p1 +p1 + po
DPn = NPp—1 + NPp_2 + -+ 4ps + 3p1 + 3po + Do
Dn = MPp—1 +Npp_o + -+ 4ps + 3p1 + 2py + po + 1.

Teorema 2.12. A relagio ppqe—1 — Pr_1qx = (—1)¥71 se verifica para todo k > 1, onde
D € Qi Sao, respectivamente, o numerador e denominador da k-ésima reduzida da fracao

continua |ag; ay, ag, ..., Ag_1, ax].
Prova. FEste resultado serd demostrado por inducao matemdtica.
i) Para k =1, temos que p1qo — poq1 = (apa; +1).1 —ag.a; =1 = (=1)° = (-1)' L.

ii) Supondo que ppqp—1 — pr_1qx = (—1)*~1 é vdlido para algum k natural maior do que

ou igual a 2, entdo

Pr+1qk — PrGi+1 = (1P + Pe-1)qk — Pr(@r1qr + Gr—1)
= Ap4+1Pkqk + Pk—1qk — Qk1Pkqk — Pkqk—1
= Pk-14k — PkQk-1
= —(PrQe-1 — Pr-1qk)

= (DD = (D8

Assim a relacao € vdlida para todo inteiro positivo.

Corolario 2.13. Para toda reduzida cj, = Pr tem-se que (pr, qr) = 1.
Ak

Prova. Seja d = (pi,qr), entdo d | pp e d | qu, mas como ppqu—1 — pr_1qr = (—1)F7L.
Entaod |1 oud| —1, logo d = 1.
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Uy, , . . . ,
Exemplo 2.14. Mostre que ¢, = ——, onde ¢ € a n-ésima reduzida da fracdo continua
Uk+1
0;1,1,1,...] eug é um nimero de Fibonacci.

Prova. Com efeito, como todos os a; = 1 para i > 1 entdo pr = pr_1 + Pr—2 € @ =

Qk-1+ Qe—2, sendopy =1, pp =1, g =1 e q1 = 1. Logo u, = pi, € up11 = qx, resulta que

_Pe _ U

Ck

qk Uk41

O

O resultado a seguir é consequéncia direta da demonstracao do exemplo anterior.

Exemplo 2.15. Sendo wy, o k-ésimo nimero de Fibonacci, temos que ui — Upyiup_1 =
(—=1)*! para k > 2.

Prova. Considerando Teorema 2.12, temos que prQr—1 — Pr—1Gx = (—1)k_1, para k > 2.

Sendo up, = pp € up_1 = qi, temos

UUp — Up—1Uk+1 = (_1

2
Uy — Up—1Ug = (—1

OJ

Os quocientes das reduzidas das Fragoes Continuas formam uma sequéncia cres-
cente a partir do ¢, ou seja qo < ¢ € qr_1 < g para todo inteiro k tal que k > 2. Este

resultado é mostrado no Lema 2.16 que segue abaixo.

Lema 2.16. Se g ¢ 0 denominador da k-ésima reduzida da fragcao continua [ag; ar, as, ..., ay],

entao qr_1 < qr, para 1 < k <n. A desigualdade é estrita para k > 1.

Prova. Usaremos novamente o principio de indugcdo matemdtica para demonstrar este

resultado.

i) Para k =1, temos que qo = 1 < a1 = q1. Sendo k = 2 temos qo = asq1 + qo, com

as, 41, Qo positivos, logo qa > asq; o que resulta qu > q.

it) Supondo que seja verdadeiro para algum m inteiro tal que 1 < m < k, entdo como

dm+1 = Om414m + dm—1 temos Am+1 > Gm+19m > Gm,; pOiS qm—1, Am+1 2 1.

Portanto o resultado € vdlido para todo inteiro k > 1.
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. = P ‘s . - , .
Proposicao 2.17. Se ¢, = — € a k-ésima reduzida da fragcao continua simples [ag; a1, ag, ..., ay),
dk
entao

k-1
qk2227

para 2 < k < n.

Prova. Do Teorema 2.9, temos que qx = arqr_1 + qu—_2 €, pelo Lema 2.16, sabemos que
a sequéncia dos quocientes das reduzidas € ndo decrescente, ou se€ja Qx_o < Qx_1, Para

2 < k <n. Sendo ay, inteiro positivo, entio apqr—o < arpqr_1 implica que Qp_o < arQr_1.

Adicionando qi_o em ambos os lados da desigualdade, obtemos

Qe—2 + Qr—2 < ApQr—1 + qr—2
2qr—2 < apQr—1 + Qr—2
2qk—2 < Qi

9< Ik

Qg2

Portanto

) () () ()

<Qka1> > k-1
qoq1

1
Sendo qo =1, ¢1 = a1 > 1 implica que — < 1. Dessa forma,
q1

qrdk—1

Qe > = > k!
qod1

@ > qugpy > 2871

g >27.

Teorema 2.18. As reduzidas de indices impares de uma fra¢io continua formam uma
sequéncia estritamente decrescente, ao passo que as de indices pares formam uma sequén-

cia estritamente crescente.
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Prova. Seja
Chro — Ck = (Chra — Chr1) + (Cry1 — Cx)
_ (pk+2 _ pk+1) i (pk+1 _ Pk)
k42 qk+1 qk+1 qk
_ Pk+29k+1 — Pk+14k+2 I Pk+19k — Prqk+1

Qk+19k+2 qr+14k
1 k+1 _1k
(1 (D)

Qr+19k+2 k419K

1 1
— ()
qk+14k qk+19k+2

Qk+29k+19k

Pelo Lema 2.16, qr12 > Qi1 € Qrr1 > Qx entao Qxio > qx, para todo k > 1.

Portanto cp1o —c <0, se k € impar. Dessa forma, as reduzidas de indices impares

determinam uma sequéncia estritamente decrescente, ou seja ¢; > c3 > C5 > -+ - .

Por outro lado, se k € par, entdo cpro—cx > 0 e, assim, a sequéncia das reduzidas

de ordem par € crescente.

O

Teorema 2.19. Qualquer reduzida de indice impar é maior do que qualquer reduzida de

indice par.

Prova. De fato, pelo Teorema 2.12, temos que prqe—1 — Pr—1qr = (—1)¥~1. Assim, sendo
GkGr—1 # 0, seque que
Pri—1 — Pe—1qe  (—1)F!

qrqk—1 qrqK—1
P per _ (DM

qk k-1 qr9k—1
(_l)kfl

QeQr—1

Cp — Ckp—1 =

(_1)2j—1

q254925—1
Coj < C2j—1. Seja coj a 2j-ésima reduzida de uma fracdo continua, como

Para k=27, com j € N, temos que < 0, portanto caj — caj—1 < 0 o que implica

Coj < Cojq2r < C2j42r—1 < C2p—1,

com r um inteiro positivo. Logo cyj < cor—1 para j,r € N.
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2.3 Solucoes de Equacoes Diofantinas através de Fracoes Conti-

nuas

Seja ax + by = ¢ uma equagao diofantina, com a,b,c € Z e (a,b) = 1. Assim

para encontrarmos um par X e Y que satisfaca a equagao precisamos expandir o nimero

. a ~ , . a ~ C s
racional 7 em fracao continua. Considerando 7= lag; ay, as, ..., a,], entdo os dois ultimos
. ~ Pn—1 Dn a .
reduzidas sao ¢,_1 = ec,=—=—,pois (Pn,qn) = 1.
qn—1 qn b

Pela relagao 2.12, temos que ppgn_1 — Pn1Gn = (—1)"}, mas p, = ae g, = b
resulta que

agn—1 — bpn—l = (_1)71—1'

i) Para n fmpar, ag,—1 — bp,—1 = 1 logo xy = cgn_1 € Yo = —cpn—1 é uma solucao
particular. Dessa forma, X =cq,_1 +bteY = —cp,_1 —at, com t € Z, é a solugao

da equacao

ii) Para n par, temos que aq, 1 — bp,_1 = —1 = —agu,_1 + bp,_1 = 1. Portanto
Top = —CQn_1 € Yo = Cpp—1 € uma solugao particular. Assim X = —cq,_1 + bt e

Y =cp,_1 —at, com t € Z, é a solucao da equagao.
Exemplo 2.20. Resolva a equacao diofantina linear
363x + 102y = 90

por meio das fragoes continuas.

Solugao. Sabemos que o (363,102) = 3, assim podemos simplificar a equagao dividindo

ambos 0s membros por 3, logo temos

121z + 34y = 30.

121
Pelo Exemplo 2.1, temos — = [3;1,1,3,1,3] portanto Pa _ 3+ 1 , com
1+ —T

isso py =32 e qu = 9. Como n =15 ¢é impar, resulta que

121(9) — 34(32) = 1
121(9.30) — 34(32.30) = 30
121(270) + 34(—960) = 30.
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Dessa forma, xo = 270 e yo = —960 é uma solucdo particular da equagdo diofantina,

ao passo que
x =270 + 34t y = —960 — 121¢,

comt €7, ¢ a solucao geral.

2.4 Fracoes Continuas Infinitas

Para estudarmos as fragoes continuas infinitas, precisaremos de um resultado da
Analise matematica. Dessa forma, iremos apresentar o Teorema, sem, contudo, demonstra-
lo. O leitor interessado em compreender a demonstracao do resultado que segue pode

encontra-lo em [11].

Teorema 2.21. Toda sequéncia crescente (decrescente) limitada superiormente (inferi-

ormente) € convergente.

Com esse resultado podemos demonstrar o teorema que segue.

Teorema 2.22. Sejam ag,aq,as,... uma sequéncia infinita de numeros inteiros, com
ai, g, ... positivos e ¢ = [ag; ay, as, ..., ax]. Entdo a sequéncia das reduzidas cy tende para

o limite «, isto é

lim ¢, = «.
k—ox
Prova. Pelo Teorema 2.18, sabemos que ¢y < co < ¢4 < cg < ---, ou seja as reduzidas

de indices pares formam uma sequéncia crescente. Mas pelo Teorema 2.19, temos que
qualquer reduzida de ordem par é menor do qualquer uma de ordem impar, em particular
Cor < c1, para todo k € N. Dessa forma, a sequéncia formada pelas reduzidas de ordem par
¢ crescente e limitada superiormente, logo, pelo teorema anterior, é convergente. Analoga-
mente, a sequéncia das reduzidas de ordem impar € decrescente e limitada inferiormente,

portanto (Cop—1)zey € convergente.
Suponha que limy_,o cop = L1 e que limg_,o cop_1 = Lo, assim
LQ - Ll = lim Cof—1 — lim Cok
k—o k—o
— i =
i (co 1 — cap)
— i <p2k—1 p2k>
= lim - =
k=oc \ G2k—1 QoK
I (P%—ﬂ]% psz2k—1>
= lm J—
k—=oc \ G2kG2k—1  Q2kQ2k—1
. DP2k—1G2k — P2rQ2k—1 (=D ) 1
= lim = lim —— = lim —.
k—oc Q2kq2k—1 k= QoarqQor—1 k= Qorqok—1
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1 _
Sendo limy_,,. —— = 0 pois q > 255+ para k € N, implica que Ly — L1 = 0, logo
qQ2k492k—1
L2 = L1 = Q.
0J
Corolario 2.23. Se a sequéncia das reduzidas (c,), oy de |ao;ar,az,...] converge para a,
~ Pn Pn+1
entdo o pertence ao segmento de extremos — e ——.
an qn+1
Prova. Pelo Teorema 2.22, temos
lim ¢, = « lim cop_1 = .
k—oc k—ox

Sendo (cor)ey crescente implica que co, < «, para todo k natural. Por outro lado, a <
Cok—1, POIS (Cop—1)pey € decrescente.

i) Para n par, implica ¢, < a < ¢py1. Logo o € (¢ cpit) -

it) Para n impar, temos cp,41 < o < ¢ Logo a € (¢py1;¢n) -

Pn Prnt1
De toda forma, o pertence ao segmento de extremos ¢, = — € Cpy1 =

qn qn+1 .

O

Definicao 2.24. Se ag, ay, as, ... € uma sequéncia infinita de numeros inteiros, com ay, as, - - -

positivos, entdo a fragio continua infinita [ag; ay, as,...] tem o valor
lim |ag; a1, ag, ...ay,|.
nﬁcx[ 0, W1, U2, n]

Exemplo 2.25. Vamos recorrer ao Exemplo 2.14 para ilustrarmos a defini¢ao acima. Pela
definigao de fragao continua infinita, sabemos [1;1,1,...] = lim, ,,[1;1,1,...,1]. Como a

;. . ’ u?’L ~ . .
n-ésima reduzida é dada por ¢, = ——, entdo sendo o = [1;1,1,...] implica que
Un+1

Unp,

a=lim[1;1,1,....,1] = lim
n—oc n—oc qp, 4

. Up—1 + Up—2
= lim ————~=

n—o un_1

= lim (1 + un_2>

Up—2

=1+ lim

n—x un—l

1

. Up—1
hmn—>cx —
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1
Como a = 1+ —, entao [1;1,1,...] é a raiz positiva da equagao do sequndo grau
e
14++/5
o> —a—1=0. Logo [1;1,1,..] = 2\/_
. 1
Lema 2.26. Se o = [ap; a1, a9, ...], entdo 0 < |a — ¢,| <
Gndn+1
Prova. Como a = [ag;aq, as,...] entao
a = %%[QO;CLl;CLQw“’an
o = lim ¢,.
n—o

Assim, pelo Coroldrio 2.23, « estd estritamente entre ¢, € ¢pi1, assim |a — ¢,| > 0 e,

além disso,

@ = ol < epsr — cnl

’Oé —c ‘ < pn+1 N pl
" n+1 Gn
’Oé —c ‘ < Prn+19n — PnQn+1
" nln+1
—1)
la—¢,| < (=)
gndn+1
la —c,| < ,
qngn+1

1

logo 0 < | — ¢p| < :
Andn+1

O

Teorema 2.27. Sejam ag, ay, as, ... nimeros inteiros, com ay, s, ... positivos. Entdo [ag; a1, as, ...

¢ irracional.
Prova. Suponha, por absurdo, que o = [ag; ay, as,...] € racional, assim existem a,b intei-
1

< )
qngn+1

L. . a . a
ros, com b positivo, tais que o = 3 Pelo Lema anterior, temos que 0 < ’ —Cp




Capitulo 2. Fragées Continuas Simples 27

logo

a  Pn 1

b dn Anqn+1
aqn — bpn 1

bgn Andn+1
aq, — bp,, 1
|agn —bpu| _

an qndn+1

b
’CLQH - bpn| < D
Gn+1

b
portanto 0 < |ag, — bp,| < ——. Sabemos que q, € inteiro e aumenta d medida que n
Qn—i-l

b
cresce. Assim tomando um n suficientemente grande tal que b < qn.1, entdo — < 1.
dn+1
Assim,

0 < lag, — bp,| < 1,

que € uma contradicao, porque a,b, g, p, sao inteiros, logo |aq, — bp,| é um inteiro que

estaria entre 0 e 1. Portanto o = [ag, a1, as, ...] é um irracional.
O
Teorema 2.28. Se [ag; a1, as, ...| € [bo; by, be, ...] representam o mesmo nimero irracional,
entdo a, = b, para todo n > 0.
Prova. A prova serd feita por indugdo.
i) Devemos mostrar primeiramente que ag = by. De fato, supondo que [ag; ay,as,...] =
a = [bg;by,bo,...] € que ¢, e ¢, as n-ésimas reduzidas de cada uma das fragoes

continuas infinitas, entio co < a < ¢1 e ¢y < a < 4. Mais precisamente, temos

1 1
ag < a<ag+ — by < a < by + —.
3] by

1
Sendo ay e by inteiros positivos, entao — <1 e — < 1. Assim
45] 1

ag < a < ag+1 e b < a<by+1

ap = |a] bo = |,

onde |a] € a parte inteira do irracional . Dessa forma ag = by.
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it) Supondo que ap = by para todo k < n, entdo devemos mostrar que i1 = bpy1.

Pois bem, como

lag; a1, as, .| = 7P_I};([ao; ay, Az, ..., An)

1
= lim <a0+ )
n—o [al;a'27a37"'aan]

1
= ap + lim ( )
n—e [al;a27a37"'aa’n]

1
= Qo+ 5
hmn—m( [al; ag, ag, ..., an]
1
[a1; az, as, ...]
e, de forma andloga,
[bo; b1, ba, ...] = by + !
0,Y1,Y2,..-] — U0 [bl;b27bg,...]’
entdo sendo ag = by implica |aq;ag, as,...| = [b1;ba, bs,...]. Procedendo da mesma
forma e tendo ag = by, a1 = by, ..., a, = b, resulta
[an—H; Ap42, An4-3, ] - [bn+1; bn+27 bn+37 ] - 5
Logo
Upp1 < B < appr +1 bot1 < B <bpgpr +1
Any1 = LBJ bn—i—l = LBJ:

portanto a,1 = b,y1. Dessa forma a, = b, para todo n € N.

O

Teorema 2.29. Seja o = x¢y um numero irracional. Se x,.1 € definido recursivamente

Tn — |Tn)

COMO Tpiq = , com a, = |xz,|, entdo o € o valor da fragio continua infinita

lag; ay, as, ...].
1 1 1

implica que x, = |x,]| + = an + ;
Ty — |Tn] Tpt1 Tnt1

Prova. De fato, como x,41 =
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para n > 0. Portanto

1
o =ayg+ —
xy
1
=0t
ay + —
X2
1
=ag + i = [agp; a1, A2, ..., Qp, Ty,
ay +
az +
1
+
p + ——
Tni1

lOgO Q= [%3 ay, dz, ..., Qp, anrl]-

Assim, como xg € irracional, implica que x, 1 € irracional, para todo n > 0. Pro-
varemos esse fato por inducdo sobre n.

i) Pois bem, paran =0, x, = . Sendo xo— |xo] irracional, entio x1 também

o — |_£L’0J
serd.

it) Supondo que x, é um numero irracional, para algum n natural. Entao x, — |x,] €

1
irracional, logo ————— € irracional. Assim x,.1 € um numero irracional, para
Tn — anJ
todo n > 0.
. 1
Como x, — |x,] < 1 entdo 1 < ﬁ = Tpi1, para n > 0. Sendo a,y1 =
Tn — | Tn

| Zni1], logo ani1 > 1. Assim os inteiros ani1 Sdo todos maiores ou iguais a 1, exceto

possivelmente o ag.

Considerando a fragio continua infinita |ag; ay,ag, ..., ay, ...], verificam-se que as

(n+1) primeiras reduzidas sio iguais ds de [ag; a1, g, ..., A, Tpi1]. Como a = |ag; ay, ag, ..., Ay, Tpy1]
Tn1Pn + Pn—1

. Sendo ¢, a n-ésima reduzida de [ag; a1, as, ..., ay, ...],
Ln+1Gn + dn—1

entdo, pelo Teorema 2.9, o =

entao
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_ Tn41Pn + Pn—1 . ]ﬁ

o —C, =
Tpt1Qn T Gn-1  Gn
_anrlann + Pn—14n — PnTn+19n — Pnln—1
o —Cp =
U (Tns1Gn + Gn-1)
_ —(=Pn-1Gn + Pnn-1)
o —Cp =
QTL(xn+1Qn + anl)
—_1)»
o —C, = ( )

Qn(xn—l-l%’b + Qn—1> .

Sabendo que Tpi1 > Gny1, temos que

1 1 1
< < .
Qn(xn+1Qn + anl) Qn<an+IQn + an1) Andn+1

la —co| =

Assim

o = lim ¢, = |ag; ay, as, as, ...|.
e [071,2;37]

OJ
Exemplo 2.30. Para ilustrarmos o algoritmo anterior, iremos expandir /5 em termo de
1
fragoes continuas. Como 41 = Py ey com a, = |r,], entdo ag = |V/5]| = 2.
Tpn — [Tn
2o =5 ap = 2
1
T, = =V5+2 a; =4
1 \/5 _9 1
! ! V5 +2 4
To = = = Ao =
T (V5r2) -4 V52 2

Como x9 = 1 implica que |x9] = |21/, assim
1 1

To — LIQJ - 1 — Ll’lj

T3 = = Ty = T,

logo 11 = 19 = x3 = x4 = --- e, portanto, a; = as = a3 = ag = ---. Assim podemos
representar /5 por [2; 4,4, ...]

Dizemos, neste caso, que a expansio de v/5 em termo de fracdo continua é infinita

e periodica.
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Proposicao 2.31. Sejam a = xo um numero irracional e x,.1 definido recursivamente

como no Teorema 2.29, assim

_ P

Gn

Gn—1

COM Ypt1 = eay, = |xy,].

n

(="

(Tns1 + Yns1)@n?’

Prova. Como na demonstragio do Teorema 2.29 a = [ag; a1, as, ..., Gp, Tni1], entao

(xn+l)pn'+'pn—1

o =

Dessa forma,

(xn+l)Qn +'Qn71'

Pn _ (Tn41)Pn+Po1 Pn

o —

4n

trn+1)Qn +‘Qn—1

4n

::xn+lanH‘+'pn—1Qn — Tn4+1Pnln — Pnln—1

(Tps1Gn + @n=1)4n

— Pn—-19n — Pndn—1

(Tps1Gn + @n=1)4n

(=n"

(Tps1Gn + @n—1)4n

(="

(="

<$n+1+'

qn—1

) q 2 B Cvn+1'+’yn+1)Qn2.

n

Uma das consequéncias imediatas desta proposicao é o seguinte teorema.

Teorema 2.32. Sejam a = [ag; ay, asg, ..

desta expansao, entdo

1

(an+1 + 2)%12

@, To = € a, = |x,].

n

onde Yn41 =

Prova. De fato, sabemos da proposicio anterior que o —

qn—1
Ynt1 = ——, logo

s . . p’l’L s . .
| um nimero irracional e — a n-ésima reduzida

an

(="

(xn+{ +'yn+1)Qn

Pn

4n

5 COM

1
(xn#4,+'yn+1)Qn2.
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Sendo crescente a sequéncia dos denominadores das reduzidas, entao ¢n,_1 < @, Ou
Gn—1

n

seja < 1. Assim

0< Un+1 < 1. (21)
Como a, = |z, |, implica
Upt1 < Tyl < Qg1 + 1. (22)
De (2.1) e (2.2), temos
Unp1 < Tpg1 + Ynp1 < Qg1 + 2
1 1 1
<

< )
U1 +2  Tppi +Yns1 Qg

1
multiplicando todos os membros das desigualdades por —;, obtemos

1 1 1
< < ,
(an+i +’2)Qn2 (anJ +'yn+1)Qn2 (an+l)Qn2

o que tmplica

1 - Dn, - 1
@ _ —
(an—H + 2)Qn2 dn (an-i-l)Qn
O
Teorema 2.33. Se a = [ag; a1, a9, ...] € Pn ¢ a n-ésima reduzida para n > 1, entao
an
Dn 1 Dn+1 1
a——|< 5 ou o — 5
an 2qy, n+1 2qn41
Prova. Suponha, por absurdo, que
n 1 n 1
o Pn > . . o — Pn+1 > .
dn 2qy n+1 2qn+1
. Pn Pn+1 .
Como « pertence ao intervalo de extremos — e , assim
dn Gn+1
Puit  Pn :|(pn+1_a)+<a_pn> _ Pnﬂ_a|+ ol
dn+1 qn qn+1 Gn Gn+1 dn
porque (Z:—E — a) e (a — Z—:) possuem o mesmo sinal. Pelo Teorema 2.12 temos |% —
Pnj — , logo
" GnGn
InGnt+1  |Gns1 Gn In+1 In |~ 2041”24y
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dessa desiqualdade, temos
@n” = 2GnGni1 + goii’
QQnQQn+12

(qn - Qn+1>2 S 0= dn = 4n+1,

<0

que € uma contradicao.

O

As reduzidas ¢,, das fra¢oes continuas infinitas da expansao de um ntimero irracional
« sao boas aproximagcoes racionais para «. Elas sdo os racionais mais proximos de «, dentre

todos aqueles que tém denominador menor ou igual a g,.

Este fato serd demonstrado no Teorema 2.35, antes, porém, necessitamos do Lema

2.34, que segue abaixo.

. Pn , . . ~ . .
Lema 2.34. Seja — a n-ésima reduzida da fragdo continua que representa o numero

n
irracional o. Se a e b sao inteiros, com 1 < b < q,41, entao
|gne — pn| < [ba — al.
Prova. Considere o sequinte sistema de equacoes nas varidveis ¢ e [3 :

pn¢ + pn—&-lﬁ =a
Qn¢ + Qn—i-lﬁ = b.

Sendo D o determinante da matriz dos coeficientes do sistema, temos que D =

Prlni1 — Pns1Gn = (=1)"T1 £ 0, logo o sistema admite solucdo tinica

(— 1)%1 (CLQnH - bpn+1)

)
6 (_1)n+1(bpn - GQn)-

E evidente que ¢ # 0, pois caso contrdrio agn,+1 = bppy1 € como (Pni1,Gns1) = 1

implica que ¢ny1 | b que é um absurdo, tendo em vista que 1 < b < gp11.

Passaremos a analisar agora os casos em que [3 é maior, menor ou igual a zero.

i) Para =0, temos p,¢ = a e g, = b, logo |ba — a| = |gnpa — prd| = |¢||gne — Pl
Como ¢ # 0 implica 1 < |¢|, assim

|Qna _pn| < |¢||Qna _pn| = |ba - a|'
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it) Para B > 0, temos b < qu110, pois b < quy1 por hipdtese. Sabemos que ¢+ qni1 5 =
b, entdo q,¢ + b < b. Logo q,¢ < 0, portanto ¢ < 0.

i1) Se 5 < 0, entdo, como sabemos que ¢ + qni18 = b, implica g, = b — g1 > 0.
Assim q,¢ > 0, logo ¢ > 0.
Caso B = 0 wverificamos que o Lema € satisfeito. Sendo 8 ndo nulo, constatamos,
a partir de (ii) e (iii), que ¢ e B tém sinais contrdrios.

Além disso, podemos inferir também que ¢,ac—py € Gni1Q—Ppi1 tEm sinais opostos.

. . . 1 ~
Com efeito, como a se encontra entre as reduzidas consecutivas Pn e iiax , entao Pn
p P Gn dn+1 dn
1 . . 1 ~
a < 2L Assim 22 < a, ou seja 0 < q,a — p,. Analogamente, o < " entdo Qn+10¢ —
Qn+1 dn qn+1
DPnt1 < 0.

Sendo assim, os nimeros

¢(Qna - pn) € 6(Qn+104 - pn+1)

tém o mesmo sinal.

Podemos concluir que

b — a] = [(gnd + Gni1B)a — (Pu® + Pny1 B)]
= |gnd + Gri180 — (Pu® + Put1B)]
= [(gnd — pn®) + (qns18a — pry1f)|
= |9llgna — pul + 1Bllgnr100 — Pt
> [Bllgne = Pl = |gna — pal.

a
Teorema 2.35. Se 1 <b < q,, entao o numero racional 3 satisfaz

Prn
o — —

S‘a—
In

b

9

Pn . . .
onde — representa a n-ésima reduzada da fracao continua de o.
dn

Pn
o — —
dn

Prova. Suponha que

> ‘a — Z’ Entao como

Pn a
|ga 0 — Pu| = Gulae — =2 > bla — —| = [ba — al,
q b

n

logo |qnae — py| > |ba — a| que € um absurdo, conforme Lema anterior.
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O

Exemplo 2.36. Como /5 = [2;4,4,4,...] entdo as quatro primeiras reduzidas sao cy =

— = 73 = 71 ! P d l X Tt d teon terion - ¢
C e C . oaemos conclut a party 0 teorema anterio ue (&
47 2 17 3 79 ’ ;g 4

a melhor aprozimacdio racional de \/5 com denominador menor ou igual a 4. Da mesma

2701 -

forma, 5 ¢ a melhor aprozimal racional de /5 com denominador menor ou igual a 72.

Apresentaremos a seguir um resultado que garante que qualquer aproximagao raci-
onal suficientemente préoxima de um irracional arbitrario o é uma das reduzidas da fracao

continua infinita que representa este a.

. Ve . . . 7/ . . . 7/ a/
Teorema 2.37. Seja o um niumero irracional arbitrdrio. Se o racional irredutivel 7 com
b > 1, satisfaz

’ a < 1
a —_ — [
b 22’
a
entao 7 ¢ uma das reduzidas da fracao continua infinita que representa .

a a n
Prova. Suponha que 7 nao ¢ uma das reduzidas de «, logo 7 + p—, a qual podemos

n
reescrever da sequinte forma aq, — bp, # 0. Sabemos que a sequéncia dos denominadores
das reduzidas de o € crescente, sendo assim existe um unico n € N tal que b estd entre qy,
€ qnt1, OU Seja

n < b < gpia-

A partir do Lema 2.3/ para este n, obtemos

@ = pal < o —al = bja

1
Dessa ultima desigualdade e considerando (o — Z‘ < BTER temos

g =il <
n® — Pn 1
q p %
P 1

a——| < .

Gn|  2bgn

Como aq, — bp, € um inteiro ndo nulo, entao |ag, — bp,| > 1. Dividindo ambos os
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membros por bq,, a desigualdade ndo se altera, porque b e q, sdo ambos positivos. Assim

1 _lagn —bpa| _jagn bpu| _|a _pn
ban — bay, bg,  bgy b g,
a  pn a D
< |z )z _
b g p T In
S(a—a>+<a—pn>
b In
< |2 '+ Pof o 1 1
—1b On 202 2bq,,
[ < ! + It
0qgo — — 0 que resuita
90 b, S22 T 2ng, 4
Lo
bq, 2bg,  2b*
1 - 1
2bq, — 2b?
11
g b

portanto b < q,, que € uma contradicdo.

Teorema 2.38. Para todo « irracional e todo inteiro n > 1, temos

p
a_i
q

1
< —,
V5¢?2

. p Pn—1 Pn Pnti1
para pelo menos um racional — € y—, .
q Gn—-1 4n Gn+1

Prova. Pela Proposicao 2.31, temos

Pn 1
a——|= >
qn ($n+1 + yn—i-l)Qn
COM Ypi1 = qn_l, para algum o irracional. Assim, supondo que o Teorema seja falso,
n
1
temos que | — Pn > ———, para n > 1. Podemos reescrever esta ultima desigualdade
dn \/Ean

da sequinte forma
1 1
5 =
(Tn1 4 Yni1)® — V5,7
Tot1 + Y1 < V5.
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Desse jeito,

Tn—1 + Yn—1 S \/57 Tn + Yn S \/57 Tn+41 + Yn+1 S \/g

L € que gp = AnGn-1 + Gu_a, entdo
n

qn—1

AnGn—1 + Gn—2
1
AnQn—1 + gn—2
Gn—1

1

a, + Gn—2
Gn-1
1

an + Y’

Por outro lado, sabemos que y,+1 = a

Yn+1 =

logo
1

an + Yn

Yn+1 = (2-3)

Como xy, +yx < V5, para k € {n,n + 1,n + 2}, entdo z, < 3 e a, = |a1] < 2.
Sendo 1 < xy, resulta que 1 < ap < 2.

Assim 1 < ap+yr < 3, pois yx € um numero racional entre zero e um. Dessa tultima
1

desigualdade, resulta que — <

= Y11, 1550 nos mostra que
3 ar+uyk

1 1 1

*<n7 7<7L7 7<n .
3 Yn+1 3 Yn+2 3 Yn+3

1
Supondo, por absurdo, que a,i1 = 2, temos ani1 + Ypr1 > 2 + 3 > /5 que é
claramente impossivel, tendo em vista que 11 + Ypi1 < V5. Analogamente, se a, 0 = 2

. 1 :
entao nos conduz ao absurdo 2 + 3 < Qpt2 + Ynt2, ASSIM Qpiq = Qpipo = 1.

) 1 1
Considerando x, 1o = p Yntr=c€ sabendo que x,190 = ——— , com ap11 =
1 Tp+1 — Gnyl
1, temos - = —— = 2,1 =0+ 1.
b Tntl — 1
1 1
Da mesma forma, temos que x, 1 = —— o0 que resulta b+1 = ———, a qual
Tp — Qp Tp — Qp

podemos reescrever da sequinte forma

1
Ty — Gp = ——. 2.4
b+1 (2.4)
Para determinarmos y, € Yni2, usaremos a relagio de recorréncia em (2.3). Assim
1
Yniz = —, POIS Ypt1 = C € any1 = 1. Analogamente, como y,3z = ———, entdo
1+c Gn + Yn
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1
n + Yp = I~ o que resulta em
n+

1

De (2.4) e (2.5), temos

1 1
(azn—an)—l—(an—l—yn)—m—i—g
+ L1
T n — 7 1 -
Y 1+b ¢
1 1
—— 4+ =<6
1+b6 ¢

Além disso, como x,.1 =1+0b e y,r1 = ¢ implica

xn+1+yn+1:<1+b)+c
(1+b)+c<V5

1
€ COMO Tptg = 3 € Ynta = m, temos
1 1
xn+2+yn+2:g+ 1 Te
1
-+ < V5.
1+c_\/_

Sabendo que (14 b) + ¢ < V5 entio 1+b<+/5— ¢, logo

L1
Vh—c ~1+b

Ao somarmos — em ambos os membros da desigualdade, obtemos
c
1 N 1 < 1 n 1
Vi—¢c ¢~ 1+b ¢
c+ \/3 —c 1
< +-<V5
(Vb—ce “1+b ¢~

V5
(\/3—c)c§\/g'

1< (V5 —o)
03—02—1—\/50—1

— +
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Determinaremos agora para quais valores de ¢ a fung¢do quadrdtica f(c) = —c* +
V5e — 1 assume valores ndo negativos. Sendo ¢ —\/5¢+1 =0, implica que a funcio f é

nao negativa para
\/52—1 ce< \/32+1'

Por outro lado, podemos também reorganizar a desigualdade (14 b)+c < V5 como

seque
b < VE—ec—1
1 < 1
Vi—c—1"0b
Somando em ambos os membros da desigualdade, temos

+c
1 1 1 1
Jioe—1 1xeb 17
l4c+vVb—c—1 1 1
(VB—c—1)(1+¢) b Ty V5
V5
(Vﬁ—c—n(uc)é‘/5
1§(\/§—c—1)(1+c)
OS—C2+C(\/_—2)—|—\/_—2

IN

(@)

IN
IN

o

Semelhantemente, determinaremos para quais valores de ¢ a fung¢io quadrdtica f(c) =

—c? + c(\/g —2)+ V5 — 2 assume valores ndo negativos. Assim f é ndio negativa para

ﬁ2—3§6§ﬁ2—1.

Vb -1

Como o unico valor de ¢ que satisfaz as duas inequacoes é ,assimc € R—Q

. . . n—1
que é obviamente um absurdo, pois ¢ = Yp41 = —— € Q.
n
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3 Ataque de Wiener

3.1 Criptografia RSA

Mostraremos na proxima se¢ao o ataque a Criptografia RSA desenvolvido por Wi-
ener. Basicamente este ataque fatora, em um tempo polinomial, o médulo RSA, desde

que o expoente privado d seja suficientemente pequeno.

Sabemos que neste sistema criptografia, o médulo N é dado por N = pq, onde p e

q sao primos grandes distintos, e que ¢(N) = (p — 1)(¢ — 1), com ¢ a funcao de Euler.

Assim, a chave publica é dada por (N, ), ao passo que a privada é dada por (p, g, d),
onde ed = 1(mod ¢(N)), com e,d € N satisfazendo 1 < e,d < ¢(N) .

Para se codificar uma mensagem m - supondo m < N, se nao for, pode-se enviar

em blocos - usa-se a fungao de criptografia

E(m) = m®(mod N).

De posse da mensagem cripitografada m®, pode-se, com a fun¢ao de descriptografia,

recuperar a mensagem m, ou seja

S
3@
I

3
1l

m® = m(mod N).

3.2 Ataque de Wiener ao sistema de criptografia RSA

Sejam N = pq, onde p e ¢ sdo primos impares, a o menor natural tal que p < ¢ < ap
e e com ed = 1(mod ¢(N)), sendo 1 < e,d < ¢(N). Podemos reescrever esta congruéncia

da seguinte forma

¢(N) = —— keN. (3.1)

A ideia principal do ataque de Wiener é mostrar que para certas restri¢coes de d

e
permitem que a fragao p possa ser uma das reduzidas de N

Para determinarmos uma restricao para d, precisaremos dos trés Lemas seguintes.

Lema 3.1. Seja N = pq onde p e q sao primos distintos tais que p < q < ap para alguns
a € N. Entio N — (a +1)vV/N < ¢(N) < N.
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Prova. Primeiro vamos mostrar que N > ¢(N). De fato, como p e q sao primos distintos,
com p < q, entao 2 < p < q o que implica 1 < p+ q. Dessa forma,
p+qg>1
0>1—-p—q

pq>pg+1—-p—gq

N>plg—1)=(¢—1)

N>p-1)g—-1)

N > ¢(N)

Agora provaremos que N — (a + 1)v/N < ¢(N).

Sendo p < q ambos primos entdao pp < pq. Assim p* < N, logo

p<VN. (3.2)
1
Além disso, como a € N entdo 7 > 0, logo
a
>p— : 3.3
PP (3.3)

Das desigualdades (3.2) e (3.3), temos que
1

N>p>p— ——.
\/_ppa+1

Esta afirmacao implica

a VN >pla+1) -1
¢N>pa+p—1>q+p—1
\/N<1—p—q

(a+1)
(a+1)
(a+1)
(a+1)VN<N+1-p—gq
(a+1)
(a+1)
(a+1)

+1
a+1
a+1
N —
N—(a+1 \/N<pq—|—1—p—q
N—(a+1)VN<(p-1)(g—1)
N —(a+1)VN < ¢(N),

portanto N — (a4 1)v/N < ¢(N) < N.

O

Iremos apresentar um resultado que sera importante para obtermos uma restri¢ao

k e
de d para a qual a fragao p sera uma das reduzidas de N
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Lema 3.2. Seja (N,e) a chave piblica, com N = pq tal que p < q < ap para alguns
a € N. Além disso, sejam k e d definidos a partir de (3.1). Entdo

kel kla+1)
d N dvV'N
o ke k(a+1)
Prova. Mostraremos, primeiro, que | — — — | < )
prmene (d N) N
Assim, pelo Lema 3.1, N — (a + 1)V/N < ¢(N) < N, logo, para k € N, k(N —
-1
(a4 1)V'N) < ko¢(N). Sendo ¢(N) = edk, com k € N, temos que k¢(N) = ed — 1.

Portanto

k(N — (a+1)VN) < ed —1
kN —k(a+1)VN < ed—1
kN —ed < k(a+1)VN — 1

kN —ed _ k(a+1)vN —1
dN dN

pois AN # 0. Dessa forma,

ﬁ_£<k(a+1)_i
d N dvVN  dN
E_£<k(a+l)
d N = d/N

Agora, vamos mostrar que —

d(N) < N , assim

k(a+1) E e
< |=——=. Sabemos, pelo Lema 3.1, que
AN ( ) P 1

d N
kp(N) < kN.

Além disso, sabemos que k¢p(N) =ed — 1 o que implica k¢(N)+2 = ed + 1. Por
hipétese, p < q < ap com p,q primos distintos e a € N, assim a > 1, logo a +1 > 2.

Sendo N = pq > 1 logo VN > 1. Portanto, para k € N, implica que
2 < 2k < k(a+ 1)VN. (3.4)

Considerando
kp(N) < kN, (3.5)
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temos, a partir de (3.4) e (3.5), que

k$(N)+2 < kN + k(a+1)VN
ed+1 < kN +k(a+1)VN
1—k(a+1)VN <kN —ed
1 kla+1l) ke
AN d/N d
k(a+1) k e
d

———<
d

3

Portanto
k(a+1)

k_el_klat])
N

d N

Lema 3.3. Sejam k e d definidos a partir de (3.1). Entao k < d.

Prova. Com efeito, sendo 1 < e,d < ¢(N) e k € N entao ke < ko(N) logo ke — 1 <
ko(N). Sabemos de (3.1) que
k$(N) = ed — 1,

assim ke — 1 < ed — 1 o que mostra que ke < ed, portanto k < d.
O

Com os Lemas 3.1, 3.2 e 3.3 estabelecidos, mostraremos agora que 7 ¢ uma reduzida

e .
de N para certos valores de d. Para isso, recorreremos ao Teorema 2.37.

k
Teorema 3.4. Temos y como reduzida de %, desde que

k
Prova. Sabemos, a partir do Teorema 2.37, que a fragdo irredutivel p é uma das reduzidas

e
de — se

N
e k 1

N_A<MT

Sendo (N,e) a chave piblica, com N = pq e p < q < ap para alguns a € N, entao, pelo

Lema 3.2, temos

e k <(a—|—1)l<:
dvVN
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1k 1 k
Assim para (C;—\i_/ﬁ) < oY) implica que p ¢ uma das reduzidas de %.
1)k 1
Podemos reescrever M < — da sequinte forma
dv N 2d?

2dk(a+1) < V'N.
Sendo k < d, pelo Lema 3.4, e a € N, temos
2dk < 2d°

2dk(a + 1) < 2d*(a +1).

Sendo assim, mazimizaremos d deizando 2d*(a + 1) < /N, que produz

dQSﬂ
2(a+1)
i< YN

1)

DO

(a

+

O

A partir do Teorema anterior, podemos observar que o valor méaximo de d depende

de a e, além disso, a medida que a aumenta o valor de d diminui, onde d é o valor que

e
arante que — é uma reduzida de —.
g q p N

k
A partir deste momento, iremos determinar — através da fatoracao de N, ou seja

supondo que N = 2% — y? = (z — y)(x + y), com z,y € N.

Como N =pgimplicap=x—yeq=x+youl=x—ye N =x+y. Logo

_ptq _q—p
r=— y=-—
2 2
ou
N+1 N -1
Tr=— y=—".
2 2

Veremos como utilizar essas informagoes no ataque de Wiener para determinarmos

a chave privada (p, ¢, d).

. , . . . €
Assumindo que N = 2% — 4% e que d é o maior denominador das reduzidas de N
4

tal que d < ﬁ, entdo testaremos sequencialmente cada uma das reduzidas. Seja
2(a+1
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/ /

e
8 reduzida de  due estd sendo testada. Para cada reduzida o sejam ¢'(N),z" e ¢/
definidos da seguintes forma:

O Teorema a seguir mostra como determinar a chave privada (p, q,d) a partir de

ey

/
Teorema 3.5. Seja - uma reduzida de %. Se 2’y € N, definidos como

L N—gN)+1

entao a chave privada (p,q,d) = (' —y', 2" + ¢, d').
Prova. Sendo ' e y' nimeros naturais, entao como y' = /(2')?> — N resulta que

(«) = ()
(.73/ o y/)(iﬁ, + y/)

N
N

Obviamente x' — 3y’ # 1. De fato, supondo 1 = x' —y' entao N = x' + v/, assim temos

N+1 N —¢'(N)+1 d—1
x = 7—'— Como x' = PN + e ¢g'(N) = ¢ implica
2 2 k'
,_ N+1_ ()
2 2
N+1 N+1 ¢'(N)
2 2 2
¢'(N)=0
. ed -1 , o .
Assim T 0, logoed —1 =0 = ed =1, que é um absurdo pois e € um nimero

natural maior do que 1.

Dessa forma, como N = pq, com p < q, implica p=2"—1y e q=2"+1y". Logo

/_p+q ;44— Dp
T = Y = —.
2 2
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N—-¢'(N)+1

Sendo ' =

Como ¢'(N)K' =ed — 1 e que ¢(N)k = ed — 1, entio

¢'(N) | (ed' — 1) ¢(N) | (ed —1).
Sendo ¢/(N) = $(N), temos
¢(N) | (ed —1) ¢(N) | (ed' —1)
O(N) | (ed = 1) — (ed' = 1) = ¢(N) | e(d —d).

Dessa forma, temos ¢(N) | (d — d') porque ¢(N) te, pois 1 < e < ¢(N).

Sendo a sequéncia dos denominadores das reduzidas crescente entao d' < d, pois
estamos testando as reduzidas sequencialmente. Assim como 1 < d < ¢(N) seque que
d = d, pois se d < d resultaria no absurdo de ¢(N) dividir um nimero natural menor do

que ele. Portantop =12 —y',q=2"+y ed=d.

O

Exemplo 3.6. Sejam N = 6932927 e e = 2186443. Use o ataque de Wiener para deter-
minar a chave privada (p,q,d).

4 4
Solugao. Sabemos que d < ————, implica d <

2a+1) V6

. . . € .
mos, sequencialmente, todos os denominadores d' das reduzidas de N que sejam menores

, pois a > 2. Portanto testare-

do que ou iguais a 20.

Como a sétima reduzida de — ¢ dada por ¢z = [0;3,5,1,5,1,3,2] assim ¢; =
[
372160 19 1 111

Sendo ¢'(N),z" ey definidos como sequem

d —
(V) =

/:N_¢/(N)+1

X
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2186443 -3 — 1
- 1
5 = 186800 e ¢y’ = \/(186800)2 — 6932927 = 186781, 44
dessa forma o teste falha, pois y ¢ N.

1
i) Para ¢y = 3 temosd =3 ek’ =1. Assim ¢'(N)
6932927 — 6559328 + 1

= 6559328, logo

x/

5 2186443 - 16 — 1
ii) Para co = 6 temos d = 16 e k' = 5. Assim ¢'(N) = =

5
6932927 — 6996617,4 + 1
6996617,4, logo ' = 2t —31844,7. O teste falha, pois

2
' ¢ N.

6 2186443 -19 -1
iii) Para c3 = 0 temos d' =19 e k' = 6. Assim ¢'(N) =

6
6032927 — 6923736 + 1
logo 2 = - T~ 4596 e ' = /(4596)” — 6932027 = 3767 dessa

forma o teste € vdlido, tendo em wvista que z',y’ € N.

= 6923736,

Sendo ©' = 4596 ey = 3767, temos que p =2’ —y' =829 e ¢ = 2’ + 1/ = 8363.
Com isso a chave privada é dada por (829,8363,19).
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