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Resumo

Construimos neste trabalho os harmonicos hiperesféricos em N dimensoes. A equa-
¢ao de Laplace em N dimensoes nas coordenadas hiperesféricas é obtida com o uso do
operador de Laplace-Beltrami com a métrica da geometria esférica. O método usado para
a obtencao dos harmonicos hiperesféricos é baseado no método usual de separacao de
variaveis e nao envolve a teoria de polinomios harmonicos, teoria de momento angular
generalizado ou teoria de representagao de grupo. As equagoes ordinarias sao reduzi-
das equagao de Schrodinger com o potencial simétrico de Poschl-Teller. As solugoes das
equagoes ordinarias sao apresentadas na forma da solucao da equacao de Schrédinger
multiplicada por um fator funcional computado no processo de solucao. Os harmoni-
cos hiperesféricos sao obtidos como o produto das solugoes das equacoes ordinarias e
sao expressos em termos dos polindmios de Gegenbauer. O resultado é comparado com
os resultados obtidos por outros métodos. Para a ilustracao grafica dos resultados sao
apresentadas as imagens das projecoes dos harmonicos hiperesféricos em 4 dimensoes nos
hiperplanos tridimensionais.

Palavra-chave: Operador de Laplace-Beltrami, Harmonicos Hiperesféri-

cos, Polindmios de Gegenbauer.



Abstract

In this work we build hyperspherical harmonics in N dimensions. The Laplace equa-
tion in N dimensions in hyperspherical coordinates is obtained using the Laplace-Beltrami
operator with the spherical geometry metric. The method used to obtain hyperspherical
harmonics is based on the usual method of separating variables and does not involve har-
monic polynomial theory, generalized angular momentum theory, or group representation
theory. Ordinary equations are reduced to the Schrodinger equation with the Poschl-Teller
symmetrical potential. The solutions of the ordinary equations are presented in the form
of the solution of the Schrédinger equation multiplied by a functional factor computed in
the solution process. Hyperspherical harmonics are obtained as the product of solutions
of ordinary equations and are expressed in terms of Gegenbauer polynomials. The result
is compared with the results obtained by other methods. For the graphical illustration of
the results are presented the images of the projections of the 4-dimensional hyperspherical
harmonics in the three-dimensional hyperplanes.

Keywords: Laplace-Beltrami Operator, Hyperspherical Harmonics, Ge-

genbauer Polynomials.
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Capitulo 1

Introducao

Os harmonicos hiperéfericos sao a generalizacao dos harmonicos esféricos. Sao as
solugoes da equacao de Laplace generalizada, sua obtencao é conhecida e encontrada em
diferentes formas na literatura. Na Ref. [I] é demonstrada uma generalizagdo do teorema
da divergéncia em N dimensoes que em seguida é usada, junto ao operador de Laplace-
Beltrami, para obter a equagao de Laplace em N dimensoes. O método utilizado na Ref.
[1] obtém a equagao de Laplace em N dimensoes e suas solugoes de uma forma mais
didatica, de maneira mais detalhada, sendo possivel a facil compreensao de alunos de
graduagao em fisica ou matematica. E abordada inicialmente a equacao para dimensoes
menores e em seguida é realizada sua generalizacao. Na Ref. [2] harmonicos hiperéfesricos
sao descritos mais formalmente por meio de teoria de representacao de grupo, onde relaci-
ona o grupo de rotagoes SO(N) com representagoes que atuam no espago de fungoes. Na
Ref. [3] foram obtidos os autovalores e degenerescéncias dos harmoénicos hiperesféricos.
Na referéncia [4] foi deduzida a conclusdo sobre completeza dos harmoénicos hiperesféricos
baseada no teorema sobre polinomios homogéneos em S. Na Ref. [5], os harmonicos hi-
peresféricos sao apresentados parcialmente em termos dos polinomios de Gegenbauer. A
expressao final nao é apresentada, é indicada somente uma funcao geratriz das solucgoes.

Reproduzimos duas formas bem conhecidas de obtencao dos harmonicos hiperesfé-
ricos, descritas na Ref. [2] e na Ref. [6]. Porém para um melhor entendimento do método
desenvolvido, descrevemos neste trabalho o método descrito na Ref. [6]. Os métodos
verificados requerem uma maior dedicacao e esforgo para a compreensao, aumentando
consequentemente o tempo necesséario de aprendizagem.

Na Ref. [0] (Capitulo 11) ¢é descrita a obtengao dos harmonicos hiperesféricos,



Obtencao dos Harmonicos Hiperesféricos em N Dimensoes

essa descricdo é baseada na teoria dos polinomios harmonicos. Denota-se H,, (¥) como
um polinémio homogéneo harmoénico de grau n e p + 2 varidveis, isto é, AH, (Z) = 0
er"H,(¥) = H,(r'7) = H, (5) com & = (z1,y, ..., Tpsa) € £ = rZ . O polin-
mio v "H, (¥) = H, <§> ¢ uma fungdo univoca e continua na esfera unitaria (r = 1)
de dimensao p + 1, SP™!. As coordenadas euclidianas Z sdao expressas nas coordenadas

hiperesféricas (r, 01, 6, ..., 0,, ) na forma:

xr1 = rcosb, (1.0.1)
To = 18in #q cos O,

o = 1 8in #q sin 0, cos O3,

x, = rsinf; sinbs...sinb,_; cos b,
Zp+1 = rsinb; sinby...sin b, 4 sin 6, cos ¢,
Tpro = 7rsin by sinby...sin 6, sin 0, sin ¢,

0<60;, <m, 1=1,2,..p,0 < p <27

Na dedugao dos harmonicos hipesféricos da Ref. [0] sao usadas as seguintes relagoes:

o resultado da acao do Laplaciano no espaco de p+ 2 dimensdes na funcao 7! (Z, %)™, onde
(Z,9) = Z:? Yk € 0 produto escalar e r é a coordenada radial das coordenadas esféricas:
L om m(m—1)(y,y l(Il+p+2 o om

A [Tl (:C,y) } —_ |: ( — _’)Q(y y) + ( ]; ):| ’I“l ((ﬂ,y) (1.0.2)

(Z,9) r

e a func@o geratriz de polinomios de Gegenbauer C¥ (x):
(1—=2at+27)"" =) Cy(x)t", v #0. (1.0.3)

n=0

Também é deduzido o nimero de polindmios harmoénicos linearmente independentes de

grau n e de p + 2 variaveis h (n, p),

(2n+p)(n+p—1)!
p'n!

h(n,p) =

10
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estabelecendo a seguinte propriedade para h (n, p):
hin,p)=h(n,p—1)4+h(n—1,p—1)+..+h(0,p—1). (1.0.4)

A construcao dos harmonicos hipesféricos é feita a partir da observacao que nao
existem polindémios homogéneos harmoénicos (exceto no caso de n = 0) que sao invarian-
tes relativo todas as transformagoes ortogonais do espago Euclideano, porém existe um
polinémio H,, (Z) que é invariante relativo essas transformagcoes que deixam um ponto
na esfera unitaria fixado, isto é, sem deslocamento. Para tais transformagoes ortogonais
que deixam o ponto 7 na esfera unitéria fixado temos que (OZ,7) = (Z,7), portanto, o

polinomio deve ter a forma:
Co (57 ,'7]’)" +ar (fa ﬁ)nil + ...+ Clrn_1 (fv ﬁ) + Cnrnv

onde ¢y, ¢, ..., ¢, sao coeficientes constantes. Da condi¢ao que AH,, () =0 e com o uso

da Eq. (1.0.2) pode ser obtida a seguinte relacao de recorréncia para os coeficientes:
m=m)(n—m-—-Dcpn+(mMm+2)2n—m—24p)cpi2=0, m=0,1,2,...e ¢c; = 0.

Seja @ um vetor com o seu inicio na origem e com norma dada por [|id|| = /(u, 4) =
r e apresentado na forma

U =TI — X,

escolhe-se os vetores Z e 1] apropriadamente obedecendo que: ||Z|| = +/(Z,%) = r e

171 = v/ (77,77) = 1; e um parametro 7, com. Por um lado
[l ™ =r7?,

e da Eq. (1.0.2) temos:
Al = Ar P =0. (1.0.5)

11
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Por outro lado

l@ll = |77 = & = (77 — &,777 — &)"/?

= [7_2 (ﬁa ﬁ) —27 (ﬁv f) + (f’ f)}
d 1/2

1/2

—

= [7’2 — 27 (7, %) +r
e, portanto,

— - 7p/2
@) ™" = [r* = 27 (7], @) + r?] P2 = [7'2 — 277 (ﬁ, §> + Tﬂ

=[P -2r D)+ = (1 2r () + )]

Assim

)| ™" = [7'2 <1 —or 1y <77, g) n T,grz)] -p/2
=77 [(1 — 277y (ﬁ’ g) + 772742)} —p/2 .

Entao, da Eq. (1.0.5)) temos:
P~ 1. (= 2 2\]7P?
Al :TPA[(1—2T r(n,f)—i—r r)] =0

Impondo 7 = t~!, e usando a Eq. ((1.0.3) obtemos:

af(1-2 () re+ )] - Ai cr ((7.8)) e
-3 () =

n=0

que leva a conclusao que para cada n:

s e ()] =0

Entao, para cada vetor unitario 7 o polinomio harmoénico de grau n e de p + 2 variaveis

12
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H,, (%) pode ser apresentado como:

H, (7) = bnrncgﬂ ((ﬁa g)) ) g:

’

RS

onde b,, é um fator que serve para uma normalizacao dos polinomios. Uma das possibili-

dades de determinagao do fator b, é impondo a condigao:

H, (ﬁ) =1
Neste caso temos:
H, (77) =H, (T_ly) =7r""H, (@ = T_nbnrncgﬂ ((ﬁ7 ﬁ)) = an£/2 ( ) =1,
portanto
1
bn - T
Cye (1)

Chega-se entao a expressao final:

AR

o ((7.€))
H, (7) = M £

Para construir o sistema completo dos polinémios harmonicos de grau n linear-

mente independentes ¢ introduzida a notagao para os polinomios harmonicos de grau m
very Lp—1-

que nao dependem das primeiras variaveis xy, xs,

Hm,k ('Tkn Tht1y -y mp+2) .

E possivel demonstrar que para todos valores do parametro t é obedecida a relagao:
(1.0.6)

T Hya| =0

m,2

A [(1 — 2t + r2t2)
onde m pode tomar varios valores comegando de 0. A Eq. (1.0.3) permite determinar

todos os polinomios harmonicos de p+ 2 variaveis se sao disponiveis os polindmios de p+1
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variaveis. Com o uso da Eq. (1.0.3) vemos que

YA [rncg%ﬂ/? (%) Hm,z} =0

n=0
e portanto todos os polinémios da forma rC 7/ (%) H,,» sdo harmonicos. Entre eles,
os polindmios
x
et (—1) H,,» (1.0.7)
r

que sao de grau n, porém possuem o grau n — m em relacao a 1. O numero dos polino-
mios linearmente independentes H,,» é h (m,p —1). Entao na Eq. sao descritos
h (m,p — 1) polindémios linearmente independentes, com m = 0,1,2,...,n e da relagdo
(11.0.4])

hin,p—1)+h(n—=1,p—1)4+..4+h(0,p—1)=h(n,p),

na Eq. ((1.0.7) s@o obtidos todos os polinomios linearmente independentes H,, (Z) de grau

n. Além disso os polinomios da forma

(@p1 £ i@pe2)”™

formam o sistema completo dos polinomios linearmente independentes H,, ;1.

O processo descrito acima é repetido para os polinomios com nimero de variaveis
diminuido por 1. Nesse processo sao obtidos todos os polinomios harmonicos linearmente
independentes de grau n e de p + 2 varidveis em termos de polinomios de Gegenbauer.

Para expressa-los na forma compacta na Ref. [6] é introduzida a notagao:

_ 2 2 2
T = \/ka T Thyo + o T Tppo
com k=0,1,2,...,p e rp = r. Para os nimeros inteiros

n=my=>m; >..>m,>0

14
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as fungoes
T T +my
N +1 Lpt2 m
H(M,a:)—( 2 +z”—) " (1.0.8)
Tp Tp
p—1
M —ME 41 ka+1+(p—k)/2 xk;—‘rl
Tk: Mg =M1 9
Tk
k=0
com

M = (n,mq,mo,...,my_1,£tm,)

formando o sistema completo de h (n, p) polindmios linearmente independentes de grau n

e de p+2 variaveis. Na coordenadas esféricas ((1.0.1]) os polinémios H (M, T) sdo expressos

como:
H(M,Z) =1"Yy (01,04, ..., 0, £p) = r"Ya (6, 9) (1.0.9)
com
p—1
Yo (01,04, ..., 0, &) = =M% H (sin Ggpq)" Cgfiﬁ(fl_kw (cos Ok11) (1.0.10)
k=0
As funcoes Yy (01, 02, ..., 8,, L) representam os harmonicos esféricos na superficie da

esfera SPT!. Na Ref. [6] é demonstrada a ortogonalidade dos harmonicos esféricos e
provado o teorema de adicao.

Sao diversas as aplicagoes dos harmonicos hiperesdéricos na fisica, como: teoria
do potencial, problema de muitos corpos, problemas cosmologicos, entre outros. Na Ref.
[7] sdo mostradas proje¢oes harmoénicas de forma alternativa ao tratamento do momento
angular e o momento angular generalizado, levando em conta varias teoremas para inte-
gragoes hiperangulares, ressaltando as aplicacoes, por estarem ligadas a "Coulomb Stur-
mians’através das projecoes de Fock, tanto os "Sturmianos’quanto suas generalizagoes
mostram-se exatamente dteis na teoria quantica. Na Ref. [7] é demonstrado uma gene-
ralizacao do teorema da divergéncia para dimensao N que em seguida ¢é usado, junto ao
operador de Laplace-Beltrami, para obter a equacao de Laplace para dimensao N.

As solugoes da equacao de Schrodinger para atomos hidrogenoides obtidas de Fock
[8] sdo usadas como fungoes para problemas 3/N-dimensoes em que N é o nimero de par-
ticula, porém os orbitais tridimensionais semelhantes ao do hidrogénio nao formam um

conjunto completo para a representacao de solugoes para estados ligados da equacao de

15
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Schrodinger. Porém,foi introduzido por Shull e Léowdin um tipo de funcao basica que
se tornou conhecido como "Coulomb Sturmians”. Tais fun¢oes possuem a mesma forma
dos orbitais atomicos tridimensionais para atomos semelhantes. Os "Coulomb Sturmi-
ans”formam um conjunto completo para estados ligados da equacao de Schrodinger para
uma particula e sao amplamente utilizados na fisica atomica. Osvaldo Goscinski em um
artigo de 2003 [9] generalizou o conceito Sturmians considerando os "Sturmianos’como
solugao isoenergética para equacao de Schrodinger N-dimensional.

O método desenvolvido de obtencao dos harmoénicos hiperéfericos mostra-se ser
mais eficaz que os descritos nas Ref. [2] e na Ref. [6] por utilizar ferramentas conheci-
das das disciplinas de fisica matematica, fisica tedrica e afins. E baseado na utilizagao
da solugoes da equacao de Schroedinger com potencial simétrico de Poschl-Teller. Para
melhor compreensao, é obtido inicialmente o Laplaciano em coordenadas hiperéfericas em
3 dimensoes por trés métodos distintos (transformacgoes de coordenadas, uso dos opera-
dores diferenciais vetoriais e o uso do operador de Laplace-Beltrami covariante) e com o
uso do método de separacao de variaveis o conjunto de equacoes diferenciais ordinarias.
Em seguida é generalizado para caso N dimensional obtendo o conjunto de equacgoes di-
ferenciais ordinaria, suas solugoes e consequentemente os harmonicos hiperesféricos em N
dimensoes. Também é mostrada sua ortogonalidade e obtida a constante de normalizagao.
Por fim, realizamos algumas apresentacgoes graficas dos harmonicos hiperesféricos para 4
dimensdes em dois hiperplanos (x1, xs, x4) € (21, 3, 4), usando uma parametrizagao
apropriada que foi definida no projeto. Essa projecoes sao realizadas fixando 6; = m para
o primeiro hiperplano e ¢, = 7 para o segundo, fazendo uma abordagem didatica para a

compreensao dos harmonicos.

16



Capitulo 2

Obtencao do Laplaciano em

coordenadas hiperésfericas na esfera

em 4 dimensoes.

Obtemos o operador de Laplace (Laplaciano) em coordenadas hiperesféricas em 4

dimensoes por trés métodos distintos: transformagoes de coordenadas, uso de operadores

diferencias vetoriais e usando o operador de Laplace-Beltrami na forma covariante explo-

rando o tensor métrico e algumas de suas propriedades. Da equagao de Laplace obtemos

em seguida trés equacoes diferenciais ordinarais por meio do método de separacao de

varidveis.

Definimos as coordenadas cartesianas (z1, xq, 3, £4) em termos das coordenadas

hiperésfericas (r, 01, 0o, 05) da seguinte forma:

Ty

Zs3

)

X1

r cos 03,
7 8in 03 cos 05,
7 8in #5 sin 5 cos 01,

7 8in 05 sin 05 sin 6.

(2.0.1)

E as expressoes das coordenadas hiperesféricas em termos das coordenadas cartesianas
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CO1mo:

x
¢ = 601 = arctan (—1) (2.0.2)
4]
¢z = 0 = arctan (—2) xl + 22
3
r
g3 = 05 = arctan (x—?’) , T3 = \/2? + 23 + 22,
4
u=r=1/2+2i+2i+2i=ry

As coordenadas possuem os seguintes intervalos: r € (0,00), ¢, € (0,27) e 65,05 € (0, 7).
Para facilitar nos calculos introduzimos uma notacao generalizada para as coordenadas

hiperésfericas (q1, g2, g3, Ga)-

2.1 Transformacao de coordenadas.

Uma forma de obter o Laplaciano nas coordenadas hiperesféricas (r, 6, 0o, 03) é
com o uso de transformagao de coordenadas. O método consiste em escrever o Laplaciano
em termos das derivadas relativa as coordenadas hiperesféricas usando a regra da cadeia.
O método de transformacao de coordenadas é direto, porém sua dificuldade aumenta
conforme a quantidade de coordenadas aumenta.

O Laplaciano nas coordenadas cartesianas é expresso como:

(8:5) (2.1.1)

Calculamos a primeira derivada da funcao v em relacao a coordenadas cartesianas

0*u !

ou 1 ou 0q,
= — (2.1.2)
8:16,- 1 8q] 8:52
e em seguida a segunda derivada:
0%u 0 . ou 8q]
— = 2.1.3
dz?  Ox; (8:5@) oz; ; (2.1.3)
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Entao o Laplaciano é escrito:

j
0%u 9qi g5~~~ Ou g
0q0q; Ox; Ox; + Z; 2

=1 k=1

@
Il
=

<

Encontramos as primeiras e segundas derivadas < 81;]'. ) D2 ), para qi, g2, g3 € Q4.
J

Para coordenada g¢;:

3q1_x2 %_ T 8(]1_%

-4 72 == == =0, 2.1.5
Ory 13’ Oxg r3’ Ovz  Owxy ( )
¢ B _2=’E1$2 > q 213 > q o P q —0
ox? réa 7 oxs  ry 0wt OxF
Para a coordenada ¢s:
0 0 0 0
B Op_wm O om0 216

Oxy  1ror3’ Ozy  Tord’ Oxs r3’ Ozy

2 2 2 2 2 2

%_ﬁ(l_&_ﬁ) %_ﬁ<1_%_@>
2 2 2 2 ’ 2 2 2 2

Oxy ToT3 3 rs 0x; ToT3 3 5

qp 2wy Pqp

— 2 G
0z} ry 7 Ox?
Para a coordenada ¢3:
dq3 _ T4ty dqs3 _ T4T2 dq3 _ TaZs3 dq3 __Is (2.1 7)
Ory  r3r?’ Owg  r3ri’ Oxs  rari’ Oxy ra’ o
g _ o (| 208 @\ P wm (| 25 2
or?  rari ra  r3)’ 0x3  rari r2 3’
Pgg _ wa (| 225 w5\ gy 2warg
oz ryr? ra r3 )’ 0x3 ry
Para a coordenada qy:
0 T .
G _ % ;1934 (2.1.8)
ox, 14

Pq 1 B 2 Pq 1 2}

ox?  ry 3 0x: vy 1Y
g1 B x5 9qs 1}

ox:  ry  rd 0xi ory i
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Usando as derivadas em ([2.1.5)), (2.1.6]), (2.1.7) e (2.1.8) agrupamos os coeficientes que

acompanham as segundas derivadas da fungdo u na Eq. (2.1.4)), para as derivadas em
relacao a coordenadas ¢, ¢2, q3 € Q4.

Em relacao a coordenada ¢:

i 091\ Pu  130%u 1 0% (2.1.9)
ox; ) O0¢ ridog  r30¢ o

4 2 A9 2(..2 2 2
9] () JEATNE N EUC i A2 ) ET O

4 2
O3\ " Pu 1,5, 5 O%u
== - 2.1.11
2 (5) 5 = ti+ed 3z 2
1 ,0%u 1%

Em relacao a coordenada gy:

4
o 5% 2 i as 2\ J*u
—\0x;) 0@ \r? 3 11" %) 0q
1 R N e 2u  0%u
= S (242l +224z a7
g (e a) G =

Em seguida, calculamos os coeficientes das derivadas mistas. Em relacao a coor-

denadas ¢, e ¢o:

4
0*u 0gqy 0 0?
0y L IRIN o Dl BT ) 2L (2.1.13)
— 0q10qy Ox; Ox; ror3 r3  ryr3 13 ) 0q10qs
T3xox, O
—2(1-1 Uy
V5T 900
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Em relacao as coordenadas ¢; e g3:

Pu Oqz3 0 0%u
C I _ o (oD DO (2.1.14)
— 0q10q3 Ox; Ox; rsr2r2 13 rar? ) 0qudgs
rax1  O%u
=2(ry — 22) —5— =0
(w2 2) r3rirs 0g10q3
Em relagao a coordenadas ¢; e qq4:
2i 82u 5’q4 8q1 _9 T1T2 n 12 82’& —0 (2 1 15)
— 0q10qs Ox; Ox; rary T4y ) 0010q o o
Em relagao a coordenadas ¢ e ¢s:
4
0?u  0qy O 2 4 22 0?
Z v 0ndn _yravs | (G Fw) | O (2.1.16)
0q20q3 Oz; 395@ r3ry T2 9q20q3
T4T3 0*u
=2—=—(=ro+r =
rirs (Fratr) 0¢20q3
Em relagao a coordenadas ¢ e qq4:
~ 9*u 9q1 9g,
Z (2.1.17)
8%8@4 axz axz
B T3Ty  ToXsko  T1T3r1\ O*u
B rars Ty rmor: vy rer? ) 0g20q4
T 9%u
=2—— (—rqo+r =
L (Fratr2) 04204
Em relacao a coordenadas ¢3 e qq:
4
0?u dqy 0
gy O SO (2.1.18)

- 8q3c9q4 3xz 0xz

Tars | Ty, 5 4 o] O%u
=|l-——+ —=@]{t+ar5+2x
{ 73 7"37’2( ' ? ) 0q30qu
173 0%*u
ri (rs ) 9q30q4

Agrupamos e simplificamos os coeficientes relacionados a primeiras derivadas. Para

a coordenada ¢:

2x1x0  2x179 | Ou
— — =0. 2.1.19
{ 5 ) } oq ( )
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Para a coordenada gs:

2 2 2 2
—sh2 I8 ( S %) (2.1.20)
T3 222 23\ Ou
T\ T T2 a0
ror] 3 rs ) 0qo
T3 2 2 2\ U
= 2r 2r5 +r
rar ( 2 2 3) 0qs
_x3 Ou
579 0¢2

Para a coordenada g3:

204rs Xy 222zl
-~ +_7" S(1-=2 -2 (2.1.21)
4 3T Ty T3
+&( _Q_x%_x_?)+&( _2_x§_fﬂ_§>%
T3} ri r3)  rari ri 13/ Ogs
[t (g _ 25 _rsY , 2zars] Ou
r3r? ra s ry | Ogs
Ty 9 9 o\ Ou
= — (2r] — 2r5 + 2r3) ——
7’37’3‘ ( ! ’ 3) g3
_ 2xy ou
N 7“27“3 Jqs
Para a coordenada ¢,:
1
Fx%—l—x%—l—x%—l—x%—i—x%—i—xi (2.1.22)
4
2 2 2 2 2 o Ou
+x1+x3+$4+x2+$3+x46_q4
39 2 2 oy Ou
3 ou
Ty 0q4'

Substituindo entdo os coeficientes das Eqgs. (2.1.9), (2.1.10), (2.1.11)), (2.1.12)),
(2.1.19), (2.1.20), (2.1.21) e (2.1.22) na Eq. (2.1.4), encontrando que:

_5’2u 3 (9u+ 182u+2x4 ou
dq;  radqs T30 rir3Ogs
1 0%u r3 Ou 1 0%u

Au (2.1.23)
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com

1 1 1 1 1
ri r* ry3 zxi{+xy3+w3  risin®fs
r 1 B 1 .
r3  a}4 a3 r2sin?fssin?6,
T3 cos 0, 2xy 2cot 05
r2ry  r2sin®fssinfy’ rsr; r2
Substituindo os termos de (2.1.23)) na Eq. (2.1.24)), obtemos:
v 30u 10%° _cotbs Ou
AMu=—+-——+—=— +2 — 2.1.25
YT T rar Tee T oe (2.1.25)
n 1 9%u cos 0 ou 1 9%u
r2sin® 05 002 r2sin?f3sinf, 00, 12 sin® Oy sin? 6, 062’
que também é escrito na seguinte forma:
10 ou 1 0 ou
Au=——(rP— ——— — [ sin® 03— 2.1.26
YT o (7’ 87’) i 72 sin® 03 005 (sm 3893> ( )
1 0 0 ou n 1 0*u
— | sinfy— :
2 sin? A5 sin Oy 00 200, 72 sin? A5 sin? Oy 06?

A Eq. representa o Laplaciano nas coordenadas hiperésfericas em 4 dimensoes.
Ao comparar com o Laplaciano nas coordenadas esféricas em 3 dimensoes, nota-se que ha
um acréscimo de um termo referente a derivada em relagao a #;, ha um acréscimo em 1
nas poténcias de r da derivada radial e um termo de seno no quociente do coeficiente da

derivada em relacao a 6s.

2.2 Uso dos operadores diferenciais vetoriais em co-
ordenadas curvilineares.

Um outro método de obtencao do Laplaciano em coordenadas hiperesféricas (7, 61, 6, 63)
¢ usando os operadores gradiente e divergéncia nas coordenadas curvilineares. O Lapla-

ciano ¢ definido como:

Ay = div (grad u) . (2.2.1)

Descrevemos o caso em 3 dimensoes para assim generalizar para o caso em 4 dimensoes.

Ressaltando as expressoes de gradiente e de divergéncia em 3 dimensoes, com o gradiente
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de uma funcao escalar definido como:

i q 418u+413u+ 1 Ou
=gradu=€e1———+ 6 —— +e3——
8 1hl oq 2hz gy Shs 8(]3’

—

(2.2.2)

sendo ¢, q2 e q3 coordenadas curvilineares ortogonais; €1, €5 e €3 vetores unitarios das

linhas das coordenadas e hq, ho € h3 0s coeficientes métricos determinados pela expressao:

L AN V2
h; = [Z (aqu) ] com j =1,2,3; (2.2.3)

sabendo que 1, x5 e x3 sao coordenadas cartesianas.

A divergéncia de um campo vetorial é definida como:

. 1 { 0 0 0
0qa 0qs

— (hohsAy) + =— (hahsAg) + — (h1h2A3)} . (2.2.4)

Substituindo as componentes da Eq. (2.2.2)) na Eq. (2.2.4]), chegamos a expressao para o

Laplaciano em coordenadas curvilineares:

Au = div (grad u) = — — 2.2.5
(8 ) hihahs Oq, ( hi g ( )
P (o) (o
9qs ha 0ga 0q3 hs Ogs)
Introduzimos as coordenadas esféricas na seguinte forma:
@1 =01, qa=0eqz=r (2.2.6)

essa forma de notagao nao é comum, mas é mais conveniente para o objetivo desse tra-
balho. As relagoes das coordenadas cartesianas em termos das coordenadas curvilineares
sao:

T3 =1 cosby, x9 = rsinfycosby, r1 = rsinbysinb;. (2.2.7)

As derivadas das coordenadas cartesianas em relagao as coordenadas esféricas da Eq.([2.2.5))
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sao escritas na forma da matriz:

dxy Oz Oz Oz Oz Oz

) 9q1 0q2 dq3 001 002 or
Gii= 28— | 0wy 0wy Oma | — | o2 0w Om (2.2.8)
() 8qj dq1 g2 dqs 001 002 or o

Ozz  Ozz  Oxg Ozz  Ozz Ozs

Oq1 [ole) dq3 001 00> or

rsinfycosf; rcosbysinf; sin b sin b,
= | —rsinfysinf; rcosbycosf; sinbcosb;

0 —rsin 6, cos 69

Das Eqs. (2.2.3) e (2.2.8]) obtemos os coeficientes métricos na forma:

hi =rsinfy, ho =1 e hy = 1. (2.2.9)

Substituindo os coeficientes métricos na Eq. (2.2.5) e usando a notacao da Eq. (2.2.6)),

chegamos ao Laplaciano nas coordenadas esféricas

1 0 1 Ou 0 ) ou
Ay = T2 sin 02 |:a—91 (sin 92 8—01) + 8_92 (Sln 928_02) (2210)

0 (4. . 0u
+E (7“ sm«%a)}

Cr20r or r2sin 6, 007 r2sinfy 90, 200,

Usando um processo parecido generalizamos para o caso em 4 dimensoes.

ou

Fizemos o mesmo procedimento para o caso em 4 dimensoes. Sendo o gradiente de

uma funcao escalar u escrito na forma:

j:graduzgliau 1 Ou 1 Ou 1 Ou

T té—F—+tes——— tey——,
hy O 2hz 0qz 3h3 0qs3 4h4 0qa

— — —

(2.2.11)

onde Ay, ho, hz e hy sao os coeficientes métricos definidos por:

hy = [é (gz]) 2] " : (2.2.12)

q1, G2, q3 € qq4 sao coordenadas curvilineares ortogonais e €7, €3, €3 e €, sao vetores unitarios
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das linhas das coordenadas. A divergéncia de A ¢ definida como:

> 1 19) 0
div A= —— | — (hohsh,A — (h1hsh,A 2.2.13
v hyhahsghy {a(h( 2 1)+ (9(]2( e 2) ( )
0 0
+(9_q3 (hihaohyAs) + 8_q4 (h1h2h3A4)} ,
dessa forma o Laplaciano é:
. 1 8 h2h3h4 8u >
Au =div(grad v) = ———— | — — 2.2.14
(g ) hihahshy [8q1 ( hi  Oq ( )

P (s ey D (o v 0 (I )]
Iqs hy  0go dq3 hs  Ogs Iq4 hy  Oqu '
O Laplaciano foi obtido nas seguintes coordenadas hiperesféricas:
=0, q0p=>0,q0p=0equ=r (2.2.15)

As relacoes entre as coordenadas cartesianas e as coordenadas hiperésfericas sao:

x4 = 1 Ccos O3, (2.2.16)
3 = 1 sin f3 cos O,
2o = 1 8in f3sin O, cos 01,

r1 = rsin f3sin 65 sin Oy

ja citadas na Eq. (2.0.1). Representamos as derivadas das coordenadas hiperesféricas

pelas coordenadas curvilineares na forma de matriz

Ox1  Ox1 Oz1  Om; Oz1  Ozy Oz Om

01 Oq2  Oq3 Oqu 80, 00, 803 Ory

O Ozg  Ozg Oxzp Oz Ozg  Ozg Ozp Oz

G' o €T; _ 9q1 dq2 q3 0qa — 0601 004 003 ory (2 2 17)

N a%‘ Oz3  Ovz Oxzz Ouxg Orz  Oxz Oz Ozs
Oq1 9q2 Jq3 0q4 001 002 003 ory

Ory  Ory Oza  Oz4 Oxy  Ozya  Oza Oz4

| 01 9q2  9g3  Oqa | 961 96, 963 Iry |

rsinfssinfycosf; rsinfscosbysinf; rcosbssinbysinf; sin b3 sin 6, sin 64
—rsinfssinfysinty,  rsinfscosfycos 1 cosbzsinbycost sinbssin b, cos by
0 —7r sin f5 sin 6, r cos 03 cos 0, sin 05 cos 64

0 0 —7rsin 63 cos 05
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e calculamos os coeficientes métricos da Eq. (2.2.12)).

Para h; temos:

hi = r?sin? 03 sin O (cos® O + sin® ;) = r? sin® O3 sin” 6. (2.2.18)
Para ho:
h3 = r? (sin2 05 cos? 0, (sin2 6, + cos? 81) + sin? 0 sin? 92) (2.2.19)
= 12 sin? 4;.
Para hs:
h; = r? (C082 03 (sin2 0y (sin2 01 + cos? 61) + cos? 92) + sin? 93) (2.2.20)
=72 (C082 04 (sin2 6y + cos® 92) + sin? 93) =2
Para ha:

h? = sin? 05 (Sin2 0, sin? 0 + sin? O, cos? 0 + sin? 05 cos? 92) + cos? 0y (2.2.21)

= sin? 04 (Sin2 0, (sin2 6, + cos? 01) + cos? 02) + cos? 65 = 1.

Simplificando os termos que acompanham as derivadas da Eq. (2.2.14]) e substituindo os

coeficientes métricos calculados em ([2.2.18]), (2.2.19)), (2.2.20]) e (2.2.21) encontramos que:

h2h3h4 T

o 2.2.22
hl sin (927 ( )
hihsha = rsinf
h2 2,
hihsh
270 = rsin? 6 sin 6,
hs
h1h2h3 — 7"3 Sin2 03 Sin 027
hy
hihohshy = 73 sin® s sin 6,.

Substituindo os termos encontrados acima na Eq. (2.2.14]) encontramos o Laplaciano em
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coordenadas hiperesféricas

0 r  Ou 0 ou
TN L 9 (rsing, 20 (2.2.23
" sin 93 5in 6, [ 0, (311192 ael> 50, (Tsm 2802) (22.23)

0 0
+8_6’3 (rsm 05 8111(92893) <7’ sin? 0 sm@za—:f)} ,

div (grad u) =

sendo escrito na seguinte forma:

Au 10 8u n 1 0 <in? ¢ ou
= —_—— — — 1
r3 Or (97’ r2sin® 05 00 5005 005
1 0 0*u

sin ¢ Ou + =
— | sin .
206, 72 sin? @3 sin? Oy 903

72 sin? @5 sin Oy 90,

(2.2.24)

A Eq. (2.2.24)) é o Laplaciano em coordenadas hiperesfericas em 4 dimensoes e é a mesma

expressao da Eq.([2.1.26]).

2.3 Uso do operador de Laplace-Beltrami.

O operador de Laplace-Beltrami na forma covariante é definido como:

ou
ij
< l9lg 9 )

onde ¢ é o tensor métrico inverso do tensor métrico g,;

Z dq;

Zjl

(2.3.1)

e g ¢ o determinante do tensor

métrico. O tensor métrico pode ser determinado como:

=G'G. (2.3.2)

861 dq,

ox;

g " A matriz G é determinada na
j

onde G representa a matriz com componentes G;; =

secao anterior na Eq. (2.2.17) e a matriz transposta G tem a forma:

rsin 63 sin 6y cos 8y —rsin f5 sin 6, sin 04 0 0
or — rsinfs;cosfysinfy  rsinfszcosbycosy  —rsinbssin by 0 (2.3.3)
rcosfs;sinfysinf; rcosbssinfycosld; rcosbscosfy —rsinlds
sin 65 sin 0, sin 6, sin 65 sin 0, cos 8 sin 3 cos 6 cos 03
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Da Eq. (2.3.3) e Eq. (2.2.17) encontramos a matriz do tensor métrico:

r? sin? A5 sin? 6, 0 0 0
0 r?sin®f; 0 0
0 0 r?2 0
0 0 0 1
Onde o determinante g é
g =detg;; =1r° sin* 03 sin® 6. (2.3.5)

Com a raiz de g e a Eq. (2.3.4)) calculamos o tensor métrico inverso g%, na forma seguinte:

74 sin O3 0 0 0
o 1 0 r* sin? 6, 0 0
9 = i snZd , . (23.6)
7SI U3 SI” v 0 0 r* sin @5 sin® 6, 0
0 0 0 70 sin A5 sin? 6,
Para \/|g|g” temos:
r4 sin O 0 0 0
y sin @ 0 r*sin? 0, 0 0
9l = 5= (237
7SI v 0 0 r* sin O sin? 6, 0
0 0 0 70 sin 65 sin® 0,
a expressao para cada coordenada curvilinea referente a Eq. (2.3.1]) é dada por:
1 O, 5.9, . ou
— 0 0y) — 2.3.8
73 sin? 0 sin 6, Or {(r sin 0 sin ) aor ( )
1 0 ([ ;0u
= ——— 7"‘ [E—
r3 Or or )’
. 21 | 9 [(rPsin®fssinby\ du (2.3.9)
73 sin” 03 sin Oy 063 r2 005

g sin® ¢ Ou
N T2 sin2 03 803 3 663 ’
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3 2 i
1 0 [(r sin 93811192) au] (2.3.10)

73 sin? A5 sin 0, 90, r2sin? 0, 00

1 0 sind ou
r2sin? 03 sin 6y 00, 200,

3 2 i
1 9, {(r sin 93511192) 8“] (2.3.11)

r3sin’ 03 sin 0 00, | \ r2sin® @5 sin%6, ) 00,

_ L0 (0
© r2sin®65sin% 0, 00, \ 06, )

Utilizando as Eqs. (2.3.8)), (2.3.9), (2.3.10) e (2.3.11]) o Laplaciano ¢ escrito como:

10 [ 30u 1 0 (.5, Ou
L i sin 0 % + ! Ou
2 sin? O sin Oy 00 200, r2 sin? @3 sin? 0y 06?°

A Eq. (2.3.12) repete os resultados das Egs.: (2.2.24]) e (2.1.26). Por conveniéncia e

praticidade é utilizado o método com o operador de Laplace-Beltrami na forma covariante

para a generalizacao do Laplaciano em coordenadas hiperesféricas em N dimensoes.

2.4 Separacgao de variaveis em 3 dimensoes.

Usaremos o método de separacao de varidveis na equacao de Laplace nas coorde-

nadas hiperesféricas
10

Au = (7’3%> + iAgsu =0 (2.4.1)

nas coordenadas hiperesféricas, em que Ags é o operador de Laplace na esfera em 3 di-
mensoes (S3) em coordenadas hiperesfericas que sao definidas na Eq. (2.3.12)), o operador

de Laplace na esfera S® (Ags) é definido como:

1 0 0 1 0 0
Ags = | ——— [ sin? 3 — ——————— | sinfy— 2.4.2
s Lm? 05 00 <Sm 3093) G205 sin 0, 96 (Sm 2@92> (242)
n 1 0?
sin?@3sin® 0y \00? ) |

Escrevemos a fungao u na forma:

U,(’T‘, 03,92,01) = R(T)W3(03,92,01). (243)
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Utilizando o método de separacao de variaveis para a Eq. (2.4.1) obtemos que:

10 ( ;0R
s or ( or ) W3 = (AS3 W) R. (2.4.4)
Multiplicando ambos os lados da Eq. (2.4.4 R’,;/S
1 3OR
7 SN 2.4.
( or ) W S3 Ws. ( 5)

A Eq. (2.4.5)) s6 tem validade caso seja igual a uma constante, essa constante é chamada

de constante de separacao que foi denotada de A3, assim:

1 [ ;0R
ﬁ ( 87") = —W3A53W3 )\3. (246)

A equacao radial para o proposito desse trabalho nao é tao importante quanto as equacoes

angulares, entao nao foi considerada nesse momento. Continuando para a equagao angular,

dada por:
1
- W?)ASBW?’ = A3 (2.4.7)
ou
A53W3 = —>\3W3. (248)
Apresentamos a funcao W5 como:
W5 (03, 02, 01) = Ys(05)Ws (05, 6) (2.4.9)

e a Substituimos na Eq. (2.4.8):

1 d dY; Y, d (. dW,
— (sin20 Wy + ——2——— (sing 2.4.10
sin? 0y df; <Sm 3d93> S 0 sin 6, d6; (Sm 216, ) (24.10)

Y3 d* Wy
sin2 93 SiIl2 02 de%

= —\3Y3Ws.

Simplificando e agrupando os termos da Eq. (2.4.10) chegamos a expressao :

1 d 1Ys Y,
¢ 0 Wy + —2  AwTVy = — A Y3 W 92.4.11
sin2 05 dfs (Sm 3d93> 2t g, 052 = Tt ( )
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onde Ag: ¢é o operador de Laplace na esfera em 2 dimensoes (S?) e é definido como:

1 d d 1 d?
= ——— [ sinfh— — (=] . 2.4.12
sin 0z ds <Sm 2d62> T e, (def) (24.12)
Multiplicando a Eq. (2.4.11)) por Sii,’;iwej encontramos que:
1 d dYs
0 Ag2Wy = —A3sin® 0 2.4.1
)/3 d@g (Sll’l 3 d@g) + W2 Sin2 92 S W2 3 SN U3 ( 3)

que agrupando os termos obtemos:

1 0 dYs
?38—03 (Sln 03 d03) =+ )\3 Sln 93 + WASQW2 O (2414)
ou ainda
1 d 0Y; 1
?gd_ﬁg (sm 0 89;;) + A\gsin? 0y = _WQASQWQ. (2.4.15)

A Eq. (2.4.15)) tem validade caso seja igual a uma constante de separagao Ay, assim:
1 d dYs 1
— <sin2 93 > + )\3 sin 63 _WASQWZ = )\2. (2416)
2

E encontado duas equagoes, uma para Y3 e outra para Ws. A equacao para Y3 tem a

forma:
d dYs :
d93 (sm 93 d83) + ()\3 Sln2 63 — /\2) Y:g =0 (2417)
e para Wy é
ASQWQ - _)\QWQ. (2418)
Denotamos a funcao W5 como:

e a substituimos na Eq. (2.4.18]), obtendo que:

L d
sin 92 d@z

dY: Y, d%Y,
<sin esz?) Vi+ —2— =L = WY, (2.4.20)

2 Sin2 62 dQ%
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sin? 0o
Yo Y

em seguida multiplicamos a Eq. (2.4.20) por e encontramos a equacao

sinf, d dYs, 1 d*Y; 5
— né =-A 0 2.4.21
Yo dbs ( 240, ) Y, d9? 252 (24.21)
ou ainda:
sinfy, d dY5 1 d*Y;
— no A 20 — = A 2.4.22
Y, a0, < 2d6’2) + Ao sin® Oy = Y1 dG% 1 ( )

onde A\, é a constante de separacao. Da Eq. (2.4.22) ficamos com duas equagoes, uma

em relacao a Y; e outra em relagao a Y. Para Y; temos a seguinte equagao:

d*Yy

g T =0 (2.4.23)
e para Y5 a seguinte equacao:
sinfy d dYs
}/2 2 d_‘92 (sm 92 dQ2> + )\2 sin 92 /\1 (2424)

que também ¢é escrita como:

1 d dYy A
2 (sing A Y, = 2.4.25
sin 0, d0s (Sm 2d02> +( 27 292> 2=0. (24.25)

Utilizando o método de separagao de varidveis encontramos as seguintes equacoes

diferenciais ordinarias: para Y;

d*Y;
d92 + MY = (2.4.26)
para Ys
1 d . dYs A1
— 0o — Ao — Yo =0 2.4.27
sin 92 deg (Sln 2 d92) + ( 2 sin2 92) 2 ( )
e para Y3
1 d (.5, dY; Ao
— 03— Az — Y; =0. 2.4.28
sin? 05 dos (Sm 3d93) - ( 57 Gin? 93) i (24.28)
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Capitulo 3

Obtencao do Laplaciano em
coordenadas hiperesféricas na esfera

em /N + 1 dimensoes.

Para obter o Laplaciano em coordenadas hiperesféricas na esfera em N 4+ 1 di-
mensoes fazemos o uso do operador de Laplace-Beltrami na forma covariante. O método
faz uso de algumas propriedades do tesor métrico, facilitando a obtencao do Laplaciano.
Inicialmente obtemos o tensor métrico e consequentimente seu determinante, em seguida
encontramos o tensor métrico inverso. Por fim, substituimos os resultados obtidos na
definicao do operador de Lapace-Beltrami e encontramos o Laplaciano em coordenadas
hiperesféricas. Adotamos, por conveniéncia a seguinte notacao:

5y = 2

= . .1
= (3.0.1)

para realizarmos os calculos necessarios.

O operador de Laplace-Beltrami é escrito:
TR, 1
Au=—= > 0, ( |g|gij3q-U> = —=0, ( Iglgijaq-U) (3.0.2)
Vgl 2 ’ Vgl ’

1,j=1

onde g ¢ o tensor métrico inverso do tensor métrico g;; € g ¢ o determinante do tensor
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métrico. O tensor métrico é determinado como:
Z T
k
onde x; sao coordenadas cartesianas e ¢; sao coordenadas curvilineares,

e GT ¢ a matriz transposta. Para as coordenadas curvilineares utilizaremos as coordenadas

hiperesfericas em N + 1 dimensodes, que sao definidas como:

g1 =1, ¢ =0;; 1 <i <N, (3.0.5)

(916(0,27T),9i€(0,7T),2§’iSN.

As coordenadas cartesianas em termos das coordenadas hiperesfericas (r, Oy, ..., 0o, 0;)

sao expressas da seguinte forma:

TNl = rcosfy, (3.0.6)
Ty =1rsinfycosOy_q,

Trn_1 =7rsinfysinfy_qcosly_o,

T3 =rsinfysinfy_1sinfy_s... cos s,
Lo =1rsinfysinfy_1sinfy_s...sin Oy cos Oy,

Ty =rsinfysinfy_;sinOy_s...sin 05 sin 64

ou na forma compacta:

N
T = rHsinHk cosl_i,comby=0ei=1,2,..,N + 1. (3.0.7)
k=i

Algumas propriedades das coordenadas escritas na Eq. (3.0.6|) sao:

N+1 J
Z r3 =1 sz = x?H tan®6;, j > k. (3.0.8)
k=1 k=1

CAPITULO 3. OBTENQAO DO LAPLACIANO EM COORDENADAS 35
HIPERESFERICAS NA ESFERA EM N + 1 DIMENSOES.



Obtencao dos Harmonicos Hiperesféricos em N Dimensoes

Inicialmente calculamos o tensor métrico definido na Eq. (3.0.3)). As derivadas das

coordenadas cartesianas em relagao a coordenada gy, 1 = 7 sao:

i

_ Tk
Oy = = (3.0.9)

Da Eq. (3.0.6) vemos que para i < N as derivadas sao:

Oz, = 0 para k > i+ 2, (3.0.10)
8%.:17;{ = 8%.1'@-“ = —Tj41 tan (91', k=1+ 1, (3011)
Oy, T, = x cot 0; para k < i. (3.0.12)

Com as derivadas calculadas, utilizamos a Eq. (3.0.9) para calcular o tensor métrico,

efetuamos os calculos para

N+1 N+1

2
IN+I,N+1 = Z (5r$k)2 = Z e _q, (3.0.13)

k=1 k=1

E em seguida agrupamos as derivadas das Eqgs. (3.0.10)), (3.0.11)) e (3.0.12)) para encontrar

os termos diagonais (i = j) da matriz que representa o tensor métrico para i < N, sendo

eles:
N+1 % N+1
gii = Y (0g,21)" = (Ogr)’ + (Ogisn)’ + Y (Dgan)? (3.0.14)
k=1 k=1 k=i+2

%

xj cot® 0; + x7; tan® 6; + 0.
k=1

Usando a Eq. (3.0.14]) escrevemos que:

gii = 27, tan® 0; cot® 0; + x7, | tan® 0 (3.0.15)

2
Tit1

= l’?+1 (1 + tan2 91) = m

N 1 N
=2 H sin® 6, cos? 6, 57 = r? H sin® 6.
; cos? 0; ,

k=i+1 k=i+1
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Para os termos nao diagonais da matriz (j # i) que representa o tensor métrico, temos:

N+1 7

Gij = Z (Ogizk) (O k) = Z (Ogizk) (Og, k) (3.0.16)
k=1 k=1
N+1
+ (aqz'xi-i—l) (8 xz—&-l) Z (aqz'ka) aq]"rk
he=i+2

Substituindo as Egs.: (3.0.10)), (3.0.11)) e (3.0.12) na Eq. (3.0.16)), obtemos que:

gij = Z xy, cot O;x), cot 0; — ;44 tan ;2,44 cot 0; + 0 (3.0.17)
k=1

(2
= Z xj cot 0; cot §; — a7, | tan 6, cot 0

e usando a Eq. (3.0.8) escrevemos g;; como:

gij = x7,, tan® 0; cot 6; cot 0; — x7; tan 6; cot 0; (3.0.18)

x?_H (tan0; cot §; — tanf; cot 0;) = 0

As componentes da matriz que representa o tensor métrico sao:

9i; = 0@ F#J, (3.0.19)

gnsine = 1, gy =17, (3.0.20)
2

g = _stglg = 7?2 klll sin 6, para i < N — 1. (3.0.21)

Fazendo uso dos resultados das Egs.: (3.0.19), (3.0.20]) e (3.0.21)) calculamos o determi-

nante de g;;

N+1 2
g = det g;; = H gii = H CO;;; (3.0.22)
N
= HT H sin? 0, = TQNHsm2(k 2
=1 k=i+1
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A raiz de g é:

N N
Vgl = [ 225 = oV [ sin* ! 6y (3.0.23)
=1 k=2

cos 6,

Agora calcularemos o tensor métrico inverso. Para as componentes nao diagonais

temos:
g7 =0,i#j; (3.0.24)
e para as componentes diagonais:
= i+1 1 g 2 N
ii i+1 -2 =2
— =t =Tt = S O. 3.0.25
9 g kl_Ilgkk 1_[1933 90 cos28, r klll m =g ( )

As componentes da matriz que representa o tensor métrico inverso sao:

gNTUNTL — NN — 2, (3.0.26)
N x'_g
gt =r2 H 'sim_2 0 = ﬁgei parai < N — 1. (3.0.27)
k=141
Definimos em seguida, que
W= gied = .
g e 3%

O operador de Laplace-Beltrami na forma covariante (3.0.2]), também ¢ escrito na forma:

1 . 1 i
Ay = ——=0; ( \g\g”) Oju+ —=+/19]9” 0;0;u (3.0.28)

9] Vgl

|9|> 97 0u + (@‘gij) du + g 0,0;u

\g|> g7 0;u+ (0:97) Oju + WO} u.
Foi calculado em seguida 0;4/|9|:

N
Onii/lgl = NV l_Isink’1 O, = Nr~'y/|g| parai= N +1,  (3.0.29)

k=2

O1v/]g| = Oparai=1, (3.0.30)
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N
o lg| =" H sin* ! 6, (1 — 1) sin~" ; cos 0; (3.0.31)
k=2

=/lg| (i — 1) cot §; para N > i > 2.
As derivadas do tensor métrico inverso sao:

9ig" = 0. (3.0.32)

Substituindo na Eq. (3.0.28) as Egs. (3.0.29)), (3.0.30)), (3.0.31)) e (3.0.32) obtemos que:

N
1 .
Au=» —=+/|g|(i—1)cotb,g”0;u (3.0.33)
; V14l ’

N+1

1 .
+ Ter\/ \g\&nu+ g hzafu
g i=1

N
(i — 1) cot big¥ Oju + Nr~'pu + Y h'0ju+ 0fu

2 i=1

] =

-
I|

N
(1 —1)cot 0,g" O;u + Z gii@?u +r N, (rNaTu) ,

=1

M-

N
I
V)

que simplificamos e encontramos

N N
Ay =712 Z (i — 1) cot 0;g" Oyu + Z g Fu+1r""0, (rNo,u) (3.0.34)
1=2 1=1

e agrupando os termos

N
Ay =72 Z (i — 1) cot 0;9"Ou + ¢" 0Fu+r~No, (rNou) . (3.0.35)

=1

A Eq. (3.0.35)) é o Laplaciano em coordenadas hiperesféricas em N + 1 dimensoes.
A Eq. (3.0.35) também é escrita como:

Au=7r""0, (rNou) +r*Agvu (3.0.36)
onde o
N
Agnu = Z (i — 1) cot 0;9" Ou + ¢"0%u (3.0.37)

=1
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é a generalizacao do operador de Laplace em coordenadas hiperesféricas em N dimensoes.
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Capitulo 4

Solucao da Equacao de Laplace em

N dimensoes.

Neste capitulo obtemos a solugao para equagao de Laplace em coordenada hiperés-
fericas em N dimensoes. Usando o método de separagao de varidveis obtemos equacoes
diferenciais ordinarias. As solucoes das equagoes ordinarias com dependéncias angulares,
sao reduzidas a uma forma da equacao de Schrédinger com potencial simétrico de Pochl-
Teller. As solugoes para as equacoes ordinarias sao escritas como o produto de um fator
funconal pela solucao da equacao de Schrodinger com potencial simétrico de Péchl-Teller.
A solugao da equagao de Schrodinger com potencial simétrico de Pochl-Teller é escrita em
termos dos polinomios de Gegenbauer, esses polinomios sao também conhecidos como po-
lindmios ultraesféricos. Sao uma generalizacao dos polinomios de Legendre e Chebyshev,
sendo também um caso especial dos polindmios de Jacobi. O produto das solucoes das
equagoes ordinarias dé origem aos harmonicos hiperesféricos em N dimensoes. Encon-
tramos, por fim o fator de normalizacao e mostramos a ortogonalidade dos harmonicos

hiperesféricos com o uso de algumas das propriedades dos polinomios de Gegenbauer.

4.1 Separacao de variaveis

Repetindo os passos do caso em 4 dimensoes obtemos as equagoes diferenciais

ordindrias. Aplicamos o método de separacao de variaveis para a equacao de Laplace em
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coordenadas hiperesféricas definida a seguir:
N

Ay =r2 Z (i — 1) cot ;gnOu + gndiu+ 1o, (rNou) = 0. (4.1.1)

i=1

onde g% ¢ o tensor métrico hiperesférico sem dependéncia radial. Reescrevemos a Eq.
(4.1.1) como:
Au=r"*Agvu+1r"9, (r"o,u) =0, (4.1.2)

onde Agn é o operador de Laplace em coordenadas hiperesféricas em N dimensoes definido

na Eq. (3.0.37).

Definimos u como oproduto de duas funcoes da seguinte forma:
UZR(T) WN(9N7782,91) (413)

Utilizando o método de separacao de variaveis na Eq. (4.1.2)), encontramos:

r 2 Agn (RWy) +17N0, (rNo,RWy) = 0, (4.1.4)
multiplicamos a Eq. (4.1.4]) por %, obtendo:
LASNI/VN + lr2_N&, (rNo,R) =0 (4.1.5)
Wi R
ou ainda
%T2_N8r (TN@R) = —WLNAsNWN (4.1.6)

a validade da Eq. (4.1.6) é obtida igualando a uma constante de separacao, nesse caso
AN, logo:

1 T 5
— W_NASNWN = Erz Na,, (TNaTR) = )\N- (417)

Como no caso de 4 dimensoes a equacao radial nao tem tanta importancia quanto as
equagoes angulares nesse momento, entao as desconsideramos.

Continuando com a equagao angular, dada por:

AgvWy = —AyWy, (4.1.8)
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aplicamos o operador de Laplace em coordenadas hiperesféricas em N dimensoes Eq.

(3.0.37) na Eq. (4.1.8)) e encontramos:

N
Z (i — 1) cot 0;9%0;Wx + gh0? Wy = —AnWh,

i=1

onde o tensor métrico hiperesférico sem dependéncia radial é:
g% = g% _ sin 2 0y.
O primeiro termo da Eq. (4.1.9) é expresso como:
N
D (i — 1) cot Oigh ONWx + ghOR W

= (i — 1) cot 0,9 ONWx + g 03 W

+ (N — 1) cot ;gNN oW + gN N O3 Wy

ou ainda:

N-1
sin~? Oy > (i — 1) cotbigh Wy + g 107 Wy
i=1

+ (N — 1) cot QiﬁNWN + 8]2\,WN = — /\NWN.
Notamos que 9%—1 nao possui dependéncia 0y, entao definimos que:
N-1
Agv-r =Y (i—1)cotbigh 10;+ gh 0}
i=1

é o operador de Laplace para N — 1 coordenadas hiperesféricas.

(4.1.9)

(4.1.10)

(4.1.11)

(4.1.12)

(4.1.13)

Analisamos a Eq. (4.1.9) com o operador de Laplace para N — 1 coordenadas da

Eq. (4.1.13]), percebendo que:

sin_2 QNASNAWN + (N — 1) cot QNGNWN + 8]2VWN == —ANWN,

(4.1.14)
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reescrevemos a Eq. (4.1.14) na forma:
ASN—1WN -+ sin2 HN [(N — 1) cot eNaNWN + 8]2\,WN + )\NWN} =0. (4.1.15)

Definimos Wy como:

Wy = Wiy_1(Ox—1, ., 02, 0,) Y (Ox) (4.1.16)

substituindo a Eq. (4.1.16) na Eq. (4.1.15)) e obtemos que:

sin® Oy (N — 1) cot OnOnWx_1Yn (4.1.17)

+ OXWN YN + AWy 1Yy = —Agv 1 Wy 1Yy,

1

WY encontramos:

multiplicando a Eq. (4.1.17)) por

1
Y_ sin2 9]\[ [(N — 1) cot QN(?NYN + 8]2\,YN + )\NYN} (4118)

N
1
= - WNilASNﬂWN—l = AN-1

onde A\y_1 é uma constante de separacao. Foram obtidas duas equagoes, uma com depen-

déncia 0:
dYN dQYN )\N—l
N —1)cotOy—— + —— + MYy = Y] 4.1.19
( ) co Nd0N + a0z, + ANYN 20y N ( )
d*Yy dYn AN-1
N —1)cotOy—— AN — Yy =
0%, * JeotOn g0 +< N sin29N) v="0
e outra com dependéncias (Oy_1, ..., 0o, 01):

— ASN*1WN—1 = )\N—IWN—I- (4120)

Aplicamos o método de separacao de variaveis repetindo as manipulactes anteriores e

reduzimos a Eq. (4.1.20) até chegarmos ha:
— AWy = AW, (4.1.21)

Usamos mais uma vez o método de separacao de varidveis, dessa vez na Eq .(4.1.21)) para
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obtermos:
dY2 d?Ys Al
cot Py —= i, d02 — Yo + Y, = - 92Y2 (4.1.22)
ou ainda
d?*Y, dYs A1
—Y- t0y—= Ao ———— | Y, =0. 4.1.2
gz 2T 2d92+<2 sin292> 2 =0 (4.1.23)

Aplicamos o método de separacao de variaveis na Eq. (4.1.21]) encontrando a seguinte
equacao:

— A51W1 = >\1W1. (4124)

Com o método de separagao de varidveis encontramos as seguintes equacoes ordinarias:

PYy Yy vt

N = 1cot Oy SN 1 (ay — Yy = 41.2
ag, TV = Deotfngan +( NGty ) N Y (4.1.25)
d*Yn_1 dYn_q )\N

N —2)cot Oy D=L Y1 =0, (4.1.26

devfl +( )CO N 1d9N,1 + ( =L SlIl QN 1 N1 ( )
d?Ys dYs A2
-2 t 0 —2 Aa — Ya = 4.1.2
a2 %, +< ’ sin263> 3=0, (4.1.27)
P2, iy, M

10,22 4 (- 2y, = 41.2
ez Tt g, +< Sm292> 2=0, (4.1.28)
Y,
_21 + A\ Y =0. (4.1.29)
a0

4.2 O problema de P&schl-Teller.

Em prol de resolvermos as equacoes diferenciais ordinarias encontradas anterior-
mente, usaremos a solu¢ao da equagao de Schrédinger com potencial de Poschl-Teller
simétrico.

A solucao do problema de Poschl-Teller da mecanica quantica é descrita na Ref.
[10], problema 38; onde:

B R?d*p  RPa? [k(k—1) AX(A—1)
2mdz?  2m |sin® (ax)  cos? (ax)

b= By (4.2.1)

com K>1,)\>1;O§I§—.
2a
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A Eq. (4.2.1) também é escrita na forma:

o S | P = T 622
Seu espectro é dado como:
F=a2n+r+2)°,n=0,1,2,..; (4.2.3)
e suas autofuncoes sao:
Yn = Ay sin” (ax) cos™ (o) o F (—n, n+K+ Ak + %; sin (a:v)) (4.2.4)

com o F (a,b, ¢, x) a fun¢do hipergeométrica, definida da seguinte forma:
_x- (a), (0), 2"
2F1 (a,b, C, .Z') = ZW?’ (425)

k=0

com (a), o simbolo de Pochhammer, escrito como:
(a),=a(a+1)(a+2)...(a+n—1)= (4.2.6)

Para o caso do potencial simétrico de Poschl-Telle, em que k = A, o potencial toma a

forma:
1 1 40’k (k — 1)
V(z)=ao’k(k—1 = , 4.2.7
(z) = ar(r—1) (sin2 () * cos? (ax)) sin? (2ax) ( )
com seguinte espectro:
=40 (n+r)?, n=0,1,2,.. (4.2.8)

As autofuncoes sao:

N —

I

N =

¥, = Al sin® (2ax) o F} <—n,n + 2K,k + (1 —cos2 (ax))) , (4.2.9)

em seguida definimos uma nova varidvel:

0 = 2ax (4.2.10)
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e entdo a Eq. (4.2.2)) assume a forma:

d2
d—;§+(n+m)2w—

Kk(k—1)

=0 4.2.11
sin? 6 v ( )

com as autofungoes dada por:

11
P, (0) = Al sin® 0 o Fy (—n, n+ 2k, K+ 35 (1 — cos 9)> . (4.2.12)
Os polinomios de Jacobi sao definidos como:
1 1
PR () = u 2 F1 (—n, n+a+pB+1, a+l, 3 (1-— x)) : (4.2.13)
n!

na Ref. [11], ndmero da equagao (8.932.1).
Os polinomios de Gegenbauer sao uma particularizagao dos polinémios de Jacobi

e sao E€XPressos comao:

 T(n+2))
C’?(x)_l“(n—l—l)F(Q)\)

1 1
o Fy (—n, n+2\ A+ 3 3 (1 —x)> : (4.2.14)

uma outra definicao bem importante é a formula de Rodrigues, mostrada a seguir:

(=2)"T(A+n)I'(2\ +n)

Culo) =" T(VT(2A + 2n)

(1- xQ)—M%% [(1 - gﬂ)"“ﬂ L (42.15)

Por fim, a solucao da Eq. (4.2.11]) é da forma:

y (0) = Al sin”" (6) CF (cos ). (4.2.16)

4.3 Solucoes das equacgoes diferenciais ordinarias.

Obtemos as solucoes das equagoes diferenciais ordinarias encontradas anterior-

mente. Iniciamos com a Eq. (4.1.29)), com dependéncia de #,, onde:

d*Y;
TR Havi=0 (43.1)
Devido a variacao azimutal
Yi(6h) = Vi (61 + 27) (4.3.2)
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isso significa que:

0<6, <2r. (4.3.3)

Fazemos com que \; = I3, da condigao (4.3.2) I; € Z e a solugao da Eq. (4.3.1)) é:
Yi(6,) = Ajeon, (4.3.4)

Obtemos a solugao para a equagao com dependéncia 6y da seguinte forma

d?Y, dYs A1
ot 2 1 (- -2 )y, =0, 435
a2 Tt g, +( 2 sin292) ? (4:3.5)

Definimos Y5 como produto de duas funcgoes, da seguinte forma:

Ys = &ap9,
substituindo na Eq. (4.3.5]), obtemos:
(§302 + 28505 + Saph) + cot b (Erp2 + Eaph) (4.3.6)

At
Ao — =0
+ ( 2 SiIl2 92) 62(102 )

multiplicando a Eq. 1) por é e colocando os termos em evidéncia, encontramos:

/ 1 /
A
@y + {25—2 + cot 02:| ©h + L_Z + cot «92% + Ay — m P2 = 0. (4.3.7)

Por conveniéncia tornamos a Eq. (4.3.7) em uma forma conhecida, que nesse caso é a da
equagao de Schrodinger com potencial Poschl-Teller simétrico. Comparando Eq. (4.3.7)

com a equagcao
d*y

d*y (k—1)
do?

+(n+r) " ¥ =0, (4.3.8)

sin? @
mostrada anteriomente na Eq. (4.2.11)), notamos que o termo que acompanha a primeira

derivada de ¢y tem que ser nulo. Consideramos entao que:

/
2é +cothy =0 (4.3.9)
2
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ou ainda
gé*—1(:0*56 (4.3.10)
52 = 9 2. 0.
Recordamos a seguinte relacao:
d h
— (Inhy) = 2 4.3.11
d92 ( n 2) h27 ( 3 )

Usando a igualdade (4.3.11]) na Eq. (4.3.10)), obtemos que:

di(% (In&) = —% cot b, (4.3.12)

integrando os dois lados da Eq. (4.3.12)), encontramos:

In (&) = _% In (sin 63) + C (4.3.13)

com C' = 0. Aplicamos a exponencial dos dois lados da Eq. (4.3.13)), de tal forma que:

pn(e) _ Jn(sin™202) (4.3.14)
e encontramos:
€ = sin" G, (4.3.15)
As derivadas de & sao:
, 1
52 = —5 cot 6252, (4316)
1 1 1
g = E—Sinz 0 62 — 5 cot 92557 (4317)
2

multiplicamos a Eqs.: (]4.3.16[) e (]4.3.17[) por %, tornando-as:

!/
1
% = —§C0t02, (4.3.18)
2
y 1 1 1 &

ao substituir a Eq. (4.3.18]) na Eq. (4.3.19), deparamos com:

" 1 1 1 ]_
&~ 2amrg, 3 ctl —geotl (4.3.20)
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que é escrita como:

v 1 1 1
S2 2

+ —cot“ 4.3.21
{2 " 2sin? 0, CO > ( )

Substituimos a Eq. (4.3.21)) no coeficiente de @5 na Eq. (4.3.7)), que quando simplificamos,

encontramos:

//
A
2 1 cot 9252 A — —— (4.3.22)

& & sin? 6,
1 1 1

= ~ cot*f

2sinZe, 10"

A1

1
+ coty — —cotby + g — —5—,
279 2 2 sin? 0,

escrevemos a Eq. (4.3.22) como:

// 52 >\1
+ cot 02 + /\2 - a5 (4323)
2 & sin® 6

&

111 1 A
L ot?0y— = cot?fy 4 Ay —
2sin?h, 4 v 2Tt T AT g

simplificando

1 1 1
(5 — )\1) 3 — Z COJE2 02 + )\2 (4324)

sin 02

1 1 1 1
=|lz—-M)——- —1 A
(2 1) sin’f, 4 <sin2 05 ) T

1 1 1
Y Y Ny L =
(2 1)51n92+2+4

agrupamos alguns termos e simplificamo a Eq. (4.3.24)), tornando-a:

// é‘/ Al
cot 0 A —_— 4.3.25
f ’& A sin? 6, ( )

1 1 1
= (== Ao+ -
(4 1) snZg, 271

Substituimos a Eq. (4.3.25) na Eq. (4.3.7) conseguindo obter:

sin? 0

1 1 1
o + KZ — Al) + X+ 4} 0y =0 (4.3.26)
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que ao simplificarmos, é escrita da forma:

1 1\ 1
5 + {AQ +- <A1 - 1) : } p2 = 0. (4.3.27)

Para encontrar o autovalor comparamos a Eq. (4.3.25) com a Eq. (4.2.11]), e concluimos

a seguinte relacao:

1 1

Ao + Z = (nz + K/Q)Q = A\ = (n2 + 52>2 - 4_1 (4328)

reescrevemos a Eq. (4.3.28)) na forma:

9 1 1 1
(ng + Iig) - Z = (ng + Ko + 5) (ng + K9 — 5) = )\2. (4329)
Escrevemos a seguinte igualdade:
1

Ko (HJQ — ].) == )\1 - Z, (4330)

usando a Eq. (4.3.29)) simplificamos a Eq (4.3.30) da seguinte forma:

1 1
Ko (Iig — 1) = (711 + Iil)Q - 5 + Zl (4331)
1
= (nl —|— K',l)Q — Z
Em seguida mostramos que:
1 1 1
(n1 -+ 51)2 — 1_1 = (nl + K1+ 5) (m + K1 — 5) (4332)

escrevemos a Eq. (4.3.32) da seguinte forma:

e e
e Y oo ).
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logo
Rz = 5 =M + k1, fazendo k; = 0. (4.3.34)
Usando a Eq. (4.3.34]) encontramos que:
1
Ko = N1 + 5, (4335)
das Eq’s.: (4.3.30) e (4.3.31]) obtemos que:
ny = ll, (4336)
e definimos:
chamamos 5 de nimero caracteristico. Dessa forma a Eq. (4.3.35)) torna-se
1
Substituimos a Eq. (4.3.36) na Eq. (4.3.29) obtendo os autovalores:
9 1
)\2 = (TLQ —+ :‘12) — Z (4339)

1 1 1 1
:(n1+n2+§+§) <n1+n2+§—§)

substituindo a Eq. (4.3.37) na Eq. (4.3.39)) encontrado os autovalores da seguinte forma:
)\2212<l2—|—1)

(4.3.40)

A solugao para p, assim como a solugao do problema de Poschl-Teller é dada em termos

dos polinomios de Gegenbauer da seguinte forma:

@2 (02) = Az sin™ 0, [CF2 (cos 6)] (4.3.41)
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usando as Eqgs. (4.3.15) e (4.3.41]) encontramos a solucao para Yy na forma:

Yy = Apsin®® fysin” 2 6 [C12 (cos 6y)] . (4.3.42)

Repetimos o procedimento para as outras equagoes ordindrias até chegarmos na

equagao para Oy_1, Eq. (4.1.28)), da seguinte forma:

d’Yn_4 dYn_1 AN—2
N —2) cot Oy_ I -
g, W2 oottt (v - g

) Yy_1 =0, (4.3.43)
dOn 1

Yn_1 é definido como produto de duas fungoes, da seguinte forma:
Yy-1=¢&Nn-19Nn-1,
que substituindo na Eq. (4.3.43]) obtemos

(En_1on—1 + 2811 + En—19_1) (4.3.44)

+ (N —2)cot Oy_y (fﬁv,lgoNq + ENASOINA)
AN—
+ ()\N_1 — L) En—1pn-1 =0,

sin2 (9]\[_1

multiplicando as Eq. (4.3.44]) por EN+1 encontramos:

!/
Y1+ [2?_1 + (N = 2) cot le} P (4.3.45)
N-1
Xffl &Vfl /\N—2
+ + (N —2)cot Oy_1 +Av-1— 5, | en-1=0.
En—1 En—1 sin“ Oy _1

Comparamos a Eq. (4.3.45) com Eq. (4.3.8) e novamente notamos que os termos que

acompanham as derivadas sejam nulos. Dessa forma

!/
2?“ + (N —2)cotfy_, =0 (4.3.46)
N-1
ou ainda:
; N —2
g];_l = ——5— cotfy1. (4.3.47)
—1
Usando a relacao que
d (Inhy_y) = i (4.3.48)
oy Y ey -
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e substiruindo a igualdade (4.3.48) na Eq. (4.3.47)), obtemos que:

d

2
don cotOn_1, (4.3.49)

(ngy ) =~

integrando os dois lados da Eq. (4.3.49)), encontramos:

In(§y-1) = BEA

In(sinfy_1) +C (4.3.50)
com C' = 0, aplicamos a exponencial dos dois lados da Eq. (4.3.50), de tal forma que:

(o270
elnén-1) — en(sm N_1>

(4.3.51)
encontrando entao que
gN—l = sin_¥ 9N—1 (4352)
com derivadas:
, -2
§N—1 = — cot (‘9]\1_1) §N—1; (4353)
1 1 1
N = =—5—En_1 — =cot (On_1) En_q; 4.3.54
N-17 52 9N—1£N 1 200 (On—1) En_1; ( )
multiplicamos a Eqs. (4.3.53) e (4.3.54) por &V%l, tornando-as:
! N -2
v cot On_1, (4.3.55)
EN-1 2
X N—-2 1 N -2 3
N-1 N-1
= — t(On_ . 4.3.56
En-1 2 sin®Oy_4 2 @ (On-) En-1 ( )
Substituindo a Eq. (4.3.55)) na Eq. (4.3.56) temos que:
" N-2 1 (N —2)
N-1 2
= t“On_1. 4.3.57
SN—l 2 SiIl2 9]\[_1 4 0 N=1 ( )
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e em seguida substituindo na Eq. (4.3.45)) no coeficiente de ¢y encontrando:

" !
AN_
N=1 4 (N = 2)cot eN,lgN‘l F vy — 2 (4.3.58)
EN—1 En—1 sin® On_1
N-2 1 (N-27%
= t7On_
> snlOy . 4 ot Ove
N —2 AN_
+ (N —2)cotOn_q1 — cotOn_1+ Any_1 — _ZL,
2 sin” O _1
escrevemos a Eq. (4.3.58]) como:
N-1 En_1 AN—2
— + (N - 2) cot QN—I — + )\N_l R R (4359)
EN—1 En—1 sin“ Oy _1
N—-2 1 (N -2
= 670N
> snlhy ., 4 v v
(N -2 AN-—2
———cot“ Oy 1+ Ay — ——
2 0 N- * Nt sin2 9]\[_1
ou ainda
N -2 1 N —2)?
= (T — )\N_Q) Sin2 QN . - ( 1 ) COt2 9N—1 + >\N—1 (4360)
N —2 1 (N —2) 1
=(— = An_ — —1 )4+ An-
( 2 N 2) sin? Oy, 4 <sin2 On_1 ) N
N—-2 (N-2)7 1 (N —2)
= — —AN_1| ————— + Ay ———
[ 2 4 Nl] S0y, N T
agrupamos alguns termos e simplificamo obtemos que:
N-1 S An-2
+ (N — 2) cot QN—I + )\N—l - <5, (4361)
En—1 En—1 sin” Oy 1
N —2 N —2 1 (N —2)?
- [T (1 - T) - AN—Q] T N R
Substituimos a Eq. (4.3.61]) na Eq. (4.3.45))
N -2 N —2 1
it —— (1 - —=) = Ay —— 4.3.62
N 2 2 N2 sin? Oy ( )
N —2)°
+An_1+ %} on-1=10
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que ao simplificarmos, é escrita da forma:

N —2)?
On_1 + {AN—l + %

\ N-2( N-2 1 0
N=2 2 2 SiIl2 0N—1 N1 =

Comparamos a Eq. (4.3.63) com a Eq. (4.3.8)) e obtemos o autovalor da seguinte relagao:

(4.3.63)

N —2)° N —2)?
)\N—l + % = (nN_1 + IiN_l)2 = )\N—l = (TLN_l + IiN_l)Q — % (4364)
reescrevemos a Eq. (4.3.64) na forma:
» (N-2)°
)\N,1 = (Tlel + HN71> — T (4365)
N -2 N -2
= | N1 TKN-1+ —F— NN-—1+KN-1 — —F— |-
2 2
Expressamos entao que:
N -2 N -2
RN-1 (KZN,1 — 1) = |:)\N2 — T <1 — T>:| y (4366)
usando a Eq. (4.3.65)) simplificamos a Eq (4.3.66) da seguinte forma:
N —2)—1J
KN—1 ('%N—l — 1) = (nN_Q + I{N_Q)2 - [( 4) ] (4367)
N—2) (N-=2) N —2)?
W W e )
N-2 1 N—2+(N—m2
2 4 2 4
Assim mostramos que:
s 1
(TLN,Q + /QN,Q) — Z (4368)

1 1
=|(nN-—2+KN-2+ 2 nN—2+KN-—2— 3
2 2
B 11 1,1,
= | AN-1 B 9 KN-1 9 5 )
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escrevemos a Eq. (4.3.68)) da seguinte forma:

(v D) 2] (- 2) - wass
= (nN2 + Kn_o + %) <nN2 + Koo — %) :

1
(liN_l — 5) =NN_2 + KN-2. (4.3.70)

logo

Da Eq. (4.3.70) encontramos que:

1
KN—1 =NN-2 + KN—2 + 5, (4371)

observe que os valores de ky_1 sao escritos a partir dos seus valores anteriores. Reescre-

vemos a Eq. (4.3.71)) na forma:
N—
KN—1=MN1+ ... +N1N_ 2—1——:2 (4.3.72)
e definimos:
a1 =n1+na+ oty = Yy, (4.3.73)
=1

onde [y_; é um numero caracteristico. Dessa forma a Eq. (4.3.72) torna-se

N -2
KN—1 = lN 2 + T (4374)

Substituimos a Eq. (4.3.74) na Eq. (4.3.66) obtendo os autovalores:

N-1
N—2 N -2 Z N -2
(j 2 2

(4.3.75)
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substituindo a Eq. (4.3.73]) na Eq. (4.3.75)) encontrado os autovalores da seguinte forma:
)\Nfl - ZN,1 (ZN,1 + N - 2) . (4376)

A solugao para ¢n_1, assim como a solu¢cao do problema de Poschl-Teller é dada em

termos dos polinomios de Gegenbauer da seguinte forma:

on_1 (On_1) = Ay_1 sin"™¥1 (By_1) [cgg;; (cos eN_l)] , (4.3.77)

usando as Eqgs. (4.3.52)) e (4.3.77) encontramos a solucao para Yy_; na forma:

Y1 = Ay_ysin®™1 (Oy_;)sin "5 (Ox_1) [C“Nfl (cos eN_l)} . (4.3.78)

nN-1

Por fim, repetimos o método para a equacao com dependéncia 6y

d2YN dYN )\N—l
——— + (N —1)cot Oy —— AN — Yy = 4.3.
d912\7 + ( ) co NdQN + ( N SnZ 0 N =0, (4.3.79)
de modo que:
YN =&nepn, (4.3.80)

substituindo a Eq. (4.3.80) na Eq. (4.3.79)), encontramos que:

!
o+ [QE—N + (N —1)cot HN} Oy (4.3.81)
N
7/]/\7 £§V >\N—l
+ —+(N-1>COt¢9N—+/\N— ) (pNZO
9N En sin” Oy

Assim como nos casos anteriores o coeficiente que acompanham a primeira derivada deve

ser nulo, de tal forma que:

2% + (N —=1)cotfy =0 (4.3.82)
ou ainda:
% = _N2— ! cot Oy. (4.3.83)
Obtemos entao que
In (&y) = —N; L (sinfy) + C (4.3.84)
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com C' = 0, aplicamos a exponencial dos dois lados da Eq. (4.3.85)), de tal forma que:

N—1
ln(sin7 2 ON)

emEn) — ¢ (4.3.85)
e encontramos:
(v =sin— T (Oy). (4.3.86)
As relagoes da segunda derivada de &y multiplicadas por éLN Sa0:
nON—-1 1 (N —1)
N 2
= = t“ 0 4.3.87
&v 2 sy 4 ovt (4.3.87)

Substituimos a Eq. (4.3.87]) no coeficiente de ¢ na Eq. (4.3.79)), que quando simplifica-

mos, encontramos:

" !/
2N 4 (N —1)cot eNf—N + Ay — 5@-1 (4.3.88)
&N En sin? Oy

N -1 N -1 1 (N —1)°
=|— (1 —— ) = Ay_ A —_
[ 2 ( 2 ) Nl] anZoy VT
Substituimos a Eq. (4.3.88) na Eq. (4.3.79)) conseguindo obter:

90§Q+{AN+M{AN_1—E(1—N_1)} L }gpN:o. (4.3.89)

SiH2 QN

Os autovalores sao obtidos da mesma forma que as equacoes anteriores, assim:

N —1)° N — 1)
AN + % = (nN + HN)Q = Ay = (nN + I<LN>2 - % (4390)
reescrevemos a Eq. (4.3.90)) na forma:
s (N-1)
(nN -+ K,N) — T (4391)
N -1 N—-1
=|ny+KENT+ — nN +Ky — ——— :)\N-
2 2
Das Eq. (4.3.8)) e Eq. (4.3.89) escrevemos a seguinte igualdade:
N -1 N -1
RN (HN — 1) = |:)\N1 — 5 (1 — B >} s (4392)
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usando a Eq. (4.3.29)) simplificamos a Eq (4.3.19) da seguinte forma:

kn (kv — 1) = (ny_1 + kn_1)” (4.3.93)
(N —1)—1]° (N—l)jL(N—l)2
4 2 4
N —1)
= (ny_1 + HN—1)2 - %
N—-1 1 N-1 (N-1)
2 4 2 4
Em seguida mostramos que:
, 1
(TLN—l + ’fN—l) — Z (4394)

1 1
:<HN—1+I€N—1+§) (TLN—1+/€N—1—§>
B 1+1 1+1 1)
SN T T N TR, ’

escrevemos a Eq. (4.3.94) da seguinte forma:

(o) 2 (- 2) - wass
= (an +Kyn_1+ %) <nN1 + KN_1— %) ,

logo
1
(FLN — 5) =nny_1+KN-1, (4396)
ou ainda
1
KN =NN_1+KN_1T 5, (4397)

observe que os valores de Ky sao escritos a partir dos seus valores anteriores, ou seja,

N-1
N -1
Ky =Y nj+ — (4.3.98)
j=1
e definimos que:

N
Iv=Y _nj (4.3.99)

j=1
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chamamos [y de nimero caracteristico. Dessa forma a Eq. (4.3.97)) torna-se

N -1
RN = lN,1 -+ T (43100)

A solucao para @, também é da forma da solu¢ao do problema de Poschl-Teller, ou seja,

pn (On) = Ay sin™ (y) [CrN (cosOy)] (4.3.101)

usando as Eqgs. (4.3.96) e (4.3.101]) encontramos a solu¢ao para Y5 na forma:

Yy = Ay sin™ (Oy)sin~ 7 (Oy) [CY (cos Oy)] - (4.3.102)
As solucoes das equagoes diferenciais ordinarias sao:

Yn(Oy) = Ay sin™ (0n)sin~ "7 (On) [CEN (cosOy)]

Yn_1(0n-1) = Ay_1sin"™V-* (On_1) sin~ 7 (On_1) [C’Zﬁj (cos QN_l)] ,

Y3(6s) = Agsin™ (83) sin~2 (65) [C2 (cos bs)]
Y(6) = Agsin™ (8,) sin”2 (62) [C2 (cos by)]
}/1(91) = Aleil191‘

Com os seus respectivos autovalores:

A =12 (4.3.103)
A=l (la+1),

)\3:l3(l3+2),

An—1 = In_1 (Inc1 + N = 2),

Av =y (y+N—1).

Por indugao, obtemos uma forma geral das solugoes das equagoes ordinarias obtidas
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no método de separacao de variaveis para a equagao de Laplace

Y5 (0r) = Ag sin™ (6y) sin~ 7 (0k) [Crk (cosby)] com 2 <k <N, (4.3.104)

Yi(fy) = Ay

onde
k—1
K = lp_1 + com [y =0, (4.3.105)
N
=Y nj. (4.3.106)
=1

A solucao da equacao de Laplace em coordenadas hiperesféricas em N dimensoes

é o produto das solugoes das equagoes ordindarias, ou seja,

M/h, lo,..., lN (91, 92, ceey 6]\[) - YN (GN) YN*l (6]\[,1) }/1 (01) (43107)
assim
. N j—1
W, (61,02, ..., 0x) = Dy T sin® == (6;) Cp (cos b)) (4.3.108)
j=2

onde v é um indice condensado definido como:
Y= [ll, lg, ceey lN] . (43109)
Os numeros caracteristicos [, sao definidos como:

ll =N, (43110)
lo =n14+n9 = ng =1l — 1,

l3:nl—l—n2+n3:l3+l2—l1+n3:l2+n3:>n3:l3—l2,

INci=m+...+np1=L+..+Inyos+ny_1=>nn_1=In_1— lN_Q,

IN=n1+...+n,1+ny=>ny=Iy—In_1;
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com Iy > Iy_1 > ... > 11 >0, concluimos entao que:
ng =l — l_1, com k > 2. (4.3.111)

substituindo ny e ki na Eq. (4.3.107)) obtemos os harmonicos hiperesféricos:

N .

W, (61, 62, ... O) = D0 T sints (6,) /2177 (costy) (4.3.112)
j=2

A Eq. corresponde a solucao da Equacao de Laplace em coordenadas
hiperesféricas em N dimensoes e sao chamadas de harmonicos hiperesféricos em /N dimen-
soes. Para fim de confirmacao de veracidade do resultado apresentado na Eq.
foi efetuada a sua comparagdo com os resultados das Refs.: [0] e [2] em que os harmo-
nicos hiperesféricos também foram expressos em termos dos polinomios de Gegenbauer.
A expressao dos harmonicos hiperesféricos da Eq. (4.3.112)) coincide com as férmulas da

Refs.: [6] e [2] a menos de um fator de normalizacao.

4.4 Normalizacao e Ortogonalidade.

A solucao angular para a equacao de Laplace em N dimensoes é:
W, (61,65, ..., 0y) = D= Hsm =13 (0;) O (cos 0)) (4.4.1)
T
= D e H sini=1 (6, f:;:f (cosb;)

onde D, é o fator de normalizacao.

Encontramos o fator de normalizagao D, calculando a seguinte integral:

Wi =1, (4.4.2)
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substituimos a Eq. (4.3.112)) na Eq. (4.4.1)) obtendo que:

N *

/SN (D,)* (6”191)* e [H sin® 'z (0;) C7 (cos 0;) (4.4.3)

=2

N
[H sin® T (0;) C7 (cos Gj)] dr = 1.
=2

Observamos na Ref. [12] e na Ref. [2], que o elemento diferencial do hipervolume tem a

dr = A/ |det gzj|d9Nd917 (444)
Determinamos anteriormente na Eq. (3.0.22) a4/|det g;;| e substituimos na Eq. 1}

forma:

N
dr =[] sin’™" 6; dfy...doy, (4.4.5)

j=2

e em seguida substituindo na Eq. (4.4.3)), obtendo:
™ g or N
D? / / / T sin=6- (6;) sini~" (6;) (4.4.6)
o Jo 0 i
2
[(J;j; (cos 9]-)] dOndOn_1..d6) =1
ou

D? :/o sin”*N [CFN (COS(‘)N)]2d9N (4.4.7)

s 2 2
/ Sin2m\r—1 |:C7l§1]\\1[:11 (COS 9N71>:| deNl/ d(91
0 0

como para cada valor de j temos uma dependéncia de 6; diferente, a integral da Eq.

(4.4.7)) é escrita como:
N ™
2
D;Q = QWH/ sin®" 0); [C’gf (cos Qj)] do;. (4.4.8)
j=2"0
Computando a seguinte integral

/ sin* 0 [C* (cos §)]” dO (4.4.9)
0
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e generalizando obtemos a constante de normalizacao dos harmonicos hiperesféricos. De-

finimos que:

y = cos 0, (4.4.10)
dy = —sinf d) = df = —sin~* Ody

de tal modo que:
—1<y<1L

Utilizando a substituicao da expressao (4.4.10) na Eq. (4.4.9), obtemos:

/_ (1— )" 2 [Cr )P dy (4.4.11)

1

Na Ref. [11], 22.2.3, encontramos a seguinte propriedade dos polinémios de Gegenbauer:

! a1 21720 (A + 2
/ (1—22)° 2 [0 (2)] do = = A+ O‘Z. (4.4.12)
_1 MM+ o) [T («)]
Desfrutando da Eq. (4.4.12)) e comparando com a Eq. (4.4.11]) encontramos que:
a=Kel=n.
Generalizando, obtemos que:
N
217265 (n; + 2k
D2 =2 [~ (n; + "”)2 (4.4.13)
=5 1t (g + 55) [T (55)]
e substituindo k; e n;, obtemos:
N 1-2(1; 1 +451) .
2 7 )T (L + 1 -1
D2 =2 [[ - j_(lﬂ Flhatizh (4.4.14)

=2 (= L) (G +57) [T (4 + 5]

A ortogonalidade dos harmoénicos hiperesféricos W, ¢ mostrada calculado a seguinte
integral:

N WIW., dr = 0se vy #7/, (4.4.15)
s

onde

Y= [ll,lg, ceey lN]
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v =110, ]

A Eq. (4.4.15)) tem a forma:

4 , N-1
D;Dv’/ sin'~-1 g sin'~-1 0y [CIN e (COSQN)} (4.4.16)
0

IN—In-1

/ N-—1
In_1+73

iy
. p— . . /
[CZGV—ZEV 1 (cos@N)] sin® 19Nd«9N/ sin'v=2 9y sin'v -2 Oy _4
- 0

IN—1-IN—2 1= U_o

2
. .
/ e~ it g,
0

Escrevemos a integral da Eq. (4.4.16) da seguinte forma:

[C’ZM2+¥ (cos GNfl)] [C%ilgv; (cos HNI)} sin = Oy _1dfy

21 N s
DD, / em (=) ag, I / sint-1 0, sin"-1 6 (4.4.17)

Jj—1

[C’lj_ﬁ% (cos 93‘)} [C;;_ETQ (cos 9;’)} sin’ ™" 0;d0);.

lj—lj_l J—1

Analisando a Eq. (4.4.17)) para l; # [}, ou seja, a seguinte integral:

o 0 (-1)7% emi(t-n) _
g0 (=) gg — | © SR N R 4.4.18
/ i, T i 418

implicando que:

N W W.odr = 0se Iy # 1. (4.4.19)
s

Os polindémios de Gegenbauer sao ortogonais, isso é mostrado na Ref. [I1], onde:

/_ €0 (@) [C2 ()] (1 — 22)* * d = Gy (4.4.20)

1
Analisamos agora a seguinte integral:

1

/ sin'* By sin®t O [CH% (cos 92)} [Cl’ﬁfﬁ (cos 02)] sin fads. (4.4.21)
0 2 1

la—1I1
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Usando a substituicao

y = cos 0, (4.4.22)

dy = — sin fodfy = dby = —sin~! Oody

a integral da Eq. (4.4.21)) torna-se:

1 L 1 O g1
/ (=)l w)] (-7 [0l )] dy (4.4.23)
ou ainda
! $(h++1) =5 [ Ahi+3 I+t
/_ (=) et o) Gl w)]ay (4.4.24)

Para usar a propriedade de ortogonalidade dos polinomios de Gegenbauer mostrada na

Eq. (4.4.20) temos que garantir que:

1 1

da Eq. (4.4.18) mostramso l; = [} validando a Eq. (4.4.25). Dessa forma se
llzlielg#lé,
entao a integral da Eq. (4.4.24) é

1 1_1 1 1
[ e i w) [t w)] dy = (4.4.26)

1

Generalizando para qualquer 7,

/ sin’~1 6, sin'i-1 6 [Clj_ﬁ% (cos 6]-)] (4.4.27)
0

lij—lj—1

v+ i :
{Cl;]-j’t > (cos 6]-)} sin ™! 0,;d0;, onde j =2, ..., k;
usando a seguinte substituicao

y = cos 0}, (4.4.28)

dy = —sin;df; = df; = —sin"" 0;dy
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a integral torna-se:

! i1 - yisl Y1
/ 1-vy) > [ij.i?:f <y)} (1—y?) (4.4.29)

ou ainda

1 ) ‘
% lj_1+l;-_1+A—1 —% lj—1+% 1971+%
/ (1 B y2) | Y [Czj_zj,l (y)] [Cz;.z (y)} dy. (4.4.30)

1 i1
Para usarmos a propriedade da Eq. (4.4.20)) temos que garantir a seguinte igualdade:

J—1 J—1
Oé:lj_l—i‘T:l},l"’Ta

implicando que o nimeros caracteristicos anteriores sejam
.

Dessa forma se ;1 =1’ ; e j =k com [} # [}, entdo

1
L5511 lLi+551 lio1+551
/ (1—?) G W] e W] dy = (4.4.31)

1

Portanto concluimos que:

SN W':W'Y/dT = /‘M/lj,lz ..... In 150950 N ¥,y (4432)

mostrando a ortogonalidade do harmonicos hiperesféricos.
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Apresentacao grafica dos harmonicos

hiperesféricos em S°.

Obtivemos anteriormente os harmonicos hiperesféricos para o SV, com a virtude
de comparacao entre os harmonicos esféricos usuais no S?, que sao apresentados grafica-
mente em diversos materiais, como por exemplo a [13], realizamos algumas ilustragoes dos
resultados para o caso dos harmoénicos hiperesféricos no S3apresentado-os graficamente.
Enfatizamos que nao é possivel apresentar um objeto quadridimensional, mas é possivel
fazer projecoes do objeto em hiperplanos tridimensionais, obtendo resultados andlogos aos
harmonicos esféricos usuais.

A partir da Eq. , obtemos a seguinte expressao dos harmonicos para o caso
S3(N = 3):

I1+3

Wistais (05,02, 61) = Diy g% sin® (63) |11 (cos )| (5.0.1)

Ip+1

sin’? (65) Ch, (00893)},

com

3
Is =Y nj, (5.0.2)
j=1
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onde:

ll =Ny, (503)
l2:n1+n2:>n2:l2—ll,

ls=n1+ny+ng =13+l -1l +ng=1+n3=n3 =103l

Substituindo na solugao ([5.0.1)):

. . 1 +l
VI/ZIJQ:ZS (03’ 92) 81) - Dl1112,l36Z1191 Slnll (QQ) Clzl—l21 (COS 02)] (504)
sin (65) [0;3232 (cos 03)}
para
I3 > 1y > 1. (5.0.5)
Por conveniéncia fazemos:
Dll,lQ,la =1 (506)
Utilizamos a seguinte parametrizacao para as projecoes:
T4 = 1rCos b,
3 = 1r8in 3 cos O,
X = 1 8in #3sin 0, cos 01,
1 = rsin f3sin 6, sin 04,
91 S (0,27’(’) e 92,63 S (O,ﬂ') )
fixamos um valor para 2 dos angulos.
Realizamos 2 projecoes diferentes, sendo elas:
1°: hiperplano (z1, 2, z4):
Nesse hiperplano tomamos ¢, = 7 e fixamos os seguintes valores para o nimero

caracteristico I3 = 3,2, 1; as representacoes sao apresentadas nas Figs.: (5.1)), (5.2)), (5.3)),
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’ > e . Com:

s 33333333332 222221110
rb 33 332221102221101100
L 32102101002101O001O0°00

Para os seguintes casos:
Is 33 3 3 2 21

lb 33 21211 (5.0.7)
L 2010100

W3 é nula, o motivo foi observado analisando o polinomio de Gegenbauer da Eq. (/5.0.1])

com dependéncia 5, onde definimos:
y = cos by, (5.0.8)

1+3 .
fazendo com que C),_; (cosfy) torme a seguinte forma:

el (=2)" TS+ )T (L + 1+ 1) oy g d27h .
’ = 1-— (A a— T .0.
G Th s oy o g ()] 609)

Aplicamos os valores de Iy e [; mostrados na lista (5.0.7]) e verificamos os termos que
aparecem com as derivadas da Eq. (5.0.9), para:

lg = 3 (§] ll = 2:
d
dy [(1 - y2)3] = —6y (1-¢?)°, (5.0.10)
lQ = 3 (§] ll = 02
d’ 2)3 2 2
d—y;)[(l—y)}zy(??(l—y)—ﬁlééy), (5.0.11)
l2 =2e ll =1:
% (1-9")" =4y (1—y?), (5.0.12)
l2 =1le ll =0:
d%(l — ) = —2y; (5.0.13)

como definimos 0 = 5 a Eq. (5.0.8)) é nula, implicando em:

y =0,
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assim as derivadas (5.0.11)), (5.0.12)) e (5.0.13)) também sao nulas.

2% hiperplano (z3, 3, T4):

Para esse hiperplano, tomamos ¢, = 7 as Figs.: (5.8)), (5.9), (5.10)), (5.11)), (5.12]),
(.13), (5.14), (5.15), (5.16) e (5.17)), sdo as representagoes graficas dos harmonicos hipe-

resféricos para fixando I3 = 3,2, 1.

I3 33333333332 222221110
b 33332221102221101100
L, 32102101002101001000

Observe que para 3 = 7 projetamos o caso dos harmonicos esféricos usuais.

CAPITULO 5. APRESENTACAO GRAFICA DOS HARMONICOS 72
HIPERESFERICOS EM S2.



Obtencao dos Harmonicos Hiperesféricos em N Dimensoes

~1.0 l\ /
\\ | _~
\\ l\ /
N

(a)13:0,l2:06l1:0 (b)lgzl,lgz()ell:()

Figura 5.1: Projecao dos harmonicos hiperesféricos no hiperplano (xy, z9, 24) com: I3 = 0,
lgz()ellz(); l3:1,l2:0el1:0.

(a)l3:1,l2:16l1:1 (b)l3:2,l2:0€l1:0

Figura 5.2: Projecao dos harmonicos hiperesféricos no hiperplano (x1, zs, z4) com: I3 = 1,
lgzlellzl;l3:2,l2:Oel1:0.
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(a)13:2,12:1e11:1 (b)l3:2,l2:2€l1:0

Figura 5.3: Projecao dos harmonicos hiperesféricos no hiperplano (x1, z9, z4) com: I3 = 2,
12:1,611:1;1322,12:2,611:0.

(a)13:2,l2=2el1:2 (b)13:3,l2:0€l1:0

Figura 5.4: Projecao dos harmonicos hiperesféricos no hiperplano (x1, z2, z4) com: I3 = 2,
l2:2,el1:2, l3:3; lgzOelle.
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(3)13:3,12:1611:1 (b)13:3,12:26l1=0

Figura 5.5: Projecao dos harmonicos hiperesféricos no hiperplano (x1, z2, z4) com: I3 = 3,
12:1,ellzl;l3:3,l2:2,e11:0.

(a)13:3,l2:2eh:2 (b)13:3,l2:3el1:1

Figura 5.6: Projegao dos harmonicos hiperesféricos no hiperplano (x1, e, z4) com: I3 = 3,
l2:2,el1:2; l3:3, l2:3,el1:1.

CAPITULO 5. APRESENTACAO GRAFICA DOS HARMONICOS 75
HIPERESFERICOS EM S°.



Obtencao dos Harmonicos Hiperesféricos em N Dimensoes

(a) 132371223911:3

Figura 5.7: Projecao dos harmonicos hiperesféricos no hiperplano (x1, z9, 24) com: I3 = 3,
lb=3,el; =3;

(a)lgzo,lgz()ellzo (b)l3:1,1220e11:0

Figura 5.8: Projecao dos harmonicos hiperesféricos no hiperplano (xy, z3, z4) com: I3 = 0,
52:0,611:0; 13:1, lzzOeh:O.
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(a)lgzl,lgzlellzo (b)lgzl,lgzleh:l

Figura 5.9: Projecao dos harmonicos hiperesféricos no hiperplano (xy, z3, z4) com: I3 = 1,
l2=1,611:0513:1,12:1,811:1

(a)13=2,12:0e11:0 (b)13:2,12:16l120

Figura 5.10: Projecao dos harmonicos hiperesféricos no hiperplano (z1, x3, z4) com: I3 = 2,
12:0,61120; 1322, 12:1€l1:0.
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(a)13=2,12=1e11=1 (b)13=2,12:2611:0

Figura 5.11: Projecao dos harmonicos hiperesféricos no hiperplano (zq, x3, z4) com: I3 = 2,
l2=1,el1:1;l3:2,l2=2,el1=1.

(3)1322,12:2611:1 (b)13:2,l2:2611:2

Figura 5.12: Projecao dos harmonicos hiperesféricos no hiperplano (x1, x3, z4) com: I3 = 2,
l2:2,el1:1;13:2,12:2,el1:2.
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(a)13:3,1220e11:0 (b)lg=3,12:1611:0

Figura 5.13: Projecao dos harmonicos hiperesféricos no hiperplano (z1, x3, z4) com: I3 = 3,
12:0,61120, 1323, 12:1€l1:0.

(a)l3:3,12:1e11:1 (b)lg=3,12:2611:0

Figura 5.14: Projecao dos harmonicos hiperesféricos no hiperplano (z1, z3, z4) com: I3 = 3,
1221,611:1;1323,12:2,611:0.
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(a)l3:3,12:2e11:1 (b)l3=3,l2:2611:2

Figura 5.15: Projecao dos harmonicos hiperesféricos no hiperplano (z1, x3, z4) com: I3 = 3,
1222,611:1;1323,12:2,611:2.

(a)13:3,12:3eh:0 (b)13:3,l2:3el1:1

Figura 5.16: Projegao dos harmoénicos hiperesféricos no hiperplano (xy, 3, z4) com: I3 = 3,
l2:3,el1:0; l3:3, l2:3el1:1.
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(a)l3=3,l2:3el1:2 (b)13:3,l2:3el1:3

Figura 5.17: Projecao dos harmonicos hiperesféricos no hiperplano (z1, x3, z4) com: I3 = 3,
l2:3,e11:2; 1323, 12:3,611:3.
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Capitulo 6

Conclusao

Neste projeto construimos os harmonicos hiperesféricos em N dimensoes. Foram
apresentados trés métodos de obtencao da equacao de Laplace em 4 dimensoes nas coorde-
nadas hiperesféricas: a transformacao de coordenadas, os operadores diferenciais vetoriais
em coordenadas curvilineares e o operador de Laplace-Beltrami na forma covariante. No
caso para dimensao arbitraria (N dimensdes), utilizamos o operador de Laplace-Beltrami
covariante com a métrica da geometria esférica. Para resolver a equagao de Laplace foi
usado o métodos de separacao de varidveis. As equacOes ordinarias para cada varidvel
foram reduzidas a uma forma da equacao de Schrodinger com o potencial simétrico de
Poschl-Teller. As solugoes das equagoes ordindrias foram obtidas na forma de produto
das solugoes da equacao de Schrodinger com um fator funcional determinado no processo
de solucao, tais solugoes foram expressas em termos dos polinomios de Gegenbauer. O
produto das solugoes das equagoes ordindrias apresenta os harmonicos hiperesféricos em
N dimensoes. Aproveitando as propriedades dos polinomios de Gegenbauer, foi demons-
trada a ortogonalidade dos harmonicos hiperesféricos construidos e determinado o fator
de normalizagao. Os harmonicos hiperesféricos construidos no projeto coincidem com
aqueles obtidos em outros trabalhos a menos de um fator de normalizacao, confirmando
o método desenvolvido neste trabalho. Para uma ilustracao dos resultados do projeto
apresentamos as imagens dos harmonicos hiperesféricos em 4 dimensoes, para os primei-
ros valores dos niimeros caracteristicos. Para visualizar os objetos quadridimensionais no
espaco tridimensional efetuamos as projecoes deles nos hiperplanos tridimensionais.

A abordagem usada neste projeto nao envolve a teoria dos polindomios harmonicos,

teoria de representagao de grupo ou a teoria de momento angular generalizado que sao
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geralmente utilizados na obtengao dos harmonicos hiperesféricos em N dimensoes.
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Capitulo 7

Sugestoes para trabalhos futuros

No trabalho [I4] os harmonicos esféricos em 3 dimensdes sao obtidos sem deriva-
das. O método utilizado baseia-se nos operadores de componentes do momento angular
(L, L, e L,) e os operadores de levantamento de abaixamento para o momento angular
(L4), denotando os harmonicos na notagao de Dirac da mecanica quantica, em seguida é
introduzido o operador exponencial de desemaranhamento mostrando sua relagao com a
algebra de Lie; por fim verifica-se que o método reproduz o mesmo resultado dos métodos
convencionais. Ao facilitar a obtencao das matrizes de rotacao e estender o entendimento
dos operadores da mecanica quantica o método traz uma abordagem mais didatica com-
parados aos métodos convencionais. Na opiniao dos autores do trabalho, apesar de que
esta abordagem j4a era conhecida desde 1970, a conexao com os harmonicos esféricos nao
foi indicada por outros autores. Esperamos que o método descrito no trabalho [14] possa
ser estendida para o caso de dimensoes mais altas que é o interesse principal do nosso

trabalho.



Referéncias Bibliograficas

1]

8]
[9]

[10]

C. Efthimiou, Christopher Frye, Spherical Harmonics in p Dimensions, World Scien-
tific, (2012); ArXiv: 1205.3548 .

N. J. Vilenke, Translations of Mathematical Monographs-Spherical Functions and the
Theory of Group Representations, v. 22, (American mathematical society providence,

rhode island, 1968).

M. A. Rubin, C. R. Ordones, Eigenvalues and degeneracies for n-dimensional tensor

spherical harmonics, J. Math. Phys. 25, 2888 (1984).

A. Chodos, E. Myers, Gravitational contribution to the Casimir energy in Kaluza-

Klein theories, Ann. Phys. 156, 412 (1984).

B. Ratra, Restoration of spontaneously broken continuous symmetris in de Sitter

spacetime, Phys. Rev. D. 31, 1931 (1985).

H. Bateman, A. Erdélyi, Higher transcendental functions, v. 11 (McGraw-Hill Book
Co., 1953).

J. S. Avery, Harmonic polynomials, hyperspherical harmonics, and atomic spectra,

J. Comp. Appl. Math. 233, 1366 (2010).

V.A. Fock, Z. Physik., 98 145, 1935

O. Goscinski, Adv. Quantum Chem., 41 51-85, 2003.

S. Fliigle, Pratical Quantum Mechanics, Springer (1994).

M. Abramowitz, I. A. Stegun, Handbook of Mathematical Functions with Formulas,
Graphs, and Mathematical Tables, United States Department of Commerce, National
Bureau of Standards, Applied Mathematics Series - 55, Chapter 22 (1972)



Obtencao dos Harmonicos Hiperesféricos em N Dimensoes

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]
[21]

22]

[23]

S. Gallot, D. Hulin, J. Lafontaine, Riemannian Geometry, Springer, 3 ed. (2004).

R. Eisberg, R. Resnick, Fisica Quantica Atomos, Moléculas, Sélidos, Ntcleos e Par-

ticulas, CAMPUS, 2¢ Edigao, (1985).

M. Weitzman, J. K. Freericks, Calculating spherical harmonics without derivatives,

Condensed Matter Physics; ArXiv: 1805.12125v2, (27 de setembro de 2018).

J. D. Louck, Theory of angular momentum in N-dimensional space, Los Alamos

Scientific Laboratory, New Mexico, University of California (1960).

A. Higuchi, Symmetric tensor spherical harmonics on the N-sphere and their appli-

cation to the de Sitter group SO (N,1), J. Math. Phys. 28, 1553 (1987).

I. S. Gradshtein, I. W. Ryzhik, Table of Integrals, Series and Products (Academic
Press, New York, 1994).

S. Flugge, Practical quantum mechanics (Springer-Verlag, Berlin, 1999).

A. Higuchi, Symmetric tensor spherical harmonics on the N-sphere and their appli-

cation to the de Sitter group SO (N,1), J. Math. Phys. 28, 1553 (1987).
V. Iério , EDP - Um Curso de Graduagao, SBM (2012).
Osmar S. Silva Jr., Métodos de Fisica Teorica II (2010).

R. F. Afonso, Um Estudo do Comportamento dos Zeros dos Polinomios de Gegen-
bauer, Dissertacao de Mestrado em Matematica, Universidade Federal de Uberlandia

- MG (2016)

P.K. Suetin, Ultraspherical polynomials, in Hazewinkel, Michiel, Encyclopedia of
Mathematics, Springer, I (2001).

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 36



	Resumo
	Abstract
	Agradecimentos
	Lista de Figuras
	Introdução
	Obtenção do Laplaciano em coordenadas hiperésfericas na esfera em 4 dimensões.
	Transformação de coordenadas.
	Uso dos operadores diferenciais vetoriais em coordenadas curvilineares.
	Uso do operador de Laplace-Beltrami.
	Separação de variáveis em 3 dimensões.

	Obtenção do Laplaciano em coordenadas hiperesféricas na esfera em N+1 dimensões.
	Solução da Equação de Laplace em N dimensões.
	Separação de variáveis
	O problema de Pöschl-Teller.
	Soluções das equações diferenciais ordinárias.
	Normalização e Ortogonalidade.

	Apresentação gráfica dos harmônicos hiperesféricos em S3.
	Conclusão
	Sugestões para trabalhos futuros

