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Resumo

Este trabalho trata do estudo sobre o hamiltoniano de Dirac unidimensional no
intervalo finito. Foi aplicado a teoria de von Neumann de extensoes auto-adjuntas de
operadores simétricos para determinar a existéncia de uma familia quadri-paramétrica
de extensoes auto-adjuntas dos hamiltonianos de Dirac. Foi utilizado o formalismo AIM
(Asorey, Ibort, Marmo) para determinar a forma explicita das condigoes de contorno e a
construcao da familia dos hamiltonianos auto-adjuntos. Usando essas condicoes de con-
torno foi obtida a equacao que define o espectro de energia da particula e a forma explicita
das autofuncgoes para todos os membros da familia quadri-paramétrica. Foi discutida a
especificidade do problema que consiste na existéncia de estados com energia menor do
que a energia de repouso, "edge states”. Foi demonstrado graficamente a dependéncia
da energia dos "edge states” para algumas classes bi-paramétricas da familia. Para os
conjuntos das autofungoes dos hamiltonianos da familia quadri-paramétrica foi demons-
trada de forma explicita a relacao de ortogonalidade e apresentado o esquema de prova
da completeza dos conjuntos das autofuncoes.

Palavras-chave: Hamiltoniano de Dirac. Condigoes de contorno auto-adjuntas.

Espectro. Completeza.
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Abstract

This work deals with the study of the one-dimensional Dirac Hamiltonian in a
finite interval. Was applied von Neumann theory of self-adjoint extensions of symmetric
operators to determine the existence of a four-parametric self-adjoint family of Dirac
hamiltonians. For the construction of the self-adjoint hamiltonians of this family, was
applied the AIM (Asorey, Ibort, Marmo) formalism where we explicitly determine the
form of the boundary conditions. Using these boundary conditions we obtain the equation
that defines the particle energy spectrum and the explicit form of the eigenfunctions for all
the members of the four-parametric family. Was discussed the peculiarities of the problem
that consists in the existence of the states with energy less than rest energy, edge states.
Was graphically demonstrated the dependence of the energy of edge states for some bi-
parametric classes of the family. For the sets of the eigenfunctions of the four-parametric
family of hamiltonians, the orthogonality relationship was explicitly demonstrated and
the scheme of the proof of completeness of the sets of the eigenfunctions was presented.

Keywords: Dirac Hamiltonian. Self-adjoint boundary conditions. Spectrum. Com-

pleteness.
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Capitulo 1

Introducao

O desenvolvimento do formalismo da mecanica quantica pode ser colocado entre
os anos de 1923 a 1927 pelos trabalhos de Werner Heisenberg e Max Born que propu-
seram inicialmente uma formulagao matricial. Erwin Schroédinger propos o formalismo
da mecanica ondulatéria e indicou que de fato essas duas formulagoes eram equivalen-
tes. Ambas podem ser associadas por uma formulagao mais geral da mecanica quantica
que foi proposta no ano de 1930 por Dirac. Para um estudo mais detalhado da origem
histérica e o desenvolvimento da teoria quantica, indicamos consultar a Ref. [I]. John
von Neumann estabeleceu a teoria de operadores lineares no espaco de Hilbert [2] que é a
descricao matematica rigorosa do formalismo de Dirac.

Por meio de diferentes tratamentos para construir a descricao quantica de siste-
mas fisicos e a obtengao de uma interpretacao adequada, a descri¢ao do sistema quantico
em termos de operadores geralmente é a ferramenta principal. No espaco de Hilbert os
operadores auto-adjuntos que descrevem observaveis possuem autovalores reais e as auto-
funcgoes associadas a autovalores distintos sao ortogonais e formam um conjunto completo.
Essas propriedades para quaisquer observaveis nos fornecem uma fundamentacao para a
interpretacao probabilistica da teoria quantica. No caso da dimensao finita, os operadores
lineares sao sempre limitados. Contudo, para aplicacoes na mecanica quantica, é neces-
sario estudar operadores lineares que nao sao definidos em todo o espago de Hilbert, mas
sim em um dominio especifico, o que sé se torna possivel no caso da dimensao infinita. Um
mesmo operador linear aplicado em diferentes dominios determinam propriedades cruci-
almente diferentes e com a escolha apropriada do dominio a fisica de um determinado

problema quantico em questao fica bem estabelecida. Quando estamos trabalhando com
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operadores nao limitados, é exigido que o dominio de tal operador seja denso no espaco
e de maneira usual encontrada na literatura, tais operadores recebem o nome especial de
operadores densamente definidos, Ref. [3].

Sabemos que a estruturacao e discussao de um determinado sistema fisico, em es-
pecial um sistema quantico, requer uma analise detalhada das suas condicoes de contorno
que sao impostas ao sistema. Tais condi¢oes de contorno usualmente sao impostas pelo
dominio onde esta definido o operador linear que esteja associado a uma determinada
quantidade fisica. Dependendo da escolha das condigoes de contorno, os resultados das
quantidades fisicas mensuraveis se alteram devido a variagao no espectro de energia. Con-
digoes de contorno apropriadas nos dizem se um conjunto de autofuncgoes constituem um
conjunto é completo ou nao. Por exemplo, quando estamos interessados em expandir um
determinado sistema quantico em um tempo inicial na base de autofuncoes obtidas em
termos das condi¢oes de contorno do sistema, esse tipo de expansao ¢ importante pois
permite obter determinada probabilidade em produzir uma certa medida. A definicao do
operador auto-adjunto que descreve um observavel inclui a formulacao das condigoes de
contorno.

Abordamos a seguir, alguns modelos fisicos do ponto de vista da aplicagao da teo-
ria de operadores auto-adjuntos descritos na literatura e que nos serviram de motivacao.
O problema de Calogero, descrito nos trabalhos [4], [5], [6], é um problema quantico re-
lacionado a uma particula se movendo em uma dimensao sob a influéncia do potencial
V(z) = axz™?, com uma singularidade na origem. O estudo desse tipo de potencial pode
ser divido em dois casos: quando o > 0 que corresponde a um potencial de repulsao, e o
caso em que « < 0 que corresponde a um potencial de atragao. Com o objetivo de des-
crever esse sistema e outros com potenciais singulares nestes trabalhos, foram discutidas
inconsisténcias em relacao ao parametro « particulares ao tratamento quantico usual. A
fim de solucionar tais inconsisténcias, foi necessario recorrer a um tratamento matematico
mais rigoroso, por exemplo, na Ref. [7], o estudo foi restringido ao caso do movimento
no semi eixo R, os autores estudaram todas possiveis extensoes auto-adjuntas, isto é,
hamiltonianos auto-adjuntos associados ao hamiltoniano de Calogero. Os autores obser-
varam uma quebra espontanea de simetria-escala associadas as extensoes auto-adjuntas e
também foi apresentada uma anédlise espectral completa dos hamiltonianos auto-adjuntos.

Outro exemplo deste contexto da equacao de Schrodinger sujeita ao potencial



3

V(z) = gua=! + goz™2, z € R, singular na origem. O estudo desse potencial tem co-
nexao com diferentes problemas fisicos, por exemplo, para o caso onde go > 0 este tipo de
potencial é usado para descrever a estrutura e energia molecular e as diferentes interagoes
entre as moléculas, e recebe o nome especial de potencial de Kratzer, veja por exemplo, a
Ref. [§]. No caso em que g; > 0, go > 0, este potencial descreve efeitos de tunelamento,
dispersao de particulas carregadas e em particular, fluorescéncia e ionizacao molecular e
recebe o nome de potencial de Kratzer inverso, como podemos ver nas Refs. [9], [10].
Ambos os casos foram separados em classes na Ref. [7], onde foram estudadas as possi-
vels extensoes auto-adjuntas dos operadores associados e em cada classe foi determinada
a equacao do espectro de energia e que em ambas as classes as autofungoes associadas
formavam um sistema ortonormal completo no espaco de Hilbert apropriado.

O potencial do tipo V(z) = *[g1sin"?(cz) + gocos 2(cx)], = € [0,7/2c], ficou
conhecido como potencial de Poschl-Teller, introduzido pela Ref. [11], onde esse tipo de
potencial recebeu destaque no estudo do modelo de vibracao de um sistema molecular
e foi capaz de descrever efeitos anarmonicos em processos de dissociacao. Neste caso,
utilizando a teoria de von Neumann, Gitman [7] foi capaz de separar os casos em classes e
subclasses de extensoes auto-adjuntas variando o intervalo do coeficiente go, considerando
¢ > 0, tal que quando ¢; < i o espectro de energia da extensao associada coincidia com
o problema de Calogero para o = ¢g;. Além disso, foi notado que para quaisquer valores
de g1 e g9 o limite de energias positivamente altas de forma assintotica coincidia com o

1

espectro de energia de uma particula livre nao relativistica de massa m = 5 em um pogo

quadrado infinito de comprimento [ = .

Outro tipo de potencial dado por V(z) = 4c¢?[g; tan(h®cx) + go tan(hez)], © € R,
introduzido pela Ref. [12], ficou conhecido como potencial de Rosen-Morse e é aplicado
na explicacao dos niveis de energia vibracionais observados em moléculas poliatomicas.
Sem perda de generalidade na Ref. [7] foi considerado o caso em que go > 0 e ¢ > 0,
e através da teoria de von Neumann, foi possivel mostrar que o espectro de energia era
simples quando E < 4c¢*(g; + go) e duplamente degenerado quando E? > 4¢?(g, + go).

Para descrever efeitos envolvendo todos os tipos fendmenos do tipo penetracao de
barreira, tunelamento, permeabilidade de barreira molecular, na Ref. [13] foi introduz o

potencial de Eckhart, dado por V (z) = 4c?[g; coth®(cz)+go coth(cz)], = € Ry. Aplicando

a teoria de von Neumann a Ref. [7], considerou sem perda de generalidade o caso em que
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¢ > 0, e com isso foi descrito classes de extensoes auto-adjuntas para diferentes valores
de g1, e observaram que para altas energias negativas, o espectro de energia coincidia de
forma assintética com o espectro obtido pelo modelo de Calogero quando a = g;.

Considerando o problema quantico de uma particula de Dirac relativistica se mo-
vendo sob influéncia do campo coulombiano de uma carga pontual Ze, pode ser visto na
Ref. [14] que a descri¢ao desse sistema nao existe para valores de cargas excedendo a cha-
mada carga critica Z < Z. = o~ = 137. Nos trabalhos [15], [16], [I7] a equagao de Dirac
com campo de Coulomb para Z > Z. foi considerada inconsistente e sem significado fisico.
Baseando-se nos métodos da teoria de extensoes auto-adjuntas de operadores simétricos
e 0 método de Krein de "guiding functionals”, na Ref. [I8] foi mostrado que do ponto
de vista matematico a definicao de operadores de Dirac auto-adjuntos para um valor de
7 arbitrdrio ndo apresentava problemas. Contudo, para Z > Z, = (v/3/2)a™! ~ 118
existe uma caracteristica especifica das cargas supercriticas devido a nao unicidade dos
hamiltonianos de Dirac auto-adjuntos, e existe uma familia de extensoes auto adjuntas
parametrizadas por um nimero finito de parametros extras e especificado por condigoes
de contorno adicionais na origem. A existéncia desses parametros é uma manifestagao
da possibilidade da situacao fisica nao trivial na vizinhanca de cargas super criticas. Um
espectro real e um conjunto completo de autofungoes pode ser determinado para cada ha-
miltoniano, tal que a mecanica quantica relativistica para o elétron no campo coulombiano
super critico pode ser cronstruida.

Outro fendémeno fisico que necessita o envolvimento da teoria de operadores auto-
adjuntos é o efeito de Aharonov-Bohm (AB). O efeito AB revela um status peculiar de
potenciais eletromagnéticos na teoria quantica, descrito nas Refs. [19], [20], [21I]. Uma
dispersao de particulas nao trivial pelo campo AB foi interpretada como a capacidade de
uma particula quantica “sentir” o potencial vetorial do campo eletromagnético por causa
do potencial vetorial do campo AB nao se anular fora do solenoide. Uma divisao dos
niveis de Landau em uma superposicao do campo AB e um campo magnético uniforme
paralelo fornece exemplo do efeito AB para estados ligados. Essa superposicao é chamada
de campo magnético-solenoidal. A equacao de Dirac com o campo magnético-solenoidal e
descrigao do hamiltoniano de Dirac com esse campo foi discutido nos trabalhos [22], [23],
[24], [25] com o uso da teoria de operadores auto-adjuntos. No trabalho [26], utilizando a

teoria de von Neumann de extensoes auto-adjuntas de operadores simétricos e o método de



5

Krein para "guiding functionals”, foram estudados todos os hamiltonianos auto-adjuntos
de Schriédinger e Dirac, ambos com um campo puro de AB e um campo magnético-
solenoidal. Para esses hamiltonianos foi feita a analise espectral completa que incluiu o
espectro, a decomposicao espectral e formulas de inversao. A descricao do problema no
idioma portugués pode ser encontrada na Ref. [27]. Na descrigao dos problemas da fisica
planar e no efeito Hall quantico, veja por exemplo as Refs. [28], [29], [30], é utilizado a
superposicao dos campos magnéticos e AB.

Essa monografia tem como ponto de referéncia principal o problema da particula
de Dirac "livre” em uma caixa unidimensional [31] . Neste trabalho foi obtida uma familia
quadri-paramétrica de extensoes auto-adjuntas do hamiltoniano de Dirac com o uso da
teoria de von Neumann e em seguida foram estabelecidas as condi¢oes de contorno para as
fungoes dos dominios dos hamiltonianos. Também foi considerado o limite nao relativistico
onde os autores obtiveram trés familias de extensoes para o hamiltoniano ”livre” nao
relativistico.

Descrevemos os metodos de construcao de operadores auto-adjuntos que sao prin-
cipalmente aplicados nos problemas fisicos. Teoria de von Neumann de extensoes auto-
adjuntas de operadores simétricos. A descricao desse método pode ser encontrada nos
livros [32], [33], [34]. No idioma portugués e de forma mais pedagdgica pode ser encon-
trado na Ref. [3]. Na linguagem mais moderna o método é descrito na Ref. [7]. Outro
método recebeu o nome na literatura de formalismo AIM em alusao aos autores Asorey,
Ibort, Marmo, Ref. [38]. Esse método é elaborado para os operadores de Laplace-Beltrami
na variedade Riemaniana n-dimensional com suporte compacto e fronteira suave, sob a
acao de um potencial. Para o caso do hamiltoniano de Dirac o formalismo AIM também
¢ elaborado e pode ser encontrado na Ref. [39]. Outro método para a construcao de
operadores auto-adjuntos é o método da forma de assimetria. Esse método é descrito na
Ref. [7] no Cap. 4, Se¢. 7. O método é baseado a partir de um operador simétrico a
partir do qual se determina o adjunto associado e entao de forma recursiva o operador
auto-adjunto é determinado pela coincidéncia dos dominios dos operadores.

Uma propriedade dos operadores auto-adjuntos é a completeza do conjunto das
suas autofungoes. A prova da completeza dos operadores auto-adjuntos é um problema
bastante dificil e atualmente nao existe um método comum que pode ser utilizado para

qualquer operador auto-adjunto. Para cada operador deve ser elaborado o proprio método.
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O método da prova de completeza que foi aplicado nos modelos descritos nos paragrafos
anteriores é o método de Krein de "guiding functionals” que é descrito na Ref. [7], Cap.
5, Se¢. 3. Existem outros métodos da prova de completeza apresentados nas Refs. [33],
[35], [36], [37]. O método descrito nas Refs. [35], [36], pode ser apropriadamente aplicado
para o operador de Schrodinger unidimensional no intervalo finito com as condigoes de
contorno separadas. Na Ref. [40] é apresentado um método que pode ser aplicado para o
operador de Schrodinger no intervalo finito com as condigoes de contorno nao separadas
e indicado o esquema da prova da completeza do conjunto de autofuncoes da equacao de
Dirac. Esta metodologia para a equagao de Dirac serd utilizada na monografia.

Na monografia, discutimos o hamiltoniano de Dirac unidimensional no intervalo fi-
nito e revisamos os resultados do trabalho [31]. Apresentamos explicitamente, utilizando
a teoria de von Neumann, que existe uma familia quadri-paramétrica de extensoes auto-
adjuntas do hamiltoniano de Dirac unidimensional no intervalo finito. Para construir os
hamiltonianos auto-adjuntos da familia quadri-paramétrica iremos aplicar o formalismo
AIM para o caso spinorial desenvolvido no trabalho [39] e formulamos explicitamente as
condigoes de contorno para as func¢oes dos dominios. O resultado obtido é comparado
com o resultado do trabalho [31]. A partir das condigoes de contorno auto-adjuntas, en-
contramos a equacao que define o espectro de energia da particula e a forma explicita
das autofuncoes para todos os membros da familia quadri-paramétrica. E descrita as pro-
priedades especificas dos espectros e discutida a especificidade do problema que consiste
na existéncia dos estados com energia menor da energia de repouso: 0 < E < mc?. E
demonstrada graficamente a dependéncia da energia dos parametros da familia quadri-
paramétrica para algumas classes bi-paramétricos da familia. Para esses estados com
energia menor do que a energia de repouso foi determinada a densidade de probabilidade
e demonstrado graficamente o comportamento das particulas nesses estados denominados
"edge states”. E demonstada explicitamente a ortogonalidade das autofuncoes dos hamil-
tonianos da familia. Finalmente é apresentada o esquema da completeza dos conjuntos

das autofuncoes dos hamiltonianos da familia.



Capitulo 2

Operadores Lineares no Espaco de

Hilbert

Neste capitulo, vamos abordar alguns resultados e propriedades basicas de opera-
dores lineares no espaco de Hilbert, que serao relevantes para os propositos neste trabalho.
Para descrever este assunto utilizamos os textos das Refs. [3], [7], para um aprofunda-
mento mais detalhado de diversos conceitos e resultados que serao utilizados no decorrer

do capitulo.

2.1 Espaco de Hilbert

Definicao 2.1.1. Um espacgo de Hilbert H é um espaco linear sobre um corpo K munido
de produto interno (-,-) tal que H € completo com respeito a norma || - || = /()

induzida pelo produto interno.

Como um dos postulados da mecanica quantica, um sistema quantico é descrito por
um espago de Hilbert complexo, ou seja, quando K = C. Um produto interno complexo
em H, é um mapa linear (-,-): H x H — C que satisfaz as seguintes propriedades para

todo p, ¥y, Wy € He z € C:

(i) (@, ) = (Y, p) (conjugado simétrico)
(i) (g, zth1+v2) = 2(p, Y1)+ (p, ) (linearidade no segundo argumento)
(iii) (p,0) > 0e{p, @) =0< p = 0y. (positivo definido)
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Além disso, H é um espaco métrico completo com respeito a métrica induzida pela norma
induzida pelo produto interno (-,-). Explicitamente, para cada sequéncia ¢ : N — H que

satisfaz a propriedade de Cauchy, isto é, para todo € > 0, existe um N € N tal que
[tn — ml| <€, ¥n, m >N, (2.1.1)

onde ¥, :=1(n) e ||[Y]| := / (¥, 1), entdo a sequéncia converge em H, ou seja, existe um

elemento em H, digamos 1/, onde para todo € > 0, existe um N € N tal que
[ = Ynll <€ Vn=N. (2.1.2)

Iremos trabalhar com o espaco de Hilbert de dimensao infinita. Entretanto indicamos
que em alguns textos da fisica matematica os espacos de dimensao finita também sao
chamados de espacos de Hilbert, [3].

Muitas vezes estaremos interessados em tratar sobre subespacos lineares de um

espaco de Hilbert H , isto é, subconjuntos M C H tal que
Vo, veM :Vz2eC:zp+v e M,

onde é importante destacar o fato de que enquanto todo subespago linear M C H herda
o produto interno em H ele pode falhar em ser completo em relacao ao produto interno.

Vejamos a seguir algumas nocgoes topologicas e geométricas basicas e de extrema
importancia sobre H. Uma bola aberta de centro ¢ e raio ¢, ou uma e-vizinhanga de um
ponto ¢y é definida por B.(po) := {wo € H | |l — ¢oll < €}. Um conjunto M C H é
dito limitado quando ele esta contido em alguma bola, digamos, M C B, (0) para algum
n > 0. Com posse da noc¢ao preliminar de bola, podemos caracterizarmos conjuntos

abertos e fechados em H.

Definicao 2.1.2. Seja p € M C H. Dizemos que @ € um ponto interior do conjunto
M quando, para algum € > 0, todos os pontos suficientemente proximos de p também

pertencem a M, ou, em termos de bola, tem-se que B(p;e) C M.

O interior de M, denotado por, int M é o conjunto dos pontos interiores a M.
Dizemos que o conjunto M é aberto se todos os seus pontos sao pontos interiores, ou seja,

quando M = int M.

Definicao 2.1.3. Um elemento ¢ é chamado de ponto aderente de um subconjunto M € H

se em qualquer vizinhanga de o, existe um numero infinito de pontos pertencendo a M.
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Ou de forma equivalente, um vetor @ € um ponto aderente de um conjunto M se existe
uma sequéncia {n}5°, on € M, tal que ¢ = lim ,,. Assim, o conjunto M ¢é dito fechado
n—oo

se ele contém todos os seus pontos aderentes, que é denotado por M = M.

Qualquer conjunto M C H pode ser fechado adicionando todos os seus pontos
aderentes. Chamamos essa operacao de operacao de fecho e denotamos o fecho de um
conjunto M por M. Evidentemente M C M. A igualdade é valida se M for um conjunto
fechado, e M é o menor conjunto fechado contendo M. Um conjunto M C H é dito ser
denso em H se M = H, isto é, se o seu fecho coincide com todo o espaco. O espaco de
Hilbert H ¢ dito separdvel se ele contém um subconjunto contavel denso.

Dois vetores ¢, 10 € H sao ditos ortogonais, se {(p,1) = 0, e denota-se por L.
Uma colegao {¢,} de vetores em H é chamado de conjunto ortonormal se (p;, ;) = d;,
onde 9;; ¢ o simbolo do delta de Kronecker. Se S é um conjunto ortonormal em um
espaco de Hilbert H e nenhum outro conjunto ortonormal contém S como um subconjunto
proprio, entao S é chamado de base ortonormal de H. Todo espaco de Hilbert H possui
uma base ortonormal, que pode ser finita, infinitamente contavel, ou nao contavel. Assim
como em espacos vetoriais de dimensao finita, qualquer elemento de um espaco de Hilbert
‘H, pode ser expresso como combinagao linear (possivelmente infinita) dos elementos da
base, isto é, se denotarmos S = {©., }men como sendo uma base ortonormal, onde M se

refere a um conjunto contavel, entao V¢ € H : ¢ = Z CmPrmsy COM Cry = (O, V)
meM

Definicao 2.1.4. Seja M C H um subconjunto do espaco de Hilbert H. Definimos o seu

complemento ortogonal pelo subespaco fechado
Mt ={peH|{(p,9)=0,Yp € M}. (2.1.3)

O complemento ortogonal M+ consiste de todos os vetores que sdo ortogonais a
todos os elementos de M. Para um subespaco fechado M C H sempre vale a decomposi¢ao
em soma direta ortogonal H = M @ M=*. Ou seja, qualquer vetor ¢ € H ¢é unicamente
representado por ¢ = ¢ + ¢, onde, ¢ € M, o, € M*te{p),¢1) = 0. O vetor g
usualmente chama-se projecao de ¢ em M.

O exemplo mais importante de um espaco de Hilbert de dimensao infinita para
os propésitos neste trabalho é o chamado espaco de Hilbert L2. Na Mecéanica Quantica,
denotamos o espaco de Hilbert L?(a,b) como sendo o espaco dos estados de uma particula

que se move em um intervalo finito (a, b) do eixo real.
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Definigao 2.1.5. O espaco de Hilbert L*(a,b) é o espago vetorial linear das fungies

quadrado-integrdveis no intervalo (a,b) :

12(a,b) = {(x) / dr|f(z) < oo},

munido do produto interno e norma induzida pelo produto interno definidos respectiva-

mente por

(f,q) = / ax T@)g(), |If]] = / dr | f(x)]?

onde a barra em cima de f denota a conjugacao complexa.

A norma neste espaco recebe o nome especial de norma-L? devido a completeza
desse espago induzir uma nova classe de convergéncia para conjuntos infinitos de fungoes,
chamada de convergéncia da média. Quando f(z) e g(z) convergem nesse sentido, é
convencional dizermos que f(z) é igual a g(z) "em quase todos os lugares”.

Considere um conjunto de fungoes quadrado-integraveis {1;} que s@o ortonormais

na norma-L?. Os ntimeros

= (f,vn), (2.1.4)
sao chamados coeficientes de Fourier da funcao f € L? relativo ao conjunto ortonormal
{1}, e a série

k=1
é chamada série de Fourier de f com respeito ao conjunto {¢;}.

Teorema 2.1.1. Dado qualquer conjunto de nimeros complezxos (¢;) tal que

> lel? < o0 (2.1.6)
k=1
existe uma funcdo f € L? tal que
o =(ftn) e Y lal> =111 (2.1.7)
k=1

onde {1V} € um conjunto ortonormal completo.

Demonstracao. Defina a combinagao linear de 1, por

n

fal®) =) cxthy (2.1.8)

k=1
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onde 0s ¢ sao numeros complexos arbitrarios satisfazendo a condigao (2.1.6). Entao, para
um dado inteiro p > 1, obtemos

n-+p

| frtp — Fall? = llensa®rpa + -+ + Cn+p¢n+p||2 = Z [ (2.1.9)
k=n-+1

Fagamos p = 1 e n — oco. Entao, devido a condicao (2.1.6)), segue que
| farr = ful P = lensa* = 0. (n = o0) (2.1.10)

isso nos diz que a sequéncia infinita f,, definida por (2.1.8)) sempre converge na norma-L?

para a funcdo f € L2. Resta mostrarmos que essa funcao limite f satisfaz a condicao

(2.1.7). Considere o produto interno:

(fs i) = (fos i) + (f = fus i), (2.1.11)

onde assumimos n > 1. Segue da Eq. (2.1.8) que o primeiro termo do lado direito é igual

a ¢;. O segundo termo se anula quando n — oo, uma vez que

[(f = S ¥)| <1 = full [l = 0, (n— o0) (2.1.12)

onde obviamente usamos a propriedade da convergéncia de f,, para f no sentido da média.
Além disso, o lado esquerdo da Eq. (2.1.11)) é independente de n. Consequentemente,
tomando o limite quando n — co em ambos os lados da Eq. (2.1.11]), obtemos

(fivi) =c. (2.1.13)

Ou seja, ¢; € o coeficiente de Fourier da fungao f relativa a base ;. Por hipdtese, o
conjunto {1, } é um conjunto ortonormal completo. Logo, os coeficientes de Fourier ([2.1.4)

satisfazem a identidade de Parseval:

o0

> el = [1£1”. (2.1.14)

k=1

Os resultados em ([2.1.13)) e (2.1.14)) sdo idénticos a condigao (2.1.7)), e portanto o teorema

esta provado. n

2.2 Operadores Lineares

Um operador T : Dy — H, onde Dy C ‘H é chamado dominio de 7T, é dito linear se

para todo ¢, ¥ € Dr, e para todo z € C, é valido que T(zp + ¢) = 2T + T1. Define-se
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o nucleo e a imagem de um operador linear T respectivamente por : KerT = {Tp =
0|p € Dr}, Im(T) := {T¢|¢ € Dr}. Vale ressaltar que um operador T : Dy — H é

injetivo se, e somente se, ker(T') = 0, e sobrejetivo se, e somente se Im(7") = H.

Definicao 2.2.1. Seja ‘H um espaco de Hilbert. Um operador linear T : H — H € dito

limitado se existe uma constante C' > 0 tal que
1Tl < Cllell, Ve, (2.2.1)

A menor constante M tal que a equacao acima vale, é chamada norma do operador
T e é denotada por ||T'||. O espaco de todos os operadores lineares limitados atuando em

H, é denotado por BH.

Definicao 2.2.2. Seja T : H — H um operador linear limitado em H. O operador TT,
chamado de operador adjunto de T, € definido por

(W, TTp) := (T, p), Y, p € H. (2.2.2)

Quando o operador T' =T ou, equivalentemente, se

(Y, To) = (T, ), Vib,p €H, (2.2.3)
dizemos que T € auto-adjunto.

Vejamos dois exemplos importantes sobre operadores limitados.

Exemplo 2.2.1. Seja H um espaco de Hilbert. Um operador linear limitado U € BH é

chamado de operador unitdrio se

U] = [¥[l, Vo e H, {Up,Up) = (b, ¢), VY, p €H. (2.2.4)

Exemplo 2.2.2. Seja H um espaco de Hilbert. Um operador integral T : H — H € um

operador da forma
Tf(z) = /H dt K (2, 4) £ (1) (2.2.5)

onde, K(z,t) é denominado nicleo do operador T. Se o nicleo K(x,t) é quadrado-
integrdvel entao o operador T € limitado e é denominado operador integral de Hilbert-
Schmidt. Neste caso, a norma do operador T satisfaz a desigualdade ||T|| < ||K||, onde
escolhe-se K € L*(H x H) tal que ||K|| = [}, [, dtds|K(t,s)]* < co.
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Definigao 2.2.3. Dizemos que um operador linear T : Dy — H € densamente definido
se o dominio de T', Dy, € denso em H. Em outras palavras, para todo € > 0 e para todo
Y € H eziste um ¢ € Dy tal que || — || < €. De forma equivalente, Dy = H, isto ¢,

para cada 1y € H existe uma sequéncia {C, tnen no dominio Dr cujo limite é 1.

Definicao 2.2.4. Um operador T : Dy — H densamente definido em H é dito simétrico

Se
Vi),0 € Dp: (1, To) = (T, @). (2.2.6)

Um propriedade extremamente importante sobre operadores simétricos, é que todos
os seus autovalores sao reais. Com efeito, seja ¢ € Dy com ¥ # 0, um autovetor de
um operador T densamente definido e simétrico, isto é, T = Ay, para algum nimero

complexo A, onde A\ é chamado de autovalor do operador T'. Entao, por defini¢ao

(0, TY) = (TY, ) & (¥, ) = (W, 9) & My, ¥) = M, 9) & (A= M) (¥, ) = 0.
(2.2.7)
Como 1 # 0, segue que A = \, e portanto, A é real. Outra propriedade importante sobre
operadores simétricos, é que autofungoes associados a autovalores distintos sao ortogo-
nais. De fato, considere T um operador simétrico densamente definido, e as equacgoes de

autovalores T = \p, Ty = pp, onde 1, € Dr, e u, A € R, # A. Entao, por definicao

(0, To) = (TP, 0) & (¥, pp) = A, 0) & Y, ) = AW, ) & (=)W, ) = 0.
(2.2.8)
Como por hipotese p # A, segue que (¢, p) = 0. Logo, ¥ L ¢.

Definicao 2.2.5. Seja T : Dy — H um operador densamente definido em H. O adjunto
de T, € o operador T' : Dyt — H definido por

¢ Dpi:={YpeH|IneH V(e Dr: (¥, T¢) = (n,()}.

o THep:=n.

Quando, Dyt = Dy e TT = T, dizemos que T é auto-adjunto. A coincidéncia nos
dominios Dyt e Dr € essencial, e o dominio de um operador auto-adjunto é também denso

em H.

Lema 2.2.1. Seja T : Dy — H um operador nao limitado densamente definido em H.
Entao,

Ker 7T = Im(T)". (2.2.9)
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Demonstragdo. Suponha que 1) € Ker TT. Entao, para todo ¢ = 7% € Im T temos que

(¥, ) = (¥, Tz) = (T, z) = 0. (2.2.10)

Logo, 1 € Im(T)*+. Reciprocamente, suponha que 1 € Im(7T)*. Entao, para todo ¢ € Dy
vale a identidade (1, Tp) = 0. Ou seja, 1) € Dyt e TTp = 0. Portanto, v € Ker T. ]

Observe que todo operador auto-adjunto é simétrico, mas um operador simétrico
nao é necessariamente auto-adjunto. Geralmente, nao ha dificuldade em verificar se um
operador ¢é simétrico. Por outro lado, verificar se um operador é auto-adjunto diretamente
da definicao requer a construcao do seu adjunto associado, o que nem sempre é um trabalho
simples. No entanto, como todo operador auto-adjunto é simétrico, podemos verificar
primeiro a sua propriedade de ser simétrico, e entao determinar critérios para quando
um operador simétrico é auto-adjunto, ou quando existem extensoes auto-adjuntas. Duas
complicagoes sobre extensoes de operadores é que, dado um operador simétrico ele pode

nao ter extensoes auto-adjuntas, ou ele pode ter varias diferentes extensoes auto-adjuntas.

2.3 Extensoes Auto-Adjuntas de Operadores Simé-
tricos

Em geral, pode ser dificil escrever explicitamente o dominio de um operador auto-
adjunto. Por exemplo, esse tipo de situagao surge na mecanica quantica, quando estamos
estudando o hamiltoniano de um sistema para um determinado potencial. Entao como
procedimento padrao, definimos o dominio do hamiltoniano em algum dominio denso,
como por exemplo, no caso de uma particula se movendo em um intervalo finito, assu-
mimos inicialmente o dominio sendo o dominio de fungoes suaves com suporte compacto.
Depois disso, verificamos se esse operador simétrico possui extensoes auto-adjuntas. Onde
para descrever essas extensoes auto-adjuntas de operadores simétricos, utilizaremos o for-
malismo de von Neumann em termos dos subespacos e indices de deficiéncia, que pode
ser encontrado de forma detalhada na Ref. [7], e o formalismo AIM que foi desenvolvido
na Ref. [38], que é equivalente a caracterizacdo de von Neumann, contudo é mais util
para descrever as aplicagoes fisicas por ser formulado puramente em termos dos valores

de contorno do problema.
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2.3.1 Teoria de von Neumann

Definicao 2.3.1. Seja T : Dy — H um operador simétrico densamente definido em H.

Os subespagos K+ chamados de subespacos de deficiéncia do operador T' sao definidos por
Ky := Ker(T" Fix) = Im(T" +ix)* (2.3.1)

ou equivalentemente,
Ky :={¢ € Dyt | (T Fir)tp = 0}. (2.3.2)
onde k € uma constante arbitrdria positiva necessdria por razoes dimensionais. As di-

mensoes dos subespacos de deficiéncia,
ny = dim(K1) (2.3.3)

recebem o nome especial de indices de deficiéncia do operadorT. Os indices de deficiéncia

podem ser numeros inteiros arbitrdrios e possivelmente até podem ser infinitos.

Para caracterizar e construir precisamente quais condigoes um operador simétrico
deve possuir para admitir extensoes auto-adjuntas, surge entao o teorema de von Neu-

mann, ou também chamado de teorema principal de acordo com a Ref. [7].

Teorema 2.3.1. Considere T : Dy — H um operador simétrico densamente definido em
H, e adjunto associado TT : Dyt — H, T C TT. Entdo, o operador T possui extensoes
auto-adjuntas Ty = T(T], T C Ty se, e somente se seus subespacos de deficiencia associados
K+ sao isomorfos, ou se, e somente se seus indices de deficiéncia sao iguais n4 = n.

Se o0s subespacos de deficiéncia sdo triviais, isto €, se ambos os indices de deficiéncia sdo
1quais a zero, ny = 0, o operador T € essencialmente auto-adjunto, e sua unica exrtensao
auto-adjunta € o seu fecho T = (T, que coincide com sew adjunto, T = (T)F = T1.

Se os subespacos de deficiéncia sao nao triviais, isto €, se os indices de deficiéncia sao
diferentes de zero, no =mn # 0, entdo existe uma familia n*- paramétrica {Ty} de exten-
soes auto-adjuntas que € a variedade U(n), um grupo unitdrio.

Cada extensao auto-adjunta Ty é determinada por um operador unitdario U : Ko — K_

de um dos subespacos de deficiéncia no outro e é dado por
Dr, ={v+ ([ +U)p|v €Dy, oKy, UpeK_} (2.3.4)
onde Dy ¢ o dominio do fecho T, e

Tu(b+ (I +U)p) =Ty +ir(p+ Ugp). (2.3.5)
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Exemplo 2.3.1. Considere o sistema quantico nao relativistico de uma particula livre se
movendo em um intervalo finito (0, L). Definimos o hamiltoniano “livre”de Schrodinger

H:Dy — H por
d2
Cdx?

Como mencionamos anterioremente, € conveniente definirmos o dominio inicial de H

H = (2.3.6)

como sendo o dominio de fungoes suaves com suporte compacto no intervalo (0, L), deno-
tado por Dy = ©(0, L). Neste dominio, H € um operador simétrico, chamado de operador
simétrico inicial, como mostra-se facilmente apos uma integracao por partes. O opera-
dor adjunto associado H' : Dy — H, neste caso coincide com H no dominio natural
Dyt = D(0,L). Os subespagos de deficiéncia K1 e os indices de deficiéncia do operador
H de acordo com a Eq. sao determinados pelas solugoes das equacgoes diferenciais

d2
- dfj = +ir*y (2), (2.3.7)

HT’Q/)i(ZL") = Hyy(x) =

onde, vale deixar claro que a constante Kk > 0 € escolhida por questoes dimensionais.
As solugoes das equagoes que geram os subespacos de deficiéncias K. e K_ sdao ambas

quadrado-integrdveis no intervalo (0, L), isto é

A—d) o B € ) P L A—9) o 2 L B € ) P 2
Yy =Cie v2 " 4+ Che V2 = dx|e V2 < 00, drle V2 < 00
0 0

. : L . L .
(1+i) () (1+0) ()
Y =Die V2" 4 Dye V2" = /d:p|e\/§m2<oo,/dx|e V2 "2 < 0o
0 0

Ou seja, ambas as integrais sdo finitas, e portanto 1y, ¢_ € L*(0,L). Consequentemente,
seus respectivos indices de deficiéncia sao ne = 2 > 0, portanto pelo teorema principal,
ezxiste uma familia quadri-paramétrica de extensoes auto-adjuntas Hy do operador H. No
entanto, € mais conveniente descrever essas familias de extensoes auto-adjuntas e suas
respectivas condi¢oes de contorno auto-adjuntas utilizando o formalismo AIM, que iremos

abordar na se¢ao a sequir.

2.3.2 Formalismo AIM

Vimos que a teoria de von Neumann nos permite determinar extensoes auto-

adjuntas de operadores simétricos, descrita em termos dos seus subespacos de deficiéncia e
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indices de deficiéncia. Contudo, na Ref. [38] foi desenvolvido uma formulacao alternativa
a teoria de von Neumann, que mostrou ser mais eficiente e explicita por ser dada apenas
em termos das condigoes de contorno do sistema.

Sabemos que em sistemas quanticos envolvendo dominios limitados, a conservacao

de probabilidade, que é intrinsecamente conectada com o principio de unitariedade que

/ dr |[p> =1,
M

isto é, a soma sobre todo o espago da func¢ao de onda per médulo quadrado, |¢|?, é igual a

nos diz que

1, ou usualmente chamada de condicao de normalizagao da fung¢ao de onda, impoe restri-
¢Oes rigorosas sobre a fronteira dos seus respectivos estados quanticos. Para a dinamica
dos sitemas quanticos ser bem definida precisamos que as condi¢oes de contorno sejam
completamente especificadas. O formalismo AIM trata de considerar a teoria de condigoes
de contorno globais que sejam compativeis com as propriedades fundamentais dos sistemas
quanticos onde esses sistemas estao confinados em um dominio limitado com contornos.
Essas condigoes de contorno sao determinadas a depender da natureza do operador ha-
miltoniano no interior desse dominio, e entao as caracterisitcas fisicas ficam determinadas
através da escolha adequada das condicoes de contorno do problema.

Considere a dinamica de uma particula nao relativistica se movendo em uma va-
riedade Riemanniana n-dimensional com suporte compacto (M, g) com fronteira suave
I' = OM, sobre a acao de um potencial suave V. Neste caso, a dinamica de um particula

quantica restrita a varieade M é governada pelo hamiltoniano do tipo de Schrodinger
Hg=—-A,+V, (2.3.8)

onde A, ¢é o operador de Laplace-Beltrami, e g representa a métrica Riemanniana, utili-

zando coordenadas locais {z'} podemos definir esse operador por

Ay = ZJ: Z}; ﬁ% !g!gj’“%- (2.3.9)
O espago de Hilbert desse sistema é o espaco das fung¢oes quadrado-integraveis na variedade
M, L*(M). O formalismo AIM se concentra em caracterizar as diferentes extensoes auto-
adjuntas de Hg em termos apenas do contorno OM. Seja ® € L?(M), e denotemos por

¢ := Plym, a restricdo de  no contorno IM. Vamos usar a notagdo com ponto para
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denotar a derivada normal apontando para fora na fronteira ¢ := 77- V®|yp. Inicialmente,
precisamos examinar quais condicoes temos que impor para que Hg seja um operador
simétrico.

Sejam ®, ¥ € L?(M). Entao,

(D, HsV)pg — (Hs®, W) g = (D, (A, + V)T — (A, + V), ¥) g
= — (D, Ag¥)p + (P, V) 0 + (AgD, W) pq — (VO, T) uq
= (A;D, V) pg — (D, AyT) g

= (P, ¥)om — (SO,@aM-

Note que nas passagens acima, usamos o fato de que o potencial V' é real, a segunda

dr (uAv — vAu) = | dS (uVv —ovVu) -1, e

férmula de Green expressa por [ contorno

olume
(-,-Yom denota o produto interno do espago de Hilbert das fungoes quadrado-integréaveis
no contorno OM, L*(OM). Para determinar as condigoes que levam as extensoes auto-
adjuntas do hamiltoniano de Schrédinger Hg precisamos olhar os subespagos maximais
que fazem o termo de contorno se anular. Esse requisito de maximalidade, é necessario
para garantir que o operador Hg seja auto-adjunto e nao apenas simétrico. Pode ser visto
na Ref. [38], que essas condigdes de contorno sao obtidas por meio de uma transforgao
unitaria entre os subespacos de deficiéncia, chamada de transformacao de Cayley, definida
por

Oy = PFip, o= —ip. (2.3.10)

Em termos dessas novas variaveis o termo de contorno pode ser expresso como

(ot Y )om — i{o—, ¥_)om - (2.3.11)

Para o termo de contorno ([2.3.11]) se anular, devemos impor as condigoes de contorno na

forma
p-=Ups & ¢ —ip=Ulp +ip), (2.3.12)
onde U € U(L*(OM)) é um operador unitario no espago de Hilbert do contorno. Existe

uma correspondéncia biunivoca entre as extensoes auto-adjuntas e operadores unitarios

no espago de Hilbert do contorno.

Exemplo 2.3.2. Particula livre no intervalo M = [0, L]. O contorno dessa variedade

¢ neste caso OM = {0, L} e, portanto, o grupo unitdrio atuando no espago de Hilbert
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do contorno é U(L*(OM)) = U(2). A métrica g é a métrica Euclidiana usual em R e o

operador de Laplace-Beltrami € o hamiltoniano de Schrodinger

d2
H=—-—— (2.3.13)

dx?

definido no dominio Dy = C*([0, L]). Portanto as diferentes extensoes auto-adjuntas sao
parametrizadas por uma matriz unitdria U € U(2). O dominio das extensoes associadas €
dado pelas fungoes do espago L*([0, L]) cujo os valores de contorno satisfazem as sequintes

equacoes,

p(0) = ip(0) ) _ [ #(0) +1(0) | (2.3.14)

o(L) + (L) o(L) — ig(L)
onde o ponto neste caso denota a derivada normal na direcio x. A escolha da matriz
unitdria U define as condigcoes de contorno do problema. Por exemplo, quando U =
Ioyo e U = —1Isyo, as condicoes de contorno sao conhecidas como condicoes de contorno
de Neumann e Dirichlet respectivamente. Vimos no Ez. utilizando a teoria de
von Neumann que para o operador no dominio considerado possui uma familia
quadri-paramétrica de extensoes auto-adjuntas. Para determinar essa familia, podemos
parametrizar a matriz unitdria U, por exemplo, da sequinte forma

pet? kel

U=e" : (2.3.15)

— 56_277 pe_lso

onde p, 0 n e (—m, ), p,k € (0,1), p* + K% =1.



Capitulo 3

Hamiltoniano de Dirac

Auto-Adjunto no Intervalo Finito

Neste capitulo, iremos aplicar a teoria que abordamos até o momento, para o
caso do hamiltoniano de Dirac para particula "livre” em uma dimensao espacial no in-
tervalo finito (0, L). Utilizando a teoria de von Neumann, determinamos explicitamente
os subespagos e indices de deficiéncias associados e garantimos a existéncia de uma fa-
milia quadri-paramétrica de extensoes auto-adjuntas pelo Teorema. ([2.3.1f). Utilizando
o formalismo AIM formulamos explicitamente as condi¢bes de contorno gerais que nos
levam a uma familia de hamiltonianos de Dirac auto-adjuntos. A partir das condicoes de
contorno gerais, determinamos a equacao que define o espectro de energia da particula
e a forma explicita das autofungoes associadas a familia quadri-paramétrica. A partir
do espectro obtemos alguns casos particulares, tais como condigoes de contorno periédi-
cas e anti-periddicas, e condi¢oes de contorno MIT [54] e MIT generalizada. Discutimos
a especificidade da existéncia de estados com energia menor que a energia de repouso
e demonstraremos graficamente a dependéncia da energia dos parametros de extensoes
para algumas classes particulares bi-paramétricas da familia. Iremos demonstrar expli-
citamente a ortogonalidade das autofunc¢oes dos hamiltonianos da familia. Finalmente,
apresentamos o esquema para prova da completeza dos conjuntos das autofuncgoes dos

hamiltonianos da familia.

20
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3.1 Equacao de Dirac

Nesta secao, vamos abordar a deducao da equacao de Dirac para o caso geral que
descreve uma particula relativistica com spin 5 se movendo no espaco tridimensional R3.
A partir da equacao de Dirac em 3 dimensoes espaciais, vamos analisar o caso particular
sobre o estudo do hamiltoniano de Dirac no caso em que temos apenas uma dimensao
espacial restrito ao intervalo finito (0, L), que serd o objeto de estudo.

Formalmente, a transicao da mecanica classica para a mecanica quantica é feita
mediante a substituicdo das relacoes classicas pela utilizacao de operadores diferenciais
associados, que atuam em uma fungao de onda adequada. Em particular, para a energia
E e momento da particular p, essa substituicao é feita da seguinte forma

L 0 ‘
EF— zﬁa, p — —ihV,

00 0,
ox’ Oy’ 0z

mensional. Para simplificar a notacao, representaremos as derivadas parciais em relagao

onde, h é a constante de Planck, V = ( ¢ o operador nabla no espaco tridi-

ao tempo e aos parametros espaciais (z, y, z) respectivamente por, 0y, 0, 0y, 0,. Essa
substituicao é familiar na teoria quantica nao relativistica. Aplicando essas substitui¢oes

na relagao relativistica de energia-momento

E = +/c?p? + m2ct, (3.1.1)

atuando numa func¢do de onda W(r, t) obtemos a raiz quadrada da equagao de Klein-

Gordon

ih0, U (r, t) = V—h2c2A + m2cA U(r, t)

onde A = 9% + 35 + 02 é o operador laplaciano usual no espaco tridimensional, o vetor
r = (z,y, z) € R® é o vetor posicao da particula, e t € R. Devido a assimetria do
espaco e derivadas temporais, na teoria de Dirac foi encontrada uma impossibilidade de
incluir campos eletromagnéticos externos que fossem relativisticamente invariantes. Entao
a ideia de Dirac foi modificar a equacao de Klein-Gordon de tal modo que fosse possivel
descrever a agao das forcas eletromagnéticas e que também descrevesse a estrutura interna
do elétron, o spin. Contudo, para descrever a evolugcao na mecanica quantica é preciso
de uma equacao que seja de 1° ordem em relagao a derivadas temporais. Com isso, nesta

teoria foi reconsiderada a relacao (3.1.1) e antes de aplicar as substitui¢oes quanticas de
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E e p, ele a linearizou da seguinte forma
3
E:cZaipi+m02/B:ca-p+mc2ﬁ, (3.1.2)

i=1
onde os parametros a = (aq, ag, ag) e § devem ser determinados da Eq. . En-
tretanto, para satisfazer essas relagoes devemos assumir que « e  sao quantidades que
anti-comutam e que naturalmente representamos essas quantidades por matrizes 4 x 4,
chamadas matrizes de Dirac. Comparando a quantidade E? da Eq. com a Eq.
, chegamos as seguintes relagoes entre a e (8

Oy, + o = 200, L, (I, m=1,2,3)

Oélﬂ‘i‘ﬂ(%l = 07 (l - 1a273)

onde d;,,, é o simbolo delta de kronecker usual, I é a matriz identidade 4 x 4 e 0 é a matriz
nula 4 x 4. Em 4 dimensoes as relagoes sao satisfeitas para as matrizes de Dirac na forma

de matrizes em blocos

I 0 0 (o]
8= Loy = , (3.1.3)
0o -1 g 0
onde
01 0 —¢ 1 0
o1 = y 02 = y 03 =
1 0 1 0 0 —1

sao matrizes de Pauli. Essa representacao das matrizes de Dirac é chamada a representa-
¢ao de Dirac.
Agora, substituindo as quantidas de E e p por suas quantidades equivalentes quan-

tizadas na Eq. (3.1.2) obtemos a equagao de Dirac
ihOy¥ (r, t) = HpVY(r, t), (3.1.4)

onde, ¥(r, t) agora é denominado por spinor de Dirac e no lado direito da Eq. ({3.1.4)

fazemos a identificacao de Hp como sendo o hamiltoniano de Dirac, expresso por
Hp = —ihica - V +mc*. (3.1.5)

Uma observacao importante é que os resultados fisicos nao dependem da escolha especial
das matrizes de Dirac «, 3, mas os cdlculos podem se tornar particularmente mais simples

em certa representacao.
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Uma das mais importantes equacoes da fisica é a chamada equagao da continuidade
que na mecanica quantica é relacionada a conservacao de probabilidade. Para sua deducao

associada a equacao de Dirac, vamos escrever a Eq. (3.1.4)) hermitiano conjugada:
—iho, W' = (HpW)'. (3.1.6)

Entdo, se multiplicarmos a Eq. (3.1.4) por ¥T pela esquerda, depois multiplicar a Eq.
(3.1.6) por ¥ pela direita e subtrair as equagoes resultantes, obtemos

O(UT)
ot

ih = U HpU — (HpV)' W = —iaV - (UiaW),

onde fazemos as identificacoes, p = W é densidade de probabilidade e j = UiqU é a

densidade de corrente de probabilidade, e finalmente chegamos a equacao de continuidade

8p -
— -7 =0. 1.
5 +V.5=0 (3.1.7)

A densidade de probabilidade p é positivamente definida.

3.2 Hamiltoniano de Dirac Unidimensional no Inter-
valo Finito

Por questao de simplificacao utilizaremos unidades naturais: ¢ = 1, h = 1. Em

uma dimensao espacial o hamiltoniano de Dirac segundo a Eq. assume a forma
Hp = —ia0, +mp. (3.2.1)
onde «, [ obedecem as relacoes
o =1, =1, af+ pa=0. (3.2.2)

A equacao de Dirac que descreve os estados estaciondrios de uma particula ”livre” relati-

vistica dentro de uma caixa unidimensional, onde = € (0, L) é dada por
Hpy = —iad ) + mBy = e, (3.2.3)

onde ¢ denota a energia.
A partir de agora, iremos trabalhar com o espaco de Hilbert H = L?(0, L)® L*(0, L)

dos spinores de duas componentes quadrado-integraveis no intervalo (0, L) :
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onde ¢(x) € L*(0,L) e x(x) € L*(0,L). O produto interno e a norma neste espago de

Hilbert H sao dados respectivamente por

<w1,w2>=/ dﬂfﬂ(fﬁ)%(fﬂ)Z/ da (¢1(x)P2(x) + X7 (2)x2(2)), (3.2.4)

(@)l = \//0 dr Yt (2)(x) = \//0 dz (lp(@)* + [x(2)[?). (3.2.5)

3.2.1 Teoria de von Neumann

Inicialmente, como dominio Dy de Hp, escolhemos o espago dos spinores de duas

componentes suaves com suporte compacto D (0, L) no intervalo (0, L).

Dy = {(x) : ¢(z), x(z) € D(0, L) }. (3.2.6)

Podemos aplicar a teoria de von Neumann utilizando o dominio inicial Dy de Hp. Como
D(0,L) é denso em L?(0,L), segue que Dy também é denso em H. A teoria de von
Neumann nos diz que para construirmos as extensoes auto-adjuntas de Hp primeiramente,
temos que verificar se Hp é simétrico, determinar o operador adjunto associado e entao
procurar por extensoes auto-adjuntas a partir da andlise dos seus subespagos de deficiéncia
e determinacao dos indices de deficiencia. Vamos utilizar a representacao das matrizes de
Dirac da forma o = 03 e 8 = 09 e verificar se Hp é simétrico.
Sejam 11 (x), ¥o(z) € Dy, entao,
L
(o) Hpra(o)) = [ do vl ()i, + mor)ia(o),

realizando uma integracéo por partes e usando o fato de que ¢! = o;, obtemos
(01 (0) o) = bl @bl — [ (il ie)t) + mosil )t
= ivl ot + [ de o) + mostl@)iate)
- (il @osala)t + | e (s, () + mosn (2)) ()
= [~ (2)osta ()] + (Hpin(2), ().
Ou seja,

(1(2), Hp(2)) — (Hptr (2), ¥ (2)) = [~ (x)ostin ()5
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Como 91,1, € Dy vemos que
[~} (2)osvs(2)]) = 0.

Portanto confirmamos que o hamiltoniano de Dirac com dominio Dy é simétrico.

Nossa segunda tarefa agora é determinar o operador adjunto H}) associado ao
operador simétrico Hp, e vamos mostrar que o dominio Dy C DH,T:, . Do fato que D, é
denso em H segue que o operador adjunto existe. Determinaremos o operador adjunto a

partir do produto interno :
Wy € Dy, (¢1(x), Hpihs(w)) = [—ith] (z)oa(w)]§ + (3:2.7)

L
4 [ do (o (@) + mois(a) o).
0
Na Eq. (3.2.7) o termo fora da integral é nulo porque 15 € Dy e a expressao que atua na

funcao 1, determina a forma do operador adjunto:
Hl, = —io30, + moy = Hp. (3.2.8)

As fungoes 9; do dominio D+ nao sao especificados por qualquer restri¢ao. Entao obte-
D
mos H}B = Hp mas Dy C Dy, portanto Hp com dominio Dy nao ¢ auto-adjunto.
D
Em seguida vamos determinar os subespagos de deficiéncia e indices de deficiéncia

associados ao operador Hp. Ou seja, determinar os pares (K4, ny), onde
Ki=Ker(Hl, Tir) = {¢+ : (Hl, Tir)s = 0}, ny = dim Ky . (3.2.9)

Explicitamente, os subespacos de deficiéncia K4 serao determinados pelas solucoes das
equacoes diferenciais

Hips = +iraby, (3.2.10)

e os indices de deficiencia associados, n., serao dados pelo niimero de fungoes linearmente
independentes que constituem o espaco gerado pelas solugoes das respectivas equagoes

diferenciais. Inserindo a definigao de H/TD dada pela Eq. QD na Eq. (3.2.10)), obtemos

— 100,y + mpPrhy = tik,. (3.2.11)
Utilizando a representacao em que a« = o3 e f = 09 e a definicao do spinor de duas
componentes 14, a Eq. (3.2.11)) se traduz nos seguintes sistemas de equacgoes diferenciais

—0;04+ —MmX+ = KO+
(3.2.12)

OpX+ + Mds = TR+
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Para a determinagdo do par (K, n.), podemos reescrever o sistema dado pela Eq.

(13.2.12) como

0+ K)ge —mxe =0 (3.2.13)

moy + (0 — K)xy =0
Utilizando a regra de Cramer aplicada a operadores diferenciais, que pode ser encontrada
por exemplo na Ref. [47], a solugao do sistema dado pela Eq. (3.2.13) pode ser obtida do

seguinte modo

Detp ¢+ = Det ¢+, Detp X+ = Det X+ (3214)
onde
-0, — K —m ) ) )
Det, = = —0; + (m” + k%),
m Oy — K

0 —-m —0,—k O
Det ¢, = =0, Det xy = =0. (3.2.15)

0 0,—& m 0

A partir das relagoes (3.2.14), (3.2.15]), as fungoes ¢, e x satisfazem as seguintes equagoes

diferenciais de segunda ordem
020y = (m* + K%)py, Doxy = (m® + %)Xy (3.2.16)

Definindo p? = m? + k2, as solucoes das equacoes diferenciais ((3.2.16), podem ser escritas
por

¢ = AeP + Be Py, = Ce™ + De . (3.2.17)

Inserindo a Eq. ([3.2.17)) no sistema ([3.2.13)) encontramos relacoes entre as constantes C, D

em termos das constantes A, B expressas por

c=-("0a p= ()8, (3.2.18)

e consequentemente, podemos escrever explicitamente o spinor de duas componentes ¥,
que assume a forma ¢, = AueP* + Bu,,e P* onde u4 sao spinores constantes de duas

componentes expressos por

Uy = , Uy = . (3219)
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Portanto, Span K, = {ui1eP”, uyse P}, Para determinar o indice de deficiéncia n
associado ao subespaco de deficiéncia K, precisamos verificar se esses spinores de duas

componentes sao quadrado-integraveis no espaco H. De fato,

L 2 2
/0 dx uz_lqulesz = Tn_;]g+—;l€)(€2pL — 1) < 00, (3220)

como a integral acima é finita, segue que u.eP* € H. De forma andloga
) + )

L 2 2
- m”+ (p— k) oL
dr ! yu pe” 2" = ——————(1—eP") < 0, (3.2.21)

\/O +2 2pm2
como a integral € finita, segue que u e P* € H. Consequentemente, n, = 2.

Vamos agora determinar o par (K_, n_). Neste caso, a Eq. (3.2.12) pode ser

escrita como

(=0: + K)o —mx_ =0

(3.2.22)
mo_ + (0 + K)x— =0
Utilizando novamente a regra de Cramer, obtemos neste caso
-0, +Kk —m
Det, = = —02 + (m® + K?),
m Oy + K
0 —-m —0,+Kk 0
Det¢_ = =0, Detx_ = =0. (3.2.23)
0 0,+~k m 0

Com isso, vemos que ¢_ e y_ satisfazem as seguintes equacoes diferenciais de segunda
ordem

O2p_ = (m* + Kk%)p_, Px_ = (m* + k)x_. (3.2.24)
Definindo novamente p? = m? + 2, as solucoes das equacoes diferenciais ((3.2.24)), podem
ser escritas por

¢_ = FEeP* + Fe ™ yx_ = GeP" + He ™ P*. (3.2.25)

Inserindo a Eq. (3.2.25)) no sistema (|3.2.22]), encontramos relagoes entre as constantes

G, H em termos das constantes F, F' expressas por

P—K P+ kK
G=(5 )8 =0

)F, (3.2.26)

e consequentemente, podemos escrever explicitamente o spinor de duas componentes _

que assume a forma v¥_ = Fu_1eP* + Fu_se P onde u4 sao spinores constantes de duas
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Componentes exXpressos por

1 1
U_q = , U_g = . (3.2.27)
(=) pts
m m
Portanto, Span K_ = {u_1eP* u_se P*}. Para determinar o indice de deficiéncia n_

associado ao subespaco de deficiéncia K_, precisamos verificar se esses spinores de duas

componentes sao quadrado-integraveis no espaco H. De fato,

L 2 2
m —K
/ drul ju_e®” = M(GQM —1) < oo, (3.2.28)
0 2pm?
como a integral acima ¢é finita, segue que u_,eP* € H. De forma anéloga,
L 2 2
m 4+ (p+K
/ drul yu_ne %" = #(1 —e k) < o0, (3.2.29)
0 2pm
como a integral acima também ¢ finita, segue que u_se™?* € H. Portanto, n_ = 2. Com

isso, chegamos ao resultado que ny = 2 > 0, ou seja, os subespagos de deficiéencia K, e
K_ do operador Hp sao isomorfos. Assim, pelo Teorema ([2.3.1]), o operador Hp possui
~ . o T N .
extensoes auto-adjuntas Hp, = H Dy COM Hp C Hp, e como consequecia, existe uma
familia quadri-paramétrica Hp,, de extensoes auto-adjuntas. Para descrever essa familia,

iremos utilizar o formalismo AIM.

3.2.2 Formalismo AIM

As condicoes de contorno mais gerais que levam a um hamiltoniano de Dirac auto-
adjunto sao descritas pelo formalismo AIM no artigo [39] que é elaborado para o caso
spinorial em dimensao arbitraria d. Nas notacoes da Ref. [39] as condigoes de contorno

tem a forma:

(1—=7- i)y =Uy"" 1 +7 7). (3.2.30)
Na Eq. , 1 denota a matriz identidade e U é um operador unitario que comuta
com 7 -1 e 1. é o vetor normal unitario a superficie da variedade, 1 é usado para spinores
na superficie da variedade. No nosso caso, a variedade M ¢é simplesmente o intervalo
finito (0, L), M = (0, L). A fronteira é descrita simplesmente pelos dois pontos extremos

do intervalo (0, L), OM = {0, L}. Nas notagoes deste trabalho as condi¢oes de contorno

Eq. (3.2.30) toma a forma

(L—an)yo) _ [ A+am)ve ) (3.2.31)

(1 —any)Yr B(1+ any)yy
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onde, «, f sdo matrizes de Dirac, g = ¥(0) , oy = (L), n; é a componente do vetor
normal unitario no eixo x, 1 agora é a matriz identidade 2 x 2, U representa o operador

unitario que neste caso pode ser apresentado como uma matriz unitaria 4 X 4 que é

formada de blocos 2 x 2. Observando que anqyg = —aiby, anir, = a)r, reescrevemos a
Eq. (3.2.31) na forma
1+ 1— 1+
(1 + a)ho U B(L — a)io _U (1 + a)Bey . (3.2.32)
(1 — )iy B+ a)dr (1 —a)Byr

Para obedecer a exigéncia sobre o operador unitario U das condigoes de contorno gerais,
Eq. (3.2.30]), no caso considerado a matriz unitaria U da Eq. (3.2.32)) deve obedecer a

relacao de comutacgao

1+« 0 1+« 0
= U . (3.2.33)
0 -« 0 -«
Apresentando a matriz U na forma
U, U
N R (3.2.34)
Un Uz

onde os blocos U;; sao matrizes 2 x 2, continuamos o lado direito da Eq. (3.2.32)) da

seguinte forma

1+« 0 U U B _ (14 a)(Unfvo + Uiafir) . (3.2.35)

0 11—« U21 U22 ﬁwL (1 - Oé)(Umﬁ?/Jo + U225wL)

Utilizando a Eq. (3.2.33) determinamos a forma da matriz U. Escrevemos a Eq. (3.2.33)

na forma explicita

Un(14+«a) Up(l—« 14+ a)U 14+ a)U
n(d+a) Up(l-a)) ((+e)ln (1+a)li) (3.2.36)
U21<1+Oé) U22(1 —OC) (1—0&)U21 (1—0()U22
Igualando as entradas dos blocos, segue que
Upna=aly,
Upa=aly,
(3.2.37)

Upa=—alU;,

UQlOé = — U21 .
\
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Para a matriz unitaria U da Eq. (3.2.34]) usaremos a seguinte parametrizacao
o[ petA ke B
U=e' , . : (3.2.38)
_Ke_ZnBT pe_upAT
QDJ0)776(_71-77T)7p7l€€(071)7p2+ﬁ2:17

onde A, B sao matrizes unitarias e satisfazem

[A,B] = AB— BA=0. (3.2.39)

Para obedecer as relagoes (3.2.37) e (3.2.39) as matrizes A e B devem ter a forma em

termos das matrizes de Dirac « e 8, por exemplo:
A=1il, B=—fa«a. (3.2.40)

Essa forma explicita serda explicada mais tarde. Com isso a matriz unitaria U toma a

forma
. ipe'¥ — ke Ba
U=e? p. ﬁ : (3.2.41)
ke Mafl  —ipe™™¥
e o lado direito da Eq. (3.2.35)) toma a forma
(1 +a)e(ipe™Bipg — e Bafyr) | [ (L+a)e(ipe’ By + reary)
(1 — a)e” (ke "MaBByy — ipe™"Byr) (1 — a)e” (ke My — ipe™" i)
(3.2.42)
Portanto chegamos a Eq. (3.2.32]) expressa na forma:
A4y [ (1+a)e(pee iy — keayy) 21
(1—a)ir (1 = a)e’(—ke Marhy + pe™*Byr)
Escolhendo as matrizes a e 8 como o = 03 e § = 05, podemos observar que
1 1 10 1 0 10
_(]_ -+ OZ)@Z}O — — + ¢0 = ¢0 = ¢0 , (3244)
2 21 \o 1 0 —1 Yo 0 0/ \xo 0
e
1 1 10 1 0 0 0 0
(- a)yp =~ _ or) _ on _ . (3.2.45)
2 21 \o 1 0 —1 XL 0 1) \xz Xz
Respectivamente para a parte direita da Eq. (3.2.43) temos
1 , . . {1 0 ey + ke e xo + kel
=(14a)e”(ipe™ Bug+rearpy) = e ’ .XO .¢L — (7 o
2 0 0 —pe¥ oy — kex 0

(3.2.46)
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1 , , , {0 0 ke~ Mo — pe—i®
30— e (e gy — ipe#Byy) = 0=
: 0 1 —re "xo + pe oL
(3.2.47)
0

—ke "xo + pe ey,

Comparando a Eq. (3.2.44]) com a Eq. (3.2.46)) e a Eq. (3.2.45]) com a Eq. ((3.2.47))

obtemos as condicoes de contorno

. e X0 + ke
bo o0 PETXo oL (3.2.48)

XL —ke "o + pe o,
As condicoes de contorno podem ser obtidas da seguinte interpretacao fisica. Da

equagao da continuidade (3.1.7)) temos a condi¢@o: a corrente de probabilidade na extre-

midade x = 0 deve ser igual a corrente na extremidade x = L:

J(0) = j(L), j = v'ay. (3.2.49)
Na escolha de o = o3 temos
1 0
j=wlaw = (¢ x°) V=) [ 7 ) =oro— = lol -
0 -1/ \x —X
(3.2.50)
Portanto,
6(0)] = [x(0)]* = [6(L)|* — IX(L)[*. (3.2.51)

Vamos rearranjar os termos da Eq. (3.2.51]) da seguinte forma

[B(0)* + [X(LD)I* = [x(O)]* + [&(L)]*, (3.2.52)

as expressoes ao lado esquerdo e direito da Eq. (3.2.52)) interpretamos como o quadrado

da norma dos vetores
T, = Y0 o= [0 , (3.2.53)
XL oL
1(0))* + [X(L)[* = [T+, [x(0)]* + |p(L)]* = [|IT—| .

O quadrado da norma nao muda sob agao da transformagao unitéria ||I'_||> = |[JUT_|[>.

Entao no caso geral a Eq. (3.2.52)) é satisfeita quando

I, =0Ur_. (3.2.54)
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No caso considerado a transformacao unitaria U é representada pela matriz unitaria 2 x 2.

Usando a parametrizacao da matriz unitaria U na forma

. I kel
v=et| ” : (3.2.55)

— ,Lie_in pe_iQO

podemos escrever a Eq. (3.2.54) como

A P ke
0 IO R I | S, (3.2.56)
XL or —ke " pe”'® or
ou
. ey + ke
P Zn [ TR0 RO ) (3.2.57)
XL —Ke" "o + pe Yo,

que representa as condi¢oes de contorno para spinores no intervalo finito em uma dimensao.

A Eq. reproduz a Eq. das condicoes de contorno obtidos pelo formalismo
AIM. Notamos que outra escolha das matrizes unitarias A e B na Eq. leva a outra
parametrizacao da matriz unitaria U. Esse resultado é confirmado pelo resultado da Ref.
[31] levando em conta que nesta referéncia é utilizada outra parametrizagao das condigoes

de contorno.

3.3 As Propriedades da Familia Quadri-Paramétrica

dos Hamiltonianos de Dirac Auto-Adjuntos

3.3.1 Equacao do Espectro

Nas secoes anteriores mostramos que existe uma familia quadri-paramétrica de
extensoes auto-adjuntas do hamiltoniano de Dirac em uma dimensao espacial no interval
finito e foram calculadas explicitamente a forma das condi¢oes de contorno que descrevem
essa familia. Agora, vamos aplica-las ao problema de autovalores e obter uma forma para
a equacao do espectro de energia para cada extensao auto-adjunta. Com base na Eq.

(3.2.3) podemos escrever

onde, ¢ denota auto-valores de energia da particula. A solugao da Eq. (3.3.1]) é dada por

Y =auye P +bu_e?, (3.3.2)
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onde u, e u_ sao spinores constantes de duas compononentes que vao depender da repre-

sentacao das matrizes a, 3, e que de forma genérica podemos expressa-los como

Uy U1
u+ = R U_ =

U2 U_2

#(0) auyy + bu_y (L) auyie”PE + bu_jert
¥(0) = = , V(L) = = | |
x(0) atqo + bu_s X(L) auyoe”PE + bu_sel
(3.3.3)

Inserindo a Eq. (3.3.3) nas condigoes de contorno (3.2.48)), obtemos o seguinte sistema de

equacoes lineares para as incognitas a e b:

(peuys + keMe Pluy — e Puyy)a + (pePu_s + keMePru_y — e Pu_1)b =0

(pe e Pluyy — kemMuyy — e e Pluys)a + (peTPePlu_y — ke TMu_y — e PePlu_s)b =0
(3.3.4)

ou na sua forma matricial

M = : (3.3.5)

onde M é a matriz principal do sistema, i.e, a matriz dos coeficientes das incognitas:

M PP UL o + ﬁei"e*"pLuH — e*wuﬂ PEPU_g + keMe®ly_ | — e 0y,
pe’we’”’LuH — ke MUy — e’we’”’Lqug pe’“"e”’Lu_l — ke My _o — e WeiPly_,

Sabemos da Algebra Linear, que para esse sistema ter solu¢ao nao trivial para os coefici-

entes a, b é exigido que o determinante do sistema seja nulo:

o(p) PP ULy + liei”e_ipLuH — €_i9U+1 pePU_g + keMePly | — e Wy _y 0
p) = 4 4 . L S ) L = U
pe*“"eﬂpLuH — ke MUy — e*we*”"Lqug pe*“"e”’Lu_l — ke My _o — e WLy,

(3.3.6)

A fungao caracteristica ®(p) determina a equagdo do espectro de energia e suas raizes
correspondem aos autovalores de energia. Apés expandir o determinante (3.3.6), bem
como utilizando as relacoes p*> + k? = 1, 2isin z = ¢ — ¢~ e com algumas manipulacoes

algébricas, obtemos

0 = el [(u+2u_1)ei9 + (u+1u_2)e*i9] — el [(u+1u_2)6i9 + (u+2u_1e*i9} +

+2ik sin(n) (usou—y — uyiu_s) — 2ipsin(pL) [(uiou_s)e + (uiju_r)e ] = d(p).
(3.3.7)
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Neste momento, precisamos da forma explicita dos spinores constantes uy. Utilizando a
representagao em que o = o3 e 3 = g9. Mostra-se na Ref. [43], que nessa representagao

os spinores constantes u4 assumem a forma :

U E+m-—p U_ e+m-+p
ue=| 7= ue=| | = . (3.3.8)

Uypo ile+m+p) U_g i(e+m —p)

Utilizando a relacao de energia-momento €2 = p* +m? e um pouco de algebra, segue que

uygu_y = i(e +m+p)*, upug = i(e +m—p)* uppuy —upu_g = 4ip(e +m),

Usoli_g = —2m(e +m), upu_y = 2m(e +m).

(3.3.9)
Inserindo a Eq. (3.3.9) na Eq. (3.3.7) e utilizando as relagoes trigonometricas complexas
2cosz = e + e, 2isinz = €% — e7*, a relacao de energia momento, e simplificando os

calculos, obtemos finalmente a equacao que determina o espectro:
O(p) =0, &(p) = (mpsinp + € cosl) sin(pL) + psin b cos(pL) + prsinn. (3.3.10)

Note que o espectro nao muda sob a mudancga dos parametros § — 0—m, o — —p,n — —1.
Vejamos alguns casos particulares a respeito da Eq. (3.3.10]) que define o espectro

de energia:

e Condicoes de contorno periédicas U = o1 que corresponde aos valores dos parame-

tros: k=1(p=0),0 = —n = +x/2, 0 espectro é p,L = 27n.

e Condicoes de contorno anti-periédicas U = —oy que corresponde aos valores dos

parametros : kK =1(p=0), § =n = £7/2, o espectro é p,L = 7(2n + 1).

e Condigoes de contorno MIT U = —o3, que pode ser encontrado na Ref. [54], que
corresponde aos valores dos parametros p = 1(k = 0), 0 = 7/2,0 = w/2. O espectro

é definido pela equacao:

msin(pL) + pcos(pL) = 0. (3.3.11)

e Condigoes de contorno MIT generalizadas, que pode ser encontrado na Ref. [55],
que corresponde aos valores dos parametros p = 1(k = 0). O espectro é definido

pela equacao:

(msin g + e cos @) sin(pL) + psin O cos(pL) = 0. (3.3.12)
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e O espectro é dito regular quando tem a simples forma p, L = nm e onde

e’ ks
U=+ , So =1, Vp, (3.3.13)

—KSy pe P

que corresponde aos valores dos parametros: 6 = 0, m;n = 0, 7. O espectro tem a

forma p,, L = w(n + 1/2) quando

. PS1 KS9
U= +i J51 = £1, 55 = +1,Vp. (3.3.14)

—KSy  psi
Agora vamos discutir a especificidade do problema que consiste na existéncia de

estados com energia menor do que a energia de repouso. Consideramos o caso 0 < € < m.

A mudanga p = ig na Eq. (3.3.10) produz a seguinte equagao do espectro de energia
O(q) =0, ®(q) = (mpsiny + € cos ) sinh(qL) + gsinf cosh(qL) + grsinn,  (3.3.15)

onde neste caso 0 < ¢ < m e a relacao de energia-momento em termos da nova variavel
q assume a forma: £ = /m? —¢?. Neste caso, vemos que a equagao transcendental
tem solugoes e podemos construir graficamente a dependéncia da energia com os
parametros de extensoes se dividirmos em alguns exemplos de familias bi-paramétricas.
Exemplo 1: Escolhemos p = 1 (k = 0). Neste caso, ndo temos dependéncia em 7, e
variamos nos parametros 6 e ¢ e portanto a matriz unitaria U e a Eq. assumem

a forma respectivamente por:

et(0+¢p) 0
U= : (3.3.16)
0 ei(0—%)
(msin g + € cosf) sinh(gL) + ¢sin @ cosh(qL) = 0. (3.3.17)

A energia para esse caso é demonstrada na Fig.

Exemplo 2: Neste caso, na Eq. atribuimos valores p = 0.9 e § = 0.75 e
analisamos a dependéncia da energia com os parametros 1 e ¢ . A energia para esse caso
é demonstrada na Fig.

Vale evidenciar que nao descrevermos a analise para o caso da antiparticula. Con-
tudo, para esta andlise o procedimento pode ser feito de forma semelhante mediante as

substituicoes € - —e e p — —p.
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05 ¢in

Figura 3.1: Energia com valores menor da energia de repouso em dependéncia dos para-

metros 6 e . Ilustracao do exemplo 1.

0.5 nir

Figura 3.2: Energia com valores menor da energia de repouso em dependéncia dos para-

metros 1 e . Ilustracao do exemplo 2.
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3.3.2 Forma Explicita das Autofuncoes

Até o momento, através da teoria de von Neumann, provamos que existe uma fa-
milia quadri-paramétrica de extensoes auto-adjuntas, e através do formalismo AIM fomos
capazes de descrever explicitamente a forma das condi¢oes de contorno gerais que nos a

uma familia de hamiltonianos de Dirac auto-adjuntos. Em sintese o operador

HDU :DHDU —H

Y = —ia0, Y + mpByY

com o dominio Dy, ~dado por

Du,, = {Q/J(x) eH: ¢(0) = ¢t pe“‘fx(O) i /i@”@(L) }, ¢ auto-adjunto.
x(L) —re "x(0) + pe ¥ ¢(L)
(3.3.18)

Através dessas caracterizacoes fomos capazes de determinar a equacao que define o es-
pectro de energia expressa pela Eq. . Estamos agora aptos a determinar a forma
explicita do conjunto de autofungées em termos da familia quadri-paramétrica (p, ¢, 7, 6).
Com base na Eq. podemos determinar a relacao entre os coeficientes a e b, em

termos da familia quadri-paramétrica (p, ¢, n,0) por

an = ip(en +m — po)e' P + (e, + m + p) (k"M — 1),

| | | (3.3.19)
by = —ip(en +m+ pn)e' @) — (e, +m — p,) (k! e7Pnl 1),
Os spinores constantes u4 agora assumem a forma:
Ep + M F Dn

i, +m=+py)

pela Eq. (3.3.10) que determina o espectro de energia, e da Eq. (3.3.19)) que determina a

relacao entre os coeficientes a, b, podemos caracterizar as autofungoes 1, e os autovalores

de energia ¢,, em termos da familia quadri-paramétrica (p, @, n, ) por:

Vn(T) = apupe” P + bu_e® g, = \/m?+ p2, (3.3.21)

onde os p, sdo as raizes da fungao caracteristica ®(p) = (mpsinp + € cosh) sin(pL) +

psinfcos(pL) + prsinn =0 e

VYy(2) = aguye®™ + bju_e™ ¥, € =/m? — ¢? (3.3.22)
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onde ¢ sdo raizes da equacdo ®(q) = (mpsiny + € cosd)sinh(qL) + gsin 6 cosh(qL) +

gk sinn = 0, os spinores constantes u neste caso assumem a forma

_ E+mFiq
i(Z+m < iq)
e a relacao entre os coeficientes a e b fica representada por

ag = ip(E+m —iq)e'®™ + (E4+m +iq)(re' Vel — 1),
(3.3.24)

by = —ip(E+m+iq)e' Pt — (F+m — iq)(re' Vet — 1)

Para os estados com 0 < € < m vamos construir a densidade de probabilidade p = wg%.

Através das Eqgs. (3.3.22), (3.3.23)), (3.3.24)) e utilizando as relagdes relativisticas

Uiy = 4m(E+m), i u_ = 4m(E+m)

W =4EE+m), W, =48E+m)
segue que
p(z) = i ()¢ () = 4m(E+m) (|ag|*e™ + |by[?e72%") + 42(€+m) (alb, + bia,) (3.3.25)
onde

lag|* = ¢*p*—qp(E+m) (2ke™ 1 cos(n—p)—2 cos(p+0) ) +(E+m)* (ke 1" —2ke ™" cos(n+0)+1)

(3.3.26)
bg|* = ¢ p*+ap(E+m) (2ke?" cos(n—p)—2 cos(p+0) ) +(E+m)* (k*e*1" —2ke?" cos(n+0)+1)

(3.3.27)
arbg+baq = 2¢°p*+qp(E+m) (4 sinh(qL) cos(n—yp)) —(E+m)® (2k>—4x cosh(qL) cos(n+6)+2)

(3.3.28)

T

onde utilizamos as relagoes 2coshz = e* + ¢, 2sinhz = ¢ — ¢™®. Com um pouco de

algebra, fatorando os termos comuns e simplificando os calculos, obtemos
p(z) = 4m(g + m)[(2¢°p” cosh(2qz) — gp(Z + m) ((4x sinh(g(2z — L)) cos(n — )+
— 4sinh(2gz) cos(p + 0)) + (€ + m)?(2x* cosh(2¢(z — L))+
— 4r cos(n + 0) cosh(q(2z + L) + 2 cosh(2gz)) |+
+ 42(+ m) [2¢°p* + qp(Z + m) (4k sinh(qL) cos(n — p))+

— (€+m)*(2x* — 4k cosh(qL) cos(n + 6) + 2)].
(3.3.29)



39

Demonstramos graficamente exemplos do comportamento da densidade de probabilidade
p(x) com os parametros de extensao na Fig. e na Fig. que correspondem aos
exemplos 1,2 respectivamente representados no final da se¢ao 3.3.1. Nos graficos vemos
que o maximo de p(x) é localizado na extremidade. Os estados com este comportamento

foram discutidos na Ref. [39] e foram chamados de "edge states”.
p(x)

2.0
1.5¢
1.0~

0.5F

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 3.3: Densidade de probabilidade p(x) dos pardmetros p = 1, 6 = 0.75m, ¢ =
—0.757m, ¢ = 0.8.

p(X)
1.8F
1.6+
14F
1.2F
1.0F

0.8~

Figura 3.4: Densidade de probabilidade p(x) dos parametros p = 0.9, = 0.75m, ¢ =
0.5m, n = 0.257, ¢ =0.8.
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3.3.3 Ortogonalidade do Conjunto das Autofuncoes

Nesta secao, vamos provar que o conjunto de autofungoes para autovalores distintos

do operador auto-adjunto Hp, no dominio Dpy,,, sao ortogonais. Ou seja,

L

Por conveniéncia, vamos adotar a representacao dos spinores constantes de duas compo-

nentes da seguinte forma

1
uy = (Ye+v'p+mug, u_ = (e —p+mug, up= (3.3.31)
0

onde 7° = 8 e 4! = Ba sdo matrizes de Dirac. Sendo YYuy = ug, as autofuncoes dadas

pela Eq. (3.3.21]) assumem a forma
Un = an(n +m 4+ Ypp)uge” """ + by (en +m — y'p, Juge™” (3.3.32)

levando em consideracio que (7°)7 = ~% e (4!)! = —4! a hermitiano conjugado da Eq.

(13.3.32)) fica dada por
i = aXul(en +m — y'pn)e” P 4 biub (e, +m + v p,)ePn® (3.3.33)
Sendo uguo =1le ugfyluo = 0, o produto 1,1, pode ser expresso da seguinte forma

En + M) (Em + M) + PP ) Asyme’ PP

Yl b =

Em +m i(pn+pm)z

(3.3.34)

—i(pntpm)T

(( )
((5n +m)( pnpm)a*b e
((en +m)(em +m )

+
+ — DnDm ) by ame
+

~— ~—

((En +m)(em +m

integrando de 0 a L a Eq. (3.3.34), cuja integral é da forma

L
1
/ dr e’ = ~(e?F — 1) (3.3.35)
0 0
segue que

L
/ dx wlwm — (gn + m)(gm + m) +pnpm <a* am(ei(pn_pm)[/ _ 1) _ b;’;bm(e_i(pn_pm)L _ 1))
0

n

(
N (en + m? (Em + M) — PpPm (a;:bm<ei(pn+pm)L 1) - b;am(e_i(”"+”m)L _ 1)>

(3.3.36)
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da Eq. (3.3.19) podemos expressar os coeficientes a;,a,, b} by, a’ by, b} a,, respectivamente

por
@' = — PP — ippme P (e, + m) (ke D=l 1)

— ipppe PO (e 4+ m) (ke ePml _ ) (3.3.37)

+ (en +m)(em + m) (ke T e=Pnl _ 1) (el eirml _ 1)

+ ipppe T (e, + m) (ke emPml _ ) (3.3.38)

+ (0 +m) (e + m) (ke T ePnl _ 1) (et e=irml 1)

+ippne” (e, + m) (k'O emPml 1) (3.3.39)
— (en +m)(em +m) (ke Ol _ 1) (el e=ipml _ 1)

e O ey 4 ) (e O 1) (3.3.40)
— (en +m)(em +m) (ke MOl 1) (el eirml )

Inserindo as Eqs. (3.3.37)), (3.3.38)), (3.3.39)), (3.3.40]) na Eq. (3.3.36]), bem como utilizando

as relacoes

1, . , 1 . ,
pPPHr*=1, sinz = 5(6” —e ), cosz = 5(6” +e )

agrupando os termos semelhantes e simplificando obtemos

L
I= / Az YL = 2DpPm (0 + M) (em +m) sin(f + n)(cos(p, L) — cos(p, L))
0

+ p(py(m +m)* — pp(en +m)? cos(0 + ) sin(p, L) sin(p, L)

+ pE(Pn(en + m)((Em +m) — p2) sin(pm L) — pm(en + m)((en +m)? — p}) sin(p, L) sin(n — ¢)
+ K(pm(Em +m)((en +m)? + py,) sin(paL) — pulen +m)((Em +m)? + p,) sin(pn L) cos(d + 1)
+pu(en +m)((em +m)* + pp,) + pl(em +m)* — pp,) sin(0 + ¢)) cos(p, L) sin(py L)

— PmlEm +m)((en +m)* 4+ pi) + p((en +m)* = pi,) sin(8 + ) cos(pm L) sin(p, L)

+2Z‘pnpm,0l€(p3n (entm) _pi(5m+m)+(5n+m) (em+m)(en—em)(cos(pnL)—cos(p, L)) sin(n—p).
(3.3.41)
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Utilizando a relacio de energia-momento €2 = m? + p?, obtemos as seguintes relacoes
relativisticas
(en +m)* +p2 = 2e,(en +m), (g, +m)* —p2 =2m(e, +m),
(em +m)? + P2 = 25(em +m), (Em +m)* — P2 = 2m(s, + m), (3.3.42)
P2 (em +m)? — p2 (g0 +m)? = 2m(e, +m)(em +m)(en — em).

Através da Eq. (3.3.10) que determina o espectro de energia, obtemos a seguinte relacao

PuPm (cos(pnL) — cos(pn L)) sin@ = mpsin ¢ (py sin(py L) — p, sin(p, L)) ( )
3.3.43

+ cos (smpn sin(pm L) — €nPm sin(an))

inserindo as Egs. (3.3.42)), (3.3.43) na Eq. (3.3.41]) e simplificando segue que

I =mpr(sin(@ +n) sinp + sin(n — ¢) sin 6 — sin(6 + ¢) sinn) (p, sin(py L) — p, sin(p, L))

+ £ (sin( + n) cos§ — cos(6 + n) sin @ — sin ) (e,,pn Sin(pm L) — €,pm sin(p, L))

20D (B (En 1) =D (Emtm) +(En ) (EmA1m) (En—m) (c08(pn L) —cO8(pn L)) sin (11—p).
(3.3.44)
Para os dois primeiros termos da Eq. (3.3.44]), podemos aplicar as formulas de adicao e
subtracao de arcos para senos e cossenos conhecida da trigonometria, para obter
sin(6 + n) sin ¢ + sin(n — @) sinf — sin(f + ) sinn = 0,

(3.3.45)
sin(6 + n) cos 6 — cos(0 + n) sinf — sinn = 0,

e para o terceiro termo da Eq. (3.3.44), usando a relacio de energia-momento p?, =

2

(€2, —m?) e p2 = (¢2 — m?), segue que

m

P (en+m) —pi(em +m) + (en +m)(em +m)(en — m) =
=(epn+m)(em+m)(en, —m) — (en+m)(em +m)(en —m) + (en +m) (e +m)(En — Em)

= (gn + m)(em + m)((Em — €0) + (En — €m)) = 0.
(3.3.46)

Portanto, chegamos ao resultado

L
[= /O dz i by, = 0. (3.3.47)

Consequentemente, o conjunto de autofuncgoes da familia quadri-paramétrica de hamilto-
nianos auto-adjuntos é ortogonal no espago de Hilbert H = L?*(0, L) & L?*(0, L). De forma

semelhante, chegamos ao resultado (i, ;) = 0.
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3.3.4 Completeza do Conjunto das Autofuncoes

Considere o problema de valor de contorno gerado no intervalo (0, 7) pela equagao
de Dirac
By'(z) + Q(z)y(z) = Ay(z) (3.3.48)

sujeita as condicoes de contorno

I'(y) = Aoy(0) + Ary(m) =0, (3.3.49)
onde
0 1 T r(x a a a a
B— 79(95): p() () Ay = 11 12 A = 13 14 ’
-1 0 r(x) —p(zx) a9 Q2 93 Qo4
(3.3.50)

p(z), r(x) sdo fungbes com valores complexos no espago de Hilbert das fungoes somaveis,
e os coeficientes a;, sao nimeros complexos arbitrarios. Nosso objetivo é apresentar um

esquema de prova da completeza de autofuncgoes e funcgoes associadas do problema de

valores de contorno ([3.3.48)), (3.3.49) baseado na Ref. [40]. Neste caso sobre a equagao de
Dirac (3.3.48)), o espago de Hilbert H se decompoe em soma direta: H = L(0, m)®L?(0, 7).

Onde L?*(0,7) é o espaco de Hilbert das fungoes quadrado-integraveis no intervalo (0, ).

Esquema de prova da completeza: Inicialmente, precisamos determinar as

autofungoes e fungoes associadas do problema (3.3.48)), (3.3.49). Considere

sour) = | Prde) o)) (3.3.51)

Vo1 (A, ) (A7)

solugao fundamental da Eq. (3.3.48]). Ou seja, (A, z) satisfaz a equagao diferencial
By'(\ x) + Q(z)Y (N, ) = Mp(\, ), (3.3.52)

normalizada pela condicao inicial ¥(X,0) = I, onde I denota a matriz identidade 2 x 2.
Assim, podemos denotar a solucao geral de (3.3.48) por ¥(A,z)C onde C' é uma matriz

constante arbritraria 2 x 1. Com posse disso, podemos escrever as condigoes de contorno

(3.3.49) para (A, z) por

(A x)) = Agp(A, 0) + Argp(A, m) = Ag + Arp(A, ) =0 (3.3.53)
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Consequentemente, os autovalores do problema em questao coincidem com as raizes da

fungao caracteristica P(\) = Det(Ag + A9 (A, 7)).

PO\ = arn + a3t (A, ) + apahor (A, ) arg + a13tr2(A, ) + a1ata2 (A, ) _0

ag1 + Azt (A, ) + agathor (A, ) age + agsthra (A, ™) + agsthaa (A, )
(3.3.54)

Calculamos Det ¢)(\, ) = 1 e ap6s expandirmos o determinante (3.3.54]), podemos expressa-

lo da seguinte forma:

P(A) = Jiz + Jaa + Jaathns + Jiztia + Jaatha + J1athes (3.3.55)

onde Y, = Yip(A, m) é a ik-ésima entrada da matriz (A, ), € Jog = 14028 — A20015-
Sejam f, ZB, A, matrizes geradas pelos cofatores da matriz I' = Ao+ A1 (\, ), Ag, A1
respectivamente. Vamos construir a seguinte solucao da Eq. (3.3.48]) :

w\, z) = v\, )T (3.3.56)
Com essa construcao, vemos que a solucao w satisfaz as condigoes de contorno, isto é

wh, z) = V(N 2)Ag + Ur(\, 2) A1, Agw(N,0) + Ajw(\, ) = P\, (3.3.57)

onde (A, z) = YA, ) [P (A, W)]_l'

A seguir, vamos caracterizar as autofungoes e fungoes associadas. Um autovalor A,

do problema de valor de contorno (3.3.48)), (3.3.49)), é dito ter multiplicidade p se \,, é uma

raiz de multiplicidade p da funcao caracteristica P(\). Se A, é uma raiz de multiplicidade

p da fungao caracteristica P(\), entao as matrizes

1 0"
wi(z) = wa(k,x)],\:,\n, (k=0,1,....,p—1) (3.3.58)

satisfazem as condigoes de contorno Agwy(0) + Ajwi(m) e as equacdes Bwy, + Q(z)wy, =
AnWi + W1, ou seja, elas formam uma cadeia de autofungdes matriciais wy(z) e fungoes
matriciais associadas. Entao, para provar a completeza do sistema de autofuncoes matri-
ciais e fungdes matriciais associadas no espaco H, é suficiente verificar que para f(z) € H,
triz [P(N)] [T d A a d funcao inteira de A a na
a matriz [P(\)]™" [ dz f(z)w(), z) ndo pode ser uma funcao inteira de A a nao ser que a
funcao matricial f se anule em quase todo o espaco. Em sequéncia, é necessario impormos
restrigoes sobre as condigoes de contorno do problema. Para isso, precisamos procurar

uma representacao integral da solugao (A, z) da Eq. (3.3.48)), sujeita a condigao inicial
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P(X,0) =1. A Eq. (3.3.48) pode ser reescrita na forma [40]

Y\, ) = e B 4 / dt K (z,t)e B, (3.3.59)
onde o nicleo K(x,t) pertence ao espago de Hilbert BH e satisfaz a desigualdade

/ "t |K (z,t)] < e —1, &(2) = / . dt|Q(t)] . (3.3.60)

—T

Fazendo Q(z) = 0 na Eq. (3.3.48)), obtemos a equagao By'(A,x) = AMp(A, x). A ideia é
utilizar a representacao integral (3.3.59|) em razao dela preservar as condicoes iniciais no

ponto z = 0, isto é, transforma qualquer solucao dessa equagao com €2(x) = 0 em solugao

da Eq. (3.3.48)) com as mesmas condicoes iniciais em x = 0. Podemos expressar a Eq.
(13.3.59) do seguinte modo:

Y\, x) = e P +/ dt K (z,t)e” BN

—x

= By / dt (K (z,t) + K(x, —t))e M
0

=e PN 4 / dt K (z,t)e P,
0

onde K (z,t) = K(z,t)— K (z, —t). Como B? = —I, podemos utilizar a seguinte identidade

envolvendo exponencial de matrizes : e P’ = Jcos \x — Bsin Az. Portanto, a solucao

geral de (3.3.48]) para 2(x) = 0 fica representada por

cos Az —sin Az T cos At —sin A\t
Y\ ) = +/ dt K (x,t) , (3.3.61)
sin \x  cos \x 0 sin A\t cos At

com I?(x,t) = I?ij(x,t). A partir das solugoes (3.3.61f), podemos expressar a fungao

caracteristica Py(\) associada ao problema de valor de contorno quando Q(z) = 0 por
Pg(/\) = J12 + J34 + (J14 + Jgg) COS AT + (J13 + J42) sin Arr. (3362)

Usando as solugoes da Eq. (3.3.48) em termos das suas representagoes integrais (3.3.61]),

¢ o Lemma. (1.3.1) da Ref. [40] obtemos a estimativa

lim |P(\) — Py(\)| = o™, (3.3.63)

n—oo

onde Py(\) é dada pela Eq. (3.3.62)). Se

(Jia + J32)* + (13 + Ja2)* # 0, (3.3.64)
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existe uma sequéncia de contornos expansiveis nao limitados no qual |Py(\)|, e portanto
|P()\)| também, é maior que Ce!™ . Tendo em vista o Teorema. (1.3.1) da Ref. [40] a
prova da completeza fica determinada de forma semelhante. Contudo, se a Eq.
nao ¢é satisfeita, a completeza falha até mesmo quando Q(z) = 0.

A seguir, vamos aplicar o esquema de prova da completeza para o caso das condigoes

de contorno auto-adjuntas. As condigoes de contorno (|3.3.49) assumem a forma :
C(y(x)) = Agy(0) + Ayp(L) =0, = € (0, L). (3.3.65)

Utilizando a defini¢do do spinor de duas componentes ¥ (z) e a definigdo das matrizes

Ay, Ay dadas pela Eq. (3.3.50)), segue que as condigoes de contorno podem ser expressas

por
ainn a2 ¢(0) I a1z Q14 ¢(L) _ 0 ’ (3.3.66)
a1 A2 x(0) Qg3 (24 x(L) 0
que ¢é equivalente ao sistema de equagoes
a11$(0) + a12x(0) + a13¢(L) + arax (L) =0
(3.3.67)

a21¢(0) -+ a22X(O) + CL23¢(L> + CL24X(L) =0

Na notacao do esquema, é utilizada a representagao em que o = 05. Através das condicoes
de contorno obtidas pela interpretacao da corrente dada pela Eq. (3.2.49)) utilizando a

representacao em que « = oo € possivel chegarmos as condigoes de contorno da forma

—1 +1
b0 Xo _U Po + X0 (3.3.68)
oL +ixc ¢r —ixL
onde utilizamos a parametrizacao da matriz unitaria U da forma dada pela Eq. (3.2.55)

Rearranjando os termos na Eq. (3.3.68)) obtemos

(pei®+9) = 1)6(0) + (e + 1)x(0) + ke ®FIG(L) — i@ Dy(L) = 0

—ke @M H(0) — ire' @My (0) + (pei®=®) — 1)¢(L) — i(1 + pe'®)x(L) =0
(3.3.69)

Comparando a Eq. (3.3.67)) com a Eq. (3.3.69), encontramos as seguintes relagoes entre

os coeficientes
ap = (pe'®9) — 1), ajg = i(pe’@9) + 1), a3 = k'@ ayy = —ire'@+),

g1 = —ke0 ayy = —ike 0 ag3 = (pe'09) — 1), agy = —i(1 + pe®=9)).
(3.3.70)
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O espectro e as autofungoes do problema foi obtido e resta verificar a condigao (3.3.64]),
ou seja calcular a quantidade (Jy4 + J32)% + (J13 + Ju2)? e verificar se ela é diferente de

zero, onde Jog = (14028 — G20a18. Explicitamente temos

J14 = A11024—Q21Q14 = i(1—€220—2’ip€ze sin (p), J32 = 13A29— Q23019 = i(1—6219+2ip6w sin (,0)

Ji3 = a11a93 — ag1a13 = 1+ e — 2pei9 COS @, Jyo = Q14099 — Aqa10 = 1 + e 4 2,0610 cos ¢
(3.3.71)

segue que
(Jia 4 J52)* 4 (Jiz + Ju2)? = —4(1 — €%9)? 4 4(1 + €*)% = 16¢*" # 0. (3.3.72)

Assim, as condig¢oes de contorno do problema satisfazem a condi¢ao (3.3.72)) e pelo es-

quema de prova podemos concluir que o conjunto de autofuncoes {¢,,, ¥, },n =1,2,3,---

expressos respectivamente pelas Eqs. (3.3.21)), (3.3.22)), é completo no espaco de Hilbert
H = L*0,L)® L*0,L).




Capitulo 4

Conclusao

Dado o exposto, foi demonstrada a necessidade da construgao de operadores auto-
adjuntos na teoria quantica, em particular de forma crucial para resolver problemas sobre
o efeito de Aharonov-Bohm e campo magnético-solenoidal, e o movimento da particula de
Dirac em um campo Coulombiano. Utilizando a teoria de von Neumann determinamos
explicitamente os subespacos e indices de deficiéncia e mostramos a existéncia de uma
familia quadri-paramétrica de extensoes auto-adjuntos do hamiltoniano de Dirac no inter-
valo finito. Foi construida a familia de hamiltonianos de Dirac auto-adjuntos com o uso
do formalismo AIM, e descrevemos os dominios de todas as extensoes auto-adjuntas. Para
todos os membros da familia foi encontrada a relacao para a determinacgao do espectro de
energia e as autofungoes na forma explicita, e encontramos casos particulares conhecidos
na literatura, tais como condigdes de contorno MIT, entre outros. Com relacao a deter-
minados membros da familia foi demonstrada a existéncia de estados com energia menor
que a energia de repouso e foi analisado o comportamento de particulas nesses estados
e analisada a densidade de probabilidade mostrando a existéncia de "edge states”. Foi
provada a ortogonalidade das autofuncoes através do calculo direto, mostrando a impor-
tancia das relagoes relativisticas e da equacao do espectro para obter o resultado. Por fim,
foi apresentado o esquema de prova da completeza dos conjuntos das autofuncgoes para os

membros da familia .
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