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1 Introducao

O presente texto é um relado das atividades realizadas no periodo de vigéncia
do projeto. Os objetivos do projeto e a metodologia empregada sao descritos nas
secdes 2 e 3, respectivamente.

A solugcdo de muitos problemas que se originam na Matematica, Fisica e
outras ciéncias tem suas solucbes baseadas em técnicas desenvolvidas na
Analise, Topologia, Geometria e Equacdes Diferencias. Ai reside a grande
motivacdo para o estudo destas teorias. Nesse projeto oferecemos uma
formacgdo basica ao estudante para que o mesmo possa entender as solugdes
de problemas que sdo modelados por aquelas subareas da matematica. Este
propdsito quando bem embasado consegue transformar o expectador de objetos
matematicos para um promissor modelador de solugdes.

A nossa visao, portanto, foi qualificar o aluno de modo que a continuidade
de sua formacdo futura em cursos de poés-graduacdo seja algo que se dé
naturalmente.

Neste projeto, foram estudados resultados importantes da Geometria
Diferencial das Superficies como A Primeira Forma Fundamental de uma Curva,
Curvatura Média e Gaussiana, Teorema Egregium de Gauss, Teorema de
Bonnet, Geodésicas e O Teorema de Gauss-Bonnet.

Os resultados aqui apresentados foram baseados principalmente nos textos
de [8], [6], [11], [10] e [15].

2 Objetivos

Objetivos Gerais:

e Introduzir o aluno em uma linguagem matematica simples e que tem
consequéncias em conceitos sofisticados da matematica;

e Apresentar aos alunos as relagdes de conteudos basicos com areas de
maior grau de dificuldade da matematica;

e Despertar no aluno o quanto antes sua vocacgao cientifica;

¢ Qualificar os alunos para continuarem seus estudos futuros em cursos de
pds-graduacao, visando dar continuidade as suas pesquisas iniciais e sua
formacao académica de alto nivel.

Objetivos Especificos:

e Estudar minunciosamente os resultados de Célculo Avancado;
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e Aplicar os resultados de Calculo Avangado em Geometria Diferencial;

e Realizar um avango de estudo para alunos no inicio de graduagao do modo
que esta possa acompanhar qualquer curso de nivelamento em programas
de pés-graduagao.

3 Metodologia

Para cumprir cada etapa do estudo, foram realizadas exposicoes semanais pelos
alunos na presencga do orientador e elaborados estudos dirigidos. Também
houveram discussoes e resolu¢cdes de exercicios propostos afim de fixar os
conceitos e resultados introduzidos, ampliar os conhecimentos do aluno e
dar suporte ao andamento do projeto. Buscamos direcionar os alunos a
participagao de encontros cientificos envolvendo os temas de nosso estudo, bem
como motivar suas participacdes em Escolas de Verdo de Programas de Pés-
Graduagdo em Matematica para que consigam maiores embasamento tedricos
ao iniciarem futuramente um curso de mestrado.

4 Resultados e discussoes

4.1 Abertos, Fechados, Compactos

Definicao 4.1. Seja A um subconjuntode V e zq € V.
a) Dizemos que z, € ponto interior de A se existe r > 0 tal que B, (zy) C A.
b) Dizemos que x, € ponto de acumulagao de A se para todor > 0,

(B (o) \{zo}) NA#D

O conjunto de todos os pontos interiores de A € denominado interior de A,
denotado por A°:

A° = {z € V;x é ponto interior de A}.

O conjunto dos pontos de acumulagédo de A é denominado derivado de A,
denotado por A’:

A" = {x € V;z é ponto de acumulagéo de A}.

Nota: Observe que é simples verificar que A° C A’ e que A\ A’ é o conjunto
de pontos isolados de A.



Definicao 4.2. Dizemos que um subconjunto A de V' é aberto se todos os seus
pontos s&o pontos interiores, ou seja A = A’.

Proposicao 4.1. A unido qualquer de conjuntos abertos € um conjunto aberto.
A intersecdo finita de conjuntos abertos € um conjunto aberto.

Demonstracao. Seja{A,}, uma familia de conjuntos abertos e z € |, Aa.
Entdo existe indice o, tal que = € A,,. Como A,, € aberto, existe r > 0 tal
que B,(z) C A,,. Portanto

B.(x) C Aay C | Aay-

Por outro lado, se = € N}, A;, entdo = € A, para todo i. Como cada A; é aberto,
existe r; > 0 tal que B,.(z) C A;. Sejar=min{ry,...,r:}. Entdo B.(z) C A;, para
todoi=1,....ke

Definicao 4.3. Dizemos que um subconjunto A de V ¢é limitado se existe r > 0 tal
que A C B,(0).

Definicao 4.4. Dizemos que A C V' é um conjunto fechado se A¢ é aberto.

Proposicao 4.2. A intersecao qualquer de conjuntos fechados é um conjunto
fechado. A unido finita de conjuntos fechados é um conjunto fechado.
Demonstracao. Seja {F)}, uma familia qualquer de conjuntos fechados. Entao
{F}, é uma familia de conjuntos abertos. Como a unido de conjuntos abertos €
aberto, logo

(o) -y

€ um conjunto aberto. Portanto (), F\ € um conjunto fechado. Analogamente,
como a intersecgao finita de conjuntos aberto € um conjunto aberto, segue se que

k ¢ k
i=1 i=1

€ um conjunto aberto. Portanto Ule F; é um conjunto fechado. ]
Definicdo 4.5. A = A’ U A é denominado fecho de A.

Proposicéo 4.3. A ¢ fechado se somente se A = A.



Conjuntos Compactos

Definicao 4.6. Uma familia {A,},ca de subconjuntos de V é denominada
cobertura de um dado conjunto B se

Bc| A
A
Se A, € um conjunto aberto para todo A € A, dizemos que a cobertura é aberta.
se A é um conjunto finito, dizemos que a cobertura é finita.

Definicao 4.7. Um conjunto K C V € compacto se toda cobertura aberta de K
admite subcobertura finita, ou seja, se {A,}.ca € uma cobertura aberta de K,
entdo existem A\, --- , A\, tais que

K C Ay, U---UA,,.

Proposicao 4.4. Todo conjunto compacto é fechado e limitado.
Demonstracao. Seja K compacto. Comegaremos provando que K € limitado. A

familia { B1(x) }.cx € uma cobertura aberta de K. Logo, existem zq,--- ,x,, € K
tais que
K c | JBi(x).
i=1
Seja 7 : = max {||z|, -, |lzm||} + 1. Afirmo que B-(0) O K. Com efeito, se
x € K,entdo x € By(x;) paraalgumi=1,---  m. Assim
ol = [l + 25 — 2ll < [lo— | + [loil] <14 ] <7

Agora provemos que K é fechado, isto é, que K¢ é aberto. Seja z, € K°. Para
cada = € K considere r, = 5||x — ao||. Entdo {B,, (z)}.,cx uma cobertura aberta

de K. sendo K compacto, podemos encontrar x4, - - - , x,, tais que
K C UBT%(LU,) (1)
=1
Seja 7 : min{ry,, -+ ,r,,, } > 0. Afirmo que B;(zo) C K°. De fato, pela defini¢ao
de 7 temos

m

Bi(w) = () Br., (%a)

=1

Passando ao complementar em (1) temos

KD ﬁ B,, (%) D ﬂ B,, (zg = Br(xo).

=1 1=1



Proposicao 4.5. Seja I' ¢ K C V, com F fechado e K compacto.

Entdo F' é compacto.

Demonstracado. Seja {G,}.cn uma cobertura aberta de F. Entao é facil ver
que {G.|J F}aen € cobertura aberta de K. como K é compacto, existem
aq, ..., € Atais que

keUieaom- (e )or
i=1 i=1

Como F' C K, segue que
Fcl/Ga.

i=1

Compactos de R”

Para caracterizar os conjuntos compactos de R", consideremos 0s seguintes
resultados.

Lema 4.1. Seja {I; }reny uma familia de intervalos fechados e limitados de R tais
que I; O I, O --- Entéo

()1 #0.
k=1

Demonstracao. Se I, = [ay, by], Segue se da hipbtese que
ar<ap < <ap <o < <o <bg < by

Logo {ai} € sequéncia crescente e limitada e {bx} é sequéncia decrescente e
limitada. Portanto a, — a € by — S quando k — oo e

[0475] C ﬂ ]k
k=1

Definicao 4.8. Chama-se paralelepipedo de R" todo conjunto P da forma

P = H[Cli7 bz]

i=1

Lema 4.2. Seja {P.}.eny Uma familia de paralelepipedos de R™ tais que P, D



P, > ---. Entao

()P #0. (2)
k=1
Demonstracao. P, = [[,[la;ix bix]. Como P, D P, D ---, segue que
Ly = laig, bix] satisfaz I,; D I, D --- paratodo : = 1,...,n. Logo, decorre
do Lema 4.1 que (,—, i # 0 e consequentemente (-, P # 0. ]

Teorema 4.1. (Bolzano-Weierstrass) Seja A < R™ limitado contendo uma
infinidade de pontos. Entdo A’ # ()
Demonstracao. A sendo limitado, existe r > 0 tal que B,(0) D A, onde B, denota

a bola aberta relativa a norma ||.|| - Seja P, = B,(0). Entdo i, D A e

Py =[] Lo, onde I;g = [-r,7].
i=1

Dividindo cada intervalo I; , no ponto médio, obtemos 2" bolas fechadas de raio 3.
Como A possui infinitos pontos, alguma dessas bolas fechadas contém infinitos
pontos de A. Seja P, =[]\, [ai1,b;1] tal bola.
Novamente dividindo cada intervalo [a; 1, b; 1] pelo ponto médio, obtemos 2™ bolas
fechadas de raio . Seja P, uma dessas bolas que contenha infinitos pontos de
A

Repetindo o procedimento acima ad infinitum, obtemos uma familia de bolas
fechadas { P }ren que satisfaz

PO DOPD---

Pelo Lema 4.2, existe z € (", P,. Provemos que z € A'.

Dado § > 0, seja ky € N tal que ;- < g como © € P, para todo k, temos

0

pr, C Bs(z). Como Py, contém infinitos pontos de A, segue que

Bs(z)n(A\{z}) #0

Teorema 4.2. Todo paralelepipedo de R™ é compacto.

n

Demonstracao. Seja P = [[;_,[a;, b;] um paralelepipedo de R" e

6 =1+/(by —a)2 + -+ (by — ay)?

seu diametro.
Suponhamos que {Gs}.ca Seja uma cobertura aberta de P que ndo admite
subcobertura finita.



Os pontos médios ¢; = (a;+b;)/2 dos intervalos que compéem P dividem P em 2
paralelepipedos de diametros §/2. Alguem desses 2" paralelepipedos ndo pode
ser coberto por um numero finito de abertos de {G,}. Seja P tal paralelepipedo.
Repetindo-se o0 argumento acima Ad Infinitum, construimos uma familia { Py }ren
de paralelepipedos, cada P, com diametro ;ik taisque P, D P, D ---

Pelo Lema 1.2, 3z € (,—, P C P. Portanto, 3o, € A tal que z € G,,. Como
Go, € aberto, 3r > 0 tal que B,(Z) C G,,.
Escolhendo k € N tal que 5 < % tem-se P, C B,(z) C Ga,, 0 que é uma
contradi¢ao, pois P, nao pode ser coberto por uma quantidade finita de abertos.
|

Teorema 4.3. Se K é fechado e limitado de R", entdo K é compacto.
Demonstracao. Se K é limitado, entdo existe paralelepipedo P tal que K C P.
Pelo teorema anterior, P € compacto. Como K é fechado e K C P, segue que é
compacto. u

O teorema e o corolario a seguir fornece uma generalizacdo dos Lemas 4.1
ed.2

Teorema 4.4. Seja {K,}.ca uma familia de compactos R" com a propriepdade
da intersegéo finita, isto €, "toda subfamilia finita tem interse¢do néao vazia".
Entao

() Ko #0.

a€A
Demonstracdo. Suponhamos que (., Ko = 0 e fixe ay € A. Afirmo que
{K¢}aca € cobertura aberta de K,,,. Com efeito, se = € K, segue de [, ., =0
que

s (ﬂKa>c:UK§

aEN aelA
Como K,, € compacto, existem a4, - - - , a,, tais que
m m ¢
K., c|JKg, = ( K;i) .
1=1 1=1
Portanto K,, N K,, N---N K, =0, 0 que é contradicao. ]

Corolario 4.1. Seja { K} }ren familia enumeravel de compactos de R™ tal que
K, D> K, D> --- Entado

() K # 0.

keN



Sequéncias em espacos vetoriais

Definicao 4.9. Seja VV um espaco vetorial normado. Dizemos que uma
sequéncia {z;} de V converge paraz, € V se

Ve > 0,3ko € N tal que se k > kg ento ||z, — zo|| < e.
Se a sequéncia {z;} converge para x,, denotamos

lim x, = x¢ OU x}, — .
n—o0

Proposicao 4.6. Seja {z;} uma sequénciade Ve AC V..
a) se {z;} converge = o limite € Unico.
b) se {x;} converge = {x;} € limitada

c) xop € A/ < existe sequéncia {z;} de A com z; # x, para todo k que
converge para .

Corolario 4.2. Seja A C V um conjunto fechado e {z;} uma sequéncia de

elementos de A. se x;, — 1, entdo xy € A.

Demonstracao. Pela preposi¢do 4.6, se =, — xg, entdo ry € A’. como A é

fechado, A’ C A |
O teorema abaixo estabelece uma caracterizagao para os compactos de um

espaco vetorial normado

Teorema 4.5. Seja V um espaco vetorial normado e K C V. Entdo K é
compacto se e somente se toda sequéncia {xz,}, de K possui subsequéncia
{z,,}ntalque z,, > 7 € K.

Demonstracao. (=) Se {z,}, possui subsequéncia convergente entao o limite
pertence a K, pois K é fechado. Suponha que existe uma sequéncia {z,}, que
possui subsequéncia convergente e considere B = {x;, 29, 25...}. Entdo B’ = ()
0 que implica que B é fechado. Além disso para cada n € N existe ¢, > 0
tal que B., (z,) N B = {z,}. Logo {B.,(z,)}. € cobertura de B que ndo admite
subcobertura finita. Como B é compacto, temos uma contradicao.

(«): Suponhamos que existe {A,}.ca Uma cobertura aberta de K que ndo
admita subcobertura finita. Para cada = € K, seja

d(z) = sup{d > 0; Bs(x) C A,, Para algum o € A}
E claro que 6(z) > 0, Vz € K. Seja
do = inf{d(x);x € K}.
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Se provarmos que ¢, > 0, podemos construir uma sequéncia {y,}, em
K que nao possui subsequéncia convergente. Se admitirmos que 5, >
0 e considere a cobertura {Bs, (z)}.cx. Obviamente essa cobertura aberta
ndo admite subcobertura finita, pois caso contrario A, também admitiria.
Consideremos entéo a sequéncia: considere y; € K qualquer e, para cadan > 2,
escolha y,, tal que

Entdo |y, — ym|| > 0o para todo n,m € N tais que n # m provemos entéo
que &, > 0. Segue da definicdo que existe uma sequéncia {z,} em K tal que
d(x,) — 0o Por hipétese, existe uma subsequéncia {z,,} que converge para
algum zy € K. Seja ¢g = d(z0/2) > 0. Entdo existe i, € N tal que z,,, € B, (zo)
para todo i > iy. Logo, para algum a € A,

Bso (a:m) C Bg(xo)(l’o) C Aa.

Portanto, §(x,,,) > o > 0,Vi > i, € 0 mesmo vale para . |

Sequéncias de Cauchy

Definicao 4.10. Uma sequéncia {z;} de V' é dita sequéncias de Cauchy se
Ve >0, dko € N talque k,l > ko = ||z — x]|v < e.

Lema 4.3. Se {z;}, € uma sequéncia de Cauchy em V, entdo {z}; € limitada
emV.

Demonstracao. Seja ¢ = 1. Entdo existe um k, € N tal que se k > kg
e — apllv < 1. Em particular, ||zglly < 14 ||zgllv < Ko. Assim se
M =1+ maz{||zi||v, .- |Tke-1llv, ||Tr, |V}, €NtEO ||k ]|y < M paratodo k € N m

Sequéncias em R"

Proposicao 4.7. Toda sequéncia de R™ possui subsequéncia convergente.
Demonstracao. Se ¢ é sequéncia de R", seja A= p = (N).

Se A é finito, entdo existe uma infinidade de numeros naturais k; < ks < ...
para os quais ¢ (k1) = ¢(k2) ... e concluimos, porque sequéncias constantes sao
convergentes.

Se A é infinito, segue o Teorema de Bolzano-Weirstrass 1.1 que A’ # () e
concluimos o resultado pelo item c) da preposicao 1.6 [ ]

Teorema 4.6. R" € um espago de Banach.
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Demonstracdo. Seja {z;}, uma sequéncia de Cauchy de R". Entdo {z;}, €
limitada e, portanto, possui uma subsequéncia{z;,} que converge para z € R".
Assim, dado ¢ > 0 existe i, € N tal que se i > i, entdo ||z, — Z|| < /2. Como a
sequéncia é de Cauchy, existe k, € N tal que se k,l > ky entdo ||z, — x| < ¢/2.
Portanto se k; = max{ko, ki, } € k > ki, temos

lzx — 2| = |z — 2w, || + |2k, —Zl<e

Teorema 4.7. Seja K C R". Entdo as afirmativas abaixo sdo equivalentes
a) K é compacto;
b) K é fechado e limitado;

c) Toda sequéncia de K possui subsequéncia que converge para um ponto
de K

Demonstracao. A equivaléncia entre (a) e (b) estéa provada pela Preposicao 4.4
e pelo Teorema 1.3. A equivaléncia entre (a) e (c) é consequéncia do Teorema
1.5 |

4.2 Limite e Continuidade
Definicao 4.11. Sejam f : AC R" — R™, xy € A’ e b € R™. Dizemos que b € 0
limite de f(x) quando = se aproxima de x; em A se

Ve>0talquez € A e0 < ||z —aol|l<d=|f(x) b <e.

Nesse caso denotamos
lim f(z) =10

T—x0

A definicao acima pode ser expressa por notacao de bolas, ou seja:
Ve > 0talque z € AN (Bs(zo) \ {z0}) = f(z) € B(b).

Teorema 4.8. Sejam f : ACR" - R", f=(f1,...,fmoOnde f; : A C R" — R,
Vi=1,....,m),zp € A ebeR" b= (by,...,by,). Entdo

lim f(z) =0 < lim fi(z)=0;,Yi=1,...,m.

T—rT0o T—rT0

Demonstracdo. Suponhamos lim,_,,, fi(xr) = b, e seja ¢ > 0. Entéo
existem §y,...,0,, > O taisque xr € Ae 0< |z — x| <6 = |fi(x) —
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bl <e/m. Se {ei,...,e,} € a base canbnica de R™, entdo considerando-se
d = min{dy,...,0,} temos, paraxz € Ae 0 < ||z — x| < :

1f(2) = bll < |fi(@) =bil + -+ [fm(®) = b| <&

Reciprocamente, se lim,_,,, f(z) = b, para ¢ > 0 dado, existe 0 > 0 tal que se
reAel < ||lx—zo| <dentdo | f(z)—b| <e. Como |fi(x)—b;] <|f(z)=0b|| <e
paratodoi=1,...,m segue o resultado. ]

Teorema 4.9. Seja f: ACR" - R™e z; € A'. Entao

v C Atal que ,VEk
lim flz) = b —> {ohe que i 7 o

o e, — xg= f(zr) = b.
Teorema 4.10. Sejam f,g: ACR" > Rex,€ A'. Se

lim f(x)=be lim g(z)=c

T—T0 T—rTo

entao

lim, ., (f £g)(x) =b+tc
lim, ., (fg)(x) = bc

i (5)0=7

Corolario 4.3. Sejam f,g: ACR" > R™ ez, € A. Se

Além disso, se ¢ # entao

lim f(z) =be lim g(x)=c,

T—rTQ r—xQ

entao

lim (f(x) : g(x)) = (b: ).

T—T0
Lema 4.4. Seja |||, e |.||,. respectivamente normas de R" e R™ equivalentes as
normas euclidianas. Entéo lim,_,,, f(x) = b relativamente as normas ||.||, e ||.||..
se e somente se lim,_,,, f(z) = b relativamente as normas euclidianas.

Funcoes Continuas

Definicao 4.12. Seja f : ACR" - R™ e xy € AN A’. Dizemos que f é continua
em xg se lim, .., f(x) = f(x¢). Mais precisamente,

Ve>0 I>0talquerc Ae|z— x| <d=|f(z)— flzo <e.

13



A reciproca em notagéo de bolas define que f é continua se somente se
Ve>0 30 >0talquez € AN Bs(xg = f(x) € B(f(20)),
ou de maneira mais reduzida
Ve >0 30 >0talque f(AN Bs(xg)) C B(f(0))-

Observacao 4.1. Decorre das propriedades sobre limites os seguintes fatos:

a) Se f=1(f,fa- .., m), entdo f é funcdo continua em z, se e se somente
se f; : A C R — R é continua em .

b) Se f,g: AcCR" — Rsaocontinuasem zy,e \ € R, entdo as funcdes [ +g,
fg e \f sao continuas em xy. Além disso, se g(zq) # 0, entdo a fungéo f/g
€ continua em x,.

Teorema 4.11. Sejam f: A C R* -+ R™, g : B C R™ — R* tais que f(4) C B.
Sexyc A,y BNEB,

lim f(x) =y € g € continua em yj,

entao
lim (g o f)(x) = g(yo)-

T—T0

Demonstracao. Seja ¢ > 0 dado. Como ¢ é continua em y,, existe 1 > 0 tal que
y € BN Bu(y) = g(y) € B:(9(yp)). Como lim, ., f(x) = yo existe § > 0 tal que
x € (Bs(zo \ {zo}) NA = f(x) € B,(yo). Portanto,

z € (Bs(xo) \ {wmo}) NA=y = f(x) € Bu(yo)

e consequentemente

g(f(x)) € B(g(vo))

|
Teorema 4.12. Seja f : R" — R™. Entao as afirmativas abaixo sédo equivalentes.
a) f é continua;
b) se A é aberto em R™ = f~1(A) é aberto em R";
c) se F é fechado em R™ = f~!(F) é fechado em R"

Demonstracao. Provemos que "(a) < (b)™
Seja zy € f~(A). Entdo yo = f(z9) € A. Como A é aberto, existe ¢ > 0 tal que
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B.(yo) € A. Como f é continua em x, existe § > 0 tal que f(Bs(zo)) C B:(yo) C
A. Logo Bj(wg) C f~1(A).

Reciprocamente, dado ¢ > 0 seja A = B.(y) com y, = f(xy). Como A é
aberto, temos por hipétese que f~1(A) é aberto. Logo existe § > 0 tal que
Bs(zo) C f71(A). Portanto, f(Bs(zo)) C f(f7(A)) C A.

Provemos que "(b) < (c)":

Se I é fechado entdo A = F© é aberto. Pelo item (b) f~1(A) = f~1(F)° é aberto.
Logo f~!(F) é fechado. Reciprocamente, se A é aberto, entdo F = A é fechado.
Pelo item (c) f~'(F) = f~'(A)c é fechado. Logo f~!(A) é aberto. u

Funcdes continuas e conjuntos compactos

Teorema 4.13. Seja f : R — R™ fungéo continua e K C R™ conjunto compacto.
Entdo f(K') é conjunto compacto em R™.

Demonstracdo. Seja {A),}.ca Uma cobertura qualquer de f(K). Queremos
verificar se ela admite uma subcobertura finita. Como f(K) C |J A,, temos

K c [ (f(K) C f! (U AA> -Js

Como f é continua, segue que {f!(A,)}.ca € cobertura aberta de K. Como K
é compacto, existem A, ..., A\, taisque K C f~1(Ay)U,...,Uf"'(A,,). Portanto,

Corolario 4.4. Se f : R" — R™ é fungao continua e K C R™ é compacto existe
z, T tais que

f(xz) =min{f(z);x € K} e f(z) = max{f(z);x € K}.

Demonstracao. Pelo teorema anterior f(K) é compacto de R. Logo é fechado
e limitado. Sendo limitado temos 5 = sup f(K) < +00 € s = inf f(K) > —oc.
Sendo fechado temos s € f(K) e s € f(K). Portanto, existem z,z € K tais que

s=f(z)es=f(2). "

Teorema 4.14. Todas as normas em R" sdo equivalentes
Demonstracao. Seja || - ||; uma norma qualquer de R™ e || ||; @ norma 1 definida
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por ||z|[y = |z1| + - - - + |z,|. Dado 2 € R, temos

n n
e=Yme = 2] <Y [nllel < Ml
i=1 i=1

onde {ey,...,e,} é abase canbnicado R e M = max{||e;|[;i =1,...,n}.

Seja K = {z € R"; |z, = 1} e f(z) = |lz].

Entdo f : R" — R é fungao continua. Como K é fechado e limitado, e portanto
compacto, segue do corolario anterior que existe z € K tal que m = f(z) =
minf(K).

Observe que m > 0, poisse 0 = m = ||z|| = z = 0.

Seja x um ponto qualquer de R". Entdo y = «/||z||, € K e

X

E41R

_ ]l

el

= mljzfl, < =]

méf(y)Z‘

Conjuntos convexos e funcoes convexas

Definicao 4.13. Um conjunto A de um espagco vetorial ' é dito convexo se, para
todo z,y € A temos
A+ (1=MNye A YAe(0,1).

Definicao 4.14. Uma fungéo f : A C V — R é dita convexa se A é convexo e
para todo z,y € A vale a desigualdade

Oz + (1 =Ny) <Af(2)+ (1= A)f(y), VA€ (0,1).

Lema 4.5. Seja f : A ¢ V — R uma funcdo convexa. Se zy,...,x, € A e
Ay, A €]0,1] s@o tais que Ay + - - + A, = 1, entéo

Demonstracao. Para & = 1 é Obvio e para k = 2 segue-se da definicdo
de conjunto convexo que a combinacdo convexa de k elementos de A ainda
pertence a A. Supondo este fato verdadeiro para um certo k, escrevamos uma
combinacgao convexa dos elementos x4, ...,z € A sob a forma

k+1

k
Z it = Z AiTi + Ak 1Zg41
=1

i=1
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Sem perda de generalidade, podemos admitir que \.,; # 1. Entdo, pondo
A= Zf LA, temos A\ = 1 — 2z e A # 0. Pela hipétese de indugéao, levando

em conta que Y% | & =1, vemos que = = Y ©_| Az, pertence a A. Logo

Z ANiti = x4+ (1 — N)zg1 € A, pois A é convexo.
=1
A segunda parte também se prova por indu¢éo. pois
k+1 k
f (Z >\sz> =f (Z i + )\k+1xk+1>
=1 =1
XZ +(1— )\)ftk+1>
i
/\ ) + (1= A) (1)

sxijfﬂiwul—MﬂuH>

k+1

= Z Aif ().

Teorema 4.15. Toda funcéo convexa f : R — R € continua

Demonstracao. A prova sera apresentada em quatro etapas

Etapa 1: Se f(0) < sup{f(2);||z]l; <1} < +oc.

E claro que 0 = f(0) <sup{f(z);|lz]|, < 1}. Vamos mostrar inicialmente que
<sup{f(z); |lz||, = 1} < +o0. Seja

b=max{f(er,...,f(en), f(—=e1),..., f(—en)},

onde {ei,...,e,} € a base candnica de R". Se x € R” é um vetor unitario,isto &,
|z||, = 1, definimos, parai=1,...,n,

{%mmse%#ﬁ
a; =

1, se x; =0.

Entao, os vetores u; definidos por u; = a;e; sdo vetores unitarios. Como

n
i=1

17



|$71|+"‘+|$n|:17

concluimos que
Fla) < 3 lil flus) < ma{ f(wi), ..., flun) <. (3)

Suponhamos que sup{f(z);|z||, < 1} = +oco Entdo, para cada k € N, existe
rr na bola unitaria B = {z € R"%|z|, < 1} tal que f(zx) > k. Como
rx # 0, podemos considerar o vetor unitario 7y = xy \ ||axll,. Como z; =
x|l 2 + (1 — ||2k||, f(0), segue que da convexidade de f que

k< fz) < ||loell f(@F) + (1= |lzll) £(0) < f(Zh), Yk € N.

Logo sup{ f(z);||z||, = 1} = 400, € temos uma contradicdo com (3)

Etapa 2: Suponhamos que f(0) = 0. Entdo f € continua em = = 0. De fato,
se f = 0 em B, ndo ha muito a se fazer. Suponhamos entao que f # 0 em B.
Segue da Etapa 1 que 0 < a :=sup {f(x);x € B} < 400. Dado 0 < ¢ < a, seja
J < ¢e/a.

Se ||z||, < d, entdo ||z/d]|, < 1e f(x/J) < a. Escrevendo x = §(x/J)+ (1 —0)f(0),
temos da convexidade

f(x) <0f(x/0) + (1 =0)f(0) < da <e. (4)

Seja\=4§/(1+9). Entdo 0 < A < 1 e temos a combinagdo convexa

X

)\(_5)%—(1—)\):15:0.

Pela convexidade,

X

0= F(0) < Af (‘5) (L= Nf() < Aa+ (1= V@)

e concluimos que
f(z) > —da > —¢. (5)

De (3) e (4) se conclui que
If(z)] <e se |z, <o.

Etapa 3: Se f(0) # 0.
Neste caso, g(x) = f(x) — f(0) € convexa que se anula em x = 0. Pelas outras
etapas se conclui que, g € continua em = = 0, 0 mesmo valendo para f.
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Etapa 4: O caso geral.
Seja zo € R". Entdo g(z) = f(z + xo) € fungao convexa. Portanto, pelas etapas
anteriores, g é continua em = = 0. Segue que f é continua em x = . |

Continuidade uniforme

Definicao 4.15. Seja A ¢ R* e f : A — R™ uma fungdo. Dizemos que f é
uniformemente continua em A se para todo ¢ > 0 existe § > O tal que se x,y € A
e [lz —yll <9, entao ||f(z) - f(y)| <e.

Observacio 4.2. E f4cil ver que toda fungéo uniformemente continua é continua
em seu dominio. No entanto a sua reciproca € falsa. Considere por exemplo

f(x) =22

Definicao 4.16. Uma fungao f : A ¢ R" — R™ é dita Lipschitz-continua em A se
existe M > 0 tal que

1) = fFll < M|z =y, Yo,y € A.

Observacao 4.3. Um detalhe importante a se notar é que toda fungéo Lipschitz-
continua é uniformemente continua.

Proposicao 4.8. Seja f : R* — R™ uma funcgéao linear. Entdo f é Lipschitz-
continua.

Demonstracao. Seja M = max{||f(e1)]], .-, ||f(e.)|}, onde {ey,...,e,} é abase
candnica do R". Entéo, se x = (x1,...,2,) €y = (Y1,- .-, Yn), teMOS

1/ (z) = fW)ll < Z |z = willl (el < Mllz =yl

e a conclusao segue a equivaléncia das normas de R". ]
As funcdes Lipschitz-continuas sdo casos particulares das Hoélder-continuas,
que veremos a seguir.

Definicao 4.17. Seja 0 < o < 1. Uma fungédo f : A ¢ R" — R™ é dita Hoélder-

continua de ordem o em A se existe M > 0 tal que

1f(z) = F)ll < M|z —y[|*, Va,y € A.

facil ver que toda Holder-continua é uniformemente continua

Observacao 4.4. Os conceitos de continuidade uniforme s&o invariante para
normas equivalentes tanto para a funcao Hélder-continua quanto para Lipschitz-
continua.
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Teorema 4.16. Toda fungao continua definida num conjunto compacto K’ C R" é
uniformemente continua.

Demonstracao. Sejax € K e ¢ > 0. Como f € continua, existe ¢, > 0 tal que
se y € Bs,(x) entdo | f(y) — f(x)|| < e/2. Como K C U, Bs,/2(7), segue da
compacidade que existem z1, o, ...,z em K tais que

k
K C | Bs,, (i) (6)
=1
Seja § = min{d,,/2,...,0,,/2}. Entdo, se z,y € K sdo tais que ||z —y|| < 4,
segue de (6) que = € B;, (z;), para algum i. Portanto

1y — il < lly =zl + [l = zil] <0+ 02,/2 < b; = y € By, ().

Logo, ||z —y|| < &6 = ||f(z) — f(y)| < e e temos o resultado. n

Espacos vetoriais de dimensao finita

Teorema 4.17. Seja V um espago vetorial de dimenséo finita. Entao todas as
normas de V' sao equivalentes.

Demonstracdo. Suponhamos n a dimenséo de V' e seja {u4, ..., u,} uma base
de V. Consideremos o isomorfismo 7' : R* — V definido por T'(e;) = u,,
i=1,...,nonde {ey,...,e,} € abase candnica de R".

Se ||.ll, e [/[,, sao duas normas de V, sejam respectivamente ||.||, e [.|[; as
normas de R™ induzidas por T. O teorema 4.5 garante que estas normas
sdo equivalentes em R™. A equivaléncia das normas de V é consequéncia da
definicao de espaco vetorial normado. ]

O teorema de ponto fixo de Banach

Definicao 4.18. Seja VV um espaco vetorial normado, A Cc Ve f: A — V uma
funcéo, dizemos que f é uma contracdo em A se existe 0 < o < 1 tal que

|f(z) = fW)lly < allz —ylly,, Ve,ye A

Definicao 4.19. Dizemos que z € V' é um ponto fixo para funcéo f : V — V se
f(z) =1z

Teorema 4.18. Seja V' um espago de Banach relativamente a norma |.||,,.. Se
f:V — Vé uma contragdo em V,entdo f possui Unico ponto fixo.
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Demonstracdo. Seja 1, € V e considere a sequéncia definida implicitamente
por zx.1 = f(zx), Yk > 0. Entéo,

lzrer — zlly = [1f (@) = flar—)lly < allze — zp-a]ly
=< o ||zpo1 — Tpally < -

=< a¥|lz1 - )y
Portanto, se k,! € N e supondo que k£ > [, temos

2k — 2l < lon — 2pally + -+ o — ally
< (Oék_l + ak_2> e 70“/1)”551 - xOHV

alo
<

1_ a||$1 — |y

Como «a < 1, dado ¢ > 0, podemos escolher [, € N tal que

alo

1_ a||$1 — oy <e,
de modo que se k, [ > I entao ||y — x|, < . Logo {z;} € sequéncia de Cauchy
em V e, portanto, converge para algum z € V.

Para conlcuir que z é ponto fixo de f, basta observar que sendo f continua,
segue que

7= Jim iy = T f(o) = (Jim o) = 7(0),

Sendo a unicidade consequéncia direta da definicdo de contragéo, se encerra a
prova. n

Observacdo 4.5. E importante observar que, se uma fungdo f é uma contragéo
em V relativamente a uma norma ||.|,, pode ndo ser necessariamente contracéo
em relacdo a uma norma equivalente.

Semicontinuidade

O colorario 4.1 estabelece a existéncia de maximos e minimos para funcées
reais continuas definidas em conjunts compactos de R". Esse resultado pode
ser generalizado para funcdes descontinuas que satisfaca certas propriedades
definidas a sequir.

Definicao 4.20. Sejam [ : A C R" — R e 25 € A". Definimos o limite inferior e 0
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limite superior de f(z) em z, respectiamente por:

fimin () = lim(inf{f(): € A1 (B, (z0) \ {xa})})
= ln(inf /(A0 (B, (z0) \ {a0})

limsup f(z) = lgig(sup{f(x);x € AN (Byr(zo) \ {zo})})

= lim(sup f(A N (B, (x0) \ {z0}))
Observacao 4.6. Note que

—oo < liminf f(z) <limsup f(z) < 400

T—=T0 0

e que, se f é funcao limitada, entao o limite inferior e o limite superior sempre
existem.

Lema 4.6. f possui limite em z, se e somente se o limite inferior e o limite
superior de f sdo iguais. Mas precisamente,

[ = lim f(zr) <= liminf f(z) = limsup f(z) = [.

r—x0 T—TQ T—T0

Demonstracdo. Suponhamos que liminf, ., f(x) = limsup,,, f(z) = [ e
sejam

l(r) =il f(AN (B (x0) \ {20})) (7)
L(r) = sup f(AN(Br(z0) \ {x0})) (8)

Entado, dado ¢ > 0, existe 0 > 0 tal que
O<r<o=l—ec<l(r)<L(r)<l+e.
Além disso segue de (7) e (8) que
l—e<l(r) < f(z) < L(r)<l+e, VYre AN (B, (x)\{zo}).
Portanto, se t € Ae 0 < ||z — x| < I, entdo |f(z) — I] < ¢ e concluimos que
[ =lim, ., f(2).
Reciprocamente, suponhamos que [ = lim,_,, f(z). Entdo, dadoe >0e § > 0

tal que
0<|lz—ao]| <d=|f(x)—=1] <e/2.
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Definindo - se I(r) como em (7), temos
O<r<o=1l—¢/2<I(r)<l+¢e/2

e concluimos que
I =liml(r) = liminf f(x).

rl0 T—x0

O mesmo argumento mostra que [ € o limite superior de f em x. ]

Definicao 4.21. Seja f uma funcao real definidaem A Cc R" e xzp € AN A’
Dizemos que f é semicontinua inferiormente (sci) em z, se

f(xo) <liminf f(x).

T—T0

Analogamente, dizemos que f é semicontinua superiormente (scs) em z, se

f(xg) > limsup f(z).

T—T0

Como consequéncia imediata do lema 4.1 temos:

Corolario 4.5. Uma funcéo real f definidaem A Cc R™ é continuaem g € AN A’
se e somente se é semincontinua inferiormente e superiormente em z,.

Proposicao 4.9. Seja f uma funcéo real f definida em A C R" é continua em
xg € AN A'. Entdo f € semicontinua inferiormente em z, se e somente se para
todo ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que

reAe|r—x <0= f(x) > flag) —e.
Demonstracao. Se f é sci em z,, entao

f(zo) <1 =1liminf f(z) = limI(r), 9)

T—T0 rl0

onde [(r) é definido por (7).

Dado e > 0, existe § > 0talquese 0 <r <d,entdol —e <I(r) <l+e. Em
particular, se x € A e ||lx —xo|| < r, entdo I(r) < f(z). Portanto, se z € A e
|z — x0|| < &, podemos escolher r > 0 tal que ||z — || <7 <d e

flxo) —e <l—e<I(r) < f(x).

Reciprocamente, se f(x) > f(zo) — &, Vo € AN Bs(xo), entéo I(r) = inf{f(z);z €
AN B.(x0)} > f(xg — g, Vr <.
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Como [(r) é fungdo decrescente, segue que

flzg) —e <l(r) < lifgll(r) = lim inf f(x). (10)
T T—rTQ
A concluséo segue fazendo-se ¢ | 0 em (10). |

Definicao 4.22. Uma funcao real f : A ¢ R™ — R é dita semicontinua inferior
(sci) se for semicontinua inferiormente em cada ponto de A. Analogamente,
dizemos que f é semicontinua superior (scs) se for semicontinua superiormente
em cada ponto de A.

Teorema 4.19. f : R* — R é fungao sci se e somente se para todo a € R,
/Y], +o00]) é aberto em R".

Demonstracao. Suponha f sci. Se zy € f!(|a,+o0[), entdo f(zg) > a.
Considere ¢ > 0 tal que f(z9) — e > a. Como f € sci, seque da proposi¢cao
4.2 que existe § > 0 tal que ||z — zo|| < d implica que f(z) > f(zo) — . Logo

|z — 0l <0 = f(z) > f(xg) —e>a= f(x) €Ela, +0].

o que implica que Bs(zo) C f~*(Ja, +00]).

Reciprocicamente, se 2o € R" e ¢ > 0, considere a = f(zg) — ¢ € I =|a, +00|.
Por hipotese f~'(I) é conjunto aberto de R". Logo existe 6 > 0 tal que
Bs(xo) C f~(I). Portanto,

[z = xol| <6 = f(a) € I = f(x) > f(xo) —&.

Corolario 4.6. f : R* — R ¢ fungdo scs se e somente se para todo a € R,
ft(Ja, +oc[) é aberto em R”.

Observacao 4.7. O resultado a seguir generaliza o Coroléario 4.1.

Teorema 4.20. seja [ : R” — R funcgao sci e K C R” conjunto compacto. entao
existe z, € K tal que f(zp) = min f(K).

Demonstracao. A demonstragao serd feita em duas etapas:

Etapa 1: Provemos que inf f(K) > —oc.

Como f é sci, para todo x € K existe ¢, > 0 tal que

ly —z|| <6 = fly) > f(x) — 1.

E claro que {Bs, (z)}.cx é cobertura aberta de K. Portanto existem z, ...,z €
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K tais que )
K C | JBs., (%;).

J=1
Sejam = min{f(z1),..., f(zx)}. Sey € K, entéo ||y — z;|| < é,,, para algum j e
fly) > f(z;) —1>m—1.
Etapa 2: Provemos que existe z, € K tal que f(zy) < f(x) paratodo x € K. Seja
[ =inf f(K), (onde [ € R) e suponhaque ! ¢ f(K). Entdo [ < f(z), Vx € K.
Para cada = € K, considere [, € Rtal que | < [, < f(z) e defina I, =|l,, +o0l.
Entdo {f'(I.)}.cx € cobertura aberta de K. Como K é compacto, existem
x1,. .., 1 tais que

k
Kc|Jr'.,)
j=1

Seja | = min{l,,,...,l,.}. Entdo ! >l e se z € K, entdo f(x) € I,, para algum
1 < j <k, oqueimplica f(z) >,, > [ > l. Portanto

flx)>1>1, VeeK=inff(K)>I1>I

e temos uma contradicao. |
Corolario 4.7. Seja f : R™ — R fungao scs e K C R™ conjunto compacto. Entao
existe z, € K tal que f(zo) = max f(K).

4.3 Funcgoes Diferenciaveis

Derivadas Direcionais

Definicao 4.23. Seja xry € R™ e v um vetor unitario de R™. Dizemos que [ possuli
derivada direcional em x, na direcao u se existe o limite

lim f(zo + Au) — f(%)j
A—0 A

denominnado derivada direcional de f (em z, na dire¢éo u) e denotada por:

0
7 @),

No caso em que u = ¢; € 0 i-ésimo vetor da base candnica, denotamos a derivada
direcional na diregao de e; por

gg{l (1’0),

que denominamos derivada parcial de f em x, em relacdo a ;.
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Definicao 4.24. Uma fungédo f : R — R é dita Gateaux derivavel em z, se
possui derivadas direcionais em z, em todas as diregdes wu.
Funcoes diferenciaveis: o caso escalar

Nas propriedades a seguir consideramos €2 C R™ um conjunto aberto, ||.| a
norma euclidiana de R™ e f : Q@ — R uma funcéo.

Definicao 4.25. Dizemos que f é diferenciavel em zy, € Q) se existem fungdes
L, e, : R" — R tais que

f(@o+h) = f(xo) + L(h) + €x,(h), (11)

Com L linear e ¢,, satisfazendo

. |exy (h)]
lim
=0 ||h|

— 0. (12)

Se ¢,,(h) satisfaz (12), dizemos que ¢,, € funcdo o(||h|). Para simplifcar a
notacao, escreveremos simplesmente <(h), deixando de explicitar a dependéncia
de e em xy.

Se [ é fungao diferenciavel em z,, entdo a transformacao linear L é denominada
diferencial de f em xz, e denotamos f(x).

Exemplo 4.1. Considerremos f(z,y) = z/y, y # 0. Entdo podemos escrever

T 1
Fxo+ hi,yo + ho) = = + — (yoh1 — woha) +
Yo Yo

ha(xohe — yoh)
Ya(yo +ha

Como L(h) = (1/y2)(yoh1 — 2ohs) € linear em h e a fungdo e(h) = ha(zohs —
voh1)/y2(yo + ho) satisfaz

h / 2 2
|€( >| < $O+y0 ||h||—>0

1A~ yg(yo + he)

se h—0,
temos que f € diferenciavel em (z¢,yo) €

1
(yofh - $0h2)-

Yo

f,<x07y0)h =

Lema 4.7. Se f é funcao diferenciavel em z, € Q e L, e L, s&o diferenciais de
f,entao Ly = L.
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Demonstracao. Suponhamos que para todo h € R”,

f(zo+h) = f(xo) + Li(h) +e1(h) (13)
f($0 + h) = f(&?()) -+ Lg(h) + 82(h)

L, e Ly lineares e ¢; € €1 e g5 fungdes o(||h])).
Entdo, subtraindo a primeira indentidade (13) da segunda (14), temos

Ll(h) — Lg(h) = 52(]1) — 81(h).

Considerando h = \e;, onde A\ > 0, temos

e1(Aey)] N |52(>\€z‘)|_

|L1(€e;) — La(e;)] < 3 3

Fazendo )\ tender a zero, concluimos que Li(e;) = La(e;) para i = 1,...,n.
Portanto L, = Lo. |

Proposicao 4.10. Se f é diferenciavel em z, € 2, entdo f é continua em z,
Demonstracao. Segue da definicdo que f(xo + h) = f(xo) + L(h) + ¢(h), onde
e(h) € o(]|h]|). Portanto, existe d; > 0 tal que se ||h|| < d;, entéo

()
.

Como L é linear, segue da preposi¢do 2.1 que existe a > 0 tal que |L(h)| < «f|h|],
Vh € R". Dado ¢ > 0, seja § = min{d;,¢/(1 + «)}. Entdo se = € 2 tal que
|lx — x| < 0, temos

|f(x) = f(zo)| < (14 )|z — x| <e.

O vetor gradiente

Embora a existéncia das derivadas parciais de uma dada funcao nao implique
na sua diferenciabilidade, a diferencial quando existe € dada pelas derivadas
parciais, como se pode ver a seguir.

Definicao 4.26. Se L : R" — R é funcao linear, entdo existe b € R" tal que
L(h) = (b : h) para todo h € R". Seja {ey,...,e,} a base canbnica de R" e
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b; = L(e;). Entdo,

Dizemos que b € a representacao matricial de L relativamente a base canénica.

Definicao 4.27. Seja L = f’(z¢) a diferencial de uma funcao f. Entdo L(h) =
(b : h) para algum b € R" e para todo h € R". Considerando h = \e;, temos da

definicao 3.3
f(zo + Ae;) — f(wo)
A

Fazendo \ tender a zero, concluimos que

= L(ei) + 5()\)\61)

e;) — 0

Notacao 4.1. O vetor de R”

Vi) = (e g )

€ denominado vetor gradiente de f em x, e é tal que se f € fungao diferenciavel
em xy, entao
f'(@o)(h) = (Vf(wo) : h), VheR"™

Observacao 4.8. A existéncia do vetor gradiente ndo implica a diferenciabilidade
de uma fungéo, mas caso a fungéo seja diferenciavel entdo o vetor gradiente é a
representacao matricial de f'(x,) relativo & base candnica de R".

Funcoes diferenciaveis: o caso vetorial

Antes de definirmos a diferencial de uma fungéo, relembremos alguns fatos
basicos de algebra linear.

Observacao 4.9. Se L : R" — R™ é uma transformacao linear, fixadas as bases
candnicas de R" e R™, existe uma matriz m x n A = [a;;] tal que

L(z) = Az, VzeR"

Dizemos que A é a matriz associada a transformacéo L

Observacgdo 4.10. Se L, : R* — R™ e L, : R™ — R* sdo duas transformagoes
lineares, entdo podemos definir Ly o L, : R* — R* e

[Ly o Ly] = [Lo][L4].
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Definicao 4.28. Uma fungédo f : Q@ — R™ é dita diferenciavel em z, € Q se
existem fungées L, ¢,, : R® — R™ tais que

f(xO + h) = f(xO) + L(h) + Exo(h)v (15)
Com L linear e ¢, fungéo o(]|2]|), isto é, satisfazendo

. lew (M)l
lim ————— =0 (16)
h=0 | Al

Notacéao 4.2. Para simplificar a dependencia de ¢ em z, usaremos ¢(h).

Lema 4.8. Uma funcdo f : Q@ — R™,f = (f1,..., fm) € diferenciavel em z, se e
somente se cada uma de suas componentes f; : Q@ — R é diferenciavel em x.
Demonstracao. Se cada f; é diferenciavel em z,, entdo existem fungoes L; e ¢;
satisfazendo (11) tais que L; é linear e

|ei(h)]
m ot = 0,
17l

Sejam L = (Ly,...,L,) € ¢ = (e1,...,6,). Entdo é claro que f(zo + h) =
f(zo) + L(h) +e(h) e segue do Teorema 4.5 que

et lei(h
< =C — se h—0.
Al IIhII Z IIhII

Reciprocamente, se f € diferenciavel em z,, entdo existem fungdes L =
(Ly,...,Ly) linear e ¢ = (e4,...,¢,,) satisfazendo (15) e (16). Como cada L;

é linear e
k)| _ llsily
72—

e temos o resultado. n

A matriz jacobiana

Se f: Q — R™ é uma funcéao diferenciavel em z, € 2, entdo sua diferencial
f'(xz9) € uma transformacao linear de R” em R™. A matriz associada a f'(zo)
relativamente as bases canbnicas de R™ em R™ é dada por

%(%) i (wo) -+ §(x0)
[f'(z0)] = : : :
,9];1 (xf)) 8{:2 (x(]) T aj;n (x())
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As linhas de [f’(z,)] s@o formadas pelos gradientes de cada f; em z.

No caso em que m = n a matriz [f'(x¢)] € denominada matriz jacobiana de f
em z,. O seu determinante é denominado Jacobiano de f em z, e 0 seu traco é
denominado Divergente de f em x,, que denotamos respectivamente por

~ Ofi

i=1 Iz

Jf(xo) = det[f/(Io)] e d|Vf([E0) = tr[f/(flfo)] = (.TQ)

Observacao 4.11. Se J(x) # 0, entdo a matriz [f'(zo)] é invertivel.

A regra da cadeia

Teorema 4.21. (Regra da Cadeia) Sejam (2 subconjunto aberto de R" e A
subconjunto aberto de R™. Suponha f : 9 — R™ e g : A — R¥ duas fungdes
tais que f(2) C A. Se f € diferenciavel em x, e g é diferenciavel em yo = f (),
entao g o f é diferenciavel em z, e

(g0 f) (20) = g'(yo) © f'(wo)-
Em particular
[(g 0 f) (20)] = [9 (wo)I[f'(o0)].
Demonstracao. Sejam L = f'(zq) e G = ¢'(yo). Entéo

Fl@wo+h) = f(zo) + L(h) +e7(h) Yh e R
flyo + k) = glyo) + G(k) +,(k) VE€R™

onde ¢ e ¢, satisfazem (16). Portanto, podemos escrever
9(f(zo + 1)) = g(f(x0)) + G(L(h)) +£(h),

onde ¢ : R" — R”* é definida pore = Goe; +¢,0 (L +¢;). Além disso

eI Glesh)  llea(LR) + 25 (W)
= el " B |

Pela preposicéao 4.8, podemos escrever

le®Il - Mer(ml lleg(R)l 1]
I T

onde k = L(h) + ¢ (h).
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Como [|k]| < a[All + [le;(h)]|, temos

le®l o NermI Mg (. ller(B)]
T ] (+ |51 )

e concluimos o resultado visto que ||%k|| — 0 quando ||| — 0. n

O teorema do valor médio

Teorema 4.22. Seja f : R” — R uma funcao diferenciavel e x; e =, dois pontos
de R™. Entéo existe = sobre o segmento de reta que liga z; a z, tal que

fxa) = f(a1) = (V[(T) : 23 = 21).

Demonstracao. Consideremos v : R — R" a parametrizagao (t) = z; + t(zy —
1) da reta que passa por z; e z,. E facil ver que v é fungdo diferenciavel e
v (tg) = o — xy para todo t, € R. Seja g : R — R a funcao real definida pela
composigéo ¢g(t) = f(v(t)). Pelo teorema 4.21 (Regra da cadeia), g € funcao
diferenciavel e ¢'(t) = (Vf(y(t)) : o2 — x;1). Pelo Teorema do Valor Médio para
fungdes reais de variavel real, g(1) — g(0) = ¢'(to) para algum ¢, €]0,1[. Assim
denotado por z = ~v(t,), segue o resultado. |

Observacao 4.12. O Teorema do Valor Médio nao vale para fungbes f : R" —
R™. se m > 1. Em patrticular, ndo vale para curvas em R™.

Derivadas parciais (o caso vetorial)

Seja f : R — R™ uma funcéo diferenciavel em z,. Entdo a diferencial
f'(xo) fica determinada pela matriz [f'(zo)]. Se R" = RF x Rl e z = (y,2) =
(Y1y .-y Yy 21, - - -, 21), €NTAO pOdEMOS escrever

9 9 3 d
afﬁ(%) T @fi(ﬂfo) TZ(ZEO) T TZ(%)
[f'(0)] = : S : .
O fm Ofm Ofm Ofm
a%,l(%) e ﬁ(%) a%l(%) T a%l(%)

Se considerarmos os blocos B e C definidos respectivamentes por

P) 0 9 9
Ofm Ofm Ofm Ofm
ﬁ(l’o) e ﬁ(%) aj;l (zo) -+ ale (o)
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entdo para todo i = (hy, hy) € R* x R!, temos
f,(.f(f())h = Bhl + Chg

As trasnformacdes lineares associadas as submattrizes B e C' sdo denominadas
derivadas paricais de f em x, com relagao respectivamente a y € z e denotamos

S|

Com esta notagéo podemos escrever

[ (wo)h = @(xo)h1 + gﬁ(.ﬂ?o)hg.

Com a notacao das derivadas parciais, a Regra da Cadeia toma a seguinte forma

Teorema 4.23. Seja f : R* x R! — R™ uma fungdo diferenciavel em (zg, yo).
Sejam ¢ : R™ — R* e ¢ : R™ — R! fungdes diferenciaveis tais que o(ug) = xg
e Y(v) = yo. Entdo g : Rm*m2 — R™ definida por g(u,v) = f(p(u),v(v)) €
diferenciavel em (ug, vg) €

(vl = | 5 )| | 5000 + [ 2 o) o000

Condicoes suficientes para a diferenciabilidade

Teorema 4.24. Seja (2 C R" aberto e f : 2 — R uma fun¢ao cuja as derivadas
parciais existem em e s&o continuas em um ponto =, € . Entdo f é
diferenciavel em x,.

Demonstracao. Por questao de simplicidade, a demonstragéo sera feita para o
caso n = 2, 0 caso general segue por argumento analogo.

Seja h = (hi, hy) = hie1+haey, tal que xo+h € Q, onde {e1, e2} € a base canbnica
de R%. Entao

f(xo+h) = f(xo) = f(zo + ) — f(xo + hier) + f(wo + haez) — f(0).

Como possui derivadas parciais em €2, a fungédo g(t) = f(zo + hie; + thoes)
é derivavel em ]0,1[. Pelo Teorema do Valor Médio, existe (; €|0,1[ tal que
92(1) — g2(0) = g5(C2), isto €

0
f(CL’Q + h161 + hgeg) — f($0 + hleg) = axf(]}o + h1€1 + Czh2€2)h2. (17)
2

Analogamente, a funcao ¢;(t) = f(zo + thie;) € derivavel em |0, 1[. Logo, existe
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¢ €]0,1] tal que

F(@0 + haer) — f(o) = jjl(xo T Chre )y,

Portanto,

0 0
flwg+h) = i(xo + Cihier)hy + i(xo + hier + Ghoes)ho.
8371 8372

Denotado por

E(h) = (gq{.l(l‘o + C1h1€1) — gg{;(lﬁ)) hl
+ <§xfz(x0 + hier + Gahoes) — ng;(x())) ha, (18)

temos
f(zo+h) = f(xo) + (Vf(x0) : h) +e(h).

Para concluir que f € diferencidvel, basta mostrar que (k) é de ordem o(||A||).
Por hipotese, dado ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que se x € Bs(zy), entao

of
8:57;

(x) — gj (xo)| <e, i=1,2.

Portanto, se ||h|| < J, segue de (18)
le(h)| < elha| +elho| = el|hl|,

e consequentemente,
|e(h)]
17l

e o resultado segue da equivaléncia das normas em R™. [ ]

<e€

Observacao 4.13. Vale observar que o Teorema 4.24 da somente condi¢do
suficiente para a diferenciabilidade. De fato, uma fungéo pode ser diferencivel
no ponto xy, mesmo tendo suas derivadas parciais descontinuas em x.

Funcoes diferenciaveis: o caso geral

Sejam V e W espacos vetoriais sobre os quais estejam definidas as respectivas
normas ||.[|, e ||l

Definicao 4.29. Uma funcdo f : V — W é dita diferenciavel em z, € V se
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existem fungbes L, ¢, : V — W tais que
f(CL’() + h) = f(x()) + L<h‘) + €w0<h‘)7 (19)

com L linear continua e ¢,, fungdo o(||2||,,), isto é satisfazendo

i [E2(Mwll (20)
h=0 || Al

Notacao 4.3. Como antes, é usual denotar L = f’(z() e escrever ¢(h) deixando
de explicitar sua dependéncia em

Proposicao 4.11. Se f : V — W é uma funcao linear e continua entao f é
diferenciavel em todo ponto zy € V' e f'(zy) = f.

Observacao 4.14. A titulo de exemplo, seja W = R, V = #,«,, O espago
das matrizes quadradas de ordem n munido na norma ||.||, e consideremos as
funcdes traco e determinantes definidas em V/, isto é

fiV SR, f(A) = tr(A),
g:V =R, g(A) =det(A).
Como f é linear e continua (pois a dimensao de V é finita), seque da preposicao

3.2 que f é diferenciavel emtoda A € V e f(A)H = f(H), paratodo H € V.
Para a funcédo determinante temos:

Proposicao 4.12. se det(A) # 0, entéo ¢ é diferenciavel em A e
g'(A)H = tr(A™'H) det(A). (21)

Demonstracao. Por simplicidade, faremos a demonstragdo para o caso n = 3.
O caso geral, que depende de propriedades do determinante de ordem n, foge
no contéudo apresentado.

A prova sera feita em duas etapas.

Etapa 1: Se A=1e H €V, um calculo direto nos da

gI+H)=1+1tr(H)+ P(H)
onde P;(H) = det(H) e

hip hig
hsi hss

hao hogs
hsa hss

7
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onde h;; denotam os coeficientes de H. Pela desigualdade de Young, temos,
2 ‘
|P(H)| < |H; e [P(H)| < gIIHlli,

onde |||, e ||.||; s&o normas definidas para p = 2 e p = 3 respectivamente. Como
as normas em V' sdo equivalentes, existe o > 0 tal que

1Hly < ol Hll, = |Ps(H)] < o®||H]|.

Denotando-se ¢;(H) = P»(H) + P;(H), segue que

ler(H)|
1H]],

2
< [|H]l, + o || H]|,,

de onde se conclui que ¢;(H) € 0(||H||,) e consequentemente, g é diferenciavel
em I, com a diferencial dada pela funcao linear trago, isto &, ¢'(1) = f.
Etapa 2: Sejam A, H € V, com det(A) # 0, seqgue da Etapa 1,

g(A+H) =g(A(I + A7 H)) = g(A)g(I + A H)
(A)(1 +tr(ATH) + Py(A™ H) + Py(A H))
(A) + det(A) tr(A"H) + det(A)Po(A™"H) + det(H)

g
g

Denotando
ea(H) = det(A)Py (A H) + det(H),

segue da etapa anterior que
P(ATH)| < || AT H|S < AT 2IE]),

de modo que
—~1112
lea(H)| < |det(A)|[|[ATMIHI™ + | H]L5.
Logo c4(H) é o(||H||,) e como H + det(A) tr(A~*H) é linear, concluimos a prova.
|

A diferencial: funcdes de classe C'

Se f: Q c R®" - R™ é uma funcédo diferencidvel em cada ponto = do seu
dominio, entdo podemos considerar a funcao linear f’(x), diferencial de f em z.
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Temos a aplicacéao

/10— &R R™),

T H f,(x)7

onde £(R",R™) denota o espaco de todas as aplicacao lineares de R” em R™.
f' é denominada a funcao diferencial de f.

Definicao 4.30. Dizemos que uma funcao diferenciavel f : {2 — R™ é de classe
C! (ou continuamente diferenciavel) em z, € 2 se f’ é fungdo continua em x,.
Dizemos que f é de classe C' em Q) se [’ é fungdo continua em todos os pontos
de Q.

Observacao 4.15. Como foi dito na Observacdo 4.13, uma funcédo f pode
possuir derivadas parciais € nao ser diferenciavel. De fato, pode nem mesmo ser
continua. Entretanto, se f é uma fungédo convexa e possui derivadas parciais,
entdo necessariamente ela é de classe C*.

Teorema 4.25. Seja (2 um aberto convexo de R" e f : Q@ — R uma funcao
convexa que possui derivadas parciais em todos os pontos de 2. Entédo f é de
classe C'.

Demonstracao. Como f é convexa, entao

SOy + (1 =XNax) < Af(y) + (1= A)f(x) (22)

para todo z,y € 2 e 0 < Al. Seja K um subconjunto compacto de 2. Entédo
existe 6 > 0 tal que = + se; € Q paratodo z € K, |s| < d,ei—1,...,n, onde
{e1,...,e,} é abase canbnica de R™. Assim, para y = = + se; obtemos de (22)

fx + Asei) = f(x)
A

< f(w +se;) — f(x).
Passando ao limite nesta desigualdade quando A — 0" temos que
sVf(z)-e < f(z+ se) — f(z).

Como esta desigualdade também ¢é valida substituindo s por —s, segue que se
s €]0,0[, entédo

f(z) = f(z — se;) SVf(x)~ei§f(m+Sei_f(I)

S S

(23)

paratodor € Kei=1,...,n.
Se f nao é C', entdo existe £ > 0, 2y € Q2 e uma sequéncia {z; },>1 em Q tal que
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T — To €
V() = Vf(xo)| >e, VEk (24)

Seja K = {xg,x1,...}. Se |s| < /2 e k é suficientemente grande, entéo x; + se; €
(2 e como f é continua em (, segue de (23) que a sequéncia {V f(xzx) - e;} €
limitada, para cada i = 1,2,...,n. Portanto, passando a uma subsequéncia se
necessario, podemos supor que existe u € R" tal que V f(z;) — u. Passando ao
limite quando k£ — oo em (23), temos, para s €]0,6/2[ei=1,...,n,

f(l’o) - f(xO - Sei) <u-e; < f(:l,’() + Sei> - f(ﬁo) (25)

S B S

Fazendo s — 0" em (25) obtemos V f(xy) = u, 0 que esta em contradigdo com
(24). Portanto, z — V f(z) € continua em €. u

A projecao ortogonal

Teorema 4.26. Seja C' um conjunto convexo e fechado de R™ e considere a
funcao f : R" — R definida por

() = e = 3 Pele) - Pe(@)) (26)

onde Pr : R™ — R" € a proje¢ao ortogonal sobre C. Entao f € fungéo de classe

CtemRre f = Pe.
Demonstracao. Sejam z, e h em R". Entdo podemos escrever

Pl +h) = Fwo) + (Pele) - ) + (h),
onde
() = S Po(eo) I = 31 Pe(eo + W)+ (o + h: Polao + h) — Pe(ao)).

Como g(z) = §||:1;||§ é diferenciavel com ¢'(z) = z para todo =z € R", temos o

Teorema do Valor Médio,

1 1

1P (@o)ll3— 5 || Pel@o + B)|l; = ((1—60) Pe(z0) +0Pc(xo+h) : Po(z)— Pe(zo+h)),
2 2

para algum 6 €]0, 1[. Logo,

e(h) =(xg — Po(xg) : Po(xo + h) — Po(xg))
— 0| Pc(xo + h) = Po(zo) |l (27)
+ (h: Po(zo + h) — Po(xo))-
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Como as duas primeiras parcelas do lado direito de (27) sdo negativas, temos
e(h) < ||hlly||Polwo + h) = Pe(zoll, < [Ihll:
Por outro lado, considerando v = 1 — 6, temos

e(h) = (vFo(xo) + (1 = v)Pe(zo + h) : Po(xo) — Polzo + h))
+ (xog+ h: Po(xg + h) — Po(xg))
= (xo+h— Po(zo+h): Po(xo+ h) — Po(xo))
+ || Pe(xo) — Po(zo + h)|; > 0

Portanto, 0 < £(h) < ||h||3 e temos a conclus&o. u

Observacdao 4.16. Embora estejamos nos referindo as projecdes sobre
convexos fechados de R™, € imediato verificar que a demonstragdo acima é
valida para qualquer espacgo de Hilbert V, isto é, qualquer espaco de Banach
cuja norma seja proveniente de um produto interno.

4.4 Superficies em R3

Definicao 4.31. Um subconjunto S # () de R é uma superficie se, para cada
p € S, existirem um aberto U de R?, um aberto V de R?® contendo p e um
homeomorfismo o : U — W = 5N V. A superficie é dita regular se:

a) S é Diferenciavel de Classe C*™ (suave)

b) A matriz jacobiana J,(q) tem posto 2.

Como

9oy o1
ox oy

_ Jdo do
Jo(q) = yore 7;
9oz Ooz

ox oy

onde o = (o1,09,03), @ matriz ter posto 2 implica que, para cada ¢ € U, 0s
vetores:

= (0. 520,500
80' 30'1 80'2 (90'3
o= (G 52w 5w

séo linearmente independentes, ou de maneira equivalente, para cada ¢ € U,

Oo Oo

%(Q) X 87y<Q) 7é (07070)
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Proposicao 4.13. Seja f : U C R?> — R uma fungdo suave. Entdo o gréfico
Gy ={(x,y,2) eR®| 2 = f(z,y)}, de f é uma superficie.
Demonstracao. Basta considerarmos

c:U — Gf
(,y) = (zy, f(z,9)
Trata-se de uma parametrizagdo global de G, note que:
i) é bijetiva e suave

ii) o=!: Gy — U é continua pois é a restricdo de G, da projecdo de R* — R?
definida por (z,y, z) — (z,y).

1 0
i) J,(x,y)=1 0 1 | tem posto 2.

Observacédo 4.17. Analogamente, {(z,y,2) € R® |y = f(x,2)} e {(z,y,2) €
R3|z = f(y,2)} sdo superficies.

Exemplo 4.2. O paraboldide eliptico
2 y2
s—{enrer S+l -2
onde a > 0 e b > 0 é uma superficie pois S = G; para f : R* — R definida por

flay)=5+5%

Teorema 4.27. Seja f : U C R* — R uma fungéo suave. Se a € f(U) € um
valor regular de f entdo S = f~!(a) é uma superficie.
Demonstracado. sejap € S = f~'(a) C U. Por hipétese,

Vi) = (0. 5w 5 0) 7 0.0.0)

Suponhamos entéo que 3 ( ) # 0 (a prova é analoga para os outros 2 casos).
Sejac : U — W C S de uma regido aberta W de S contendo o ponto p.
Considere a funcao

F:U — R
(z,9,2) = (2,9, f(z,9,2))

39



A matriz jacobiana de F' em p,

Jp(p) = 0 1 0 y

é invertivel, uma vez que |Jr(p)| = %(p) # 0. Entdo, pelo Teorema da Fungéo
Inversa, existem abertos V e V' de R?, contendo p e F(p) taisque F : V — V
é bijetivae ' : V — V é suave. Suponhamos que F~! = (fi, f», f3). E claro
que fi(z,y,2) =z, folz,y,2) =y e fz3: V — R é suave. Compondo f; com a
funcdo ) : R? — RR3, definida por A\(z,y) = (,y, a), obtemos a fungdo suave
h=fsol: XY(V) — R
(z,y) —  fs(z,y,0)

Pela Proposigao 4.1, GG, € uma superficie, que tem como parametrizagao global
g )\_1(‘7) — Gh
(x,y) = (xyh(x,y) = (Y, f3(2,9,0)).

Disso temos

e U= )\"1V)éum aberto de R?

e W =G, é um aberto de S contendo p, pos G, = SN V:
(:>) Seja (xvyv Z) € Gh Entao z = f3($7y»a)s IOgO (CL’,y,Z) = (xayv f3($7y:a)) =
F~Y(z,y,a) € V. Por outro lado,

(z,y,0) = FF~ Y (2,y,a) = F(x,y, fs(x,y,a)) = F(z,y,2) = (z,y, f(z,y,2)),

pois a = f(z,y,2), logo (z,y,2) € f~}(a) = S.
(<) Seja (z,y,2) € SNV. Entao

(2,y,2) = F'F(2,y,2) = F ' (z,y, f(2,9,2)) = F ' (z,y,a) = (2, f5(z,y,a)),

Como z = (f3(z,y,a) = h(x,y). Logo (z,y, z) € G,. u

Proposicdo 4.14. A mudanca de coordenadas ® = ¢ 'ooc : V — V é um
homeomorfismo suave entre abertos de R2.

Demonstracdo. Uma vez que W e W sdo abertos em S, W N W é um aberto
em S e também em W. Logo V' é um aberto em U o que, como U € um aberto
de R2. Analogamente VV é aberto em R2. Entdo ® é homeomorfismo por ser
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a composicdo das aplicagbes ¢ : V - WnNnWeas ' : WNW — V que sdo
homeomorfismos.

Agora provemos que se o e ¢ suave, para cada ¢ € V existe um aberto U, tal
que a restricdo de o' o o0 a U, é suave.

Seja entdo ¢ € V, com o(q) = p e a(r) = p. Uma vez que ¢ é uma
parametrizagdo, ha uma submatriz 2 x 2 de J;(r) com determinante nao nulo.
Sem perda de generalidade podemos supor que se trata da submatriz

[ ) ) ]

) G20

onde ¢ = (01,09,03). Considerando I o 5, onde II : R® — R? dada por
I(x,y,2) = (z,y), € usando o Teorema da Fungéo Inversdo, podemos concluir
que existe um aberto V, de R? tal que a restrigdo de (5,,5,) a V, é injetiva. Seja
5(V;) = i

Defina F : V, x R C R® — R® por F(x,y,2) = (61(x,y),02(x,y),03(z,y) + 2).
Entdo Jr(r,0) tem determinante n&o nulo e F' é localmente invertivel em (r,0),
isto é existem abertos em R?, W) € Wy, tais que F : W, o) — W, € invertivel
e F~! é suave. Como o : U — U’ é continua, existe um aberto U, de R? contido
emo YUt NV tal que o(U,) C W,. Observe que

(F ooy, = (67" 0 0)ly,, 0),

q

mostra que, sendo F~' oo uma aplicagdo suave, a aplicagao (¢~ 'oo)|y, € suave:

Seja (z,y) € U, e suponhamos que (F~'oo)(z,y) = (21,41, 21). Como o(z,y) €

U' NV, existe (¢/,y') € V, tal que 6(2/,y') = o(x,y). De F(xy,11,21) = o(x,y) =

a(«',y") decorre que (z1,y1, 21) = (z,y,0), pelainjetividade de (71, 52)|y,. Portanto

(' too)(z,y) = (2,y,0) = ((67" o 0)(z,y),0). u
De maneira analoga tem que ®~! = 67! o o é suave.

Proposicédo 4.15. Sejam U e U abertos de R e ¢ : U — V C S uma
parametrizacdo (regular e suave) de S e seja ® : U — U um homeomorfismo
suave com inversa ®~! suave. Entdo ¢ = co® : U — V C S é uma
parametrizacédo de S.

Demonstracao. A funcao & pois é a composta de fungdes suaves.

Para provar a regularidade de &, seja (u,v) = ®(u,v). Como ¢ = 0 o ¥, entdo

Jo(@,7) = J,(u,v) - Jo(i, 0).
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Isso significa que

Jao,_ . 0P, _ 0o 0y,  OJo
ax(u U) = %(U,U)aixﬁi,v) + %(u,b)a—y(u,v)
° 0o 0P 0 0P 0
i) = T 22 200 99
ay(u U) - 8y (U,U)ax<u,'l)) ay ( Z/)8y(u 'U)
Entdo
oG, 0o, (0P 0Dy, 0P 00y, _\ Jo
(w0 x @) = (G @0 e - a0 G20 ) G x 3 (w)
do do
= det(Ja (4, ) 5 (u,v) X @(u,y>.
Como ® é um homeomorfismo, Js-1 = (Jg)~!, em particular, a matriz J; é
invertivel ou seja, o seu determinante é diferente de zero, logo
05, _ s,
ax(u U) X @(U,U) 7£ (070)0)
|

Mais adiante necessitaremos de uma nog¢do de funcdo suave entre
superficies que nos permitird o desenvolvimento do calculo diferencial sobre uma
superficie regular.

Definicao 4.32. Sejam S, e S, superficies e W um aberto de S;. Uma funcao

f W - Sl — SQ
¢é dita suave se, para quaisquer parametrizacées o, : Uy — Wi € g9 : Uy — Wy
tais que W, N f~Y(Ws) # 0, 0, ' o f 0 0y € suave.

Observacao 4.18. Essa definicdo na pratica é inutil, a preposicao a seguir é
mais util no geral.

Proposicao 4.16. Uma aplicacdo f : W C S; — S, & suave se, para cada
p € W, existem parametrizagdes o, : Uy — Wi e o5 : Uy — Wsh, de S; e s,
respectivamente, tais que p € Wy, f(p) € Wy e o, ' o f o o, é suave.
Demonstracao. Sejam 7, : U, — W, e &, : Uy, — W, parametrizagdes de S; e
S,, respectivamente, tais que W, N f~*(1W,) # 0, pretendemos provar que

Gyl ooy0ay:a H(Win f7H (W) — R?

é suave. Sejaq c o' (W N f~1(W3)), com 7,(q) = p. Entéo por hipdtese, existem
parametrizagbes o, € oo em p e f(p), respectivamente, tais que o_,0 foo; é suave.
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Note que

Gy, 00000, 0 fooi00; 0, = (G, 00y)0 (0, 0 foai)o(a;t0d))

€ suave pois € uma composicao de aplicacdes suaves, e também € a restricdo
de 5, ' 04, a um aberto de R? contendo ¢. Como ¢ € um ponto qualquer, segue-se
que &, o fa, é suave. ]

Observacao 4.19. Uma aplicagdo entre superficies, f : S; — S,, suave,
bijetiva, cuja a inversa também é suave, chama-se difeomorfismo. Note que se
f Sy — Sy € um difeomorfismo e o, uma parametrizacao de S; entdo f oo, €
uma parametrizagao de S;.

Tangentes, Normais e Orientabilidade

Definicao 4.33. Se aimagem de v : (a,b) — R? esta contida na imagem de uma
parametrizacdo o : U — R? da superficie S, existe uma aplicacéo

(ab) — U

tal que

onde u e v SA0 necessariamente suaves.
A equacdo (28) define uma curva com imagem em S

Definicao 4.34. Um vetor tangente a S num ponto p € S € um vetor que é
tangente a alguma curva em S que passa por p. Assim, v é tangente a S se em p
existir uma curva v em S tal que ~(to) = p € 7/(to) = v, para algum ¢, no dominio
de .

Proposicao 4.17. O conjunto dos vetores tangentes a S em p = o(q) coincide
com o subespagco vetorial de R? gerado pelos vetores

Oo do
%(Q) € a*y(@)

Demonstracao. Seja v um vetor tangentea Sempesejac: U — W C S uma
parametrizagao de S contendo o ponto p. Entao existe uma curva vy : (a,0) - W
tal que v(to) = p € 7/(to) = v. Consideremos a composi¢ao

(a,0) W 25U 25 W
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Denotando o' o« por 7, temos

)
Jdo Jdo
Y1 (to) orY T; e
/ ( " ) _ oy Ooy 71( O) o
Y2\lo o oy 5/2 ( t())
CONNEE - -
0o _,,. 0o

e definamos

7: R — R?
t =  q+tle,c).

Trata-se de uma funcédo suave. Como é continuaemt¢=0¢€ 5(0) = ¢ € U, sendo
U um aberto de R?, existe ¢ > 0 tal que 7((—e¢,¢)) C U. Portanto, se considera
a restricdo de 4 ao intervalo (—¢,¢), podemos considerar a composi¢do com a
parametrizagdo o de S e obter uma curva v = o oy em S que pasa por p (pois
7(0) = p): )

(—e,6) U - W CS.

Como 7(0) = (5(0)) = (q) = p, 1(0) = c1 € 72(0) = ¢z, temos

J,(0) = J,(g) - J5(0) &

e, portanto, v é tangente a .S em p.
|
A este espaco vetorial de R?, formado pelos vetores tangentes a S em p,
chama-se Espago Tangente de S em p. Como g—g(q) e %Z(q) sdo linearmente
independentes, o espaco tangente a S em p denotado por 7,5, tem dimens&o 2.
Temos assim um plano chamado Plano Tangente a .S em P:

o B
1,5 = {x eR [N, M eR: =p+Ala—Z(q) +A282(q)}
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I1,S é completamente determinado por um vetor unitario perpendicular a ele,
chamado de vetor normal a .S em p. Da preposicao 4.17 temos que é facil ver,
existem dois vetores nessas condicdes. Seja o : U — S uma parametrizacao, o

vetor o o
Na'(p) _ ZI (Q) X By (C.I)
2 (q) x %Z(Q)H

€ chamado de vetor normal normal unitario. Mas ao contrario do plano tangente,
este vetor ndo é totalmente independente da escolha da parametrizacdo o de
S contendo p. Com efeito, seja & : U — S outra parametrizagcdo de S tal que

a(q) = p. Da preposi¢cao 4.15 temos que

gz(q) X gZ(@ = det(Jo(q)) (gi(‘-’) 8 g(;@) ’

onde ® denota a mudanca de coordenadas o~ ! o 5 de & para o. Portanto

2@ x 2@

onde o sinal é do determinante de J5(q).

Notacao 4.4. uma colecdo de homeomorfismos o : U — W,onde W =SnNV e
V um aberto de R?, é chamado de Atlas de S.

Definicao 4.35. Uma superficie S é dita orientavel se possuir atlas com a
seguinte propriedade: se ® = o' o 7 é a mudanca de coordenada entre
quaisquer duas parametrizagdes do atlas, entdo det Jy(g) > 0 em qualquer ponto
g do dominio ®. Tal atlas € dito orientacdo de S. Se tal atlas nao existir a
superficie é dita ndo-orientavel.

Portanto uma superficie orientavel existe um atlas que permite auma escolha
candnica da normal unitaria N(p), em cada ponto p, obtida tomando a normal
unitaria de cada Parametrizacdo desse atlas (a orientacdo de S), escolha essa
gue depende suavemente de p, portanto, existe N : S — R3, suave, tal que
IN(p)|| =1e N(p) € (T,S)* paracada p € S. A fungdo N é chamada de campo
de vetores normais unitarios em S.

Proposicao 4.18. Uma superfice S € orientavel se e s6 se possui um campo de
vetores normais unitarios N : S — R3.

Exemplo 4.3. Seja N : S — R?® uma orientagdo de uma superficie S. Entéo
—N : S — R? também é uma orientagdo de S. Assim, numa superficie orientavel
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existem pelo menos duas orientagdes distintas. Por exemplo, seja S o plano
horizontal
M= {(z.y,2) eR*| z = 0}.

Existem duas possiveis escolhas para N:

N(a:’ y7 Z) = <O7 07 ]') v(x7 y? Z) 6 ]‘_‘[7

N(z,y,z) =(0,0,—1) V(z,y,2) eIl

Exemplo 4.4. Um exemplo de superficie ndo-orientavel € a Fita de Mdbius que
se obtém rodando um segmento de reta L em torno de seu ponto médio P ao
mesmo tempo que P se move ao longo de uma circunferéncia C, de tal modo
gue enquanto P da uma volta a circunferéncia C, L da meia volta em torno de P.

Primeira forma fundamental

Definicao 4.36. Seja ~(t) = o(z(t), y(t)) uma curva numa superficie S, descrita
por uma parametrizacao o, o0 comprimento de v desde ~(¢() até ~(¢,) é dado por

t1
. / I (0)lldt.
to

Mas, pelo teorema da fungao composta,

7(0) = 2/ 52 (0(0) 910) + 9 ()5 (a(0). (1)

denotando (z(t), y(t)) por ¢ temos,
IO = (2057 + 05 @205 @)+ 05 @)

= (07 (G0, 5@ ) + 20O { S 5@ )+ 0 { 5. 570 )

Denotando
(@), (Gog@) o (Fo50)

por, respectivamente, E(q), F(q) e G(q), (ou, abreviadamente, E, F e G),
podemos escrever

s = /tltl (BE2'(t)* + 2F2'(1)y' (1) + Gy'(t)Q)% dt.
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A matriz
E(q) F(q)

Flg) G(g)

€ a matriz da chamada primeira forma fundamental do o de S em p = o(q), ou
seja, da forma bilinear simétrica

Fr =

L,:T,SxT,S — R

(v,w) +—  (v,w)

De fato, se

entao

(v, wy = vw1 E(q) + viwe F(q) + vow1 F(q) + vowaG(q)
_ [Ul UQ] E(q) Flq) [uq]

F(q) G(q)
essa é a chamada primeira forma fundamental.
Definicao 4.37. Um difeomorfismo f : S; — S; é uma isometria se, para cada
curva v em S, acurva f oy em S, tem comprimento igual ao de . Se existir
uma isometria f : S; — S, diz que S; e S, sdo isométricas.

Teorema 4.28. Um difeomorfismo f : S; — S, € uma isometria se e so se, para
cada o, de um atlas de S;, as primeiras formas fundamentais de o, e de f o oy
sdo iguais.

Demonstracao. Como o comprimento de uma curva em S pode ser calculado
como a soma dos comprimentos dos arcos de curva em cada um € descrito por
uma unica parametrizacao do atlas de S. Suponha que S; e S, sejam descritos
por uma parametrizagéo global.

Sejam entdo o, : U — S; uma parametrizacdo global de S; e o : U — S; 0
correspondente da parametrizacao de S; e Fi, F1,G1 € Fo, Fy, Gy as primeiras
formas fundamentais de o, e 0., respectivamente

"<": Se Ey = By, F} = Fy e y(t) = o1(u(t),v(t)) define uma curva arbitraria em
S1, o comprimento de v de ~(ty) a y(t1), isto é, a integral

t1
/ (Byu ()% + 2R (1) + G/ ()?) 2 dt
to
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é evidentemente igual ao comprimento da curva o, (u(t), v(t)) = fooa(u(t),v(t)) =
fon(t), de f(x(to) @ f(+(t)).

"=": Reciprocamente, se f € uma isometria entdo, qualquer que seja a curva
v(t) = o1(u(t),v(t)) em S; de dominio I = (a, 3), acurva f oy, = oo(u(t),v(t))
tem o mesmo comprimento. Portanto, para quaisquer ty,t; € 1,

1 1 t1 1
/ (B! (t)? + 250/ (1) + G/ (t)) 2dt = / (Bt (t)? + 2F5u/ (t)? + Gov'(t)?) 2dt
to

to

Isto implica que
B (1)? + 2F0 (V' (1) + G’ (t)? = By (t)? 4 2550/ ()0 (t) + Gov' (1) (29)

para qualquer t € I. Fixemos t, € I e sejam uy = u(ty) € vy = vo(to). Entdo:

e ¢ evidente que existe um sub-intervalo J de I contendo ¢, tal que, para cada
t € J, (ug+t—tovy) € U. Logo v, (t) = o1(ug + t — tovg) define uma curva
"M - J — Sl.

e Analogamente, podemos considerar a curva 7, definida por v, (t) =
o1(ug,vo + t — tg). Neste caso v/(t) = 0 e v'(t) = 1 pelo que, por (29),
Gl == GQ.

e Finalmente, considerando a curva -3 dada por v3(t) = (ug+t—tg, vo+1t—to),
podemos concluir que E; + 2F; + G| = Ey + 2F; + G5, donde F} = Fy

Definicao 4.38. Um difeomorfismo f : S; — S, é dita conformal se é s6 se, para
quaisquer curvas ~; € v, em S; que se intersectam, o angulo de intersecao das
currvas f o~y e f o~y em .Sy éigual ao angulo de intersecao de v, € 7».

Teorema 4.29. Um difeoorfismo f : S; — S, € conformal se e s6 se, para cada
parametrizagéo o, de um atlas de S, as primeiras formas fundamentais de o, e
f o o, s&o proporcionais, ou seja, £, = \Ey, F, = A\F} e Gy = \G; para alguma
funcdo suave \ : U — R*.

Demonstracao. Em termos gerais, a demonstracdo é analoga ao teorema
anterior porém mais extensa e exigente no calculo, por tais razées estara omitida
aqui. [ ]
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Definicao 4.39. Seja R C S uma regiao limitada contida numa parametrizacdo
oc:U— W CS,aarea A(R) é dada por

AlR) = //U—l(R)

\O0z " 9y'0x " dy/ \ox Ox oy’ Oy oxr’oy/

A(R) = // VEG — F? dzdy.
o' (R)

oo oo
%(aﬁ,y) X ay(fc,y)H dxdy

Como

entao

05 00
or 0Oy

Note que, por o ser regular,
EG—-F*>0 (30)

Definicao 4.40. Um difeomorfismo f : S; — S, é dito equiareal se aplica cada
regido de S; numa regiao de S, com area igual.

Teorema 4.30. Um difeomorfismo f : S; — S, é dito equiareal se, e so se, para
cada parametrizacdo o; dum atlas de S, as primeiras formas fundamentais de
o1 € de f o oy satisfazem

E\Gy — F} = ExGy — F3.

Demonstracao. Como a area de uma regido em S pode ser calculada como
a soma das areas de sub-regides em que cada sub-regidao é descrita por uma
Unica parametrizacao do atlas de S, disso, suponha que S; e S, estdo descritas
por uma parametrizacdo global.

Sejam entdo o, : U — S; uma parametrizagao global de S1, 0o = fooy : U — S,
a parametrizacdo correspondente de S, e Ey, Fi, Gy € Es, F5, Gy as primeiras
formas fundamentais de o, e 03, respectivamente. Um difeomorfismo f : S — S,
€ equiareal se e sO se, para cada regiao R de Sy,

A(R) = //_1(R) E1G1 - F12 dl’dy = A(R) = //( ) \/ E2G2 - F22 dl’dy,

ou seja,

A(R) = / / _Wm dzdy = / / _I(R)\/dedy
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isto equivale dizer que

\/ElGl —F12: \/EQGQ—FQQ

E\G, — F} = E;Gy, — F}

isto €,
pOiS, E1G1 — F12, E2G2 — F22 >0 |

Aplicacao de Gauss e segunda forma fundamental

Definicao 4.41. Para formalizarmos a ideia de aplicagao de Gauss, dado uma
parametrizagéo o : U — W C S de uma superficie S, notemos que N(p), em
cada ponto p de W, € um ponto da esfera unitaria

S?={veR||v| =1}

Entdo podemos considerar a aplicagdo W :— S? que a cada ponto p = o(u,v)
faz corresponder o ponto N(p) de 5.

No geral, esta aplicagao pode ser definida para qualquer superficie orientavel S,
pois essas superficies possuem uma normal unitaria N : S — R3 bem definida
em todo o ponto, dada localmente em cada mapa o de orientacdo de S por

52(q) x 5 ()

%(q) x % (a)||

N@=‘

Chamamos Aplicacao de Gauss a aplicacao

g. S - 5?
p — N(p).

Observacao 4.20. Note que, N nao é Unica, a Aplicagao de Gauss esta definida
a menos de sinal, dependendo da orientagédo escolhida, ou seja, do campo de
vetores de N escolhido.

Proposicao 4.19. Sejam S; e S, superficies e f : S; — S, uma fungao suave.
Para cada p € S, a correspondéncia +'(ty) — (f o v)'(to) define uma aplicagao
linear

Fep : TpSt = Typ)S

chamada de derivada (ou diferencial) de f no ponto p.
Demonstracao. Sejam o, : U; — W7 C S; um mapa de uma regido de W, de
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Sy contendo p, o1(q) = p, 02 : Uy — W, C S, um mapa de S, contendo f(p),
os(r) = f(p), tais que f(W;) C W,. Consideremos ainda uma curva v : I — W,
em S, tal que (to) = p € a composigao

I 2w 2o s w, Lew, 2 v,

denotando o vetor /() por v e vetor (f o +')(to) por w, sabemos que

v = 71(750)8;1 (¢) + ’_Yé(to)aiy@

e analogamente,
0o ,

w= G (ty) == 5 (r) + Gz(to)ﬁ—y(r)

onde ¥ denota a composigdo o;' o v e G denota a composi¢do o, o f oy =
o, 'o foo, 0o4. Para abreviar, chamaremos F a composigdo o, ' o f o ;. Portanto
G =Fo#A.

Se ¢§ for outra curva em S; tal que (1) = p e §(t1) = v e definirmos,
analogamente, w = (f 0 6)'(t,) e G = F o §, teremos

0= 8050+ 8005 @
© =, 0oy do
w = Gy(t) 5 () + Gyh) = I (r)

Em particular, 7 (to) = &,(t1) e F4(to) = d5(t1). Daqui decorre que

=h%ﬁwmyam:h@[ﬁmlz

(to)
222; ] = Jr(q) - J5(t1) = Ja(t)) =

G (t)

= Jr(q) [ (1)

Portanto w = w, o que implica que o vetor w ndo depende da escolha da curva ~

e que f., estd bem definida.

Isto também mostra que, para qualquer vetor v € 7,5, de coordenadas v; e v, na
doi

base {22(q), %, (@)}, a suaimagem por f., é dada por

U2

mm=h@[“l

Portanto f., no é nada além da aplicacéo linear de 7,,S; em T, S> cuja matriz,
relativamente as bases {57 (¢), 5 (q)} € {52 (r), 52(1)}, € Jr(q)-
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Agora considere ¢ uma aplicagdo suave de S em S?, podemos aplicar
a preposicao anterior e concluir que a derivada de ¢ no ponto p é uma
aplicagéo linear definida em 7,,S com valores em T, S?. Mas Ty, S* = {v €
R? | (v, N(p)) = 0} = T,,S, portanto

Gp 1,85 = T,S.

Observacao 4.21. Uma vez que ¢ esta definida a menos de sinal, a sua derivada
9., também fica definida a menos de sinal, dependendo da orientacédo escolhida.

Definicao 4.42. Seja £ um espaco euclidiano. Uma aplicagao linear f : £ — F
é dita simétrica se (f(v1),v2)) = (v1, f(v2)) para quaisquer vy, v, € E.

Proposicao 4.20. Para cada p € S, %,, € uma aplicagao simétrica
Demonstracao. Como ¥,, é linear, basta verificar a igualdade

(Gep(01), 02)) = (01, Fep(v2))

para os vetores da base {9%(q), ay( )} de T,,S, sendo o : U — W C S um mapa
de S contendo p = o(q).

Note que, para v = 7/'(to) € 1,5, 9p(v) = (4 0 ¥)(to) € Jigoyy)(to) =
Jgosoa-10y(to) = Jgos(q) - J5(to). Em particular, para v = 42(q),

J5(to) = [ (1) ]

1
pelo que Jy.,(tg) = Jy 0 o(q) - ! 0 ] e consequentemente

Analogamente

Provemos entao que

oo - (o 5)
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Para qualquer (z,y) € U temos
(@00 5 0a)) =0

(@ 00w G ) ) 0.

Derivando (31) relativamente a segunda coordenada y, obtemos

<8(i; o) (z,9), gZ(x,y)> + <(§4 o o)(z,y), %(%y)> _0

e derivando (32) relativamente a primeira coordenada x, obtemos

<a(g ) o

Em particular, para (z,y) = ¢ obtemos a igualdade pretendida:

(720, =~ (o, 2o )
_ <(g¢oa)(q), 5&@

= <a(i; 0)((1),2{;((1)>

Definicao 4.43. Chamamos a forma bilinear

II,: T,SxT,5 — R

(v, v2) = (Fp(v1), v2)

a Segunda Forma Fundamental de S no ponto p.
Sejac: U — S, amatriz
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é chamada matriz da segunda forma fundamental de ¢ de S em p = o(¢q), onde

et = {5202 (520) ) = (520 25 0)
10 = (5@ (5r)) = (5o 25 w)

o0 = (5o, (50)) = (5o 272w ),

Notacao 4.5. Para fins de praticidade serao utilizado as férmulas abaixo por ndo
utilizarem as derivadas de ¢4 o o:

eta) =~ { 550 50))

fla) =— <ai2§y(Q)aN(P)>
9(q) = — <gj;(Q),N(p)>

Definicao 4.44. Dos conceitos anteriormente apresentados, podemos concluir
que existe uma base ortonormada {e;,e.} de 7,5 tal que ¥%,,(e;) = kie; €
G.p(e2) = koey sendo ky < k; . Os nameros k; e ky séo os valores proprios
de ¥,, sdo chamados de curvaturas principais de S em p. Portanto a matriz de

9., nabase {ej,e,} éigual a
ki 0
0 hky |

Os vetores ¢; € e, sdo chamados de vetores principais de S em p.

Definicdo 4.45. E chamada curvatura gaussiana de S no ponto p ao
determinante de ¥,,,:
K(p) = kik,.

Chama-se curvatura média de S no ponto p metade do trago de ¥,,,:

ki +k
H(p) = 12 2.

Definicao 4.46. O ponto p é dito:
e Eliptico, se K(p) > 0.
e Hiperbdlico, se K(p) < 0.

e Parbdlico, se K(p) =0e H(p) # 0.
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e Planar, se K(p) =0e H(p) =0.

Definicao 4.47. Dada uma superficie S, o ponto p € S é dito umbilico se as
curvaturas principais de S em p coincidem ou seja k; = k.

Observacao 4.22. Em particular todo ponto planar & umbilico pois k; = ky, = 0.
Teorema 4.31. Para cada p € S, temos

e(q)g(q) — flq)? Hip) = e(q)G(q) —2f(¢)F(q) + g9(q) E(q)
E(q)G(q) — F(q)*’ 2(E(q)G(q) — F(q)? ’
ki(p) = H(p) + VH(p)? — K(p), ko(p) =H(p) —VH(p)?*— K(p)

K(p) =

Demonstracao. Com intuito de simplificar as notagdes, sera omitida por vezes p
eq.
Seja

= {5704,

(5:)) -

10 = (52090 (@) ) = B (@) + 0l
(5:))
(59))

fla) = <§;(q>,%

o(g) = <§Z<q>7%

Em termos matriciais isto implica que .%;; = .%; W, donde

W= 2,7,

1 | a -F e f
 EG—-F?| _F E f g
1 [eG-fF fG-gF
 EG-F?| fE—e¢F gE—fF |

Consequentemente,

1 _eG=2fF +gF
H=5wW="5Gcr
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e f
Iy

_eg— f?

1 2
K:*“M:(MLIQ ~EG- R

Por outro lado,

-F FE

G —F‘

klkg == K
Resolvendo o sistema e sabendo que k; > k, obtemos k; = H + VH? — K e
kh=H—-vVH? - K ]

Observacao 4.23. A matriz da aplicagéo ¥., : 7,5 — 1,5 relativamente a base

52(9), 92(a)}, € chamada de matriz de Weingarten de o de S.

Definicao 4.48. Seja S uma superficie regular parametrizada por o : U — S.
Uma curva regular v(t) = o(u(t),v(t)) é uma geodésica da superficie S se, para
todot € U, 7"(t) € um vetor normal a S em u(t), v(t).

Definicao 4.49. Se ~(t) = o(u(t),v(t)) define uma curva parametrizada pelo
comprimento de arco numa parametrizagdo de uma superficie S entdo +/(¢)
€ um vetor unitario em T',,,S. Assim +/(t) é perpendicular a N(v(t)) e entdo
7' (t), N(v(t)) e N(v(t)) x +'(t) formam uma base ortonormada de R3. Por ~ ser
parametrizada por comprimento de arco, 7" (t) é perpendicular a v/(¢) e portanto
uma combinacao linear de N(y(t)) e N(~(t)) x /(t):

Y'(t) = a(t)N(y() + BON(v(1)) x 7' (2).

Os escalares K,, = —a e K, = [(t) s&o chamados respectivamente de curvatura
normal e curvatura geodésica de v em ¢.

Proposicao 4.21. (Existéncia e unicidade de geodésicas) Dados um ponto p de
uma superficie regular S e w € 7,5, existe um intervalo aberto I > 0 e uma unica
geodésica vy : I — S, tal que v(0) = p e +'(0) = w.

Demonstracao. Consideremos uma parametriz¢ao local de Sem p, X : U C
R? — X (U) C S, e ponhamos

(UO, 1}0) = X_l(p) € (CL, b) = (dX(UO, Uo)_lw.
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Note que as equacdes diferencias das geodésicas é do tipo

(34)

em que f; e f, sdo funcdes diferenciaveis. Assim, dadas as condi¢des iniciais

(u(0),0(0)) = (uo,vo) € (w'(0),2'(0)) = (a,b), (39)

pelo teorema de existéncia e unicidade de solugdes para equacdes diferenciais
ordinarias, existem um intervalo / > 0 e uma unica solugdo (u(t),v(t)), t € I, de
(34), a qual cumpre as condic¢des iniciais de (35). Dessa forma a curva

€ a unica geodésica de S, a qual cumpre as condi¢des
Y(0) = X(ug,v0) =p e 7'(0) = dX(up,00)(a,b) = w.

Observagao 4.24. Se ~(t) = o(u(t), v(t)) € uma geodésica da superficie 5, entéo
17/(t)| é constante.

Lema 4.9. (Lema de Meusnier)

(a) Seja~: I — W C S uma curva parametrizada por comprimento de arco tal
que (o) = p. Entdo K, (v, t0) = I1,( (t0), 7 (to))-

(b) Se v, e v, sdo curvas parametrizadas por comprimento de arco tais que
Ti(t1) = 72(t2) = p € 1(t1) = 15(t2) entéo Ky (y1,t1) = Kn(2, t2)-

Demonstracao. (a) Para cada t € I, (7/(t), N(y(t))) = 0 pois v'(t) € TyyS e
N(v(t)) € ortogonal a T’,;yS. Derivando temos

("), N(v(#))) + ('), (N o7)'(2)) = 0.
Em particular(y/(to), (N o) (to)) = —(v"(to), N(7(ts))), onde

K (7,t0) = (7" (t0), N(7(t0))) = (7' (to), Zup (7 (t0))) = I1,(7'(t0), 7' (to))-

(b) Consequéncia imediata de (a). |
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Proposicao 4.22. (Lema de Euler) Seja p um ponto de S. Entao

{Ku(v.t0) [y : 1 = S, to € I,¥(to) = p} = [k2(p), k1(p)]-

Demonstracdo. Seja {e;,e.} a base normada de 7,S formada pelos vetores
proprios de ¥,,. Denotando «; e «, as coordenadas de +/(t,) nesta base,
a2+ a2 = ||¥(t)|” = 1. Entao

Kn(7:t0) = (7 (t0), (7 (t0)))
<OZ1€1 —+ g9, %p(alel + (1/282)>
= <Oq€1 -+ Q9€g, alk‘lel + a2k2€2>

2 2

onde
ko = koo + koas < K, (77.t0) < k1ad + keas = ky.

Isso mostra que {K,(v,t0) | v: I — Sito € I,7(to) = p} < [ka(p), k1(p)]-
Reciprocamente, dado a € [kx(p), k1(p)], consideremos o vetor v = aje; + aszes de

coordenadas
a — ko a—k

b=k T Nk
Como v € 7,5, existe uma curva v : I — S em S tal que v(t) = p e +'(t) =v
Logo

a1 =

a—k a—k
Kn(”y,tg) ZklOé}"FkgOé% :klk‘l _:2 +k2k‘2—/{,‘11 =a

Observacao 4.25. As curvaturas principais num ponto p € S sd4o0 maximo e o
minimo valores das curvaturas normais de todas as curvas em S que passam
por p. As diregdes principais sdo os vetores tangentes das curvas dando esses
valores maximo e minimo.

Da preposicéo 4.9 podemos definir as seguintes no¢cdes geométricas a cerca
da natureza de um ponto p € S.
Caso 1: p é eliptico.
Isto significa que k; # 0 e ky, # 0 tém 0 mesmo sinal. Entdo para qualquer par de
curvas vy, € 7, em S tais que v, (t1) = 12(t2) = p, temos

ka < k(s ti) = =[17"(t) (N5, N(p)) < kv (i =1,2).

consequentemente (N,,, N(p)) e (N,,, N(p)) tem o mesmo sinal. Em outras
palavras, numa vizinhanca de p, as curvas em S que passam por p
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"apontam"todas para o mesmo lado de T7,,S.

Caso 2: p é hiperbdlico.

Nesse caso, como k; e k, tem sinais contrarios, existem curvas +; € v, em S com
1 (t1) = 12(t2) = p. Em outras palavras, numa vizinhanca de p, as curvas em S
que passam por p "apontam"todas para lados opostos de 7,S.

Teorema Egregium de Gauss

Notacao 4.6. Com o fim de reduzir o peso da escrita das equacdes, dada uma
aplicacédo o : U C R? — R® suave, usaremos as notagoes:

bl oo 0%c 0o

Op = 7,0y = =030 = 7,02y = =——=—, €lC.
ooV oyt 0a2’ T 0x0y

Definicao 4.50. Dizemos que a primeira forma fundamental de uma superficie
S descreve a geometria intriseca de S e que a segunda forma fundamental
descreve a geometria extrinseca de S.

A aplicacdo dg : S X S — R, tomando para ds(p1, p2) 0 infimo dos comprimentos
das curvas v : [0,1] :— S tais que v(0) = p; e y(1) = p2, chama-se distancia
intrinseca da superficie S.

Observacao 4.26. Note que a isometria conserva a distancia intrinseca da
superficie S.

Definicao 4.51. Seja o : U — S uma parametrizacdo de uma superficie regular
S. Consideremos ainda o referencial

{oz(q),04(q), N(o(q))}

definido em cada ponto o(q) = p da superficie S. Denotamos a fungédo Noo : U C
R? — R3 por N. Existem fun(;f)es F;IM 1,7,k =1,2, Ly, Lo, E3L2, Ls, Qg 1<e,7<2
tais que

Ope =I'},0, + 13,0, + L1 N
Ouy =190, + Tho, + LoN
Oye =910, + 5,0, + LoN
Oyy =T'50, + nggy + L3N
N, =a,104 + a0,

Ny =a120, + axno,.

As fungbes I, s&o chamados de Simbolos de Christoffel de S relativamente a
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parametrizacdo o. Note que

Ly =(04s, N) = ¢,

Ly =(04y, N) = [, (36)
Ly =Ly =/,

Ly =(0,,,N) =g.

Como o,, = 0,, € 0., 0, € N s&o linearmente independentes,
:I.—V,Q—:I;—‘Ql7 Z.:]_72.

Lema 4.10. Os simbolos de Christoffel de uma superficie S relativamente a
uma parametrizagao o estao relacionados a primeira forma fundamental pelas
seguintes igualdades:

TLE+THF = LB,

I'LE +T3%,F =

1
2
ILF+THG = %

I‘§2E + F§2F F, — Gx,
I, F +T3,G = 3G,

'L +T1% = (logVEG — F?),,
I, + I3 = (logVEG — F?),.
Demonstracao. As primeiras seis sao imediatas de (34):

d F%lE + FQ F = F%1<vaax> + F%1<0yvam> = <F%109€ + F%10y70x> = (Ope: Op) =
12 ||o|* =

i F%1F+F%1G F11<U:cv‘7y> +F11<0yvay> (Ozzs 0y) = (9{;(0170'1) — (02, Ozy) =
F, — %Ey.

2
o F%QE + F%QF = F%2<UJ:7UI> + F%2<O’yvax> = (Ouy, Oz) = %a%”aa:” = %Ey'
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o I'LF +THG =T1y(0w,0y) +Tiy(0y,0,) = (0w, 0y) = %%”011”2 = %GT

i F%QE"'F%QF = F52<(7x»0:v> +F32<0y70m> = (0yy, 0.) = §<0y70m> (Oys Oye) =
F, - 1G..
¢ 2
o I5F +T5,G =T5(0.,0y) +1%5(0,0,) = (0, 0,) = %a%”%” = %Gy'

As duas Ultimas sao consequéncia das anteriores; provemos a primeira delas (a
outra pode ser provada de maneira analoga):

(EG — F?), =EG, + E,G — 2FF,
=2B(I'},F +T1,G) + 2G(T'[,E + T3 F) — 2F(T1,F + T11°G + '}, E + '}, F)
=2EGT2, + 2EGTy, — 2F*(I'}, +I'%,)
=2(EG — F*)(T'}, +T%,).

Entéao

_(BG-F?),

Fil + F%Z Q(EG . Fg)

= (log VEG — F?),.

||
Resolvendo cada um dos trés primeiros sistemas do Lema 4.10,
relativamente aos simbolos de Christoffel, temos:

(Fl _ GE,—2FF,+FE, 2 — 2BF—EE,—FE,
11 2(EG-F?) 11 = 7 2(BEG-F2)
Fl _ GEU—FG‘,; Fz . EG;(:—FEy
12 = 2(EG-F2)» 12 = 2(EG-F2)’ (37)
o 2GFy—GGy—FGy rlo— EGy—2FFy+FG,
22 2(EG-F?2) 22 2(EG—F2) 7
1 _ 71l 2 _ 12
\F21 =TI, 15 =11,

Isso mostra que os simbolos de Christoffel s6 dependem de E, F, G e das suas
derivadas pelo que sao invariantes por isometria, pelo Teorema 4.28.

Teorema 4.32. [Teorema Egregium de Gauss] A curvatura gaussiana é invariante
por isometria.

Demonstracao. Decorre da igualdade N, = a;50, + axo, em (34) e da definigédo
da matriz de Weingarten que

Oray = (10, +THo, +eN),
= (T11)yos + (TT)yoy + ey N + 1104 + 0y, +eN,
= (T11)y0s + (TT)yoy + ey N + T, (T1504 + Tiooy + fN)+
I} (D005 + [sy0y + gN) + €(a120, + axoy)
= (T11)y + Ty + T Tay + eara)a, + (T7))y + 01Ty + THT3, + eago,+
(ey +T1,f + I9)N,
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Taye = (Dlo0s + 1oy + fN),
= (F%z)w% + (F12>i0y + foN + Fb%x + F%zayx + [N:
= (Plo)e0s + (T1y)e0y + foN + T1,(T0, + TF0y + eN)+
I}, (030, 4+ 050y 4+ fN) + flai10, + anoy)
= (T1p)s + Tiol1y + Tiolyy + fain)oy + ([o)s + Tiol'Ty + Tils; + fasn)oy,+
(fo +Tpe + T3 f)N.

Como 0,4y = 0uys € 04, 0, € N s&0 linearmente independentes, podemos
concluir que

(Ffl)y + Fhrfz + 1"311“32 + eag = (F%2>z + Fizl—% + F%QF% + fas,
ou seja,
(Th)e — (T3)y + T1ol5y + T30%, — TG, — THTS, = age — fao.

Consequentemente, da definicdo da matriz de Weingarten, temos

fF—gFE el — fE

(T)s — (T1y)y + Tl + TT5) — Tyl — T35, = TEG_p2tT fm
_ g f?
~Pre P
= FK.

De modo andlogo, das igualdades o,,, = 0y, € N, = N, é possivel formular
FK e GK em fungéo dos simbolos de Christoffel e das suas derivadas, logo, por
(35), em fungao de E, F, G e das suas derivadas. Como as fungdes FE, F, G nao
podem se anular simultaneamente, podemos concluir que a curvatura gaussiana
K de uma superficie regular s6 depende dos coeficientes da primeira forma
fundamental e suas derivadas, logo, invariante por isometria. ]

Afim de estabelecer as propriedades minimizantes das geodésicas vamos
introduzir a aplicagdo exponencial exp,, a qual se fixa um ponto p de uma
superficie regular de S e associa vetores w € 7,5, pontos de S que estdo nas
geodésicas que partem de p na direcao de w.

Definicao 4.52. Dados um ponto p de uma superficie regular orientavel S e
w € T,S, consideremo a proposigao 4.20 e indiguemos por

Y (—€,6) = 5

a geodésica de S, a qual cumpre ~,(0) = p e ~,,(0) = w, em que ¢ = e(w) é tal
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que (—¢,¢) é o intervalo simétrico maximo no qual ,, esté definida.
Dado A > 0, pondo se I, = (—¢/\,e/)\), tem-se que ~,, esta definida em I, e
que vale a igualdade

Yaw () = Yw(AL) Yt € I,. (38)

Observacao 4.27. A propriedade das geodésicas vinda da igualdade (38) é
chamada Homogeneidade. Dela se pode dizer que o intervalo simétrico de
maximo de definicdo de ~,, (—¢,¢), serd maior quanto menor for a norma de
w. Em particular, tomando-se a norma de w suficientemente pequena, podemos
supor que ¢ > 1, isto €, que v,(1) esta bem definido.

Definicao 4.53. Por consequéncia do teorema de diferenciabilidade do fluxo
definido por uma equacao diferencial ordindria, existem ¢, 6 > 0, tais que a a
aplicacao

p(t,w) =v(t), [l <e flwll <9,

estd bem definida e é diferencidavel em (—¢,¢) X Bs;, em que B;s denota-se a bola
de 7,5 com centro na origem e raio 6. Isso significa que para todo w € B;, a
geodésica v, esta definida em (—¢, ). Logo para quaisquer wy € Bs € w = Awy,
emque 0 < A < min{l,e/2}, tem-se

[wl] = Allwo|| < min{é, oe/2}.
Definicao 4.54. A aplicacao exponencial de S em p é definida como

exp, B, — S
w o = ().

Quando, para todo p € S, a aplicacdo exponencial de S em p esta definida
em todo o plano tangente 7,S, diz-se que essa superficie &€ geodesicamente
completa.

onde ¢ diferenciavel em B,, pois ¢ é diferenciavel e, para todo w € B,, tem-se

exp,,(w) = 7 (1) = p(w, 1)

Definicao 4.55. Seja exp, : B, — exp,(B,) C S um difeomorfismo, a imagem
da bola B, por exp,, ou seja exp,(B,) € dita bola geodésica de S com centro p e
raio r, denotaremos por B,(p). Analogamente, dado ¢ € (0,r), chama-se circulo
geodésico com centro p e raio ¢, a imagem do circulo de 7,,S cujo o centro é a
origem e cujo raio € ¢.
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Dado ¢ € B,(p), acurva~ : [0,1] — B.(p),

Y(t) = exp,(tw) = 1 (t), w = (exp,) " (q),
é dita geodésica radial de p a g.
Esse teorema intitula esta dois resultados classicos da geometria elementar:
e A soma dos angulo plano € igual a 7;

¢ A soma dos angulos internos de um triangulo de S?, cujos lados sao arcos
de grande circulo, € maior que 7, sendo a area do triangulo igual a diferenga
entre a soma de seus angulos e .

Do ponto de vista da Geometria Diferencial, esses fatos levantam a questao
da existéncia de uma "férmula"para soma > 6; dos &ngulos de um "tridngulo
geodésico"A de uma superficie regular S. Disso se estabelece a igualdade

/AKZZ@Z-—T. (39)

Definicao 4.56. Um triangulo geodésico numa superficie regular S € um
subconjunto A de S, o qual é homeomorfo a uma bola fechada de R? e cujo
bordo, 0A, é o trago de uma curva continua v : I € R — S, a qual tem as
seguintes propriedades:

o [ =Jap,a1]Ulaj.as] Ulas,as], ap<ay <ag <asz€R,;
o y(ag) = v(a3 € V|ay.aq) € iNjetiva;

e Paracadai = 1,2,3, v = 7|(a,—1,4,) € UMa geodésica de S, a qual admite
uma extensdo a um intervalo (a;—; —¢;, a;+¢;), ¢; > 0 (de modo que ~(a; —1)
e 7/(a;) estdo bem definidos).

Cada um dos pontos p; = v(a;_1) € dito vértice de A. Os tragos das geodésicas
1, Y2 € 73 sao chamados de lados de A, e sdo denotas, respectivamente, por
p1p2, P2p3 € pspi. Os dngulos de A nos vértices py, p» € p3, 0S quais denotam-se,
respectivamente, por pi, p» € ps, definem se por

p1 = <(y1(ao, —3(as));
P2 = <Uvg(ar, —y1(ar));

~

ps = <(v5(az, —75(az2)).
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Diz-se que A é positivamente orientado relativamente a uma orientacdo N, de S,
quando, para todo i = 1,2,3 e todo s € (a;_1,a;), 0 vetor w;(s) = N(7i(s)) X i(s)
(de 7', (5 S "aponta para A", ou seja, para ¢t > 0 suficientemente pequeno.

Proposicao 4.23. Sejam S uma superficie regular orientada, v : I — V C
S uma geodésica (parametrizada por comprimento de arco) de S e (, n :
V — R?® campos diferencidveis tangentes a S, tais que, para cada p € V,
{¢(p),n(p), N(p)} é uma base ortonormal e positivamente orientada de 7,S.
Nessas condicoes, existe uma funcao diferenciavel, ¢ : I — R, tal que

7' (s) = cos6(s)((s) + senb(s)n(s) Vsel, (40)

onde ¢(s) = ¢(v(s)) e n(s) = n(y(s)), onde toda fungao diferenciavel ¢ que
satisfaz a igualdade acima, cumpre

0" =(¢.n') (41)

Demonstracao. Suponhamos, inicialmente, a existéncia da fungao diferenciavel
 que satisfaz (40). Nesse caso, tem-se,
7" = 6 (cos n — send() + cos B¢’ + sendr’. (42)

Do fato de v ser uma geodésica, temos também que
(7 X N,v") =0 (43)
Combinando-se, entao (40), (42) e (43), e levando-se em conta que

<<7 CI> =0 e <<—,7 77> = _<77,7 C>7

obtém-se facilmente a igualdade (41).
Provemos agora a existéncia de 0. Para tanto, motivados pelas consideracdes
do paragrafo anterior, tomemos s, € I € escrevamos

(s) = / () (whdu + 00, s e,

S0

em que 0y € R é tal que +/(sg) = (cosby)((so) + (senby)n(sg). Temos que 0 &
diferencidvel. Portanto, a curva

o(s) = /S(cos O(u)((u) + senf(u)n(u))du + v(so), s€ I,

S0

é diferenciavel e cumpre o(sg) = v(so). Além disso, tem-se
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o' = cosf( + senby;
0" = 0'(cosn — send() + cos ¢ + sendr'.

Um calculo direto, entdo, nos da
(" X N,o"y={((,n') =0 =0,

onde se infere que ¢ € uma geodésica. Porém, o(sy) = v(so) € d'(s0) = 7' (s0)-
Logo, o = . Portanto, para todo s € I, tem-se

7' (s) = cos6(s)((s) + senb(s)n(s).

Definicao 4.57. Diz que um tridngulo geodésico de uma superficie regular S é
ideal, quando esta contido na intersecao de bolas geodésicas com centros em
seus vertices.

Lema 4.11. Seja A um tridngulo geodésico ideal de uma superficie regular S,
cujos vértices sao pi, p2 € ps. Suponha que (¢,).en S€ja uma sequéncia sobre
o lado p;ps, tal que ¢, — p;. Entdo, denotando-se por A, C A o tridngulo
geodésico de vértices p1, p2 € ¢,, tem-se

[) p1p2gn — 0;
i) p2gnps — pr;
i) (1(An) = 0

Demonstracao. Denotando-se por 7, a geodésica de S que parte de p, com
velocidade w € 7,5, tem-se que existem ¢, > 0 tais que a aplicagéo

p(t,w) =m(t), [t <e | <4

estd bem definida e € diferenciavel em (—¢,¢) X Bs, em que Bs denota a bola
de T7,,S com centro na origem e raio ¢. Por hipotese, A esté contido numa bola
geodésica de S com centro em p,. Logo, para cada n € N, existem ¢,, € (—¢,¢) e
w, € Bs, tais que

Gn = Y, (tn) = P(tn, wn).
Uma vez que (t,) e (w,) s&o sequéncias limitadas, podemos supor que ¢, — t, €
R e w, — wy € T,,S. Dai e da continuidade ¢, segue-se que

n = Yw, (tn) = SO(tm wn)'
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Uma vez que (¢,,) e (w,,) S&o sequéncias limitadas, podemos supor que t,, — ty €
R e wy € T,,,5. Dai e da continuidade de ¢, segue-se que

Yo (to) = @(to, wo) = lim @(t,, w,) = lim ¢, = p;.
o0 n—o0

n—

Em patrticular, p1p2q, = <(wo, wy,). Assim,
lim p1p2g, = lim <(wp, w,) = <(wo, wy) = 0,
n—oo n—oo

0 que prova (i).
Agora note que, para cada n € N, tem-se v,, (t) = exp,, (tw,), t € (—¢,¢). Logo,
Vo (tn) = d(expy,, ) (tr, wy)w,, onde

-~

JLH;opqunp?, = (= (t0),7'(0)) = 1,

0 que prova (ii)
Afim de provarmos (iii), consideremos, para cada n € N, o compacto

Q, = exp, (Ay) C T}, 5,

o qual é limitado pela curva 6, = expg;(pl, ¢n) € 0S raios que contém wy e w,,.
Designando-se, entao, por #,, o angulo pip2q, € tomando-se o ponto a, € %,,
tal que ||a,|| = max,ecq, |w||, tem-se que (2, esta contido no setor circular ©,, de
T,,S, cujo o angulo & 6,, e cujo o raio € ||a,||. Em particular,

_ On || @ |
2 b

1(2,) < pu(05)

0 que nos da lim,,_,, x(2,) = 0, ja que a sequéncia (a,), claramente é limitada.
Tomando-se uma parametrizagdo local X : U c R? — S, tal que A c X(U), e
escrevendo-se ¢ = sup, || X, X X, ||, tem-se

p(80) = [ X X, dude < (sup X, X Xul)(S) < (),

Qn
onde 0 lim,,_, 1(A,,) = 0. ]

Teorema 4.33. (Teorema Elegantissimun de Gauss). Para todo tridngulo
geodésico ideal A de uma superficie regular orientavel S, vale a igualdade

/ K=p+p+ps—m
A
Demonstracao. Tomemos um ponto ¢ no interior do lado p;p3; de A e denotemos
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por A’ C A o tridngulo geodésico cujos vértices sdo ¢, p, € p3. Consideremos,
entdo, uma parametrizagdo v : I C R — S de 0A/, tal que:

o [ = [CL07CL1] U [CLl,CLQ] U [ag,ag];
e Y(ao) =7(az) =¢q, ~(a1) =p2, 7(a2) =ps;

e Cada geodésica y; = v

(ai_1,a:) € PArametrizada pelo comprimento de arco.

Tomando-se um sistema de coordenadas polares conveniente em 7, .S, podemos
supor que A’ esta contido num aberto V' C S, no qual esta definido um campo
tangente unitario e diferenciavel, ¢, formado pelos vetores velocidade dos raios
geodésicos que partem de p;. Considerando, entdo, um campo normal N, em S,
tem-se que

n=~NX¢

€ um campo tangente unitario e diferenciavel em V, tal que, para todo p € V,
{¢(p),n(p), N(p)} constitui uma base de R?, a qual é ortonormal e positivamente
orientada. Suporemos, também, que o campo N foi escolhido de modo que,
relativamente ao mesmo, A’ é positivamente orientado.

Note que, nesse caso, uma vez que ¢ "aponta para dentro"de A’ ao longo de 4,
"aponta pra fora"de A’ ao longo de 7, e é tangente a ~; ao longo de ~3, tem-se

i) {¢; N X 71) > 0em (ao, a1);
i) (¢, N X ~5) <0em (ay,as);
i) (¢, N X ~4) =0em (ay,as).
Pela preprosicdo 4.23, para cada i = 1,2,3 existe uma funcao-angulo
diferenciavel, 0; = 0,(s) € [0, 2x), tal que

vi(s) = cos b;(s)((s) + senb;(s)n(s) Vs € (ai_1,a;).

Escrevendo-se 0;(ag) = lim,_,,, 01(s) € denotando- se por g 0 angulo de A’ no
vértice ¢, tem-se cos ¢ = (C(ap), ;) = cosb(ag). Além disso, pela propriedade (i)
temos

send(ag) = (71(ao),n(ao)) = (=7'(an), N(ag) X ((ao))
= —(((ap), N(ap) X 71(ao)) <0,

donde sené;(ag) = —seng, pois seng > 0. Logo, cosb;(ap) = cosq = cos(2pi — q)
e send;(ap) = —seng = sen(2r — q), ou seja
01(ap) = 2m —q.
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De maneira analoga, obtém-se as igualdades

3(ag) =

91(%) =27 — plﬁQQ {

93((13) = T.

Assim, escrevendo-se >\, = > _.(0:(a;) — 0:(ai—1)), tem-se
Z:Z]\'H/?\z +DPs — T — pipag. (44)
AI

Porém, pelo Lema 4.11,
e lim, ,,, pi1P2g = 0;

o lim,,, ¢ =pi.

Dai, tomamdo o limite com ¢ — p; em (42), obtém-se

lim S = i+ B + s — 7. 45
qgg; Di+Do+Ds—m (45)

Agora nos falta mostrar que, o limite na igualdade (45) é igual a [, K. Para isso,
tomemos uma parametrizagdo localde S, X : U C R? — S, talque A Cc X(U) e
N o Xcoincida com X, X X, \ |l. x X,| em U. Fazendo-se, entdo, 2 = X ~'(A’)
e considerando-se a igualdade

(Gus o) = {Gus ) = (K 0 X)[| Xy X Xo|
tem-se que
= X X, ||dudv = ws o) — (Coy ) )dudw.
o= [ K1Y x Xolldudo = [ ((Gun) = (oo
Uma vez que 1y, = 1., segue-se que (¢, 0y — (¢, Mu)o = (Cus o) — (Co, ), ONde
5= [ = (¢ m)Jdud. (46)
! Q
Agora, observe que a aplicacao
s X1 (y(s)) = (u(s),v(s)), se€l,

€ uma parametrizagao de 02, e escrevendo-se



tem-se ((,n') = (¢, u'n, + v'n,), isto &

Gy =u'(,¢omu) + V(¢ M) (47)

Dessa forma, pondo-se P = (¢, n.) € @ = (¢, n,), segue-se de (47) e do Teorema
de Green que

/Q (b — (s maodudy = / (W, Cm) + /(¢ ) )ds = / (€, 7fds.

1 1

Dai, de (47) e da preposi¢ao 4.11, obtém-se

3 a
/ K= /(C, n\ds = Z/ 0ids = sum?>_,(0(a; — O(a;_1)),
' I i=1 Y i1

ou seja,
/ K=Y (48)
/ A/

Agora, designando-se por A” C A o triangulo de vértices p;, p, € ¢ tem-se
K = | K+ [\, K. Entretanto, pelo Lema 4.11, a area de A” converge
para zero quando ¢ — p;. Logo,

lim/ K:/K.
q—p1 ’ A

Dessa forma, tomando o limite de ¢ — p; em (48) e considerando (45), obtém-se

/K=ﬁ1+ﬁz+ﬁ3—ﬂ-
A

Teorema de Gauss-Bonnet

Definicao 4.58. Uma triangulacao de uma superfice compacta S é definida como
uma famigia finita 7 = {A; }1<;<,, de tridngulos de S, tal que

e Sei#je A, NA;D entdo A, NA; é um vértice ou um lado comum a A; e
A;.

Definicao 4.59. Seja S uma superficie compacta e 7 sua triangulacéo onde V, L
e I’ sdo o numero total de vértices, lados e faces respectivamente, é denominada
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caracteristica de Euler de S a relacao
x(S)=V —-L+F.

Observacao 4.28. A caracteristica de Euler é invariante por homeomorfismo
e constitui de certa forma um conceito topoldgico. Além disso, as
superficies compactas regulares sédo topologicamente classificadas através
desse invariante, ou seja, duas superficies regulares compactas sao
homeomorfas se, e somente se, tem a mesma caracteristica de Euler. Esse
resultado é o teorema de classificacdo das superficies compactas.

Teorema 4.34. (Teorema de Gauss-Bonnet) Seja S uma superficie regular
compacta. Entao,

/S K = 2my(8).

Demonstracao. Consideremos uma triangulagao de S por tridngulos geodésicos
ideais, 7 = {A4, ... Ar}, e denotemos por . 6,; a soma dos angulos de A;. Para
cada vértice p de 7, a soma dos angulos que tém vértices p € igual a 27. Logo,
>0 = 2mV, em que V é o nimero de vértices de 7. Observando-se que
S =|JA; é uma J-decomposi¢do de S,tem-se pelo Teorema Elegantissimum de
Gauss, que

F F 3 3,F
/K:Z/ KzZ(ZQU—w> =Y 0y~ Fr=2rV —rF.
s j=1 74 j=1 \i=1

1,j=1

Porém, uma vez que cada triangulo tem trés lados e cada lado € comum a dois
e somente dois tridngulos, tem-se que 3F = 2L. Logo

/K:27TV—7TF227T<V—L+F)+7T<2L—3F)227TX(S).
s

5 Conclusoes

O trabalho realizado nos permite ver com outra perspectiva a Geometria através
do Calculo Avangado e perceber o quao abrangente € certos resultados tais
como Teorema Egregium de Gauss e o Teorema Gauss-Bonnet a ponto de se
extender a outras areas da matematica, além de aprender e reforgcar o uso de
técnicas do Calculo Avancado para estudos mais aprofundados que terao grande
impacto na formacéao e na entrada em futuros cursos de pds-graduagao.
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6 Perspectivas de futuros trabalhos

Pretendemos dar continuidade em um novo projeto de pesquisa e plano de
trabalho na linha de equagdes diferenciais ja submetido e aceito com PIBICVOL.
Ao término da graduacao esperamos cursar uma pés-graduacdo em algum dos
renomados centros de ensino do Brasil.
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8 Outras atividades

O bolsista participou da IX Escola de Verdo Em Mateméatica promovido pelo
Departamento de Matematica da Universidade Federal de Sergipe. O evento
foi realizado de 13 de Janeiro a 06 de Margo de 2020 e contou com uma série de
palestras, cursos (ouvinte) e minicursos proferidas por especialistas na area:
(Palestras)

e Um passeio pela teoria de singularidades - Maria Aparecida Soares Ruas -
(USP - Sao Carlos)

¢ A vida misterioso dos matematicos - Celso Costa - (UFF)
(Minicursos)

e Self-shrinkers do fluxo da curvatura média sob a otica da teoria das
subvariedades - Marcio Henrique Batista - (UFAL) - 15 e 16 de janeiro de
2020

e Geometria Diferencial Afim: Pontos Umbilicos e Quadraticos - Marcos
Craizer - (PUC-Rio) - 29 a 31 de janeiro de 2020

e Teorema de Transversalidade de Thom e Aplicagées - Simone Maria de
Moraes - (UFBA) - 10, 11 e 13 de fevereiro de 2020

(Cursos)

e Analise na reta (90h) - Filipe Dantas dos Santos - (UFS) - 13 de janeiro a
30 janeiro

O bolsista participou da Atividade de Extensdao VI SEMAC - 29 EIC/COPES
- Redacdo Cientifica T3 com carga horaria de 4 hora(s), coordenada pela
Professora Raquel Simées Mendes Netto, promovida pela Coordenacao de
Pesquisa, na funcdo de participante, com frequéncia 100%. A atividade foi
realizada no dia 5 de Novembro de 2019.

O bolsista também participa do Projeto de extensao da Universidade Estadual
Vale do Acarau

Titulo: Curso de Algebra Linear

Coordenador: Fransisco Leandro de Oliveira Rodrigues
Carga Horaria: 30 horas

Inicio: 03/06/2020

Término: 31/07/2020
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9 Justificativa de Alteracao no Plano de Trabalho

N&o houve alteragdes no plano de trabalho
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