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Resumo

Dentro da engenharia, a representacdo das estruturas por meio de modelos matematicos é de
fundamental importancia. Através deles, em conjunto com ferramentas computacionais,
consegue-se simular o comportamento dos elementos estruturais, possibilitando diversas
analises. Com isso, torna-se determinante a elaboracdo de modelos cada vez mais precisos e
que englobem um maior nimero de fendmenos observados na realidade. Os principais modelos
atuais s@o baseados na teoria da plasticidade, na mecanica do dano e na mecénica da fratura.
Sabidamente, ao se atingir a zona de amolecimento, modelos de dano classicos levam a
dependéncia de malha em uma analise por elementos finitos sempre que uma solucéo localizada
é escolhida. O chamado fenémeno da localizacdo, nesses modelos, leva a uma infinidade de
solugdes possiveis e, obviamente, necessita de algum critério de regularizacdo para que se
obtenha a solucdo correta. Este trabalho apresenta uma nova formulacéo de elemento finito para
a analise de problemas de localizacdo de deformacg6es em chapas, baseado principalmente no
trabalho anterior de Amorim et al. (2018). O novo modelo ndo se baseia nas modernas
abordagens da mecénica do dano que se utilizam de modelos nao locais ou por gradiente para
contornar o0 problema da localizagdo. Trata-se de uma expansdo da mecénica do dano
concentrado, ou MDC, para meios bidimensionais. Essa formulacdo mais geral da teoria é aqui
chamada de mecanica do dano concentrado expandida, ou MDCX. A MDC utiliza ideias chave
da mecénica da fratura e da mecéanica do dano em unido com o conceito de rotulas plasticas.
Até entdo, em termos de aplicabilidade concreta, os modelos da MDC estavam limitados a
analise de pdrticos e arcos, demonstrando resultados objetivos para esses casos. Para esses
modelos, o elemento finito € dado pela combinacéo de um elemento de barra elastico com duas
rotulas inelasticas nas extremidades. No caso de um meio bidimensional, como em elementos
de chapa, as rotulas inelasticas se transformam em bandas de localizagdo. O elemento finito
proposto neste trabalho consiste na unido de um elemento elastico de quatro n6s com um
conjunto de bandas de localizagéo nos lados e também no interior do elemento. Leis de evolugéo
de dano que descrevem o comportamento de cada banda de localizagdo sé&o introduzidas na
formulacéo do modelo e o elemento proposto é entdo implementado em um programa de analise
por elementos finitos. A convergéncia dos resultados numéricos para uma solucdo Unica, na
medida em que se refina a malha, é demonstrada através de exemplos e problemas relacionados
sdo discutidos. Os resultados sdo apresentados de maneira gréafica junto a configuracéo final da
estrutura do problema, destacando a formacao das bandas de localizacao.

Palavras chave: mecanica do dano concentrado, meios bidimensionais, localizacdo de
deformacdes, independéncia de malha, elementos finitos.



Abstract

In engineering, the representation of structures using mathematical models has a fundamental
importance. Through them, together with computational tools, it is possible to simulate the
behaviour of structural elements, allowing for various analyses. Thus, the development of
increasingly precise models that includes a greater number of phenomena observed in reality
becomes crucial. The main current models are based on plasticity theory, damage mechanics
and fracture mechanics. As it is well known, upon reaching the softening zone, classic damage
models lead to mesh dependency in a finite element analysis whenever a localized solution is
chosen. The so-called phenomenon of localization in these models leads to infinite possible
solutions and obviously needs some regularization criteria to obtain the correct solution. This
paper presents a new finite element formulation for the analysis of a tensile plate regarding
strain localization problems, based mainly on the previous work by Amorim et al. (2018). The
new model is not based on modern approaches to damage mechanics that use nonlocal or
gradient models to circumvent the localization problem. It is an expansion of Concentrated
Damage Mechanics, or MDC, into two-dimensional continuum. This more general formulation
of the theory is here referred to as Expanded Concentrated Damage Mechanics, or MDCX.
MDC uses key ideas of fracture mechanics and damage mechanics in conjunction with the
concept of plastic hinges. Until then, in terms of concrete applicability, the MDC models were
limited to analysis of frames and arches, demonstrating objective results for these cases. For
these models, the finite element is given by combining an elastic bar element with two inelastic
hinges at the ends. In the case of a two-dimensional medium, such as plate elements, inelastic
hinges become localization bands. The finite element proposed in this work consists of joining
a four-node elastic element with a set of locating bands on the sides and also within the element.
Damage evolution laws that describe the behaviour of each location band are introduced in the
model formulation and the proposed element is then implemented in a finite element analysis
program. The convergence of numerical results to a single solution as the mesh is refined is
demonstrated through examples and related problems are discussed. The results are presented
graphically along with the final configuration of the problem structure, highlighting the
formation of the localization bands.

Keywords: lumped damage mechanics, two-dimensional continuum, strain localization, mesh
independency, softening, finite elements.
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1. INTRODUCAO

1.1.CONSIDERACOES INICIAIS

1.1.1. Modelos Estruturais e Elementos Finitos

A engenharia estrutural é o ramo da engenharia responsavel por garantir a integridade
de sistemas estruturais como maquinas, construc¢des ou qualquer tipo de solido. Como apontam
Florez-Lbépez, Marante e Picon (2015), pode-se dividir a engenharia estrutural em duas
vertentes que apesar de diferentes, se complementam: mecanica estrutural e projeto estrutural.
A primeira tem por objetivo a determinacdo de como as ac¢des externas se distribuem ao longo
dos elementos estruturais e como os esforcos internos séo gerados. Ja a segunda lida com o
desenvolvimento e aplicacdo de diretrizes que possibilitam o dimensionamento seguro e
econdmico de estruturas para usos especificos. No projeto estrutural, os esforgos atuantes nos
elementos ditam como devem ser dimensionadas as estruturas. No entanto, ja que é necessario
conhecer previamente as dimensdes dos elementos (pré-dimensionamento) para se encontrar 0s
esforcos atuantes nos mesmos, 0 processo se torna iterativo por meio da aplicagédo sucessiva e
complementar de técnicas da mecénica estrutural e do projeto estrutural. Além disso, a
mecanica estrutural também pode ser usada no diagnostico de estruturas existentes.

Ainda conforme Flérez-Lopez, Marante e Picon (2015), a mecénica estrutural é
geralmente aplicada através de programas de analise estrutural. Tais programas s&o
essencialmente formados por modelos matematicos compostos por equacdes usadas para
descrever o comportamento de uma estrutural sujeita a determinada solicitacdo e por
procedimentos numéricos usados para solucionar essas equacdes e, portanto, o problema
estrutural. Sendo assim, atrelado a um modelo que descreva fenémenos fisicos com precisao, é
igualmente importante o desenvolvimento de procedimentos numéricos e ferramentas
computacionais que possibilitem a aplicacdo desses modelos em casos préaticos de engenharia.

Dentre os diversos procedimentos numéricos, atualmente o mais utilizado e alvo de
diversos desenvolvimentos € o Método dos Elementos Finitos (MEF). Como explicam
Zienkiewicz e Taylor (2005), o MEF funciona a partir de uma subdivisdo do dominio do
elemento ou estrutura sob analise, ou seja, é feita uma discretizagdo geométrica do problema
que é dividido em partes menores chamadas de elementos finitos. Dentro da analise, o elemento
finito é essencialmente responsavel pela descricdo do comportamento estrutural. Logo, cada
modelo matematico, a depender do fenémeno e estrutura a ser representada, apresenta uma

formulacédo de elemento finito particular.
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Conforme Liu e Quek (2003), a subdivisdo da estrutura em elementos menores tem por
objetivos a representacdo simples de geometrias complexas, a possibilidade de inclusdo de
propriedades distintas de modo simples em diferentes partes da estrutura e principalmente a
simplificacéo do calculo matematico envolvido. Ao invés de resolver uma complexa geometria,
no processo do MEF, cada subdivisdo ou elemento possui um conjunto de equagdes mais
simples que aproximam localmente as complexas equacdes do problema original (de forma
geral, equacdes diferenciais parciais) e que podem ser recombinadas em forma de um sistema
global para o calculo final da estrutura. Para solucao do sistema de equacdes resultante, segundo
Zienkiewicz e Taylor (2005), existem vérias técnicas conhecidas, como por exemplo o método
de eliminacédo de Gauss.

O MEF ¢ geralmente aplicado dentro de programas de analise estrutural, responsaveis
pelas discretizacdo do dominio (geracdo da malha), aplicacdo do elemento finito especifico para
0 problema e solucédo do sistema de equacdes, além de diversos outros procedimentos, como a
apresentacdo dos resultados. Uma descricdo béasica do funcionamento de um programa de
elementos finitos, usado para as simulages numeéricas deste trabalho, esta apresentada na secédo
3.2.

A subdivisdo do dominio ou geracdo da malha é uma importante etapa dentro do
processo de célculo. Como cada elemento aproxima localmente o problema original, quanto
maior o numero de elementos, maior a precisao do resultado. Este entendimento é analogo ao
processo de aproximar uma curva por retas, quanto maior for o nimero de pequenas retas
usadas, maior serd a aproximacao da curva real. Desse modo, em regides onde se espera uma
maior concentracdo dos esforgos ou em regides com maior complexidade geométrica (ex.:
locais de mudancas bruscas na geometria), é indicado o uso de uma malha mais fina, ou seja,
com mais elementos. De modo geral, quanto mais refinada for a malha, melhor a solucéo do
problema. Com isso, ao se fazer uma andlise pelo MEF, é importante um estudo de
convergéncia com malhas cada vez mais finas, sendo que o resultado deve convergir para uma
solucdo unica.

Os primeiros modelos estruturais representavam apenas o comportamento elastico
linear dos materiais baseado na teoria da elasticidade. Com o decorrer de novos trabalhos e
pesquisas na area, 0s modelos foram se tornando cada vez mais complexos e proximos da
realidade, incluindo a representacao de diversos fendmenos néo lineares como por exemplo, a

plasticidade e o dano.
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Tabela 1.1 apresenta um resumo dos principais modelos estruturais, de forma que um

de cada coluna de acordo com necessidade do caso em estudo.

Tabela 1.1 - Resumo dos principais modelos da mecanica estrutural

Representagdo | Representacdo | Representagdo | Representacao
da geometria do material das deformagdes | das solicitagoes
- Teoria da Pequenas Estaticas ou
Sélidos . o (o
Elasticidade deformacdes qguase estaticas
Placas, chapas e Teoria da Grandes A
- ~ Dinamicas
cascas Plasticidade deformacdes

Vigas e arcos

Viscoplasticidade

modelo, para uma andlise estrutural completa, é formado basicamente pela escolha de um item

Mecéanica da

Porticos
Fratura

Mecanica do
Dano

Fonte: o autor

A elaboracdo de modelos que descrevam e representem com maior proximidade o
comportamento real de estruturas € importante para projetos praticos de engenharia. Como
exemplificam Florez-Lopez, Marante e Picon (2015), em zonas sujeitas a terremotos, no caso
de tremores classificados como severos, € permitido o dimensionamento que preveja a
ocorréncia de dano na estrutura desde que, obviamente, ndo se atinja o colapso total. Para que
seja possivel tal dimensionamento com seguranca, é essencial o desenvolvimento de modelos
que levem em conta o dano e representem os fenémenos que ocorrem proximo ao colapso. As
teorias da elasticidade e plasticidade apresentam grandes limitagbes para esse fim. As
mecanicas da fratura e do dano sdo as principais opc¢des para 0 caso, porém, também apresentam
algumas desvantagens e limitagdes que serdo discutidas no decorrer deste trabalho.

Para representacdo da estrutura nos modelos, sempre se assume que a mesma €
composta pela unido de um conjunto de unidades bésicas estruturais. O tipo de unidade basica
estrutural diferencia os itens da primeira coluna da Tabela 1.1. Na teoria dos sélidos, alvo deste
trabalho, a unidade basica estrutural é o elemento diferencial de sélido (EDS) (Figura 1.1). Cada
EDS ¢ identificado usando coordenadas x, y e z em sua configuracdo inicial. Na formulacéo
do modelo sdo introduzidas algumas varidveis para cada elemento que podem ser variaveis

cinematicas ou variaveis dinamicas. As cinematicas definem o movimento do elemento (vetor
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de deslocamento) e suas deformacdes (tensor de deformacéo). As dindmicas séo usadas para
caracterizar forgas externas (vetor de forcas de volume, de superficie ou concentradas) e tensées
que cada EDS suporta (tensor de tensdo). Todas essas variaveis dependem das trés coordenadas
espaciais que identificam cada elemento e, a depender da analise, também do tempo. A anélise
de um solido é formulada pela introducéo de trés conjuntos de equacdes: equacdes cinematicas
que relacionam o campo de deformagdo com os deslocamentos, equacdo de equilibrio entre
forcas externas e o campo de tensGes e equacgdo constitutiva que relaciona tensdes com
deformag6es. Além disso. sdo introduzidas a condicdes de contorno do problema (FLOREZ-
LOPEZ; MARANTE; PICON, 2015).

A Figura 1.2 representa o arranjo da formulagdo para um caso geral elastico. Ao se tratar
de casos inelasticos, precisa-se conhecer a historia de ocorréncia de cada variavel, ou seja, 0
seu comportamento em cada instante t. Além disso, é necessario a introducdo de novas
variaveis internas (variaveis de estado) em conjunto com suas leis de evolucdo dentro da
equacdo constitutiva, para com isso levar em conta os fenémenos inelasticos que ocorrem nas

estruturas sob determinada solicitagéo, a exemplo da plastificacéo e do dano.

Figura 1.1 - Elemento estrutural basico da teoria de solidos: elemento diferencial de
solido

Fonte: Florez-Lopez, Marante, Picon (2015)
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Figura 1.2 - Resumo esquematico das varidveis e equagdes para sélidos

VARIAVEIS CINEMATICAS VARIAVEIS DINAMICAS

CCE E:> Campo de deslocamentos Campo de forcas externas <] ccN

| Equacdes |-| i i Equagdes de _|
cinematicas ! ! |_| equilibrio
Campo de deformacées <::> Campo de tensdes

Equag&o constitutiva
1

Fonte: o autor

Conforme Bathe (2014), é importante destacar que ao se aplicar os diferentes modelos
em uma analise por elementos finitos, a formulacdo do elemento usado deve corresponder a
teoria que representa o material. Por exemplo, no caso de um meio sélido, sdo necessarios
elementos bidimensionais ou até mesmo tridimensionais para subdivisdo do dominio nos quais
estdo inerentes todas as variaveis e equacgdes necessarias para descricdo do comportamento do
material. Neste trabalho, cujo alvo é o estudo de chapas, é necessario o uso de elementos

bidimensionais.

1.1.2. Evolucao dos Modelos Estruturais

A representacdo matematica do comportamento ndo linear das estruturas € um campo
de estudos importante na engenharia. Com esse objetivo, modelos matematicos, baseados nas
principais teorias ndo lineares (teoria da plasticidade, mecanica da fratura e mecanica do dano),
sdo atualmente aplicados em programas de analise estrutural por elementos finitos. No entanto,
mesmo os principais modelos apresentam suas desvantagens e limitagdes (AMORIM, 2016).

A teoria da plasticidade, provavelmente a mais conhecida, trabalha com deformacdes
plasticas locais que séo responsaveis por representar o processo de deteriora¢do. Dentre os
principais fendmenos que podem ser modelados com base na plasticidade, estdo a presenca de
deformac6es plésticas (deformacGes que ndo desaparecem apos 0 descarregamento), zona de
encruamento ou endurecimento plastico (crescimento do limite elastico) e existéncia de tensdo
ultima ou maxima. Apesar de conseguir descrever uma parte dos fenémenos comprovados
experimentalmente que ocorrem nas estruturas, a teoria falha ao tentar reproduzir

comportamentos ndo lineares nas proximidades do colapso, a exemplo da fase de
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amolecimento, onde ocorre degradacdo da resisténcia (decréscimo do limite elastico) e
degradacdo da rigidez (decréscimo do médulo de elasticidade). Além disso, modelos de
plasticidade ndo preveem a existéncia de deformacdo méaxima ou de falha. Todos esses efeitos
s6 viriam a ser bem representados com o surgimento da mecénica do dano (FLOREZ-LOPEZ;
MARANTE; PICON, 2015)

A mecénica da fratura, como explica Broek (1984), representa a deterioragdo dos
materiais por meio da modificacdo da geometria dos solidos, determinando quando e como essa
modificagdo pode ocorrer. A abordagem dominante € a introducdo de fissuras equivalentes
maiores do que as reais de modo que os fendbmenos inelésticos que antecedem a propagacao da
fissura sdo considerados ocorrendo em zonas de volume zero chamadas de extensdo artificial
da fissura. Na abordagem da zona de processo de fratura, uma nova lei de evolucao da fratura
é introduzida, adotando o conceito de deslocamento de abertura da fissura como variavel
cinemaética. Na mecénica da fratura linear elastica, & proposta uma descri¢cdo do processo em
dois estagios: nada ocorre ou a fissura propaga. No entanto, essa abordagem nao é suficiente
para descrever o fendbmeno por completo, ja que entender e modelar os processos inelasticos
que antecedem a propagacdo da fissura é tdo importante quanto modelar o crescimento da
prépria fissura.

Conforme é discutido por Amorim (2016), a mecanica da fratura modela o processo de
deterioracdo estrutural em meios continuos por meio da propagacdo de fissuras discretas e
sendo assim apresenta boa precisdo para estruturas com geometrias simples, poucas fissuras e
materiais homogeéneos. Isso faz com que, se tratando de problemas de engenharia, a teoria ndo
seja adequada para aplicagOes praticas, visto que usualmente as estruturas reais sao complexas.
Alem disso, os modelos cléssicos de fratura demandam a consideragdo de uma fissura inicial
para iniciar a analise, o que também nem sempre se encaixa com problemas cotidianos da
engenharia.

A mecanica do dano classica, mais recente que as anteriores, tem sido exitosa na
descricdo de diversos mecanismos de deterioracdo e falha estrutural em meios continuos que
precedem a propagacdo da fissura. A ideia fundamental, segundo Lemaitre (1992), € a
introducdo de uma variavel interna que caracteriza a deterioracdo do material. Essa variavel,
chamada de dano, geralmente varia de zero a um. O dano é introduzido nas leis de
comportamento usando o conceito de tensdo efetiva combinado com a hipétese de equivaléncia
em deformacoes.

Ainda conforme Lemaitre (1992), a mecénica do dano surgiu a partir da teoria da

plasticidade, inicialmente para reproduzir a fase de fluéncia terciaria e posteriormente a fase de
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amolecimento em materiais ducteis e quase frageis. Em virtude dessa origem, a cinematica do
solido danificado é baseada no conceito de deformagéo () e a lei de evolugdo do dano nesses
modelos relaciona dano com deformagdes locais.

Segundo Amorim et al. (2018), os pesquisadores desse campo de estudos esperavam
gue o0 mecanismo da teoria do dano pudesse eventualmente se tornar uma alternativa vantajosa
a mecanica da fratura, o que nunca chegou a se concretizar devido principalmente ao chamado
fendmeno da localizagdo. A falha dos modelos da mecénica do dano cléssica em descrever e
representar esse fendbmeno marcou o fim de um estagio da teoria. A mecénica da fratura é
utilizada na prética da engenharia com muito mais frequéncia do que a mecanica do dano.

Como explicam Amorim et al. (2018), na mecanica experimental, em um ponto de vista
fisico, localizacdo denota a formacdo de, por exemplo, bandas de cisalhamento com intensa
descontinuidade de deformacfes em materiais quase frageis, dicteis ou em geo-materiais.
Localizacdo €é, portanto, uma evidencia experimental e até mesmo visual. Na mecanica
estrutural, em um ponto de vista matematico, o termo localizagédo é usado para se referir a perda
de elipticidade das equacBes dos modelos de dano classico que levam a descontinuidades no
campo de deformag&o, problemas mal colocados e algoritmos numéricos dependentes de malha.

Para contornar o problema da localizacdo, desenvolveu-se uma mecénica do dano
moderna. Basicamente, de acordo com Peerlings et al. (1996), é feita uma modificacdo nas leis
de evolugdo do dano por meio de funcBes peso (modelos ndo locais) e é introduzida uma
variavel cinematica modificada na lei constitutiva. O objetivo é controlar o dano e a
descontinuidade de deformacéo durante a analise, levando em conta dessa forma a localizagédo
de dano. Essas modificagdes, no entanto, ndo sdo motivadas por uma melhor descrigéo fisica
do fendmeno, o intuito é o desenvolvimento de modelos que levem a resultados numéricos
objetivos. Além disso, as leis de evolugdo da mecénica do dano moderna desrespeitam um dos
fundamentos da mecanica dos solidos chamado de principio da localidade que, segundo
Pimenta (2006), afirma que as tensdes atuantes em um ponto de um solido deformavel
dependem apenas do movimento relativo de sua vizinhanga, ou seja, fendmenos distantes de
um ponto do sélido ndo o influenciam.

Apesar da importancia, como foi brevemente introduzido, as teorias descritas até aqui
apresentam desvantagens e limitacGes que impdem dificuldades e restricbes na aplicagdo em
problemas reais de engenharia. Como uma forma alternativa para a modelagem do
comportamento estrutural, uma nova mecéanica do dano tem sido desenvolvida desde o inicio
dos anos 90, tendo inicio com o trabalho de Florez-Lopez (1993). Esse novo ramo da mecénica

estrutural é chamado de mecénica do dano concentrado (MDC). A MDC aplica os principais
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conceitos da mecanica da fratura e da mecanica do dano junto ao conceito de rétulas plasticas
proveniente da teoria da plasticidade.

Até entdo, essa nova mecanica estd limitada, no que se diz respeito a aplicacGes
concretas, a analise de modelos de barras (vigas, pilares, porticos e arcos). Sdo diversas as
aplicacdes para casos de concreto armado, seja em porticos planos [Cippolina, Lopez-Inojosa e
Florez-Lopez (1995); Liu e Liu (2004); Aradjo e Proenca (2008); Faleiro, Oller e Barbat (2010);
Alva e El Debs (2010); Toi e Hasegawa (2011); Perdomo et al. (2013); Santoro e Kunnath
(2013), Amorim, Proenca e Florez-Lopez (2013)] ou tridimensionais [Marante e Florez-Lopez
(2003)]. Além de estudos em barras metalicas [Bai et al. (2016)], revestimento de tdneis
[Amorim, Proenca e Florez-Lopez (2014a)] e arcos de alvenaria [Amorim, Proenca e Florez-
Lopez (2014b)]. Mais recentemente, também surgiram estudos com aplica¢fes para 0 caso do
concreto reforcado com fibras de aco [Oliveira (2017) e Apéndice C]

Nos modelos de barra, os efeitos inelasticos do dano e da plasticidade sdo concentrados
em zonas de comprimento zero, chamadas de rétulas inelésticas. Essa abordagem é semelhante
a da zona de processo de fratura, mas ao contrario da mecéanica da fratura, essa nova hipotese
ndo modifica a geometria da estrutura, apenas modifica a lei constitutiva, como ocorre na
mecanica do dano. Além disso, diferentemente da mecanica do dano que adota conceitos de
deformacdo como varidvel cinemética principal, a MDC nos casos uniaxiais adota como
variavel cinematica o conceito de rotacdo inelastica da rotula, conceito equivalente ao
deslocamento de abertura da fissura da mecénica da fratura (AMORIM et al., 2018).

Em termos gerais, pode-se dizer que a mecanica do dano esta mais proxima da
plasticidade do que da mecénica da fratura enquanto no caso da mecéanica do dano concentrado,
ocorre 0 oposto. A mecénica do dano concentrado foi desenvolvida no intuito de prover uma
melhor descricdo do fenémeno de deterioragcdo estrutural em um contexto adequado para
aplicacdes em engenharia civil. Além disso, a0 mesmo tempo, os modelos em dano concentrado
levam a resultados matematicamente objetivos (AMORIM et al., 2018).

Para as analises estruturais mais comuns na engenharia, os elementos de portico sao
suficientes para representar bem o comportamento estrutural. Sendo assim, existe uma grande
quantidade de modelos para pdrticos baseados principalmente na teoria da plasticidade. Além
disso, a maioria dos livros e textos base trabalham com essa unidade basica estrutural. Por outro
lado, em alguns casos, certas estruturas devem ser modeladas como meios continuos fazendo
uso da teoria dos solidos, o que demanda o desenvolvimento de modelos e elementos finitos

bidimensionais ou mesmo tridimensionais.
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Amorim (2016), com uma contribuigo pioneira, apresenta uma extensédo da MDC para
meios continuos bidimensionais, onde sdo apresentados problemas de placas e chapas. As
analises preliminares apresentadas demonstram resultados objetivos e assim como nos casos
uniaxiais, independentes de refinamento de malha. Em outras palavras, representam bem o
problema da formacéo de bandas de localizagdo que sera melhor discutido no decorrer deste
trabalho.

Alguns modelos baseados em elementos finitos que incluem bandas de localizacédo ja
foram apresentados na literatura sobre o tema, a exemplo dos trabalhos de Belytschko, Fish e
Engelmann (1988) e de Borja (2000). No entanto, a abordagem proposta neste trabalho €
totalmente diferente. Como defendem Amorim et al. (2018), a hipétese fundamental é que a
localizacdo € um fendmeno separado que precisa da introducdo de variaveis de estado
especificas com suas respectivas leis de evolucdo. A variavel de dano continuo, portanto, ndo €

a ferramenta mais adequada para descrever o fendmeno ocorrendo nas bandas de localizag&o.

1.1.3. O Processo de Ruptura nos Materiais

Entender o processo de ruptura dos materiais é de suma importancia para compreensao
do fendmeno da localizagdo. De acordo com Proenca (2008), em termos de estrutura
microscopica, ou seja, a nivel atbmico ou cristalografico, os materiais tem naturezas bastante
diferentes. No entanto, macroscopicamente, em todos é possivel observar caracteristicas
semelhantes com relacdo ao comportamento estrutural, como por exemplo efeitos elasticos,
plasticos, viscosos e de ruptura. Devido a essa semelhanca, € possivel empregar a mecanica dos
solidos e a termodinamica para formular modelos constitutivos que representem os diferentes
materiais e suas naturezas diversas em uma mesoescala, de modo que sejam aplicados em
analises macroscopicas.

Ainda segundo Proenca (2008), os mecanismos fisicos que provocam as deformagdes e
a ruptura nos materiais ocorrem, na realidade, em microescala, abaixo da mesoescala citada
anteriormente onde se pode considerar 0s materiais como um meio continuo. A dimenséao da
mesoescala é um fator importante pois deve garantir uma uniformidade representativa ao serem
tomadas medidas do meio, evitando-se assim grandes gradientes que podem invalidar a resposta
obtida. Na mesoescala corretamente escolhida, é possivel a coleta de medidas representativas e
a consideragdo do meio como continuo, 0 que permite a aplicacdo da mecanica dos sélidos.
Para isso, sdo definidos valores de volumes representativos do meio para cada tipo de material.

Todavia, apesar da hipétese de continuidade do meio em mesoescala permitir desconsiderar a
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microestrutura diversa de cada material, a modelagem matematica deve levar em conta 0s
fendmenos fisicos que se desenvolvem em microescala, de modo a gerar maior
representatividade do modelo na descricdo de determinado comportamento estrutural.

O processo que leva a ruptura ocorre com particularidades a depender do material sob
solicitacdo. A seguir é descrito de modo simplificado, conforme Proenca (2008), 0 processo
para o caso de metais e concreto, que sdo provavelmente os materiais mais usados na engenharia
estrutural.

Os metais sdo formados, de modo geral, por uma rede de cristais com atomos em uma
ordem bem definida. Considerando inicialmente que ndo existem defeitos nessa rede (Figura
1.3a), a fase elastica é representada pelo afastamento reversivel entre &tomos e a ruptura fragil
é o resultado do rompimento das ligacGes atdmicas. Ja para explicar a fase plastica e a ruptura
ductil, é preciso admitir a presenca de defeitos naturais que perturbam a rede bem ordenada.
Um dos principais defeitos séo as chamadas discordancias que séo interrupc¢des na disposicéo
geométrica bem ordenada das ligacGes atdmicas (Figura 1.3b). Conforme ocorrerem
solicitacbes, prioritariamente de cisalhamento que geram deslizamento da rede, a
movimentacdo dessas discordancias da origem as deformacdes permanentes observadas
macroscopicamente nos metais. A irreversibilidade do processo decorre em grande parte pois a
movimentacdo das discordancias provoca um salto para outra posi¢cdo de modo que o arranjo
ainda se mantem estavel, sem rompimento de ligagdes e também sem variacdo volumétrica
(Figura 1.3c).

O processo de danificacdo ocorre por meio do surgimento de microfissuras, no caso do
concreto, ou microvazios, no caso do metal. Para formacao das microfissuras, é necessaria uma
ruptura local, que pode ocorrer de forma fragil acompanhada de clivagem (escorregamento
entre planos cristalograficos que de forma simplificada ocorre com ruptura das ligacOes
atdbmicas) ou na forma de ruptura ductil precedida de grandes deformacdes plasticas (grande
acumulo de discordancias). A clivagem ocorre em geral em zonas de interface entre cristais
onde a ruptura é facilitada. O processo de microfissuracdo e dano decorre, portanto, pelo
acumulo de discordancias que acabam se cruzando, tornando o material mais fragil e gerando
vazios maiores na rede cristalina (Figura 1.3d). Logo, pode-se concluir que a plasticidade e o
dano sdo mecanismos diferentes, mas que sofrem influéncia indireta um do outro.

Em seguida, ocorre um processo de acumulo de dano em uma regido, ou seja, as
microfissuras acabam por se aglomerar em alguma regido prioritaria, dando inicio ao processo

de localizacdo. Apos isso, a propagacéo das microfissuras com formacdo de macrofissuras e,
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por fim, a ruptura total do material ocorre de forma bastante acelerada, j& que o material ja
possui um plano de falha bem definido.

Figura 1.3 - Rede atébmica (a), discordancias (b), deslizamento (c) e acimulo de
discordancias (d)

L3 - ° . 3 = 3 L L3 * °
- - *
(a) - A = L (b) °
——eo—9o—9 *
. . ' 3 e o . L L o °
-
. - *—o 4

L 2

(c) * . | (d) * * *
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Fonte: O autor

No caso do concreto, um material composito formado por agregados e uma matriz
cimenticia, devido a presenca de microfissuras iniciais resultantes do processo de
endurecimento, € dificil separar os fendmenos de deformagao e ruptura como pode ser feito nos
metais. Nesse caso, a plasticidade ndo faz muito sentido e as deformagdes permanentes séo
geradas a partir de mecanismos de ruptura fragil.

Em todo caso, inicialmente existe um breve regime elastico. Apos isso, a perda de
coesdo entre a pasta e os agregados é o fendmeno responsavel pela evolugdo de microfissuras
e pelo aparecimento de deformacBes permanentes no concreto. Para niveis mais elevados de
solicitacdo, as microfissuras avancam para a pasta de cimento e ocorrem maiores
escorregamentos entre graos. Até aqui ainda ndo se tem grandes alteracdes de volume (algo
semelhante a fase plastica nos metais). No inicio da fase de ruptura, as microfissuras se unem
formando macrofissuras com varia¢do apreciavel de volume. Essa transi¢do é decorrente do
processo de localizacdo no concreto. A ruptura final resulta da propagacdo e unido dessas
macrofissuras formando descontinuidades no sélido.

Logo, no caso de metais, 0 dano ocorre principalmente em microescala antes de evoluir

para fratura. Ja no caso de compdsitos como o concreto, o dano ja se manifesta em macroescala
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com a propagacdo de microvazios existentes. Um resumo esquematico das fases do processo

gue leva a ruptura em metais e concreto esta ilustrado na Figura 1.4.

Figura 1.4 - Resumo esquematico do processo de ruptura

METAIS » ELASTICA ] [ PLASTICA
- - ~
_ DANO FRATURA E
CONCRETO » ELASTICA (Microfissuragdo) LOCALIZACAO PRDEAGAC AO RUPTURA
(Fissuras)
\ J

Fonte: O autor

FRATURA E

[ oﬁ%ﬁfzos« ] [ LOCALIZACAO ] [ PROPAGACAO ] RUPTURA
' (Vazios)

A mecénica da fratura lida com o crescimento de fissuras (macrofissuras) que levam a
ruptura total, de modo que € ignorado a danificacédo prévia a formacéo da fissura. A modelagem
ja parte de uma fissura inicial. A formacao da fissura € campo de estudo da mecénica do dano
que explica a formacdo de microfissuras e a presenca de dano distribuido. A localizagdo pode
ser entendida como o processo de transicdo entre uma situacdo de dano distribuido
(microfissuracdo) e outra de dano concentrado ou localizado sob uma estreita faixa com

descontinuidade de deformacao (formacéo de fissura discreta).

1.2.0BJETIVOS

1.2.1. Objetivo Geral

O objetivo geral da pesquisa € contribuir com o desenvolvimento da mecénica do dano
concentrado para a analise de problemas continuos em meios bidimensionais, principalmente
com relacdo a formacdo de bandas de localizacdo, através da proposta de um novo elemento

finito que gera resultados objetivos e independentes de malha.
1.2.2. Objetivos Especificos

Sédo objetivos especificos deste trabalho:
e Propor um novo elemento finito para a analise de problemas de localizacdo em
meio bidimensional (chapas);
e Apresentar resultados numéricos objetivos, ou seja, convergentes e

independentes de malha;
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1.3.0RGANIZACAO DO TRABALHO

Este trabalho se encaixa exclusivamente no ramo da mecénica estrutural com o estudo
de um novo modelo matematico para analise de meios continuos bidimensionais baseado na
mecanica do dano concentrado. Atrelado a isso, apresenta procedimentos e analises numericas
baseadas na proposta de um elemento finito para resolugéo de problemas estruturais, com foco
no fendmeno da localiza¢do em chapas.

Com isso, pretende-se mostrar que a mecanica do dano concentrado se apresenta como
uma teoria geral para analisar o comportamento nao linear das estruturas que pode ser
expandida para a andlise de qualquer meio continuo.

Na revisao bibliografica sdo apresentados 0s principais conceitos da mecanica da fratura
e da mecanica do dano, importantes para o escopo deste trabalho. Além disso, é descrito de
forma simples o fenémeno fisico da localizag@o o qual se apresenta como um importante efeito
durante o processo de colapso estrutural. Também é demonstrado como os modelos de dano
classico resultam em problemas dependentes de malha e em seguida sdo discutidos aspectos da
mecanica do dano moderna. Por fim, é apresentado como o0 modelo de dano concentrado leva
a resultados objetivos e independentes de malha, primeiramente em um caso uniaxial e em
seguida em um caso bidimensional.

Na parte metodoldgica e de resultados, é apresentado o novo elemento finito proposto
neste trabalho e em seguida é descrito como ocorre a implementa¢do numérica em um programa
para analise por elementos finitos. Por fim, sdo apresentados e discutidos exemplos numéricos
de aplicagdo do elemento na anélise de problemas de chapa.

Ao final, nas conclusdes, sdo feitos os ultimos comentarios acerca dos resultados e séo

propostas diversas ideias para melhoria e desenvolvimento do tema em trabalhos futuros.
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2. REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1.FUNDAMENTOS DA MECANICA DA FRATURA

Os modelos provenientes das teorias da elasticidade e da plasticidade representam o
corpo solido com contornos fixos, ou seja, em geral, ndo € permitida a modificagdo durante
andlise. Com isso, torna-se pouco eficiente a modelagem da fissuragdo por essas teorias, sendo
essa uma grande limitacdo ja que se trata de um importante fenébmeno no processo de falha
estrutural. No intuito de representar a propagacdo de fissuras, a mecanica da fratura difere
drasticamente das teorias anteriores, pois permite, de forma eficiente, a modificacdo dos
contornos do solido durante anélise. O objetivo principal é determinar as condigdes necessarias
para a propagacdo de fissuras em solidos elésticos ou elasto-plasticos (FLOREZ-LOPEZ;
MARANTE; PICON, 2015).

Como explica Amorim (2016), o problema que motivou o surgimento de pesquisas que
culminariam na mecanica da fratura ocorreu durante o século XX, época na qual ocorreram
varios acidentes devido a nucleacgéo e propagacao de fissuras, especialmente em navios e avides
de guerra. Os primeiros estudos em busca de um critério de fratura se baseavam no tradicional
balanco de forcas aplicadas e mesmo apds varias tentativas, esses estudos ndo foram capazes
de explicar porque entre estruturas com solicitacbes, método de fabricacdo e geometria
idénticas, algumas entravam em colapso enquanto outras ndo. Os diversos testes apontavam
que o processo de fratura se inicia em regides com entalhes geométricos ou furos para conexao
de rebites devido a alta concentracéo de tensdes nessas regides.

E bastante comum a necessidade de perfurar elementos estruturais para diversos fins,
sendo uma pratica comum na montagem da fuselagem de avides ou nos cascos de navios. No
entanto, tal modificagdo gera uma zona susceptivel a concentracao de tensdes. Segundo Florez-
Lopez, Marante e Picon (2015), um importante conceito atrelado ao problema é o Fator de
Concentracdo de Tensdo (FCT) que é dado pela razdo entre a tensdo local méxima (tensdo na
regido do furo, por exemplo) e a tensdo média na estrutura (tensdo aplicada).

Gmax

FCT =

(2.1)

Omed

Ainda segundo Florez-Lopez, Marante e Picon (2015), um assunto base estudado na

teoria da elasticidade e na tradicional resisténcia dos materiais € a determinagdo do FCT para
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diferentes alteracGes na estrutura, a exemplo de furos e entalhes. Considerando o caso de uma
chapa infinita de espessura t com um furo central em forma de uma elipse de didmetro maior
2a e didmetro menor 2b submetida a uma tensédo constante o,,,.4 distante do furo (Figura 2.1),

o fator de concentragdo de tensdo na regido do furo para o caso linear elastico é dado por:

Fer=(1+ 2%) 2.2)

Figura 2.1 - Chapa infinita com furo eliptico
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Fonte: Florez-Lopez, Marante, Picon (2015)

Com base na Figura 2.1, uma fissura pode ser modelada como uma elipse fazendo b
tender a zero, 0 que resultaria, com base no FCT, em uma tensdo elastica maxima tendendo ao
infinito na regido do furo, independente da magnitude da tensdo média aplicada na chapa. O
mesmo ocorre para qualquer estrutura ao se analisar a tensao na ponta de uma fissura com base
no FCT. Ou seja, segundo essa abordagem, qualquer estrutura com presenca de fissura deveria
entrar em colapso mesmo com tensGes minimas aplicadas, 0 que obviamente contradiz o
problema discutido anteriormente onde fissuras ndo propagam em algumas estruturas. Com
isso, fica claro que o FCT, conceito baseado em forcas aplicadas, € ineficiente e ndo pode ser
usado como critério para propagagdo de fissuras (FLOREZ-LOPEZ; MARANTE; PICON,
2015).
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A abordagem adequada para o problema em questdo se da por meio de um balango de
energia, a partir do qual se originou a mecénica da fratura. Baseado em trabalhos anteriores,
Griffith (1921, 1924), propbs quantificar o processo de fratura por um critério energético
usando a termodinamica dos processos irreversiveis para formular um balango de energia em
funcdo do comprimento da fissura (2a). Ver Gdoutos (2005) para maiores detalhes sobre a
abordagem de Griffith.

De modo simples, para compreensdo do critério energético, conforme Florez-Lopez,

Marante e Picon (2015), considere a energia potencial EP de uma forca P que é dada por:
EP = —PA (2.3)

onde A é o deslocamento da forca. Para o caso de um solido rigido de massa M, a forca
gravitacional é dada por —M g (sentido positivo para cima), onde g é a aceleracédo da gravidade.
Assim, se 0 corpo é elevado a uma distancia A, a energia potencial é dada por: MgA.

A energia potencial EP também pode ser entendida como o trabalho externo W,,, de

uma forca P que ¢é dado por:
Wexe = PA & EP = =Wy (2.4)

Considere agora um solido elastico de rigidez S submetido a uma forca P que induz

alongamentos A no sélido:
P =SA (2.5)
O trabalho total necessério para deformar a estrutura é armazenado no sélido sob uma

parcela de energia chamada de energia de deformacdo U, representada pela area no gréfico da

Figura 2.2:
4 1 1
U=deA=—SA2=—PA (2.6)
0 2 2

Outra &rea pode ser retirada da curva forca vs. alongamento (Figura 2.2),

correspondendo a chamada energia de deformacdo complementar W:
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W—fPAdP— 1P2 —1FP2 (2.7)
A 280 T2 '

Figura 2.2 - Energia de deformacdo em um solido sujeito a uma forca P

Forca 4
P .

U
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Fonte: Florez-Lopez, Marante, Picon (2015)

onde F = 1/S é a flexibilidade do sélido. Para o caso de um sdlido linear elastico, as duas
parcelas de energia sdo iguais (FLOREZ-LOPEZ; MARANTE; PICON, 2015)
Desprezando parcelas térmicas, a energia total ET em um solido elastico é entdo

definida pela soma da energia potencial com a energia de deformacao:
ET = U +EP (2.8)

Conforme Florez-Ldpez, Marante e Picon (2015), para o caso de um sélido elastico com
uma area de superficie de fissura de 4at, uma nova parcela de energia deve ser considerada. A
chamada energia de superficie ES € a energia necessaria para o surgimento de novas superficies
de fissura e é proporcional a superficie da fissura, ou seja, ES aumenta na medida em que a

fissura se propaga.
ES = 4Tat (2.9)

onde I é a energia de superficie por unidade de area.
Portanto, a energia total do sélido elastico com presenca de fissura é resultado da soma
da energia de deformacdo, do trabalho das forgas externas e da energia superficial caracteristica

do material:
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ET=U+EP+ES (2.10)

Voltando ao problema da chapa infinita, pode ser demonstrado que considerando

tensdes planas, a energia total resulta em:

2
me

TT O,
ET=U+EP+ES = UO—TdaZ +4Ta (2.11)

onde U, é a energia de deformacdo da chapa sem fissura, E € a modulo de Young, g,,.4 € a
tensdo aplicada e I' é a energia de superficie elastica do material. Ao se tracar a curva de energia
total vs. comprimento de fissura do problema, observa-se que a mesma corresponde a uma
parébola concava (Figura 2.3). Por simples observacdo gréfica, essa curva explica porque
existem fissuras que ndo se propagam mesmo com um fator de concentracéo de tensdo tendendo
ao infinito. Considere o caso de uma fissura inicial pequena a, cujo comprimento se encontra
na parte esquerda da curva, antes do pico. Supondo que a fissura se propague e, portanto, o
comprimento aumente de a, para aq, + da, segundo o gréafico, esse acréscimo deve ser
acompanhado também por um aumento da energia total. No entanto, esse processo €
fisicamente impossivel ja que a forca externa agindo no problema (o,,.4) € constante nessa
analise. Logo, se nenhum trabalho esta sendo adicionado a estrutura, ndo importa qudo alto seja
o fator de concentragéo de tensdo, a propagacao da fissura ndo pode ocorrer nessas condicdes.
Ou seja, a tensdo n&o é a forca condutora da fissuragio (depende, mas nio conduz) (FLOREZ-
LOPEZ; MARANTE; PICON, 2015).

Figura 2.3 - Energia total em funcdo do comprimento de fissura
ET ET

VAT =

4% d N g —d N @

Fonte: Florez-Lopez, Marante, Picon (2015)

Considere agora o caso de uma fissura maior a.,- Cujo comprimento corresponda ao pico

da curva ou qualquer fissura de comprimento maior. Se a fissura propaga e seu comprimento
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aumenta para a., + da, de acordo com o grafico, a energia total diminui dessa vez. Esse
processo € fisicamente possivel e l6gico ja que a energia estaria sendo transformada, por
exemplo, em energia cinética na medida que a estrutura rompe. Se a propagacao da fissura é
energeticamente possivel, 0 processo necessariamente ira ocorrer ja que o fator de concentragédo
de tensdo tende ao infinito. Com isso, pode-se constatar que existe um comprimento critico de
fissura para cada conjunto de forgas externas de modo que fissuras menores que a critica ndo
propagam e fissuras maiores propagam (FLOREZ-LOPEZ; MARANTE; PICON, 2015).
Ainda conforme Florez-Lopez, Marante e Picon (2015), a equacédo (2.11) so é valida
para 0 caso de uma chapa infinita submetida a tragdo uniforme, no entanto, para outras
estruturas e outros tipos de carregamentos, a mesma conclusdo ainda é valida ja que o
mecanismo é o mesmo: dado um estado de solicitagdes, a energia total € uma funcéo concava
do comprimento da fissura e apresenta um pico de energia para um comprimento critico da
fissura. Portanto, em termos gerais, a propagacdo da fissura s6 € possivel se a derivada da

energia total com relacdo ao comprimento de fissura for igual a zero.

dET _d(U+EP+ES) d(U+EP) s d(ES) _ .

(2.12)
da da da da

dU+EP) _ d(ES)

2.13
da da ( )

G =R, onde G =-—

O termo G é chamado de taxa de liberacdo de energia ou forgca condutora da fissura e R € a
resisténcia a fissuragdo. Se G < R, a fissura ndo pode propagar. A propagacdo pode ocorrer
apenas se G = R, sendo esse o chamado critério de Griffith. G pode ser calculado por analise
estrutural, ja R precisa ser obtido por meio de uma analise experimental e pode ser uma funcéo
do comprimento da fissura.

Segundo Gdoutos (2005), a propagac¢do por sua vez pode ocorrer de forma estavel ou
instavel. A instabilidade nesse caso significa um processo progressivo mesmo para uma
solicitacdo constante por exemplo, j& a estabilidade indica um processo dependente de um
incremento de solicitacdo. O critério de estabilidade da propagacdo depende da derivada do

critério de Griffith em relacdo ao comprimento da fissura. Sendo G = R em qualquer caso,

dG dR
< — 3 A 2.14
I < Ta Propagacao estavel (2.14)
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d—G > d—R — Propagacao instavel

da ~ da
ou seja, se a taxa de crescimento da resisténcia a fissuracdo for menor ou igual a taxa de
crescimento da forca condutora da fissuracdo, a propagacdo sera instavel, caso contrario sera
estavel.

Considerando agora uma estrutura qualquer com uma fissura submetida a uma forga
externa P (Figura 2.4a), a flexibilidade da estrutura depende do comprimento da fissura e,
portanto, do deslocamento resultante também. A forca condutora da fissura nesse caso é dada
por:

_ d(U+EP) d (1 _1dF(a)
G = _T_E(EPA(CI)_PA(‘I)) —ETPZ (215)

Figura 2.4 - Estrutura sujeita a forca imposta (a) e a deslocamento imposto (b)

Fonte: Fl6rez-Lépez, Marante, Picon (2015)

J& para o caso de a estrutura estar submetida a um deslocamento imposto (Figura 2.4b):

=— A? (2.16)

Conforme Fldrez-Lopez, Marante e Picon (2015), note que as expressdes de G sdo
equivalentes, basta substituir F = 1/S e aplicar (2.5) em (2.15) chegando-se a0 mesmo
resultado de (2.16). Portanto, pode-se calcular G em funcdo tanto da rigidez quanto da

flexibilidade da estrutura com relacdo ao comprimento de fissura. No entanto, um fato
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importante é que, conforme Broek (1984), em relacdo a estabilidade da propagacéo, solicitacdes
em forca geram uma propagacao instavel, enquanto solicitacbes em deslocamento geram uma
propagacao estavel.

Voltando para o caso da chapa infinita, a condicdo de propagacéo de fissura G = R €

entao expressa como:

2
TlOmed

d
=——[4Ta] © 2 a = AT (2.17)

2
d U T Omea”
da E

Tal condicéo de instabilidade com relacdo a fissuracdo pode ser reescrita como:

orogVad = |5 (2.18)

A parcela a direita da igualdade apresenta apenas coeficientes constantes e pode ser
caracterizada como um pardmetro do material. Assim, a equacdo mostra que a fissura ira crescer
apenas se o produto a,,,4Va atingir tal parimetro. Ou seja, para que uma fissura se propague,
deve-se aumentar 0 seu comprimento ou a solicitacdo aplicada. Essa conclusdo foi
experimentalmente verificada por Griffith (1921, 1924) nos seus estudos em chapas de vidro.
Os trabalhos desenvolvidos por Griffith foram a génesis do que agora é chamado de mecéanica
da fratura (Ver Broek (1984) para maior profundidade no assunto).

Apesar da eficacia do balanco de energia de Griffith, obter tal relagdo para problemas
mais complexos é uma tarefa desafiadora pois é necessario calcular o valor de G para cada caso
em especifico e conhecer experimentalmente R. Tendo isso em vista, Irwin (1957) propds um
novo critério baseado em uma nova quantidade, chamada de Fator de Intensidade de Tenséo
(FIT), relacionada a distribuicao de tensdes na regido da fissura. Esse novo fator tem o objetivo
de superar o FCT para analises de fratura, permitindo a analise de tensdo préximo a ponta da
fissura. Nessa nova abordagem, qualquer comportamento de fissuragcdo pode ser expresso pela
combinacéo de trés modos de solicitacdo (Figura 2.5): abertura (modo 1), cisalhamento no plano
ou escorregamento (modo Il) e cisalhamento fora do plano ou rasgamento (Modo I11). Cada
modo de solicitacdo esta atrelado a um FIT: K;, K;; e K;;; respectivamente. Esses fatores
representam a medida do esforco que tende a provocar a abertura do defeito e dependem da
geometria e das solicitagdes. Irwin mostrou ainda que se pode calcular a taxa de liberacéo de
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energia (G) a partir dos fatores de intensidade de tensdo. Com essa abordagem, existem valores
de FIT criticos para cada modo de solicitacdo, de modo que o critério de Irwin, de modo isolado,
é dado por:

K; = Kicrit
Kir = Kicrie (2-19)

Kinn = Kiicrie

Figura 2.5 - Modos de fratura

Modo | Modo II Modo III
Abertura Cisalhamento Cisalhamento
no plano fora do plano

Fonte: Amorim (2016)

De acordo com Amorim (2016), no problema fundamental de Griffith, apenas 0 modo |
esta ativo (a depender do problema, pode haver a combinacéo de dois ou até mesmo dos trés

modos). Considerando tensdes planas, a taxa de liberagcdo de energia pode ser expressao como:

G=— (2.20)

2 a= N o K = opeqV2lma (2.21)

com isso, a condi¢do de instabilidade ocorre para valores criticos de FIT, por exemplo, K, =

o\ 2ma, onde a,, € 0 valor critico para a tensdo aplicada.
A mecénica da fratura é uma ferramenta poderosa para avaliagdo da integridade

estrutural como no caso da aviagdo em que fissuras na fuselagem sdo monitoradas a cada pouso,
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no entanto, apresenta algumas limitac@es. As analises demandam grande esforgo computacional
e, portanto, séo inconvenientes para casos de estruturas com uma grande distribuicdo de fissuras
propagando simultaneamente. Além disso, a teoria descreve a degradacdo estrutural de forma
global por meio da modificacdo dos contornos do elemento, assumindo para iSso um
comportamento elastico ou elasto-plastico do material. No entanto, na verdade, tem se
observado uma intensa degradacgéo de forma local precedendo a propagacéao da fissura, e essa
degradacio local ndo é considerada na elasticidade ou plasticidade (FLOREZ-LOPEZ;
MARANTE; PICON, 2015).

Além disso, a mecénica da fratura é baseada na analise de fissuras existentes, 0 que
especialmente em condicGes de carregamento ciclico pode ser muito tarde para evitar um
desastre ja que a partir da propagacdo, o colapso tende a acontecer em pouco tempo. Sendo
assim, o estado antecedente a formacdo da fissura e a evolugdo do dano interno antes de
macrofissuras se tornarem visiveis precisa ser entendido (LEMAITRE, 1992).

De fato, a mecanica da fratura se preocupa com a descri¢do da propagacao da fissura,
explicando quando, como e até mesmo em qual direcdo o processo ocorre. Para isso, considera-
se a existéncia de uma fissura previamente a andlise, antes da aplicacdo das solicitacOes
externas. Obviamente, essa € uma limitacdo para casos reais de engenharia, onde nem sempre
se tem uma fissura inicial. Tendo isso em mente, é importante o entendimento dos processos

que levam a formacdo das fissuras, fendmeno esse que é alvo da mecéanica do dano.

2.2.FUNDAMENTOS DA MECANICA DO DANO

Para alguns problemas, os fenémenos inelasticos ocorrem devido a distribuicdo difusa
de microfissuras ou outros microdefeitos que afetam a integridade do material. Um trabalho
pioneiro sobre integridade dos materiais foi proposto por Kachanov (1958) e posteriormente
desenvolvido por Rabotnov (1968). Apos isso, com base nesses trabalhos, Lemaitre e Chaboche
(1990) usaram a termodinamica dos processos irreversiveis para formular, de maneira formal,
a chamada mecénica do dano continuo.

De acordo com Flérez-Lopez, Marante e Picon (2015), na mecanica do dano, a
degradacédo dos materiais ocorre por meio de microdefeitos (microfissuras ou micro vazios) que
sdo0 muito pequenos para serem considerados fissuras discretas como na mecénica da fratura,
mas ndo pequenos o suficiente para serem desprezados. Essa mecénica estd baseada na

introdugdo de uma variavel interna que mede a densidade desses microdefeitos e tem por
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objetivo descrever a evolugdo dos mesmos em estruturas sujeitas a carregamentos
termomecanicos.

Por simplicidade, adotando a hipdtese de dano isotrépico, conforme Florez-Lopez,
Marante e Picon (2015), considere um elemento danificado com uma secéo transversal de area
total A e area de microdefeitos A4, 0 dano do elemento (perda de resisténcia mecanica) €

definido como:

w=-2 (2.22)

Note que w pode apresentar valores entre zero (material intacto) e um (elemento totalmente
rompido).

Segundo Flérez-Ldpez, Marante e Picon (2015), para implementacdo computacional do
dano, € necessario a introducdo da variavel nas equacgdes constitutivas. Uma maneira simples e
efetiva de fazé-lo é adotando uma medida adicional de tensdo chamada de tenséo efetiva.
Considere novamente um caso uniaxial onde um elemento de barra danificado é submetido a
uma forca axial P (Figura 2.6), a tensdo normal média o na barra é dada por: ¢ = P/A. A tensao

efetiva g na barra é entdo definida como:

g = (2.23)

A—Ay

Figura 2.6 - Elemento danificado

Fonte: Florez-Lopez, Marante, Picon (2015)
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Ou seja, quanto maior for o dano, maior a tensdo efetiva ja que temos uma area resistente menor,
chamada de area de resisténcia efetiva que é dada por A = A — A,.

Uma relacdo entre a tensdo efetiva e a tensdo normal convencional € entdo obtida
introduzindo a defini¢do de dano (2.22) em (2.23):

P 0
A—wA 1-w

G = (2.24)

Note que a tensdo efetiva € igual a tensdo normal para o caso de um elemento intacto e tende
ao infinito quando o dano tende a um.

Baseado na observacdo anterior, Lemaitre e Chaboche (1990) propuseram um outro
conceito fundamental da mecénica do dano continuo, chamado de hip6tese de equivaléncia em
deformacdes, o qual estabelece que o comportamento de um material danificado pode ser
descrito pelas mesmas equacdes de um material intacto se a medida de tensdo normal o for
substituida pela efetiva a. Desse modo, basicamente, qualquer modelo por ser modificado para
incluir o dano na analise. Sendo assim, de acordo com essa hipotese, a lei eléstica para um

material danificado € dada por:
6=Ec=0=(1—-w)Ee (2.25)

Note que o dano penaliza a rigidez efetiva E = (1 — w)E do material. A mesma lei elastica

(2.25) também pode ser facilmente reescrita em termos de flexibilidade:

1

T U —wE’

(2.26)

Conforme demonstra Florez-Lopez, Marante e Picon (2015), uma forma conveniente de
reescrever a mesma lei elastica (2.26) é enxergar a deformacdo & como a composi¢do de dois

termos, um termo eléstico e um termo adicional relacionado ao dano.

w

e=¢e°4+¢e?;ondec® =—-0e ¥ =——0
E (1-w)E

(2.27)
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A lei elastica pode agora ser interpretada da seguinte forma: o material apresenta uma
flexibilidade inicial 1/E e entdo o processo de degradacdo induz um aumento da flexibilidade
do material w/E (1 — w) que resulta em um termo de deformagédo adicional e® chamado de
deformacéo de dano. O termo relacionado ao dano comeca em zero e tende ao infinito quando
o dano tende a 1.

Se o material é elasto-plastico, como no caso de materiais metalicos, a lei elastica é:
6=E(e—eP)=>0=(1—-w)E(c—¢€P) (2.28)
ou em termos de flexibilidade:

w

£=se+£p+£“’;0nde£e=E0 e ¥ =

Ou seja, de acordo com a hipotese de equivaléncia em deformacéo, a deformacéo total pode ser
decomposta em um termo elastico que obedece a lei de Hooke, um termo plastico e um termo
dependente do dano. Obviamente, se w = 0 entdo £“ = 0; caso contrario, € # 0 para um
certo valor de ¢ (AMORIM, 2016).

As funcdes de escoamento também podem ser modificadas do mesmo modo de uma
forma simples. Como exemplifica Fl6rez-Lopez, Marante e Picon (2015), no caso de uma
funcdo de escoamento perfeitamente pléastica, obtém-se:

o
Tj;Lmyso (2.30)

f=161-0, =]
Apesar de por definicdo a variavel de dano atingir valores proximos a 1, fisicamente os
materiais colapsam com valores menores de dano, chamados de valores de dano ultimo w,,. De
acordo com Lemaitre e Chaboche (1990), os materiais usualmente apresentam w,, entre 0,5 a
0,9.
Agora, conforme o trabalho de Marigo (1985), considere um critério generalizado de
Griffith aplicado a mecénica do dano continuo:

G®—R® <0 (2.31)
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onde G é a taxa de liberacdo de energia de um elemento danificado ou forgca condutora do
dano e R® é a funcdo de resisténcia ao dano. A taxa de liberacdo de energia pode ser expressa

como:

du _dw

G = - =— (2.32)
Sendo U a energia de deformacdo e W a energia complementar, dadas por:
U=—-0¢c= %(1 — w)Ee?
W = %as = %ﬁ (2.33)

Finalmente, a taxa de liberacdo de energia de um elemento danificado pode ser escrita

em termos de rigidez ou flexibilidade:
1
G® =-E&* = ST aVE (2.34)

O termo “forca condutora da fissura” pode ser melhor entendido ao se analisar o
problema dentro da abordagem da termodindmica. A expressdo G® = dW /dw mostra que ao
se derivar a energia complementar em relacdo ao dano, o resultado é o termo G . Isso pode ser
entendido da seguinte forma: interpretando a energia complementar como uma energia livre,
G* é aforca que produz ou gera o dano no material, ou seja, é a forca que conduz o processo
de fissuracdo representado pela variavel de dano. Essa mesma ideia pode ser constatada ao se
derivar a energia complementar em relagéo a deformacéo ¢, resultando na seguinte expressao:
o = dW /de. Nesse caso, a tensdo é responsavel por gerar deformacdo no material, ou seja, € a
forca condutora de deformacéo.

Ja o termo taxa de liberacdo de energia tem origem na seguinte constatacdo: com base
na Figura 2.7, que representa metade do problema da chapa apresentado anteriormente,
observa-se que a regido no entorno da fissura ou abertura apresenta tensdes nulas, ou seja, a
energia interna contida nessa parcela do sélido é liberada para ser transformada em por

exemplo, energia cinética para movimentacdo de abertura da fissura. Sendo esse um processo
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irreversivel. Na equacdo (2.11), podemos observar um termo que tem relacdo com a area

descrita na Figura 2.7, quanto maior a fissura, maior essa area e portanto mais energia é liberada.

Figura 2.7 - Campo de tens6es em uma chapa fissurada

L O O |

ma

AR AR

Fonte: O autor

Segundo Amorim et al. (2018), baseado no novo conceito de deformacdo de dano,
desprezando a deformacdo pléstica e considerando apenas o caso de cargas monoténicas e

positivas, a equacao constitutiva de um modelo em dano pode ser escrita como:
e=-0+e®; g=0-0,1-5)<0 (2.35)

A nova forma da lei de evolucdo do dano é representada na Figura 2.8.
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Figura 2.8 - Tensdo em funcgéo da deformacéo relacionada ao dano

AC

cr || .

Fonte: Amorim et al. (2018)

Como foi visto, a teoria do dano € baseada na introducéo de trés conceitos basicos: a
variavel de dano continuo, a tensdo efetiva e a hipotese de equivaléncia em deformacdes. Com
esses conceitos, qualquer modelo pode ser alterado de forma simples para levar em conta o
dano durante andlise. No entanto, como em qualquer teoria, a mecanica do dano continuo
também apresenta limitacdes e desvantagens. Uma das principais € que a formulacao pode levar
a problemas matematicamente mal colocados e dependentes de malha, ou seja, em alguns casos,
um numero infinito de solugdes pode satisfazer as equagdes da teoria quando solucGes
localizadas séo escolhidas. Por se tratar de um modelo que tenta reproduzir um comportamento
real, obviamente, em termos praticos, isso quer dizer que o problema nao foi resolvido e séo
necessarias novas ideias para obter a solucdo certa dentre as infinitas possiveis. Esse aspecto
matematico esta relacionado com o fendmeno fisico da localizagdo (FLOREZ-LOPEZ,
MARANTE; PICON, 2015).

2.2.1. O Problema da Unicidade de Solugéo

Por uma questdo de simplicidade, conforme Amorim et al. (2018), a dependéncia de
malha da mecénica do dano classico é ilustrada aqui para um caso uniaxial. Considere o
seguinte problema, proposto inicialmente por Peerlings et al. (1996): uma barra de comprimento
L e &rea de secdo transversal A é submetida a deslocamentos prescritos u em ambas as

extremidades (Figura 2.9a). A equacéo constitutiva em dano cléssico é definida por:

o= (1—-w)Ee (2.36)
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Ge) -R(w)<0eog=l¢el-R(w) <0
R(w)=—=2— : G(&) = |e

eyt w(ecr—ey) ’

(2.37)

onde a primeira equacao € a lei de elasticidade e a segunda representa a funcdo de dano (ou lei
de evolugdo do dano) que € um conceito andlogo a funcéo de escoamento na plasticidade. G (¢)
é a taxa de liberacdo de energia adotada, R(w) € a funcgdo de resisténcia ao dano, w é a variavel
de dano continuo convencional, o e € tem o significado usual e E, ¢., e &, Sdo parametros do

material como indicado na Figura 2.9b.

Figura 2.9 - Barra uniaxial (a) e tenséo em funcdo da deformagéo no modelo de dano

(b)
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Fonte: Amorim et al. (2018)

Com isso, pode ser feita uma analise do problema por meio do método dos elementos
finitos com elementos de dois nos. Considere 0 caso onde o dano é localizado no primeiro
elemento da malha por meio da introducdo de um defeito no material computado através da
variavel de dano. Como é sabido, a curva de forca em funcéo do deslocamento € dependente de
malha quando solucbes localizadas em um unico elemento s&o escolhidas. Ao se refinar a
malha, ou seja, aumentar o nimero de elementos, as solu¢des sdo divergentes e na realidade,
infinitas (Figura 2.10) (AMORIM et al., 2018).

De acordo com Amorim (2016), uma outra forma de demonstrar a dependéncia de malha
é adotando-se uma malha que contenha dois elementos finitos, com comprimentos [; e I, (I; +
[, = L) (Figura 2.11a). Ao se considerar o dano localizado no primeiro elemento (), a
dependéncia de malha é ilustrada variando-se o comprimento [;. Note que o comprimento total

L é constante (Figura 2.11b).
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Segundo Amorim et al. (2017), o problema da infinidade de solucdes localizadas
durante andlise por elementos finitos é consequéncia da escolha dos modelos de dano classico
em relacionar dano com deformacdes locais. Essa escolha gera perda de elipticidade do
problema, levando a descontinuidades no campo de deformacéo, problemas mal colocados e

algoritmos numericos dependentes de malha.

Figura 2.10 - Forca em funcéo do deslocamento para malhas com um, dois e sete
elementos

Forcga

Deslocamento

Fonte: Amorim et al. (2018)

Figura 2.11 - Malha de elemento finito (a) e forca em funcéo do deslocamento para malha
com dois elementos com diferentes comprimentos (b)

4 Forca

L Deslocamento

(b)
Fonte: Amorim (2016)
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2.3. FUNDAMENTOS DA TEORIA DA LOCALIZACAO

Localizagdo de deformacBGes € um importante mecanismo de falha em estruturas.
Observagdes experimentais mostram que antes do colapso total, frequentemente, deformacoes
tendem a se concentrar em regides ou faixas estreitas, denominadas de bandas de localizacéo.
Essa concentragdo acelera drasticamente a falha estrutural (FLOREZ-LOPEZ; MARANTE;
PICON, 2015).

Um estudo pioneiro no campo da localizagdo foi desenvolvido por Rudnicki e Rice
(1975), no qual € descrito matematicamente o comportamento na fronteira da banda de
localizacdo e sdo apresentadas as condi¢des necessarias para ocorréncia da localizacdo. Nesse
trabalho, a preocupacédo foi apenas em determinar se ocorre ou ndo o fendmeno, ou seja, 0
critério de inicio. Outros importantes trabalhos se encarregaram de melhorar o0 modelo proposto
por Rudnicki e Rice (1975), e aplica-lo a diferentes problemas, a exemplo de Storen e Rice
(1975); Zhang, Lu e Yu (2003); Marante, Picon e Florez-L6pez (2004); Marante e Florez-Lopez
(2004) e Hashiguchi e Protasov (2004).

De um modo mais didatico do que é apresentado na teoria da localizacdo cléssica, para
compreender como se da o processo da localizacdo e como ele leva a solu¢des com problema
de unicidade para um caso unidimensional, conforme abordagem de Florez-Ldépez, Marante e
Picon (2015), considere uma barra dividida em dois elementos finitos da mesma se¢édo
transversal A e mesmo material, porém com comprimentos diferentes: L, e L, (Figura 2.12a).
A base da estrutura esta fixa e a parte superior esta submetida a um deslocamento imposto A
que é uma funcdo linear ao longo do tempo (Figura 2.12b). O comportamento dos elementos é
descrito por um modelo simples de dano, semelhante ao apresentado na se¢éo 2.2.1.

oc=(1—w)Es

(2.38)
g(w) = |e] — R(w)
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Figura 2.12 - Barra dividida em dois elementos sujeitos a um deslocamento imposto
(@) e histdria de deslocamento (b)

)

Fonte: Florez-Lopez, Marante, Picon (2015)

A equacéo de equilibrio € dada por:

(2.39)

onde g, e g, sdo as tensdes normais no primeiro e segundo elemento respectivamente e n é a
forca axial que é constante ao longo da barra. A equacao cinematica dos dois elementos € dada

por:
€1L1 + gsz =A (240)

onde ¢; e &, sdo as deformacdes no primeiro e segundo elemento respectivamente. As equagdes
de equilibrio e constitutiva desse problema sdo apresentadas na Figura 2.13. O equilibrio €
representado pela linha horizontal tracejada e indica tensdes iguais em ambos os elementos.
Como pode ser observado na Figura 2.13, a lei constitutiva para o caso de uma funcao linear de
resisténcia ao dano € definida por duas parabolas, uma para cada elemento. Sendo assim, o
estado da estrutura em um instante t € representado por dois pontos em ambas as parabolas que
recaem sempre sobre o mesmo alinhamento horizontal (FLOREZ-LOPEZ; MARANTE;
PICON, 2015).
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Figura 2.13 - Equacdo constitutiva e de equilibrio

Elemento 1 Elemento 2

-&r -E3 &

Fonte: Florez-Lopez, Marante e Picon (2015)

Como explica Florez-Lopez, Marante e Picon (2015), ao inicio da analise estrutural, 0s
pontos em ambos os elementos estdo na parte esquerda da curva, antes do pico. Ao se aplicar
um incremento no deslocamento imposto de modo que a deformagéo no elemento 1 ainda se
mantenha no ramo esquerdo da lei constitutiva (Figura 2.14a), apenas uma solucdo satisfaz ao
mesmo tempo a equagdo constitutiva do segundo elemento e a equagdo de equilibrio. Essa
solucgdo Unica mostra que a deformacédo é igual em ambos os elementos.

Ainda segundo Florez-Lopez, Marante e Picon (2015), agora em um passo seguinte da
analise, considere que 0s pontos estdo no pico das curvas em ambos 0s elementos ou na parte a
direita do pico (Figura 2.14b e c). Novamente, aplica-se um incremento no deslocamento
imposto de modo que seja gerado um incremento de deformacéo no primeiro elemento. Como
a estrutura esta entrando na fase de amolecimento, para ambos os elementos, deve ocorrer uma
reducdo na tensdo, no entanto, com isso, existem duas possibilidades para atender a equacéo de
equilibrio. Na primeira, o estado em ambos o0s elementos segue a curva constitutiva de
carregamento com incremento de dano de modo que deformacéo e dano em ambos os elementos
ainda sdo os mesmos. Essa solucdo é chamada de homogénea. Na segunda possibilidade,
diferentemente do ponto no elemento 1, o ponto do segundo elemento segue um caminho de
descarregamento elastico. Nesse caso ocorre uma reducdo da deformagéo no segundo elemento
mesmo que o deslocamento total da barra aumente. Essa solucdo é chamada de localizada ja
que deformacao e dano tendem a se concentrar apenas em uma parte da barra (nesse exemplo,
no elemento 1), enquanto ocorre um descarregamento elastico no restante da fracdo da barra

(nesse exemplo, no elemento 2).
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Figura 2.14 - Solug&o Unica antes do pico (a), solugdo homogénea pos-pico (b) e
solucéo localizada pds-pico (c)
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Fonte: Florez-Lopez, Marante, Picon (2015)

A curva de forca P vs. deslocamento A, para ambas as solugdes sdo apresentadas na
Figura 2.15. Até antes do pico, ou seja, antes do inicio da fase de amolecimento, as soluctes
coincidem ja que como foi visto, apenas uma solucao satisfaz o problema. Apoés essa fase,
surgem as duas solucdes possiveis. Na solu¢cdo homogénea, o deslocamento tende a um valor
méaximo dependente do comprimento L total enquanto na solugdo localizada, o deslocamento
depende do comprimento do elemento 1 (L,), ja que é nele que se concentram os efeitos de
deformacéo. O elemento 2 sofre uma descarga elastica e acaba a analise com deformacéo zero
e, portanto, nédo influencia na solucédo final. Como os comprimentos dos elementos finitos séo
arbitrarios, a barra pode ser dividida em dois elementos de qualquer comprimento desde que o
resultado da soma seja igual a L. Com isso, para cada valor de L, escolhido, uma diferente
solucdo final localizada é obtida, ou seja, o problema apresenta um infinito nimero de solucdes
dependentes da malha utilizada.

De acordo com Florez-L6pez, Marante e Picon (2015), experimentalmente e portanto,
na prética, a solucdo que efetivamente é observada na natureza é sempre a localizada, sendo
que o comprimento L, depende do material e € chamado de espessura da banda de localizagéo.

Ou seja, a solucdo homogénea é fisicamente impossivel.
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O fendbmeno da localizacéo aparece ndo s6 em problemas uniaxiais como também em
qualquer tipo de estrutura. E a partir desse fendmeno que se inicia uma superficie de ruptura do
material. Por exemplo, a Figura 2.16 mostra o surgimento da banda de localiza¢cdo em um corpo
de prova de areia submetido a um estado de deformac6es planas. Inicialmente no primeiro
estado, o corpo de prova apresenta distribuicdo de deformagdes uniforme. No segundo
momento, pode-se observar a formacgéo da banda de localizagcdo e o campo de deformagdes

deixa de ser uniforme sendo que nos limites da banda pode-se observar a descontinuidade.

Figura 2.15 - Curvas de forga vs. deslocamento
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Fonte: Florez-Lopez, Marante e Picon (2015)

Figura 2.16 - Representacdo esquematica de um teste triaxial: antes da localizacao (A)
e depois da localizacéao (B)
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Fonte: Florez-Lopez, Marante, Picon (2015)
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Em um caso bidimensional qualquer, inicialmente e até um certo ponto de solicitacao,
0 campo de tensGes e o campo de deformacgdes sdo uniformes, bem como a distribuicdo de dano
no espécime. A partir de determinado momento, entra em acdo o fenbmeno da localizacéo
descrito para o caso uniaxial, de modo que o campo de deformacGes deixa de ser uniforme,
apresentando uma estreita faixa com deformagoes intensas, a banda de localizacéo.

Segundo Marante, Benallal e Flérez-Lopez (2007), no caso unidimensional, a
localizacdo s6 é possivel quando a deformacdo corresponde ao maximo da curva tensao vs.
deformacdo. No entanto, para o caso geral tridimensional, 0 “méaximo” pode ser definido de
varias maneiras e sendo assim deve-se saber definir o qual corresponde a formacdo da
descontinuidade. O critério para isso é chamado de critério de localizag&o e € obtido ao analisar
o problema segundo uma abordagem em velocidades. Em todo caso, as solucdes localizadas
sdo descontinuas, surgem apenas na fase de amolecimento e aceleram bastante o processo de
ruptura das estruturas, sendo, portanto, imprescindivel a identificacdo do correto critério de
inicio.

Portanto, o termo localizacdo pode se referir a uma condi¢do matematica relacionada a
modelos de dano ou a um fenémeno fisico. No caso matematico, se refere ao surgimento de um
infinito nimero de soluc6es para o problema e no caso fisico, se refere ao aparecimento de uma
faixa onde deformacdo e dano sdo concentrados enquanto o restante do sélido tente a
descarregar elasticamente. Quando modelos da mecanica do dano sdo usados para prever
colapso estrutural, €, portanto, necessario escolher algum critério de regularizacdo que permita
selecionar a solucdo correta do ponto de vista fisico. Modelos mais recentes de dano propdem
processos de regularizagdo para problema, no que pode ser chamado de mecénica do dano
moderna. Paralelamente, com uma formulagdo mais simples, uma nova abordagem que lida
com essa questdo é dada pela mecénica do dano concentrado, que no caso de porticos, por
exemplo, concentra os efeitos inelasticos em rotulas inelasticas para regularizar problemas de
dano (FLOREZ-LOPEZ; MARANTE; PICON, 2015).

2.4.MECANICA DO DANO MODERNA

Diante do problema relacionado ao fendmeno da localizacéo, apos o qual ocorre uma
dependéncia da solucdo em relagdo a malha de elementos finitos, os modelos classicos da
mecanica do dano falham na descricdo do comportamento estrutural na chamada fase de
amolecimento. A anélise por elementos finitos ndo é admissivel nesses casos ja que gera

infinitas solu¢Ges. Como foi visto, a mecanica do dano é uma poderosa ferramenta na descricéo
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de fendmenos inel&sticos nas estruturas, mas sé funciona antes do processo de localizag&o,
sendo esse um dos seus principais entraves como teoria geral. Em busca de meios para contornar
esse problema, modelos modernos de dano foram elaborados formando o que pode ser chamado
de mecénica do dano moderna. As duas principais técnicas de regularizacdo adotadas nesses
modelos sdo a abordagem ndo local e a abordagem de gradiente.

Nos modelos de dano local, a exemplo dos modelos de dano classico, o dano sé depende
do que acontece no EDS em que surgiu o defeito ou dano. Nesses modelos, essa insercao local
do dano gera a fronteira de descontinuidade na ocorréncia do fenémeno da localizagéo. Ja nos
modelos em dano n&o local, segundo Peerlings et al. (1996), o dano depende das deformagdes
ndo sé prdprio ponto de origem (EDS para o caso tridimensional), mas também do volume dos
arredores (EDS vizinhos). O objetivo desses modelos ndo locais € evitar a descontinuidade
impondo um campo de dano continuo, que € feito por meio de funcgdes peso encarregadas da
distribuicéo do dano ao longo dos outros elementos.

A outra abordagem, que utiliza dano com gradiente, é, por definicdo, também um
modelo ndo local. No entanto, nesse caso, o dano depende das deformacdes no préprio EDS de
origem e também das derivadas segunda do campo de deformacdes em relacéo a x e y, de modo
que também sdo impostos campos continuos. Em ambos os casos, € introduzida uma
modificacdo nas leis constitutivas de modo que o modelo reproduza o campo de deformacgoes
nédo uniforme.

A abordagem ndo local, apesar de contornar o problema, desrespeita um dos principios
fundamentais da mecénica dos solidos conhecido como principio da localidade o qual prediz
que as tensdes atuantes em um ponto de um solido deformavel dependem apenas do movimento
relativo da sua vizinhan¢a (PIMENTA, 2006). Portanto, as modifica¢cbes implementadas nos
modelos ndo locais ndo objetivam uma melhor representacdo do problema fisico e sim apenas

uma forma de gerar resultados numericamente objetivos.

2.5.MECANICA DO DANO CONCENTRADO (MDC)

Nos modelos de dano concentrado, de acordo com Flérez-Lopez, Marante e Picon
(2015), assume-se que a banda de localizagdo possui uma espessura tdo pequena se comparada
ao comprimento do elemento, que pode-se considerar o dano atuando de forma concentrada em
uma zona de comprimento zero. No caso de elementos de pdrtico, o dano esta concentrado em
rotulas inelésticas. Essa hipotese é o critério de regularizagdo usado para dar unicidade de
solucdo ao problema localizado no caso de modelos de dano para pértico.
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Por uma questdo de simplicidade ao entendimento inicial, o procedimento adotado nos
modelos da MDC € apresentado primeiro para o caso uniaxial de uma barra sob tracdo. No
processo € demonstrada a independéncia de malha caracteristica do modelo. Posteriormente é
apresentado o modelo para chapas, alvo deste trabalho.

Conforme Amorim et al. (2018), considere novamente o problema uniaxial apresentado
na secdo 2.2.1, ilustrado na Figura 2.9a. Dessa vez, no entanto, sera adotado um novo elemento
finito de dois nos, no qual o dano esta totalmente concentrado em uma banda de localizagédo
enquanto o restante do elemento permanece elastico (Figura 2.17). A banda tem uma espessura
inicial nula que serd incrementada com o decorrer da anélise, essa ideia é similar ao conceito

de rétula inelastica ou da ZPF na mecanica da fratura.

Figura 2.17 — Elemento finito do dano concentrado para uma barra uniaxial

J

Comportamento

—7 elastico

Banda de
localizacdo

i

Fonte: Amorim et al. (2018)

A matriz de deslocamentos nodais do elemento é dada por:

{a} ={w Wy (2.41)

Nesse modelo, de acordo com Amorim (2016), o alongamento § do elemento é usado
como variavel cinemética ao invés da deformacdo €. A equacdo cinematica relacionando

deslocamentos e deformacdes é:

§ =[B°{q}; [B°1=[-1 1] (2.42)
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A matriz de forcas nodais {Q} do elemento é:
{Q} =A[B°]o (2.43)

onde o € a tensdo convencional de Cauchy.
Introduzindo agora a hipdtese de equivaléncia em alongamento ao inves de em

deformagéo, tem-se:

§=6°+68%; §°=-0 (2.44)

onde & é o alongamento total do elemento, 5¢ é o alongamento da parte elastica e §¢ representa
a medida do alongamento da banda de localizacgdo, relacionada ao dano. Considerando o caso
particular de deslocamentos positivos e monotdnicos, uma funcdo de dano semelhante a da
Equacao (2.35) foi escolhida, mas nesse caso usando termos de alongamento de dano no lugar

da deformacéo de dano:

5d
g:g_acr(1—5—>s0 (2.45)

u

onde o, e &, sdo parametros do material descritos no grafico da Figura 2.18a. Note que a
Equacdo (2.45) é comparével com a lei de tragdo-amolecimento na ZPF da mecénica da fratura,
com o alongamento relacionado ao dano §¢ fazendo o papel do deslocamento de abertura de
fissura. Esse elemento finito gera curvas de forca vs. deslocamento que s&o independentes de
malha (Figura 2.18b) (AMORIM et al., 2018).

Vale lembrar que esse modelo ndo considera deformacdes plasticas nem a presenca de
dano distribuido no elemento. Trata-se de um modelo que representa um estado elastico ou com
presenca de dano concentrado, de forma a demonstrar a aplicacéo e eficacia para modelagem

da fase de amolecimento com a presenca do fenémeno da localizacéo.
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Figura 2.18 - Resposta ineléstica do material (a) e solugdo numérica para uma barra
simples sob tracéo (b)
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Fonte: Amorim (2016)

Conforme explica Amorim et al. (2018), é simples entender porque esse novo elemento
leva a resultados unicos enquanto o da mecanica do dano classico ndo, a chave do problema é
a escolha da varidvel cinematica (deformacéo ou alongamento). No modelo de dano classico, a
tenséo é zero quando o dano € igual a um, logo, a deformag&o elastica também é zero e apenas
a deformacéo relacionada ao dano pode ser ndo nula. De acordo com a lei de dano, para ¢ igual
a zero, a deformacio relacionada ao dano % é igual a deformagéo ultima &,. Portanto, o
deslocamento ultimo é igual a deformacdo dltima multiplicada pelo comprimento do elemento
finito. Consequentemente, a curva de forca vs. deslocamento é dependente de malha ja que a
escolha do comprimento do elemento ou da quantidade de elementos é arbitraria e com infinitas
possibilidades. Por outro lado, no modelo de dano concentrado, o alongamento da banda de
localizacéo é igual ao alongamento Gltimo &,, quando o dano atinge o valor de um e a tensao €
igual a zero. O restante da barra se encontra indeformada e, portanto, o deslocamento Gltimo
ndo depende do comprimento do elemento de modo que a curva resultante é independente de
malha. Nas simulagdes, um defeito foi introduzido no primeiro elemento de todas as malhas no
intuito de impor a localizacdo do dano sempre na mesma regido para efeito comparativo. Esse
aspecto pode ser comparado com a introducao de uma fissura inicial nos problemas de mecénica

da fratura.

2.6. MECANICA DO DANO CONCENTRADO EXPANDIDA (MDCX)

A teoria vista anteriormente para problemas uniaxiais pode ser expandida para meios

continuos bidimensionais carregados no seu plano médio. Para isso, é necessario o uso de
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elementos finitos de chapa. Primeiramente € apresentada uma revisdo do elemento elastico
classico de quatro lados e quatro nés que sofrera modificagdes a fim de servir de base para a

formulacéo e apresentacdo do elemento da mecanica do dano concentrado expandida (MDCX).

2.6.1. O Elemento Quadrilateral Elastico de Quatro Nos

O elemento classico de quatro nds para um meio continuo bidimensional (Figura 2.19a)
é definido pelas seguintes expressdes de deformaces {¢}, tensbes {a}, forcas nodais externas

{Q} e matriz de rigidez [K] em funcdo dos deslocamentos nodais {q}:

(eCo )} = [Bey)a}; {06y} = [H)e(x, ) = [HIBG )i}
@ = [[[Bey ot av 0.46)

k1 = ||| By B av

onde [B(x, y)] é amatriz cinematica convencional em coordenadas cartesianas e [H] representa
a matriz de coeficientes elasticos. Ambas as matrizes podem ser encontradas no Apéndice A.
O vetor de deslocamentos nodais é dado por {q}" = {u;, v;, u;, v}, ug, v, uy, v}, O vetor de
tensdes é dado por {o}" = {0y, gy, Ty, } € 0 vetor de forcas nodais externas é dado por {Q}" =
{Fx;, Fy;, Fxj, Fy;, Fx, Fyy, Fx;, Fy;}.

Segundo Amorim et al. (2018), 0 mesmo elemento pode ser reescrito usando uma
notacdo que permitira de forma simples a formulacdo de um elemento bidimensional da
mecanica do dano concentrado. Para isso, uma trelica equivalente de 5 barras ou extensémetros
numericos (numexes) é introduzida no elemento, conectando os nds como mostrado na Figura
2.19b.

Os alongamentos dos numexes (nova variavel cinematica do modelo) sdo computados
na matriz de deformacdes generalizadas {6}" = [Si]-, Oik» 8ir, Ojks 6kl], onde §;; representa o

alongamento do numex entre 0s nGs i e j e assim em diante.
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Figura 2.19 - Elemento classico de quatro nés (a), extensbmetros numéricos ou
numexes (b) e espaco de referéncia (c)
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Fonte: Amorim et al. (2018)

A equacdo cinemaética entre os deslocamentos nodais e as deformagfes generalizadas

por ser escrita como:

{6} = [bl{q}
-1 0 1 0 0 0 0 0 (2.47)
—V2/2 —VJ2/2 0 0 —V2/2 —2/2 0 0 '
[b]=| o -1 0 0 0 0 0 1
0 0 0 —1 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0 -1 0

onde [b], chamada de matriz de transformagéo cinematica, esta expressa no espaco usual de
referéncia de coordenadas ¢ e n (Figura 2.19c). A matriz [b] em coordenadas cartesianas pode
ser encontrada no Apéndice A.

O tensor de deformacdo em qualquer ponto do elemento bidimensional convencional
depende de cinco constantes independentes. Para deducdo, tome um elemento com quatro nés
(i, j, k e 1), cada um com dois graus de liberdade (u e v), sendo respectivamente 0s

deslocamentos na direcdo x e y (Figura 2.20).
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Figura 2.20 - Graus de liberdade do elemento
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Fonte: O autor

O elemento tem, portanto, oito graus de liberdade (u;, v;, u;, vj, ug, Vg, U, v;). A

aproximacdo dos deslocamentos é dada por:

u= dg +a1x+a2y+a3xy

(2.48)
v = by + byx + b,y + byxy
Sendo assim, as deformac0es sdo expressas por:
ou
& = a = aq + asy
av
Ey = @ = b2 + ng (249)
du Jv
yxy=@+a=a2+a3x+b1+b3y=c+a3x+b3y

De modo que surgem cinco constantes independentes para compor o campo de deformacgoes

(aq, as, by, bs € c). Por essa razéo sdo necessarios e suficientes a presenga de também cinco

numexes {5} no modelo
Com isso, conforme Amorim et al. (2018), pode-se mostrar que € possivel expressar 0
tensor de deformacdo em fungédo dos cinco numexes de acordo a equagéo:

{e} = [T1{6} (2.50)

[B] = [T1[b] (2.51)
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onde [T] é a matriz de transformacdo dos numexes, que expressa no espago de referéncia usual

de coordenadas ¢ e n é dada por:

JJ 1-¢ 0 0 0 1+4¢
[T] = - 0 0 1-n 1+n 0 (2.52)
—(1+n) 2v2 —-(1+& &-1 n-1

e [B] é a matriz cinemética convencional. As matrizes [T] e [B] em coordenadas cartesianas
podem ser encontradas no Apéndice A.

Note que qualquer combinacgéo de cinco numexes seria suficiente para d definir o estado
de deformacéo do elemento. Por exemplo, a diagonal j — [ poderia ter sido escolhida ao invés
da i — k, ou em substituicdo a qualquer das outras barras. Conforme Amorim et al. (2018),
tensdes, forcas internas e matriz de rigidez sdo agora dadas pelas seguintes expressfes em

funcéo dos alongamentos dos numexes ao invés das deformagoes:

(0(x,)} = HITCx )16}
@= [[[Benrwwmar = [[[ranrewmar e

i1 = 1" ([[[ tree eyt av) i

Os elementos finitos (2.46) e (2.53) sdo idénticos. A alteracdo na formulag&o é notével
por sua simplicidade e visa permitir a inclusdo das variaveis internas da mecanica do dano
concentrado para o caso bidimensional de modo analogo ao apresentado para o problema

uniaxial.

2.6.2. O Elemento Quadrilateral de Quatro N6s da MDC

Amorim et al. (2018) propde um elemento finito para analises planas que é o resultado
do elemento quadrilateral el&stico modificado na se¢do 2.6.1 com adigdo de quatro bandas de
localizagéo fixas nos lados do elemento (Figura 2.21a). Dada a natureza das funcdes de forma
do elemento, com nos presentes apenas nos Vvértices, € assumida uma variacao linear na
espessura da banda entre seus respectivos nos (Figura 2.21b). Quando uma banda de localizagéo
cruza qualquer um dos numexes, séo gerados alongamentos adicionais relacionados ao dano

localizado {6%}" = {62, 6%, 61, 6%, 644}, que podem ser expressos em fungao da espessura das
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bandas. Essas espessuras sdo as novas varidveis internadas do modelo que esta baseado em
solicitacdo de modo | (Figura 2.5). E importante frisar também que a malha composta por esse
elemento é sempre formada por retangulos, sendo essa uma limitacdo desse modelo.

No espaco de referéncia, os alongamentos relacionados ao dano tém as seguintes

expressoes:

0 eif 0 el‘s
ein\/E/Z ekf\/i/z ekn\/E/Z elfﬁ/z
{69} = em |t 0 +| ey + 0 (2.54)
€jn 0 €kn 0
0 €k 0 e

onde e;;, € a espessura da banda no no i no lado ij, ejz no nd j no lado jk e assim por diante

(Figura 2.21b). O vetor {§%} em coordenadas cartesianas pode ser encontrada no Apéndice A.

Figura 2.21 - Bandas de localizacdo em um elemento de quatro nos (a) e espessuras
das bandas (b)

(a) (b)
Fonte: modificado de Amorim et al. (2018)

A hipotese de equivaléncia em deformacéo, entendida agora e termo de deformacoes
generalizadas ou alongamentos, estabelece que os alongamentos totais dos numexes sdo iguais
aos alongamentos do elemento elastico mais aqueles devido as bandas de localizacdo. Logo, a

lei eléstica é dada por:

{6} ={s°}+ {59

(2.55)
{0} = [H][TI{6 — 6%}
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As equac0es constitutivas sdo completadas com oito fungbes de dano, uma para cada
espessura de banda em cada n6 do elemento. Por exemplo, usando expressdes similares a (2.45)

e no espaco de referéncia, tem-se:

onde a;; € gy, representam, respectivamente, a tensdo no n6 i na direcdo dos eixos ¢ e 7.

Finalmente, as mesmas equacdes cinematica e de equilibrio da secdo anterior podem ser

usadas:

(8} = [bl{q)
@=1r | f |7 oy av (257

Ainda conforme trabalho de Amorim et al. (2018), o elemento finito proposto foi
implementado em um programa de analise estrutural académico, desenvolvido originalmente
por Uzcategui (2012). O exemplo apresentado na Figura 2.22 € usado para mostrar a
convergéncia da solucdo numérica com relacdo ao tamanho do elemento, ou seja, a objetividade
do modelo. A chapa sélida em formado de “L” esta fixada na base e submetida a um
deslocamento monotonico crescente imposto no canto direito inferior, designado como ponto
A. A andlise foi encerrada quando o alongamento ultimo da banda de localizagéo foi atingido
no canto interior do solido. As propriedades do material e as dimensdes do solido estdo

indicadas na Figura 2.22.
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Figura 2.22 - Chapa s6lida em formato de "L", geometria, propriedades do material e
condigdes de contorno
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Fonte: Amorim et al. (2018)

Seis malhas regulares foram usadas para analise, identificadas como L/4, L/8, L/12,
L/16, L/20 e L/24, sendo L a maxima dimens&o do espécime, no exemplo, 500 mm. Tais malhas
apresentam 12, 48, 108, 192, 300 e 432 elementos respectivamente. Como foi dito, 0 modelo
implementado ndo permite elementos irregulares.

A Figura 2.23 mostra as curvas de forca vs. deslocamento no ponto A, considerando
cada malha de forma que é possivel observar claramente a convergéncia da analise desse
exemplo & medida que se aumenta o nimero de elementos. A medida que malhas mais finas
sdo usadas, 0 modelo numérico tende a alcancar uma solucéo Unica, fato esse que condiz com
0 esperado para uma analise por elementos finitos, demonstrando assim a independéncia de
malha do modelo.

Finalmente, as Figura 2.24 e Figura 2.25 mostram a configuracdo final para as malhas
L/12 e L/24 respectivamente onde a escala de cores representa a espessura das bandas em mm.
A deformada da estrutura é dada pela deformacéo dos elementos atrelada a formacéao de bandas
com suas respectivas espessuras. Note que a banda principal, que levard a ruptura final da
estrutura, se inicia no canto interno do sélido, sendo condizente com a esperada regido de falha
para uma estrutura real com as dadas condi¢des de contorno. Ramificacdes secundarias com
pequenas espessuras aparecem no final da banda principal e no lado inferior direito do s6lido,

sendo desprezaveis para o colapso da estrutura.



Figura 2.23 - Forga vs. deslocamento para diversas malhas
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Fonte: Amorim et al. (2018)

Figura 2.24 - Configuracao deformada e bandas de localizagao para a malha L/12
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Fonte: Amorim et al. (2018)
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Figura 2.25 - Configuracgdo deformada e bandas de localizagdo para a malha L/24
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Fonte: Amorim et al. (2018)

Como é discutido por Amorim et al. (2018), uma grande vantagem da formulagéo
proposta € que ndo é necessario definir previamente o ponto ou regido onde a estrutura esta
mais sujeita a ocorréncia das bandas de localizacdo e consequentemente de falha estrutural, o
préprio modelo consegue identificar a zona de concentracdo de esforgos. Essa é possivelmente
uma das principais caracteristicas do método quando se leva em conta que em problemas

complexos é dificil apontar a posicao onde surgirdo as bandas de localizacéo.
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3. METODOLOGIA

3.1.ELEMENTO FINITO PROPOSTO: MODO |

O exemplo apresentado na se¢do 2.6.2 mostra que a mecanica do dano concentrado
expandida leva a analises por elementos finitos independentes de malha, ou seja, 0 modelo
apresenta objetividade. Apesar de ser um exemplo simples, os resultados mostram grande
potencial e ja provam a viabilidade da abordagem, justificando esforcos adicionais nessa
direcéo.

Como é apontado no proprio trabalho de Amorim (2016), o elemento se torna ineficiente
em alguns casos em que a banda de localizagéo tende a cruzar diagonalmente o interior do
elemento. Nesses casos, ja que as bandas estdo fixas nos lados do elemento, para representar
um caminho real de crescimento da regido de localizagcdo, a implementacdo numerica requer
malhas bastante refinadas. Além disso, segundo Amorim et al. (2018), apesar do modelo ser
construido usando uma malha regular, a formulacdo em si ndo restringe a possibilidade de
implementacdo de malhas irregulares.

Levando isso em consideracéo, foi elaborado um elemento finito de quatro nos e quatro
bandas (com previsdo de bandas diagonais) que permite malhas irregulares. O intuito dessas
modifica¢Oes € melhorar a resposta do modelo para variados problemas, com um processo de
convergéncia mais eficiente. O trabalho de programacdo do novo elemento finito e
implementacdo do mesmo em um programa de analise pelo MEF foi supervisionado pelo Prof,
Dr. Ricardo Picon, o qual contribuiu de forma essencial para o desenvolvimento deste trabalho.

Portanto, o elemento proposto neste trabalho apresenta quatro bandas: duas diagonais
no interior do elemento e outras duas fixas nas laterais, em arestas que partilham do mesmo nd,
conforme mostra a Figura 3.1. Foi mantido o nimero de bandas (quatro bandas), retirando-se
duas das laterais e incluindo as duas diagonais. I1sso se deu por conta da hipotese de que a
inclusdo de mais bandas poderia gerar problemas numéricos e, além disso, a ideia € que a falta
de bandas previstas em um lado do elemento seja compensada pela banda presente no elemento
vizinho, de forma que exista a previsdo de bandas em todas as partes da malha.

Além disso, o elemento permite a criacdo de malhas irregulares, ou seja, a geometria do
elemento ndo esta presa ao formato regular como era no elemento proposto inicialmente por
Amorim (2016). Quanto ao tipo de solicitacdo das bandas, 0 modelo proposto esta formulado

em modo I.



64

Figura 3.1 - Novo elemento proposto

€i ij

Fonte: O autor

A formulacdo do novo elemento, apresenta 0 mesmo esquema descrito na se¢éo 2.6.2
com alteracdo apenas no vetor dos alongamentos relacionados ao dano {6,} e das leis de
evolucdo do dano que apesar de também serem oito, interligam nos diferentes do elementos
com a presenca agora das bandas diagonais.

O vetor {64}, para 0 novo elemento proposto, em coordenadas cartesianas, pode ser

encontrado no Apéndice B. As novas leis de evolugédo séo dadas por:

_ _ _eijj . — _ _ G
gi,ij - O_ni'ij O_cri_ij <1 s > S 0 ’ g],l] - O_nj_ij O-crj'ij <1 S 0

Ui ij Oujjj

— €iil . _ €lil
gi,il - O-ni_il - O_cri_il <1 - s > S 0 ’ gl,il - O-nm - Ucrl'il (1 - ) S O

ui_il Sul,il

(3.1)

Uiik Suk,ik

— €iik . _ Ck,ik
gi,ik - O-ni'ik - O_cri_ik (1 - 5_> S 0 1 gk,ik - O-nk_ik - O-crk_ik <1 - _> S O

e ej
o e g — _ eyt
9t = Onjj = Oerjjy (1 Bu, ) < 05 90t = Oy = Geryyy (1 ) =0

Jjl 6ul,jl

A formulacdo completa esta ilustrada no esquema da Figura 3.3, onde estdo destacadas
as equacdes pertencentes ao problema local e global.

Um outro ponto importante na implementagdo do novo elemento proposto é a
necessidade do chamado mapeamento isoparamétrico do elemento. Devido a possibilidade de

malhas com elementos irregulares, torna-se muito complicado escrever as func@es de forma em
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coordenadas cartesianas (x, y) dada a grande variac¢ao de forma dos elementos da malha (Figura
3.2a). Uma solugdo simples para o problema € expressar as funcdes de forma com base em um
elemento genérico com coordenadas locais de referéncia (Figura 3.2b), o que resulta em
equacOes mais simples. No entanto, para calculo dos elementos, e, portanto, da estrutura, €
necessario derivar as funcGes de forma em relacdo as coordenadas globais e para isso é
necessaria uma transformacao de unidades em forma matricial que é feita por meio da chamada
matriz jacobiana. O procedimento de mapeamento, portanto, relaciona o elemento da malha
com o elemento padréo de referéncia. Essa transformacao é muito importante para possibilitar

o célculo das integracdes numeéricas que sdo feitas com base na quadratura de Gauss.

Figura 3.2 - Elemento atual (a) e elemento padréo (b)
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Fonte: O autor

O elemento base desse trabalho é chamado de isoparamétrico pois é adotado 0 mesmo
método de interpolacdo para os deslocamentos e para a geometria.
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Figura 3.3 - Esquema geral do modelo MDCX
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Fonte: O autor

3.2.IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL

O elemento proposto foi implementado em um programa de anélise estrutural por
elementos finitos. O programa permite a insercdo de diferentes tipos de elementos finitos
externos, independentemente do nimero de nos e graus de liberdade. Como foi salientado na
secdo anterior, o trabalho de implementacdo do elemento finito foi supervisionado pelo Prof.
Dr. Ricardo Picon, membro essencial do grupo de pesquisas que visa o desenvolvimento da
MDC.

De forma bésica, a implementacdo numérica funciona em dois niveis: global e local. O
nivel global reline um conjunto de rotinas que resolvem as equagdes de equilibrio. J& o local
apresenta uma rotina que contém, no caso deste trabalho, o elemento finito da MDCX proposto,
representando o material e sendo responsavel pelo comportamento estrutural. O cddigo do
elemento finito estd em linguagem FORTRAN. A separacdo da solu¢do numérica em nivel
global e local, além de possibilitar a inclusdo da formulacédo e das variaveis internas do modelo
de forma mais simples, melhora a convergéncia da solucdo diante do fenémeno do
amolecimento. O procedimento classico, que envolve o célculo global e local ao mesmo tempo,
torna-se ineficiente.

O modelo de chapa proposto é definido pela equagéo cinemaética que permite o calculo

das deformacdes generalizadas a partir dos deslocamentos nodais, pela lei constitutiva e de dano
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gue fornecem as tensdes generalizadas e as variaveis internas relacionadas ao dano e finalmente
pela equacdo de equilibrio que retorna as forgas nodais a partir das tensdes.

A nivel do programa para calculo da estrutura completa, ou seja, essencialmente levando
em conta a resolugédo do problema global, o programa funciona com base em diversas rotinas e
sub-rotinas encarregadas de calcular cada passo do processo de anéalise. O elemento finito €
fundamentalmente inserido na rotina que calcula as forcas internas a partir dos deslocamentos,
no que se constitui o problema local que é resolvido para cada elemento da malha.

Primeiro é feita a leitura dos dados do problema por meio de um arquivo de entrada no
qual sdo descritos 0 nimero de nds e suas coordenadas (x, y), 0 nimero de elementos e a
montagem da malha, o tipo de elemento adotado e as condic¢des de contorno. Em seguida é feita
uma discretizacdo da solicitacdo do problema, ou seja, no caso de uma estrutura submetida a
um deslocamento imposto, tal valor de deslocamento serd incrementado mediante diversos
passos de analise. Para cada passo t € efetuado o calculo da estrutura que sera exposto por meio
de uma impressdo de dados em forma de tabelas e graficos. Atingido o passo final t;, ou seja,
o0 valor de deslocamento imposto total, a anélise do problema esté finalizada. Os passos dessa
etapa estdo ilustrados no fluxograma azul da Figura 3.5.

O célculo da estrutura em cada passo t € definido pelo problema global que implica na

solucdo da equacdo de equilibrio do problema reescrita na forma de forca residual {FR} (3.2).

(FR} = ff [B] (o} 4V — {Q} = {0} (3.2)

Nesse calculo sdo consideradas as condi¢des de contorno do problema que sdo dadas por
deslocamentos prescritos em regides onde forcas sdo desconhecidas ou por forgas prescritas em
regides onde deslocamentos séo desconhecidos. A solucéo do problema é obtida apenas quando
o vetor de forca residual é nulo, o qual é dado pela diferenca entre forgas internas e externas. O
sistema de equaces de equilibrio globais da estrutura €, em geral, ndo linear. Logo, tal sistema
deve ser resolvido por linearizacdo do problema com uso de algum método de correcdo da
estimativa da solucdo. Para isso, primeiro se faz necessario um chute inicial para o vetor de
deslocamentos nodais da estrutura, o qual é dado pela solucéo eléstica do problema. Em seguida
é feito o célculo do vetor de forgas residuais e caso esse vetor seja zero, foi obtida a solugédo da
estrutura para esse passo. Caso a analise apresente alguma forca residual, é calculada a chamada

matriz de rigidez tangente da estrutura ou matriz jacobiana global (dFR(U)/0dU), essa matriz
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possibilita a obtengdo de um novo valor para o vetor de deslocamentos nodais da estrutura. Esse

valor é calculado segundo a equacao:

oFR U U FR(U;)} =0
571, Wi = v+ (RO} = (33)

O processo € repetido até que se atinja uma forca residual nula. Esse processo é feito com base
no método de Newton-Raphson que esta ilustrado para um caso geral na Figura 3.4. Os passos
dessa etapa estéo ilustrados no fluxograma vermelho da Figura 3.5.

Figura 3.4 - llustragdo do funcionamento do método de Newton-Raphson

Aproximagdes

FR(U;) 1 lineares e ™

Curva Exata -

23207 E—
[GFR]
au |,
BRI ey :
: GFR}
.UZ U1 Uo Ui

> “Chute” inicial

Vai se aproximando da resposta exata

FR(U;) = 0 (solugéo do problema de EF)

Fonte: O autor

Para o calculo do vetor de forgas residuais {FR}, como o primeiro calculo do programa
sempre prevé um deslocamento imposto nulo (t = 0), inicialmente o vetor de forcas residuais
é igual ao vetor de forcas externas ja que as tensdes sdo inicialmente nulas. Em seguida é feito
uma discretizacdo geométrica na qual sdo calculadas as forgas internas para cada elemento da

estrutura. Para cada elemento sdo encontradas as tensfes e € calculada a integral que sera
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somada ao vetor de forgas residuais da estrutura por meio de um processo de expansao e
montagem até que se tenha calculado todos os elementos. Os passos dessa etapa estdo ilustrados
no fluxograma verde da Figura 3.5. Os termos em negrito fazem parte do calculo da rotina do
elemento externo cujo processo esta melhor descrito no fluxograma do elemento ilustrado mais
a diante na Figura 3.6.

A rotina de célculo da matriz jacobiana global funciona também a partir de uma
discretizacdo geométrica onde para cada elemento € calculada a matriz jacobiana local que séo
somadas por um processo de expansdo e montagem para formar a matriz jacobiana da estrutura.
Os passos dessa etapa estdo ilustrados no fluxograma roxo da Figura 3.5. O termo em negrito

faz parte do célculo da rotina do elemento externo e também sera melhor descrito a seguir.
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Figura 3.5 - Algoritmo de funcionamento do programa de analise
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Entendido o processo geral do programa, é possivel a insercdo de diferentes tipos de
elemento que seguem uma rotina conforme seu modelo estrutural a partir de formulagoes
préprias. A nivel do elemento finito (problema local) proposto neste trabalho, o algoritmo
percorre alguns passos que serdo descritos a seguir, o objetivo é o calculo das tensGes, das
variaveis de dano e também do jacobiano local. E importante reforcar que, como esta ilustrado
no fluxograma da Figura 3.5, os calculos sdo repetidos elemento a elemento que juntos

posteriormente compdem a estrutura completa que é resolvida pelo programa de anélise pelo
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MEF (problema global). O indice e na formulagdo dessa se¢do indica uma variavel pertencente
ao elemento, diferenciando do fluxograma da estrutura.

Inicialmente, a partir dos deslocamentos nodais {q}., provenientes da estimativa inicial
elastica, sdo calculadas as deformagdes generalizadas ou alongamentos (numexes) {5}.. Esse

calculo é feito com base na equag&o cinematica usando a matriz [b].

{6} = [bl{q}e (3.4)

Em seguida, a partir dos numexes {5}, sao calculadas as tensdes generalizadas {c}, e,
se houver, as espessuras das bandas de localizacéo {e}, que representam o efeito do dano nesse

modelo. Esse calculo é feito usando a lei de comportamento do modelo, ou equag&o constitutiva

{o}e = [H]ITI({83e — {5%3) (3.5)

em conjunto com as oito leis de evolucao do dano ou das bandas de localizagdo. Por exemplo,

no no i da banda ij, a lei pode ser escrita como:

_ _ _ iy
gi,ij - O-ni_ij O-C‘I‘i’ij 1 (36)

Uiij

e assim por diante nos demais nés de cada banda. Como se trata de um problema inelastico ndo
linear, o calculo é feito sob um esquema de predicdo, verificacdo e corre¢do (ou nédo) dos
resultados em carater local, ou seja, a nivel do elemento.

Segundo Amorim (2016), uma caracteristica especial desse tipo de problema local é que
as condicgdes de convergéncia variam significantemente com o dano, por exemplo, quanto maior
o valor do dano a ser calculado, menor deve ser o tamanho do incremento. Além disso,
incrementos de carregamento sdo geralmente seguidos por concentragédo de dano em poucas
bandas de localizacao ja que surge uma faixa de concentragdo principal que serd finalmente a
zona de falha estrutural. Sendo assim, dado a natureza altamente nédo linear de problemas de
localizacdo de deformacdes, sdo necessarios procedimentos numeéricos robustos para que o
programa encontre convergéncia.

A rotina do preditor funciona da seguinte forma: inicialmente é feita uma predicao

elastica, ou seja, as tensdes sdo calculadas supondo um regime elastico. Nesse momento, as
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espessuras de banda, e por consequéncia 0s numexes de dano, sdo nulos ja que ainda néo foi
identificado dano. Caso fosse uma etapa ja com a presenca de espessuras de banda, o vetor de
numexes de dano seria computado para efetuar o calculo das tens6es do passo atual, no entanto,
nesse caso, a predi¢do elastica € dada por uma variacdo de dano nula. Isso ocorre devido ao
modelo proposto: como foi exemplificado para o caso uniaxial, elementos que experimentaram
dano podem a partir de determinado passo trabalhar em regime elastico ja que o dano tende a
se concentrar em poucos elementos pertencentes a regido da banda de localizacéo.

Em seguida sdo calculadas as tensdes normais nos nos e ¢ feita a verificacdo da ativacao
ou ndo de cada uma das bandas com base na lei de evolug&o. Tomando novamente por exemplo

o noé i da banda ij, se g;;; > 0, a banda esta ativa neste ponto ja que segundo a formulagéo da
lei de evolucéo, Onyij > Ocryy (1 —eiij/ 6ui’i].). Em outras palavras, a tensdo normal nesse no

dessa banda superou a tensdo critica de resisténcia. A explicagdo para a necessidade do calculo
de tensBes normais em cada n6 do elemento esta no modo de solicitagdo do modelo: modo I ou
solicitacéo de abertura.

Caso as bandas ndo estejam ativas, a predicdo elastica esté correta e, portanto, as tensdes
calculadas também. No entanto, caso a verificacdo aponte a ativacdo de alguma das bandas de
localizacdo, as tensdes da predicao estdo, portanto, erradas e necessitam de corre¢do devido ao
incremento de dano (espessura das bandas). Entra em cena entdo o corretor para resolver um
sistema de equacdes ndo lineares que resulta na corre¢éo das espessuras de banda e das tensdes.

A rotina de correcdo funciona da seguinte maneira: para encontrar as tensdes e
espessuras de banda corretas do passo, € montada uma equacdo matricial que forma um sistema
de equac6es formado pelas doze leis de estado (equacGes de calculo da tenséo) e pelas oito leis
de evolugéo das bandas. Por se tratar de um sistema néo linear, as equac6es séo linearizadas e
é adotado um processo de resolugdo, como por exemplo a eliminagdo de Gauss. O processo de
calculo do sistema € iterativo, de modo que caso seja atingindo um limite maximo de iteracGes
sem uma convergéncia para solucdo do sistema, 0 passo € reduzido, ou seja, o incremento de
deslocamento imposto desse passo € parcelado. Resolvido o sistema, sdo atualizados os valores
de tensdo e dano no elemento.

Calculadas as tensdes, € possivel obter as forcas nodais no elemento usando a equagéo

de equilibrio:

(@ = 1 [[[ tr17 o). v (3.7)
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Ap0s isso, finalmente é calculada a matriz de rigidez tangente do elemento, também chamada
de matriz jacobiana local, que serd usada para a proxima tentativa de convergéncia de solugéo,
segundo metodo de Newton, para resolver o problema global da estrutura. Baseado na

formulacdo da equacdo de equilibrio em forca residual, a matriz jacobiana é dada por

9{FR(q)}
[ 3 ]e, sendo

{FR}, = [b]* jf [T]"{c}. OV — {Q}. (3.8)

O processo de calculo do problema local para cada elemento esta ilustrado no
fluxograma da Figura 3.6. O caminho em azul descreve 0s passos gerais que terminam no
calculo da matriz jacobiana do elemento. O caminho em vermelho descreve basicamente o
esquema de predicdo e correcdo necessarias para o calculo das tensdes generalizadas e da
variavel de dano do modelo.



Figura 3.6 - Algoritmo de processos do elemento finito
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4. SIMULACOES NUMERICAS E RESULTADOS

Dentre as primeiras tentativas de simulacdo, o novo elemento proposto foi aplicado a
uma chapa em formato de “L” sujeita a restricdes e deslocamento indicados na Figura 4.1. A
chapa esta impedida na base na direcéo y, na lateral esquerda na dire¢do x e € submetida a um
deslocamento imposto no ponto P, distante 50 mm da borda direita. Na Figura 4.1 também
estdo apresentadas as propriedades do material e as dimensdes do sélido. Esse exemplo foi

baseado no trabalho de Rodrigues (2015).

Figura 4.1 - Chapa em L (Rodrigues): geometria, propriedades e condicdes de
contorno
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Fonte: O autor

Para comprovar a convergéncia da solucédo e a independéncia de malha do modelo, foi
realizado um estudo de convergéncia com sete malhas (L85, L120, L194, L311, L445, L754 e
L842), no qual o numero apo6s a letra “L” indica a quantidade de elementos finitos. A Figura
4.2 apresenta a estrutura final deformada para cada uma das malhas adotadas. As malhas foram
geradas aleatoriamente e com formas irregulares, com exce¢do da regido da aplicacdo do
deslocamento imposto onde foi mantida uma malha fixa com elementos maiores. Esse cuidado
foi tomado para impedir que apareca uma singularidade de tens&o na regido de solicitacdo, ja

gue numericamente se trata de uma aplicagdo pontual.



Figura 4.2 — Deformada da Chapa L (Rodrigues) — altura vs. comprimento

Fonte: O autor
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As malhas deformadas foram geradas a partir de um pds-processador que I€ os dados de
saida do programa e gera a representacdo grafica. Como o elemento possui nos e, portanto,
espessuras de banda apenas nos vertices, o pos-processador interpola linearmente a espessura
de cada banda entre seus respectivos nos. Cada cor define um valor de alongamento dos
numexes que varia de zero até o valor de alongamento Gltimo, definido como 0.2 mm para esse
exemplo. Uma legenda em cada malha da Figura 4.2 informa a escala de cores adotada.

Apesar de nao haver dados experimentais de referéncia, conforme os resultados obtidos
por Rodrigues (2015) e esperados para a configuracédo estrutural do problema, o caminho de
surgimento das bandas de localizacdo foge do esperado fisicamente. Esperava-se uma direcédo
mais vertical do que a diagonal aparente nos resultados da Figura 4.2. Esse caminho €
fisicamente a superficie de ruptura do elemento onde o processo de fissuracdo se concentra
gerando fratura e colapso final.

Como foi constatado em seguida, a divergéncia na analise se deu por conta,
principalmente, de um problema na formagdo das malhas. Como a geracdo é aleatoria, em
alguns pontos, o gerador da malha estava rotacionando os elementos, de forma que em alguns
pontos ndo foi previsto a formacao de bandas. Como foi apresentado, o elemento ndo possui
previsdo de bandas em duas de suas laterais e com isso, ao rotacionar os elementos, o0 programa
faz coincidir dois lados sem bandas entre elementos vizinhos, comprometendo os resultados.
Para solucionar o problema, por hora, foram abandonadas as analises com malha irregular ja
que seria muito complicado manter a aleatoriedade de geracdo da malha e regularizar a questéo
da rotacdo e méa formacdo das malhas. Alem disso, devido a irregularidade inerente a cada
elemento irregular, estavam ocorrendo problemas de convergéncia que também comprometiam
as analises, principalmente nesta etapa inicial da pesquisa. Esse problema da rotacdo serd
melhor explicado nos exemplos adiante.

Ainda assim, sobre a formacdo das bandas de localizacdo, o alongamento Gltimo dos
numexes é atingido no vértice interno do elemento estrutural, como esperado. A Figura 4.3
apresenta as curvas de forca vs. deslocamento na direcdo y para o ponto P onde foi imposto o
deslocamento na estrutura. Cada curva representa resultados de cada malha adotada. Com esse
gréfico, pode-se constatar a convergencia de resultados para uma solugédo unica na medida em
que se refina a malha, fato esse que é o esperado para uma analise pelo MEF. Isso demonstra
gue o elemento proposto apresenta propriedades de independéncia de malha e traz resultados
objetivos, apesar dos problemas descritos.
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Figura 4.3 — Estudo de convergéncia da Chapa L Rodrigues
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Fonte: O autor

Diante dos entraves descritos, 0 mesmo exemplo numérico apresentado por Amorim
(2016) foi simulado em um programa de andlise por elementos finitos, desta vez utilizando o
novo elemento proposto definido na se¢do 3.1. A Figura 4.4 ilustra o problema, na qual sdo
apresentadas as condi¢fes de contorno, propriedades do material e dimensdes do sélido. A
chapa em formato de “L” esté fixada na base e submetida a um deslocamento imposto no ponto
P.
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Figura 4.4 - Chapa em L (Amorim): geometria, propriedades e condi¢Oes de contorno
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Para efeito comparativo, foi realizado um estudo de convergéncia com as mesmas seis
malhas (L12N, L48N, L108N, L192N, L300N e L432N) simuladas por Amorim (2016). O
numeral apos a letra “L” significa o numero de elementos finitos utilizados na respectiva
analise, ja a letra “N” ao final serve para identificar que a simulacdo é referente ao novo
elemento proposto. Apesar do novo elemento permitir malhas com elementos finitos
irregulares, a escolha de malhas regulares nesta fase inicial de estudo foi motivada para eliminar
possiveis varidveis relacionadas a forma dos elementos que possam trazer uma maior
instabilidade na analise, gerando problemas de convergéncia indesejados. Isso foi possivel uma
vez que a geometria do problema permite o uso de malhas regulares. Além disso, neste exemplo
em particular, adotou-se malhas regulares para possibilitar uma comparagéo fidedigna com os
resultados obtidos por Amorim (2016), que também fez uso desse tipo de malha.

A Figura 4.5 apresenta as curvas de forca vs. deslocamento na direcéo y para o ponto P,
onde foi imposto o deslocamento na estrutura sob analise. Cada curva representa uma das
malhas adotadas conforme legenda. Com esse grafico, pode-se constatar a tendéncia de
convergéncia dos resultados para uma solugéo Gnica na medida em que se refina a malha, fato
esse que é o esperado para uma analise pelo MEF. A Figura 4.6 apresenta as malhas mais

refinadas para uma melhor visualizacdo da objetividade da solucéo.
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Figura 4.5 - Estudo de convergéncia da chapa “L” (todas as malhas)
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Fonte: O autor
Figura 4.6 - Estudo de convergéncia da chapa “L” (malhas refinadas)
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No entanto, tomando a malha L432N como referéncia, ao se comparar com os resultados
obtidos por Amorim (2016), pode-se observar uma forte discrepancia nos resultados (Figura
4.7), fato esse que nao deveria ocorrer, ja que se trata do mesmo problema fisico, apenas com
elementos finitos diferentes. Na Figura 4.7, a curva L432N refere-se a simulagdo com o0 novo

elemento, e a L432A refere-se a simulacdo de Amorim (2016).
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Figura 4.7 — Anélise comparativa da malha L432
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A explicacdo para tal divergéncia esta na prépria constituicdo do elemento finito usado
em cada analise, mais precisamente em relacé@o ao local de previsdo de formacéo das bandas de
localizacdo. Como foi apresentado na Figura 3.1, 0 novo elemento proposto possui bandas
apenas em dois dos seus lados, de modo que a depender da orientacéo de nds adotada na geracao
da malha, pode-se obter um resultado final tendencioso. Ao ndo encontrar um caminho previsto
de bandas na direcdo da formacdo da falha, o programa busca a banda mais proxima que no
caso do novo elemento proposto é uma banda diagonal, provocando uma tendéncia que leva a
resultados diferentes se comparado com o elemento de Amorim (2016) que possui bandas em
todos os lados do elemento finito.

A Figura 4.8 apresenta a estrutura final deformada da malha L432 em conjunto com a
formacéo das bandas de localizagéo, tanto da simulacdo com o elemento de Amorim (2016),
guanto com o novo elemento. Imaginando-se que a estrutura esta dividia em quadrantes para
efeito de analise do problema, o elemento com tendéncia a surgimento da primeira banda é o
elemento do canto superior direito do quadrante inferior esquerdo. Na analise da direita, feita
por Amorim (2016), o programa encontra uma banda prevista na regido superior, e portanto a
regido de falha comeca a partir desse ponto, como esperado. J& na analise da esquerda, que faz
uso do novo elemento, por ndo encontrar banda prevista na regido superior, 0 programa

compensa essa falha ativando a banda do lado inferior e também a diagonal, em busca de
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encontrar o caminho esperado da falha que se daria prioritariamente pela banda superior

inexistente.

Figura 4.8 — Configuracdo deformada: L432N (esquerda) e L432A (direita)

500

Fonte: O autor

As malhas deformadas foram geradas a partir de um pds-processador que 1€ os dados de
saida do programa de analise e gera a representacdo grafica. Como o elemento possui nés e,
portanto, espessuras de banda apenas nos vértices, o pos-processador interpola linearmente a
espessura de cada banda entre seus respectivos nés. Cada cor na legenda da Figura 4.8 define
um valor de alongamento dos numexes que varia de zero até o valor de alongamento Gltimo,
definido como 0.2 mm para esse exemplo.

Diante do que foi apresentado, pode-se dizer, apesar de ndo haver dados experimentais
de referéncia, que o caminho de surgimento das bandas de localizagdo condiz com o esperado
fisicamente para o problema, dadas as condi¢cBes de contorno adotadas. Esse caminho é
fisicamente a superficie de ruptura do elemento onde o processo de fissuracdo se concentra
gerando fratura e colapso final. O alongamento Gltimo do numex é atingido no vértice interno
do elemento estrutural, como esperado. A simulacdo apresenta uma ativacdo de banda em
outros locais devido ao surgimento de tensdes, que, no entanto, ndo chegam a progredir para o
alongamento altimo. A regido de dano concentrado € o vértice interno da estrutura.

Para atestar o que foi concluido relativamente ao problema ocasionado devido a ndo
previsdo de bandas de localizacdo em todos os lados do novo elemento, foi feita uma outra

simulacdo da mesma estrutura com alteragdo unicamente da regido das condic¢des de contorno
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conforme é apresentado na Figura 4.9. Ou seja, 0 posicionamento dos elementos e da malha foi

mantido, de forma que a previsdo das bandas se mantém nos mesmos locais.

Figura 4.9 — Configuracdo da chapa em “L” invertida

500 mm
A
E = 25850 N/mm?
v=0,18 E
0, = 2,7 N/mm? 2
!‘\J
E 6y = 0,2 mm
o
S
vy
v -
P
250 mm

Fonte: O autor

Nessa simulacéo, a lateral na regido direita esta fixada e foi imposto um deslocamento
no ponto P, nos mesmos moldes do exemplo anterior. Trata-se do mesmo problema fisico ja
que a estrutura apresenta simetria nas dimensdes, a diferenca estd em qual elemento sera ativado
primeiro, sendo nesse caso o0 elemento inferior esquerdo do quadrante superior direito. Nesse
elemento, ha a previsdo de formacao de banda na lateral esquerda ao se adotar o novo elemento
finito proposto e assim os resultados sdo compativeis com os encontrados por Amorim (2016).
Os gréaficos da Figura 4.10 apresentam a convergéncia da simulacdo na medida em que se refina
a malha onde cada curva representa a simulagdo com uso das mesmas seis malhas utilizadas no
exemplo anterior, agora identificadas pela letra | ao final indicando a nova configuragéo do
problema com o L invertido. A Figura 4.11 apresenta a comparacao entre a simulagdo com o
novo elemento na condi¢do do “L” invertido e a simulacdo original de Amorim (2016),
mostrando a coeréncia nos resultados obtidos e a objetividade de solucdo, a malha adotada

como referéncia para essa comparacao foi a L432.
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Figura 4.10 - Estudo de convergéncia da chapa “L” invertida
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Fonte: O autor

Figura 4.11 - Analise comparativa “L” invertido (malha L432)
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Fonte: O autor

A Figura 4.12 apresenta a configuragcdo deformada da estrutura com a malha mais
refinada (L432l), na qual pode ser observado a formacdo das bandas de localizagdo em
conformidade com o esperado. Nota-se nesse caso a formacdo de bandas de localizacédo
diagonais na medida em que a falha se aproxima da regido superior do elemento estrutural,

demonstrando que ocorre uma redistribuicdo de esforgos nesse ponto da anélise.
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Figura 4.12 — Configuracao deformada “L” invertido malha L4321 (altura x comprimento)

Fonte: O autor

A segunda simulacdo trata-se de uma chapa quadrada submetida a tracdo no terco médio
da sua lateral. A peca esté totalmente fixada na lateral esquerda sendo que na base e no topo é
permitido o deslocamento na dire¢cdo X. Na Figura 4.13 sdo apresentadas condicdes de

contorno, propriedades do material e dimensées do sélido em questéo.

Figura 4.13 — Chapa tracionada: configuragéo

450 mm
150 mm

Fonte: O autor
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O novo elemento finito proposto foi aplicado a esse problema e simulado através de um
programa de elementos finitos. As malhas usadas foram regulares a fim de evitar problemas
com a forma dos elementos e variagfes na regido de previsdo das bandas ja que nas malhas
irregulares a aleatoriedade na construcdo dos elementos possibilita elementos rotacionados,
tornando-se dificil a regularizacdo da regido onde se prevé formagdo de bandas de localizagdo
conforme problematica apresentada no exemplo anterior da chapa “L”. Esse cuidado, neste
momento da pesquisa, possibilita eliminar parametros de incertezas. Portanto, as malhas foram
as seguintes: CHA144, CHA225, CHA324, CHA576, CHA729 e CHA900, onde o numeral
significa 0 nimero de elementos adotados na analise.

A Figura 4.14 apresenta as curvas resultantes da analise de cada malha, na qual pode ser
observada a convergéncia para uma solucéo Unica na medida em que se aumenta o nimero de
elementos. A Figura 4.15 destaca apenas as duas malhas com maior quantidade de elementos a
fim de facilitar a visualizagdo do aspecto da convergéncia atingida com a solugdo. A Figura
4.16 destaca a condicdo deformada da malha mais refinada, bem como o surgimento de bandas
de localizacédo, formando a superficie de ruptura esperada para o problema. Além disso, pode
ser destacado o surgimento de bandas de localizacdo na diagonal, acompanhando o formato da
zona de falha. Na Figura 4.17, sdo apresentadas as configuracfes deformadas de todas as seis

malhas utilizadas na presente analise para efeito de comparacéo.

Figura 4.14 — Chapa tracionada: convergéncia dos resultados (todas as malhas)
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Fonte: O autor
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Figura 4.15 — Chapa tracionada: convergéncia dos resultados (malhas refinadas)
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Fonte: O autor

Figura 4.16 — Chapa tracionada: configuracéo deformada CHA900
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Figura 4.17 —Chapa tracionada: configurac6es deformadas (altura x comprimento)

Fonte: O autor
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5. CONCLUSOES

Diante da comparacéo feita neste trabalho referente a chapa em forma de “L”, existem
melhorias a serem implementadas no novo elemento proposto. Os resultados apontam a
objetividade de solucdo e a convergéncia para uma solucdo Unica na medida em que se refina a
malha de elementos finitos em ambos os exemplos apresentados. A configuracdo deformada e
a formacéo de bandas de localizagdo também se mostram condizentes com o esperado para
falha das estruturas diante das condicdes de contorno dos problemas. No entanto, o fato do
elemento quadrilateral possuir bandas previstas apenas em dois dos seus lados contribui para
eventuais erros de andlise diante da forte tendéncia no caminho de formacéo das bandas, como
foi demonstrado no primeiro exemplo numérico. Com isso, uma possivel solucdo para o
problema é incluir bandas nos outros lados do elemento, de forma a resultar em um elemento
totalmente simétrico e eliminar esse tipo de erro de anélise. O elemento ficaria, portanto, com
seis bandas de localizacdo, sendo quatro nos lados e duas diagonais.

Em paralelo, fica claro o potencial do modelo e do elemento, abrindo campo para
diversos avancos. A formulacéo apresenta resultados independentes de malha e, em conjunto
com o elemento finito, pode ser usada para solucdo de problemas em configuracoes diversas.

Existem ainda outras melhorias a serem implementadas no modelo e no elemento, de
modo a englobar cada vez mais fendbmenos que ocorrem nos materiais. Seguem adiante algumas
propostas para trabalhos futuros.

No elemento proposto neste trabalho, as bandas de localizagdo sdo carregadas em modo
I, no entanto, uma formulagdo mais complexa incluindo modo Il pode ser considerada. Nesse
caso, as bandas teriam uma interpretacéo diferente, levando a deformacdes relacionadas ao dano
e leis de evolucéo diferentes.

A formulacdo e o elemento podem ser expandidos para meios tridimensionais usando
por exemplo um elemento finito hexaédrico com oito nds e vinte e quatro graus de liberdade.
O campo de deformacéo do elemento seria caracterizado por dezoito constantes independentes
e, sendo assim, 0 mesmo numero de numexes deve ser introduzido.

A implementacdo de outras leis de dano também pode ser feita no intuito de reproduzir
numericamente observag0es experimentais relativas aos materiais.

Adicionalmente, pode ser implementado no elemento um comportamento elasto-
plastico ou até mesmo a presenca de dano continuo distribuido antes do surgimento da
localizacdo. Claro que ap6s deteccdo da localizacdo, o dano deve ser concentrado

exclusivamente nas bandas como é feito na formulagéo atual.
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APENDICE A — Matrizes do elemento de quatro nés da MDCX
proposto por Amorim et al. (2018)

No transcorrer do texto deste trabalho, algumas matrizes, que compdem a formulagédo

do elemento de quatro nés da MDCX, foram apresentadas em coordenadas do sistema de

referéncia. Isso foi feito para possibilitar uma apresentacdo mais simples da formulacao no texto

principal. Aqui tais matrizes sdo apresentadas em coordenadas (x, y) do sistema cartesiano

global, que é o sistema verdadeiramente usado na implementacdo do elemento nos programas

de analise por elementos finitos.

A matriz de transformacéo cinematica [b] em coordenadas cartesianas é dada por:

bll blZ
b21 bZZ
[b] = [b3; bs,
0 0
0 0
onde
by; = i
\/(xj —x) + (0 -w)
by, = Yi—JYj
J(xj —x)" + (=)
bz = i
J(xj —x)" + (=)
b, = Yi = Vi
J(xj —x)" + (=)
. = Xi — Xk
21 —
VGt = 2% + (e — )2
b = Vi = Yk
22 —
VGt = 2% + (e — )2
b X — X
25

) \/(xk —x)?+ (Y —yi)?

b13
0
0

b43
0

b14
0
0

by
0

0
bas
0
bas
bss

0
bzs
0
bye
bse

0
0
bs7
0
bs;

(A.1)

(A.2)

(A.3)

(A.4)

(A.5)

(A.6)

(A7)

(A.8)
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b = Ve — Vi (A9)
26 = .
\/(xk — %)%+ (Y — yi)?
b X — X
31 = A.10
JGo— 22 + O — 97 (A.10)
- Yi— N (A11)
32 — .
\/(xl —x)%+ ( —yi)?
b X — Xj
37 = A.12
\/(xl —x)%+ ( —yi)? ( )
D = Vi —Yi (A13)
38 = .
\/(xl —x)?+ (v —y:i)?
Xi — X
bas = — (A.14)
2 2 .
G =) + G- )
b, = Vi — Yk
44 =
A.15
JGoc=%) + =)’ A9
X, — X;
bas = - (A.16)
JGoe=%) + Or— %)’ '
b — Ye —Yj
46 =
A.17
JGoe=%) + Or— %)’ —
b Xk — X1
55 = A.18
\/(xl —xx)? + (v — yr)? ( )
be. = Ve =1 (A19)
56 = .
\/(xl —xx)? + (v — yr)?
b Xp — X
57 = A.20
\/(xl —xx)? + (v — yr)? ( )
Vi — Yk
bsg (A.21)

) \/(xl —x )%+ (v — yi)?

A matriz de transformacao dos numexes [T] em coordenadas cartesianas ¢ obtida através
de manipulacdo matricial da equacgéo:

[B] = [T1[b] (A.22)

a qual, isolando-se o termo [T], resulta em:
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[T] = ((BILID([][B]) (A.23)

A matriz cinematica convencional [B] pode ser obtida por dois caminhos diferentes. No
primeiro caminho, com base nas fungdes de forma do elemento de quatro nds (N(x,y))

ilustrado na Figura A.0.1, a matriz [B] é dada por:

[B]
aNi/ax 0 aNj/ax 0 aNk/ax 0 aNl/ax 0 (A24)
0 aN;/dy 0 oN;/dy 0 dN,/dy 0 N, /dy
dN;/dy ON;/dx ON;/dy ON;/dx 0ON,/dy ON,/dx ON;/dy ON,/dx

onde

Nj(xy) = L11L2 (% * x) (Lz_z B ) (A.26)
N (x,y) = L11L2 (% + x) (LZ—Z + y) (A.27)
N y) =L11L2 (%_x) (L2_2+y) (A-28)

Fonte: O autor

No segundo caminho, com base nas deformages do elemento de quatro nos (&y, &, ¥xy), @

matriz [B] é dada por:



[ de,  Oe, % % de, O&, 0Og, 0&]
a_ul- a_vl ow  0v;  Qu, Odv, OJu Oy
de, 0dg, Og, Og, 0de, 0dg, 0dg, Og,

Bl=13. a0, du, Oy, Odu, 0Ov, 0w v,
any any a]/xy a]/xy ayxy any any any

[ 0u;  Ov;  du;  Odv; Ow Ov Ow 0|
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(A.29)

onde &y, &, ¥y, S80 obtidas conforme equacdo (2.48) apds serem encontrados o0s valores das

constantes.

Por ambos os caminhos, a matriz [B] resultante é a mesma.

A matriz de coeficientes elasticos [H], para um estado plano de tensbes e material

isotrépico, é dada por:

E E-v 0
1—v2 1-—v2
E-v E
0
1—v2 1-—v2
0 0 E
2-(1+v)d

(A.30)

Por fim, o vetor de deformagdes generalizadas ou alongamentos de dano {5} causados

devido a formacao de bandas de localizacéao, escrito em coordenadas cartesianas, é dado por:



{64} =<

e

0 )
XiYj — XiVk — Xj¥i t XjYk T XkYVi — X Yj

€iij

VO —x)% + (y; — Yk)ZJ(xi - xj)z + (i - }’j)z

XY — Xiy1 — XY T XV + X1y — X1

€iij

"

VO —x)%+ (- }’z)z\/(xi - xj)z + (v - )’j)z

XiYj — XiVk — XjYi t XY + XkYVi — X Yj

" \/(xj —x) + (v - Yk)z\/(xi - xj)z + (- yf)z
\ 0

J
(e XiYj — XiVk — Xj¥i t XY + Xk Vi — X Yj )
J.jk
2 2 2 2
(G =)+ G =) G =3 + 0y - )
XiYj — Xi¥Vk — X¥i t XjVi T Xk Vi — X Yj
Gk 2 2
+ 4 VO —x)% + (v — yk)z\/(xj —xe) + (=)
0
0
XYk — XjY1 — XkYj + XY + X1V — XYk
Gk 2 2
L Vo —x)% + (v — Yl)z\/(xj - xk) + ()’j - Yk) )
( 0 )
. XiYk — XiY1 — XgYVi T XxY1 + XY — XYk
k,kl
\/(xi —x1)% + (y; — yk)z\/(xk —x)% + (Y — y1)?
. XYk — XiY1 — XpYi + XY+ XY — XYk
Lkl
* 9 \/(xi —x)?+ (i — yl)z\/(xk —x)?+ (k= w)?
XYk — XjY1 — XpYj + XY + X1Y; — X1V
€k ki - -
J(xj - xk) + (J’j - J’k) \/(xk —x)% + (Y — y)?
\ 0 J

+ 9 VO —x)? + i — y)% O — x)? + (v — v1)?

( XiYj — Xiy1 — XjYi T XY + XiYi — XY )

€1
2 2
J(xi —x)" + (i =) Vi —x)? + (i — y)?
XiVie — XkY1 — XkYi T Xk Y1 T X1Yi — X1V

€1

"

0
0
. XiVie — XkY1 — XkYi + Xk Y1 T XY — X1V
Lli

U VG — x)? 4 e — v G — x)2 + (v — y)?)
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APENDICE B - Matrizes do elemento de quatro nés da MDCX
proposto neste trabalho

Para 0 novo elemento com a presenca de uma banda horizontal, uma banda vertical,
duas bandas diagonais e possibilidade de malhas com elementos irregulares, o vetor de
deformacOes generalizadas ou alongamentos de dano {&,} causados devido a formacdo de

bandas de localizacéo, escrito em coordenadas cartesianas, € dado por:

( Sijeiij T Sik€iik — SiCi,il \
—Cijeiij — CikCiik T Cit€iil
Ve —¥5) =)
Sij€jij ¥~ — ik T Ckik t Sjéjji
ik ik
(e —x7) (x; — %)
T T T Gk T T Ckik T i€ i
l l
{64} = [b]{ > (B.1)
d .
V1 —vi) (Yk - Yj)
Sik€kik ~ 1 &l + e
Jjl jl
(x; — xz) (xk - xj)
—CikCr,ik T . gt e
Jjl jl
—Sueir t Sjieji
\ Cuei + Cjiey i J

onde [b] é a matriz de transformag&o cinematica expressa no Apéndice A e e S0 as espessuras
de cada banda em cada n6. Os temos s e ¢ significam respectivamente os valores de seno e

cosseno na direcdo de cada banda, suas expressoes sdo dadas por:
(x5 —x)
U= 2 2
\/(x]- —x:)" + (v — )

s = v =)
\/(x]- —x) + (0 -w)
ey = (x; — x;) (B.2)
l V0 —x)2 + (v, — )2
sy = =)
V0 —x)2 + (v, — )2
Cie (o — x;)

) \/(xk —x)%+ (Vk —yi)?
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5y = O — v
VGt = x)? + Gk — y1)?

o = (o —x1)
e -y

)

N
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APENDICE C - Modelo para estruturas em concreto reforcado
com fibras de aco pela MDC

No trabalho de Oliveira (2017), foi apresentado um modelo em dano concentrado para
estruturas fabricadas em concreto refor¢cado com fibras de aco (CRFA). Como resultado, foi
obtida uma representacdo numerica do comportamento nao-linear de elementos prismaticos em
CRFA submetidos a flex&o.

No transcorrer dos trabalhos desta dissertacdo, além dos resultados apresentados no
texto principal, foram feitas novas analises relativas ao modelo proposto originalmente por
Oliveira (2017). Com os novos experimentos realizados no Laboratorio de Materiais de
Construcéo e Estruturas do Departamento de Engenharia Civil da Universidade Federal de
Sergipe, que resultou no trabalho de Rocha (2018), constatou-se que a interpretacdo dada a
alguns parametros do equacionamento do modelo de Oliveira (2017), principalmente na
formulacéo da lei de evolucdo plastica e também na funcéo de resisténcia a fissuracdo, possuiam
hipdteses ndo verificadas na pratica e que careciam de melhores analises. Os proprios resultados
de Oliveira (2017) na aplicacdo do modelo ja demonstravam a necessidade de um maior
entendimento da formulacéo.

Neste apéndice, pretende-se apresentar os pontos da formulacdo que precisam ser
revistos e 0s novos resultados obtidos com o0 modelo na reproducdo de resultados experimentais
da literatura. Inicialmente sera feito um breve resumo do trabalho de Oliveira (2017) e em
seguida serdo apresentados os pontos a serem desconsiderados do modelo e seus resultados na

reproducédo de dados experimentais.

Modelagem proposta por Oliveira (2017)

O equacionamento base do modelo tem como esquema um elemento de barra que
compde um portico plano (Figura C.1). Efetuando-se uma andlise a flexdo, simulando uma
rotula ou né no ponto de aplicacéo da carga, é considerada a metade do elemento estando entre

osnés1e?2.
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Figura C.1 — Esquema do elemento de barra b

Qb

77777777777777777777777777777777777

L, ' Ly | TP/Z
Fonte: Oliveira (2017)

A relacdo ou equagdo cinematica é dada por:

{®}, = [Blp{g}s (C.1)

na qual {®}, é a matriz de deformacgdes generalizadas, [B°], é a matriz de transformacdo
cinematica em relacdo ao estado inicial e {g}, € a matriz de deslocamentos generalizados.

A relacdo estatica ou equacéo de equilibrio € dada por:

[BT]5{M}, = {P} (C.2)

naqual [BT]? é a transposta da matriz [B°],, {M}, é a matriz de esforcos internos generalizados
e {P} é a matriz de esforcos externos generalizados em coordenadas globais.

A relacdo ou lei elastica e dada por:

(P} = [Folp{M}yp (C.3)

na qual [F,], é a matriz de flexibilidade.

A lei de evolucdo do dano na regido da rétula no né 2 é dada por:

Se GI <RY, Ad, =0

c4
Se G =RY, Ad, >0 (€4

Lymy?

PETRCEFRY ¢ a taxa de liberacdo de energia, sendo d, a variavel de dano e RY é
p\i—u2

na qual G¢ =

a funcdo de resisténcia ao dano (ou a fissuracdo) que precisa ser determinada por analise

experimental.
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A lei de plasticidade que descreve a evolugdo da rotagdo plastica na regido da rétula do

no 2 ¢é dada por:

SeF, <0, ApY =0

SeF, =0, A¢Y #0

na qual F, é a funcdo de escoamento que também precisa ser definida por analise experimental.
A Ultima parte necessaria do equacionamento € a adaptacdo da lei elastica com a

inclusdo dos efeitos inelasticos (dano e rotacdo plastica) para formar a equacdo constitutiva

completa do elemento, que é dada por:

{® — P}y = [F(D]p{M}y (C.6)

na qual {®P}, é a matriz de deformacGes plasticas desprezando-se o alongamento plastico e
[F(d)], é a matriz de flexibilidade do membro danificado.

Com o intuito de obter dados experimentais necessarios para a proposicao das leis de
evolucéo do dano e da rotacéo plastica, Oliveira (2017) utilizou um ensaio de flexdo com ciclos
de carga e descarga em um elemento prismatico, como apresentado na Figura C.2. A cada ciclo
é possivel computar a gradativa perda de rigidez devido a fissuragdo e assim obter o dano gerado
no elemento estrutural. Nesse ensaio, foi adotado um teor de 0,5% em fracdo do volume de

fibras.

Figura C.2 — Esquema do ensaio ciclico

P
o]
‘ |:| 15cm
9 O 15cm
2,5cm' 45cm .2 5cm

Fonte: Oliveira (2017)

A Figura C.3 apresenta o grafico do ensaio ciclico com destaque para os ciclos de

descarregamento e carregamento.
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Figura C.3 — Resultado do ensaio ciclico

t {mm)

Fonte: Oliveira (2017)

A partir da Equacdo C.6, aplicada ao esquema da Figura C.1, temos que como no no 1
a rotacdo ndo estéa restringida, ndo ha rotacdo de flexao, isto é: ¢p; = 0. Sendo assim, para esse

esquema, a relacdo constitutiva é dada por:

¢, — p=—me+ Ly m
S 6El, ' 3EI,(1—d,) *

(C.8)

CroL - ’ ~ PL
Do equilibrio no elemento, os momentos fletores nos nés séo m; = 0em, = Tb e de

t

acordo com a cinematica de deformacéo do elemento, as rotacbes no no j sdo ¢, = —e ¢y =
b

tP . ~ . n , , L. .
- onde t ¢ a deflexdo no ponto de aplicagdo da carga P e t,, € o deslocamento plastico residual
b

ao fim do descarregamento. Substituindo esses termos na Equacédo C.8 e partindo da relagédo

classica que relaciona forca e deslocamento, é obtida a equagédo abaixo:
P = E(d)(t — tP) (C.9)

naqual E(d) = Ey(1 — d), d, foi reescrito apenas como d e E, = % é arigidez inicial.
b

A funcdo E(d) é obtida do grafico forca versus deflexdo obtido por meio do ensaio
ciclico dos procedimentos experimentais. Os valores de E (d) em cada ciclo séo as inclinacGes
das retas entre inicio e fim do descarregamento, representadas no grafico da Figura C.3 em
diferentes cores a cada ciclo. O valor de E, € a inclinagdo da reta do primeiro ciclo, enquanto

ainda ndo ha dano no elemento.
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Comi isso, do gréfico da Figura C.3, pode-se obter o valor do dano a cada ciclo utilizando
a equacéo abaixo:

_E(d)

d=1-— (C.10)

Além disso, também podem ser obtidos outros parametros de interesse como G%, m e ¢P que

estdo indicados na Tabela C.2 com identificacdo de cada um dos ciclos aplicados (C1, C2...).

Tabela C.2 — Pardmetros do ensaio ciclico

e ]| i c1 2 c3 c4

E (d) (KN/mm) | 627,20 | 575,33 | 518,87 | 432,49 | 384,00
EO (KN/mm)} | 627,20

5 Ccé Cc7 C8
329,32 | 306,97 | 196,07 | 157,19

d 0,00 0,08 0,17 0,31 0,39 0,47

m (KN.mm) | 1411,20 | 1941,75 | 2276,55 | 2286,79 | 2116,80 | 2111,74 | 2106,56 | 2029,28 | 1998,34
Gd (KN.mm} 0,06 0,14 0,24 0,35 0,38 0,51 0,58 1,33 2,00

@p(rad) | 0,00E+00 |4,44E-06|1,336-05|4,89E-05 |5,33E-05|7,11E-05|8,89E-05| 2, 71E-04 | 3,96E-04

| © c10 [ c11 [ c12

E (d) (KN/mm) | 134,23 | 118,14 | 103,85 | 93,83

0,51 0,69 0,75

C13 c14 C15 Cl6 C17
66,90 55,95 50,34 44,25 38,25

EO (KN/mm)
d 0,79 0,81 0,83 0,85 0,89 0,91 0,92 0,93 0,94
m [KN.mma 1993,28 | 1900,58 | 1915,99 | 1921,16 | 1746,00 | 1529,66 | 1364,85 | 1189,80 | 1019,81
Gd (KN.mm) 2,73 3,21 4,22 5,19 B8.44 9,26 T.11 B8.96 8,81
op [rad} 542E-04 (7,20E-04|1,05E-03 |1,45E-03 | 3,45E-03

5,65E-03|7,84E-03|1,01E-02|1,27E-02

Fonte: Oliveira (2017)

Com esses dados, é possivel a construcdo do grafico de dano (d) versus taxa de liberagao

de energia (G%) (Figura C.4) por meio do qual pode-se ajustar a melhor curva que descreve a
funcdo R%. O ajuste obteve a seguinte funcao:

In (1 —d)

Rd(d) = RO + q m (Cll)

na qual Ry, q e ay sdo parametros que dependem das caracteristicas do elemento sob analise.



106

Figura C.4 — Gréfico dano x taxa de liberacéo de energia

Dano (d)

0. U:I' LoD 200 3,00 4,00 5,00 6,00 7,00 B.0O 9,00
Taxa de Liberacdo de Energia (GY) (KN.mm)

Modelg

Fonte: Oliveira (2017)
O parametro a depende do teor de fibras no concreto e é dado por:
ar = (0,1 CF)~1/2 (C.12)
de forma que CF é o consumo de fibras em kg/m?>.
O paré@metro R, representa a resisténcia inicial a fissuracao antes da ocorréncia de dano.

Seu valor é dado pela equacao:

0 2
Ry = " (C.13)

L
na qual F® = =2,
3EIp

O momento de fissuracdo critico (M,,.) precisa ser deduzido por andlise do equilibrio da
secdo no limite elastico. Para o caso de uma sec¢do transversal quadrada de lado b, resulta na

equacao:

o.b3

Mo = 25 (C.14)

na qual o; € a tensdo de resisténcia a tragdo do elemento.
O parametro q precisa ser encontrado por meio de um sistema de equac6es com base na
igualdade R = G¢:
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FOm? In (1—d)
- = _— C.16
2d—ae Ptig g (C.16)
e nos pontos de contorno da curva momento versus dano:
m= M., quando d =0
m=M,,qguandod =d
a’;nq “ (C.17)
i =0
ad d=dy

O valor do momento ultimo (M,,) foi determinado por meio do esquema da Figura C.5,
baseado no modelo de Ulfkjaer, Krenk e Brincker (1992), no qual o, € dada pelo fck e o
parametro a,, depende das fibras. No trabalho de Oliveira (2017), o «,, foi determinado por
observacao experimental das curvas do ensaio e, por falta de dados experimentais mais amplos,
foi fixado para todos os teores de fibras. Resolvido o equilibrio da secéo (Figura C.5), obtém-

se o valor de M,,.

Figura C.5 — Esquema da se¢do no momento Ultimo

O¢ = b//

o i
Fe

N7

b ) LN :ll My,
)
Or [

N
=5 i/

v Z; 9 é

/ or Ir

’ LY

oy, O

Fonte: Oliveira (2017)

De posse do valor de M,,, o sistema da Equacdo C.17 é resolvido retornando os valores de g e
d,,. Assim fica definida a lei de evolucdo do dano.

Com relacdo a lei de evolucéo da rotagdo plastica, para o trabalho de Oliveira (2017), a
plastificacdo da secédo é funcéo da plastificacdo do concreto sob compresséo, ja que as fibras,

devido ao baixo teor, séo arrancadas e ndo atingem o escoamento.
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Com base na lei constitutiva do elemento, tem-se:

t L,

p___~_ ____ 0 @
% =TIy ™ (C.18)

Assim, pode ser tragado um grafico momento versus rotacao pléastica (Figura C.6)

Figura C.6 — Grafico momento x rotacdo plastica

Momento (m) (KN.mm)

00E-03 4 00603 6.DDE-03 B.00E-03
Rotacdo Plastica (eP) (rad)

= MIOTHELD

Fonte: Oliveira (2017)

e com base nos pontos do grafico, aplicando-se a hipotese de que ndo ha rotacéo plastica se

d < d,, a melhor curva que descreve a evolugdo da rotagédo plastica na rétula foi:

FOgm,e(~F(65-9)
m wi- -1+d
2 <0

NOEDN FOB =

(C.19)

F

na qual B depende das caracteristicas do elemento em analise e W () é a fungdo W de Lambert.
O parametro g sofre influéncia do volume de fibras e é importante na descri¢do descendente da
curva pos-ruptura da matriz. Por hipdtese, considerou-se o seu valor como sendo g = 10 FT,
no qual FT é um fator de tenacidade.

Com isso, determinadas as leis de evolucdo do dano e da rotacdo plastica, 0 modelo

proposto por Oliveira (2017) esta completo.
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Ajustes no modelo

A explicacdo dada aos parametros a, e  ndo foram verificados na pratica em ensaios
mais recentes no trabalho de Rocha (2018). Por falta de mais dados experimentais ndo foi
possivel entender quais as influéncias dos parametros no modelo, que dependem de cada caso.
Sendo assim, com o banco de dados experimentais atual ndo se garante a explicacdo dado aos
parametros no trabalho de Oliveira (2017). Para isso seriam necessarios novos experimentos
com variagdes nos parametros de ensaio a fim de identificar as influéncias no modelo.

Com essa nova observacdo, o modelo completo foi aplicado ao exemplo apresentado no
trabalho de Figueiredo (2000). A comparagdo com dados experimentais serve como validagédo
da aplicabilidade da formulacéo proposta.

Em seu trabalho, Figueiredo (2000) apresenta resultados de ensaios experimentais
utilizando concreto reforgado com fibras de aco. E utilizado o mesmo esquema apresentado na
Figura C.2, com outras dimensdes do prisma (15x15x50 cm?) e outra mistura de CRFA. A
mistura foi planejada para um fck = 20 MPa e apresenta contelido de fibras de 40 kg/m>.
Como resultado experimental a resisténcia a compressao foi de 25,4 MPa aos 28 dias e uma
resisténcia a flexdo de 5,2 MPa.

O gréfico da Figura C.7 mostra a curvas individuais e a curva média dos ensaios de
flexdo nos corpos de prova ensaiados por Figueiredo (2000).

Figura C.7 — Curvas do ensaio a flexao

Carga (KN)
40

35

30

25

20

0 ] ] I I I

1] 0,5 1 1,5 2 2,5 3

Deflexdo (mm)

Fonte: Figueiredo (2000)
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O modelo proposto foi aplicado a este caso e teve como resultado a curva do modelo
apresentada na Figura C.8 em cor laranja. Nesta figura o grafico do ensaio de Figueiredo (2000)
foi replicado para sobrepor a curva do modelo. A aplicacdo do modelo segue 0s mesmos passos
apresentados no trabalho de Oliveira (2017) e utiliza um programa de calculo de interpretacédo
simbdlica que resolve o sistema de equagdes oriundos da formulacdo e gera 0s pontos que
formam a curva do modelo.

Com base na anélise da Figura C.8, o modelo apresenta uma boa aproximacao das curvas
do ensaio real, comprovando que a formulacdo é valida. Para esse caso, 0S parametros
encontrados foram ay = 0,5 e f = 50. Apesar disso, como discutido anteriormente, 0 modelo
ainda carece de ajustes e melhor entendimento nas leis de evolugéo que necessitam de ensaios

mais amplos a serem efetuados.

Figura C.8 — Validacdo modelo x ensaios experimentais

Carregamento (kN)

Deflexdo (mm)

--------- Curva0Ol ---Curva02 =-----Curva03 ——Curva04 -:- Curva 05 (Média) Modelo

Fonte: O autor
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