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A começar, gostaria de agradecer primeiramente a DEUS, por segurar em minha mão ao

longo de todo esse percurso, por guiar meus caminhos, minhas escolhas e me encorajar nesse

desafio. Obrigado senhor, por me fazer realizar esse sonho.
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À minha vozinha: Lindalva é sinônimo de humildade, perseverança e muita fé. Obrigado
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nessa caminhada me acompanhou e foram determinantes nesse ciclo.

Aos meus professores no tempo escola: Todos foram muito importantes ao longo da

minha vida de estudante, em especial, as professoras Cristiane, Alerrandra, Ceiça e Regina e

o professor Wescley. Carrego comigo um pouco de cada um, vocês são demais. Tenho muito
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Resumo

Os Espaços de Lebesgue usuais Lp são considerados como espaços de Banach de extrema

importância na Teoria da Medida, no qual inferimos aplicações para os conceitos e suas

propriedades em diversos estudos das Equações Diferenciais e da Análise Matemática, como

um todo. Neste trabalho, temos como principal objetivo enunciar e demonstrar o Teorema

da Representação de Riez para os Espaços Lebesgue generalizados Lp(x)(Ω) e, além disso,

verificar que estes mesmos podem ser classificados como Espaços Métricos Separáveis. Para

lograrmos êxito nesta pesquisa, foi necessário adquirir o conhecimento de importantes de-

finições e resultados que foram determinantes ao longo do estudo, sendo valoroso mencionar,

a densidade dos conjuntos Cc(Ω) (constitúıdo das funções reais cont́ınuas, com suporte com-

pacto, em Ω) e C∞c (Ω) (caracterizado pelas funções reais infinitamente diferenciáveis, com

suporte compacto, em Ω) em Lp(x)(Ω).

Palavras-chave: Espaços de Lebesgue generalizados; Teorema da Representação de Riesz;

Separabilidade dos espaços de Lebesgue generalizados.
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Introdução

A integral é uma ferramenta imprescind́ıvel e poderosa na Análise Matemática. Mais

especificamente, a Integral de Riemann é amplamente a mais usada nos cursos de graduação

em Ciências Exatas ao redor do mundo e foi desenvolvida em meados do século XIX. F́ısicos,

engenheiros e inúmeros matemáticos utilizam esta integral de maneira confortável e eficaz,

já que a Integral de Riemann é uma noção de integração muito acesśıvel e com ampla

aplicabilidade. Por outro lado, do ponto de vista da Matemática, tal integral tem limitações

bem conhecidas.

Baseado na Teoria da Medida, a Integral de Lebesgue surge com a intenção de gene-

ralizar alguns conceitos relacionados à integrabilidade considerada por Riemann e resolver

questionamentos antes não solucionados por esta mesma integração. Sendo assim, podemos

observar, no estudo da Integral de Lebesgue, alguns resultados importantes tais como: os

Teoremas da Convergência Monótona e Dominada. Estas proposições nos auxiliam, por

exemplo, em problemas nos quais precisamos ultrapassar o limite sob o sinal da integral.

Com isso, fomos motivados a trabalhar com os Espaços de Lebesgue usuais e generalizados,

pois estes nos oferecem propriedades de grande valia na Matemática e nas outras Ciências

Exatas.

Para ser mais preciso, este é um trabalho de conclusão de curso cujo um dos objetivos

principais é enunciar e demonstrar o Teorema da Representação de Riez para os espaços

Lebesgue generalizados. Este é um importante resultado da Análise Matemática desenvol-

vido pelo matemático Marcel Riesz, onde, a partir de 1930, despertou interesse na teoria do

pontencial, da qual surgiu o estudo de funções que poderiam servir como aplicações poten-

ciais. Nesta pesquisa este pesquisador fez uso do que chamamos “potenciais generalizados”;

mais especificamente, extensões da Integral de Riemann. Em particular, Riesz descobriu o

denominado Potencial de Riesz, uma generalização da Integral de Riemann para dimensão
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maior que um, através de Funcionais Lineares Cont́ınuos.

Vale ressaltar também que, outra meta pricipal neste estudo é mostrar que os espaços

Lebesgue generalizados Lp(x)(Ω) podem ser classificados como Espaços Métricos Separáveis.

Mais precisamente, provaremos que os espaços Lp(x)(Ω) contêm um subconjunto denso e

enumerável por aplicar o famoso Teorema de Stone-Weierstrass que garante a densidade do

espaço dos Polinômios como um sbconjunto do espaço das Funções Cont́ınuas definidas em

Compactos. A ideia, neste momento, é verificar que a separabilidade dos espaços de Lebesgue

usuais Lp(Ω) pode ser estendida a esse espaço mais geral.

Este estudo consiste de três caṕıtulos; mais especificamente, no primeiro deles reunimos

algumas definições e alguns resultados ligados à Análise Matemática e à Álgebra Linear, os

quais são essenciais para todo o desenvolvimento deste nosso estudo.

O segundo caṕıtulo apresenta como propósito único exibir alguns conceitos e algumas

propriedades dos Espaços de Lebesgue (usuais e generalizados). Podemos destacar, dentre

eles, as definições dos Espaços de Lebesgue Lp e Lp(x)(Ω), os Teoremas da Convergência

Dominada e Monótona e as Desigualdades de Young e Hölder. Este intuito é fundamental

para alcançarmos as metas centrais do nosso trabalho.

No último caṕıtulo, abordamos os principais resultados deste trabalho. Este é dividido em

duas seções, onde, na primeira seção, enunciamos e provamos o Teorema da Representação

de Riesz para os Espaços de Lebesgue generalizados. Mais precisamente, estabelecemos que

cada funcional linear cont́ınuo, definido sobre Lp(x)(Ω), pode ser representado por uma In-

tegral de Lebesgue. Este fato foi comprovado através de um isomorfismo entre os espaços

[Lp(x)(Ω)]′ e Lq(x)(Ω), fornecido que [p(x)]−1 + [q(x)]−1 = 1, para todo x ∈ Ω. Já na segunda

seção, mostramos a densidade dos conjuntos Cc(Ω) (constitúıdo das funções reais cont́ınuas,

com suporte compacto, em Ω) e C∞c (Ω) (determinado pelas funções reais infinitamente dife-

renciáveis, com suporte compacto, em Ω) em Lp(x)(Ω). Por fim, determinamos a densidade e

a enumerabilidade de um certo conjunto contido em Lp(x)(Ω). Este fato qualifica tal Espaço

de Lebesgue generalizado como um Espaço Métrico Separável.

É importante frisar que a dissertação [6] foi a base para o nosso trabalho.

2



Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo, reuniremos algumas definições e alguns resultados com respeito aos cursos

de Espaços Métricos e Álgebra Linear, os quais serão necessários para o desenvolvimento

deste trabalho.

1.1 Definições e Notações Básicas

Nesta seção, apresentaremos os conceitos e as notações em referência ao que citamos

anteriormente, consultar [1–3,8,9,12,13] para mais detalhes. A seguir, começamos definindo

a enumerabilidade de um conjunto.

Definição 1.1 (Conjunto Enumerável). Um conjunto X diz-se enumerável quando é vazio,

ou da forma {x1, x2, ..., xn} (para algum n ∈ N), ou quando existe uma bijeção f : N→ X.

Neste caso, f é dita uma enumeração dos elementos de X.

Seguidamente, vamos estabelecer o conceito de espaço métrico.

Definição 1.2 (Espaço Métrico). Uma métrica num conjunto M é uma função d : M×M →
R que associa a cada par ordenado de elementos x, y ∈M um número real d(x, y) chamado

distância de x a y, de modo que sejam satisfeitas as seguintes condições para quaisquer x,

y, z ∈M :

i) d(x, x) = 0;
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ii) Se x 6= y, então d(x, y) > 0;

iii) d(x, y) = d(y, x);

iv) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

O par (M,d), ou simplesmente M , é dito espaço métrico.

O significado de uma sequência em um espaço métrico encontra-se abaixo, juntamente

com a sua notação.

Definição 1.3 (Sequências). Uma sequência em um espaço métrico (M,d) é uma aplicação

x : N→M , onde N é o conjunto dos números naturais. O valor que a sequência x assume no

número n ∈ N será indicado por xn, e chamar-se-á n-ésimo termo da sequência. Utilizamos

a seguinte notação para esta sequência x: (xn)n∈N.

Feito isso, a convergência de sequências em um espaço métrico se encontra abaixo.

Definição 1.4 (Sequência Convergente). Dizemos que uma sequência (xn)n∈N é convergente

em M , e converge para a ∈ M , se lim
n→∞

xn = a. Caso contrário, dizemos que (xn)n∈N é

divergente em M . É importante lembrar que lim
n→∞

xn = a significa dizer que dado ε > 0,

pode-se obter n0 ∈ N tal que n ≥ n0 tem-se que d(xn, a) < ε.

Vejamos agora o conceito de subsequência.

Definição 1.5 (Subsequência). Uma subsequência de x = (xn)n∈N é uma restrição da

aplicação x a um subconjunto infinito N′ = {n1 < n2 < ... < nk < ...} de N. A sub-

sequência é indicada pela notação: (xnk
)k∈N.

Caracterizamos um conjunto compacto a seguir.

Definição 1.6 (Conjunto Compacto). Seja M um espaço métrico. Um conjunto K ⊆ M é

dito compacto se, para toda sequência (xn)n∈N ⊆ K, existe uma subsequência (xnk
)k∈N ⊆ K,

convergente em K.

A definição para uma sequência de Cauchy em espaços métricos está estabelecida logo

abaixo.
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Definição 1.7 (Sequência de Cauchy). Dizemos que uma sequência (xn)n∈N em um espaço

métrico M é dita de Cauchy se, dado ε > 0, existe N ∈ N tal que para todo m,n ≥ N ,

tem-se d(xm, xn) < ε.

A seguir, definiremos sequências de funções e, em seguida, veremos o significado de

convergência destas mesmas em um espaço métrico.

Definição 1.8 (Sequência de Funções). Uma sequência de funções é uma aplicação que a

cada número natural n associa uma função fn : X → M , onde (M,d) é um espaço métrico

e X é um conjunto qualquer. Podemos representar esta sequência de funções por (fn)n∈N,

onde fn é o n-ésimo termo da sequência. Esta sequência de funções converge pontualmente

para uma função f : X →M quando dados x ∈ X e ε > 0 existe n0 ∈ N tais que para todo

n ≥ n0, tem-se que d(fn(x), f(x)) < ε.

Agora, permita-nos caracterizar funções cont́ınuas no contexto de espaços métricos.

Definição 1.9 (Funções Cont́ınuas). Sejam M e N espaços métricos. A fim de que a

aplicação f : M → N seja cont́ınua no ponto a ∈M é necessário e suficiente que lim
n→∞

xn = a

em M implique lim
n→∞

f(xn) = f(a) em N .

Neste momento, iremos classificar os pontos aderentes.

Definição 1.10 (Ponto Aderente). Seja M um espaço métrico. Diz-se que um ponto a ∈
M é aderente ao conjunto X ⊆ M quando este é limite de alguma sequência de pontos

(xn)n∈N ⊆ X.

O fecho de um subconjunto em um espaço métrico é definido abaixo.

Definição 1.11 (Fecho). Seja M um espaço métrico. Chama-se fecho de um conjunto

X ⊆M , o conjunto X formado por todos os pontos aderentes a X.

Por consequência, caracteriza-se um conjunto fechado em um espaço métrico.

Definição 1.12 (Conjunto Fechado). Seja M um espaço métrico. Um conjunto X ⊆ M

diz-se fechado quando X = X, isto é, quando todo ponto aderente a X pertence a X.

Seguidamente, o significado de fronteira é dado abaixo.
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Definição 1.13 (Conjunto Fronteira). Seja X um subconjunto do espaço métrico M . Dize-

mos que x0 é um ponto de fronteira de X se, para todo ε > 0, a bola aberta B(x0, ε) := {x ∈
M : d(x, x0) < M} contém pontos de X e do seu complementar Xc = M\X. Denotaremos

por ∂X, o conjunto fronteira de X (constitúıdo de todos os pontos de fronteira de X).

Abaixo, caracteriza-se um conjunto compacto em RN (este é um exemplo de espaço

métrico).

Definição 1.14 (Conjunto Compacto em RN). Definimos um compacto K ⊆ RN como

sendo um conjunto fechado e limitado (isto é, K ⊆ B(0, r), para algum r > 0).

A seguir, apresentaremos a definição de ponto interior a um conjunto em espaços métricos.

Definição 1.15 (Ponto Interior). Seja X um subconjunto de um espaço métrico M . Um

ponto a ∈ M diz-se um ponto interior a X quando é o centro de uma bola aberta contida

em X, ou seja, quando existe r > 0 tal que d(x, a) < r ⇒ x ∈ X. Chama-se o interior de X

em M ao conjunto intX formado pelos pontos interiores a X.

Através do conceito de ponto interior, podemos estabelecer o significado de conjunto

aberto em um espaço métrico.

Definição 1.16 (Conjunto Aberto). Um subconjunto A de um espaço métrico M diz-se

aberto quando todos os seus pontos são interiores, isto é, intA = A.

Consideraremos que um conjunto é denso quando satisfaz as seguintes condições.

Definição 1.17 (Densidade). Sejam M um espaço métrico e Y ⊆M . Diz-se que Y é denso

em M quando Y = M .

O significado de conjunto separável está em seguida.

Definição 1.18 (Conjunto Separável). Seja M um espaço métrico. M é dito separável se

possui um subconjunto Y enumerável e denso em M .

No que segue, abordaremos os espaços das funções cont́ınuas com o suporte compacto.
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Definição 1.19 (Conjunto Cc(Ω)). O espaço das funções cont́ınuas, com suporte compacto,

é definido por:

Cc(Ω) := {f : Ω→ R : f é cont́ınua e suppf é compacto} ,

onde, suppf = {x ∈ Ω : f(x) 6= 0} (suporte de f). Além disso, é sabido que f(x) = 0, para

todo x 6∈ suppf .

Também trabalharemos com o espaço das funções infinitamente diferenciáveis, com o

suporte compacto.

Definição 1.20 (Conjunto C∞c (Ω)). O espaço das funções infinitamente diferenciáveis, com

suporte compacto, é definido por:

C∞c (Ω) := {f : Ω→ R : f é infinitamente derivável e suppf é compacto} .

Representaremos abaixo o padrão de um “Mollifier” (ou regularizador).

Definição 1.21 (Mollifier). Seja Ω ⊆ RN (N ∈ N) um conjunto aberto. Dado ε > 0,

definimos

Ωε := {x ∈ Ω : d(x, ∂Ω) > ε} ,

onde d(x, ∂Ω) := inf{d(x, y) : y ∈ ∂Ω} (d é a métrica Euclidiana, ver a definição desta

aplicação em [9]). Com isso, considere as seguintes definições:

i) Defina J ∈ C∞c (Rn) por:

J(x) =

{
Ce

1
‖x‖2−1 , se ‖x‖ < 1;

0, se ‖x‖ ≥ 1,

onde a constante C > 0 é escolhida de tal forma que
∫
RN J(x)dx = 1.

ii) Para cada ε > 0, a aplicação

Jε(x) :=
1

εn
J
(x
ε

)
, ∀x ∈ RN ;

é chamada mollifier. Não é dif́ıcil ver que Jε ∈ C∞c (RN), Jε ≥ 0, Jε = 0 fora de B(0, ε)

e que: ∫
Rn

Jε(x)dx = 1 e suppJε ⊆ B(0, ε).
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Agora, representaremos uma forma de suavizar uma função localmente integrável.

Definição 1.22 (Suavização). Se f : Ω→ R é localmente integrável, ou seja, integrável em

conjuntos compactos de Ω. Defina a seguinte aplicação:

ϕε := Jε ∗ f em Ωε,

onde Jε está dada na Definição 1.21. Isto é,

ϕε(x) =

∫
Ω

Jε(x− y)f(y)dy =

∫
B(0,ε)

Jε(y)f(x− y)dy, ∀x ∈ Ωε.

Não é dif́ıcil ver que suppϕε ⊆ suppf + B[0, ε], onde B[0, ε] = {x ∈ RN : ‖x‖ ≤ ε} é a bola

fechada de centro 0 e raio ε.

Abaixo, encontra-se apresentado o conceito de um espaço vetorial normado.

Definição 1.23 (Espaço Vetorial Normado). Dizemos que (V,+, ·), ou simplesmente V , é

um espaço vetorial sobre R, onde V é um conjunto, + : V ×V → R (adição) e · : R×V → V

(multiplicação por escalar) são aplicações dadas por +(u, v) := u+ v e ·(α, u) = αu ou α · u,

respectivamente, quando as seguintes propriedades são satisfeitas:

i) u+ v = v + u, ∀u, v ∈ V ;

ii) u+ (v + w) = (u+ v) + w, ∀u, v, w ∈ V ;

iii) Existe em V um elemento neutro para essa adição, o qual será denotado por 0 tal que

u+ 0 = 0 + u = u;

iv) Para cada elemento u ∈ V , existe um vetor denotado por (−u) tal que u+ (−u) = 0;

v) α(βu) = (αβ)u, ∀u ∈ V e α, β ∈ R;

vi) (α + β)u = αu+ βu, ∀u ∈ V e α, β ∈ R;

vi) α(u+ v) = αu+ αv, ∀u, v ∈ V e α ∈ R;

vii) 1 · u = u, ∀u ∈ V .

Seja V um espaço vetorial sobre R. Uma aplicação ‖ · ‖ : V → R que satisfaz:
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i) ‖x‖ ≥ 0,∀x ∈ V ;

ii) ‖x‖ = 0⇔ x = 0;

iii) ‖λx‖ = |λ|‖x‖,∀x ∈ V, λ ∈ R;

iv) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖,∀x, y ∈ V,

é chamada norma em V . O par (V, ‖ · ‖), ou simplesmente V , é denominado espaço vetorial

normado V sobre R. Observe que, a aplicação d(x, y) := ‖x − y‖ é uma métrica em V e,

assim, (V, d) é um espaço métrico.

Abaixo, apresentaremos a definição de subespaço vetorial.

Definição 1.24 (Subespaço Vetorial). Seja V um espaço vetorial sobre R. Um subespaço

vetorial de V sobre R é um subconjunto W ⊆ V tal que

i) 0 ∈ W ;

ii) u, v ∈ W ⇒ u+ v ∈ W ;

iii) α ∈ R, u ∈ W ⇒ αu ∈ W.

Caso (V, ‖ · ‖) seja um espaço vetorial normado, dizemos que (W, ‖ · ‖W ), ou simplesmente

W , é um subespaço vetorial normado de (V, ‖ · ‖), onde ‖w‖W = ‖w‖ para todo w ∈ W.

A seguir, determinaremos o significado de uma transformação linear.

Definição 1.25 (Transformação Linear). Sejam U e V espaços vetoriais sobre R. Uma

aplicação T : U → V é uma transformação linear se as seguintes afirmações são válidas:

a) T (u+ v) = T (u) + T (v),∀u, v ∈ U .

b) T (αu) = αT (u),∀u ∈ U, α ∈ R.

Quando U = V , T é dita operador linear.

No que segue, estabeleceremos a definição de um isomorfismo.
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Definição 1.26 (Isomorfismo). Sejam U e V espaços vetoriais sobre R. Uma transformação

linear e bijetora T : U → V é dita um isomorfismo. Neste caso, dizemos que os espaços U e

V são isomorfos.

Feito isso, definiremos o núcleo e imagem de uma transformação linear.

Definição 1.27 (Núcleo e Imagem). Sejam U e V espaços vetoriais sobre R e T : U → V uma

transformação linear. Indica-se por Ker(T ) e denomina-se núcleo de T o seguinte subespaço

vetorial de U :

Ker(T ) = {u ∈ U ; T (u) = 0}.

O espaço vetorial

T (U) = Im(T ) = {Tu ∈ V : u ∈ U}

é denominado imagem de T .

A seguir, definiremos um funcional linear.

Definição 1.28 (Funcional Linear). Seja V um espaço vetorial sobre R. Um funcional linear

sobre V é uma aplicação T : V −→ R tal que

T (αx+ y) = αT (x) + T (y), ∀x, y ∈ V, α ∈ R.

Com isso, podemos definir o que significa um funcional linear e limitado.

Definição 1.29 (Funcional Linear Limitado). Seja V um espaço vetorial normado. Um

funcional linear f : V → R é dito limitado se existe C > 0 tal que

|f(v)| ≤ C‖v‖, ∀v ∈ V.

Neste caso, a norma de f é dada por:

‖f‖ = sup
v∈V
v 6=0

{
|f(v)|
‖v‖

}
.

Estamos preparados para a definição de uma transformação linear limitada.

Definição 1.30 (Transformação Linear Limitada). Sejam U e V espaços normados e T :

U → V uma transformação linear. Dizemos que T é limitada se existe um número real C
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tal que

‖T (u)‖ ≤ C‖u‖, ∀u ∈ U.

Neste caso, a norma de T é dada por:

‖T‖ = sup
u∈U
u6=0

{
‖T (u)‖
‖u‖

}
.

Agora, vamos apresentar o conceito dos espaços dual e bidual.

Definição 1.31 (Dual e Bidual). Seja E um espaço vetorial. Então, o espaço E∗ constitúıdo

de todas os funcionais lineares f : E → R é dito espaço dual (algébrico) de E. Se E um

espaço vetorial normado, definimos E ′, chamado dual topológico de E, como sendo:

E ′ = {f ∈ E∗ : f é cont́ınua}.

O bidual (topológico) de E é o espaço E ′′ = [E ′]′.

Permita-nos apresentar o que é um espaço de Banach.

Definição 1.32 (Espaço de Banach). Um espaço vetorial normado X é chamado Espaço de

Banach, se toda sequência de Cauchy em X (como espaço métrico) é convergente.

Por fim, daremos significado a um espaço ser chamado reflexivo.

Definição 1.33 (Espaço Reflexivo). Seja E um espaço de Banach e j : E −→ E
′′

uma

aplicação injetiva de E em E
′′
. O espaço E é considerado reflexivo se j for sobrejetiva, isto

é, j(E) = E
′′
. Esta aplicação j é dita injeção canônica.

1.2 Resultados Básicos

Nesta seção, agregaremos alguns resultados básicos, com relação ao que citamos outrora,

consultar [1–3, 8, 9, 12, 13] para mais detalhes. A seguir, exibiremos resultados importantes

no que se refere a enumerabilidade.

Proposição 1.1. O produto cartesiano de dois conjuntos enumeráveis é um conjunto enu-

merável.
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Demonstração. A prova deste resultado se encontra em [12].

Abaixo, apresentaremos como criar um conjunto enumerável, a partir de uma quantidade

enumerável de conjuntos enumeráveis.

Proposição 1.2. A união de uma famı́lia enumerável de conjuntos enumeráveis é enu-

merável.

Demonstração. A prova deste resultado se encontra em [12].

Em seguida, abordaremos um exemplo fundamental.

Proposição 1.3. O conjunto Q dos números racionais é enumerável.

Demonstração. A prova deste resultado se encontra em [12].

Aqui está exposto o resultado que nos garante a unicidade de limites.

Proposição 1.4. Uma sequência em um espaço métrico qualquer não pode convergir para

dois limites diferentes.

Demonstração. Para detalhes da prova, ver [9].

Agora, enunciaremos o famoso Teorema do Sandúıche, o qual usaremos à frente.

Teorema 1.1. Seja (xn)n∈N, (yn)n∈N e (zn)n∈N sequências de números reais. Se lim
n→∞

xn =

lim
n→∞

yn = a e xn ≤ zn ≤ yn, para todo n suficientemente grande, então lim
n→∞

zn = a.

Demonstração. A prova deste resultado se encontra em [12].

Abaixo, identificaremos que o fecho de um conjunto é um conjunto fechado.

Proposição 1.5. Seja M um espaço métrico. É verdade que X = X, para todo X ⊆M.

Demonstração. A prova deste resultado se encontra em [9].

Seguindo, diremos que o conjunto fronteira é sempre um conjunto fechado.
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Proposição 1.6. Seja M um espaço métrico. Para todo conjunto X ⊆ M , então ∂X é

fechado.

Demonstração. A prova deste resultado se encontra em [12].

Traremos abaixo um importante resultado que afirma que uma função cont́ınua, definida

em um compacto, é sempre limitada.

Teorema 1.2 (Teorema de Weierstrass). Se X ⊆ R é compacto, então toda função cont́ınua

f : X → R é limitada, isto é, existe C > 0 tal que |f(x)| ≤ C, para todo x ∈ X.

Demonstração. A prova deste resultado se encontra em [12].

Prontamente, relacionaremos abaixo, a distância entre dois conjuntos, sendo um com-

pacto e o outro fechado.

Proposição 1.7. Se A e B são conjuntos disjuntos e não vazios em um espaço métrico M ,

com A compacto e B fechado, então d(A,B) > 0, onde d(A,B) = inf{d(a, b) : a ∈ A, b ∈ B}.

Demonstração. A prova deste resultado se encontra em [9].

A proposição a seguir nos informa que a soma de dois conjuntos compactos (em um epaço

métrico qualquer) é um conjunto do mesmo tipo.

Proposição 1.8. Sejam X e Y conjuntos compactos em um espaço métrico M . Então,

X + Y = {x+ y : x ∈ X, y ∈ Y } é compacto.

Demonstração. A prova deste resultado se encontra em [9,12].

Nesse momento, apresentaremos resultados que nos garantem a injetividade de uma trans-

formação linear.

Proposição 1.9. Uma transformação linear T : U → V é injetiva se e, somente se,

Ker(T ) = {0}.

Demonstração. A prova deste resultado se encontra em [2].
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Veremos uma proposição que relaciona continuidade com limitação.

Proposição 1.10. Sejam X e Y espaços vetoriais normados. Seja T : X → Y uma trans-

formação linear. Então, são verdadeiras as seguintes afirmações:

i) T é cont́ınua ⇔ T é limitada;

ii) T é cont́ınua em x0 ∈ X ⇔ T é cont́ınua.

Demonstração. A prova deste resultado se encontra em [8].

Segue as proposições direcionadas aos espaços reflexivos.

Proposição 1.11. Um espaço de Banach E é reflexivo se, e somente se, seu espaço dual

E
′

for também reflexivo.

Demonstração. A prova deste resultado se encontra em [1,8].

Aqui, usaremos a relação existente entre isomorfismo e reflexividade.

Proposição 1.12. Considere que o espaço vetorial normado U é isomorfo ao espaço reflexivo

V , então U também é um espaço reflexivo.

Demonstração. A prova deste resultado se encontra em [1,8].

Neste momento, abordaremos um resultado, bastante relevante no que corresponde à

densidade entre conjuntos.

Teorema 1.3. Seja E um espaço vetorial normado. Seja F ⊆ E um subespaço vetorial. Se

para todo f ∈ E ′, tal que f(x) = 0, para todo x ∈ F , tivermos f = 0, então F = E.

Demonstração. A prova deste resultado se encontra em [1,8].
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Caṕıtulo 2

Os Espaços de Lebesgue

No presente caṕıtulo, trabalharemos com definições e proposições dos espaços de Le-

besgue, fundamentais para os objetivos do nosso trabalho. Quanto a isso, estudaremos os

espaços usuais e generalizados do mesmo, a fim de associar as propriedades adquiridas aos

resultados finais.

2.1 Definições e Notações dos Espaços de Lebesgue

Nesta seção, reuniremos algumas definições e notações inerentes a um curso introdutório

de Medida e Integração, as quais serão de grande destaque para o nosso estudo, para mais

detalhes, consultar [5, 14,16]. Deste modo, iniciaremos com a definição de uma σ-álgebra.

Definição 2.1 (σ-álgebra). Seja X um conjunto não vazio. Uma famı́lia ð de subconjuntos

de X é uma σ-álgebra se satisfaz as seguintes condições:

i) ∅, X ∈ ð;

ii) Se A ∈ ð, então Ac := X\A ∈ ð;

iii) Se (An) é uma sequência de elementos de ð, então ∪∞n=1An ∈ ð.

O significado de espaço mensurável está abaixo.

Definição 2.2 (Espaço Mensurável). O par (X, ð) é denominado espaço mensurável, onde

X é um conjunto não vazio qualquer e ð é uma σ-algebra de X.
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Ademais, podemos estabelecer as caracterizações envolvendo algumas funções especiais

para o nosso trabalho.

Definição 2.3 (Função Real Mensurável). Uma função f : X −→ R, onde X é um espaço

mensurável, é dita ð-mensurável (ou simplesmente mensurável) se, para cada α ∈ R, tem-se

que {x ∈ X; f(x) > α} ∈ ð.

Agora, definiremos como decompor uma função em suas partes positiva e negativa.

Definição 2.4 (Partes Positiva e Negativa). Sejam X um conjunto qualquer não vazio e

f : X → R uma função. Definimos as partes positiva e negativa de f , respectivamente, por

funções não negativas f+ : X → R e f− : X → R dadas por

f+(x) = sup {f(x), 0} e f−(x) = sup {−f(x), 0} , ∀x ∈ X.

Neste instante, podemos classificar uma aplicação como uma função mensurável na reta

estendida R = [−∞,∞].

Definição 2.5 (Função Mensurável). Seja (X, ð) um espaço mensurável. Dizemos que uma

função f : X → R é ð-mensurável (ou mensurável) se

{x ∈ X : f(x) > α} ∈ ð,

para cada α ∈ R. O conjunto de todas as funções ð-mensuráveis é denotado por M =

M(X, ð).

Por conseguinte, apresentaremos as propriedades que uma medida deve satisfazer.

Definição 2.6 (Medida). Seja (X, ð) um espaço mensurável. Uma função µ : ð→ R é dita

uma medida se satisfaz as seguintes condições:

i) µ(∅) = 0;

ii) µ(E) ≥ 0, ∀E ∈ ð;

iii) Se (En)n∈N é uma sequência de elementos disjuntos de ð, então µ (∪∞n=1En) =
∑∞

n=1 µ(En).

Agora, estamos prontos para entender o que chamamos espaço de medida.
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Definição 2.7 (Espaço de Medida). Um espaço de medida é uma tripla (X, ð, µ) consistindo

de um conjunto X, uma σ-álgebra ð de X e uma medida µ definida em ð.

Veremos agora como definir uma medida exterior.

Definição 2.8 (Medida Exterior). Seja X um conjunto não vazio. Uma aplicação µ∗ :

P (X)→ [0,∞], onde P (X) é o conjunto das partes de X, que satisfaz

i) µ∗(∅) = 0;

ii) µ∗(A) ≤ µ∗(B), se A ⊆ B ⊆ X;

iii) µ∗(∪n∈NAn) ≤
∑

n∈N µ
∗(An), se (An)n∈N ⊆ P (X),

é chamada medida exterior sobre X.

O significado de célula em RN , onde N ∈ N, será fornecido na sequência.

Definição 2.9 (Célula). Dizemos que I ⊆ RN , com N ∈ N, é uma célula se I = I1 × I2 ×
...× IN , onde Ij ⊆ R é um intervalo limitado em R para todo j = 1, 2, ..., N .

Abaixo, definimos o volume de uma célula.

Definição 2.10 (Volume de Células). Seja I = I1 × I2 × ... × IN ⊆ RN com N ∈ N uma

célula. Definimos o volume N -dimensional de I por

`(I) = (b1 − a1)(b2 − a2) · ... · (bN − aN),

onde aj ≤ bj são os extremos do intervalo Ij (j = 1, 2, 3, ..., N).

Determinaremos agora a definição do espaço de medida de Lebesgue RN , com N ∈ N.

Definição 2.11 (Espaço de Lebesgue). A σ-álgebra ð constitúıda de elementos E ⊆ RN

tais que

µ∗(A) = µ∗(A ∩ E) + µ∗(A ∩ Ec), ∀A ∈ RN ,

é denominada σ-álgebra de Lebesgue sobre RN , onde µ∗ é a medida exterior

µ∗(E) = inf
{∑
n∈N

`(In);E ⊂ ∪n∈NIn, (In)n∈N ⊆ RN é uma sequência de células
}
,
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para todo E ⊆ RN . Aqui E ∈ ð é dito Lebesgue-mensurável em RN e a aplicação | · | = µ∗|ð :

ð→ R̄ é chamada medida de Lebesgue sobre RN . Aqui (RN ,ð, | · |) é o espaço de Lebesgue

RN .

A seguir, exibiremos a identificação entre duas funções em quase toda parte.

Definição 2.12 (Igualdade q.t.p.). Sejam X um conjunto qualquer não vazio e ð uma σ-

álgebra em X. Dizemos que duas funções f, g : X → R são iguais em quase toda parte de

X, e denotamos por f = g q.t.p. em X, se existe um conjunto N ∈ ð, com µ(N) = 0 (N é

dito ter medida nula) tal que

f(x) = g(x), ∀x ∈ N c.

Posto isso, o conceito da convergência de funções em quase toda parte está abaixo.

Definição 2.13 (Convergência q.t.p.). Sejam X um conjunto qualquer não vazio e ð uma

σ-álgebra em X. Dizemos que uma sequência (fn)n∈N de funções, definidas sobre X, converge

em quase toda parte de X, e denotamos f = lim
n→∞

fn q.t.p. em X se existe um conjunto

N ∈ ð, com µ(N) = 0, tal que

f(x) = lim
n→∞

fn(x), ∀x ∈ N c.

A seguir definiremos o significado de carga.

Definição 2.14 (Carga). Sejam X um conjunto qualquer e ð uma σ-álgebra em X. Uma

função λ : ð→ R é dita uma carga caso satisfaça as seguintes condições:

i) λ(∅) = 0;

ii) Se (En) é uma sequência de conjuntos disjuntos em ð, então λ (∪∞n=1En) =
∑∞

n=1 λ(En).

Posto isto, retratamos abaixo as funções simples.

Definição 2.15 (Funções Simples). Dizemos que uma função f : X −→ R é simples se

esta assume apenas um número finito de valores em sua imagem. Se (X, ð) é um espaço

mensurável, então uma função ϕ mensurável e simples pode ser representada na sua forma

padrão como abaixo:

ϕ =
n∑
j=1

ajχEj
,
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onde a1, ..., an ∈ R são distintos dois a dois e χEj
é a função caracteŕıstica do conjunto

Ej ∈ ð; sendo que, X = ∪nj=1Ej e E1, ..., En são disjuntos dois a dois.

A integração de Lebesgue de uma função simples está exposta abaixo.

Definição 2.16 (Integral de Lebesgue de Funções Simples). Seja ϕ uma função mensurável

simples em M+ = M+(X, ð) dada através de sua representação padrão. Definimos a integral

de ϕ com relação a µ por ∫
ϕdµ =

n∑
j=1

ajµ(Ej).

Agora, determinaremos as definições referentes a integral de Lebesgue para funções men-

suráveis não negativas.

Definição 2.17 (Integral de Lebesgue). Sejam (X, ð, µ) um espaço de medida e f ∈ M+.

Definimos a integral de f com relação a µ por∫
fdµ = sup

∫
fϕdµ,

onde o supremo é considerado sobre todas as funções simples mensuráveis ϕ ∈M+ tais que

0 ≤ ϕ(x) ≤ f(x), para todo x ∈ X. Além disso, se E ⊆ X é mensurável, então fχE ∈ M+

e definimos a integral de f sobre E com relação a µ por∫
E

fdµ =

∫
fχEdµ.

Abaixo, podemos dividir as funções integráveis em partes positiva e negativa, da seguinte

forma.

Definição 2.18. Seja (X, ð, µ) um espaço de medida. A coleção de funções integráveis

L = L(X, ð, µ) consiste de todas as funções mensuráveis f : X → R, tais que as partes

positiva f+ e negativa f− de f tem integrais finitas, com respeito a µ. Neste caso, definimos

a integral de f , com relação a µ, por:∫
fdµ =

∫
f+dµ−

∫
f−dµ.
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Se E ∈ ð, definimos ∫
E

fdµ =

∫
E

f+dµ−
∫
E

f−dµ.

Definiremos os espaços de Lebesgue usuais Lp.

Definição 2.19 (Espaço de Lebesgue Lp). Sejam 0 < p < ∞ um número real e (X, ð, µ)

um espaço de medida. O espaço

Lp = Lp(X, ð, µ) =

{
f : X → R mensurável ;

∫
|f |pdµ <∞

}
é chamado espaço de Lebesgue.

Prontamente, estará exposto abaixo o que significa convergir no espaço de Lebesgue Lp.

Definição 2.20 (Convergência em Lp). Sejam (fn)n∈N ⊆ Lp e f ∈ Lp, com 1 ≤ p < ∞.

Dizemos que (fn)n∈N é convergente, e converge para f , se dado ε > 0, existe n0 ∈ N tal que

‖fn − f‖p < ε, ∀n ≥ n0.

Além disso, denotamos esta convergência por lim
n→∞

‖fn − f‖p = 0, onde

‖f‖p =

[∫
|f |pdµ

] 1
p

, ∀f ∈ Lp,

é uma norma sobre Lp.

Definiremos o espaço de Lebesgue usual L∞ logo abaixo.

Definição 2.21 (Espaço de Lebesgue L∞). Seja (X, ð, µ) um espaço de medida. O espaço

L∞ = L∞(X, ð, µ) = {f : X → Rmensurável : f é limitado q.t.p. em X}

é chamado espaço de Lesbesgue L∞. Para cada f ∈ L∞, definimos a norma ‖ · ‖∞ sobre L∞

pondo:

‖f‖∞ = inf{M ≥ 0 : |f(x)| ≤M q.t.p. em X}.

Por fim, f é dita uma função essencialmente limitada.
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Estabeleceremos o conceito de função localmente integrável.

Definição 2.22 (Funções Localmente Integráveis). Seja Ω ⊆ RN um conjunto aberto e

1 ≤ p ≤ ∞. Dizemos que uma função f : Ω → R pertence a Lploc(Ω) se fχK ∈ Lp(Ω), para

todo K compacto contido em Ω.

Estamos prontos para definir os espaços de Lebesgue generalizados.

Definição 2.23 (Espaços de Lebesgue Generalizados). Seja Ω ⊆ RN um conjunto men-

surável. O espaço de Lebesgue generalizado Lp(x)(Ω) é definido por:

Lp(x)(Ω) =

{
u : Ω −→ R : u é mensurável e

∫
Ω

|u(x)|p(x)dx <∞
}
,

onde Ω ⊆ RN é um conjunto mensurável e p ∈ L∞(Ω), com p ≥ 1 em Ω. Neste momento,

estamos considerando o espaço de medida de Lebesgue RN .

Abaixo definiremos uma aplicação, denominada modular, que nos ajuda a entender me-

lhor a integral definida acima.

Definição 2.24 (Aplicação Modular). Seja Ω ⊆ RN mensurável. Definimos o conjunto

L∞+ (Ω) = {u ∈ L∞(Ω) : inf essu ≥ 1} ,

onde inf essu := sup{a ≥ 0 : |u(x)| ≥ a em q.t.p. de Ω}. Além do mais, para u ∈ Lp(x)(Ω)

e p ∈ L∞+ (Ω), definimos

ρ(u) =

∫
Ω

|u(x)|p(x)dx, p− = inf ess p e p+ = sup ess p,

onde sup ess p := inf{a ≥ 0 : |p(x)| ≤ a em q.t.p. de Ω}.

Para finalizar, veremos a definição de uma norma para os espaços de Lebesgue generali-

zados.

Definição 2.25 (Norma em Lp(x)). A aplicação ‖ · ‖p(x) : Lp(x)(Ω) → R, para p ∈ L∞+ (Ω),

definida por

‖u‖p(x) := inf{λ ≥ 0; ρ(λ−1u) ≤ 1}, ∀u ∈ Lp(x)(Ω),

é uma norma em Lp(x)(Ω) (para mais detalhes, ver [15]).
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2.2 Resultados Importantes sobre Espaços de Lebes-

gue

Nesta seção, reuniremos alguns resultados vistos em um curso introdutório de Medida

e Integração, que serão de grande relevância para nossos objetivos principais, consultar

[5, 6, 14, 16] para mais detalhes.

Assim sendo, começaremos com as propriedades das integrais de Lebesgue.

Proposição 2.1. Seja (X, ð, µ) um espaço de medida. As seguintes afirmações são verda-

deiras:

a) Se ϕ é uma função simples em M+(X, ð) e c ≥ 0, então∫
cϕdµ = c

∫
ϕdµ; (2.1)

b) Se ϕ e ψ são duas funções simples em M+(X, ð), então∫
(ϕ+ ψ)dµ =

∫
ϕdµ+

∫
ψdµ; (2.2)

c) A aplicação λ definida por

λ(E) =

∫
ϕχEdµ, ∀E ∈ ð,

é uma medida em ð.

Demonstração. A prova deste resultado se encontra em [14].

Abaixo listaremos algumas propriedades elementares para integrais de Lebesgue de funções

mensuráveis não negativas.

Proposição 2.2. Sejam (X, ð, µ) um espaço de medida, f, g ∈ M+(X, ð) e c ≥ 0. Então,

são verdadeiros os seguintes itens:

a) Se f ≤ g, temos que ∫
fdµ ≤

∫
gdµ;
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b) Se E,F ∈ ð, com E ⊆ F , temos que∫
E

fdµ ≤
∫
F

fdµ;

c) Vale a igualdade abaixo: ∫
cfdµ = c

∫
fdµ;

d) A igualdade abaixo vale: ∫
(f + g)dµ =

∫
fdµ+

∫
gdµ.

e) Se λ : ð→ R é dada por:

λ(E) =

∫
E

fdµ, ∀E ∈ ð,

então λ é uma medida.

Demonstração. A prova deste resultado se encontra em [14].

A seguir, iremos garantir as propriedades mais básicas para a integral de Lebesgue de

funções integráveis.

Teorema 2.1. Sejam α ∈ R e f, g funções integráveis, então αf, f+g são integráveis. Além

disso,

a)

∫
αfdµ = α

∫
fdµ;

b)

∫
(f + g)dµ =

∫
fdµ+

∫
gdµ;

c)

∣∣∣∣∫ fdµ

∣∣∣∣ ≤ ∫ |f |dµ.
Demonstração. A prova deste resultado se encontra em [14].
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Um dos resultados mais importantes envolvendo convergência e integral de Lebesgue será

enunciado a seguir.

Teorema 2.2 (Teorema da Convergência Monótona). Se (fn)n∈N é uma sequência monótona

crescente de funções em M+(X, ð) que converge para f , então f é integrável e∫
fdµ = lim

n→∞

∫
fndµ.

Demonstração. A prova deste resultado se encontra em [14].

O lema a seguir é um importante resultado para a teoria da medida.

Teorema 2.3 (Lema de Fatou). Se (fn)n∈N ⊆M+(X, ð), então∫
(lim inf
n→∞

fn)dµ ≤ lim inf
n→∞

∫
fndµ.

Demonstração. A prova deste resultado se encontra em [14].

Dizemos que para uma função ser nula em quase toda parte é necessário e suficiente que

a sua integral seja nula também.

Proposição 2.3. Suponha que f ∈M+. Então, f(x) = 0 em quase toda a parte de X se, e

somente se,

∫
fdµ = 0.

Demonstração. A prova deste resultado se encontra em [14].

Abaixo, enunciaremos um dos principais teoremas a respeito de integral de Lebesgue.

Teorema 2.4 (Teorema da Convergência Dominada). Seja (fn)n∈N uma sequência de funções

integráveis que converge em quase toda parte para a função mensurável f . Se existe uma

função integrável g tal que |fn| ≤ g, para todo n ∈ N, então f é integrável e∫
fdµ = lim

n→∞

∫
fndµ.

Demonstração. A prova deste resultado se encontra em [14].
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Abaixo, determinaremos algumas propriedades dos mollifiers.

Teorema 2.5. Sejam ϕε dada na Definição 1.22, f : Ω → R uma função e estenda esta

aplicação através da definição f(x) = 0, para todo x ∈ RN\Ω. Então, são verdadeiras as

seguintes afirmações:

i) Se f ∈ L1
loc(RN), então ϕε ∈ C∞(RN);

ii) Se f ∈ C(Ω) e G b Ω (ou seja, G ⊆ Ω e G é compacto), então lim
ε→0

ϕε = f uniforme-

mente em G;

iii) Se f ∈ L1
loc(RN) e suppf b Ω, então ϕε ∈ C∞c (RN), caso 0 < ε < d(suppf, ∂Ω).

Demonstração. A prova deste resultado se encontra em [4].

No resultado a seguir, veremos uma maneira de provar quando uma função em L1
loc(Ω) é

nula.

Teorema 2.6 (Lema de Du Bois-Reymond). Sejam Ω ⊆ RN um conjunto aberto e u ∈
L1
loc(Ω) tal que ∫

u(x)f(x)dx = 0, ∀f ∈ C∞c (Ω),

então, u = 0 q.t.p. em Ω.

Demonstração. A prova deste resultado se encontra em [1].

O teorema a seguir é um importante resultado que afirma que toda função real cont́ınua,

cujo domı́nio é um compacto, pode ser aproximada uniformemente por polinômios.

Teorema 2.7 (Teorema da Aproximação de Stones-Weierstrass). Sejam K ⊆ RN um com-

pacto e f : K → R uma função cont́ınua. Então, dado ε > 0, existe um polinômio p : K → R
tal que ‖p− f‖L∞(K) < ε.

Demonstração. A prova deste resultado se encontra em [9].

Abaixo, estará exposto alguns dos principais resultados relacionados aos espaços de Le-

besgue Generalizados.

25



Proposição 2.4. Seja u ∈ Lp(x)(Ω)\{0}. Então,

‖u‖p(x) = a se, e somente se, ρ
(u
a

)
= 1.

Demonstração. A prova está dada em [6].

As proposições abaixo nos garantem algumas propriedades para as funções definidas em

Lp(x)(Ω).

Proposição 2.5. Para todo u, v ∈ Lp(x)(Ω), tem-se que

(a) ρ(u) = 0 se, e somente se, u = 0;

(b) ρ(−u) = ρ(u);

(c) ρ(tu + (1 − t)v) ≤ tρ(u) + (1 − t)ρ(v), para todo t ∈ [0, 1], ou seja, ρ é uma função

convexa;

(d) ρ(u+ v) ≤ 2p
+

[ρ(u) + ρ(v)];

(e) Se λ > 1, então

λρ(u) ≤ λp
−
ρ(u) ≤ ρ(λu) ≤ λp

+

ρ(u),

e se 0 < λ < 1, temos

λp
+

ρ(u) ≤ ρ(λu) ≤ λp
−
ρ(u) ≤ λρ(u).

(f) Para cada u ∈ Lp(x)(Ω)\{0}, a aplicação λ 7→ ρ(λu) é uma função crescente, cont́ınua

e convexa em [0,∞).

Demonstração. A prova deste resultado se encontra em [15].

A proposição a seguir relaciona a norma ‖ · ‖p(x) com a aplicação modular ρ.

Proposição 2.6. Seja u ∈ Lp(x)(Ω). Então, são válidas as seguintes afirmações:

26



i) ‖u‖p(x) ≤ 1 (= 1 ou > 1, respectivamente) se, e somente se, ρ(u) < 1 (= 1 ou >

1, respectivamente);

ii) Se ‖u‖p(x) > 1, então ‖u‖p−p(x) ≤ ρ(u) ≤ ‖u‖p+p(x);

iii) Se ‖u‖p(x) < 1, então ‖u‖p+p(x) ≤ ρ(u) ≤ ‖u‖p−p(x).

Demonstração. A prova deste resultado se encontra em [15].

A convergência nos espaços de Lebesgue generalizados pode ser analisada através da

norma ‖ · ‖p(x) ou da aplicação modular ρ.

Proposição 2.7. Sejam (un)n∈N ⊆ Lp(x)(Ω) e u ∈ Lp(x)(Ω). Então, as seguintes afirmações

são equivalentes:

i) lim
n→∞

‖un − u‖p(x) = 0;

ii) lim
n→∞

ρ(un − u) = 0;

Demonstração. A prova deste resultado se encontra em [15].

A seguir, exibiremos algumas desigualdades que contribuem para o desenvolvimento deste

trabalho.

Teorema 2.8 (Desigualdade de Young). Sejam A,B ≥ 0, 1 ≤ p < ∞ e q ∈ R tais que
1

p
+

1

q
= 1 (p e q são ditos expoentes conjugados). Então, é válida a seguinte desigualdade:

AB ≤ Ap

p
+
Bq

q
.

A igualdade é válida se, e somente se, Ap = Bq.

Demonstração. A prova deste resultado se encontra em [14].

Prontamente, o resultado a seguir nos garante a desigualdade triangular em espaços de

Lebesgue Generalizados.
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Teorema 2.9. É verdade que

‖u‖p(x) = inf{λ > 0 : ρ(λ−1u) ≤ 1}

é uma norma em Lp(x)(Ω). Mais precisamente, sejam u, v ∈ Lp(x)(Ω) e α ∈ R. As seguintes

afirmações são válidas:

(i) ‖u‖p(x) ≥ 0;

(ii) ‖u‖p(x) = 0⇔ u = 0;

(iii) ‖αu‖p(x) = |α|‖u‖p(x);

(iv) [Desigualdade de Minkowski ]: ‖u+ v‖p(x) ≤ ‖u‖p(x) + ‖v‖p(x).

Demonstração. A prova está dada em [15].

Neste momento, podemos enunciar a Desigualdade de Hölder em espaços de Lesbesgue

generalizados.

Teorema 2.10 (Desigualdade de Hölder). Sejam p− > 1 e q ∈ L∞+ (Ω) tais que

1

p(x)
+

1

q(x)
= 1, ∀x ∈ Ω.

Se u ∈ Lp(x)(Ω) e v ∈ Lq(x)(Ω), então∣∣∣ ∫
Ω

u(x)v(x)dx
∣∣∣ ≤ [ 1

p−
+

1

q−

]
‖u‖p(x)‖v‖q(x).

Demonstração. A prova está dada em [15].

No que segue, apresentaremos mais alguns resultados relevantes sobre os espaços de

Lebesgue generalizados.

Proposição 2.8. Lp(x)(Ω) é um espaço vetorial normado, por considerar a norma ‖ · ‖p(x).

Demonstração. A prova deste resultado se encontra em [6].
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Abaixo, identificaremos o espaço Lp(x)(Ω) como sendo um espaço de Banach.

Teorema 2.11. É verdade que Lp(x)(Ω) é um espaço de Banach, por considerar a norma

‖ · ‖p(x).

Demonstração. A prova deste resultado se encontra em [7].

Por fim, o resultado que garante que o espaço Lp(x)(Ω) é reflexivo estará enunciado logo

abaixo.

Teorema 2.12. Se p− > 1, então Lp(x)(Ω) é um espaço reflexivo.

Demonstração. A prova deste resultado se encontra em [7].
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Caṕıtulo 3

Representação de Riesz e

Separabilidade de Lp(x)(Ω)

Neste capitulo, abordaremos os principais resultados deste trabalho e, deste modo, al-

cançaremos os objetivos primordiais para o nosso estudo. A começar, enunciaremos e prova-

remos o Teorema da Representação de Riez para o espaço de Lebesgue generalizado Lp(x)(Ω),

seguidamente demonstraremos a densidade dos espaços das funções continuas com o suporte

compacto Cc(Ω) e das funções infinitamente diferenciáveis com suporte compacto C∞c (Ω),

respectivamente, em Lp(x)(Ω). Para finalizar, mostraremos que o espaço Lp(x)(Ω) é separável.

3.1 O Teorema da Representação de Riez para o Espaço

Lp(x)(Ω)

Nesta seção, atingiremos um dos objetivos principais do presente trabalho: provar o

Teorema da Representação de Riesz para os espaços de Lebesgue generalizados. Mais pre-

cisamente, será posśıvel identificar que cada funcional linear cont́ınuo definido em Lp(x)(Ω)

pode ser representado “concretamente” como uma integral de Lebesgue. Este fato será

comprovado através de um isomorfismo entre o espaço dual [Lp(x)(Ω)]′ e o espaço Lq(x)(Ω),

fornecido que 1
p(x)

+ 1
q(x)

= 1, para todo x ∈ Ω.
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Teorema 3.1 (Teorema da Representação de Riesz). Sejam p− > 1 e q ∈ L∞+ (Ω) tais que

1

p(x)
+

1

q(x)
= 1, ∀x ∈ Ω. (3.1)

Então, dado f ∈ [Lp(x)(Ω)]′ existe um único v ∈ Lq(x)(Ω) tal que

f(u) =

∫
Ω

u(x)v(x)dx, ∀u ∈ Lp(x)(Ω).

Demonstração. Primeiramente definimos a aplicação

T : Lq(x)(Ω) −→ [Lp(x)(Ω)]′

v 7−→ Tv : Lp(x)(Ω) −→ R

u 7−→ 〈Tv, u〉 =

∫
Ω

u(x)v(x)dx,

(3.2)

onde 〈·, ·〉 representa o par de dualidade (ou seja, 〈Tv, u〉 = Tv(u) para todo v ∈ Lq(x)(Ω) e

u ∈ Lp(x)(Ω)).

Nosso interesse, agora, é provar que T é um operador linear, limitado, injetivo e que

E = T (Lq(x)(Ω)) é um subespaço vetorial fechado de [Lp(x)(Ω)]′. Primeiramente, veja que a

Desigualdade de Hölder (ver Teorema 2.10) implica que

|〈Tv, u〉| =
∣∣∣ ∫

Ω

u(x)v(x)dx
∣∣∣ ≤ [ 1

p−
+

1

q−

]
‖u‖p(x)‖v‖q(x),

para todo u ∈ Lp(x)(Ω). Logo, T está bem definida (pois, u ∈ Lp(x)(Ω) e v ∈ Lq(x)(Ω)).

Agora escolha C = 1
p−

+ 1
q−

de tal forma que

|〈Tv, u〉| ≤ C‖u‖p(x)‖v‖q(x), ∀u ∈ Lp(x)(Ω). (3.3)

Por outro lado, a linearidade de T segue diretamente das propriedades da integral de Lebes-

gue. Como a norma de Tv é definida por

‖Tv‖ = sup
u6=0

{
|〈Tv, u〉|
‖u‖p(x)

}
, ∀v ∈ Lq(x)(Ω), (3.4)

temos, por (3.3), que

‖T (v)‖ := ‖Tv‖ ≤ C‖v‖q(x), ∀v ∈ Lq(x)(Ω). (3.5)
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Por conseguinte, ‖T‖ ≤ C, onde ‖T‖ = sup
v 6=0

{‖T (v)‖
‖v‖q(x)

}
. Com isso, mostramos que T é

limitado. Sendo assim, pela Proposição 1.10, podemos concluir que T é uma aplicação

cont́ınua.

Provaremos agora que T é injetivo. Para isso, considere v ∈ Lq(x)(Ω) de modo que

‖v‖q(x) = a > 0 e a função

u0(x) =
∣∣∣v(x)

a

∣∣∣q(x)−1

sgn v(x), ∀x ∈ Ω, (3.6)

sendo sgn a função sinal, isto é,

sgn(t) =


1, se t > 0;

0, se t = 0;

−1, se t < 0.

É verdade que u0 ∈ Lp(x)(Ω) e ‖u0‖p(x) = 1. Com efeito, é fácil ver que

∫
Ω

|u0(x)|p(x) dx =

∫
Ω

∣∣∣∣v(x)

a

∣∣∣∣[q(x)−1]p(x)

dx. (3.7)

Ademais, por (3.1), podemos escrever

q(x) = [q(x)− 1] p(x), ∀x ∈ Ω. (3.8)

Aplicando (3.8) em (3.7), temos que∫
Ω

|u0(x)|p(x)dx =

∫
Ω

∣∣∣∣v(x)

a

∣∣∣∣q(x)

dx.

Como um resultado, chegamos a∫
Ω

|u0(x)|p(x) dx =

∫
Ω

∣∣∣∣v(x)

a

∣∣∣∣q(x)

dx =: ρq

(v
a

)
, (3.9)

onde

ρq(v) :=

∫
Ω

|v(x)|q(x)dx.
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Além disso, lembre que ‖v‖q(x) = a. Com isso, usando a Proposição 2.4, podemos escrever

∫
Ω

|u0(x)|p(x) dx =

∫
Ω

∣∣∣∣v(x)

a

∣∣∣∣q(x)

dx = ρq

(v
a

)
= 1 <∞. (3.10)

Isso significa que u0 ∈ Lp(x)(Ω). Além do mais, é fato que

ρp(u0) :=

∫
Ω

|u0(x)|p(x) dx = 1.

Ou seja, encontramos a igualdade ρp(u0) = 1. Aplicando a Proposição 2.6 i), deduzimos que

‖u0‖Lp(x)(Ω) = 1. Além disso, observe que, por (3.6) e (3.10), obtemos

Tv(u0) =

∫
Ω

u0(x)v(x)dx =

∫
Ω

∣∣∣∣v(x)

a

∣∣∣∣q(x)−1

|v(x)|dx

= a

∫
Ω

∣∣∣∣v(x)

a

∣∣∣∣q(x)

dx = a,

Como consequência, resulta que Tv(u0) = a, com u0 ∈ Lp(x)(Ω). De ińıcio, consideramos que

‖v‖q(x) = a. Por isso, conclúımos que Tv(u0) = a = ‖v‖Lq(x)(Ω). Portanto, inferimos que

‖Tv‖ ≥ |Tv(u0)| = ‖v‖q(x).

Sendo assim, temos que

‖v‖q(x) ≤ ‖T (v)‖, ∀v ∈ Lq(x)(Ω). (3.11)

Como T é linear, segue que v = 0 também satisfaz a desigualdade acima (pois, T (0) = 0).

Deste modo, por (3.5) e (3.11), tem-se que

‖v‖q(x) ≤ ‖T (v)‖ ≤ C‖v‖q(x), ∀v ∈ Lq(x)(Ω). (3.12)

Agora, considere que v ∈ KerT . Isso significa que T (v) = 0. Vamos aplicar a Proposição

1.9; sendo assim, usando esta igualdade em (3.12), podemos escrever ‖v‖q(x) ≤ ‖0‖ = 0.

Consequentemente, obtém-se ‖v‖q(x) = 0. Isso implica que, v = 0. Portanto, deduzimos que

KerT = {0}. Com isso, T é injetivo.

Estamos interessados, agora, em mostrar que E = T (Lq(x)(Ω)) é um subespaço fechado
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de [Lp(x)(Ω)]
′
. Com efeito, assuma que (un)n∈N ⊆ E de modo que

lim
n→∞

‖un − u‖ = 0. (3.13)

Observe que un = Tvn, para todo n ∈ N, onde (vn)n∈N ⊆ Lq(x)(Ω). Ademais, como (un)n∈N

converge em [Lp(x)(Ω)]
′
; logo, esta sequência é de Cauchy em [Lp(x)(Ω)]

′
. Com isso, por

definição, temos que

lim
m,n→∞

‖un − um‖ = 0.

Além do mais,

lim
m,n→∞

‖Tvn − Tvm‖ = lim
m,n→∞

‖un − um‖ = 0. (3.14)

Em contrapartida, por (3.12), e sabendo que T é linear, inferimos que

‖vn − vm‖q(x) ≤ ‖T (vn − vm)‖ = ‖T (vn)− T (vm)‖, ∀n,m ∈ N. (3.15)

Aplicando o limite, quando n,m→∞, e (3.14) na desigualdade (3.15), chegamos a

lim
m,n→∞

‖vn − vm‖q(x) = 0.

Isso significa que (vn)n∈N é uma sequência de Cauchy em Lq(x)(Ω). Sabemos que Lq(x)(Ω) é

um espaço de Banach (ver Teorema 2.11); logo, existe v ∈ Lq(x)(Ω) tal que

lim
n→∞

‖vn − v‖q(x) = 0.

Como sabemos que T é uma aplicação cont́ınua, obtemos

lim
n→∞

‖Tvn − Tv‖ = 0.

Porém, por (3.13), deduzimos que

lim
n→∞

‖Tvn − u‖ = lim
n→∞

‖un − u‖ = 0.

Sendo assim, pela unicidade de limites (ver Proposição 1.4), inferimos que Tv = u. Logo,

u ∈ T (Lq(x)(Ω)) = E. Consequentemente, E = T (Lq(x)(Ω)) é um subespaço vetorial fechado

de [Lp(x)(Ω)]
′
.

Vamos mostrar que T é sobrejetivo. Para este fim, basta mostrar que E é denso em

[Lp(x)(Ω)]′ (desde que, E é fechado). Isto pode ser verificado através do Teorema 1.3. Sabendo
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que Lp(x)(Ω) é reflexivo (ver Teorema 2.12) pois p− > 1, a identificação [Lp(x)(Ω)]
′′ ≡ Lp(x)(Ω)

é válida (através da injeção canônica que define espaços reflexivos, isto é, jf (g) = g(f), para

todo f ∈ Lp(x)(Ω) e g ∈ [Lp(x)(Ω)]′). Sendo assim, fixe u ∈ Lp(x)(Ω) e assuma que

〈Tv, u〉 = 0, ∀v ∈ Lq(x)(Ω). (3.16)

Afirmamos que u = 0. De fato, considere a função v0 definida por

v0(x) = |u(x)|p(x)−2u(x), ∀x ∈ Ω.

Observe que v0 ∈ Lq(x)(Ω). Com efeito,

|v0(x)| = |u(x)|p(x)−2|u(x)| = |u(x)|p(x)−1, ∀x ∈ Ω.

Elevando o módulo de v0(x) a q(x), temos que

|v0(x)|q(x) = |u(x)|[p(x)−1]q(x) = |u(x)|p(x), ∀x ∈ Ω, (3.17)

desde que 1
p(x)

+ 1
q(x)

= 1, para todo x ∈ Ω. Integrando sobre Ω, inferimos que∫
Ω

|v0(x)|q(x) =

∫
Ω

|u(x)|p(x) <∞,

pois u ∈ Lp(x)(Ω). Isto nos diz que v0 ∈ Lq(x)(Ω). Com isso, aplicando (3.16), podemos

escrever

0 = 〈Tv0 , u〉 =

∫
Ω

u(x)v0(x)dx

=

∫
Ω

u(x)|u(x)|p(x)−2u(x)dx =

∫
Ω

u2(x)|u(x)|p(x)−2dx

=

∫
Ω

|u(x)|2|u(x)|p(x)−2dx =

∫
Ω

|u(x)|p(x)dx.

Por conseguinte, ρ(u) =
∫

Ω
|u(x)|p(x)dx = 0. Pela Proposição 2.5 a), conclúımos que u = 0.

Desta forma, usando o Teorema 1.3, deduzimos que E é denso em [Lp(x)(Ω)]′. Logo, T

é sobrejetivo e, portanto, é um isomorfismo. Deste modo, temos a seguinte identificação:

[Lp(x)(Ω)]′ ≡ Lq(x)(Ω) (através de T ) e, consequentemente, todo funcional linear cont́ınuo em

[Lp(x)(Ω)]′ pode ser representado na forma f(u) =
∫

Ω
u(x)v(x)dx, para algum v ∈ Lq(x)(Ω).
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3.2 Densidade e Separabilidade no Espaço Lp(x)(Ω)

Nesta seção, mostraremos a densidade do conjunto Cc(Ω) (constitúıdo das funções reais

cont́ınuas, com suporte compacto, definidas em Ω) em Lp(x)(Ω) e, por consequência, o espaço

C∞c (Ω) (determinado pelas funções reais infinitamente diferenciáveis, com suporte compacto,

definidas em Ω) também será denso em Lp(x)(Ω). Mais especificamente, mostraremos que

todos os pontos do espaço generalizado de Lebesgue Lp(x)(Ω) são aderentes aos espaços Cc(Ω)

e C∞c (Ω). Além disso, iremos alcançar o último objetivo do trabalho. Mais especificamente,

usaremos os resultados acima com respeito à densidade; pois, a ideia é encontrar um espaço

enumerável e denso em Lp(x)(Ω) para classificá-lo como separável.

Teorema 3.2. Sejam Ω ⊆ RN um conjunto aberto e p− > 1. Então, o espaço Cc(Ω) é denso

em Lp(x)(Ω).

Demonstração. Primeiramente, observe que Cc(Ω) ⊆ Lp(x)(Ω). De fato, considere que ϕ ∈
Cc(Ω). Sendo assim,

|ϕ(x)| ≤M, ∀x ∈ K ′ := suppϕ.

(desde que ϕ é cont́ınua e K ′ é compacto). O fato que p− ≤ p(x) ≤ p+ em q.t.p. de Ω nos

diz que ∫
Ω

|ϕ(x)|p(x)dx =

∫
K′
|ϕ(x)|p(x)dx+

∫
[K′]c
|ϕ(x)|p(x)dx

≤
∫
K′
Mp(x)dx ≤

∫
K′
Cdx ≤ C|K ′| <∞,

onde C = max{Mp− ,Mp+} (pois, ϕ = 0 em [K ′]c). Com isso, ϕ ∈ Lp(x)(Ω).

No que segue, aplicaremos o Teorema 1.3. Sendo assim, para f ∈ [Lp(x)(Ω)]
′
, existe

vf ∈ Lq(x)(Ω) tal que f = Tvf , onde T está definida em (3.2) (ver prova do Teorema 3.1 para

a sobrejetividade de T ). Dessa forma, é suficiente mostrar que se

〈Tvf , u〉 =

∫
Ω

u(x)vf (x)dx = 0, ∀u ∈ Cc(Ω), (3.18)

então, f = Tvf = 0 (ver Teorema 1.3). O que equivale a dizer que vf = 0 (desde que a

aplicação T é um isomorfismo, ver prova do Teorema 3.1). Observe que, para todo compacto
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K ⊆ Ω, podemos aplicar a Desigualdade de Young para obter∫
K

|vf (x)|dx ≤
∫
K

1

p(x)
dx+

∫
K

|vf (x)|q(x)

q(x)
≤ 1

p−
|K|+ 1

q−

∫
K

|vf (x)|q(x)dx

≤ 1

p−
|K|+ 1

q−

∫
Ω

|vf (x)|q(x)dx <∞,

pois p(x) ≥ p− e q(x) ≥ q− em q.t.p. de Ω, e vf ∈ Lq(x)(Ω). Logo, podemos escrever

vf ∈ L1
loc(Ω). Pelo Lema de Du Bois-Reymond 2.6 e (3.18), temos que vf = 0. Com isso,

f = Tvf = T (0) = 0.

(Lembre que T é linear). Aplique o Teorema 1.3 para concluir o resultado em questão.

Agora, estamos interessados em provar a densidade do conjunto C∞c (Ω) em Lp(x)(Ω).

Teorema 3.3. Sejam Ω ⊆ RN um conjunto aberto e p− > 1. Então, o espaço C∞c (Ω) é

denso em Lp(x)(Ω).

Demonstração. Primeiramente, é fácil ver que C∞c (Ω) ⊆ Cc(Ω) ⊆ Lp(x)(Ω). Por conseguinte,

C∞c (Ω) ⊆ Lp(x)(Ω).

Por outro lado, dados η > 0 e u ∈ Lp(x)(Ω), queremos provar que existe ϕ ∈ C∞c (Ω) tal

que ‖u− ϕ‖p(x) < η. Sabemos do Teorema 3.2, que existe v ∈ Cc(Ω) tal que

‖u− v‖p(x) <
η

2
. (3.19)

Dado ε > 0, defina

ϕε(x) = (Jε ∗ v)(x) =

∫
Ω

Jε(x− y)v(y)dy, ∀x ∈ Ωε,

onde d(suppv, ∂Ω) > ε, Ωε := {x ∈ Ω : d(x, ∂Ω) > ε} e Jε é um mollifier (para mais detalhes

ver [4]). Observe que ϕε ∈ C∞c (Ω), para todo 0 < ε < d(suppv, ∂Ω) (ver Teorema 2.5 iii)) e,

além disso,

lim
ε→0

ϕε(x) = v(x), uniformemente em G, (3.20)

para todo G b Ω (para mais informações ver Teorema 2.5 iii)). Por outro lado, observe que

(3.20) implica que

|ϕε(x)− v(x)| ≤ 1, ∀x ∈ G, (3.21)
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para todo ε > 0 suficientemente pequeno. Desta forma, podemos fazer uso do limite (3.20)

e do Teorema da Convergência Dominada (ver Teorema 2.4) para deduzir que

lim
ε→0

∫
G

|ϕε(x)− v(x)|dx =

∫
G

lim
ε→0
|ϕε(x)− v(x)|dx = 0, (3.22)

para todo G b Ω compacto. Por outro lado, como p(x) ≥ p− > 1 em q.t.p. de Ω, obtém-se,

por (3.21), que

0 ≤ ρ(ϕε − v) =

∫
Ω

|ϕε(x)− v(x)|p(x)dx

=

∫
suppv+B[0,τ ]

|ϕε(x)− v(x)|p(x)dx ≤
∫

suppv+B[0,τ ]

|ϕε(x)− v(x)|dx, (3.23)

para todo 0 < ε < τ , com τ = 2−1d(suppv, ∂Ω) (considerando ε > 0 suficientemente pe-

queno), pois

suppϕε ⊆ suppv +B[0, ε] ⊆ suppv +B[0, τ ]

e também

suppv ⊆ suppv +B[0, τ ].

Escolhendo G = suppv + B[0, τ ] (note que G b Ω é compacto, por ser uma soma de

compactos) e aplicando o Teorema do Sandúıche (ver Teorema 1.1) em (3.23) e o limite

(3.22), inferimos que

lim
ε→0

∫
Ω

|ϕε(x)− v(x)|p(x)dx = 0.

Logo, pela Proposição 2.7, resulta que

lim
ε→0
‖ϕε − v‖p(x) = 0.

Por conseguinte, temos que

‖ϕε − v‖p(x) <
η

2
, ∀ε > 0 suficientemente pequeno. (3.24)

Portanto, de (3.19) e (3.24), obtemos

‖u− ϕε‖p(x) ≤ ‖u− v‖p(x) + ‖ϕε − v‖p((x) <
η

2
+
η

2
< η, ∀ε > 0 suficientemente pequeno.

Por fim, conclúımos que Lp(x)(Ω) = C∞c (Ω) (lembre que ϕε ∈ C∞c (Ω) para qualquer ε > 0).

38



Estamos prontos para fazer a prova de que os espaços de Lebesgue generalizados são

separáveis.

Teorema 3.4. Sejam Ω ⊆ RN um conjunto aberto e p− > 1. Então, o espaço Lp(x)(Ω) é

separavél.

Demonstração. Para cada n ∈ N, defina o seguinte conjunto:

Ωn =
{
x ∈ Ω : d(x, ∂Ω) >

1

n
, |x| < n

}
.

Observe que cada Ωn é um subconjunto compacto de Ω (desde que, este é fechado e está

contido na bola aberta de centro 0 e raio n). Seja P o conjunto de todos os polinômios de

RN em R com coeficientes racionais e defina o conjunto abaixo:

Pn =
{
χΩn

f : f ∈ P
}
,

onde χΩn
é a função caracteŕıstica de Ωn. Além disso, observe que P0 := ∪n∈NPn é enumerável

(pois, Q é enumerável e a união enumerável de conjuntos enumeráveis é do mesmo tipo).

Vamos agora mostrar que P0 é denso em Lp(x)(Ω). De fato, primeiramente, assuma que

u ∈ Lp(x)(Ω). Pelo Teorema 3.2 (já que, p− > 1), dado ε > 0 (sem perda de generalidade,

suficientemente pequeno), existe v ∈ Cc(Ω) tal que

‖u− v‖p(x) <
ε

2
. (3.25)

Como suppv ⊆ Ω é compacto, ∂Ω é fechado e suppv ∩ ∂Ω = ∅ (Ω é aberto), então

d(suppv, ∂Ω) > 0. Logo, existe n ∈ N (suficientemente grande) tal que d(suppv, ∂Ω) >
1

n
e suppv ⊆ Bn(0) (suppv é compacto), então suppv ⊆ Ωn e, assim, pelo Teorema de Stone-

Weierstrass (ver Teorema 2.7), existe f ∈ Pn tal que

‖v − f‖L∞(Ωn) <
( ε

2

) p+

p− |Ωn|−
1
c , (3.26)
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onde |Ωn| > 0 (Ωn é compacto) e

c =

{
p+, se |Ωn| < 1;

p−, se |Ωn| ≥ 1.

Agora, use os fatos que suppv ⊆ Ωn e f ∈ Pn e aplique a desigualdade (3.26) para obter∫
Ω

|v(x)− f(x)|p(x)dx =

∫
Ωn

|v(x)− f(x)|p(x)dx+

∫
Ω\Ωn

|v(x)− f(x)|p(x)dx

=

∫
Ωn

|v(x)− f(x)|p(x)dx ≤
∫

Ωn

‖v − f‖p(x)

L∞(Ωn)
dx

≤
∫

Ωn

‖v − f‖p−
L∞(Ωn)

dx = |Ωn|‖v − f‖p
−

L∞(Ωn)

<
( ε

2

)p+
|Ωn|1−

p−
c , (3.27)

pois 1 < p− ≤ p(x) em q.t.p. de Ω (ver também definição de Pn).

Permita-nos continuar as estimativas em (3.27) por dividir nossos argumentos em dois

casos:

• Se |Ωn| < 1, então c = p+ e, consequentemente, por (3.27), podemos escrever∫
Ω

|v(x)− f(x)|p(x)dx <
( ε

2

)p+
|Ωn|

1− p−

p+ ≤
( ε

2

)p+
, (3.28)

já que p+ ≥ p− > 1.

• Se |Ωn| ≥ 1, então c = p−. Logo, por (3.27), deduzimos que∫
Ω

|v(x)− f(x)|p(x)dx <
( ε

2

)p+
|Ωn|

1− p−

p− =
( ε

2

)p+
, (3.29)

fornecido que p− > 1.

Portanto, usando (3.28) e (3.29), inferimos

ρ(v − f) =

∫
Ω

|v(x)− f(x)|p(x)dx <
( ε

2

)p+
< 1,
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para ε > 0 suficientemente pequeno (pois, p+ > 1). Logo, pela Proposição 2.6 i), obtemos

‖v − f‖p(x) < 1. (3.30)

Novamente pela Proposição 2.6 iii), inferimos

‖v − f‖p
+

p(x) < ρ(v − f) <
( ε

2

)p+
.

Ou seja, podemos escrever

‖v − f‖p(x) <
ε

2
. (3.31)

Deste modo, por (3.25) e (3.31), conclúımos que

‖u− f‖p(x) ≤ ‖u− v‖p(x) + ‖v − f‖p(x) <
ε

2
+
ε

2
= ε,

isto é, Pn = Lp(x)(Ω) e como Lp(x)(Ω) = Pn ⊆ P0 ⊆ Lp(x)(Ω); então, P0 = Lp(x)(Ω). Logo, P0

é denso em Lp(x)(Ω) e, como P0 é enumerável, é verdade que Lp(x)(Ω) é separável.
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mogêneos. Monografia aprovada pelo Departamento de Matemática da Universidade
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