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Resumo

Nosso objetivo é caracterizar dicotomia exponencial de equacoes diferencas para equacoes
funcionais discretas com retardamento nao-limitado, aplicando alguns resultados para
estudar a robustez de tal dicotomia. Este tipo de dicotomia nos proporciona informa-
¢oes relevantes sobre solucoes limitadas de certo tipo de sistema perturbado. Ao final,
estudamos aplicacoes as equacoes em diferencas de tipo Volterra.
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1 Introducao

Nesta dissertagao nos consideraremos a seguinte equacao em diferenca linear com retar-
damento:

z(n+1)= L(n,z,), n >0, (1.1)

onde L : ZT x B, — C", e B, & o espago de fase apropriado que sera definido no capitulo

seguinte.

Tal equacao desempenha um papel importante em aplicacoes, uma vez que temos equacoes
de tipo Volterra que podem ser vistas como caso particular, tal discussao sera realizada
no capitulo 7. Os principais resultados apresentados neste trabalho foram obtidos em um
recente artigo [1] publicado por Cardoso-Cuevas. Tal artigo foi inspirado nos trabalhos
de Huy e colaboradores (ver [12] e [13]) e Henriquez (ver [8]), nos dois primeiros artigos
¢ apresentada uma caracterizacao de dicotomia exponencial para equagoes em diferenca
ordinarias e no terceiro artigo é tratada a questao de existéncia de solucoes limitadas para
equacoes diferenciais funcionais com retardamento infinito. E relevante observar que a
importancia do artigo [1| estd no fato que os autores conseguem obter uma dicotomia
exponencial para equacoes em diferenca funcionais abstratas. Neste contexto até agora
nao se sabe muita informacao de como lidar com tais dicotomias, ji que tecnicamente é
muito mais intrincado trabalhar com este conceito do que no caso de equacoes em dife-
renca ordinarias. Em parte isto é devido a que é necessario calcular certas estimativas a
priori envolvendo a composicao do operador solugao com projecoes convenientes definidas

num espaco de fase. Até agora nao existe um método para construir tais projecoes conve-
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nientes que permitam obter o tipo de dicotomia desejada. O que sabemos pelo método
de Cuevas-Vidal (ver em [5]) que se temos uma familia de proje¢oes associadas a uma di-
cotomia exponencial, é possivel construir outra familia de projecoes. Certamente estudos
nesta dire¢ao nao sao triviais de ser abordados e podem nos levar a estudar interessantes
problemas. Junto ao interesse teoérico, o estudo das equacoes em diferencas com retardo
infinito tem grande importancia em aplicagoes, ja que estas equagoes descrevem processos
cujo estado ¢ determinado pela historia de todo seu passado. Este tipo de processos po-
dem ser encontrados em modelos mateméticos provenientes de dinamica de populacoes,

modelos de propagacao de perturbagoes em materiais com memoria, etc.

O fato do espago de estado (ou espago de fase) ser infinito dimensional requer desenvol-
vimento de técnicas e métodos vindos da Analise Funcional, como por exemplo uso da
Teoria de Semigrupos. A idéia de considerar espacos de fase para estudar propriedades
qualitativas para equacoes em diferenca funcionais é devida a dois trabalhos pioneiros de
Murakami em 1997 (ver [16] e [17]) os quais tem despertado o interesse de diversos outros,
como por exemplo, Elaydi e colaboradores [15|, Cuevas-Pinto [3] [4], Cuevas-Del Campo
[6], Hamaya [21], Matsunaga-Murakami ([9], [10]), Nagabuchi [22], Murakami-Nagabuchi
[18]. Um interesse central sobre equagoes em diferenga funcionais gira em torno de com-
portamento assintotico, estabilidade, instabilidade, teoria de variedades invariantes, re-
gularidade maximal e teoria de dicotomias. No decorrer deste trabalho mostraremos o

seguinte resultado de estabilidade:

Teorema 1.1 Suponha que {L(n,-)}, seja uma sequéncia uniformemente limitada em
L(B,,C") e suponha que 0 nao pertence ao espectro pontual aprozimado de Yo (ver Segao
2.1 para a defini¢ao de Y ). Entao toda drbita [P-estdvel do operador solug¢ao de (1.1) é
exponencialmente estdvel, com 1 < p < +o0o. Mais precisamente, para cada 7 € Z* e
¢ € B(7), existem constantes positivas N, v independentes de ¢ e T tais que a sequinte

estimativa vale:

IT(n, 7)plls, < Nem" ™| T(m, 7)plls,, n>m>r. (1.2)
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A discussao sobre dicotomia para equagoes em diferencas é estudada ja ha algum tempo,
podemos citar como exemplo o artigo de Coffman e Schiffer [7]. No caso da dicotomia
exponencial, temos uma caracterizagdo para um caso mais simples em [13] e [12], ja
com a idéia de relacionar a sobrejetividade de algum operador com a propriedade de ter

dicotomia exponencial. Aqui enunciamos a nossa caracteriza¢ao de dicotomia exponencial:

Teorema 1.2 Suponha que {L(n,-)}, seja uma sequéncia uniformemente limitada em

L(B,,C"). Entao para 1 < p < 0o as sequintes afirmativas sao equivalentes:

(i) A equacao (1.1) tem dicotomia exponencial.

(ii) Y : 1P — [P ¢ sobrejetivo e B°(0) é complementado em B,,.
O seguinte resultado nos assegura que a dicotomia exponencial ¢ robusta quando consi-
deramos perturbagoes pequenas. Este resultado serd de grande valia quando aplicado em

equacoes de diferenca de Volterra com retardo infinito. Temos o seguinte resultado de

robustez:

Teorema 1.3 Suponha que {L(n,-)}, seja uma sequéncia uniformemente limitada em
L(B,,C") e que a equagao (1.1) tenha uma dicotomia exponencial. Além disso, seja
{L(n,-)} uma sequéncia de operadores lineares de B, em C". Definindo H por H :=

sup,cz+ |1£(n,-)||B,—cr, se H € suficientemente pequeno, entio a equagdo
z(n+1)=L(n,z,) + L(n,z,), n >0, (1.3)

também tem uma dicotomia exponencial.

Consideramos agora perturbacoes do tipo

z(n+1)=L(n,z,) + f(n,z,), n >0, (1.4)
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Onde f:Z* x B, — C".

A dicotomia exponencial resulta ser uma arma eficaz para garantirmos a existéncia (e
possivelmente unicidade) de solugoes limitadas para nossas equagoes. Com esta finalidade
assumiremos que a perturbagao f(n, ) satisfaz a seguinte condigao:

Condicao B: As seguintes condig¢oes valem:

(B1) A fungao f(n,-) é continua para todo n € Z.

(Bs) Para cada R > 0, ha uma fungao positiva vz tal que e*yg(-) € I* e sup{|f(n,¥)| :
|¥s, < R} < r(n), n€Z".

(BS) R—+
da Definicao 2.1

P (1+||P(m ||B —B, Zeo‘sv ) < 1, onde K, « sido as constantes

Cardoso e Cuevas em [1] obtiveram o seguinte resultado:

Teorema 1.4 Assuma que a equagao (1.1) tem dicotomia exponencial e que a Condi¢do
(B) vale. Entao existe uma solugdo limitada de (6.16)-(6.17). Além disso, se a sequinte

condi¢ao for satisfeita

(Ba)

1+ ||P(m . e’
i suj ( |1P(m)|5,—5, Z Vr(s

entao o conjunto S, das solugoes limitadas de (6.16)-(6.17), é compacto em 1*°.

O dultimo capitulo aplica os resultados obtidos ao longo do trabalho nas equagoes em
diferencas de tipo Volterra. Isto justifica o trabalho no sentido de aplicabilidade uma
vez que as equagoes diferencas de Volterra aparecem em outros campos da ciéncia como
comunicacao, mecanica dos fluidos, biofisica, 6ptica, arquitetura naval , modelagem de
dispositivos (chip), problema de controle, combinatoéria, ecologia (populagdo dindmica)

como sistemas ecologicos tipo predador-caca [14].
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Este trabalho é organizado como segue. O segundo capitulo fornece as defini¢oes e os
resultados bésicos que serao usados nos teoremas enunciados e em suas respectivas de-
monstragoes. No terceiro capitulo demonstraremos o Teorema 1.1, enquanto o Teorema
1.2 serd provado no quarto capitulo. No quinto capitulo estudaremos a robustez da di-
cotomia exponencial demonstrando o Teorema 1.3. No sexto capitulo, desejamos discutir
a existéncia de solugoes limitadas para a equagao (1.1) sob vérios tipos de perturbacoes,
onde serd também demonstrado o Teorema 1.4. Enfim, no sétimo capitulo, aplicaremos

nossos resultados as equacoes em diferencas de tipo Volterra.
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2  Preliminares

2.1 Notacoes

Denotaremos por Z, Z* e Z~ o conjunto dos inteiros, inteiros nao-negativos e inteiros
nao-positivos, respectivamente, além disso denotaremos por N(a) o conjunto dos niimeros
naturais iniciando do nimero natural a. O espaco r-dimensional dos niimeros complexos
serd denotado por C” com a norma |-|. O espago das fungoes limitadas de Z~ em C” sera
representado por F(Z~,C"). O dominio de um operador T sera denotado por D(7T). Para
cada funcao x : Z — C" associamos, com n € Z, uma funcao z, : Z= — C" definida

por x,(s) =x(n+s), s€Z".

Definimos o espago de fase B = B(Z~,C") como o espago de Banach com a norma || - ||5

satisfazendo as seguintes propriedades:

(a) Existem uma constante positiva a e fungoes nao-negativas F(-) e G(-) em Z* de
modo que se x : Z — C" é uma funcao tal que x¢ € B, entao para todon € Z" a

seguinte condicao é satisfeita:

(i) =z, € B,

(i) alz(n)] < lznlls < F(n) sup |z(s)] + G(n)l[zol|s,

SSsn

(b) O espago (B, ] - ||z) é completo,

(¢) A aplicagao inclusao i : (F(Z~,C"),| - ||oc) — (B, ]| - |lz) € continua, isto &, existe
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uma constante K > 0 tal que |||z < K||¢|l« para toda ¢ € F(Z~,C").

Neste trabalho usaremos o seguinte espaco de fase

B, = {gb 77 — C": sup |o(0)]e”? < oo} , v >0,

[UY/

munido da norma ||¢[/z, = sup |p(0)|e’, para ¢ € B,. Para ver que tal conjunto é um
0z~

espago de fase, tome a =1, F(n)=1,G(n)=1e K = 1.

Considere o operador L : Z* x B, :— C". Sera assumida a seguinte condi¢ao para o

operador L:

(A) {L(n,-)} é uma sequéncia de operadores lineares limitados de B, em C" a qual é

uniformemente limitada, isto é, existe uma constante M > 1 tal que:

1L(n, )| < Mll¢lls,, ¥V n €ZT, ¢ €B,. (2.1)

Para todo (7, ¢) € Z x B, existe uma tnica funcao x : Z — C" tal que =, = ¢ e satisfaz a
equagao (1.1) para 7 < n. A fungdo x é chamada a solugao de (1.1) passando por (7,¢) e
é denotada por x(-, 7, ¢, 0) ou z(-, 7, ¢) por simplicidade. (0 aparece por conta do sistema

(1.1) nao ter pertubagao, caso contrario, denotamos (-, 7, ¢, p)).

Para todo n > 7, definimos um operador 7'(n,7) : B — B por

T(n,7)p = x,(7,6,0), ¢€DB.

Pelo fato de T'(n, 7) ser um operador em B, temos que ele é limitado e linear. O opera-
dor T'(n,7) é chamado operador solu¢ao do sistema linear homogéneo (1.1) e satisfaz as

seguintes propriedades:

T(n,s)T(s,7)=T(n,7), n>s>r,

T(n,n)=1, ¥ n.
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Seja z(+,0,¢) uma solu¢ao do sistema linear homogéneo (1.1) passando por (0, ), logo
como foi dito no primeiro paragrafo, podemos definir a fun¢ao =.(0, ¢) com valores em 5,

por n — x,(0,¢). Pode-se deduzir que x.(0, ) é solucao da equagao
Zn+1)=T(n+1,n)Z(n), n>0. (2.2)

Para ver a afirmagao acima faca Z(n+1) = ,.1(0,¢) = T(n+1,0)p e Z(n) = 2,(0,¢) =
T'(n,0)p, substituindo teremos

Tn+1,0)p=T(n+1,n)T(n,0)¢
cuja a igualdade é verdadeira pelas propriedades do operador T'(n, T) e mostra que z.(0, ¢)
¢ de fato solucao de (2.2).

Lembramos que o espectro pontual aproximado de um operador B sobre um espaco de
Banach Y é denotado por Ao(B) e é dado pelo conjunto de todos os niimeros complexos
A tais que, para todo € > 0 existe y € D(B) unitario (||y]ly = 1, onde || - ||y denota a
norma do espago de Banach Y) e |[(A — B)y|ly < € (por simplicidade escrevemos A — B
ao invés de AI — B onde [ ¢é a identidade de Y').

Ao longo deste trabalho adotamos a notagao ? com 1 < p < oo para o conjunto

n=0

" =10(Z",B,) = {é 2 — By | [IEllp =D ), < +OO} )
€ N0 €aso p = +00

1 = 1°(Z",B,) = {6 Bt — By | €l = sup e(m)ls, < +oo} -
ne

Com essa notagao podemos definir os conjuntos [f, e I com B um subespago linear fechado

de B, da seguinte forma

= {€ € P : £(0) = 0},
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I :={¢el’:£0) e B},
com 1 <p < oo.
Como B ¢é subespaco fechado de B, entao l}; ¢ subespago fechado de [?. De fato, dado
Ee E existe uma sequéncia {&,} € I%, tal que &, — £ e portanto, a sequéncia {£,(0)} € B
é tal que &,(0) — £(0), pelo fato de B ser fechado temos que £(0) € B e portanto £ € 3,

o que mostra a afirmacao.
Agora nos definimos, para 1 < p < 400, o conjunto [P-estavel B(7), 7 € Z* por

B(7) = {90 €B,: ) IT(n,m)ely, < +OO} :

n=rt

No caso em que p = +00, definimos

B°(1) = {gp € B, :sup || T(n,7)plls, < —i—oo} :

n>T1

Dizemos que uma orbita T'(n,7)p, com n > 7 > 0 e ¢ € B(7), é chamada uma 6rbita

[P-estavel.

Nos definimos o operador linear T em [P como
(TE)(n) = &(n+1) = T(n+1,n)¢(n) (2.3)

para todo £ € [P e n > 0. A restricao do operador T ao espago l5 sera denotada por
Yo, isto &, D(Ty) = Ij e no caso em que & € [fj, temos que Tof = Y¢. Similarmente
nos denotaremos por Yz a restri¢ido do operador T ao espago 33, onde B é um subespago
linear fechado de B, e vemos que D(Yg) = I} e quando £ € [ teremos Ygé = TE. Pela

definicao do operador T temos a seguinte observacao:

Observagao 2.1 (i) kerY ={{e€l?:&(n) =T(n,0)£(0),n > 0}

(ii) O operador Yy € injetivo
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De fato, o primeiro item pode ser visto da seguinte forma. (Y¢)(n) = 0 implica que
En+1)—Th+1Ln)En) =0=&n+1) =T(n+ 1,n)é(n), podemos aplicar essa

defini¢ao para qualquer n > 0 e usando as propriedades do operador solugao, assim temos

§(n) =T(n,n—1)¢n—1)
=T(n,n—1)Tn—-1,n-2)¢n—-2)=T(n,n—2)&n—2)
=T(n,n—2)T(n—2,n—3)(n—3)=T(n,n—3)¢n—3)

= T(n,0)&(0).

E logo temos a igualdade £(n) = T'(n,0)£(0). O segundo item segue diretamente do fato

que Yo é um operador linear e que em [fj, £(0) = 0 e portanto kerTo = {0}.

2.2 Sobre Dicotomia Exponencial

Agora definimos quando a equagdo (1.1) ou o seu operador solugdo tem Dicotomia Expo-

nencial.

Defini¢ao 2.1 Dizemos que a equagao (1.1) tem dicotomia exponencial (ou seu opera-
dor T(n, 7)) em Z* com dado (v, K, P(n)) onde o, K sao nimeros positivos e P(n) sao

projecoes em B, tais que Q(n) = I — P(n), entdo valem as sequintes condi¢oes:

(i) T(n,7)P(1) = P(n)T(n,7), n>r.

(ii) A restri¢ao T'(n,T)|mm(Q(r)), N = T, € um isomorfismo do conjunto Im(Q(7)) sobre

Im(Q(n)), e entao nds definimos T'(T,n) como a aplica¢ao inversa.
(iii) |T(n,7)¢lls, < Ke=*®glls,, n > 715 ¢ € P(7)B,.

(iv) |T(n,7)plls, < Ke* " glls,. n <75 ¢ € Q(T)B,.
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Observagao 2.2 Seja (o, K, P(n)) o dado de uma dicotomia exponencial. Pode-se
construir outras projecoes p(n) a partir de P(n) de modo que (1.1) tenha dicotomia expo-
nencial. Com efeito, tome uma proje¢ao P(ng) tal que satisfaga Im(P(ng)) = Im(P(ny)).
Isto nos permite definir as sequintes projegées: P(n) = P(n)+T(n,ng)P(ng)T (ng, n)Q(n).
Entio (1.1) tem dicotomia exponencial em N(ng) com dado (a, K, P(n)), onde K =
(K + K2 P(10)lls, 5, ubpso (1 + [ P(m)]s, ).

Demonstragao: Primeiramente vamos ver que para n > 7 vale a primeira propriedade
da Definicdo 2.1, a saber P(n)T(n,7) = T(n,7)P(r). A seguir, usaremos a primeira
propriedade da Definigao 2.1 e que T'(n, 7) é o operador solugao, valendo as propriedades

que ja foram enunciadas.

A

P(n)T(n,7) = (P(n) + T(n,ne)P(no)T(no,n)Q(n))T(n,7)

= P(n)T(n,7) + T(n,n0)P(no)T(no,n)Q(n)T(n,7)
= T(n, 7)P(7) 4+ T(n,no) P(no)T(n,n)T(n, 7)Q(7)
= T(n,7)P(7) + T(n, no) P(no)T(no, 7)Q(7)

= T(n,7)P(7) + T(n,7)T(7,n0) P (n0)T(no, 7)Q(7)
= T(n,7)(P(7) + T (7, no) P(ne)T(no, 7)Q(7))

= T(n,T)P(T).

~

Observe a expressio obtida para Q(n) dada pela relacio Q(n) = I — P(n):

Q(”) = [l - T(n,nO)P(nO)T(nO,n)]Q(n).
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Agora queremos que o operador T'(n,7), n > T seja um isomorfismo de Q(7)B, sobre

Q(n)B,. De fato, nés definimos T'(7,n) como a aplicagao inversa de T'(n,7), a qual é

dada por
T(7,n)Q(n)¢ = T(r,n)Q(n)p — T(7,10) P(no)T (no, n)Q(n)p.
Por outro lado, se n > 7 e ¢ € P(7)B,, entdao T(n, )y é dado por
T(n,7)p = T(n,7)P()p — T(n,n0) P(no)T(ng, 7)Q(7)e.

E portanto, usando a dicotomia exponencial com dado («, K, P(n)) e levando em conta

P(ng) = P(no)P(ng), obtemos a seguinte estimativa para ||T'(n,7)p||5,:

IT(n, 7)¢lls, < IT(n,7)P(T)¢lls, + [T (n, n0)P(n0) P(no)T (no, 7)Q(7)¢l|s,
< Ke==D||P(7)¢l|s, + Ke=*"=)|| P(ng) P(no)T (no, 7)Q(7)¢|l5,
< Ke | P(7)|5,—s5, l¢ll5,
+K e[| P(ng) P(no) |5, —5, Ke* ™ [Q(7) 15, —s, ll¢lls,
= Ke "= P(1)|5,—s, ||¢|5,
+I2em0 =) em20r=m0)|| Png) |5, —p, [|Q(7) |5, —s, || #ll5,
< Ke™o=7) Zuz% |P(m)|s,—s,[|¢ls,

+K2e7 || P(no)|l5,—5, Su>%(1 +[[P(m)|s,—85,) s,

< Ke " gls,.
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Sen <7 epeQ(T)B,, entdo T(n,7)p é dado por:
T(n, )¢ = T(n, 7)Q(r)p — T(n,n0)P(1o)T (o, 7)Q(7)p,
e portanto estimamos ||T'(n, 7)p||5, como

IT(n,7)ells, < Ke®"[Q(n)lls,—s, lI¢lls,
+Kem 00| P(ng) ||, —5, Ke* ™ Q(n)l|s,—s5, ¢5,

< Ke?®= D sup(1 + | P(m)|l5,—5,) | #lls,

m>0

e 200l [ P(ng) |5, s, sup(l + |P(m)|ls,—s, )lI#ls,

< Keo®=m) |||,
Isto completa a prova.

O

A seguinte propriedade do operador solucao tem um papel fundamental nos resultados

desta dissertacao.

Proposicao 2.1 Assuma que a condi¢ao (2.1) € satisfeita, entao existem constantes po-
sitivas K7 e o tais que a sequinte estimativa € vdlida:
T (n,m)||5, 5, < K#ee™ ™ n>m > 0. (2.4)

Demonstragao: Seja x(-,m,¢) a solu¢ao do sistema homogéneo (1.1) passando pelo

ponto (m, ) como definida na se¢do anterior. Para provar (2.4) ndés observamos que, em
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vista da condi¢ao (2.1), nos obtemos

n—m<6<0 n—m<6<0

n+60—m
max |z(n+6,m,p)| < max (Z Mj) lells,

j=1

< (z Mf) ols.
j=1

1 J
_ M
W) lels,

IN
3
;
/-\H

<

2M

T e a? =log M, nos temos a desigualdade (2.4) desejada.

U

Proposigao 2.2 Assuma que a condi¢ao (2.1) € satisfeita e que o sistema (1.1) tem

dicotomia exponencial com dado (o, K, P(n)), entao

(1) suppez+ [|P(n)|5,—8, < +00.

(ii) Im(P(m)) = {p € B, : e "™ T (n,m)yp ¢ limitado para n > m} para 0 < n < a.

Demonstragao: Para provar (i), seja 7 > 0 fixo, tome 7, = inf{|j¢ + [z, | ¢ €
P(T)B,, ¥ € Q(1)B,, |l¢lls, = [¥]s, =1}. Se ¢ € B, tal que P(1)p # 0 e Q(7)¢ # 0,
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entao

)@ Q(T)e
cls, T QMels,

" Shéﬁ

B’Y
g L IP@ls Qe
HRGE B Tcr
L [e—Qneleels, + 1Pl Q)
POels, [Qmels, .
L, Q@lPeel, ~ [0l
POels, el .
| 1@ els IPEells, — 1 els s,
Snmﬂmm<W“”‘ 1Qm)els, )
1
< T el + 1P()e + @l
2l
Pl

Assim, |[P(7)¢]

2|l
, < == logo | P(7)|l5,—5, < 2

v — w_T
Resta mostrar que existe uma constante ¢ > 0 (independente de 7) de modo que 7, > c.
Para isto nos consideramos ¢ € P(7)B,, e ¢ € Q(7)B,, com [|¢|/s, = ||¢|l5, = 1. Usando

a limitagao exponencial do operador solucao, e que

a#(n—1
IT(n, 7) (0 + D)5, < T (0,75, —8, 0+ Dll5, < KFe " Dlp + 9lg,

IT(n, 7)p + T(n, 7)0lls, 2 | T(n, )¢5, = IT(n,T)¢lls, = K e — Keo"™7)
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obtemos || + |, > (K#e (=) ~1(K~1e*=7) — e~o(=7) .= ¢, .. E portanto

Yy > cn_r. Observe que, para m suficientemente grande, temos ¢, > 0, e portanto

0<em <

Para provar (i) observamos que Im(P(m)) C J, onde J denota o conjunto em (ii), pois
como vale o ftem (4ii) da Definigio 2.1, daf e ""=™||T(n,m)y||p, < Ke (@tM0=m) Para
ver a inclusao inversa ndés notamos que, tomando ¢ € J ¢ verdade que
e~ =T (n,m)ep||p, < C logo |T(n,m)p|s, < Ce"™=™) usando isso e a dicotomia

exponencial do operador solucao

1Q(m)ells, = T (m,n)Qn)T(n, m)¢|s,
< Ke®™Q(n)5,—5, 1T (n,m)¢lls,
< Kea(mfn)ééren(nfm)

= Cele=nm=n) _, (0 quando n — +oo

Como ¢ = P(m)p + Q(m)p = P(m)p vemos que ¢ € Im(P(m)).
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3 FEstabilidade

Comecamos por enunciar o teorema que serd provado nesta secao.

Teorema 3.1 Assuma que a condigao (2.1) é satisfeita e suponha que 0 ¢ Ac(Yy).
Entao toda orbita [P-estdvel do operador solugao de (1.1) é exponencialmente estdvel, com
1 < p < +oo. Mais precisamente, para cada T € Z1 e ¢ € BO(T), existem constantes

positivas N, v independentes de ¢ e T tais que a sequinte estimativa vale:

1T (n, T)ells, < Ne?""™||T(m, 7)plls,, n>m > . (3.1)

Inicialmente demonstraremos o Teorema 3.1 no caso p = +o0o. Afirmamos que para provar

o teorema é suficiente mostrar que
IT(n, m)ells, < Ne " |z, n > 7. (3-2)

Com efeito, nos consideramos m > 7 e fixe ¥ = T(m,T)y, logo ¥ € B(m). Admi-
tindo que a desigualdade (3.2) é valida, para n > m, || T'(n,7)¢|s, = [|T(n,m)yY|s, <
Ne " 0=mjy||g, = Ne=" "™ T (m, 7)¢l|s,

Agora devemos provar que, com as hipdteses enunciadas no teorema , vale a desigualdade
(3.2), para isto, podemos supor ||¢||z, = 1. Como 0 ¢ Ac(Ty), entdo existe uma constante

positiva, podendo ser tomada maior que 1, tal que

ClITotlloc = [I€lloe, ¥V & € I5°- (3.3)
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De fato, pela deﬁnigéo tem-se que existe € >0, Vy € 5°, |yl =1=|Ty|l« > €. Logo,
pondo y = Héll tem-se [ To&loc > [|€]loos caso £ < 1 = C =1, caso contrario tome

C=1>1.

Tome 7y :=sup{n > 7: T(n,7)p # 0} e seja 75 algum nimero natural tal que 7 < +00
eT <7y <7. Quando 7 > 1 nos definimos as fungoes £ € [5° e n € [*° por

(

0, 0<n<m,

£n) = <Zuwwus) fnme mensm
<Z ReSEN ) T(n,7)p, n> T,

0, 0<n<71-—-1,
T(n+1,7)p
n(n) = , T—1<n<m,
=4 T+ 1 r)ells,
0, n Z T2.
Quando 7 = 0 nos definimos
(
0, n =20,

£ln) = (ZHTkOsoHB> frle Dsn s

T(n,7)p, n > To,
ZHMMHB) (. 7)e :

T(n+1,0)p
nn) =< [IT(n+1,0)¢ls,
0, n > T2.

0§n<7'2,

E facil ver que Yo = 1. De fato, comecaremos por provar para 7 > 1. Se 0 <n <7 —1,

nos obtemos {(n + 1) = T'(n+ 1,n)¢(n) =0 = n(n).
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Se 7 < n < Ty, nd6s obtemos:

n+1 n
En+1)—T(n+1,n)n) = (Z W) (Z HT(n;l,n)) T(n,7)p

Tk 1)els Tk 1)¢ls,

B nirl T(n+1,7) Z T(n+1,7)
— [Tk, T 90||st 1T (k, 7 <p||57
T(n+1,7)

T+ 1 7)ells,

=n(n).

O caso em que n = 7 — 1 nao foi incluido em nenhum dos dois casos anteriores porque
&(n+1) estéa definida na segunda equacao enquanto £(n), na primeira e portanto {(7—1) =

0. Assim temos

En+1) =T +1,n)¢n) =&r)=-T(r,7— 1)1 —1)

_ T(r,7m)p
1T (7, 7)ellB,

__¥
lells,

=n(r—1) =n(n).

Quando n > 1y,

iT(nH,w " T(n +1,0)T(n, 7)p

—~ Tk 1)els,

_iT(n—i—lT Z Tn+1,7)¢
“ Tk, m)ells, = 1T 1)ells,
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=0 =n(n).

+1,
Para n = 7 veja que &(72 + 1) Z W e
B

(n+1,7)¢
T(n+1 L,
(n+1,n)¢(n) =T(n+1,n ZHTkmpHB ZHTkTSOHB

como estamos no caso em que n = Ty, temos que (YE)(7) =0 = n(m).

Ainda resta verificarmos o caso 7 = 0. Se n = 0, devemos calcular (Yo£)(0) = £(1) —

T(1,0)£(0) = mT(l,O)go =n(0). Se 0 <n < 7y,

n+1 n 1
(To&)(n <Z Tk, 0)¢lls, > T(n+1,0)p —T(n+1,n) (; m) T(n,0)¢

_ T(n+1,0)
I7(n +1,0)¢l|,

=n(n).

.
- (S ) e+ (i ) o

=0 =n(r).

T2 1
(To&)(n <Z IT(k, )¢5, > T(n+1,0)p —T(n+1,n) (kz:; —||T(k:,0)g0||57> T(n,0)¢

=0=n(n).
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Assim em todo caso temos a igualdade To& = 7.

Usando a desigualdade (3.3), no caso que 7 > 1, a observagao que nos deu T¢ = 7, obtemos

ClT¢l[oc = [I€lloc = Clinlloe = ll€llee = [I€llec < C, isso porque sup,ez+ [In(n)ls, = 1,

assim
a 1
1T(n,T)ells, Q) g < C
; 1T (k, 7)ells,
Analogamente para 7 = 0 n6s temos
70,0, 3 e < C
) B, T o = O
2T 0)¢s,

Para finalizar esta parte da prova devemos enunciar e provar o seguinte lema

Lema 3.1 Seja {z,}n>n, uma sequéncia de nimeros reais positivos, e sejam, C' > 1 e
K,a > 0 constantes tais que x, < Kex(n—no) o ZZ:% xnx,gl < C comng <n < ny.

Entao existem constantes positivas N, v dependentes unicamente de K, C, « tais que

z, < Ne_”("_”O), n<n<n.

Demonstracao: Ponha S, = Z:zno x,;l. Da hipotese x,S, < C, nos temos

< —C !
TnSp
Portanto
1
Snfl = Sn - l'gl = Sn <1 - SL’nSn) S Sn(l — Cil)
Logo, S—ln < 1§n6:1. Assim,
C 1-Ct (1—C o 1 C—1\""
n < —<(—rnun-——<... < — 1_*n*non0§K .
Sy SO s s0Tg C-cm)ye C(o)

Pela substituicio N = KC e v = In (%) completamos a prova.
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Agora usamos o lema com {z,} = {[|T(n,7)¢|s, }, no = 7 e ny = 7. Como foi dito
anteriormente podemos tomar o C' da desigualdade (3.3) maior que 1. Assim as hipoteses
do lema ficam satisfeitas e podemos aplica-lo obtendo a requerida desigualdade para o

caso de p = 400

O
Para mostrar a desigualdade no caso 1 < p < 400 necessitamos da seguinte proposicao:

Proposicao 3.1 Sob as condigoes do teorema abordado no presente capitulo, com 1 <

p < +00, para todo T €ZT e p € 82(7), nds temos
|T(n, T)lls, < UT(m,7)olls,, n>m>T, (3.4)
com | > 0 uma constante independente de T e ¢, e
1
1T(n+m,7)ells, < SIT(m,7)ells,, n=k m=>m, (3.5)

com k € 2" independente de T e .

Demonstragao: Pelo fato de 0 ¢ Ao (Y)), existe uma constante C' > 0, tal que
CllToéll, = NIl V€ €15 (3.6)

Chegaremos a (3.4) tirando proveito de (3.6). Com efeito, consideramos 7 € Z*, ¢ €

B°(7), m > 7. Defina as fungdes & € I} por
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Agora calculamos (To€)(n). Lembrando que (Y€)(n) = {(n+ 1) — T(n + 1,n)¢(n) fica

claro que, para 0 < n <m — 1, temos (Y¢)(n) = 0. No caso em que n > m temos

(YE)(n) =Tn+1,7)e—T(n+1,n)T(n,7)p

=Tn+1L,7)p—Tn+1,7)p=0.

Resta observar o caso m = n, neste temos {(m+1) = T(m~+1,7)p e {(m) = 0, e portanto

(YE)(m) =T (m+ 1,7)p e escrevemos

T(m+1,7)p, m=n,

(TE)(n) = {

0, caso contrario.
Usando (3.6) temos
CIT(m+1,7)¢ls, > [ T(n7)pls,, n>m > 7

Levando em conta a limita¢do exponencial do operador solugao do sistema (1.1) junto

com a desigualdade acima escrevemos T'(m + 1,7) = T(m + 1,m)T(m, T) e obtemos
IT(n, 7)ells, < CKFe® Tm, )¢l 0> m >

Pondo | = max{1, CK#e*"} conseguimos a desigualdade (3.4). Provaremos agora a

desigualdade (3.5). Sejam a < b dois niimeros naturais com a > 7 tais que

1
1T T)¢lls, > 51T (@, 7)ells, -
De (3.4), nés temos que

1
UT(a, 7)ells, 2 IT(n, 7)els, 2 51T (e, 7)ells,, a <n <b. (3.7)
Com efeito, usando (3.4) para n > a, l||T(a,7)¢|s, > |T(n, )¢z, > | T, 7)¢|s,,
agora usando a desigualdade anterior nos da ;||T(b,7)¢lls, > 5T (a,7)¢|s,, dai segue

a desigualdade acima.
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Defina a fungao & € If) por

b+1
T(n,T), n>b+1.
\(Z ||Tk‘790||87> 1)

Fazendo um calculo semelhante ao que foi feito para mostrar a desigualdade (3.1) no caso

p = 400 pode-se ver

0, 0<n<a,
Tn+1,7)
T n) = , a<n<hb,
o)) =4 T+ 1, 7)o,
0, n > b.

A partir da desigualdade (3.6) nos podemos deduzir que S0_ l£(n)||5, € limitado su-
periormente por C'(b — a + 1), isto desde que [[(T€)(n)|/s, = 1. Assim a estimativa (3.7)

2 HTkaB>

k=a+1

implica

Clb—a+1) Z IT(n, 7)o, (

n=a+1

n

1
> 3 e s (3 i

2 a,7)¢lls,

1 b
DY) Z (n—a)

n=a+1

(b—a+1)(b—a)
412 '
Portanto, b —a < 412C. Pondo k := [|[41*C|] + 1 (onde [|s|] denota o maior inteiro < s), a

desigualdade (3.5) segue, completando assim a demostra¢ao da proposi¢ao.
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O

Demonstragao do Teorema 3.1 no caso 1 < p < 4o00: Usando a proposicao anterior
comn >m >71eescrevendon —m =nmk+r, 0<r <k, ng €Z". Pelas desigualdades

(3.4) e (3.5), nos temos

1 l
IT(n, T)ells, < G 1T+ m, m)ells, < 5o IIT(m, T)ells, -

’Y—2n1

Tomando N :=2l e v :=InZ obtemos (3.1).

Do teorema anterior, segue o seguinte corolario.

Corolério 3.1 Sob as condi¢oes do teorema abordado nesta se¢io, o espagco B°(T) pode
ser expresso como BY(1) = {¢p € B, : |[T(n,7)¢lls, < Ne"" | ¢lls,, n > 71 >0}, para

certas constantes positivas N, v. Portanto, B°(1) é um subespaco linear fechado de B,.

Demonstracgao: Basta observar a definicao do espago B°(7) e substituir o resultado

obtido do teorema nesta definigao.



32

4 Dicotomia Exponencial

Neste capitulo trataremos do resultado central desta dissertacao o qual enunciamos abaixo.

Teorema 4.1 Assuma que a condi¢io (2.1) é satisfeita. Entao para 1 < p < 400 as

sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(i) A equagao (1.1) tem uma dicotomia exponencial.

(ii) T : 1P — [P é um operador sobrejetivo e B°(0) é complementado em B,,.

Demonstracdo do Teorema: (¢) = (i¢). Primeiro nos preocuparemos com o caso
1 < p < +oo. Suponha que (1.1) tem dicotomia exponencial. Nos observamos
que P(0)B, = B°(0). A relagio P(0)B, C B%(0) vem do fato que para ¢ € P(0)5,
usando a dicotomia exponencial, temos [ T(n,0)¢|[s, < Ke™*"[¢lls, = [[T(n, 0)¢llz, <
KPe™"[|pl|; o qual implica que

”||s0||

Z 1T (n, 0)¢lls, < ZK” el = 7=

o que por sua vez implica que ¢ € B°(0). Enquanto a inclusdo inversa pode ser vista

através da desigualdade

IT(n, 00QO)¢ls, > e QO)¢lls, (@)
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a qual nos diz que Q(0)p = 0. Logo ¢ = P(0)p + Q(0)p = P(0)¢ e dai p € P(0)B5,.
Portanto B°(0) é complementado em B, pelo espago Q(0)5,

Se n € IP nos definimos a funcao § : Zt — B, por £(0) = —> 2 T(0,7)Q(T)n(r — 1) e

=> T(n,7)P(r)(r=1)— > T(n,7)Q(r)n(r —1), n > 1.
=1 T=n+1

Pela Proposicio 2.2 da secao "Sobre Dicotomia Exponencial", existe uma constante C' > 0

independente de n tal que
lEm)lls, < C e n(r = 1)]s,-
=1

A qual é obtida usando a dicotomia exponencial para o operador T'(n,7) e a existéncia
do sup,,> [|[P(m)|5,—s, € do sup,,>¢ |Q(m)||s,—p,. Para um nimero ¢ conjugado de

p (isto é, 1 = p~' + ¢ '), e considerando que

-1
ile—an—ﬂ < Zl —a(r—n) + Z
n= n=

<2 i e—a(n—T)

2
1 —e @’

tem-se

A 2 % . —aln—7
s, < € (120 ) Do et - DI,
=1

e agora somando com respeito a n e considerando que 1 + § = p, temos

STl <o () SOS e e - s
1—e

n 1=1
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Q3

[e.9]

¢ (1 _26&) S e (e~ 1),

=1 n

. 9 q 9 >
— (v P
C (1 — ea> (1 — e‘“) ;:1 [n(m =Dz,

Dai, )
2C

1l—e @

1€l < 171l

Como 71 € [P temos que & € [P. Mais ainda, podemos deduzir da definicio de T, que

T¢ =n e portanto T é sobrejetivo. De fato, se n = 0 tem-se

(YE)0) =T(1,1)P1L)0) = > T(1,7)Q(r)n(r = 1)+ Y T(L,m)Q(r)n(r — 1)

cason > 1,
(T&)(n) =Y T+ 1L,7)P(r)n(r—1) = > T(n+1,7)Q(r)n(n—1)
=1 T=n+1
~T(n+1,n)Y T(n,7)P(r)n(n— 1)+ T(n+1,n) > T(n,7)Q(n)n(n—1)

=Tn+1,n+1)Pn+1)nn)+T(n+1,n+1)Q(n+ 1)n(n)

= (P(n+1)+Q(n+1))n(n) = n(n).

Nos provaremos (ii) = (i) do Teorema 4.1 a partir da seguinte estimativa.
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Proposicao 4.1 Assuma que a condi¢ao (2.1) € vdlida. Para 1 < p < 400, suponha que
a aplicagio T é sobrejetiva e B°(0) é complementado em B.,. Entdo existem constantes

positivas N, v tais que
IT(n,0)¢lls, > Ne"™ || T(7,0)¢|l5, (4.2)

para ¢ € BY(0), n>7 >0 onde B(0) denota o complemento de B°(0) em B,.
Antes da demonstragao da proposi¢ao enunciamos e provamos o seguinte Lema:

Lema 4.1 Seja {x, }neny uma sequéncia de nimeros reais positivos. Assuma que existem

(n—m)

constantes ¢ > 1 e K,a > 0 tais que x,, < Ke® T €

n
Z:{;m:r:,;lgc, Vn>m>0.

k=m

v(n—m)

Entao existem constantes N, v dependendo unicamente de K, ¢, a tais que x,, > Ne Tm

paran > m > 0.

Demonstragao: Seja S, =Y ,_ i De 2,5 < ¢, nés temos

-1 _ )
—c
TnSn —
Portanto,
1
Sy =81 —ax 1, =S, (1— < S, q(1—=ct
! xn—l 1( xnlSnl> o 1( ¢ )
Entao, ﬁ < % Assim,
c 1—c! (1 — ¢ Hn—m
Tm < —<c¢ <‘..<C—:Cl_cflnfmxn
o Sm - Sm+1 - o Sn ( )

Para finalizar a prova, escolhemos N = %, v=In_*%.
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Demonstracao da Proposicao 4.1: Primeiramente nés tratamos do caso p = +oo.
Denotamos por D> o conjunto de todas as fun¢oes £ € [* para as quais £(0) € B(0) equi-
pado com a norma de [*°. Do Teorema do Isomorfismo de Banach, existe uma constante
C > 0 tal que

ClIT¢lloc = [[€lloos ¥V & € D (4.3)

Escolhemos ¢ # 0, ¢ € B'(0) de modo que T'(n,0)p # 0 para todo n > 0. Caso
contrario, existe 7 > 0 tal que T(7,0)¢ = 0, e se nés definirmos &(n) = T'(n, 0)¢p, entdo
£(n) =0, V n > 7, pois tem-se £(n) = T(n, 7)T(r,0)¢ = T(n,7)0 = 0. Assim & € [, o
que implica que ¢ € B°(0)NB(0), e portando ¢ = 0 0 que é impossivel. Para um ntimero

natural 7 suficientemente grande, definimos as fun¢ées &, 7 : Z+ — B, por

i —T(n,O)go 0<n<rt

gn) =< 5 IIT(m, 0)¢ells,
07 n Z T,
’ T 1,0
— (n + 1, )90 ’ 0<n< T
n(n) =< IIT(n+1,0)¢ls,
0, n>rT.

Entao £ € D*® e n € [, e temos que T = 1. Segue de (4.3) que existe uma constante
C >0 tal que

T(n,0) .
ZH T, SDHB <G 0<n<rt
< || T(m, 0)¢[5,

Desta ultima desigualdade, da limitagao exponencial do operador solucao e do Lema
4.1., nés obtemos [|T'(n,0)¢|ls, > Ne*"7|T(r,0)¢|lz,, n > 7 > 0. Isto completa a

demonstragao para o caso p = +00
0

Para provar a proposicao acima para o caso 1 < p < +00 nos precisamos do seguinte

lema:
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Lema 4.2 Sob as hipoteses da Proposi¢ao anterior, temos as sequintes estimativas:

(i)
I7(n,0)¢lls, = LT (7,0)¢s,, ¢ € B(0), n>7 >0, (4.4)

onde | € um niumero positivo apropriado independente de T e n.

(i)
1T (7 +n,0)¢lls, = 2|T(r,00¢ll5,, n >k, 720, ¢ € BY(0), (4.5)

onde k € um nimero natural dependente de | e C' (aqui C' € a constante dada na

desigualdade (4.3))

A demonstragao do lema acima é feita no fim do capitulo.

Nos agora provamos a Proposicao 4.1 para o caso 1 < p < +o00.
Demonstragao da Proposigao 4.1: Dado 1 < p < 400. Tendo em vista o lema acima,
se n e T sdo nameros naturais tais que n > 7, escrevendo n — 7 = mk + r (onde k é a

constante obtida na parte (i7) do lema), para 0 < r < k e m € Z", obtemos
1T (n,0)¢lls, = 2" T(r +7,0)¢lls, = 2"I|T(7,0)¢|5,-

Tomando N =L e v =1In2 a desigualdade (4.2) segue.

O

Agora estamos prontos para mostrar (ii) = (i), lembrado que ainda estamos no caso
1 <p< +oo.
Demonstragdo do Teorema 4.1: (i) = (¢) Seja B'(n) = T(n,0)B'(0), para n > 0.
Entao,

T(n,7)B(t) C B°(n), T(n,7)B' (1) = B'(n), n>7>0. (4.6)
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De fato, tomando ¢ € B°(7), queremos verificar que T'(n, 7)¢ € B°(n), temos por defini¢ao
que

ST )T, el = S IT 0 el < SN T)ellh, < 4o

k=n k=n k=1
o que implica que T'(n, 7)p € B°(n). Por outro lado, tomando ¢ € B'(7) podemos escrever
o ="T(7,0)¢, ¥ € B°(0) e dai

T(n,7)p =T(n,7)T(1,0) = T(n,0)y € B*(n).

Considere DP := {£ € [P : £(0) € B'(0)} equipado com a norma de [?. N6s observamos que
DP é um subespaco fechado do espaco de Banach [” e portanto é completo. Pela Observa-
¢ao 2.1, nos temos que ker T = {£ € P : £(n) = T(n,0)p, n € ZT, para algum ¢ € B°(0)}.
Levando em conta que B, = B°(0) & B'(0) e que ¢ = £(0) € B'(0) por definigio de D? e
€]l, < oo, nos obtemos que ker Yppr (a restricdo de T a DP) é {0}. E podemos afirmar
qge Ypr € sobrejetivo. De fato, para cada n € [P existe uma funcao £ € I” tal que T¢ = 7,
pois T é sobrejetivo de I[P sobre [P. Agora nos escrevemos £(0) = £°(0) + £'(0), onde
£%(0) € B0) e £'(0) € B'(0). Nos definimos §(n) := T'(n,0)£%(0), n > 0, como £°(0) €
B°(0), 6 € ker Y. Ponha 7} = £ — 4, logo 1) € IP(Z*, B,,). Denotamos 7(0) = £(0) € B*(0),
portando 77 € DP. Por outro lado (Y7)(n) = (T&)(n)—(Yd)(n) = (TE)(n) = n(n), assim a
afirmacao fica provada. Finalmente, Tpp : DP — [P é inversivel. Agora, pode-se conluir,

do Teorema do Isomorfismo de Banach, que existe uma constante C' > 0 tal que
ClIrell, = IIel,, ¥ € € D7, (4.7)
Afirmamos que B, = B'(n) @ B°(n), n € Z*. De (4.7) n6s obtemos que
0¢& Ao(Ty).

A relagdo acima e o Corolario 3.1 implicam que B°(n) é fechado. Do fato que B'(0)
¢ fechado, deduzimos que B'(n) é fechado e B'(n) N B'(n) = {0}. Com efeito, tome
¢ € B°(n) N B'(n), em particular ¢ € B'(n) e portanto por (4.6) existe ¥, T'(n,0) = ¢,
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mas como Yo || T(k,n)¢lls, = > e, IT(k,0)0|s, < +oo implica que 1) € B°(0) =
Yv=0=¢=0.

Fixe um ndimero natural 7 > 0 e ¢ € B,. Para um namero natural m > 7 + 1 nos

definimos as seguintes fun¢ées &,n : ZT — B,. por

0, 0<n<T,
En)=¢ n—7+1)T(n,7)p, 7T<n<m,
0, n>m,
¢ (
0, 0<n<rm,
T(n+1,7)p, T<n<m,
n(n) =
—(m—7+1)T(m+1,7)e, m=n,
\ 0, n > m.

Entao &, n € [P e satisfazem a equagao (Y¢)(n) = n(n) para todo n > 7 > 0. De fato, Se

7 < n < m, obtemos

(Y)(n) =n—7+2)T(n+1L,7)p—(n—7+1)T(n+1,n)T(n,7)p

=T(n+1,7)p=n(n).
Se n = m nobs obtemos
(TE)(m) = =T(m+1,m)¢{(m) = —(m—7+1)T(m+1,7)p = n(m).

Se n > m nés obtemos (T¢)(n) = 0 = n(n). Como Y é sobrejetiva por hipotese, existe
0 € I” tal que Yo = n, e que nos da & — 0 € ker Y. Assim, da definicao do ker T,
&(n) —6(n) = T(n,7)(¢ — (7)), n > 7, o qual implica que ¢ — §(7) € B°(r). Por
outro lado, nos observamos que n(n) = 0, 0 < n < 7, portanto pela definicdo de T,
d(n+1)=T(n+1,n)d(n), 0 <n<7.Sed0) =27 +4" § € B(0), i=0,1, entdo

S(r)=T(r, 7 — )T (r — 1,7 —2)---T(1,0)6(0) = T(7,0)6(0) = T(7,0)8° + T(7,0)5",
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e por (4.6), nos temos que T'(7,0)0" € B (7). Portanto p = p—3(7)+T(1,0)6°+T(7,0)0' €

B°(7) + B'(7). Assim nossa afirmacao fica provada.

Sejam P(n) as proje¢oes de B, sobre B°(n) com nucleo B'(n), n > 0. Entdo a relagao
(4.6) implica P(n)T'(n,7) = T(n,7)P(7), n > 7. Para isto escrevemos ¢ = ¢’ + !, ¢° €
B°(7), ¢! € BY(7), lembramos que P(n)¢ =0, ¢ € B'(n) e P(n)p = ¢, ¢ € B°(n). Por
(4.6) T'(n,7)¢' € B'(n), dai P(n)T(n,7)p' = 0 e temos que P(n)T(n, ) = T(n, )¢’ =
T(n,7)P(T)e.

De (4.2) e (4.6) nos obtemos que a restrigao T'(n, 7)[Im(Q(7)), n > 7, € um isomorfismo
da Im(Q(7)) na Im(Q(n)). Com efeito, observe primeiramente que Im(Q(m)) = B'(m).
Assim usamos (4.6) para ver que T'(n, 7) é sobrejetivo vendo que T'(n,7)B (1) = B(n) e
a injetividade se d4 da seguinte forma. Tome ¢ € B'(7), existe ¢ € B(0), ¢ = T(7,0)¢

e a desigualdade (4.2) se aplica a ¢ e temos

IT(n, )¢l = I T(n, 7)T(7,0)¢ |5, = T (n,0)¢[l5, = Ne"™ |||,

Finalmente, por (4.2) e Teorema 3.1 existem constantes K,a > 0 tais que obtemos os

itens (iii) e (iv) da Defini¢ao 2.1. Usando a desigualdade (3.1) com m = 7, obtemos que
IT(n, 7)¢lls, < Ne?"" o],

Agora, tomamos ¢ € Q(7)B, com T > n, entdo existe § € B'(0) tal que p = T(7,0)d =
T(1,n)T(n,0)d, como T(7,n) é isomorfismo de Im(Q(7)) em Im(Q(n)) como ja foi mo-
strado, e ¢ € Im(Q(7)) entdo podemos escrever T'(n,7)e = T(n,0)d. Como & € B(0), a

desigualdade (4.2) se aplica a § da seguinte forma
IT(7,0)8l15, = Noe" ™| T(n,0)8l5, = Ny ‘e llplls, = [T (n, )],
Agora tomando K = max{N, N;'} e a = min{v, 5} temos as desigualdades:

HT(an)SOHBy < Ke_a(n_T)”SOHBw nz>T2z 07 Y e P(T)B’w
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IT(n, 7)olls, < K™ llolls,, 7> n, ¢ € Q(7)B,.

Assim a equacao (1.1) tem dicotomia exponencial.

Nos agora provaremos o Teorema 4.1 para o caso p = +oo.
Demonstragdo do Teorema 4.1: (i) = (i3) Observe que P(0)B, = B°(0). A relagao
P(0)B, C B°(0) segue da seguinte estimativa

sup [[T'(n, 0)P(0)¢lls, < sup Ke="[[P(0)¢lls, < [[P(0)¢lls,, ¢ € By;

n>0
a inclusdo inversa segue da estimativa (4.1). Com efeito, seja » € B°(0), logo {T'(n,0)Q(0)¢},
¢ uma sequéncia limitada em B.,. Entao (4.1) implica que Q(0)¢ = 0, portanto ¢ = P(0)¢.

Se n € I°°(Z", B,) nos definimos a fungdo & com valores em B, por

E(n) = T(n,7)Prhy(r —1) = Y T(n,7)Q(r)n(r —1), n > 1,

com £(0) = —>>>7, T(0,7)Q(7)n(T — 1). Noés temos a seguinte estimativa

2K
sup [|§(n)]s, <
n>1

s S T ea (s [P, —s, )17l

onde K, a sao as constantes da Definicao 2.1. Isso do seguinte modo:

lem)lis, <) Ke ™ D|P(1)s,—s, In(r = D,

=1

£ 3 K N|Q(T) |, —s, lIn(r = 1,

n+1

< (& (14w Pl e, ) ) <i e—aln—ﬂ)

T=1
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2K
< 2 (1 s POl s, ) Dl

passando o supremo em n em ambos membros é obtida a desigualdade.

Por definicao de T, nés temos T¢ = 7. Com efeito, verificamos primeiramente no caso

em que n = 0.

(T6)(0) = ¢&(1) = T(1,0)5(0)

= P(1)n(0) = Y TA,7)Q(r)n(r —=1) + Y _T(1,7)Q(r)n(r — 1)

Agora, se n > 0, temos

n+1 [e)

(Y&)(n) => T+ 1L,7)PE)n(r—1)— > Thn+1,7)Q()n(r —1)
~T(n+1,n)Y T(n,7)P(r)n(r — 1)+ T(n+1,n) Y  T(n,7)Q(r)n(r — 1)
=1 T=n+1

=Tn+1,n+1)Pn+1)n(n) +T(n+1,n+1)Q(7)n(n) = n(n).

Entao T : [P — [P é sobrejetivo. A prova (42) = (%) é semelhante ao que foi feito para o
caso 1 < p < +00 uma vez que as proposicoes e lemas utilizados foram provados também
para o caso p = 400, usando a norma || - ||«. De fato, seja B*(n) = T'(n,0)B*(0), n > 0.
Entao,

T(n,7)B°(1) C B°(n), T(n,7)B' (1) = B*(n), n>71>0. (4.8)

De fato, tomando ¢ € B°(7), queremos verificar que T'(n, 7)¢ € B°(n), temos por defini¢ao
que

sup [T (k. m)T(n, 7)plls, = sup [Tk, 7)lls, < sup Tk, 7l < o0,
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o que implica que T'(n, 7)p € B°(n). Por outro lado, tomando ¢ € B'(7) podemos escrever
o ="T(7,0)¢, ¥ € B°(0) e dai

T(n,7)p =T(n,7)T(1,0) = T(n,0)y € B*(n).

Considere D> := {£ € [* : £(0) € B'(0)} equipado com a norma de [*°. Nés observamos
que D* ¢é um subespaco fechado do espaco de Banach [* e portanto é completo. Pela Ob-
servacao 2.1, nos temos que ker T = {€ € [*° : £(n) = T'(n,0)p, n € Z*, para algum ¢ €
B°(0)}. Levando em conta que B, = B°(0) & B'(0) e que ¢ = £(0) € B(0) por defi-
ni¢do de D= e ||€|lc < 00, nés obtemos que ker Tp (a restricio de T a D) & {0}.
E podemos afirmar que Tp~ é sobrejetivo. De fato, para cada n € [ existe uma
funcao & € [ tal que Y& = n, pois T é sobrejetivo de [*° sobre [*°. Agora nés es-
crevemos £(0) = £°(0) + £1(0), onde £°(0) € BY(0) e £'(0) € B'(0). Nos definimos
d(n) == T(n,0)¢°(0), n > 0, com &£°(0) € B°(0), § € ker Y. Ponha i = £ — 4, logo
i) € 1°°(Z*,B,). Denotamos 7(0) = £*(0) € B'(0), portando # € D*. Por outro lado
(Yn)(n) = (YE)(n) — (Yo)(n) = (YE)(n) = n(n), assim a afirmagao fica provada. Fi-
nalmente, YTpe : D>* — [* ¢é inversivel. Agora, pode-se concluir, do Teorema do

Isomorfismo de Banach, que existe uma constante C' > 0 tal que
ClITE oo = [[€]lo, ¥V € € D™, (4.9)
Afirmamos que B, = B'(n) & B°(n), n € Z*. De (4.9) n6s obtemos que
0¢ Ao(Yy).

A relagdo acima e o Coroléario 3.1 implicam que B°(n) é fechado. Do fato que B'(0) ¢
fechado, deduzimos que B'(n) é fechado e B'(n) N B*(n) = {0}. Com efeito, tome ¢ €
B°(n)NB'(n), em particular ¢ € B'(n) e portanto por (4.8) existe ¢ € B'(0), T'(n,0)y =
@, Mas como suPys,, [|T(k,n)¢||s, = supys, [|T(k,0)¢|/5, < +oco implica que ¢ € B°(0) =
v=0=¢=0.
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Fixe um ndimero natural 7 > 0 e ¢ € B,. Para um nimero natural m > 7 + 1 nos

definimos as seguintes fungoes &,n : Z+ — B,. por

0, 0<n<rm,
En)=9 n—7+1DT(n,7)p, 7<n<m,
0, n>m,
€ (
0, 0<n<m,
T(n+1,7)p, 7<n<m,

nn) = —(m—-—7+1)T(m+1,7)p, m=n,

0, n>m.

\
Entao &, n € I* e satisfazem a equacao (Y¢)(n) = n(n) para todo n > 7 > 0. De fato, o

calculo é indéntico ao que foi feito para o caso 1 < p < 4o00.

Como T é sobrejetiva por hipotese, existe d € [*° tal que Yd =1, e quenos da {—4d € ker T.
Assim, da defini¢ao do ker T, {(n) — d(n) = T'(n,7)(p — (7)), n > 7, o qual implica que
¢ — 0(1) € B%(7). Por outro lado, nés observamos que n(n) = 0, 0 < n < 7, portanto
pela definicao de T, d(n+ 1) = T(n + 1,n)d(n), 0 < n < 7. Se §(0) = &° + &', &' €
Bi(0), i = 0,1, entao

S(r)=T(r,7 — )T (1 — 1,7 —2)---T(1,0)5(0) = T(7,0)5(0) = T(7,0)6° + T(7,0)s",

e por (4.6), nos temos que T'(7,0)6° € B'(7). Portanto ¢ = p—4(7)+T(7,0)6°+T'(7,0)' €

B°(7) + B(7). Assim nossa afirmagdo fica provada.

O restante da prova nao difere do caso anterior.
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Demonstragao do Lema 4.2: Fixe ¢ € BY(0), ¢ #0en > 7 > 0. Nos assumimos que

n > 1. Agora tomando a fungao £ : Z* — B, definida por:
T(m,0)p, 0<m<n-—1,
§(m) =
0, m>n—1.
Nos temos £ € DP. Entao, por definicao de T noés obtemos

—T(n,0)p, m=n-—1,

0, caso contrario.

(TE)(m) = {

A desigualdade (4.3) nos da C||T'(n,0)pl/z, > ||T(7,0)¢|s,, para todo 0 < 7 < n — 1.
Pondo [ := min{C~!,1} € Z*, daf segue a desigualdade (4.4). Mostraremos que existe
um nimero k = k(C,1) tal que vale a desigualdade (4.5). Escolhemos ¢ € B'(0), ¢ # 0,
tal que T'(n,0)¢ # 0, para todo n > 0. Para provar (4.5), fixe a < b dois niimeros naturais
tais que [|T'(b,0)¢|s, < 2[|T(a,0)¢||s,. De (4.4) temos

2
71T 0)¢lls, 2 [IT(n, 0)¢lls, = U|T(a, 0)¢l|s,, (4.10)

para todo a < n < b. Agora definimos a fungio £ : Zt — B, como

( b
1
- E | T'(n,0)p, 0<n<a,
( 170 ownsv)

o b
&) = — ( Z ||T(;> T(n,0)p, a<n<b,

T=n-+1 7—7 0)30”37

0, n>b.

\

Entao £ € DP. Usando a definicao de T obtemos que

Oa 0 S n <a,

T(n+1,0)¢
TE)(n) = ,
IO =1 170+ L0)glls,
0, n > b.

a<n<hb,
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Pela desigualdade (4.7), n6s obtemos

3=

Cb—a)r = [l

Isso porque vemos que [T, = (32, I(YOMIE )" = (SiZ I(reOmIE )" =

1
(Zi)" = -ap.
Usando a desigualdade de Holder, nos temos Zz;la 1€Em)|s, < (b— a)17%||§||p. Substi-

tuindo isto na desigualdade anterior, usando a estimativa (4.10) e vendo que C(b —a) =

C(b— a)l_%(b — a)%, nos temos

Clo—a) 2 Y ) lls, 2 3 1T (a, 00l ( > m> > Lo

n=a T=n-+1

Isto nos da b — a < 4C/1%. Pondo k := [|[4C/I?|] + 1, a desigualdade (4.5) segue. Isto

completa a prova do lema.
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5 Robustez da Dicotomia
Exponencial

Neste capitulo estudaremos a robustez da dicotomia exponencial da equagao (1.1) sob
pequenas pertubagoes, tal teoria produz um progresso significante na teoria das Equa-
coes Diferencas de Volterra com retardamento infinito. O teorema abaixo é o resultado

principal deste capitulo.

Teorema 5.1 Assuma que a condi¢io (2.1) € satisfeita e que a equagao (1.1) tenha
dicotomia exponencial. Além disso, seja {L(n, )} uma sequéncia de operadores lineares
limitados de B, em C". Se H := sup,ez+ [|L(n,-)||s,—cr € suficientemente pequeno,
entao a equacao

z(n+1) = L(n,z,) + L(n,z,), n >0, (5.1)

também tem uma dicotomia exponencial.

Um resultado similar foi obtido por Ha e Huy em [12], para equagoes diferengas ordinarias.

Para provar o Teorema 5.1 vamos usar a seguinte caracterizacao de dicotomia exponencial:

Teorema 5.2 Assuma que a condi¢io (2.1) € satisfeita e seja B um subespago linear

fechado de B.,. Entao para todo 1 < p < +00, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(i) A equagao (1.1) tem dicotomia exponencial com dado (o, K, P(n)) satisfazendo



5 Robustez da Dicotomia Fxponencial 48

ker P(0) = B.

(ii) Yg: 1l — 1P € inversivel.

Demonstracao: (i) = (¢¢) Como na demonstra¢ao do Teorema 4.1, temos que B, =
B°(0) @ B. Para um n € I? fixo, segue do Teorema 4.1 que existe £ € [P tal que TE = 7.
Por outro lado, pela definicao de B°(0) a funcao d(n) := T'(n,0)P(0)£(0), n > 0 pertence
a l? (veja que (Y0)(n) =0). Mais ainda, { — 6 € IP(Z7,B,) e que £ — § € [} pois

(€ —=0)(0) = £(0) = 4(0) = £(0) — P(0)£(0) = Q(0)¢(0) € B,

o qual implica que T({ — ) = T¢ — T§ = 1. Portanto Yz é sobrejetivo. Levando em
conta que B°(0) N B = {0}, segue que Tz é injetivo.

(i) = (4): Como YTz é a restrigdo do operador T ao subespago [%, segue que Y é
sobrejetivo. Como Y é parte de Tz em [P(Z*,B,) e T;' é um operador limitado, h4 uma
constante C' > 0 tal que C||Yo&||, > ||El,, ¥V € € I§(ZT, B,). Portanto 0 ¢ Ao(Yy), logo o
Corolério 3.1 vale e nos da que B°(0) é fechado. Agora provaremos que B, = B°(0) & B.
Dado ¢ € B,, com T(7,0)¢ = 0 para algum 7 > 0, entdao ¢ € B°(0). Caso contrério,
T(n,0)¢ #0, Yn € Z*. Nos definimos as fungoes &,n € IP(Z*,B,) por

£<n>={ o=l 'rz(n)z{ ~T(1.0)p, n=0,

Oa TL>0, O, n > 0.

Claramente, T¢ = 7. Como Yz € inversivel, existe ¢ € I3(Z",B,) tal que { —d € ker T e
portanto {(n) — d(n) = T(n,0)(¢ — 6(0)), n € Z*. Como § — 0 € IP(ZT, B,), isto implica
que ¢ = ©—05(0)+46(0) € B°(0)+B. Agora se ¢» € B°(0)NB, entdo a fungio & € IP(ZTB,),
definida por &(n) = T'(n,0)1, pertence a I Nker Y. Portanto T = 0 e portanto nos
temos £ = 0. Assim, ¢ = 0 0 que nos da a soma direta B, = B°(0) & B entao a afirmativa

segue do Teorema 4.1.
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Demonstracdo do Teorema 5.1: Consideramos 1 < p < +o00. ker P(0) = B, entao
B é um subespaco fechado de B,. Pelo Teorema 5.2 o operador Tz é inversivel. Agora
seja Y, : 1% — 17 definido por (2.3) com T(n + 1,n) substitido por T(n + 1,n) onde
T(-,-) denota o operador solucéo da equacio funcional linear (5.1). Nos agora definimos

o operador H* : [P — [P por (H*¢)(n) = E°(L(n,&(n))), onde

v, t=0,

5.2
0, t<0. (5-2)

E°(v)(t) = {

E facil ver que |H*|lp—» < H. Com efeito, primeiro observamos que ||(H*¢)(n)|| <

H||¢(n)|| para todo n. Isto é feito da seguinte maneira:

I(HE)(n)lls, = 1E°(L(n,&(n))lls,

= sup |[E°(L(n,£(n))))(0)]e

ez~

= |£(n,&(n))| < H[|E(n) |, -

Primeiramente verificamos a desigualdade para o caso 1 < p < +o0.

IRl = sup [[HE][;
léllo=1

= sup ZH(H*Q(H)HIZ;,

€ll»=1"=0

< sup > HP|E(n)IE,

€ll»=13=0

= sup HP Y _|lE(n)|lG, = H? sup1||§||£=Hp.

l€llp=1 n=0 I€ll»=
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Analogamente para p = +00, obtemos

[H 1o 1o = sup [[H*¢]|o

[[€lloo=1

= sup sup||(H*f)(n>HBW
[[€llcc=1 720

< sup supH|[|¢(n)]s,
J¢lloc=1 n>0

= sup Hsupl[|{(n)lls, =H sup [[{]lec =H.

[€llo=1  n20 €lloo=1

Deduzimos da defini¢ao de H* que Y. 5 = T —"H*. Como T é inversivel, pelo Teorema
de Pertubagao de Kato, nos obtemos que, se ||H*||;»—» é suficientemente pequeno entao
T, ¢ também inversivel. Pelo Teorema 5.2, n6s temos que a equacao (5.1) tem dicotomia

exponencial. [
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6 Sobre Solucoes Limitadas

Neste capitulo nos discutiremos a respeito de solugdes limitadas da equacao (1.1) sob
diversos tipos de perturbacgoes. Os resultados aqui obtidos sao interessantes porque po-
dem ser facilmente utilizados para obter informacoes sobre limitacao de solucoes de uma
enorme classe de sistemas incluindo as Equagoes em Diferencas do tipo Volterra. Nos
comecamos estudando a existéncia de solugoes limitadas para o seguinte problema de
evolucao:

z(n+1) = L(n,z,) + h(n), n >0, (6.1)
P(0)zg = . (6.2)

O primeiro resutado que temos é o seguinte teorema:

Teorema 6.1 Suponha que a equagio (1.1) tem uma dicotomia exponencial com dado
(a, K, P(n)). Entao para cada h € 1°°(Z",C") e cada ¢ € Im(P(0)), o problema de
valor inicial (6.1)-(6.2) tem uma inica solu¢ao x tal que x4 € limitada (em particular x

é limitada).

Antes da demonstracao do teorema anterior, enunciamos a féormula de representacao de
solugoes, devido a Murakami (ver [17]) e enunciamos e provamos o Lema 2.8 da referéncia

[2]', o qual sera ttil para nosso proposito.

Proposicao 6.1 Para cada (1,¢) € Z X B, a solugao z(-,7,¢,h) da equagao (6.1) para

ILembramos que aqui, o espaco B é o espaco de fase definido no capitulo de Preliminares.
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n > 1 passando por (T, ) satisfaz a sequinte rela¢ao:
n—1
va(1, 6, 1) =T(n,7)¢+ > _T(n, s+ 1)E°(h(s)), n > 7. (6.3)
Lema 6.1 Assuma que a fungao Z : [1,00) — B satisfaz a relagao
n—1
Z(n) =T(n,7)Z(r) + > _T(n, s+ 1)E°(h(s)), (6.4)
e definamos uma funcao y : Z — C" por
[Z(n)] (0), n>r,
y(n) = { (6.5)

[Z(T)(n—7), n<T.

Entao y(n) € solu¢ao da equagio (6.1) comn >71 ey, =2Z(n), n>r1

Demonstracao do Lema 6.1: Com as mesmas notagoes da proposicao acima, usando

a equagao (6.3) temos que
Z(n) = xu(7, Z(1), h).

Entao,
[Z(n)](s) =x(n+s,7,Z(T),h), s <0,

Usando as igualdades acima, n6s obtemos
Yn = Tn(7, Z(T), h).
Logo y, = Z(n) para n > 7. Como [Z(n)](0) = y,(0) = y(n), n6s obtemos
y(n) =z(n,7,Z(1),h) = Z(n,7,9y,,h), n> 1.

Chegamos que y, = Z(n) e y(n) é solu¢do da equagao (6.1) com n > 7.



6 Sobre Solugoes Limitadas 53
O
Demonstracao do Teorema 6.1: Defina a fungao £ com valores em B, por
&(n) =T(n,0)P(0)p+ > T(n,s)E(h(s)), n >0, (6.6)
s=0
onde I'(n, s) denota a fun¢do de Green associada a equagao (1.1), isto é,
T(n,s+1)P(s+1), sen—12>s,
[(n,s) =
—T(n,s+1)Q(s+1), ses>n—1,
e E°(-) é a fungao definida em (5.2). Observe que
n—1
£(n) =T (n,00£(0)+ Y _T(n,s+1)E°(h(s)), n > 0. (6.7)
s=0

Para certificar-nos da afirmagao acima nos calculamos £(0) na equagao (6.6) usando a

funcao de Green, temos
£(0) = P(0)p = Y T(0,5+ 1)Q(s + 1) E°(h(s)),
s=0

isolando P(0)¢,

e}

P(0)p = £(0) + > T(0,s + 1)Q(s + 1)E°(h(s)),

s=0

agora substituindo esse resultado na equagao (6.6) e usando uma propriedade do operador

solucao, obtemos

n—1

€n) =T(n,0)60)+ > T(n,s+1)Q(s + 1)E°(h(s)) + Y _ T(n,s+ 1)P(s + 1)E°(h(s))

s=0 s=0

= T(n,s+ 1)Q(s + 1)E°(h(s))



6 Sobre Solugoes Limitadas 54

= T(n,0)£(0) + i T(n,s+1)P(n,s +1)E°(h(s)) + i T(n,s+1)Q(s + 1)E°(h(s))
=T(n,0)£(0) + i T(n,s+1)E°(h(s)).

Agora nos definimos a funcao = : Z — C" por

() = { €()(0), sen >0,
[€(0)](n), sen <.

De (6.7) e do Lema 6.1 nos obtemos que x(n) é solu¢do do problema de valor inicial
(6.1)-(6.2) junto com a relagao z,, = {(n), n > 0. Mais ainda, n6s podemos deduzir que =
é limitada. De fato, nés temos a seguinte estimativa através do mesmo processo aplicado

no fim do capitulo de Dicotomia Exponencial:
|Zelloo < Kllels, +25up(1 + [P(m)]l5, —8, ) [lloo (1 = )7,

onde K é a constante dada na Definicao 2.1. De fato, a relacdo z,, = £(n) nos diz que
[|Zelloo = SUP,s0 [|ZnllB, = sup,>q [|£(n)]|5,, logo é suficiente calcular, (considerando o

supremo), ({(n)]|z, do seguinte modo:

n—1

le(m)lls, < IT(n,0)PO)¢ls, + D IT(n,s + 1)P(s + ) E*(h(s))|ls,

+ > 1T (0, s+ 1)Qs + 1 E°(h(s)) |15,

n—1

< Ko [P(0) 15, —s, lells, + D~ Ke™*"=D||P(s + DE(h(s)) |5,

s=0

+) K Q(s + 1) E°(A(s)) s,

sS=n
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n—1

< Ke™*"||P(0)]l5,—s, l¢lls, + > Ke V| P(s + 1)||5,—sz, |h(s)|
s=0

30 K DQ(s + D), s, I1(5)

n—1
< Ke"|[P(0)|l,—5, | ¢lls, + > Ke =71 Su>%(1 + [P(m)l5,—5,) |7l
s=0 m=

+3  Kertrmel fnlil?)(l + [[P(m)]l5,—8,)[[Allo

< K[e™*"||P(0)|,— 5, l¢lls, + 2(SU>I(3)(1 +[1P(m)l5,—5,) > e "] o]
m= s=0

= Kle™[P(0)ls,—s, lI¢lls, +2(sup(1 + [ P(m) 5, —5,))(1 = ™) M)

Para provar a unicidade, sejam x! e 22 duas solugoes do problema de valor inicial (6.1

)_
(6.2). Ponha z, = z! — 22 e logo 2(n) é uma solugao de z(n + 1) = L(n,z,), n >
0, P(0)zg = 0, pois P(0)x) = P(0)x3 = ¢. Usando a féormula de representagio de
Murakami (Proposi¢ao 6.1, nés obtemos que z, = T(n,0)zy, n > 0, uma vez que a
perturbacao é nula. Agora, lembrando que zyp = Q(0)zo e pelas propriedades (i) e (ii) da
Definigao 2.1, nés obtemos que zo = 7°(0,n)Q(n)z,. Pela propriedade (iv) da Defini¢do

2.1 e levando em conta a Proposicao 2.2, n6s obtemos

Iz0ll, < Ke™*"[[Q(n)]ls,— 5, [[2nlls,
< Kem™*(1+ [|[P(m)]|s,—s,) ]| 2nl]5,

< Ke™ ™ sup,,5o(1 + | P(m)||5,—5, )| 2e]l -
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No6s conluimos que zg = 0 e portanto z, = 0 o que implica a unicidade.
O

A seguir, nos estabeleceremos uma versao do resultado anterior que nos permite considerar

perturbagoes da equagao (1.1) localmente Lipschitzianas.
Para enunciar o proximo resultado nés precisamos da seguinte condigao:

Condigao (C): Suponha que as seguintes condigoes sao satisfeitas:

(C1) A funcdo f(n,§) é localmente Lipschitz em & € [*(Z",B,), i.e., para cada R
positivo, |£(n,€) = f(mm)| < Bl — nlle, para todo £ € I¥(Z*,B,) tais que

1€]loos 1Mloe < R, n € Z, onde 8 é uma constante positiva.
Cy) f(e,0) €1®(Z™",B,) é tal que
(C2) » Ry q

2K sup(1+ [[P(m)]|s,—5,) (3 + [ £(9,0)lloc) (L — ™) " < 1,

m>0

onde K, a sao as constantes da Definicao 2.1.

Denote por [*[N] a bola [|n]jec <N em [*(Z*,B,). Também denote por P(0)B,[N] a
bola |l¢|ls, <N em P(0)B,. Nos obtemos o seguinte resultado:

Teorema 6.2 Suponha que a equagao linear em diferenca (1.1) tem uma dicotomia ex-
ponencial com dado (o, K, P(n)) e a condi¢ao (C) vale. Entao existem constantes po-
sitivas M e N tais que para cada ¢ € P(0)B,[N] eziste uma tnica solugao limitada
y=y(p) =y(n,0,v) da equagao

y(n+1) = L(n,yn) + f(n,9),n >0, (6.8)

com P(0)Y = ¢ e tal que ||[Ys]|co < M.
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Demonstragao: Escolhemos M € R tal que

0(M) = 2K sup(1 + [|P(m)||,—5,) (M + 1)(B + [ f(e,0)[lc) (1 — ™) < M,

m>0

Dado ¢ pertencente a P(0)B,[N], com N' = K Y(M — §(M)). Nos consideramos o
operador €2 em [*°[M] definido por

(Q6)(n) = T(n,0)P(0)p+ > T(n,s)E°(f(s,£)), n >0, (6.9)

onde I'(n, s) é a funcdo de Green associada a equagao (1.1). O proximo passo é mostrar

que () estd bem definida. Para isto facamos as seguintes consideragoes:

Lof(s, ) < [f(5,6) = f(5,0)[ + [f(5,0)] < BlElloc + [/ (2, 0)|co-
2. (Bll€lloo + 115 (0, 0)]lo0) < (M +1)(B + [[f(®,0)lo)-

Tendo em mente o que diz a Condigao (C), usando as considerac¢oes acima e substituindo

I'(n, s), n6s argumentamos como segue:

n—1

Q) M)ls, < Kem™N + K sup(1 + I\P(m)\lswazsw){ Y e f(s,6)

s=0

+Z ) £(s,6)1}

2K
SEN+T— = iglg(l + [[P(m)l[5,—5,) (BlElloc + [[£(®,0)|oc)

<M = §(M) + 6(M) = M,

donde [[(Q€)|lcc < M. Resta apenas verificar que €2 é uma contragdo. Mostraremos que
operador €2 é uma contracdo com constante A\ := 2K 3sup,,~o(1 + |[|[P(m)|/s,—z5,)(1 —

e~)~!. A condigdao (C3) implica A < 1. Tome ¢ e n em [*[M], use a condi¢io (C)
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obtendo

1926 = Qlloe - = sup [[(Q)(n) — Q) ()]s,

[e.9]

ZF(TL, S)Eo(f(‘s?g) - f(87 77))

s=0

= sup
n>0

5,

<K (1 +fnuz%HP( )HBVHBW) sup <Z e In T f(s,6) — f(s, ?7)!)

2K
< 2 (1+sup||P< >HBWBW) BIIE = lloe) = A€ — 7l

A seguir, nos estabeleceremos a unicidade da solugao. Seja y = y(n,0,1) solugao de (6.8)
com as propriedades enunciadas. Considerando z(n) = (Qy,)(n), segue de um calculo
direto que z(n) = T(n,0)2(0) + 32" T'(n, s + 1) E°(f(s,¥s)), n > 0. Agora definimos a

funcao a : Z — C" como

a(n) = { 2)(0), sen >0,
[2(0)] (n), sen<0.

Aplicando o Lema 6.1, n6s podemos deduzir que a(n) satisfaz, a,, = z(n), n > 0, e é uma
solugao de (6.1) com h(n) = f(n,vs) e P(0)ag = ¢. Entao a diferenca x,, = a,, — y,, é
solugdo do problema linear (1.1). Dessa maneira, nos temos y, = (Qy,.)(n) +1'(n,0)(¢ —
(292)(0)). Agora pouha &(n) = [[T(n, 0)Q(0) (¥ — () 0Dz & W(n) i= 2, B(s+1),

noés temos

= 3" IT(n,0)Q(0) (¥ — (a)(0))lls, B(s + 1)

< KZ PEDNQ(s + 1) ls,—s, ®(s + 1) (s + 1)



6 Sobre Solugoes Limitadas 59

< K supy,»o(1 + [|1P(m)]ls,—s5,) (1 — ™) 7,

portanto ¥(n) < K sup,,so(1+ [|P(m)|s,—s5,)(1—e*)7'®(n), Vn >0, o qual significa
que ||T'(n,0)Q(0)(v) — (2. )(0))||5, é nao limitada em Z*. Como T'(n,0)(¢) — (2y.))(0) =
T(n,0)Q(0)(¥ — (Que)(0)), ye € Que sao limitadas em ZT, nés concluimos que y, =
(Qye)(n). Portanto a unicidade de y segue do ponto fixo da aplica¢ao 2. Isto completa a

prova do Teorema.

U

O seguinte corolario corresponde a um teorema de tipo Palmer para equagoes em diferenca

ordindrias lineares (ver Proposi¢do 2.8 em [11], p. 274).

Corolario 6.1 Suponha que a equagao linear em diferenga (1.1) tem uma dicotomia ez-
ponencial com dado (o, K, P(n)). Seja g(n,¢) uma fun¢ao localmente Lipschitz em ¢
com wvalores em C”, i.e., para cada nimero positivo R, |g(n,¢) — g(n,¥)| < Nyl —
V|, Y @, v € B, tais que ||o|ls, < R, |[¢]s, < R. Dado h € I°°(Z",C") satisfazendo

2K sup(1 + ||P(m)|l5,—5,) (N + [[Alloo + [lg(e, 0)l|oc) (1 — €)™ < 1,

m>0
onde K, o sao as constantes dadas na Definicio 2.1. Entao existem constantes M, N
tais que para cada o € P(0)B,[N] eziste uma unica solugao limitada x(n) da equagao de
evolucao nao-linear

x(n+1) = L(n,x,) + h(n) + g(n,z,), (6.10)

com P(0)xg = ¢ para n > 0 tal que ||Tel/cc < M.

Demonstracao: Tome f(n,§) = h(n) + g(n,&(n)), £ € I®(Z*,B,), ¢ suficiente mostrar
que f(n,¢) satisfaz a condigao (C'). Com efeito, observamos que, dados &, n € I*°(Z", B,),

&(n),n(n) € B,, para todo n > 0, usando as hipoteses sobre g verificamos a condigao (C5)
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< Ny[|€(n) = n(n)||5,

< Nysup[|¢(n) —n(n)lle,

= Ng[[€ = nlloo-
Entdo ponha § := N, e (C}) esta satisfeita. Note que a hipotese implica (C5), sim-
plesmente observando que ||f(®,0)||oc < ||h]|oc + ||g(®,0)||c. Portanto a Condigao (C) é

satisfeita.
O

Antes de discutir o proximo resultado, precisamos introduzir as seguintes exigéncias téc-

nicas:

Condicao (C)*: Nos assumimos as seguintes condigoes

(C1)* Para todo numero positivo R, |f(n,&) — f(n,n)] < F(n, R, ||§ — 1||«~) para todo
&,nel®R]etodon € ZT, onde F : ZT x Rt x Rt — R* é nao-decrescente com

respeito a segunda e a terceira variavel.
(Cy)* f(n,0)=0,VneZt.

(C3)* Existem constantes positivas p e ji tais que 35 := sup e 6(M)/M < 1, onde
5('/\/1) = 2KSHpm20(1 + ||P(m)||6'y—>8'y)||F(.7M7M)||2(1 - 672(1)1/27 K e a sao as

constantes da Definicao 2.1.

A seguir, consideraremos um exemplo concreto de uma fungao f que satisfaz a condigao

(C)* mas nao satisfaz o tltimo corolario com F € %

Exemplo 6.1 Defina f(n,¢) = %4(|0(0)) (X" a(s)¢(s)+9(0), ¢ € B, = B,(Z,C"),

onde v € uma constante suficientemente pequena, a(s)
—1

ma sequéncia de niumeros com-

plexos tais que m := Z a(s)e™ < +o0, e g : [0,00) — [0,00) € definida por

S§=—00
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g(x) = /x. Notamos que |§(x) y)| < 2|z —y| para todo x,y € [0,00). Com
efeito, vemos que |x —y| < 2(z +y) (x,y >0) e que o +y < \/x+ /Yy, portanto

|z —y| ]z =y x/\ —y\ <3
Vie=yl(Vr + /) \/_+\/_ ’

além disso veja que

o =yl
e dat | |
—Y
Vo= Vil = e < VAl

Como §(0) = 0, a sequnda hipdtese fica verificada. Finalmente a fun¢io F da Condigdo
(C)* ¢ dada por F(n,R,a) = V2(m + 1)|V|%(RCL% + Rza). Para isto é suficiente estimar
[f(n, ) = f(n,¢)| para o = €(n) e ¥ = n(n) com [¢ls,. |[V]s, < R e e -4l < a

Observamos que

1. |(0)] < sup |p(0)]e”” = [l¢]ls,
0eZ~

2. lp(s)]e™ < supyez- [p(s)le™ = llells, = lo(s)] < llells,-

3. Usando os itens acima, temos

191 (0)De(0) = g(1L )Y (0)] = [4(|p(0)(0) = 4(|2(0)])(0)
+5([(0)))(0) = ([ (0)))¢(0)]
< [9(le0))e(0) = 9(|(0))¢(0)]

+Hg([(0) D (0) = g(I(0))9(0)]

< V/2[(0) — ()l (0)| + v/2[(0)]¢(0)
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< V2l =dls, lels, + 20¢ls, lly = ¥ls,

< v2(azR + Rza).

4. Analogamente para s < 0 temos

19(1p(0)De(s) = a(1L0)Nv(s)l = 19 0))(s) = g([9(0) ) (s)
+3([0(0)De(s) — g (0)))(s)|
< [9(le(0)Ne(s) = g([(0))e(s)]

+Hg([0) D (s) — g([9(0))e(s)]

< V2l(0) = (0)[[(s)] + v/2[¥(0)]p(s) — W(s)]

< V2le = vlls, lells, e +/201¢ls, e = Yls,e™
< (a2R + Rza)e ""V/2.
Das observacgoes e reorganizando adequadamente a soma temos,

(n.0)— fin )] <

i a(s) (9(lp(0)))e(s) = g(l¥(0))¢(s))
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< V2(m+1)|v|2(Raz + Rza).

Concluindo assim nosso exemplo.

Teorema 6.3 Assuma que a equagao (1.1) tem uma dicotomia exponencial com dado
(o, K, P(n)) e que a Condigao (C)* vale. Entao as conclusoes do Teorema 6.2 sao verda-

deiras.

Demonstracao: Deve-se fazer algumas modificagoes na demonstracao do Teorema 6.2.
Como por exemplo, mostrar que [[(2§)(n)|s, < M. Com efeito, comecamos da mesma

forma que no Teorema anterior com as consideracoes oriundas da condigao (C')*:

1. Usando a condigao (C1)* e (Co)*, temos |f(s,&)| < |f(s,€) — f(s,0)| +|f(s,0)] <
F(n, R, [€]loo)-

—Qe

2. Considerando F € [? usamos a desigualdade de Holder para as funcoes e e

F(e, R, [|¢]l), a qual nos da

o o0 %

S e B, R €l < (Z ) (o1 M)

s=0 s=0

3. Também lembramos que |||« < M, uma vez que £ € [*°[M] e usamos o §(M) da
hipotese (Cs)*.

Assim temos

126) (n)lls, < KN+K(1+SU>I3HP( )5, —5,) (Zea'” “!IF(n, R, H§Hoo)>

s=0

< KN+ K(1+ sup |P(m)|s,—z,) (Z e—2a|n—s—1|> |F (e, 11, M)]|2

s=0
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1
2 2
< KA+ K1+ sup P00, ) (=) o Ml

< M= §(M) + (M) = M.

Analogamente para mostrar que €2 é contracao, podemos chegar a

9 3
196 -~ Ol < KL+ sup PO, —s,) (1—oz ) 1 ML

o(M
< sup e i = Bl — il
Me(0,4]

como 3; < 1, temos a contracao.

Agora nos consideramos a seguinte equagao perturbada de (1.1):
z(n+1)=L(n,z,)+ f(n,z,), n >0, (6.11)

onde f é uma fungao com valores em C” e definida sobre o espago produto Z* x B,,.
Para estabelecer nosso proximo resultado, nos precisamos da seguinte condigao:

Condigao (C)**: As seguintes condigoes valem.
(C1)** A fungao f(n,-): B, — C" & continua para todo n € Z.

(Cy)*™ Existem fungoes my : ZT — R*Y com e**m; € I' e W; : Rt — R*, esta altima
nao-decrescente tal que | f(n, )| < ms(n)We(|l¢llg,), V (n,¢) € ZT x B,.

w
(C3)** Ke®sup(1l + ||[P(m)||s,—s5,) lir%ﬂﬂemmfﬂl < 1, onde K,« sdo as constantes
m>0 r— r

dadas na Definicdo 2.1.

Para obter nossos proximos resultados, precisamos de um conhecimento detalhado dos

conjuntos relativamente compactos do espaco de Banach de todas as func¢oes limitadas de
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Z* em B,.

Lema 6.2 Seja S um subconjunto de [*(Z*,B,). Suponha que as seguintes condigoes

sao satisfeitas:

(D1) O conjunto H(n) ={&(n) : £ € S} é relativamente compacto para todo n € Z+.

(Dy) S € equiconvergente no ponto oo, i.e., para todo € > 0, existe um N tal que ||£(n) —

Zso(§)|lB, < € para todo n > N, para todo £ € S, onde Zoo(§) := lim,, oo §(n).

Entao S é um subconjunto relativamente compacto de [*°(Z", B,).

Antes da prova pode-se observar que a condigao (Ds) é equivalente a condic¢ao (Ds)’ : Para
cada € > 0 ha um ntimero natural Ny tal que [[£(m)—£&(n)||s, <€, Ym >n> Ny, VE€S.
Demonstracdo do Lema: Para N € N(Ny) denotamos por {y a funcdo a qual é igual
a & el>®(Z".B,) para Ny <n < N e que é igual & {(N) para n > N. Entao Sy = {&n :
¢ € S} é homeomorfo ao subconjunto do produto dos conjuntos H(n), Ny < n < N o
qual é relativamente compacto em B,]yv —Notl e portanto Sy é relativamente compacto em
1°(Z*,B,). Para fazer isto, nés denotamos por H(n) = {&(n) : € € I1°(Z*,B,)} e por
Sy = {&n : € € I°(Z",B,)}. Ha um isomorfismo natural ® : Sy =~ HTJ:[:NO H(n), assim
O|Sy : Sy ~ ®(Sn), onde P|Sx denota a restrigao ¢ ao conjunto Sy. Finalmente, pela
condigao (Ds)’, pode-se ver que S é o limite uniforme dos conjuntos Sy relativamente

compactos, e é portanto relativamente compacto. Isto conclui a prova do lema.

O

Observacao 6.1 Observamos que a reciproca do lema acima nao € verdadeira. Com
efeito, para um ¢ € B, fizo, o conjunto S = {&} com &(n) == (1 4+ (=1)")p, n > 0,
€ compacto em 1%, mas (Dy) ndo € satisfeita pois existe C' := min{||Z ()]s, , [|(n) —

Zso()|lB,} tal que, para todo N € N tem-se ||(n) — Zoo(&)]|5, = C, n > N. Por outro
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lado nds observamos que S ¢é relativamente compacto em 1>°(Z*,B,), entao a condigao
(Dy) wvale. Com efeito, nds consideramos aplicagao continua ®, : 1>°(Z*,B,) — B,

definida por ®,(&) = &(n), entio H(n) = ®,(9).
Temos o seguinte resultado:

Teorema 6.4 Assuma que a equagdo (1.1) tem uma dicotomia exponencial com dado
(o, K, P(n)) e que a Condigao (C)** vale. Entao hd uma constante positiva M tal que para
cada ¢ € P(0)B,[M] existe uma solugcdao limitada y = y(¢) = y(n,0,v) com P(0)y) = ¢
da equagao (6.11), para n > 0.

Demonstragao: Seja r um niimero positivo e A € (0, 1) tal que

6 1= AK + Ke® sup(L+ || P(m)]5, —s,)|e™*m

m>0

< 1.

Wi (r)

Denotamos M := Ar e seja ¢ € P(0)B, tal que |||z, < M. Agora, definimos o operador
T# sobre [°°[r] por

(Y#€)(n) = T(n,0)P(0)p + Y T(n,s)E*(f(s.£(5)))- (6.12)

s=0
Desejamos aplicar o Teorema do Ponto fixo de Schauder, para isso devemos mostrar
que Y# : [®[r] — [*°[r] é uma aplicacdo continua e que sua imagem é relativamente
compacta. Considere & € [°°[r], n6s provaremos que Y#¢ € [*°[r]. Com efeito, usando a

condicio (Cy)**, nés notamos que Y#¢ pode ser estimado por:

n—1

1(Y*)(n)lls, < Kllols, + Ksup(l + 1P(m)ls,—s){D e my(s)
m= s=0

+ D e i ()} Wi (r)

< KM+ Ke®sup,,»o(1 + [[P(m)|5,—8, ) ||e**my|[iW;(r) = Or.
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Entdo, [|[T#¢|le < 7.

Para provar a continuidade do operador Y%, nés procedemos considerando a sequéncia

(&m)m tal que &, — & em [*°[r]. Escolhemos n; € N suficientemente grande; usando a

condigao (Cy)**, obtem-se a seguinte estimativa:

IT7&m — THE]|oo

= sup [(C#6n) (1) — (C#€) () s,

< sup { Zrm B o)) = Sl 66D

+ ir("’ DB 60l = £5: 66| )

< sup { Z 17,5 + DP(s + DE(F(s5,6n()) = F(s. 66,

£ 3T 0,5+ Qs + DE(F(5,Emls)) = (5, €()ls, }

ny—1

< KSU%(l + ||P(m)||8"y—>8’y) Z e_a(nl_s_1)|f(87§m(3)) - f(87§(8))|
mz s=0

+ Ksup(1+[|P(m)lls, —s,) D e f (s, () — f(5,€(5))]

< C(na) max | f(s,&m(s)) — f(s,8(s))]

0<s<ni—1

[e.9]

e sup(1 4 [ Pm)s, —5,) 3 ¢**my(s)21V; (1)

s=ni
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< C(ny) max |[f(s,&m(s)) = f(s,£(5))]

0<s<ni—1

+2Ke® sup(1 + || P(m)||,—5, ) Ws(r Z e**my(s)

m>0
s=nq

onde C(n;) é uma constante dependendo de n;. Assim a afirmagao fica provada.

Usando o Lema 6.2 prova-se que a imagem de Y# é relativamente compacta. De fato,
considerando uma sequéncia (&,,),, arbitraria em [*°[r], n6s obtemos que (f(+,&n(*)))m €
relativamente compacto em [*°(Z*,C"). Portanto ha uma subsequéncia f(+, &y, (+))m, uni-
formemente convergente para algum v € [°°(Z*,C"). Podemos verificar que a sequéncia
(Y#&m;(n))m, converge para T'(n,0)P(0)p+ > o T'(n, s)E°(1(s)). Para isso nos fazemos

a seguinte estimativa:

(T#Em,)(n) — T(n ZF n,s)E° (1) Zr n,s)E°(f(s,&m,) — ¥(s))

B

< ZK@‘“'” s—1| sup(l +[[P(m)|l5,—8,)|f(8,Em;) — ¥(s)]

s=0
§2Ksu>1())(1—|—||P(m)||By—>B (1 —e™) Z|f $:&m:) — Y(s)]-

Entdo, nés provamos que H(n) = {(Y#&)(n) : £ € [®°[r]} é relativamente compacto em
B,, para todo n € Z". A equiconvergéncia em oo da imagem de Y# é consequéncia
imediata do fato que o limite Z.,(T#¢) é zero, uniformemente em £ € [*°[r]. De fato,

segue da estimativa

n—1

1T ()15, < Kem"|llls, + Y Ke " |[P(s + 1) s, —s, | (s, £(5)]

s=0

+3 KM IQ(s + 1) s, i, | £(5,6(5))]

s=n
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n—1

< Ke™[||¢ls, + e Su%(l +[P(m)l5,—5,) > ™| f(s,£(s))]]
m2 5=0

FI sup(1 4 [|P(m)ls,) D e VW (E(S) s, g (s)

s=n

< Ke [[lells, + e supso(1 + [[P(m)]5,—5,) Wy (r)[[e**mg]]]

e sup gL+ [ P(m) 5, s, )W (1) S35, €%m (5).

s=n
Finalmente o Lema 6.2 nos leva a concluir que a imagem de T# é relativamente compacta.
Usando o Teorema do Ponto Fixo de Schauder, nés deduzimos que T# tem um ponto fixo

¢ € 1™]r], o que conclui a prova do Teorema 6.4.

O

Observagao 6.2 Pode-se observar da prova do Teorema 6.4 que lim, ... y(n) = 0, pois
na tltima parte da demonstracao pode ser verificado que ||(Y#&)(n)|| — 0 quando n —
+o0 e como a existéncia da solugao y(n) foi demonstrada através do ponto fizo do operador

Y# sendo Y%y =y temos que a afirmacdo € verdadeira.

A seguir, consideramos a equacgao funcional em diferenca linear nao homogénea com re-
tardamento infinito

z(n+1) = A(z,) + f(n,2z,), n >0, (6.13)

onde A : B, — C” ¢ um operador linear e f : Z* x B, — C’.

Corolario 6.2 Assuma que o operador solu¢ao da equagio x(n+1) = A(z,), T(n) decai

exponencialmente, isto €, existem constantes positivas K, o tais que

|T(n)|B,—n5, < Ke™®", ¥V n>0. (6.14)
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(ver exemplo 7.2 do prozimo capitulo). A perturbagcio f é uma fungdo satisfazendo
(Ch)™, (C)* e Ke* lgrg) WfT(T)HeO"mf”l < 1. Entao existe uma constante positiva M tal
que para cada ¢ € B,[M)] eziste uma func¢ao limitada y = y(p) = y(n,0,¢) com yo = ¢
da equagao (6.13) para todo n > 0.

Demonstracao: Aqui imitamos a demonstracao do teorema anterior com algumas mo-
dificagoes. Com efeito, Seja 7 um namero positivo e A € (0, 1) tal que

Wy(r)

r

© = AK + Ke®|[e**my| < 1.

Denotamos M := Ar e seja p € B, tal que [|¢[|z, < M. Agora, definimos o operador Y#
sobre (*°[r] por

(Y#€)(n) = T(n)p + Y T(s)E°(f(s5.£(5)))- (6.15)

s=0
Desejamos aplicar o Teorema do Ponto fixo de Schauder, para isso devemos mostrar
que Y# : [*®[r] — [*°[r] é uma aplicacdo continua e que sua imagem é relativamente
compacta. Considere & € [°°[r], n6s provaremos que Y#¢ € [*°[r]. Com efeito, usando a

condicio (Cy)**, nés notamos que Y#¢ pode ser estimado por:

Ir#e) ()i, < Kem™lllls, + ) IT()E°(f(5,6()))ls,

s=0

< K|lolls, + KZefaSWf(r)mf(s)
s=0

< KAr+ Ke*We(r)|e**my|1 = Or <.

Entao, ||T#¢|e < 7.
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Para provar a continuidade do operador YT#, nos procedemos considerando a sequéncia

(&m)m tal que &, — & em [*°[r]. Usando a condigao (C)**, obtem-se a seguinte estimativa:

IT#&m — T#E]loo = sup 1Y &) (n) = (Y7E)(n)|s,

< sup | S T()E°(f(s,6(s)) — (5.£()
< 3 Ko f(5,6m(s)) — J(5,6(5))] < e

Assim a afirmacao fica provada.

Usando o Lema 6.2 prova-se que a imagem de Y# ¢ relativamente compacta. De fato,
considerando uma sequéncia (&), arbitraria em [*°[r], n6s obtemos que (f(+,&n(+)))m €
relativamente compacto em [*°(Z",C"). Portanto ha uma subsequéncia f(-, &y, (+))m, uni-
formemente convergente para algum ¢ € [*°(Z",C"). Podemos verifcar que a sequéncia
(Y#E,(n))m; converge para T'(n)p + > oo T(s)E°(¢(s)). Para isso, com m; suficiente-

mente grande, nés fazemos a seguinte estimativa:

(Y#&n,)(n) = T(n)p — Y T(s)E*(4(s))

Y T(S)E(f(s.6m) — ¥(s))

B, B,

< K f(s,6m,) — ¥(s)| < e

s=0

Entdo, nos provamos que H(n) = {(Y#&)(n) : £ € 1°°[r]} é relativamente compacto em
B,, para todo n € Z*. A equiconvergéncia em oo da imagem de T# é consequéncia
imediata do fato que o limite Z,(Y#&) é zero, uniformemente em & € [*°[r]. Finalmente

conclui-se como na demonstracao do Corolério 6.2.
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Agora nos estamos interessados no problema de valor inicial definido pela equacao em

diferenca semilinear com retardamento infinito
z(n+1)=L(n,z,) + f(n,z,), n >0, (6.16)

com condicao inicial

=y € P(0)B,. (6.17)
Para estudar este problema de valor inicial, nés assumiremos que a fungao f : Z* x B, —
C" satisfaz a seguinte condigao:

Condicao B: As seguintes hipoteses valem:

(B1) A fungao f(n,-) é continua para todo n € Z™.

(By) Para cada R > 0, ha uma func¢do positiva vz tal que e*vz € I' e sup{|f(n,¥)| :
Y8, < R} < r(n), n€Z".

[0}

K
(Bs3) %Iilil;f ; 7snuzp( + [|[P(m)|l8,—n5,) ZeO‘S'yR < 1, onde K, « sao as constantes

da Definicao 2.1
O seguinte resultado assegura a existéncia de solugoes limitadas sob hipoteses gerais.

Teorema 6.5 Assuma que a equagao (1.1) tem uma dicotomia exponencial e que a Condi-
¢ao (B) wvale. Entao existe uma solugdo limitada de (6.16)-(6.17). Além disso, se a
sequinte condi¢ao for satisfeita

o0

sup(l +|P(m)|5,—s5,) Z e**yr(s
s=0

«

(B4) limsup
R—+o00

entdo o conjunto S, das solugoes limitadas de (6.16)-(6.17), é compacto em [*°.

Demonstragado: Ponha [Y := {{ € I*(Z",B,) : P(0)§(0) = ¢}. Nos definimos a fungao
T : 13 — 1% por (6.12). Claramente, T estd bem definida e a condigao (By) implica que
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7 é continua. Procedemos como no teorema anterior, considerando a sequéncia (&,)m
tal que &, — & em [*°[r]. Escolhemos n; € N suficientemente grande; usando a condigao

(Cs)**, obtem-se a seguinte estimativa:

1T6m — Télloo = sup [[(TE€n)(n) — (TE) ()]s,

< sup { [ () B 5,051 — 5. €05)
= s=0 By
|| ST ) B, n(5) — (s, €0)|
s=n By
< sup { ST, + DP(s + D (5,6n(5)) — S5, 65D,

£ 3T 0,5+ Qs + E((5,m(5)) — (5 6() s, }

< K sup(1+ [[P(m) |5, —s,) D et (5,60 (5)) — £(s,6(s))]
+ Kfng%u +HIP(m)l5,—5,) Y e M f(s, &n(s)) — f(s,£(5))]

< C(ny) max |[f(s,&m(s)) = f(s,£(5))]

0<s<ni—1

oo
HKe 0 sup(1 4 [ Pm) s, —5,) D ¢ 27(s)

s=n1
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< C(ny) max |f(s,&n(s)) = f(s,(s))]

0<s<ni—1

+2Ke® sup(1+ || P(m)||,—s, )Ws(r Z e vr(

m>0
s=n1

onde C(n;) é uma constante dependendo de n;.

Denote por [°[n] a bola [[{]|.c < n. Nos afirmamos que existe n € Z* tal que 7 :
15°[n] — [Z[n]. De fato, suponha que a afirmagao seja falsa, nés podemos escolher uma

sequéncia I?; crescente tal que

a = lim sup(l + ||P(m)||5,—8, Ze‘mry

J=00 ITj m>0

(1+HP )5, —5,) Zeasv

R—+00

assim como uma sequéncia (n;); em Z* e uma sequéncia &7 € I°[n;] tal que n; < R; <

n;+1e||7(€)]|s > n;. Entao para cada j nos temos

Ke®
I < _”SOHB - sup(1+ |P(m)||5,—5, Zeas’y

nj J

K fet S 1y
= _”‘PHB.Y + ( R. Sup(l + [|[P(m ||B.Y—>Bﬂ, ZG 'YRJ > (1 + —) — aQ,

J j mz s=0

quando j — 00, 0 que contradiz (Bs). Usando (Bs) e o Lema 6.2, nos estabelecemos que 7°
é completamente continua (a prova da afirmagao faz um uso similiar da construcao usada
na prova do Teorema 6.4). Aplicando o Teorema do ponto fixo de Schauder, podemos
deduzir que 7 tem ponto fixo £ € [*[n]. Mais ainda, a continuidade de 7 implica
que o conjunto G de todos os pontos fixos é fechado, pois tomando {&,,} sequéncia de
pontos fixos &, — &, temos que &, = 7&,, — T&, pela unicidade do limite temos que

T = £ e portanto & € G. Portanto o conjunto S consistindo de todas as solugoes
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limitadas é fechado. Por outro lado, se a condi¢ao (By) vale entao G é limitado. De fato,
suponhamos que G nao seja limitado, entdo existe uma sequéncia de funcoes &/ € G tal

que gq; 1= ||€j||oo > j. Portanto

€7 ()18, < Kl¢lls, + Ke® Sup(l—i—HP o P— Zeas%

de onde nos obtemos

o0

(1 + [P ()]s, —s.) 3 e a(s),

s=0

~ R—+o0

o que contradiz a hipotese (By). Finalmente, usando que 7 é completamente continua,
no6s deduzimos que G é um compacto. Assim, S é compacto, o que finaliza a prova do

teorema.

O

Corolario 6.3 Suponha que o operador solu¢ao da equagdo x(n +1) = A(z,) decai ex-

Z e yr(s) < 1 sao vdlidas.

ponencialmente e que as condigoes (By), (Bsa)

R—+o00
Entao hd uma solugao limitada de (6.138) com condi¢ao mzcml xy = ¢ € By. Mais ainda,
o (0.@)
se a condi¢ao lim sup Z e**yr(s) < 1 for satisfeita, entao o conjunto S, das solugoes
R—+oo s=0

limitadas de (6.13) com xy = @, é compacto.

Demonstracao: Pode-se proceder de modo anédlogo ao teorema anterior com algumas
modificagoes, como por exemplo definir 7 como em (6.15) e com célculos semelhantes

obtém-se a continuidade de 7, também
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assim como uma sequéncia (n;); em Z* e uma sequéncia &7 € [°[n;] tal que n; < R; <

n;+1e||7(€)]|e > n;. Entdo para cada j nos temos

K Ke* N,
1L < —llells, + > e m,(s)
le nj —0

K Ke® & 1
< . as ) 1 . ~
- njH(’DHB7 * ( R; Ze 7RJ(S)) ( * nj) -

s=0

quando 7 — 00, o que contradiz a hipotese dada.

Observagao 6.3 Um resultado similar foi obtido por Henriquez em [8] Teorema 2.2 para

equacoes diferenciais funcionais com retardo.
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7 Equacoes em Diferencas de

Volterra com Retardamento
Infinito

Neste capitulo, serao usadas todas as ferramentas desenvolvidas anteriormente para anali-
sar as solugoes limitadas de equagoes em diferenca de Volterra com retardamento infinito.

Neste contexto, A(n) e K(m) denotam duas matrizes r x r definidas para n,m € Z* tais

que
14loe = sup|A(n)] < +o0, (7.1)

€ o
> K(n)|e™ < +oo. (7.2)

n=0
Nos consideramos o seguinte sistema em diferenga de Volterra com retardamento infinito
z(n+1)= Z A(n)K(n — s)x(s), n > 0. (7.3)

Podemos ver a equagao (7.3) como uma equacgao em diferenca funcional sobre o espago de
fase B,. Nos temos, como consequéncia do Teorema 4.1 a seguinte caracterizagao de dico-
tomia exponencial para sistemas de equacoes em diferencas de Volterra com retardamento

infinito.

Teorema 7.1 Para todo 1 < p < 400, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:
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(i) A equacao (7.3) tem dicotomia exponencial.

(ii) O operador Y : IP(ZT,B,) — IP(Z",B,) definido em (2.3) € sobrejetivo e B°(0) ¢é
complementado em B.,. Aqui T(-,-) € o operador solugio da equagio (7.3) agindo

sobre B, e B como definido na Segio 2.1.

Demonstracao: A fim de aplicarmos o Teorema 4.1, ponha

L(n, ) = ZA(H)K(j)sD(—j),

e agora desejamos que a Condi¢ao 2.1 seja satisfeita. Com efeito, usamos (7.1) e (7.2)

obtendo:

o0

=D AMK(G)p(—)

J=0

ZHAHoo!K )e(=5)l

<Al Y 1K Gz, e = Mllolls,.

j=0

Agora podemos aplicar o Teorema 4.1 e obtermos o resultado.

Seja D(n, s) uma matriz r x r definida para n € Z" e s € Z tal que

(o)
> ID(n, j)le¥ < +o0. (7.4)
§=0
Como consequéncia do Teorema 5.1, nés obtemos a robustez da dicotomia exponencial
da equagdo (7.3) sob pequenas perturbagoes argumentando semelhantemente ao teorema

anterior (além de um ajuste conveniente para v) para mostrar que a norma da perturbagao
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é suficientemente pequena tal como se pede no Teorema 5.1. Em outras palavras, tem-se

o seguinte resultado:

Teorema 7.2 Suponha que a equagao (7.3) tem uma dicotomia exponencial. Seja v um
numero real o qual € suficientemente pequeno, entao

n

y(n+1) ZA K(n—s)y ()—l—l/ZD(n,n—s)y(s),nZO, (7.5)

S§=—00 S§=—00

também tem dicotomia exponencial.

Demonstracao: Para podermos aplicar o Teorema 5.1 necessitamos que a Condicao 2.1

seja satisfeita (o que ja foi mostrado no teorema anterior) e pondo

‘C<n7¢» ::L/EE:Z)(n>jyp(_

que tenhamos H := sup,cz+ [|[£(n, )||B,—cr seja suficientemente pequeno. Mas este fato

decorre de (7.4) do seguinte modo:

H =sup sup |L(n,e)
neZ+ |lols, =1

= sup sup
neZt |els, =1

szano( )

7=0

< sup sup V|Z|Dn])||90( Il

nezt lels, =1 ‘=g

< sup  sup VIZlD (n, )llells, e
nezt lells, =1 g

= |v| sup Z|D n,j)e".

n€Z+
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Portanto, tomando |v| adequadamente pequeno, temos que H ¢é suficientemente pequeno

como se pede no Teorema 5.1 e assim podemos aplicd-lo obtendo o resultado.

A seguir, n6s consideramos a equacao diferenca de Volterra com retardamento infinito

z(n+1)= Z [A(n)K(n — s) + vB(n)G(s — n)|z(0)] + uC(n, s)|x(s), (7.6)

S§=—00

onde n > 0, sendo B(n), G(t), C(n,s) matrizes r x r definidas paran € Z*, t e Z~, s €

Z. Além disso v, p sdo nimeros reais tais que |v| + || é suficientemente pequeno e

Z eI B(n) + 6(n)] < +oo, (7.7)

onde 6(n) =>_"____|C(n,s)|e .

S§=—00

Como consequéncia do Teorema 6.4, o proximo resultado assegura a existéncia de solucoes

limitadas da equagao (7.6).

Teorema 7.3 Assuma que a equagao (7.8) tem uma dicotomia exponencial com dado
(a, K, P(n)). Entao hd wma constante positiva M tal que para cada ¢ € P(0)B,[M]
existe uma solugao limitada y = y(¢) = y(n,0,v) com P(0)Y = ¢ de (7.6), para n > 0.

A seguir desenvolveremos num modelo concreto os resultados apresentados acima.

Exemplo 7.1 Sejam a;(n), i = 1,2 duas sequéncias em Z* e a,0,7 trés constantes

positivas tais que

_ 1 79
(i) p; = sup m<85§o H lai(s)| " e”"] < o0,
s=n+6

(i1) H lai(s)] < oe =)y > > 0,
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T—1
(iii) []laz(s)7" < oe™™, 7> n > 0.

Nos consideramos a sequinte equacao
z(n+1) = L(n,z,), n >0, (7.8)

com L(n,¢) = An)p(0), ¢ € B,, onde A(n) é uma matriz 2 X 2 definida por
diag(ay(n),as(n)). O operador solu¢ao T'(n,T), n > 7, da equagao (7.8), é um operador

linear limitado definido sobre o espago de fase B, e é definido por:

tnnao=| (T o0) 20 (T ato) 20). 0-nzo<n

(Pln—7+0),0*(n—7+80)), 0<—(n—r1).

E definimos as proje¢oes P(n) : B, — B, como

[P(n)e](0) =
n+6—1 n—1 n—1
(so1<9>+ ( i a1<s>> (H a2<s>-1) £(0).62(0) - ( 1 a2<s>-1> 902(0)) n<o,
5=0 s=0 s=n+0
(¥'(0), ¥*(0)), 0 < —n,

com § < 0e Q(n)=1— P(n). E podemos verificar que P(n) sao de fato proje¢oes da

seguinte maneira:

[P(n)(P(n)p)](6) =

( n+6—1

(P(n)e)'(6) + ( 11 a1(8)> (H az(S)‘l) (P(n)¢)*(0),
(P(n))*(0) — ( ]:[ az(S)‘1> (P(n)¢)*(0)), —n <0,

s=n-+6

((P(n)p)(6), (P(n)p)*(9)), 0 < —n,

\

observe que no caso —n < 6, (P(n)p)'(0) é justamente a primeira coordenada de P(n)yp
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(a qual nos desejamos) e portanto queremos que o restante da primeira coordenada de
[P(P(n)p)](0) seja nula. Mas isso vem do fato que a segunda coordenada (P(n)p)?(0)

em zero é nula, pois

(P(n)¢)*(0) = (1 - 1:[ az(S)l) ¥*(0) = 0.

Pelo mesmo motivo verificamos que [P(n)(P(n)p)](0) coincide com P(n)e na segunda

coordenada quando —n < 0. O caso 6 < —n é claro.

Nos podemos provar que 7'(n,7),n > 7 é um isomorfismo de Q(7)B, em Q(n)B,. Defini-

mos a aplicac¢ao inversa T'(7,n) por

[T(7.n)Q(n)¢](0) =
T+60—1 n—1 n—1
<— ( H a1(3)> (H CLQ(S)_1> ©%(0), ( H a2(3>—1> 902(0)> -
s=0 S=T s=17+6
(0,0), 0 < —r.

Afirmamos que existe uma constante positiva K tal que
|7 (n, 7)P(7)||5,—5, < Ke ") n>7. (7.9)

Para obtermos a estimativa, comecamos observando que

[T'(n, 7)(P(T)p)

n+6—1 T—1
( H a(s ) (@1(0) + (H al(S)GQ(S)_1> 902(0)) >
( H ) )7 _(n _T) < 67
| (P () )H(n—740),(P(r)¢)’(n—7+0)), 0<—(n—r).

No entanto temos que (P(7)p)'(n —7+6) =
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o'(n—7+6)+ ( i_[ _ a1(3)> <1:[ az(s)_1> ©*(0), —n<0<—(n—1),

s=0 s=0
ol (n—T1+0), 0 < —n.

E (P(T)¢)?(n—7+0) =

T—1
©*(n—71+0)+ ( H a2(5)1> ©*(0), —n<0<—(n—r1),
s=T4+n—7+0
©*(n—T1+90), 0 < —n.

Também observamos que

IT(n, 7)P(7)ll5,—5, = sup |IT(n,7)P(r)¢lls, = sup sup |[T(n,7)P(r)¢](6)]e”.

el =1 lells, =1 0€2-

Também, usando as limitaces para os produtos [['—} |a;(s)|, podemos chegar a seguinte

desigualdade:

[T(n, T)(P(T)@)I(0)] < << H_ \al(S)I) (IIs&I!Bw + (1:[|a1(8)|!a2(8)!‘1>>> lells,

S=T s=0

n+6—1 n—1
+llls, e ™ + ( 1T |a1(s)|> (H,a2(5>,1> s,
s=0 s=0

T—1
+||90HBW€7(T‘”)+< 11 !a2(8)|‘1> llls,

s=n+60—1

n—+0
< (H |a1(8)|> (Iells, + oe 0 Dae O V) o] 5,

s=0 s=0

+2||l|s, e + ( 1'[ \al(s)\> <H\az<s)\‘l> s,
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+< 11 \az<s>\1) ol

Usando as consideragoes acima, temos a seguinte estimativa:

—(n—7)<6<0

n+6—1
IT(n, 7)P(7)|l5,—5, < (14+0%) max ”H Ial(s)ll 6”9]

s=T

T—1 ]
+2e707 1 max ” H ]ag(s)]1] el

—n<O<—(n—7) 40
s=n

n+6—1 T—1 ]
[ [T o]

s=n+0

n+6—1
< 9
< (4o ) ana><<9<0 ” H a1 (s ] ‘ ]

o g ([ o]

s=n—+6

+ max ” H |ay (s ] [1:[ |a2(s)|_1] ew]

s=n+0

] . [ )

s=n—+0

1+a

1:[ |a1(s)|] wqggaxn J ” H lay(s) 1|] 679]

s=n+0

n—1

< (1+50%)p; [T las(s)1

S=T
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Por outro lado, analogamente, pode-se verificar que

IT(n, 7)Q()ll5,—5, < (003 + ps)oe ", 7 >, (7.10)

. Das estimativas (7.9) e (7.10) nos obtemos

n—1
onde pj :=sup max ” H |a1(s)_1|] e’

—n<6<0
nz0 - s=n-+6

que a equagao (7.8) tem uma dicotomia exponencial com dado («, K, P(n)). Seguindo

o método geral estabelecido na Observacao 2.2 pode-se construir novas projecoes. Por

exemplo:

. 1(0), 0% () — T as(s)H ) 20) |, —n<6<0,
By (0) = (s@ (0),*(0) (LIW (s) >90 ( )) <6<
(901(9)730209))7 0 < —n,

e Q(n) =1 — P(n).

No6s podemos demonstrar que 7'(n,7), n > 7 é um isomorfismo de @(T)ZS’7 em Q(n)l’)’v.

A aplicacao inversa é dada por:

¢ 0. I[ wlo)'90)). —r <0 <0,
[T(7,n)Q(n)p](0) = ( 5119 ()" ¢7(0))

(0,0), 0<—t1
Obtemos as seguintes estimativas:
T, ) P(7) |1, —5, < 40°pie "), n > 7,
IT(n, 7)Q(T)||5,—5, < opse ™™, 7>n,

Agora considere a seguinte equacao:

z(n+1) = L(n,z,) + Y _ E(n)R(s)z(s) + p(s), n >0, (7.11)

S§=—00

onde p € I*°(Z",C?), E(n) e R(s) sao duas matrizes 2 x 2 definidas para n € ZT e
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s € Z tais que R(s) = R(—=s), s € Z; x := Y oo ||R(s)[[e” < 400 e sup,,so(1 +

e*Oé

|1P(m)|5,—5,)(2X[|Ellec + |IPlloc) < 5%, onde o e K sdo novamente as constantes da

Definicao 2.1. Entao pelo Teorema 6.2 nés obtemos solucoes limitadas para a equagao

(7.11).

Ainda continuando com o exemplo, nds consideramos a seguinte perturbacao da equagao
(7.8):

z(n+1)=A(n)xz(n)+ B(n)x(n —1), n >0, (7.12)
onde B(n) é uma matriz 2x2 com || B(n)|| suficientemente pequeno. Entao pelo Teorema

5.1 a equacdo (7.12) tem uma dicotomia exponencial e usando o Teorema 6.1 nos obtemos

solugbes limitadas para a equacgao (7.12) sob perturbagoes limitadas.

Considere a seguinte perturbagao da equagao (7.12)

z(n+1)=An)xz(n)+ B(n)x(n — 1) + D(n)(x,), n >0, (7.13)
onde D(n) € L(B,,C?) com Np := sup,cz+ [|[D(n)||s,—c2 suficientemente pequeno.
Entao pelo Corolario 6.1 nos temos solugoes limitadas para a equagao (7.13).
Finalmente, consideramos a seguinte perturbac¢ao da equagao (7.12):

z(n+1)=L(n,z,)+ h < Z F(n)G(s — n):r;(s)) , n >0, (7.14)

S§=—00

onde L(n,p) = A(n)p(0) + B(n)p(—1), F(n) e G(t) sdo duas matrizes 2 x 2 definidas
paran € Z et € Z~ tais que

X =) _|G(-n)|e™ < +oo, (7.15)
n=0
€ o0
> e*|F(n))? < +oo, (7.16)
n=0

com 3 € (0,1) e h : C* — C? é uma fungdo continua. Assumimos também que existe
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uma constante C; > 0 tal que h satisfaca a condicdo |h(2)| < C1|z|?, z € C2. Com estas
defini¢oes, a equagao (7.14) pode ser vista da forma da equagao (1.4) e pode ser verificado
que as hipoteses do Teorema 6.5 sao validas. De fato, seja f(n, ) a perturbagio associada
a equacao (7.14). Da equacao (7.15) e levando em conta que h é continua pode-se ver
que a condigao (Bj) é valida. Além disso, |f(n,¢)| < C’l)ZB|F(n)|5H<,0||f37 e isso mostra
que (By) vale com yg(n) = C1X°|F(n)|°R? e assim (B,) ¢ satisfeita. Consequentemente,
as hipoteses do Teorema 6.5 ficam satisfeitas e pode-se afirmar que a equagao (7.14) com
condigao inicial o = ¢ € P(0)B, tem solucoes limitadas e que o conjunto formado por
estas solucdes é compacto. E importante destacar que obtemos estas propriedades sem
supor que h satisfaz a condicao local de Lipschitz. Isto finaliza a discussao do Exemplo
7.1.

Exemplo 7.2 Considere a equacio em diferenca de Volterra em C”

x(n+1)= Z K(n—s)x(s), n >0, (7.17)

S§=—00

onde K(n) € L(C"). Nds assumimos a sequinte condi¢ao:

37>0, 121 ) [KM)|cr—cre™ <1< +o0. (7.18)
n=0

Seja K (2) a Z-transformada de K(n), n € Z*, isto é, K(z) = Z K(n)z™™. Note que K
n=0

existe e € analitica no dominio |z| > €~ do plano complexo. Seja R(n) € L(C"), n € Z*,

a solugao fundamental de (7.17), R(n) satisfaz a segquinte relagao:
R(n+1) =Y K(n—s)R(s), n >0, (7.19)
n=0

e R(0) = I. Nds obtemos a seguinte estimativa: ||R(n)|cr—cr < I, n € ZT. Entao,
a Z-tranformada de R(n), n € Z%, existe e € analitica no dominio |z| > | do plano

complezo.
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Furumochi e colaboradores [19] e [20] provaram o seguinte resultado.

Teorema 7.4 Suponha que o operador caracteristico de (7.17), zI — K(z), ¢ inversivel
para |z| > 1, isto é,

(z— K(2))' € L(C), ¥V |2 > 1, (7.20)

onde I é o operador identidade sobre C". Entao o operador solu¢ao R(n) de (7.17) decai
exponencialmente, isto €, eristem constantes positivas K e « tais que |R(n)||cr—cr <

Ke™" para todo n > 0. Reciprocamente, no caso em que K(j), j € ZT sao operadores

compactos, se R(n) decai exponencialmente, entao a condi¢ao (7.20) é verdadeira.

Para cada ¢ € B,, e n € Z", nos consideramos a aplicagao T'(n)p : Z~ — C" definida

por T'(n)p = z,(e,p); T(n) é chamado operador solugao de (7.17). Pode-se ver que

o(n+46), 0 < —n,

T(n)el(®) = R(n + 0)p(0) + ni_lR(n +0—1+7) ( _Zl K(r— j)s@(i)) , —n<0<0.

r=0 j=—o00

Por esta formula nos vemos que T'(n) é um operador linear limitado sobre B.,. Além disso,

pode-se ver que T'(n) satisfaz as seguintes propriedades de semigrupo:

T(n)T(m)=Tn+m), nmeZ", T0)=1.

Temos o seguinte resultado:

Teorema 7.5 [Furumochi e colaboradores [19] e [20]] Suponha que a condigao (7.20) é
verdadeira. Entao T(n) decai exponencialmente, isto €, existem constantes positivas K e

a tais que | T(n)|,—p, < Ke™®", ¥ n >0.
Seja (a,) uma sequéncia real em Z7T tal que

ia(n)evn < +o0, (7.21)

n=0
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e v uma constante real tal que |v| < [Ke?®|le*@ali]™!. Nos consideramos a seguinte

perturbagao de (7.17):

x(n+1)= Z K(n —s)z(s) + l/a(n)(|x(n)|% + 1)z(n), n >0, (7.22)

S=—00

No6s podemos verificar que as hipoteses do Corolario 6.2 valem. De fato, seja f(n, )

a pertubagao associada a equagao (7.22). Observamos que as condigoes (C1)™ e (Cy)

respectivamente seguem como consequéncia da seguinte estimativa:

f(n, ) = F(n, )] < [[0(O)] 2 (]l + 1) + IWHEW + 1l = ¢lls,

1
para todo ¢,y € By, com [l —¢[l5, <1, e [f(n,¢)| < |vlla(n)[(¢llz, + Dll¢lls,. Por

outro lado, de (7.21) e levando em conta que |v| < [Ke®|[e**a|[;]™?, nos obtemos que

Ke*lim Wilr) lle*“my|l; < 1.
r

r—0
Entdo pelo Corolario 6.2 ha uma constante positiva M, tal que para cada ¢ € B,[M],
existe uma solugao limitada y = y(¢) = y(n,0,¢) com yy = ¢ da equagao (7.22), para

n > 0. Isto finaliza a discussao do Exemplo 7.2.
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