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RESUMO

LIMA, J. S.. Estudo de cosmologia com interacao no setor escuro do Universo. 2020. 133 f.
Dissertacao (Mestrado em Fisica) — Nucleo de P6s-Graduagdo em Fisica, Universidade Federal
de Sergipe, Sao Cristévao — SE, 2020.

Neste trabalho, foi realizada uma breve introdu¢io a cosmologia moderna (cosmologia relati-
vistica), sendo objeto de estudo a cosmologia do setor escuro. O estudo se baseou na descri¢dao
matematica de alguns modelos especificos de intera¢do do setor escuro do Universo: IDEM1,
IDEM2 e IDEM4, com objetivo de descrever melhor a natureza da energia escura, Além disso,
foram introduzidos os modelos padrio: ACDM e @CDM para fins de comparacdo. Foram
utilizados dados de SNe Ia da amostra Pantheon e dados de H(z) independentes do modelo
cosmoldgico, provenientes de medidas realizadas em galédxias antigas de cosmic clocks (CC),
além de dados de Baryon Acoustic Oscillations (BAO) e BAO provenientes de extended Baryon
Oscillation Spectroscopic Survey (eBOSS). A andlise baseou-se no codigo Cosmic Linear Ani-
sotropy Solving System (CLASS) e no cédigo de MontePython pelo o método Markov Chain
Monte Carlo (MCMC). O primeiro refere-se ao contexto cosmoldgico, enquanto que, o segundo
refere-se a parte de andlise estatistica para a obtencdo de alguns pardmetros cosmoldgicos de
interesse. Em nosso trabalho, os resultados contendo os dados de BAO, BAO(eBOSS) sugerem

valores para Hy em torno de 69 kms™'Mpc~!

em todos os modelos. A partir dos resultados da
andlise estatistica para cada modelo de interacdo foram construidas regides de sobreposicao,
a fim de identificar regides proibidas para as densidades de energia escura e matéria escura,
durante algum momento de sua evolucdo temporal cdsmica. Os resultados corroboram o modelo

padrdao (ACDM).

Palavras-chave: Energia Escura, Matéria Escura, Modelos de Interagdao, Parametros Cosmol6-

gicos.






ABSTRACT

LIMA, J. S.. Estudo de cosmologia com interacao no setor escuro do Universo. 2020. 133 f.
Dissertacao (Mestrado em Fisica) — Nucleo de P6s-Graduagdo em Fisica, Universidade Federal
de Sergipe, Sao Cristévao — SE, 2020.

In this work, a brief introduction to modern cosmology (relativistic cosmology) was made,
with the object of study being the cosmology of the dark sector. The study was based on the
mathematical description of some specific models of interaction of the dark sector of the Universe:
IDEM1, IDEM2 and IDEM4, in order to better describe the nature of dark energy. In addition,
the standard models ACDM and @CDM were introduced for comparison purposes. SNe Ia data
from the Pantheon sample and H (z) data independent from the cosmological model were used,
from measurements performed in ancient cosmic clocks (CC) galaxies, in addition to Baryon
Acoustic Oscillations (BAO) and BAO data from extended Baryon Oscillation Spectroscopic
Survey (eBOSS). The analysis is based on the Cosmic Linear Anisotropy Solving System (CLASS)
code and on the MontePython code using the Markov Chain Monte Carlo (MCMC) method. The
first refers to the cosmological context, while the second refers to the statistical analysis part
to obtain some cosmological parameters of interest. In our work, the results containing data
from BAO, BAO(eBOSS) suggest values for Hy around 69 kms~'Mpc~! in all models. From
the results of the statistical analysis for each interaction model, overlapping regions were built,
in order to identify prohibited regions for the densities of dark energy and dark matter, at some

point in its cosmic temporal evolution. The results corroborate the standard model (ACDM).

Key-words: Dark Energy, Dark Matter, Interaction Models, Cosmological Parameters.
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CAPITULO

INTRODUCAO

“A ciéncia ndo pode prever o que vai acontecer. S pode prever a probabilidade
de algo acontecer.”
(César Lattes)

A palavra cosmologia teve sua origem na Grécia antiga, a partir da palavra “Kosmos”, que
significa harmonia ou ordem. Ela é o ramo da astronomia que estuda a evolucdo e estrutura
do Universo, desde pequenas até largas escalas, ou seja, o Universo como um todo (ROOS,
2015b; RYDEN, 2017c; SOUZA, 2004a; LIMA, 2018; HENRIQUES, 2009¢). O estudo do
cosmos ao longo do tempo pode ser compreendido em dois importantes momentos: a cosmologia
pré-relativistica e a cosmologia relativistica. Aqui, estamos interessados apenas na cosmologia

moderna (relativistica).

A cosmologia relativistica surge, em 1917, no momento quando Albert Einstein (1879—
1955) apresenta o primeiro modelo cosmologico de Universo (EINSTEIN, 1917), baseado na
Teoria da Relatividade Geral (TRG). Esta, por sua vez, foi apresentada por ele entre o final de
1915 e inicio de 1916 numa série de publicagdes cientificas Einstein (1915a), Einstein (1915b),
Einstein (1915c¢), Einstein (1915d) e Einstein (1916). Tratava-se de um modelo de Universo
com volume finito, de curvatura esférica, estatico e sem bordas (KARTTUNEN et al., 2007),
obedecendo o Principio Cosmolégico (PC), que tem sua descri¢do na secao 2.2. No inicio, o
modelo continha o termo cosmoldgico (a constante cosmoldgica A) para contrapor os efeitos
de gravidade e manter o Universo de forma estética. Porém, apds a descoberta da expansao do
Universo por Hubble, ele classificou como sendo um dos maiores erros da sua vida (EINSTEIN,
1917; EINSTEIN, 1923a; ROOS, 2015a; KARTTUNEN et al., 2007).

Na mesma época, Willem de Sitter propds um modelo de curvatura plana, sem matéria e
em um estado estaciondrio (SITTER, 1917). Enquanto que o modelo de Universo apresentado
por Einstein era constituido de matéria e sem movimento, o modelo de Universo de de Sitter

era o oposto disso. Esses foram os primeiros modelos cosmoldgicos de Universo na cosmologia
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moderna.

Posteriormente, o matemaético e cosmoélogo soviético Alexander Alexandrovich Fried-
mann (1888-1925) apresentou solugdes para dindmica do Universo, com curvatura positiva,
em 1922 (FRIEDMANN, 1922) e com curvatura negativa, em 1924 (FRIEDMANN, 1924).
Mais tarde, de maneira independente Abbé G. Lamaitre, em 1927 (LEMATTRE, 1927), H. P.
Robertson, em 1935 (ROBERTSON, 1935) e A. G. Walker, em 1937 (WALKER, 1937), desco-
briram as mesmas solucdes para o Universo (KARTTUNEN et al., 2007). Antes disso, em 1929,
Edwin Hubble, apresentou o resultado de suas observagdes (HUBBLE, 1929), mostrando que o
Universo estava em expansao. Dessa forma, na época, a ideia de Universo estdtico apresentada
no modelo de Einstein ficou desacreditada, sendo assim, essa ideia logo foi abandonada. Em
1932, Einstein em parceria com de Sitter trabalharam com um modelo de Universo em expansao
de constante cosmoldgica nula, com geometria espacial plana e contendo matéria. Este modelo

na literatura hoje é conhecido como modelo Einstein-de Sitter (ROOS, 2015a).

As solugdes encontradas por Friedmann e Einstein-de Sitter, obtidas a partir das equagdes
da TRG, também incluem expansdo eterna do Universo ou recolapso (LIMA, 2018). Na situagdo
em que temos a constante cosmoldgica nula (A = 0), existem trés possibilidades: k = 0, neste
caso, a densidade de matéria € igual a densidade critica do Universo (p = p.,), que corresponde
ao modelo de Friedmann euclidiano ou ao modelo Einstein-de Sitter; ja quando k = —1, resulta
em P < P.r, que corresponde ao modelo de Friedmann hiperbdlico e nesse caso, ele expandira
eternamente; por outro lado, para k = 1, temos p > p., 0 Universo ird se contrair, o que
corresponde ao modelo de Friedmann fechado. Esses foram considerados até o final dos anos
1990, os trés modelos padrao da cosmologia para evolucao do Universo (KARTTUNEN et al.,
2007; CARROLL; OSTLIE, 2007).

O modelo padrao da cosmologia tem sua base fundamentada na Teoria do Big Bang. Esta
teoria, por sua vez, tem alicerce em pilares basicos (com aspectos tedricos e observacionais),
alguns destes sao: a formulacdo da TRG, que fundamenta os principais modelos de Universo na
cosmologia; o principio cosmolégico; a formacao de estruturas em largas escalas no Universo;
a descoberta da expansdo do Universo, isto €, a lei de Hubble (HUBBLE, 1929); o sucesso
da teoria da nucleossintese primordial, a verificagdo, na década de 1960, que os primeiros
elementos leves: Deutério (%H ), Hélio (gH e, 3He) e Litio (gLi, TLi), poderiam ser formados
ainda nos primeiros segundos do Universo, da ordem de (¢ ~ 1072 —200s ) (SCHRAMM, 1991;
MALANEY; MATHEWS, 1993); a descoberta da Radiacao Césmica de Fundo de Micro-ondas
(RCFM)1 , por A. Penzias e Robert W. Wilson, em 1965, de forma acidental (PENZIAS; WILSON,
1965). Essa radiacdo tinha o comportamento bem ajustado a curva de emissdo de um corpo
negro, obedecendo PC em largas escalas. Sua temperatura girava em torno de 2.7K. No entanto,
em 1948, George A. Gamov ja havia proposto a existéncia de uma radiacao de fundo antes
(ALPHER; HERMAN; GAMOW, 1948). Essa radiacdo, foi emitida cerca de 350 mil anos

' do inglés: Cosmic Microwave Background (CMB)
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ap6s o Big Bang?, quando o Universo j4 estava frio o suficiente (7 ~ 3000K) para ocorrer o
desacoplamento dos fétons com a matéria (RYDEN, 2017d).

No inicio do anos 90, aparecem os primeiros dados observacionais mais detalhados sobre
a curva de corpo negro da CMB, realizado pelo satélite Cosmic Background Explorer Satellite
(COBE) (SMOQOT et al., 1990). Em 1998, a partir de observacdes de supernovas do tipo Ia3 (SNe
Ia), pela andlise do diagrama Hubble-Sandage®, é descoberto que o Universo estd em expansio
acelerada em pesquisa realizada por Riess ef al. (1998), Perlmutter et al. (1998), Perlmutter et al.
(1999), mudando assim nossa forma de pensar sobre o Universo. A partir de entdo, a constante
cosmoldgica passou a vigorar novamente na equagao de campos de Einstein, representando essa
expansao acelerada. Dai, um novo modelo passa vigorar. Este, com caracteristica de conteido

energético de pressdo negativa, denominada na literatura como energia escura (LIMA, 2004).

Apesar de possuir enorme sucesso observacional, o modelo padrao (ACDM e ®CDM)
apresenta alguns problemas e comportamentos estranhos. Podemos citar, por exemplo, o pro-
blema da constante cosmoldgica e da coincidéncia césmica, ainda assim, a constante cosmoldgica
(A) € a candidata mais simples para ser a componente de energia escura (ELLIS er al., 2011;
WEINBERG, 1989; SAMI, 2009; VELTEN; MARTTENS; ZIMDAHL, 2014; MARTTENS et
al., 2019). No entanto, por esses e outros inimeros problemas, ha diversos modelos alternativos
na literatura tentando descrever melhor a natureza da energia escura, uma vez que, do ponto
de vista da fisica de particulas sua componente € totalmente desconhecida. Uma classe desses
modelos € alternativos sdo os modelos de interag¢do no setor escuro do Universo, que serdo nossos
objetos de estudos (MARTTENS et al., 2019; MARTTENS, 2017).

Neste trabalho, temos como objetivo basico o estudo de alguns modelos de interagdo
do setor escuro do Universo”: IDEM 1, IDEM 2 e IDEM 4 (MARTTENS et al., 2019), além
do modelo padrao: ACDM e wCDM para fins de comparagio, com proposito de obter uma
descri¢do sobre a natureza da energia escura. Além da construgdo de regides de sobreposi¢coes
para os modelos de interacdes de energia escura estudados neste trabalho, afim de identificar
regides proibidas ou permitidas para as densidades de energia escura e matéria escura, durante

algum momento de sua evolugdo temporal césmica.

Neste trabalho, foram utilizados dados da amostra Pantheon (SNe Ia) (SCOLNIC et
al., 2018; BETOULE et al., 2014) e dados de H(z) independentes do modelo cosmoldgico,
provenientes de medidas realizadas em galédxias antigas de amostras Cosmic Chronometers (CC)
(MORESCO et al., 2016) , além de dados de Baryon Acoustic Oscillations (BAO) (ANDERSON
et al., 2014; ROSS et al., 2015; FONT-RIBERA et al., 2014) e BAO provenientes de eBOSS
(extended Baryon Oscillation Spectroscopic Survey) (CUCEU et al., 2019; BLOMQVIST et al.,

Refere-se ao tempo de Planck t ~ 10™#s.

Séo fortes explosdes termonucleares em estrelas anis brancas, compostas de Carbono e Oxigénio.

Descreve a curva de brilho observado em fungéo do z.

Os modelos de interacdo chamaremos de IDEM (do inglés: Interacting Dark Energy Model), mais um nimero
de referéncia para identificar o modelo, de acordo com Marttens et al. (2019).

w R W N
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2019; AGATHE et al., 2019). A andlise se baseia no cédigo Cosmic Linear Anisotropy Solving
System (CLASS)® (BLAS; LESGOURGUES; TRAM, 2011) e no c6digo de MontePython’ pelo
o método Markov Chain Monte Carlo (MCMC) (AUDREN et al., 2013). O primeiro refere-se ao
contexto cosmoldgico, enquanto que, o segundo refere-se a parte de anlise estatistica® para a

obtencdo de alguns parametros cosmoldgicos de interesse.

Esta dissertacdo estd divida em 5 capitulos e apéndices. Neste capitulo vimos uma
breve introducdo da cosmologia relativistica e dos elementos de estudo deste trabalho. No
Capitulo 2 serd abordada uma revisdo geral da literatura da cosmologia moderna. No Capitulo 3
faremos a descricdo matemadtica para o modelo de intera¢do do setor escuro do Universo e alguns
modelos especificos. Por dltimo, abordaremos a metodologia usada para construir regides de
sobreposi¢oes. No Capitulo 4 apresentaremos os resultados obtidos e discussdes relacionadas. E

por ultimo no Capitulo 5, faremos as conclusdes e apresentaremos as perspectivas.

Toda documentacdo CLASS esta disponivel em: <http://class-code.net/>.

Toda documentagdo do cédigo MontePython estd disponivel em <https://github.com/baudren/montepython_
public>.

Ver a subsecdo 3.2.3.


http://class-code.net/
https://github.com/baudren/montepython_public
https://github.com/baudren/montepython_public
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CAPITULO

A COSMOLOGIA MODERNA

“Daqui por diante, o espaco por si e o tempo por si estdo condenados a desa-
parecer nas sombras e somente uma espécie de unido dos dois preservard uma
realidade independente.”

(Herman Minkowski)

A cosmologia moderna estd fundamentada, em sua grande parte, no que chamamos de modelo
padrdo da cosmologia. Este, por sua vez é baseado na Teoria do Big Bang. Esta teoria, tem
alicerce em alguns pilares bésicos (com aspectos tedricos e observacionais): a formulacao
da TRG; o principio cosmoldgico; a formacdo de estruturas em larga escala no Universo; a
descoberta da expansdo do Universo (a lei de Hubble) (HUBBLE, 1929); o sucesso da teoria da
nucleossintese primordial (SCHRAMM, 1991; MALANEY; MATHEWS, 1993); a descoberta da
RCEM, por A. Penzias e Robert W. Wilson, em 1965, de forma acidental (PENZIAS; WILSON,
1965) etc, como ja tinhamos mencionados antes. E neste capitulo trataremos discussodes a respeito
da cosmologia newtoniana, lei Hubble, PC, TRE, TRG, métrica FLRW, equac¢des de Friedmann,
redshift cosmoldgico, além de métodos e tipos de distancias em cosmologia, afim de fundamentar

alguns parametros cosmoldgicos de nosso interesse.

2.1 A Lei de Hubble

A publicacdo Hubble (1929) feita por Edwin Hubble, em marco de 1929, revolucionou a
forma que observamos o Universo, inaugurando e aprofundando os primeiros estudos no campo
da cosmologia observacional moderna. Tais estudos revelaram que as galdxias estdo se afastando
de nés com uma velocidade recessiva, v de modo proporcional a sua distancia, r, até nés (ver
a Figura 2.1.1). Isto é, galdxias que estdo mais distantes se afastam mais rapidamente do que
galéxias que estdo mais proximas de nds. Tal evidéncia revelou que o Universo encontrava-se

em expansao e ficou conhecida como Lei de Hubble que € relacionada pela seguinte expressao
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(BAHCALL, 2015):
y=Hyxr, (2.1.1)

onde: Hy € a constante de Hubble, que na época, seu valor foi em torno de 500kms—'M pc‘l,
posteriormente, descobriu-se que Hubble havia subestimado as distancias das galdxias individuais
(RYDEN, 2017b). Essa constante, na verdade, é um pardmetro que depende do tempo, H(?),
como veremos na subsecéo 2.5.3.2.1. Para o tempo presente, esse parAmetro é H(ty) = Hy
(CARROLL; OSTLIE, 2007).

Figura 2.1.1 — A Lei de Hubble relacionando linearmente a velocidade radial e a distancia entre “nebulosas extra-
galdcticas”, onde, na época, os discos pretos e linha de ajuste continua representava o uso das
nebulosas individualmente. Enquanto que, os circulos e linha de ajuste tracejada representavam as
nebulosas em grupos e o ponto em forma de cruz representava 22 nebulosas, nas quais suas distancias
ndo puderam ser estimadas individualmente. Hoje sabemos que a grande maioria destas nebulosas,
na verdade, sdo galdxias.
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Fonte: Hubble (1929).

2.2 O Principio Cosmolégico

O PC'foi introduzido por Einstein, em 1917 (EINSTEIN, 1917), para simplificar o
problema do primeiro modelo cosmoldgico apresentado por ele, mesmo ndo tendo ainda alguma
justificativa observacional. De acordo com esse principio, ndo existem observadores privilegiados
no Universo. Ele é o mesmo em qualquer direcao e em qualquer posi¢do, em outras palavras,
o Universo € homogéneo e isotropico (somente € verdade para escalas maiores que 100M pc)
(MILNE, 1932; MAROTO; RAMIREZ, 2004; COLES; LUCCHIN, 2002b; PANDEY; SARKAR,

' O PC, na verdade, trata-se de uma extrapolacio do Principio de Copérnico. Este afirma que: a Terra nio estd em
uma regido central e favorecida. O principio cosmolégico como conhecemos hoje foi formulado por Edward
A. Milne, em 1933, uma generalizacdo das ideias propostas por Einstein. A versdo apresentada por Einstein se
baseava no que chamamos de “Principio Cosmolégico Perfeito”, o qual afirmava que o Universo era homogéneo,
isotrépico e imutdvel. Isto €, na consideracdo de um Universo que n@o havia expansdo (Universo estatico).
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2015; VALKENBURG; MARRA; CLARKSON, 2013; BONDI, 1960). As primeiras evidéncias
observacionais surgiram com as observacdes de contagens de galdxias e radiogaldxias, mostrando-
se possuir uma certa homogeneidade para volumes cada vez maiores. E a expansao isotrépica do
Universo que foi descoberta por Hubble. Entretanto, a evidéncia mais forte surge juntamente
com a descoberta da RCFM, por conta do seu alto grau de isotropia (PENZIAS; WILSON, 1965;
WILSON; PENZIAS, 1967; HENRIQUES, 2009b; PANDEY; SARKAR, 2015).

E interessante enfatizar como a Lei de Hubble satisfaz o PC. De acordo com ela se duas
galdxias A e B estiverem localizadas nas posicdes 74 e 7, respectivamente, com relacio a Terra,

cuja esquematizagdo € vista na Figura 2.2.1, a velocidade de recessao entre ambas € relacionada

Figura 2.2.1 — Figura mostrando a expansao do Universo, com a Terra na origem das coordenadas.
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Fonte: Adaptada de Carroll e Ostlie (2007).

por
VA = H(l‘)?A 2.2.1)
[
Vg = H(l)?B, (2.2.2)

onde a velocidade de recessdo da galdxia B do ponto de vista da galdxia A € dada por
VB_‘_;A ZH(Z‘)?B—H(Z‘)?A ZH(Z‘)(?B—?A). (223)

Dessa forma, o observador localizado em B (ou em A) vé os demais se afastando (ou se apro-
ximando) no Universo com velocidades recessivas descritas pela mesma lei de expansdo do
referencial da Terra. Dai, de fato, a Lei de Hubble é a unica lei de expansao que é compativel
com a homogeneidade e isotropia do Universo (CARROLL; OSTLIE, 2007; MUKHANOV,
2005).
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2.3 A Cosmologia Newtoniana

A gravitacdo sendo uma forca de longo alcance, tem contribui¢do decisiva para que
objetos possam se aglutinar e assim haja a desaceleragdo da expansdao cosmolégica. Por outro
lado, na teoria newtoniana esta desaceleracdo € um processo de dificil entendimento. Nela,
teriamos um Universo finito, que iria de encontro com o PC, ji que, a distribuicao de massa
possuiria observadores em seus limites, percebendo assim, uma irregularidade na distribuicdo de
objetos cosmoldgicos (galdxias, grupos de galédxias, etc), em contrapartida a um observador que
estivesse posicionado na regido central. No entanto, para um Universo infinito e preenchido por
matéria uniformemente, a aceleragdo gravitacional seria a mesma para todos os pontos de igual
distancia, dessa forma anulando-a. Dessa maneira, a dinimica newtoniana se relaciona com a
equacao de Poisson por:

V3¢ =V.g = —4nGp, (2.3.1)

onde g € a aceleracdo gravitacional (que € nula), G € a constante gravitacional, ¢ é o potencial
gravitacional em um ponto do espaco e p € a densidade de matéria no ponto. Portanto, este modelo
satisfaz o PC, se e somente se, o Universo fosse vazio (SOUZA, 2004b). O desenvolvimento

deste calculo pode ser visto em Symon (1996).

Uma forma para se construir uma cosmologia newtoniana seria usar o Teorema de Birkoff,
o qual diz que apenas a massa inferior a um raio r infere no movimento de sua camada esférica,
que pode ser apenas demonstrado fazendo uso da TRG. No entanto, fazendo um esbogo dos
resultados, pode-se verificar suas consequéncias. Na consideracdo de uma regido esférica, onde r
¢ a distancia em relagdo ao centro, m a massa de uma galdxia contida nesta regido e M € a massa
contida em toda regido esférica (esfera) de raio r (ver Figura 2.3.1), e sabendo que a densidade
de matéria hoje é dada por py = ¥ = % tem-se (SOUZA, 2004b; SOUZA, 2007):
M= gﬁpo P (2.3.2)

que € a massa no qual a galdxia serd atraida ao interior do volume em consideracdo. Uma vez
que a massa dessa regido esférica é constante, ou seja, ndo hé criagdo de massa, a expansao é

dada pela soma da energia cinética mais a energia potencial gravitacional (que € a energia total),
1 GM
E=E:,+Epy = zmv2 _ A const., (2.3.3)
r
onde v € a expansao do volume obtida pela lei Hubble (Equagao 2.1.1) e com o parametro Hubble
para tempo atual, Hy (FILHO; SARAIVA, 2014a). A depender da quantidade de energia total do
Universo, ele serd aberto ou fechado. Para E > 0 (Universo € aberto), para E = 0 (Universo é

plano) e para E < 0 (Universo € fechado); ja que, a energia total € uma constante.

No caso em que a energia total for igual a zero (um Universo estatico), E = 0, pode-se

calcular a densidade critica do universo hoje, p.,9. Pela Equacao 2.3.3,

12 = EMm (2.3.4)
2 r
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Figura 2.3.1 — Galédxias de massas m, contidas em uma esfera de massa M, que estd a uma distancia r do centro,
expandindo ou contraindo sob sua prépria gravidade. Com a expansdo do volume dada pela lei Huble,
v = Hyr.

Fonte: Adaptada de Souza (2007).

usando a lei de Hubble e da Equacdo 2.3.2 associado com a densidade critica, temos,

1 . Gm |4
5m(Hor)2 =— {gnﬁpcro} , (2.3.5)

dessa forma, a densidade critica, p.o, para o tempo atual é dada por ,

3H}
=— 2.3.6
Pero 387G ( )

Se a densidade do Universo for menor que esta, significa que ele continuarad expandindo eter-
namente. Caso seja maior, ele ird parar sua expansao e depois iniciard sua fase de contragao
(CARROLL; OSTLIE, 2007).

Na subsecdo 2.5.1 seré feita uma discussao mais detalhada sobre a dinamica das equagdes

Friedmann, usando a cosmologia newtoniana.

2.4 A Cosmologia Relativistica

2.4.1 A Teoria da Relatividade Especial

No final do século XIX, alguns cientistas acreditavam que ndo haveria mais grandes
descobertas nos ramos da fisica. Os mesmos achavam que quase todos os conhecimentos da fisica
ja estavam compreendidos, exceto pequenos detalhes a serem acrescentados ou modificados
(SALINAS, 2010). No entanto, o inicio do século XX revelou grandes descobertas na fisica,
entre elas, a descricdo, em 1901, por Max Planck sobre a absor¢do e emissdo da radiagdo

na forma discreta; a Teoria do efeito fotoelétrico, baseada na teoria de Planck, e a Teoria da
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Relatividade Especial (TRE) *> (ou Teoria da Relatividade Restrita (TRR)) apresentadas por
Eintein em 1905 (EISNTEIN; STACHEL; PENROSE, 1998; EINSTEIN, 1905b; EINSTEIN,
1905a; KOX, 2009) etc. A TRE foi formulada por conta de alguns aspectos incompativeis e
contraditérios entre teoria da mecanica de I. Newton® (NEWTON, 2016; NEWTON, 2012) com
a teoria do eletromagnetismo de J. Maxwell* (GAZZINELLI, 2005a). Diante disso, Einstein

resumiu suas ideias, que formam a base da TRE, em dois postulados:

L. As leis da fisica sdo as mesmas para quaisquer referenciais inerciais;

Il. A velocidade da luz, c, permanece a mesma no vdcuo e ndo depende do movimento de sua

fonte. Além desta ser a maior velocidade da natureza.

O primeiro postulado é uma extensdo do PRG para todas as leis da fisica, ou seja, todas
as leis da fisica sdo invariantes e independentes de referenciais, inclusive as equacgdes do
eletromagnetismo de Maxwell. Como consequéncia, tem-se o segundo postulado, no qual
observadores em movimentos relativos e uniformes, no vacuo, obterdo sempre os mesmos
valores para a velocidade da luz. Dessa forma, as ideias para um espago € um tempo absoluto
perdem todo o sentido. No entanto, o objetivo da teoria € tornar as leis da fisica absolutas
(HENRIQUES, 2009d; GAZZINELLI, 2005b; EINSTEIN, 1905a).

A TRE traz uma descri¢do importante para o espaco € o tempo, ambos passam a se
relacionar. O tempo passa a ser considerado um parametro de uma coordenada e todo o conjunto
passam a ser chamado de espago-tempo, sendo uma coordenada temporal e trés coordenadas
espaciais (HENRIQUES, 2009d). Diferentes referenciais inerciais sdo conectados entre si pelas
Transformagdes de Lorentz (TL). Considerando um observador em um referencial A’ (nas
coordenadas (x', ¥ 7’ e ct’)) se afastando com rela¢do a um outro observador num referencial A

(nas coordenadas (x, y z e ct)) com uma velocidade relativa v ao longo do eixo x positivo (com

2 No inicio Einstein se referia a TRE por Teoria da Invaridncia. O nome relatividade foi introduzido posteriormente

por Henri Poincaré (1854—1912) e Max Planck (1858-1947), depois disso ele passou a adotar também.
Newton acreditava no conceito de um espaco absoluto e para ele era possivel determinar uma aceleragao absoluta.
Ele atribufa isso em consequéncia das forgas ficticias que surgem nos movimentos com aceleracio. Mas, esta
ideia ndo era compativel com o Principio de Relatividade de Galileu (PRG), pois significaria ser possivel
escolher um conjunto infinito de referenciais inerciais, que era o referencial do espago absoluto. No final do
século XIX, Ernst Mach (1838-1916) apresentou uma critica fundamental a teoria newtoniana. Para Mach s6
existem movimentos relativos e isto foi de grande valia nas concepcdes de Einstein para TRE.

As equagdes de Maxwell ndo eram invariantes a uma Transformacao de Galileu (TG). Isto é, observadores em
diferentes referenciais inerciais observariam fendmenos diferentes e incompativeis a uma TG.

A TG, o PRG (estendido também ao eletromagnetismo) e as equagdes de Maxwell ndo sdo compativeis. Diante
deste cendrio surgem trés reflexdes possiveis: a) O PRG ndo pode ser estendido também ao eletromagnetismo.
Dai, deve existir um referencial absoluto para o eletromagnetismo; b) O PRG pode ser estendido também ao
eletromagnetismo; a mecanica newtoniana e a TG estdo corretas. Dai, a teoria do eletromagnetismo estaria
incorreta (ndo € invariante perante a TG) e precisa ser modificada; ¢c) O PRG pode ser estendido também
ao eletromagnetismo. E a teoria de Maxwell, do eletromagnetismo, estd correta. Dai, a TG e a mecénica de
Newton est@o incorretas e precisam de modificacdes. Por conta disso, Michelson e Morley tentaram, por meio
de experiéncias, determinar um referencial absoluto (o éter), dessa forma descartaria ou ndo a opg¢ao (a). No
entanto, os resultados na tentativa de encontrar um referencial absoluto deram sempre nulos.
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esquematizacao vista na Figura 2.4.1), as TL sdo dadas por

X =y (x—vt), (2.4.1a)

y/ =y, (2.4.1b)

=z 2.4.1¢)
1%

'~y (t _ C—zx) , (2.4.1d)

onde o termo ¥, = ——— & o fator de contragdo de Lorentz (GAZZINELLI, 2005¢).

2
v
-5

C

Figura 2.4.1 — Esquematizagdo das coordenadas espaciais de um observador num referencial A’ se afastando com
velocidade relativa v com relag@o a outro observador no referencial A, ao longo do eixo x positivo.

',7)
(»2)
A/
A
;
o X
0 X

Fonte: Elaborada pelo autor.

Na TRE, o espacgo-tempo € descrito pela geometria quadrimensional de Minkowski
(pseudo euclidiana). O elemento de linha entre dois eventos®, nesta geometria, é definido por
(GAZZINELLLI, 2005c¢),

ds® = —c*dt* + dx*> + dy* + dZ, (2.4.2)
onde ds? é uma grandeza fisica invariante, isto é, que independe do referencial (ds? = ds"> =
ds"?* = ...). Na forma tensorial ds? é expressado por

ds* = nyydxtdx", (24.3)

onde 1My € o tensor do espago-tempo na métrica de Minkowski (Equacdo 2.4.4)

100 0
0 100

— : 2.4.4

M 0 01 0 (24.4)
0 00 1

6 Um evento é acontecimento fisico numa posicio bem definida do espago-tempo, exemplo: (x,y,z,t) ou (x',y, 7',

etc.
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dx* e dx" sdo os elementos de linhas das coordenadas espaciais e temporal. Os indices gregos
p e v variam de 0 a 3. Para i = v temos 1,y = 1 (se 4, v # 0), enquanto que 1,y = —1 (se
u,v=20)e nuy =0 para u # v, sendo o quadrivetor posi¢do do espago-tempo € dado por
(WEINBERG, 2008; HEINICKE; HEHL, 2003):

X =ct, x =x, X’=y, X =2 (2.4.5)

2.4.2 Teoria da Relatividade Geral

A versao final da TRG foi apresentada por Einstein entre o final de 1915 e inicio de
1916 numa série de publicacdes cientificas Einstein (1915a), Einstein (1915b), Einstein (1915¢),
Einstein (1915d) e Einstein (1916). Na TRG, na presenca de um campo gravitacional, a veloci-
dade da luz, c, deixa de ser uma constante e passa a ser dependente do sistema de coordenadas.
Enquanto a atuacdo da TRE € restrita ao caso de campos gravitacionais nulos, a TRG tem
abrangéncia universal sobre a gravidade (FILHO; SARAIVA, 2014a; LIMA, 2018). A Teoria da
Gravitacdo Universal e a TRG sdo compativeis apenas na presenca de campos gravitacionais
fracos. A equacdo de campos de Einstein que descreve a dindmica em curvaturas, assim como o

movimento local da matéria-energia do espago-tempo, € dada por (ver Apéndice A):

1 87G
G'uv - R'uv - Eg'uvR - C_4T’uv, (24.6)

onde o termo Gy € o tensor de Einstein; Ry, € o tensor de Ricci (tensor de espago-tempo);
guv trata-se das componentes do tensor de métrica; R € o escalar de curvatura de Ricci®; G é a
constante gravitacional de Newton, onde k = 8?—4(; trata-se da constante gravitacional de Einstein;
Ty,v € o tensor momento-energia; enquanto que os indices gregos (e v variam de 0 a 3 (FILHO;

SARAIVA, 2014a; EINSTEIN, 1915a; EINSTEIN, 1917).

Em 1917, Einstein apresentou o primeiro modelo de Universo da cosmologia moderna.
Tratava-se de um Universo com volume finito, estdtico, esférico e sem bordas. Para que o
Universo fosse estdtico, inicialmente, ele acrescentou um termo cosmolégico (a constante cosmo-
l6gica, A) para contrapor o efeito da gravidade, por mais que apds a descoberta da expansao do
Universo por Hubble ele tenha classificado isso como o maior erro de sua vida (EINSTEIN, 1917,
EINSTEIN, 1923a; ROOS, 2015a; KARTTUNEN et al., 2007). Entretanto, apds a descoberta
da expansao acelerada do Universo por Riess ef al. (1998) e Perlmutter et al. (1998) esse termo
passou a vigorar novamente na equagao de campos de Einstein, representando essa expansao
acelerada. Dessa maneira a equacdo de campos de Einstein com o termo cosmoldgico € descrita
por:

Guv =Ryy — %gu\,R —Aguv = 8:—4(;Tuv. 2.4.7)
Artigo de Einstein traduzido para o inglés por Satyendra Nath Bose no livro Einstein (1920) ou versdo traduzida
por W. Perrett e G.B. Jeffery no livro Einstein (1923b).
Nao confundir o escalar de Ricci com o fator de escala R(z). Por mais que em algum momento do texto o fator

de escala seja mencionado apenas por R por simplificagdo. No entanto, estard claro no contexto que trata-se do
mesmo e ndo do escalar de Ricci.

7
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Na publicagdo Einstein (1915b) Einstein fez uma descricdo para explicar a discrepancia na
precessio do periélio do Planeta Merciirio (essa foi a primeira evidéncia para TRG”). No entanto,
para comprovar que a TRG estava correta era necessario ter mais evidéncias observacionais
que corroborassem com as hipéteses relativisticas propostas por ele. Uma das primeiras e mais
fortes evidéncias observacionais, da época, aconteceu em 1919, com a observacgdo do eclipse
total do Sol em Sobral (Brasil) e na ilha do Principe (oeste da Africa), com medidas da deflexdo
da luz oriunda do campo gravitacional do Sol (DYSON; EDDINGTON; DAVIDSON, 1920;
LONGAIR, 2008). Uma das mais recentes e importantes comprovagdes € a confirmagdo da
existéncia das ondas gravitacionais, prevista pela TRG cem anos antes (ABBOTT et al., 2016a;
ABBOTT et al., 2016b). Esta descoberta, fortaleceu o arcabouco da TRG e inaugurou um novo

campo de estudos na astronomia moderna: Astronomia de ondas gravitacionais.

2.4.3 A Meétrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker

Na TRG, as propriedades da métrica mudam com relacdo a métrica dada na Equacdo 2.4.3,
pois agora trata-se uma métrica que admite curvatura. Sendo o espago-tempo com curvaturas
as componentes do tensor de métrica sao dadas por g,v. Quando g,y = 7Ny trata-se de uma
métrica do espaco-tempo plano, ou seja, pseudo euclidiano. A separacdo entre dois eventos
com localizacdes em (¢, r, 0, ¢) e (t +dt, r+dr, 0 +dO, ¢ +d¢) na métrica de Minkowski

quadrimensional em coordenadas esféricas é dada por (RYDEN, 2017g):
ds® = —c*dt* + dr? + r*dQ?, dQ? = d6> + sen’0 d(])2. (2.4.8)

A métrica Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) € a unica métrica que satisfaz o PC
de forma mais geral. Tendo em vista as Equacdo 2.4.7 e Equacdo 2.4.8 um elemento de linha em

coordenadas esféricas na métrica FLRW ¢é dada por (ver Apéndice A):

d 2
ds* = guy dxt'dx’ = —(cdt)* + R(t) 1—rkz +r2d0* + rsen*0d¢? |, (2.4.9)
— Kr

onde R(z) é o fator de escala; k é a constante de curvatura do Universo, sendo que k pode
assumir valores de 1, 0 e —1, que corresponde ao tipo de geometria do Universo: eliptica
(esférica), plana (pseudo-euclidiano), hiperbdlica (aberta), respectivamente; » = r| representa a
posicdo comoével; A coordenada temporal, #, ¢ medida em repouso com relacdo as coordenadas
coméveis!? (HENRIQUES, 2009b; ISLAM, 2004b; WEINBERG, 1972; TERZI¢, 2008), onde

® Em 1859, Urbain Le Verrir (1811-1877) ja havia calculado a elipticidade de Merctirio em e = 0.2 e sabia-se
que Mercurio tinha uma discrepéncia de cerca de @ = 45 4 5 arcsec por século de variacio do seu periélio. No
entanto, pela TRG era previsto uma discrepancia em torno de @ = 43 arcsec (VERRIER, 1859; LONGAIR,
2008; EINSTEIN, 1915b).

10" Um sistema de coordenadas coméveis é aquele que se move com a fonte.
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as componentes do tensor de métrica g,y neste caso sao dadas por:

~1 0 0 0
0 RXt)/(1—kr*) O 0
= : 2.4.10
Buv 0 0 R2(t)r? 0 ( )
0 0 0 R%(t)r’sen’0

sendo as componentes da diagonal: gog = —1, g11 = R%>(¢)/(1 — kr?), g2o = R*(t)r?, g33 =
R?(t)r*sen’0 e as restantes guv =0, parayu # v.

2.5 Equacoes de Friedmann

Ap6s a descri¢do do primeiro modelo cosmoldgico apresentando por A. Einstein, em 1917
(EINSTEIN, 1917), baseado na TRG que o mesmo desenvolveu dois anos antes. Este modelo
satisfazia o PC. Posteriormente, em 1922 (FRIEDMANN, 1922) e 1924 (FRIEDMANN, 1924),
0 matematico e cosmdélogo soviético Alexander Alexandrovich Friedmann (1888-1925) viera
apresentar solugdes de Universo dindmico, com curvaturas positivas e negativas, respectivamente.
Estas solugdes podem ser obtidas pelo formalismo newtoniano, tanto quanto pelo formalismo
da TRG (KARTTUNEN et al., 2007; RYDEN, 2017g; LIDDLE, 2015b). O formalismo da
cosmologia newtoniana surgiu somente apods a evolucao dindmica das equacdes da TRG. Mas,
€ interessante enfatizar que mesmo com a mecanica newtoniana é possivel obter também as
equacoes de Friedmann, condicionado a algumas restricdes. Uma descri¢do mais completa é
feita por meio pela TRG (LIMA, 2018). Nesta se¢@o, faremos uma descri¢ao de suas equagdes,
assim como a dinamica do modelo e solugdes, descrevendo alguns pardmetros cosmoldgicos de

interesse.

2.5.1 Equacdes de Friedmann pela descricao newtoniana

Usando a conservacao de energia (dado na secdo 2.3), da Equacao 2.3.3, reescrevendo

em termos de r e p, obtém-se que,

1 4w
E=En+Epy = Em}"z — ?Gprzm, (2.5.1)

onde nesta equacdo € descrito a evolugdo da separacdo r na regido esférica.
Adotando um sistema de coordenadas que se move com a expansao, as coordenadas
comoveis (ver representacio na Figura 2.5.1). Uma vez que, o Universo € homogéneo e isotrépico,

com expansdo uniforme. A distincia real 7(r) (coordenadas fisicas) em termos da distincia

comével 7! (coordenadas coméveis) pode ser escrita como (LIDDLE, 2015b):

7(t) =R(t)r (2.5.2)

1" Na subsecio 2.7.1 denotaremos as coordenadas coméveis por y, isto &, ¥ = 7.
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onde R(t) é o fator de escala do Universo e é uma func¢do da evolucdo temporal (ver subse-

¢ao 2.7.1). Reescrevendo a Equacdo 2.5.1 em termos do fator de escala e distdncias comdveis,

Figura 2.5.1 — Representagdo do sistema de coordenadas comdveis. Sistema que se move junto com a expansio, de
modo que, qualquer objeto fica fixo com relagdo a esta coordenada, durante toda a evolucdo temporal.

Fonte: Adaptada de Liddle (2015b).

ou seja, substituindo a Equacdo 2.5.2,

1 4
E = Smier? - ?”GpRzr%m (2.5.3)

onde o termo com 7| desaparece (r; = 0), ja que r| ndo tem dependéncia temporal. Multiplicando

ambos os lados da Equagdo 2.5.3 por ﬁ, dai,
1
2E R* 8n
—— - — =G 254
mR2r?  R> 3 p; ( )

fazendo kc> = —2E /mr? e H(t) = R/R, a Equagdo 2.5.4 pode ser escrita ainda como,

R> 8n kc?
H?(t) = 7= 3 0P~ %1 (2.5.5)

Esta € a equacdo de Friedmann na forma padrio, obtida a partir da descri¢do newtoniana, em

que k= =25 (k o« 1 /r?) é uma constante e representa o tipo de curvatura para o universo.
mczrl 1

No entanto, k aparece aqui de modo arbitrario, condicionado a imposi¢do. Na TRG, ele surge
naturalmente (RYDEN, 2017g; LIDDLE, 2015b; SCHNEIDER, 2015).

2.5.2 Equacdes de Friedmann pela Descricao da TRG

Na TRG, as equacdes da Friedmann sdo obtidas a partir do tensor estresse-energia
Jjuntamente com a utilizagdo da métrica FLRW. O tensor momento-energia (estresse-energia)
que descreve um fluido perfeito € dado p01r12 (ELLIS et al., 2011; CARROLL, 2001; TERZIS,

12O Universo tem sua descricdo dada por um fluido perfeito, que trata-se do tinico sistema fisico que estd de
acordo com o PC, sem efeitos de cisalhamentos ou fluxos de calor em largas escalas.
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2008; HENRIQUES, 2009a; SCHUTZ, 2009b; COMBES et al., 1996; CARROLL, 2004):

pc? 0 0 0
0 g11P 0 0

T,y = , 2.5.6a

Y 0 0 gnP O (2260
0 0 0 gxnP

Tuv = (P+pc®)UyUy + Pguy, (2.5.6b)

onde: T,y sdo as componentes do tensor estresse-energia (neste caso, especialmente, € conhecido
como tensor momento-energia por ter componentes ndo nulas somente na diagonal). Dessa
forma, temos: Tpg = pcz, T;j=gijPsei=jeT;j=0sei# j; Uy eUy sdo as componentes do
quadrivetor-velocidade (com indices abaixados), onde: Uy,Uy = (—1,0,0,0); p é a densidade
de energia do Universo, P € a pressao; Tp; € o fluxo de energia, onde: Tp; = 0; Tjp é a densidade
de momento, T;p = 0; T;; € o fluxo de momento, com os indices i € j variando de 1 a 3; e gy €

o tensor de métrica (neste caso, trata-se da métrica FLRW).

A partir das equagdes obtidas para o tensor momento-energia (Equagdo 2.5.6) e para
a métrica FLRW (Equaciao 2.4.9), substituindo-as na equacdo de campos de Einstein da TRG
(Equacdo 2.4.6), com demonstragdo no Apéndice A, sdo obtidas duas equacdes (NARLIKAR,
1993; WEINBERG, 2008; DALARSSON; DALARSSON, 2015a):

R 2R* 2ke*  4nG

2t ot =5 (P = P), (2.5.7)
e .o
R 4nG
== —F(pcz +3P). (2.5.8)

Estas sdo conhecidas como as equacoes de Friedmann. Esta tltima é conhecida como a equagdo

da aceleragdo. Substituindo a Equacao 2.5.8 na Equacgdo 2.5.7, temos:

R* 871G kc?
—=—p—— 2.59
esta é a equacdo de Friedmann na forma padrao, obtida pela descri¢do da TGR. Esta, ainda pode

ser expressada com o termo cosmoldgico acrescentado:

R? 871G 1 kc?

2.5.3 A Dinamica Cosmoldégica do Modelo de Friedmann
2.5.3.1 Solugdes Para a Lei de Conservacdo

Fazendo uma diferenciacdo na Equacgdo 2.5.9 ou Equacgdo 2.5.10 com relagc@o ao tempo
cOsmico ¢, podemos expressar (DALARSSON; DALARSSON, 2015a)

.8 8 .
QRE = %szﬂ + %Gp 2RR. 2.5.11)
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Os termos com k e A na equagdo de Friedmann desaparecem na derivacdo temporal. Reorgani-

zando esta equagdo, temos:

R'_47rG,R+47tG
R 3 pR 3

Igualando a Equacgdo 2.5.12 com a equagdo da aceleracdo (Equacgdo 2.5.8), podemos reescrever

2p. (2.5.12)

4G . R 4nG 47rG
—pP=+—="2p= (pc +3P), (2.5.13)
3 'R 3
isto ¢ 4G .R 4nG 4G 3P
T T T
) — 3p=— 2.5.14
ainda, podemos simplificar e reorganizar em termos de p. Dessa forma, obtém-se que
3R,

Esta equacao trata-se da lei de conservagdo e também pode ser obtida pelo tensor momento-
energia: Tv“;u =0= ‘fi—’t) + %(pcz -+ P). Para mais detalhes, veja Weinberg (2008, Sec. 1.1).

A Equacdo 2.5.15 tem solugdo caracterizada por parametros cosmoldgicos da Equagdo

de Estado (EE) que obedecem uma relacao linear:
P=wpc?, (2.5.16)

onde @ € um parametro da equagdo de estado; p € a densidade de energia; ¢ € a velocidade da
dt

luz; e P € a pressdao. Multiplicando ambos os lados da Equacdo 2.5.15 por ; e substituindo a

Equacdo 2.5.16, podemos reescrevé-la por:

dp dp _ dR
7+37(1+w) 0 = b 3(1+w)R, (2.5.17)

integrando ambos os lados desta equacao, temos:
po d Ro dR
p(t) P R(r) R
R
Inp[f) = =3(1+ @) Infpf, (2.5.18)

sabemos que ") = x. Dessa forma, a solucdo da equacgdo da lei de conservagdo (Equacgdo 2.5.15)
¢ dada por (ROOS, 2015a; WEINBERG, 1972; CARROLL, 2001; WEINBERG, 2008; ROOS,
2015a):

3(1+w)
P(R(1)) = po (’%;)) = po(1+2)°"®). (2.5.19)

com RO = (1+z2) sendo obtido através da relacio de expansdo de redshift'>(HARRISON, 2000),

apresentado na secdo 2.6, onde z € o redshift observado; @ é um fator de proporcionalidade para

13" Pois, na astronomia é comum encontrar o fator de escala R(t) a partir de medidas de redshifts z.
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equacdo de estado; enquanto que pg e Ry tratam-se da densidade de energia e do fator de escala
para o tempo atual, respectivamente. Podemos derivar diferentes valores para @, de acordo com

alguns casos especiais:

I. Universo dominado por matéria: Um Universo preenchido por matéria fria e ndo-relativistica
na forma de poeira, sem a presenca de radiacdo e pressao. Isto é, com P = 0 (logo @ = 0).

Dai a densidade de matéria evolui com fator de escala por:

R

3
pm<R) = Pm0 (%) = me(l +Z>37 (2.5.20)

onde p,,0 é densidade de matéria medida hoje.

I. Universo dominado por radiacdo: Tratando-se de um Universo com um gés quente e
ultra-relativistico na forma de particulas quente (matéria quente). Isto é, P = % p,c* (ou
seja: @ = %). Dessa forma, a densidade de energia da radia¢do evolui com o fator de escala

por

Ro\* A
pr(R) =po( & ) =pu(l+2)", 2.5.21)

onde p,q trata-se da densidade de energia da radiagdo medida hoje.

M. Energia do vdcuo: Corresponde a um universo estitico (R = R = 0), que ndio contém poeira

ou radiagio. Possui uma componente de pressdo negativa do tipo P = —pac? (ou seja:
o = —1), a densidade de energia de vacuo (densidade de energia escura) evolui por:
0 2
R() 0 Ac
— U = 1 = =, 2.5.22
P PAo( R ) pao(1+2)"=pro =g~ ( )

onde pjg trata-se da densidade de energia de viacuo medida hoje; e A € a constante

cosmoldgica.

IV. Curvatura: Corresponde ao caso do Universo que contém curvatura, isto €, com P =

—% prc? (logo o = —%), onde a densidade de curvatura evolui com fator de escala por:
Ro\?
pc(R) = pro (;) = pro(1+2)% (2.5.23)

onde Py trata-se da densidade de curvatura do Universo medida hoje.

V. Fluido desconhecido: Considerando um caso geral possivel para um fluido desconhecido e
com equacdo de estado arbitraria, com uma componente de proporcionalidade dada por
@, (podendo assumir valores arbitrarios em torno de -1), assim, a densidade de energia

evolui por:

R

=3(14wy)
pi(R) = pio (R_> = pio(1+2)30F), (2.5.24)
0

onde p;p trata-se da densidade do fluido desconhecido medida hoje.
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2.5.3.2 Pardmetros Cosmoldgicos

Nesta subsec¢ao 2.5.3.2 serdo definidos alguns parametros cosmoldgicos observaveis em

estudos de cosmologia.

2.5.3.2.1 O Paridmetro de Hubble

Nesta subse¢do 2.5.3.2.1 iremos mostrar como a correlagdo entre o volume do Universo

(V) e fator de escala (R(r)) resulta numa razao que é definida como pardmetro de Hubble. Vimos

que a distancia fisica em termos da distancia comével é (subsegdo 2.5.1): ¥ = R(¢)7, assim, o

volume fisico do Universo tem dependéncia com o fator de escala R(¢) por (SCHNEIDER, 2015;
RYDEN, 2017a):

V=R()Ve; VRV, VeR(), (2.5.25)

onde V, = |J|V} contém o volume comével V; e a transformacao jacobiana |J| adequada para o

volume. Considerando um Universo esférico essa transformacgao é 4?”, com 1sso, fazendo uma

derivada temporal na Equacdo 2.5.25, obtemos que:
V =3R(t)*RV,. (2.5.26)

Dividindo a Equagao 2.5.26 por Equacdo 2.5.25:

/ R(1)*R R
v_ 3R(t)"RVx —3_. (2.5.27)
Vo R0V, R

Portanto, a relagao entre o volume e fator de escala, fornece o parametro de Hubble:
1V R
3V R

H(). (2.5.28)

Este esta associado a taxa de expansdao do Universo. Para o tempo atual é denotado por
H(t =ty) = H(ty) = Hy, com valores atuais, a depender de modelos e dados, aproximadamente,
compreendidos entre (65—75) x kms~'Mpc ™! = (65—75) x 3.24 x 10720571,

2.5.3.2.2 Densidade Critica e Parametro de Densidade

Como ja mencionado na se¢do 2.3, a densidade critica é encontrada na condi¢do que

temos um Universo estédtico (E = 0). Em termos da Eq. de Friedmann (Equagao 2.5.9)

871G kc?
Hit) =—"—p—— 2.5.29
onde vimos que H(t)?> = R/R. Para k = 0 (Universo plano), a densidade critica do Universo

assume a seguinte expressao (CARROLL; OSTLIE, 2007):

3H(t)?
8nG ’

Porlt) = (2.5.30)
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podemos reescrever o parimetro de Hubble: H(¢) = 100hkms™'Mpc~! = 3.24 x 10-8hs~ ! E

em termos do tempo atual, a densidade critica é dada pela expressao:

3Hg 26,2 k8
Pero = 3G 1.87798 x 10~ “°h oy (2.5.31)
com: G = 6.674184 x 10~ m3kg_]s_2, Ipc = 3.086 x 10'%m. Dessa forma, se conhecemos a
densidade de energia do Universo, € possivel determinar o seu tipo de curvatura (hiperbdlica,

plana e fechada).

O parametro de densidade de energia é definido pela razao entre a densidade de energia
e a densidade critica de energia:

p(t) _ 87Gp(r) pi _ 8xGp;

Qt) = = Q= = . (2.5.32)
O )~ 3HGY " pl0) 3HGY
E para o tempo atual € dado por:
8nG
Qo= Po 2R (2.5.33)
Pecro 3H0

Diante do que foi apresentando nesta subsecao (secdo 2.5), podemos reescrever a Equagdo 2.5.10

em termos da contribuicdo de cada componente de densidade de energia:

_R*> 8rnG kc?
=R~ 3 PntPrEPA)

onde: p,, € densidade de energia da matéria; p, a densidade de energia da radiacdo e pp a

H(t)? (2.5.34)

densidade de energia do vacuo. Dai, podemos reescrever a Equacdo 2.5.34 em termos dos
parametros de densidades e redshifts (ELLIS et al., 2011; ROOS, 2015a; CARROLL; OSTLIE,
2007; WEINBERG, 2008; ISLAM, 2004a):

H?(2) = H3[Qa + Quo(1 +2)2 + Qo (1 +2)° + Q01 +2)", (2.5.35)

onde Q,,0, Q,0 € Q\, respectivamente, sdo os parametros de densidade da matéria, radiacdo e
. , . 2 7z . A
energia do vacuo (energia escura) para o tempo atual. E Qo = — R_I;;IZ ¢ definido como parametro

0770

de densidade de curvatura espacial para o tempo atual.

Da Equacdo 2.5.34 podemos reescrever:

R*H(t)? 8nG
—k=—> (1—3H(t)2p,m> (2.5.36)

2
onde fizemos pror = Pm + Pr + Pa- Dessa forma, o Universo € plano se apenas p;,; = 3?;2 = Pcr-

Logo teremos: kK > 0, k <0 e k=0 se Pior > Pers Prot < Per € Pror = Per»> TESPECtivamente. E

— Pror _ 8TGpror
 Per 3H(l‘)2 ’
mos possibilidades e estimativas de como a curvatura espacial € correlacionada com a matéria e

definindo em termos de um parametro de densidade €;,;

permite-nos explorar-

energia do universo:
Qo > 1, Universo fechado (k = 1);

assim Qs = 1, Universo plano (k = 0); (2.5.37)
Qs < 1, Universo aberto (k = —1).

kc?

Qtol_lzm
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De modo geral, a equacdo de Friedmann (Equacgdo 2.5.35) pode ser reescrita por:
H?(z) = HJE(z), (2.5.38)

sendo que no modelo padrio atual E(z) = [QA + Qio(1 +2)? + Quo(1 +2)° + Q0(1 +2)4]
representa a soma dos parametros de densidade para um determinado tempo ¢.

2.5.3.2.3 Parametro de Desaceleracao

Em um modelo de Universo em que suas propriedades fisicas sdo bem conhecidas, o
fator de escala, R(¢), pode ser facilmente encontrado a partir da prépria equacdo de Friedmann.
No entanto, para o Universo real as medi¢des dessas propriedades com precisdo ndo € simples e
R(t) é obtido indiretamente das observagdes. Entdo, é ttil expressar R(¢) numa expansio de série
de Taylor em torno do tempo presente ¢ = f, pois, assim € possivel extrair algumas informacdes
empiricas (RYDEN, 2017e; WEINBERG, 2008; HAWLEY; HOLCOMB, 2005; NASTASE,
2019a):

(t—10)*+---, (2.5.39)

=1y

(t—10)*+--- . (2.5.40)

t=ty

(r—19) + LR
1=t 0 2R
=l

E uma boa aproximacao considerar os trés primeiros termos, se ndo existir grandes flutuagdes
em R(¢) por conta de 7 (ndo hd evidéncias que o Universo real tenha um fator de escala com

muitas oscilagdes), assim:

R 1R )
~1+ — (t—to)+ == (t—10)°, (2.5.41)
R(1o) _— 2R|,_,
como R(tp) = Ry = 1. Dai:
R 1R
RO)~1+=| (t—t0)+==| (t—1)*. (2.5.42)
R =t 2R =1
0 0
Sabemos que a constante de Hubble pode ser escrita por:
R
Hy= — (2.5.43)
R =1,
0
A partir do terceiro termo da Equagdo 2.5.42:
R RR*R? RR? R
~ = =ooHY = HY = —q()H?| (2.5.44)
Rl—, RR*R 1=ty RR? 1=ty R?H? 1=ty =t

podemos definir o pardmetro de desaceleracdo, para um tempo qualquer ¢, pela expressao:

RR R
e 2.5.4
9(1) = —%3 = 72 (2.5.45)
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E em termos do tempo atual (r = g) é obtido por

RR R
g =— (_2> = <—2> . (2.5.46)
R =ty RH =ty

Dessa maneira, a Equacdo 2.5.42 pode ser reescrita em termos do parametro de desaceleragao,
qo, ¢ da constante de Hubble, H),

1
R(t) = 1+ Ho (1 — o) — 5qoHg (t ~ 10)” (2.5.47)
A Equacdo 2.5.45 assume trés diferentes possibilidades:

g>0, se d<0 (Expansdo desacelerada) ;
q=0, se d=0 (Expansdo constante); (2.5.48)
qg<0, se d>0 (Expansao acelerada),

ou seja, quando g > 0 significa que a expansdo do Universo estd de modo desacelerada; quando
q < 0 estd de modo acelerada e quando ¢ = 0 a expansdo do universo acontece de modo constante.
A escolha do sinal na defini¢do de ¢(¢) foi realizada na década de 1950 e na época néo acreditava-
se na possibilidade de um Universo com expansdo acelerada. A Figura 2.5.2 expressa as trés

possibilidades de ¢ para evolugdo do fator de escala R(t). A Equacado 2.5.47 foi obtida a partir de

Figura 2.5.2 — Evolucdo temporal do fator de escala R para modelos contendo as diferentes possibilidades do
parametro de desaceleragdo q.

qg<0 g=0

qg=>10

Fator de Escala R

0 |
0 1 2

Tempo

Fonte: Adaptada de Hawley e Holcomb (2005).

uma descricao matemadtica e independente das Equacdes de Friedmann. No entanto, combinada

com a equacdo da aceleracdo (Equacgdo 2.5.8) conseguiremos obter ¢ para diferentes modelos
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de Universo. Considerando um modelo de Universo com N componentes € com valores de
parametros para equacao de estado @j;, a equacdo da aceleracdo € reescrita por
471G ¥

B 471G ¥
2 = 32 Z(Picz +3PiwiC2) = —— Zpi(l +3w;). (2.5.49)
i=1 i=1

Dividindo ambos os lados da Equagio 2.5.49 por H?, obtemos:

RH2 2

R 187G ¥
3H?2

Y pi(1+30;). (2.5.50)
i=1

Usando a Equacao 2.5.32 podemos reescrever Equacao 2.5.50 por

R 1y a+3a) (2.5.51)
RH? 247 ’

Logo, temos que o parametro de desaceleracdo pode ser reescrito em termos do parametro de

densidade, €;, de energia e do parametro da equagdo de estado, w;:
1 N
H)==) Qi (1+3w). 2.5.52
alr) =3 L 2i(1+30) (2.5.52)
Em termos do tempo atual € reescrito:

1 N
g0 =5 ) Qoi (1+3ap). (2.5.53)
i=1

Considerando um Universo composto de matéria (£2,,), radiacao (£2,), constante cosmoldgica

(Q24) e de uma componente x de um fluido desconhecido (€2,), a Equagdo 2.5.53 torna-se
1 1
q0 = -Q'rO + E-Qmo - Q'AO + E-Q'XO (1 + 3(1)0)6) . (2554)

2.5.3.3 Solugdes Para as Equacées de Friedmann

Aqui serdo tratadas algumas solugdes para as equacoes de Friedmann.

2.5.3.3.1 Universo de uma Unica Componente (P = wpc?)

e Parak =0:

Para um Universo de uma tinica componente e de constante de curvatura k = 0, da Equacdo 2.5.9
e usando a Equacdo 2.5.19, temos (NASTASE, 2019a; MCMAHON; ALSING, 2005; HENRI-
QUES, 2009a; TERZI¢E, 2008; DALARSSON; DALARSSON, 2015b; ROOS, 2015a; RYDEN,
2017f):

R(t)* = @R““w). (2.5.55)
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Para solucionar a Equacdo 2.5.55, € conveniente supor que esta obedece uma lei de poténcia do

tipo R = Bt* =< t*, sendo B uma constante. Dai:

2 o 2
R(t)*= (‘fl—f) = (d(gtt )) = (eBr™")? = (2B o 272, (2.5.56)

Da Equagao 2.5.55 e da suposi¢do usada:
87IGP0R_(1+3w) _ 87Gpo (ﬁtf)_(wsw) _ 87nGpo (ﬁ)7(1+3w) (t)f(l+3m) o 4 T(1430)

3 3 3
Logo 1272 = 1~(143®) oy seja, 21— 2 = —1(1 +30). Assim:
2
T:3+3a); com m# —1. (2.5.57)

Dessa maneira, o fator de escala em funcio temporal tem a forma:

R(t) o< 12/ 3+30) (2.5.58)

) o tg/(3+3w)

Para o tempo atual: R(f . Normalizando a Equagdo 2.5.58 por R(#p) = 1, reescreve-

mos:

2/(3+30)
R) _ (1 ) . (2.5.59)

Rt)=—%5= (—
R (t()) 1o
Por outro lado, a idade do Universo 7 estd relacionado com a densidade de energia, podemos

reescrever Equacdo 2.5.55 por:

1/2 1/2
dR _ 187Gpo R-1/20430).  pl1/2(1430) yp _ 8Gpo ar. (2.5.60)
dt 3 3
integrando a Equacdo 2.5.60:
Ry=Ro=1 t=to 1/2
/ RY/20+30) g — {SEGPO} dt, 2.5.61)
R;=0 1=0 3
S ¢ . _ to, (2.5.62)
L1+3m)+1|, 3 , a(l+o) 3
reorganizando esta equagio, finalmente podemos expressar a idade do Universo por:
ganizand quacdo, final pod p idade do Uni p
1 L
. , 2.5.63
"1+ [67tGpo] (2565)

2
Mas, vimos na Equacio 2.5.31 que: pq0 = gﬂig; = po, de modo que, a idade do Universo pode

ser dada em termos da constante de Hubble:
2 -1

3(1—+w)HO . (2.5.64)

t)o =

Para uma fonte que emite num tempo ¢, usando a Equagdo 2.5.59 com 1 +z = R(tp)/R(t), o

tempo de emissdo € expresso em fun¢do do redshift z:

o 1o o 2 1
t(Z) - (1 +Z)3(l+w)/2 o 3(1 +a))Ho (1 +Z)3(1+w)/2' (2.5.65)
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2.5.3.3.2  Universo Dominado por Matéria (P =0 com ® = 0)

* Para k = 0 (Universo plano):

Para um Universo dominado por matéria (matéria ndo relativistica) e de curvatura nula (k = 0), a
densidade de energia evolui de acordo a Equacao 2.5.20. Utilizando a Equagdo 2.5.59, o fator
de escala para matéria em funcdo temporal evolui por (HENRIQUES, 2009a; TERZI¢, 2008;
DALARSSON; DALARSSON, 2015b; ROOS, 2015a; RYDEN, 2017f; WEINBERG, 2008)

2/
R(t) = (—) . (2.5.66)
Io
E a partir da Equacdo 2.5.64, a idade do Universo é dada por:
o= — = 6.52 % 1% anos. (2.5.67)
3Hy

Para h = 0.70, obtemos que: fo = 9.31 x 10° anos. Esta idade é inferior  idade que foi estimada
para as estrelas mais antigas e aglomerados estelares que é da ordem de 13 x 10? anos. Este
problema s6 foi solucionado, quando descobriu-se que uma contribui¢do importante da energia
do Universo era oriunda da energia escura. O parametro de desaceleracdo (Equacao 2.5.46 e

Equacdo 2.5.53) neste caso é

RR 1
=—| —= = —. 2.5.68
q0 (RZ )t_to > ( )

Neste caso, o Universo se expande de forma desacelerada. Este modelo de Universo, com k =0
(Universo plano), € conhecido na literatura como modelo de Einstein-de Sitter. As solugdes
para outras curvaturas: k = 1 e k = —1 s@o vistas na subsecdo B.2.1. A Figura 2.5.3 mostra a

esquematizacao das trés possibilidades de curvaturas para evolu¢do do Universo.

2.5.3.3.3 Universo Dominado por Radiacdo (P = %pcz)

e Parak =0:

Para um Universo dominado por radiagcdo e constante de curvatura nula (k = 0), a densidade
de energia evolui de acordo com a Equacdo 2.5.21. Este caso é de bastante interesse, pois
nos primoérdios da historia fisica do Universo, a radiacdo dominava o lado direito da equagao
Friedmann. Utilizando a Equacao 2.5.59, o fator de escala para radiacdo em funcao temporal
evolui por (HENRIQUES, 2009a; TERZIE, 2008; ROOS, 2015a; RYDEN, 2017f; WEINBERG,
2008; MCMAHON; ALSING, 2005)

A\ 12
R(t):(—) . (2.5.69)

Io
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Figura 2.5.3 — Esquematizacdo das trés possibilidades para expansdo de um Universo que seja isotrépico e homoge-
neo. A Figura mostra uma evolugéo temporal do fator de escala R(z).

A
R(t)
k=-1
k=0
k=+1

Fonte: Henriques (2009a).

A partir da Equacgdo 2.5.64, a idade do Universo dominado pela radiac¢do é dada por:

1
to= T 4.89 x 10°h 'anos. (2.5.70)

Para i = 0.70, obtemos que: 7y = 6.99 x 10° anos. O pardmetro de desaceleracio (Equagio 2.5.46
e Equacgdo 2.5.53) neste caso é
RR
qo = — (—) =1. (2.5.71)
R2 =ty
Neste modelo, o Universo também se expande de forma desacelerada. As solu¢des para outras

curvaturas: k = 1 e k = —1 s@o vistas na subsecdo B.2.2.

2.5.3.3.4 Universo Dominado pela Energia de Vacuo (P = —pc? com @ = —1)

e Parak =0:

Representa um Universo espacialmente plano (k = 0), com a densidade de energia advinda
da contribui¢do de uma constante cosmoldgica A, de acordo a Equacgdo 2.5.22. A equacao de
Friedmann (Equacdo 2.5.9) pode ser reescrita por (HENRIQUES, 2009a; TERZI¢, 2008; ROOS,
2015a; RYDEN, 2017f; WEINBERG, 2008; MCMAHON; ALSING, 2005)

R(t)>  8mGpn  kc* 0 Ac*  kc?

= —; —_—— . 2.5.72
R? 3 R? 3 R? ( )

Neste caso, para k = 0, temos
R(t)>  8mGpy

2.5.73
o T (2.5.73)
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onde py € constante temporal. A Equacao 2.5.73 pode ser reescrita por:

. . dR 87Gpa '/
R() =" —HoR, Hy— Pa) (2.5.74)
dt 3
Integrando a Equacdo 2.5.74, temos:
Ry=1 dR o
/ — = [ Hydt; = InR|p= Hyt|", (2.5.75)
R R t
como In1 = 0, assim:
InR = H()(t — t()), (2.5.76)
dessa forma, a expansdo do Universo acontece de forma exponencial:
R(t) = etholi=10) (2.5.77)
Aqui o parametro de desaceleracdo € gy = —1, ou seja, a expansao do Universo acontece de

forma acelerada. Na literatura, este modelo € conhecido como modelo de De Sitter.

2.6 O Redshift Cosmolégico

Na astronomia, as medi¢des do fator de escala R(¢), na maioria da vezes, sdo obtidas
a partir das medidas observacionais advindas do redshift z. Considerando um observador A,
que esteja na origem (r =0, 8 = 0, ¢ = 0) e um objeto astrondmico B na posicdo (r = ry,
0 = 0, ¢ = ¢1), mostrado na Figura 2.6.1, e supondo que a distancia entre eles seja enorme, o
suficiente, para desprezar quaisquer pertubagdes de pequenas escalas do espaco-tempo, com a

métrica FLRW sendo adotada. E considerando que uma onda eletromagnética seja emitida no
Figura 2.6.1 — Um observador na origem das coordenadas (0, 0, 0) observando uma galédxia na posic¢ao (ry, 61, ¢1).

(r,0,0)

————

Fonte: Ryden (2017g).

tempo ¢; pelo objeto astrondomico B e que esta viaje em direcdo a —r, com 6 e ¢ mantidos fixos
(dO; = d@, = 0) e que o observador localizado em A detecte-a no tempo #y. O raio de luz viaja
obedecendo uma geodésica radial nula. A equacgdo que o descreve € dada pelo seguinte elemento
de linha (RYDEN, 2017g; HARRISON, 2000; WEINBERG, 1972; COLES; LUCCHIN, 2002b;
WEINBERG, 2008; CARROLL; OSTLIE, 2007):

dr?

2 2 4.2
OZdS = —C dl +R(t>1——kr2’

2.6.1)
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dai,
+R(t)dr

ik

onde: o sinal (+) representa o a luz viajando no sentido contrério da origem (observador A);

cdt = (2.6.2)

enquanto que o sinal (-) representa a luz viajando da fonte (B) na direc@o da origem (observador

A). Dessa forma, para 0 nosso caso, temos:

/lto cdi_ / m / m (2.6.3)

Por outro lado, a crista de onda seguinte deixa a fonte no tempo ¢ + 6¢; e chega ao observador A

no tempo ¢y + 8ty. Dai obtemos que:

10+010 ot
2.64
/f;+5t1 / V 1 — kr ( )

Os lados direitos das equagdes (2.6.3) e (2.6.4) sdo iguais, pois representam a posi¢do comédvel
do objeto astrondmico em questdo e ndo mudam com a expansao do Universo. Entretanto, no lado

esquerdo das mesmas equacoes se substituirmos a Equacao 2.6.3 na Equacgdo 2.6.4 produzimos:

t10+810 ot 0 cdt
/ cdr _ / car (2.6.5)
t1+0t R<t) 1 R(t)
to+0t0 ot 0 cdt
/ e _ / iy, (2.6.6)
n+én R(t) Jy R(t)
Ainda, podemos reescrever o termo (ver subsecdo B.1.1):
t0+6t0 ¢t o cdt o cdt 0+0l0 ¢t
/ cdt :/ cat _+/ cdr. 2.6.7)
n+on R(t)  Juy+sq R(t) Jy R(t)  Jy R(t)

Assim, da Equacgdo 2.6.6, temos:

to+0ty dt 10 cdt t() fo+061 dt 1o
/ cdt  [0c ¢ / cdr / 0. (2.68)
n+én R(t)  Jy R() zl+511 t0 R(t)

Dai:

t10+810 ¢t t At t10+810 ¢t 1+8t cdt
/ C_+/ o / C__/ . (2.6.9)
fo R(t)  Juy+on R(t) n Ry R(t)

Podemos considerar que o fator de escala R(¢) ndo varia durante o pequeno intervalo de
tempo do pulso de luz emitido entre duas cristas consecutivas, uma vez esse tempo € da ordem
de 10~ s, Isso nos permite tratar R(¢) como uma constante com relacio a integral, ou seja:
R(to+ Otp) ~ R(tp) e R(t; + Ot1) ~ R(t; ), dai:

/t0+5t0 cdt /t1+5t1 cdt
to R(t) B n R(t)’

1 1o+61 cdt t1+0t (2.6.10)
L g S
R(IO) 1o R(tl) 1
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Logo,
c5_t0 = Cs—tl, (2.6.11)
R(t0)  R(n)
mas sabemos que o periodo das ondas se relaciona com o comprimento de onda A. Dessa forma,
para o caso em questao:

AM=cdt; e Ay=cdi. (2.6.12)

Assim, podemos reescrever a Equacao 2.6.11 como

A R A
A A R _ A (2.6.13)
R(1o)  R(11) R(to) Ao
A relagdo entre redshift z e comprimento de onda é dada por
AL —A
=M Pk A 1, (2.6.14)

Ao M A
onde A; é o comprimento de onda associado a emissdo do pulso de luz pela fonte (objeto
astrondmico situado em B); enquanto que Ay é o comprimento de onda medido pelo observador
A. A esquematizacdo na Figura 2.6.2 mostra os comprimentos de onda da luz emitida e recebida,
levando em conta o efeito Doppler devido a expansao do espago. Dessa forma, combinando a

Figura 2.6.2 — Comprimento de onda emitido 4; pela fonte e comprimento de onda Ay recebido pelo observador.
Com a expansdo do espago o comprimento de onda recebido sofre um efeito Doppler para o vermelho.

A Ao

Emitido . Recebido

Fonte: Adaptada de Harrison (2000).

Equacdo 2.6.13 com a Equacdo 2.6.14, podemos reescrever a relagdo entre o redshift z e o fator

de escala R(t1) por

_R()
7= R(n) 1, (2.6.15)

onde R(fp) = Ry = 1 ¢ fator de escala para o tempo hoje; R(t;) é o fator de escala para o tempo

t1 e z é o redshift observado, como ja mencionado antes. Generalizando para um tempo qualquer
t, temos:
1 1 1
z=———1ou ——=z+1 ou R(t)=—,
z+1

R(t) R(t)

ou seja, o fator de escala R(r) tem proporcionalidade inversa ao redshift z e vice-versa.

(2.6.16)

Desenvolvendo a Equagdo 2.6.16 em termos da expansdo em série de Taylor, temos:

2
%ZR(Z)_]:I%O)’L%G%) 0‘“”%%(%) (t—t0)* 4. (2.6.17)

=1y

=ty



56 Capitulo 2. A Cosmologia Moderna

Considerando apenas os trés primeiros termos da expansao:

L, L d/] (tt)+1d2 1
R(t) " R(to)  dt \R)|_, VT 2a \R

desenvolvendo o segundo e terceiro termos do lado direito da Equacgao 2.6.18:

(t—19)?, (2.6.18)

=iy

d (1 Py H
— (= )=—-R?R=-— 2.6.19
dt(R) R ( )
c
2 /1 . 2 . R R*/2 R [ R?
EY_d (g 2 KR R (R
dt> \ R dt R3 R2 R3\R R? \ R2
R* /2 R (2 R H? RR
= (- )= (2-=)=—(2—-=—. 2.6.20
ezw)-"Gw) Tl %) 2620

Podemos reescrever em termos do parametro desaceleracdo (Equacgdo 2.5.45). Assim, a expressao

da Equacdo 2.6.20 torna-se:

d* /1 H? RR H?
o (E) == (2_ ﬁ) =— (244q(1)). (2.6.21)

Dai, finalmente, podemos reescrever a Equacio 2.6.18 em termos do parametro desaceleracdo e

do parametro de Hubble:

| . . 40N 2/, N2
R~ t0)+(1+2>H0(t 0)?, (2.6.22)

com: Ry = 1. Dessa maneira, combinando a Equacdo 2.6.22 e Equacdo 2.6.16, podemos expressar

o redshift z observado de um fonte por:
27 —Ho (1 — 1) + (1 + %) H2 (t—10)%, (2.6.23)
ainda, podemos expressar na notacao de lookback time'* (RYDEN, 2017¢; LIMA, 2018):

27 Ho(to—1) + <1+%) H2 (1o —1)*. (2.6.24)

Invertendo a Equacdo 2.6.24 podemos também expressar o tempo de lookback time em termos

de redshift z (demonstrado na subsecao B.1.2):

to—1~ Hy! [z— (1+%) zz]. (2.6.25)

2.7 Distancias em Cosmologia

Na astronomia, hd diversos tipos de distancias, métodos e maneiras de medi-las. Na

subsecao 2.5.1, foil mostrado o sistema de coordenadas comdveis, sistema este que se move

14" Lookback time ¢ definido como sendo a diferenca entre a idade Universo hoje #o e a idade para certo redshift z de
quando a luz foi emitida ¢, ou seja: t;, =9 —¢.
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junto com a expansao, qualquer ponto situado numa certa posi¢ao dele, fica fixo e evolui com a
medi¢do do tempo proprio, descrito pela métrica FLRW. Em astronomia, normalmente medidas
astrondmicas de distancias e outras, sdo obtidas indiretamente. Para objetos astrondmicos
distantes, em termos gerais, temos apenas sua luz como informagao e por um tempo limitado.
E para a obtencdo destes parametros cosmoldgicos, o estudo do Universo em altos redshift
se da a partir de medidas realizadas por indicadores secundarios de distancias. Estas medidas,
geralmente sdo influenciadas pelas calibracdes realizadas por métodos locais de medidas de
distancias. Estes sdo chamados de indicadores primdrios de distancia e conseguem realizar
medidas apenas em baixos redshift, onde os efeitos de curvaturas sao despreziveis (ROOS,
2015c; COLES; LUCCHIN, 2002a). Por outro lado, a descri¢ao dos tipos de distancias em
cosmologia sob os aspectos do Universo em expansdo também € importante. Nesta se¢do iremos

abordar alguns destes tipos, além de alguns métodos de medir distancias.

2.7.1 Distancia Comovel

Como vimos na subsecdo 2.5.1 a distdancia comovel, %15’ ¢ a distancia fisica entre dois
diferentes eventos que estejam em repouso entre si (observadores comodveis) com relacdo a
expansao do espaco-tempo (o Universo), a exemplo de um observador localizado em A e um
objeto astrondmico localizado em B (a galdxia) se a expansao do espago-tempo entre eles for nula.
Vimos anteriormente na sec¢io 2.6 que a posi¢cao comoével de um objeto astrondmico localizado
em r = rq € dada por (ROOS, 2015c; COLES; LUCCHIN, 2002b; RYDEN, 2017g; HARRISON,
2000; WEINBERG, 1972; WEINBERG, 2008; CARROLL; OSTLIE, 2007):

w=["x0= 1 = e
A= n RO Sy 1=k Jo V1—k?’

onde | =t € o tempo de emissdo da radiacao na localiza¢do do objeto astrondmico; enquanto

(2.7.1)

que 7o € o tempo de deteccdo pelo observador. Dai, usando a Equacdo 2.7.1 e a Equacdo 2.6.16,

podemos reescrever:

0 cdt 0 cdt R Ro dR
¢ cal X _ / ¢ (2.7.2)

x(n)=| R(t) i ROR ™ Jro R)ZR/R

onde dt =dR/(dR/dt). Como 1/R(t) = 14z, dR = —dz/(1+z)* e R/R=H(t)'%, dessa forma,

temos que a distancia comével em termos do redshift é dada por:

( ) /Ro=1 cdR =0 ¢dz 1 /0 cdz c /Z dz (2.7.3a)
ri) = _— = — —_— = — 15 — T~ N1/ ol
A= Jo LR@PR/R ™~ Jeee HGZ)  Hol: EQV2 HoJo ER)12
c [* dz
= [/ = 2.7.3b

onde H(z) = HyE(z)'/2, sendo que no modelo padrio atual E(z) = [Qa 4+ Quo(1 +2)2 4+ Qo (1 +

2)? 4+ Q,0(1+2)* é a soma dos pardmetros de densidade para um tempo ¢.

150 x é equivalente a 7 visto na subsecio 2.5.1.
16 H(t) = H(z) = H(R), uma vez que R tem dependéncia com ¢ e pode ser reescrito em fungio de z.
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2.7.2 Distancia Proépria

A distancia propria, d,, isto €, a distancia fisica entre dois observadores levando-se
em conta a expansao do espagco-tempo, a exemplo de um observador localizado em A e um
objeto astrondmico localizado em B (a galdxia) - ja discutido anteriormente na sec¢do 2.6 e
subsec¢do 2.7.1-, é igual ao comprimento espacial geodésico com o fator de escala associado.
Como ja explicitado antes na secdo 2.6, € adotada a métrica FLRW, dai (ROOS, 2015¢c; COLES;
LUCCHIN, 2002b; RYDEN, 2017g; RYDEN, 2017e; HARRISON, 2000; WEINBERG, 1972;
WEINBERG, 2008; CARROLL; OSTLIE, 2007):

ds = \/gudr, d,= / ds. 2.7.4)
Assim,
r r d
4p(0)= [ Vandr=r() [ —E = ROZ() (2.7.5)

onde x(ry) € a distancia comdvel. Trata-se de um sistema de coordenadas localizado na posi¢do
r1 que se move com a fonte durante a expansdo do espaco-tempo, como j4 referido antes. A

integral dada na Equacdo 2.7.5 tem soluc¢do do tipo (ver Apéndice B):

oo dr arc sen(vkry)
r g = , 2.7.6
dessa maneira,
r, se (k=0),
x(r1) =< arcsenh(ry), se(k=-—1), (2.7.7)

arcsen(ry), se(k=1),

ou seja, a distancia propria do observador até o objeto astrondmico (em coordenada comével)

tem dependéncia do fator de escala.

Por outro lado, a distancia propria, para observadores em #y € 0 objeto astrondmico

emitindo no tempo ¢, ainda pode ser expressada por

dp(to) = R(10) 2 (r1) = tm%. (2.7.8)

Pela discussao realizada na secdo 2.6, reescrevemos a Equacdo 2.7.8 por:

o cdt cHy )
dy(ty) = —r~c(to—t)+——(to—1)". 279
Ainda, a partir da Equacdo 2.6.25 podemos expressa-la em termos do parametro de desaceleragao

e redshift:

2
c qo\ 21 cHp z c I +qo
dy, (1 %—[—(1 —) ] e , 2.7.10

p (f0) Ho [© +2Z+2H3 Ho® 2 ( )

paraz < 1.
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2.7.3 Método de Triangulacao e Paralaxe Estelar

O método da triangulacdo para medidas de distancias € muito simples, ele consiste
em poder medir distincias grandes'’ e a pontos inacessiveis, por meio de uma distancia base
conhecida e usando um instrumento que possa medir angulos (a exemplo de um teodolito:
instrumento que mede angulos horizontais e verticais), fornecendo o angulo entre a direcao de
mira e a base. A Figura 2.7.1 fornece uma esquematizacao, por exemplo, de como poderia-se
aplicar o método para medir uma distancia, d, entre o ponto A até o ponto C (que € inacessivel
por estar situado no outro lado de um rio). A distancia entre os pontos A e B € a distancia de base,
D (NUSSENZVEIG, 2013; FILHO; SARAIVA, 2014b). Assim, para determinar uma distincia

Figura 2.7.1 — Determinag@o de distancias a partir do método de triangulag@o.

A-(——D —D-B

(Base)

Fonte: Adaptada de Nussenzveig (2013).

qualquer é necessario conhecer a distancia de base e os angulos dos vértices correlacionados,

fazendo um dos angulos igual a 90°, podemos determinar por meio da relagao:
d = Dtg(0), (2.7.11)

com 6 sendo o outro angulo e 8 < 90°. Se esta distancia for muito grande o angulo 6 sera
muito préximo de 90° e consequentemente pequenos erros nas medicdes de 8 podem resultar

em grandes discrepancias entre os valores medidos e os valores reais das distancias.

J4 o método da paralaxe estelar ¢ uma extrapolacio da triangulacio. Neste caso, a medida

de base, D, € obtida por meio do movimento orbital da Terra em torno do Sol num intervalo de

17 Distancias grandes (a nivel local), mas que permita instrumentos medir os dois angulos entre uma distancia de
base de referéncia e a direcao de mira.
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tempo de seis meses. Dai, a relac@o para a paralaxe é dada por:

D
d— (2.7.12)

tg(9)’

onde d ¢ a distancia até a estrela ou objeto astrondmicos de interesse; D = 1U.A. € o raio médio
da orbita da Terra em torno do Sol; ¢ € o angulo de separacdo subentendido entre o raio orbital
da Terra em torno do Sol. Neste caso, o dngulo é muito pequeno (tg(¢) ~ ¢ em radianos), assim

a Equacdo 2.7.12 pode ser reescrita como

¢ (rad) = g. (2.7.13)

A Figura 2.7.2 mostra uma esquematizacdo mais detalhada da paralaxe estelar. As medidas de

Figura 2.7.2 — Esquematizagdo da paralaxe estelar. A Terra se move em orbita em torno Sol e uma estrela mais
proxima se desloca com relagdo a um fundo com estrelas mais distantes.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

distancias por paralaxe na astronomia sé € usada para as estrelas mais préximas da Terra. Para
estrelas mais distantes € necessario utilizar outros métodos mais precisos, pelo fato de angulos
pequenos nao poderem ser medidos com precisdo. No entanto, o método de paralaxe é utilizado

para calibrar outros métodos de distincias.

2.7.4 Distancia de Luminosidade

Para distancias astrondmicas relativamente préximas, as mesmas normalmente sdo
calculadas a partir de medidas de luminosidade. Na consideragdo de um espaco euclidiano,

um objeto astrondmico de fonte luminosa, uma medida de seu fluxo pode-se associar com a sua
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luminosidade absoluta (SCHUTZ, 2009a). Dai:

L

=— 2.7.14
4drd?’ ( )
onde: L é a luminosidade absoluta, F' é o fluxo medido e d € a prépria distancia do observador

até o objeto astrondmico em questao.

A distancia de luminosidade, d, € definida a partir da Equagdo 2.7.14. Dessa forma:

L \!/2
dL:<ﬁ) : (2.7.15)

onde dj, € a distancia de luminosidade, que € a distancia propria do observador até o objeto
astronO0mico em questdo, ja mencionado anteriormente. No entanto, supondo que o Universo
seja descrito pela métrica FLRW (ver subsecao 2.4.3), a descri¢do mais completa leva-se em

consideracgdo o tipo de geometria e a expansao do Universo (RYDEN, 2017e). Assim,
ds* = —c*dr* + R*(t) [dr* + Sg(r)dQ?] (2.7.16)

Rosen(r/%y) (k=-+1)

Sk(r)=1q r (k=0) (2.7.17)

Hosenh (r/%y) (k= —1)
onde % é o raio “ficticio” da esfera (ver representacdo na Figura 2.7.3). Se o observador
encontra-se na origem, em ¢ = fy, ele vé€ a luz emitida por uma fonte (uma vela padrdo) no
tempo t = 1. Os f6tons que foram emitidos em #;, no momento, estdo em #y espalhados sobre
uma esfera de raio préprio d,(to) = Ror = r e numa superficie prépria de drea A, (fo). Para um

Universo de geometria pseudo-euclidiana a distribui¢do de drea prépria é dada por

Ay (t0) = 4nd} (19) = 4mr”. (2.7.18)

De modo geral,
A, (to) = 4mSi(r). (2.7.19)
Se k = 1, a curvatura € positivae: A, (t0) < 4xr?. Caso contrério, k = —1, a curvatura é negativa

e agora temos: A, (f9) > 47mr?.

Por outro lado, o féton que foi emitido no instante #; possui energia E| = % Vimos na

secdo 2.6 que
R
Ao = A fo = (1+2)A, (2.7.20)
onde Ry =1 e R=R(t =1,). Entdo, a energia medida em ¢, sera:
Ey
- 2.7.21
"7 142 ( )

A expansao do Universo modifica a quantidade de energia medida, assim como o intervalo de

tempo entre dois fétons que foram emitidos em #; e posteriormente detectados em #y. A distancia



62 Capitulo 2. A Cosmologia Moderna

Figura 2.7.3 — Representacdo de uma esfera “ficticia” com raio %y, onde o drea aumenta com o quadrado da
distancia e fluxo diminui na mesma taxa.

Fonte: Adaptada de Liddle (2015a).

prépria entre o intervalo de tempo destes fétons na emissdo (8¢1) é ¢(dt;). Enquanto que, a
distancia prépria na observacdes dos fétons em #g € de ¢t (1 + z). E o intervalo de tempo serd
Oty = Ot1(1+z). A relagdo entre o fluxo F observado e luminosidade L (poténcia) passa a ter a

seguinte caracteristica:

Ey
Ey (m) E;
_ Oty _ ot (1+z) _ 6_1‘1 _ L (2 7 22)
AnS2(r)  AmS2(r)  AmS2(r)(1+2)?  4mSi(r)(1+42)% .
Dessa forma, agora a distancia de luminosidade possui uma relacdo com o redshift z:
drp = Si(r)(1+2z), (2.7.23)

assumindo uma geometria plana (k = 0), temos: S(r) = r e a relagdo entre a distincia prépria e

distancia de luminosidade € dada por:
dr = r(1+2) = dy(to) (1 +2), (2.7.24)

quando z ~ pequeno: dy. =~ d,(1y). Neste caso, da Equacdo 2.7.10, podemos expressar:

¢ 1+4qo c 1—qo
dr~—z[(1— 1 ~—z(1 . 2.7.25
L H()z( 7 z)( +72) HOZ( + 5 < ( )

O caélculo de distancias de luminosidade ou didmetro angular exige a necessidade de
sabermos a coordenada radial. O cdlculo da coordenada radial (z) de uma fonte observada hoje
num redshift z é obtido por (WEINBERG, 2008; SCOLNIC et al., 2018)

rz) =S [ /t (t:) 1%] , (2.7.26)
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onde
seny k=-+1
Shl=4¢ vy k=0 . (2.7.27)
senhy k=—1

De modo semelhante ao que foi feito na subsecdo 2.7.1, r(z) pode ser escrito com dependéncia

de uma integral avaliada no redshift, de forma que:

(2) SVZ dz ] (2.7.28)
r(z) = — . .
0 RoH (z)
Uma vez que, vimos:
/r dr _ arc sen(v/kr) :i/z dz ’ (2.7.29)
0 vV1—kr? Vk 0Jo E(2)1/2
ou seja,
1 Vke /Z dz
r(z) = —=sen . 2.7.30
() \/% (HO 0 E(Z)]/2> ( )
Sendo Qi = _RkZLI;’ podemos expressar RoHy em termos de €2 para obter:
0770
¢ d
Ror(z) = ——75 senh Q) / —Zl/z : (2.7.31)
HOQ‘kO 0 E(Z)

onde E(z)'/? = H(z)/Hy. Esta é forma geral para incluir todos os valores de curvatura. Se
Qo = 0, a geometria plana € recuperada. Mas, se Qo < 0, podemos fazer senh(ix) = isen(x).

Com isso, a distancia de luminosidade pode ser escrita como:

< d
.’ /O E—Z] (2.7.32)

du(2) = Ror(2)(1 +2) = L e -
(z)

1/2
HoQy)

No modelo ACDM, E (z)l/ 2 ¢ obtido por:

E(2)'/? = \/QA0+Qmo(1 + 23+ Q(1+2)* + (1 — Qo — Qp0 — o) (1 +2)2. (2.7.33)

Para k = 0, implica em ;9 = 0 e a distancia de luminosidade € escrita por:

dr(z) =Ror(z)(1+2) = (1 :IOZ)C /OZ . (j)zl/z’ (2.7.34)

com: E(2)'/? = /Qpo + Qo (1 +2)3 + Qo (1 +2)*.

2.7.5 Distancia de Diametro Angular

A distancia de luminosidade ndo € unica medida de distancia que pode ser obtida a
partir de observagdes de propriedades de objetos astrondmicos (RYDEN, 2017¢e). A Distancia

de Diametro Angular (DDA), d4, também € obtida de propriedades observacionais. Ela esta
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associada ao comprimento intrinseco dos objetos astrofisicos e sua defini¢do € baseada na

geometria euclidiana, com a esquematizacao representada na Figura 2.7.4, € dada por
dy = — (2.7.35)

sendo D o comprimento fisico; d4 a distancia de luminosidade do observador até a fonte e 6 ¢é
o angulo medido correlacionado ao comprimento da fonte (com 6 < 1 rad), ou seja, a fonte
localizada na coordenada r e emitindo luz no tempo #; € observada pelo angulo 8 que se estende
por uma distancia D igual a R(t;)r60 (MAKLER, 2019; CARROLL; OSTLIE, 2007). Dessa

Figura 2.7.4 — Representacéo esquematica para a distancia de didmetro angular.

Observador

) D

Fonte

d A

Fonte: Adaptada de Makler (2019).

forma,
dsy = R(t))r. (2.7.36)

Comparando a Equacgdo 2.7.36 com a Equacido 2.7.24 e usando Equacdo 2.6.16 podemos ver que
a razdo entre a DDA e a distancia de luminosidade tem dependéncia do redshift de acordo com a

seguinte expressao:
da

A —(1+2)72. (2.7.37)
dr,
Assim, a partir da Equacdo 2.7.32 podemos reescrever a DDA, em termos da coordenada radial,
por:
c © d
da(d) = —— 75— senh | Q2 / = (2.7.38)
HoQ )" (1+2) 0 E(z)

Dai, se comparar a Equacao 2.7.32 e a Equagdo 2.7.38 € recuperada a Equacao 2.7.37. Esta

relacdo é denominada de dualidade de distancias cosmicas:

dr
—— =1 2.7.39

Para z = pequeno (z < 1), espera-se que dy ~ dy ~ d)(to). Neste caso, andlogo a Equagdo 2.7.25,
podemos ainda expressar por:

3
dy~ <7 (1 _ +q0z> . (2.7.40)
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2.7.6 Moddulo de Distancia
A relagdo de magnitude aparente'®, m, em funcio do brilho aparente, F, é definida por:
m = —2,5log F 4 constante, (2.7.41)

com F sendo o fluxo. Por outro lado, a magnitude absoluta'®, M, é definida como a magnitude
tedrica que a estrela (ou um objeto astrondmico) teria se estivesse a 10 parsecs (pc) de distancia
de nds e € dada a partir da seguinte relagao (NASTASE, 2019b; ROOS, 2015¢; RYDEN, 2017¢):

M = —2,51log|[F(10pc)] + constante. (2.7.42)
A diferenca entre a magnitude aparente e a absoluta é obtida por:

m—M = —2,5log[F(d.)] +2,5log[F (10pc)] (2.7.43)

F(dL)

—M=-2.51 2.7.44
m ) ( )
como
F(dy)  L/4md}  (10pc)*  100pc? (2.7.45)
F(10pc) L/4m(10pc)> 42 d? o
assim,
100pc? 10pc]?
m—M =—2,5log—>— = 2 5log {ﬁ} (2.7.46)
d; dr
10pc
m—M = —5log | = —51log (10pc) + 5log (dy) (2.7.47)
L
ou seja, podemos reescrever na forma:
m—M = 5log(dy) —5 (2.7.48)
ou
m—M = 5log(dy) —5+A, (2.7.49)

em que A;, representa a absorcao em magnitudes, quando existente. Estas duas dltimas equacdes
sdo conhecidas como equagdes do mddulo de distancia. Simplificando a Equagdo 2.7.48 e

reescrevendo em termos de dy,, o calculo de distancia é dado por:

—M+5
m - 2 iog(dy) (2.7.50)
10"75 = pqlogld) (2.7.51)
m—M+5
dp = 10"5 (2.7.52)

onde dy, € a distancia de luminosidade e é dada em unidades de pc.

18 Nzo confundir com a massa m, pois estard claro no contexto.
19 N3o confundir com a massa M, pois estard claro no contexto.
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CAPITULO

COSMOLOGIA COM INTERACAO NO
SETOR ESCURO DO UNIVERSO

“Se, a principio, a ideia ndo é absurda, entdo ndo hé esperanca para ela.”
(Albert Einstein)

Neste capitulo, descreveremos alguns dos problemas do modelo padrao (ACDM), a exemplo do
problema da constante cosmoldgica e coincidéncia cdsmica. Abordaremos as andlises estatisticas
e os dados usados, além da descricao matemadtica para o modelo de interacdo do setor escuro
do Universo e alguns modelos especificos. Por tltimo, abordaremos a metodologia usada para

construir regides de sobreposicoes.

3.1 Problemas do Modelo ACDM

Na literatura, o modelo ACDM ¢é considerando o modelo padrao da cosmologia, tendo
como alicerce pilares basicos com aspectos observacionais e também tedricos. Observacional-
mente ele consegue descrever de modo satisfatorio, a expansiao do Universo de forma acelerada,

a nucleossintese primordial, assim como a radia¢ao césmica de fundo etc.

Por outro lado, apesar de possuir enorme sucesso observacional, o modelo apresenta
alguns problemas ou comportamentos estranhos. Entre eles, o problema da constante cosmoldgica
e coincidéncia césmica (ELLIS er al., 2011; WEINBERG, 1989; SAMI, 2009; VELTEN;
MARTTENS; ZIMDAHL, 2014).

A constante cosmoldgica, com representacdo dada por A, é a candidata mais simples
para ser a componente de energia escura. Como ja mencionamos no capitulo anterior, ela foi
implementada por Einstein no primeiro modelo cosmoldgico de Universo. Ela estd associada aos

estados de vacuos quanticos existente no Universo. Do ponto de vista observacional, a densidade
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de energia de vicuo (associado a A) tem valor observacional de
pa ~ 1074 GeV*. (3.1.1)

Por outro lado, o valor associado aos campos quanticos, descrito por osciladores com massa m,

por meio da teoria quantica € dado por

d3k
Pvac = ) / kz +m?

4
= 4_712/ dkkzx/kz +m? % ~2x107'GeV*, (3.1.2)
0

resultando numa diferenga em torno de 118 vezes em ordem de grandezas, a maior diferenca

encontrada na fisica.

O problema da coincidéncia césmica € relacionado ao fato da densidade de energia da
matéria ser da mesma ordem de grandeza que a densidade de energia da energia escura para
tempos atuais. Em termo de densidades de energia totais, elas se relacionam por

Pn_ Qo
pa a0
Do ponto de vista temporal c6smico, este valor foi adquirido na histéria recente do Universo,

R3. (3.1.3)

ja que tem a dependéncia com o fator de escala. No modelo ACDM ¢€ previsto que os fluidos
cOsmicos nao se interagem entre si, isto €, possui dindmica independentes. No livro cldssico
D’Inverno (1992) o autor menciona “sempre que encontramos coincidéncias em uma teoria
fisica, devemos suspeitar muito da teoria”. E, de fato, ndo ha motivos para que a equivaléncia
tenha acontecido somente agora. Isso justifica e instiga a investigar modelos alternativos, ja que

na fisica ndo gostamos de coincidéncias.

Devido a esses e intimeros outros problemas com o modelo padrdo (ACDM), ha diversas
abordagens e modelos alternativos na literatura na tentativa de descrever melhor a natureza da

energia escura, ja que esta, do ponto de vista da fisica de particulas € totalmente desconhecida.

3.2 Analise Estatistica

3.2.1 Qui-quadrado (}?)

Na consideracdo de um sistema com N varidveis aleatorias x;, definimos xz como sendo
a soma dos quadrados das distancias, d;, relativo aos ajustes dos pontos do conjunto de dados,
por meio do método dos minimos quadrados (MMQ) (BONAMENTE, 2017; BEVINGTON;
ROBINSON, 2003; VUOLO, 1996; HELENE; VANIN, 1991; TAYLOR, 1997),

Zcﬂ Z{D’ o)) } 3.2.1)

- o?
onde: y(x;) é o valor do cdlculo de y relativo ao ponto x;. Este é o valor verdadeiro (ou tedrico)
para y. Enquanto que, y; é um valor experimental (ou observacional) em torno de y(x;), com

desvio padrao associado de o;.
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3.2.2 Funcao Likelihood

A funcdo distribui¢do de densidade de probabilidade (FDDP), ou ainda, denominada de
fungio likelihood", fornece a melhor estimativa para um conjunto de pardmetros numa base de
dados (VUOLO, 1996; HELENE; VANIN, 1991).

—X

2

3.2.3 Codigo CLASS e MontePython

A andlise se baseia no c6digo CLASS? (BLAS; LESGOURGUES; TRAM, 2011) e no
c6digo de MontePython? pelo o método MCMC (AUDREN et al., 2013). O primeiro refere-se
ao contexto cosmolégico®, enquanto que, o segundo refere-se a parte de anélise estatistica. Para
os modelos ACDM e wCDM, serdo utilizados os c6digos sem nenhuma modifica¢ao. J4 para
modelos de interacao do setor escuro (os IDEMs) serdo usados cédigos modificados, para obter
numericamente as solugdes do background para cada modelo. Para todas as nossas cadeias, na
andlise MCMC, exigimos que o parametro de convergéncia Gelman-Rubin atenda a condicao
R—1<0.01 (VATS; KNUDSON, 2018; GELMAN; RUBIN, 1992). Outras informagdes sobre
como utilizar o MontePython pode ser vista em Brinckmann e Lesgourgues (2018) ou no link

<http://research.iac.es/congreso/cosmo2017//media/montepython.pdf>.

3.2.3.1 Método Markov Chain Monte Carlo

O método MCMC é uma integracio de Monte Carlo’ via cadeias Markov®. Existem
diversos algoritmos de MCMC, dentre eles, temos o algoritmo de Metropolis-Hastings (METRO-
POLIS et al., 1953; HASTINGS, 1970). Posteriormente, GEMAN e GEMAN (1984) apresentou
um caso especial para o algoritmo Metropolis-Hastings (BROOKS et al., 2011; GEMAN;
GEMAN, 1984; ANDRIEU et al., 2003; RAVENZWAAIJ; CASSEY; BROWN, 2018).

3.2.3.1.1 Algoritmo de Metropolis-Hastings

O algoritmo de Metropolis-Hastings para o caso em questdao leva em conta a esta-
tistica bayesiana. Pelo teorema de bayes, temos (PADILLA et al., 2019a; SPEAGLE, 2019;
LEWIS, 2013; HASTINGS, 1970; METROPOLIS et al., 1953; GEMAN; GEMAN, 1984;
GELMAN; RUBIN, 1992; RAVENZWAAIJ; CASSEY; BROWN, 2018; BROOKS et al., 2011;

1
2
3

Na literatura também pode ser encontrada por verossimilhanga.

Toda documentagdo CLASS estd disponivel em: <http://class-code.net/>.

Toda documentacdo do cédigo MontePython estd disponivel em <https://github.com/baudren/montepython_
public> e <https://github.com/brinckmann/montepython_public>.

Nesta parte utiliza-se as equacdes de background referente a cada modelo cosmolégico de estudo (exemplo:
ACDM, IDEM1 etc).

Monte Carlo: Geracdo/amostragem aleatéria de nimeros (amostra de uma distribui¢ao).

Markov Chain: Cadeia de nimeros, em que cada nimero depende do niimero anterior.


http://research.iac.es/congreso/cosmo2017//media/montepython.pdf
http://class-code.net/
https://github.com/baudren/montepython_public
https://github.com/baudren/montepython_public
https://github.com/brinckmann/montepython_public
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MITZENMACHER; UPFAL, 2005; ANDRIEU et al., 2003; BRINCKMANN; LESGOUR-
GUES, 2018; CHRISTENSEN et al., 2001; RIEMER-SGRENSEN, 2017; VATS; KNUDSON,
2018; SHARMA, 2017; BOLMER, 2017):

P(D|6,M)P(6)

P(O|D,M) = ==,

(Teorema de Bayes) (3.2.3)

em que P(0 | D,M) é conhecida como a probabilidade posterior do modelo (representa a proba-
bilidade condicional de 6 devido o evento ocorrido D, M); M representa a hipétese ou modelo,
D o conjunto de dados e 6 € o parametro paramétrico escolhido da referida hipotese/modelo. E a

probabilidade do evento D é dada por
P(D) = / P(x,6)d0. (3.2.4)
6

Dado 0, D, M e uma distribuicao proposta (nesse caso a Normal), o método € iniciado em ¢t =0

e com N interacoes:

* Passo 1: Encontrar 6,
6,11 = Normal (6;,0) (3.2.5)

¢ Passo 2: Encontrar a razdo a

)
_ PO [DM) " N Z(0)PO)
P(6,|D,M) % Z(6)P(6) -
em que geralmente,
1 _(xifg)z
20)=[Ju6)=]] —=¢ > . (3.2.7)
i i \/2no?
* Passo 3: Geracdo de 6,1 de acordo com
7 1;

601 = { o seam (328)

o, caso contrario .

* Passo 4: Incremente ¢ e retorne ao passo 1.

3.2.3.1.2 Matriz de Informacao de Fisher e Matriz Covariancia

A Matriz de Informacao de Fisher (MIF) € ttil no processo de determinar incertezas dos
parametros cosmoldgicos via andlise estatistica dos dados observacionais ou simulados. Esta
matriz corresponde a 1/2 da matriz Hessiana da fungio qui-quadrado (y?) (PAPATHANASIOU,
1993; KAGAN; LANDSMAN, 1999; TAYLOR, 1997; OLIVEIRA-FILHO; SARAIVA, 2004;
BRINCKMANN; LESGOURGUES, 2018; COE, 2009):

2 2
_1dx _ 2 (3.2.9)
2dpidp; dpidp;

[F|;j = F;j
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sendo as derivadas parciais relativo aos parametros do modelo. Esta matriz € relacionada com a

matriz de covariancia por meio

C=F1 (3.2.10)

A matriz de covariancia possui em sua diagonal a variincia de cada um dos parametros Ggi e fora
da diagonal corresponde a covariancia dos pares Op,,;, de modo que, na forma bi-paramétrica ¢

expressada por

2
o O
C= < pi P'2P2 ) (3.2.11)
0-171[72 O-pz

3.3 Dados Observacionais

Nesta secao, apresentaremos os dados observacionais que serdo utilizados nos modelos
de interacdo no setor escuro, quanto dos modelos ACDM e @CDM. As Likelihoods e x> em

termos gerais para os dados s@o calculados utilizando as relacdes Equacdo 3.2.1 e Equagdo 3.2.2.

3.3.1 Supernovas do Tipo la (SNe la)

As SNe Ia sdo objetos astrondmicos de extrema importancia na astronomia. Elas sdao
consideradas velas padrao, por possuirem brilhos caracteristicos e intensos. Em um contexto
histérico, as SNe Ia foram de fundamental importancia para a observac¢ao da expansao acelerada
do Universo (Planck Collaboration ef al., 2020; RIESS et al., 1998; PERLMUTTER et al., 1998;
PERLMUTTER et al., 1999). De modo geral, usando a Equacgdo 2.7.34 e as defini¢des obtidas

na subsecdo 2.7.6 e definindo o mddulo de distancia por t = m — M, podemos expressi-lo

_ (1+2)c [ dz
u(z)_51og< 0 /()E(z)1/2> +25, (3.3.1)

em unidades de M pc. Esta quantidade é fundamental na andlise estatistica de dados de SNe

teoricamente por

Ia. Em nosso trabalho, para os dados de SNe Ia, foi usado o médulo de distancias de 1048
amostras Pantheon’-%-°, que abrange o intervalo de redshift: 0.01 < z < 2.3 (SCOLNIC et al.,
2018; BETOULE et al., 2014).

3.3.2 Cronémetros Césmicos (CC)

Este conjunto de dados que chamaremos de crondmetros cdsmicos (do inglés: Cosmic

Chronometers), refere-se a dados que sao independentes do modelo cosmolégico, advindos de

Dados disponiveis em: <https://github.com/dscolnic/Pantheon>.

Dados disponivel também na amostra de dados adicionada ao Monte Python <https://github.com/brinckmann/
montepython_public/tree/3.3/data/Pantheon>.

Pantheon € uma amostra de dados de medidas contendo 1048 SNe Ia realizadas pelos trabalhos Scolnic et al.
(2018) e Betoule et al. (2014).


https://github.com/dscolnic/Pantheon
https://github.com/brinckmann/montepython_public/tree/3.3/data/Pantheon
https://github.com/brinckmann/montepython_public/tree/3.3/data/Pantheon
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medidas feitas em galdxias antigas. Em nosso trabalho, utilizamos 30 pontos entre 0.07 < z <
1.965 apresentados na Tabela 3.3.1'9, de acordo com Moresco et al. (2016).

Tabela 3.3.1 — Medidas de H(z), com seus respectivos erros, para dados de CC.

Z H(Z) OH(z) Ref.

0.07 69.0 19.6 Zhang et al. (2014)

0.09 69.0 12.0 Simon, Verde e Jimenez (2005)
0.12 68.6 26.2 Zhang et al. (2014)

0.17 83.0 8.0 Simon, Verde e Jimenez (2005)
0.179  75.0 4.0 Moresco et al. (2012)
0.199 75.0 5.0 Moresco et al. (2012)

0.2 72.9 29.6 Zhang et al. (2014)

0.27 77.0 14.0 Simon, Verde e Jimenez (2005)
0.28 88.8 36.6 Zhang et al. (2014)

0.352 83.0 14.0 Moresco et al. (2012)

0.3802 83.0 13.5 Moresco et al. (2016)

0.4 95.0 17.0 Simon, Verde e Jimenez (2005)
0.4004 77.0 10.2 Moresco et al. (2016)

0.4247 87.1 11.2 Moresco et al. (2016)

0.4497 92.8 12.9 Moresco et al. (2016)

0.4783 80.9 9.0 Moresco et al. (2016)

0.48 97.0 62.0 Stern et al. (2010)

0.593 104.0 13.0 Moresco et al. (2012)

0.68 92.0 8.0 Moresco et al. (2012)

0.781 105.0 12.0 Moresco et al. (2012)

0.875 125.0 17.0 Moresco et al. (2012)

0.88 90.0 40.0 Stern et al. (2010)

0.9 117.0 23.0 Simon, Verde e Jimenez (2005)
1.037 154.0 20.0 Moresco et al. (2012)

1.3 168.0 17.0 Simon, Verde e Jimenez (2005)
1.363 160.0 33.6 Moresco (2015)

1.43 177.0 18.0 Simon, Verde e Jimenez (2005)
1.53 140.0 14.0 Simon, Verde e Jimenez (2005)
1.75 202.0 40.0 Simon, Verde e Jimenez (2005)
1.965 186.0 50.4 Moresco (2015)

Fonte: Adaptada de Moresco et al. (2016).

3.3.3 Oscilacoes Acusticas de Barions

O quarto conjunto de dados, sio advindos das Oscilagdes Actsticas de Bérions (BAO)'!.
Estas, trazem informagdes do Universo do pré-desacoplamento. Nos primeiros minutos do
Universo, apds a singularidade inicial, os primeiros prétons no Universo primordial interagiam
com os elétrons por (RYDEN, 2017d)

pte — H+y. (3.3.2)

10" Dados disponiveis também na amostra de dados adicionada ao Monte Python: <https://github.com/brinckmann/
montepython_public/tree/3.3/data/cosmic_clocks>.
' Do inglés: Baryon Acoustic Oscillations.


https://github.com/brinckmann/montepython_public/tree/3.3/data/cosmic_clocks
https://github.com/brinckmann/montepython_public/tree/3.3/data/cosmic_clocks
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No inicio, a reacdo no sentido da esquerda era mais favorecida, por conta, da escala de energia
dos fétons, de modo que, o Universo passa a ser um sistema ionizado. Por outro lado, os fétons
ainda interagiam com os elétrons por meio do espalhamento Thomson (BASSETT; HLOZEK,
2010). Nessa época, o Universo era opaco, pois a taxa de espalhamento era muito alta, fazendo
com que o livre caminho médio dos fétons que foram espalhados fosse menor que o raio de
Hubble. Esse acoplamento entre os fétons e os elétrons da indicacdo que ambas componentes

estavam em equilibrio térmico, resultando em um fluido dnico de plasma ionizado.

Enquanto isso, na componente de matéria escura, ocorrem flutuagdes no campo gra-
vitacional, pois esta ja estava desacoplada por ndo ter interacdo eletromagnética, produzindo
gradientes de pressao e gerando ondas sonoras no plasma.

Neste momento, os barions, que estdo acoplados aos fétons, comecardo a oscilar. Esta
onda no fluido de bérions e fétons comecam a se propagar uma velocidade acustica do tipo
(BASSETT; HLOZEK, 2010; EISENSTEIN; SEO; WHITE, 2007; CID et al., 2019; PADILLA

et al., 2019b):
3 Q
Cy = < com R= 2Pb o« — 0
4p, 1+z

V3(1+R)’

Ap06s o desacoplamento entre a componente de barions e a componente de radiacao, os

(3.3.3)

fotons viajam livremente em uma escala caracteristica, ry, dada por:
Rdrag C R
rg z/ 5 ( 2> dR, (3.3.4)
0 HR
onde ¢, na Equacgdo 3.3.4, corresponde a velocidade do som no plasma primordial composto

de fotons e barions. E essas ondas (apds o desacoplamento) deixam de existir. No entanto, ja
deixaram marcas que permitem medi¢des atualmente. No caso das componentes de barions, as
BAO, ¢ quantificada por meio da média geométrica e definida por (EISENSTEIN et al., 2005;

CID et al., 2019)

1/3
z 1Y

H(z) ’

Dy (z) = |(14+2)%d3(2) (3.3.5)

onde d4 € a DDA apresentada na subsecao 2.7.5.

Neste trabalho, os dados de BAO sdo proveniente de Anderson et al. (2014), Ross et
al. (2015) e Font-Ribera et al. (2014) e para extended Baryon Oscillation Spectroscopic Survey
(eBOSS)'? sdo provenientes de Cuceu et al. (2019), Blomqvist ef al. (2019) e Agathe et al.
(2019).

3.4 Descricao Matematica para o Modelo de Interacao

Nesta secdo, apresentaremos o formalismo matematico para os modelos de interacdo de

energia escura.

12 Dados disponiveis na amostra de dados adicionada ao Monte Python: <https:/github.com/brinckmann/
montepython_public/tree/3.3/data/eBOSS_DR14_scans>.


https://github.com/brinckmann/montepython_public/tree/3.3/data/eBOSS_DR14_scans
https://github.com/brinckmann/montepython_public/tree/3.3/data/eBOSS_DR14_scans
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3.4.1 Formalismo Geral

O nivel de background do Universo estd de acordo com o PC e possui distribuicdo
espacial plana. Assim, o modelo de interacdo obedece a métrica FLRW (Equaciao 2.4.9), com
(k =0), e a lei de conservacao (Equacgdo 2.5.15). Aqui iremos definir ¢ = 1. Dai, a lei de

conservacao passa a ser reescrita por (MARTTENS et al., 2019):
p+3H(p+P)=0. (3.4.1)

Assumindo que o contetido energético do Universo seja composto apenas por: radiacio, barions,
matéria escura e energia escura, com subindices representados por: r, b, ¢ € x, respectivamente,
os pardmetros da equacdo de estado sdo dados por: ®, = 1/3 (radia¢do), @, = 0 (bdrions), @, =0
(matéria escura) e @, = —1 (energia escura), de acordo com a subsecdo 2.5.3.113. Assim, a

densidade de energia total pode ser reescrita por:
P = Pr+pPp+Pc+px; P=F-+P. (3.4.2)
Da Equacdo 2.5.32 podemos reescrever em termos dos parametros de densidades:
Q+Qp+Q:.+Q,=1. (3.4.3)
Vimos ainda (subse¢do 2.5.3.1) que a radiacdo e matéria (barions) evoluem por:

pr+4Hp, =0 — p,= prOR_4; (3.4.4)
Pop+3Hp, =0 = pp=prR". (3.4.5)

No campo da fisica, a descri¢do de uma interacao pode ser feita por meio da equagao de
Boltzmann (KREMER, 2014; DODELSON; SCHMIDT, 2021):

df
—=C 3.4.6
sendo f uma funcéo de distribui¢do e C[f] representa todos os termos de colisdo. Em geral, esse

termo € descrito por secdes de choque associadas a fisica de cada particula.

No entanto, sendo a natureza do setor escuro desconhecida, nao faria sentido fisico
escrever secoes de choques para particulas do setor escuro. Uma forma alternativa, para descrever
essa interacdo no setor escuro, seria assumir uma natureza fenomenoldgica por meio da derivada

covariante do tensor momento-energia:
v v
Yy = =Tk = O, (3.4.7)

onde Q! trata-se do quadrivetor e age como fonte do tensor momento-energia; enquanto que

[T TRV . ‘. . .
TC , 7;6 Sao tensores momento—energla para matéria escura € énergia escura, respectlvamente.

13" A matéria nessa segdo representa a soma entre barions e matéria escura. Isso, serd explorado adiante.
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Para o caso de um fluido perfeito, temos que as componentes espaciais da derivada cova-
riante do tensor-momento energia sdo nulas, de modo que, o termo de interagdo no background
é representando por uma fungao escalar e dada por (MARTTENS et al., 2019; MARTTENS,
2017; MARTTENS et al., 2020)

o" = (0,0). (3.4.8)

Dessa forma, a conservacdo de energia do background torna-se

pc+3Hp. = —0; (3.4.9)
px+3Hp (14 @) = Qs (3.4.10)
quando wy = —1, temos: p, = Q. Aqui, podemos compreender as equacdes (3.4.9 — 3.4.10)

como sendo transferéncia de energia entre as componentes do setor escuro. De modo que, a
direcao desse fluxo de energia depende do sinal de Q. Quando Q > 0, o processo da criagdo da

matéria escura e energia escura € deteriorado. Ja, quando Q < 0 acontece 0 oposto.

As interagdes que nos interessam possuem o termo de interacao do tipo:

0 = 3HYF (P, px), (3.4.11)

com ¥ sendo um parimetro adimensional; e .% uma fungdo real de p. e py, possuindo uma

dimensao de densidade de energia. Entao, a Equacdo 3.4.9 e a Equacao 3.4.10 transforma-se:

pe -+ 3Hp, (y? + 1) =0; (3.4.12)

c

F
Py + 3Hpy (1+wx—yp—) =0. (3.4.13)

E uma vez que .% (p,, px) corresponde a uma fungdo geral com dependéncia de p. e py, as

equagdes acima sdo acopladas. Para modelos com w, = —1 a Equacao 3.4.13 torna-se:

Py —3yH.F = 0. (3.4.14)

Por outro lado, € conveniente rescrever a densidade de matéria escura e a densidade de

energia escura como sendo uma razo r:

Pc
r=-—. (3.4.15)
Px
De modo que, a derivada da Equacdo 3.4.15 com relacio ao tempo cdsmico ¢ fornece:
f:r(&—&>. (3.4.16)
Pe  Px
Combinando as equagdes (3.4.12 — 3.4.16) € obtida uma equacao diferencial em termos de r:

7+ 3Hr (yﬁ—p ;J;p = - wx) =0. (3.4.17)



76 Capitulo 3. COSMOLOGIA COM INTERACAO NO SETOR ESCURO DO UNIVERSO

Quando existe uma solu¢do analitica para r = r(R), a Equag@o 3.4.17 é usada para
desacoplar a Equagdo 3.4.12 e Equacgdo 3.4.13. Dessa forma, podemos encontrar solugdes

analiticas para p. e p,. No entanto, isto requer que seja feito

F Pt P (3.4.18)

Pec Pe

f(r)

ou seja, f(r) é uma fungdo apenas de r . Em consequéncia, Equacdo 3.4.18 o termo de intera¢do

passa a ser reescrito por
PcPx

Pe+ Px
De modo que, utilizando a definicdo Equacdo 3.4.17 a Equacao 3.4.18 reescrevemos como

Q=3Hy f(r). (3.4.19)

f‘+3Hr|:’}/f(V)—wx:| =0. (3.4.20)

Aqui, nosso interesse € na classe de modelos no qual a Equacdo 3.4.20 possui solucdo analitica
que depende apenas do fator de escala, isto é, para r = r (R). Assim, a intera¢do .7 (P, px) tem
possibilidade de ser reescrita em termos do fator de escala e de somente uma das densidades de

energia:

f(r) f(r)
[ o —
F = 1+rpc ou F = 1+r71px, (3421)

consequentemente as Equacdo 3.4.12 e Equacao 3.4.13 de balango de energia podem ser reescritas

separadamente por:

pe -+ 3Hp, (y%ﬂr + 1) —0, (3.4.22)
P+ 3Hp: (1 +a)x—y1]:r(:zl> ~0. (3.4.23)

A principio, de acordo com Yang, Pan e Barrow (2018) a fungdo f (r) pode possuir
caracteristicas gerais, porém, aqui vamos assumir um tratamento no qual a intera¢io € dado pela

seguinte forma:
0 =3HypZpl (pc+px)° , (3.4.24)

de modo que, a relagdo a + B + o = 1 precisa ser satisfeita, por conta das unidades. A Equa-

¢do 3.4.24 corresponde a
fr)=r*"r+ 1)t (3.4.25)

No caso em que o0 seja um numero inteiro, a Equacao 3.4.24 ainda pode ser obtida por meio de
uma fun¢@o f (r) onde esta func@o, na verdade, trata-se de uma lei de poténcia e que pode ser

derivada a partir da série binomial de Newton,

flr)y=r*1 quando c=-1, (3.4.26)
|o+1| 1 .
fin=1Y% (’G—;— ‘)r“‘”’ quando o#—1. (3.4.27)
i=0
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3.4.2 Descricao Unificada de Modelos de Interacao do Setor Escuro

A classe desses modelos, com interacdo dada na Equacado 3.4.11, pode ser descrito de
forma unificada, de modo que, torna-se possivel combinar as componentes de matéria escura e
energia escura em um Unico fluido conservativo. Esse novo fluido passa a ter a equagdo de estado

descrita por

Pj= 4 (R) pa, (3.4.28)

sendo que subindice d (de dark) corresponde a componente escura do fluido. As densidades de

energia e pressao sao as somas das componentes de energia escura e matéria escura,
Pd = Pc+ Px e P=P.+P. =P, (3.4.29)

Ainda, essa densidade de energia pode ser reescrita em termos de r, com somente uma das

densidades: p. ou py,

1+r
Pa = ( ;. ) Pe ou Pa = (147r)px. (3.4.30)
Da Equacio 3.4.29 e Equacio 3.4.30, podemos escrever '“:
Wy
P;= 3.4.31
d 147 Pd, ( )

sendo esta, uma relagcdo geral. No entanto, a Equacdo 3.4.28 s6 € valida se houver uma solucao

analitica para r em que dependa apenas do fator de escala R,

@y
w;(R) = ————. 3.4.32
Deste modo, o fluido conservativo deve satisfazer a equagdo de conservacao,
i +3Hpg |1+ —2 | =0 (3.4.33)
pd pd 1 + r (R) - . o T

Como a expansdo de fundo do Universo, isto €, a taxa de expansdo de Hubble, tem possibilidade

de ser obtida por intermédio da equacao de Friedmann, entdo:

8nG
H? = == (pr+ps+Ppa) (3.4.34)

com p, e pp sendo dada na Equacdo 3.4.4 e Equacdo 3.4.5, respectivamente. E p, trata-se da
solucdo da Equacdo 3.4.33. Isso, permite usar somente a componente do fluido escuro unificado,

sem a necessidade das componente de energia escura e matéria escura de modo separado.

14 Pois P, = Py = Fy.
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3.4.3 Modelos Especificos de Interacao de Energia Escura

De modo geral, fazendo uso da Equacdo 3.4.26 e Equacdo 3.4.27, temos que a solugdo
para Equacdo 3.4.17 ndo pode ser tratada analiticamente, de modo que, de acordo com Marttens
et al. (2019) e Marttens (2017) consideraremos alguns casos especificos no qual a solugdo
pode ser encontrada. Nesta dissertacdo, serdo estudados apenas os modelos IDEMs 1, 2 e 4. Os
modelos IDEM 3 e IDEM 5 ndo serdo avaliados neste trabalho, pois sdo extremamente sensiveis

a interagao.

34.31 IDEM I: f(r)=1

A fungdo f(r) = 1 corresponde ao caso mais simples, onde a Equagdo 3.4.26 tem

a=f=1eo0=—1,de modo que, o termo de intera¢ao é dado por
Pec Px
Q=3Hy———. (3.4.35)
Toc+p.

Esta interacdo, ¢ amplamente conhecida na literatura, pois coincide com modelo de gés de
Chaplygin generalizado. Alguns estudos sobre o gis de Chaplygin podem ser vistos em Marttens
et al. (2017), Wang et al. (2013), Amendola et al. (2003) e Bento, Bertolami e Sen (2002).

Usando essa interacdo, Equacao 3.4.35, a solu¢do para a Equacao 3.4.20, € obtida por

r(R) = ro R3(r—) (3.4.36)

Y] < |@y|, r(R) se
comporta assintoticamente da mesma forma que o modelo ACDM, significa que r(R) — 0 para

Fazendo uma suposi¢do de que a interacdo em questdo seja fraca, isto €,

o tempo futuro e diverge para o tempo longinquo do passado, sendo a matéria dominante sobre a

energia escura no passado e energia escura dominante perante a matéria no tempo no futuro.

A solucdo de background das densidade de matéria escura e energia escura € obtida a

partir das resolucdes das Equacao 3.4.22 e Equacgdo 3.4.23,

_r
Q0 + Qo R3V-0) \ T
0e = Peo R—3< 0 1250 ) , (3.4.37)

-QCO + -QxO

(3.4.38)

_Y
-QCO + QXO R_3(y_wx) e
-QCO + QxO ’

Px = Pro R31HYT=00) (

onde a razdo entre a Equacao 3.4.37 e Equacdo 3.4.38 resulta na Equacgdo 3.4.36. Por outro lado,

a densidade de energia em termos do fluido unificado tem solugdo por

Wx

Qo+ Quo R3T—0) \ 77
pd:pd0< ‘Ogo’i o ) R, (3.4.39)
C ‘X

Deste modo, a equacao de Friedmann em termos do parametro de Hubble pode ser reescrita por:

-QCO + QxO R3(Y_(DX)
QCO + QXO

Ox—Y
H>=H} (QC0+on)< ) RP+QuR>P+Q0R ™| . (3.4.40)



3.4. Descri¢do Matemdtica para o Modelo de Interacdo 79

Dessa forma, a dinamica do background para este modelo estd compreendida.

3.4.3.2 IDEM 2: f(r)=r"1

1
A fungdo f(r) = — € o segundo caso a ser estudado. Este caso tem a Equacdo 3.4.26
r

coma =0, =2e o = —1.Deste modo, o termo de intera¢do é dado pela expressao
p2
Q=3Hy——. (3.441)
ypc + Px
Usando essa interacdo, Equacdo 3.4.41, a solugdo para a Equacdo 3.4.20, € obtida por
r(R) = ro RO 4L (1- o) (3.4.42)
X

Este caso fornece a seguinte situagdo: quando @y < 0, no limite em que o fator de escala, R(z),
tende a infinito, r(r) difere do modelo padrdo, ACDM e do IDEM 1, no entanto, tende a um

valor constante diferente de zero.

A solugdo de background das densidade de matéria escura e energia escura é obtida a

partir das resolucdes das Equagdo 3.4.22 e Equagdo 3.4.23, e neste caso temos:

e
pc:pcoR o

2 [
+o2 ) [Q Qo0 — QoY) R3]~
){ 10(@+7) + (Qeodr — Qo) } E {QCORMX 00l (1-K%)

(-QCO + -Qx()) @y X
(3.4.43)
¢ Y
(@0t ) (@ + 1) Qoo + B3 (@) Qo — ¥ Qo) ]~ &7
_ R— oty X x0 X c0 ’y x0 ) 3.4‘44
p)C pr |: wx (QCO + on) ( )

3433 IDEM 4: f(r)=1+r""!

O terceiro caso que iremos analisar € o quarto de caso de Marttens et al. (2017), Marttens
1

(2017). Neste caso, temos a fungéo f(r) = 1+ —, na qual a Equagdo 3.4.27 possui & =0, f =1
r

e o = 0. Para este caso, o termo de interagao € dado pela expressao,
Q = 3HYpx. (3.4.45)
Dessa forma, obtém-se r (R) fazendo uso da Equacdo 3.4.17, que é expressado pela equacao,

(ro@cR® — yR3® + YR3Y — ryyR3®)

R) =R
r( ) W —Y

(3.4.46)

A solugao de background das densidade de matéria escura e energia escura € obtida a

partir das resolugdes das Equacdo 3.4.22 e Equacdo 3.4.23, para este caso € dada pelas expressoes:
3H | (Qe@R3 — QYR — Qg YR3 + Qg yR3T) R-31F0x)

Pe =76 O, — Y ’

(3.4.47)

px = proR 30T, (3.4.48)
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3.5 Regidoes de Sobreposicoes

Nesta se¢do, apresentaremos o formalismo e a metologia usada para a construcdo de
regioes de sobreposicdes para os modelos de interacdes de energia escura estudados nesta
dissertacdo, afim de identificar regides proibidas ou permitidas para as densidades de energia

escura e matéria escura, durante algum momento de sua evolucio temporal cosmica.

3.5.1 Equacoes Simplificadas

Do formalismo para o modelo de interagcdo, da Equacdo 3.4.3 podemos expressar:
Q0+ Qpo+ Qo+ Qo = 1. 3.5.1)

Como Q0 ~ 1075 — 0 e Q0 = Qpo + Qeo, dessa forma, expressamos

Qo =1-Q0; Q0= Qo — po. (3.5.2)
Da Equacao 2.5.32, temos que ,
pi= 38HT(?i’ (3.5.3)
ou seja,
Do = SZ;%O = 1.87798 x 1026%#(9,"0 — Qo) (3.5.4)
) 3H* Q0 kg 5
Px0 = T R 1.87798 x 10 ﬁh (1 —Qumo), (3.5.5)

usando: G = 6.674184 x 10~ "' m3kg=1s72, 1pc =3.086 x 10'%m e H(t) = 100hkms ™ 'Mpc~! =
3.24 x 10~ 8hs~!. Por outro lado, da Equacio 3.4.15, r = p../p,, obtemos:
Q. Qo Qo — o

R) = —; = = . 3.5.6
r( ) -Qx 0 -QxO 1— Q'mO ( )
Definindo ainda as seguintes constantes:
Q Q Qo —Q
A= L. b0 _ m0 b0 (357)
1—-Qp 1—-Qy 1 —Qyp
) (1= Q)
B=-~—"" 3.5.8
o (3.5.8)

que representam fracdes escuras. Dessa forma, podemos simplificar as equagdes do IDEM's
(subsecao 3.4.3) para fazer as simulacdes e construir as regides de sobreposicdes. As equacdes

sdo reescritas e expressas a seguir.

3.5.1.1 IDEM 1

e Para w, = —1:
Y
+1

P = PR3 (A _ BR3(Y+1>> v (3.5.9)

r(R) = ro R730rHD), (3.5.10)
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3.5.1.2 IDEM 2

e Para w, = —1:
_3r 3 _r
px=poR 7T [(1-7)B+R°(A+yB)] "'. (3.5.11)
r(R)=rgR>—y(1-R7). (3.5.12)
3513 IDEM 4
e Para w, = —1:
Px = pxo R, (3.5.13)

(roR3+ YR — YR+ royR )

_ R
r(R)=R Ty

(3.5.14)

3.5.2 Metodologia

Estamos interessados em obter regides na quais as densidades p, e p. sdo positivas'>,

isto é, queremos identificar regides permitidas para as densidades de energia escura e matéria
escura, durante algum momento de sua evolucdo temporal cdsmica, pois somente essas possuem
significados fisicos. Como r = p./py, nesse caso, é suficiente avaliar apenas os pares: py, p. ou
Px,r(R) ou p., r(R). Fizemos a escolha que foi apresentada nas equagdes da subsecdo anterior,

por facilidade computacional.

Foram realizadas simulagdes com 2 mil curvas'® para cada equacio e modelo adotado.
Para cada curva foi adotado ;7 = 0.05, o mesmo valor adotado para a analise com MCMC.
Sendo colocado como parametro para cada curva: Q., h e ¥ para os IDEMs com @ = —1. As
equacdes r(R) ndo contém o parametro de Hubble 4. Na simulag@o das curvas, cada parametro
foi gerado aleatoriamente dentro dos limites obtidos na andlise MCMC em cada modelo, a fim

de mapear as regides positivas (p. > 0 e p, > 0) e negativas (p. < 0 ou p, < 0).

Para garantir, de fato, que as curvas tenham um valor positivo desde o fator de escala de

R =0 até R — oo, foi realizado uma transformacao de varidvel do tipo:

2
R =tan (%), y= Earctan(y‘), (3.5.15)

com y, nesse caso, sendo: p. ou p, ou r ou R. E x assume um intervalo finito, que podemos
adotar x = [0, 1].

15" Neste contexto adotaremos “positivo” como sendo valores maiores que zero, assim como os valores iguais a
zero, por simplicidade.
16" Por acharmos que j4 sdo suficientes na identificaco das regides proibidas.
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CAPITULO

A

RESULTADOS E DISCUSSOES

“Muito aprendizado ndo nos ensina a compreender.”

(Heraclito, 540a.c.— 480a.c.)

Neste capitulo, apresentaremos as legendas adotadas, os resultados obtidos e discussdes

relacionadas.

4.1 Legendas e listas de likelihoods

Na Tabela 4.1.1 € apresentado um resumo da lista de likelihoods usadas, bem como as

referéncias onde elas foram apresentadas pela primeira vez e na Tabela 4.1.2 s@o apresentadas as

configuracdes dos dados de entrada e legendas adotadas.

Tabela 4.1.1 — Nesta tabela, apresentamos as likelihoods (dados de entradas) com pequena descri¢do e tipo, além

das referéncias onde foram obtidas primeiramente.

Nome Descricao Tipo Referéncia
cosmic_clocks_2016 cosmic clocks H(z) Moresco et al. (2016)
Pantheon Pantheon Simple Supernova Scolnic et al. (2018),
Betoule et al. (2014)
bao_boss_dri2 BOSS DR12: LOWZ & CMASS BAO Anderson et al. (2014),
Ross et al. (2015),
Font-Ribera et al. (2014)
bao_smallz_2014 6dFGS, SDSS DR7: MGS BAO Anderson et al. (2014),
Ross et al. (2015),
Font-Ribera et al. (2014)
eBOSS_DR14_Lya_cross BOSS, SDSS DR14 BAO, eBOSS  Cuceu et al. (2019),
Blomqpvist et al. (2019)
eBOSS_DR14_Lya_combined BOSS, SDSS DR14, eBOSS DR14 BAO, eBOSS Cuceu et al. (2019),

Blomqvist et al. (2019),
Agathe et al. (2019)

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Tabela 4.1.2 — Nesta tabela, apresentamos as configura¢des de dados de entrada que usamos e as legendas que

adotamos
Dados de entrada Legenda
Pantheon, cosmic_clocks_2016 Pantheon+CC (CP)
Pantheon, cosmic_clocks_2016, bao_boss_dri12, bao_smallz_2014 Pantheon+CC+BAO (CPB)
Pantheon, cosmic_clocks_2016, eBOSS_DR14_Lya_cross Pantheon+CC+BAO_EBOSS_CROSS (CPE1)
Pantheon, cosmic_clocks_2016, eBOSS_DR14_Lya_combined Pantheon+CC+BAO_EBOSS_COMB (CPE2)

Fonte: Elaborada pelo autor.

4.2 Resultados Observacionais do Modelo ACDM

Apresentaremos nesta secao os resultados observacionais obtidos para o modelo ACDM.
Este € o modelo padrao, amplamente discutido na literatura, com parametro da equagdo de
estado @, = —1, que representa a energia do vacuo. No entanto, os resultados obtidos aqui
servirdo de padrdo para validar os resultados dos modelos de interacdo do setor escuro que serdo

apresentados nas proximas secoes.

A andlise se baseia no cédigo CLASS (BLAS; LESGOURGUES; TRAM, 2011) e no
codigo de MontePython (AUDREN et al., 2013). O primeiro refere-se ao contexto cosmoldgico,
enquanto que, o segundo refere-se a parte de andlise estatistica. Para este modelo, foram utilizados

os codigos sem nenhuma modificacdo.

A andlise estatistica foi divida em quatro etapas. Primeiramente, foram utilizados dados
de H(z) independentes do modelo cosmoldgico, advindos de medidas realizadas em galaxias
antigas, apresentados na Tabela 3.3.1. Além, de dados de SNe Ia advindos da amostra Pantheon
(SCOLNIC et al., 2018; BETOULE et al., 2014). Essa escolha reflete em dados observacionais

do background, influenciado somente pela recente histéria do universo.

Na segunda etapa, foram adicionados dados relativos a medida da média geométrica
advinda das oscilagdes acusticas de barions (ANDERSON et al., 2014; ROSS et al., 2015;
FONT-RIBERA et al., 2014). Estas também possui dados provenientes do background. No

entanto, neste caso, as BAO recebe influéncia da época primordial.

Ja a terceira e quarta etapa trata-se de dados também de BAO, advindos da extended
Baryon Oscillation Spectroscopic Survey (eBOSS) (CUCEU et al., 2019; BLOMQVIST et
al., 2019; AGATHE et al., 2019). Também trata-se de dados do background e também recebe

influéncia da época do Universo primordial.

Os resultados obtidos nessas andlises para o modelo ACDM s3ao mostrados na Ta-
bela 4.2.1 e as curvas de contorno correspondentes sao ilustradas na Figura 4.2.1. Os parametros
cosmoldgicos avaliados em ambas andlises deste modelo foram Q.o (ou 9, ja que ;9 = 0.05
€ fixo) e Hy. Note que, os dados de CPE1, CPE2 e CPB, restringem melhor que os dados de
supernova+CC (CP), sendo que o CPB € o que melhor restringe entre todos.
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Figura 4.2.1 — Likelihoods e curvas de contorno para o modelo ACDM, com nivel de confianca de 10 e 20,
respectivamente, obtidas por meio dos dados: CP, CPB, CPE1 e CPE2, de acordo com a se¢do 3.3.

\ — CP
m— CPE1
= CPE2
CPB
76.5 \
f 69.1
61.6
0.175 0.255 0.335 61.6 69.1 76.5
Qeo Hy

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 4.2.1 — Resultados da andlise estatistica para o modelo ACDM, com nivel de confianca de 15. O valor de
Q0 foi fixado em Q5 = 0.05.

Dados Qo Qo Hy
CP  0.25270009 0302700 68.9%1%
CPB  0.25370013 0.30370013 69. 3j} 2
CPEl 024570030 0.29570030  69.27 )5
0.018 0.018
CPE2 0.242%0)%  0.292*7 '8 69.419

Fonte: Elaborada pelo autor.

4.3 Resultados Observacionais do Modelo ®CDM

No modelo @CDM foi realizado o mesmo procedimento. Aqui o parametro da equacdo
de estado assume valores de @, # —1. Este resultado pode ser usado na avaliacdo dos modelos
®IDEMs em trabalhos futuros.

Os parametros cosmoldgicos avaliados em ambas andlises deste modelo foram Q.o, Hy e
@,. Os resultados obtidos nessas andlises para o modelo @CDM sao mostrados na Tabela 4.3.1 e

as curvas de contorno correspondentes sdo ilustradas na Figura 4.3.1.

Note que, os resultados obtidos nessas andlises para o modelo @wCDM, mostrados
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Figura 4.3.1 — Likelihoods e curvas de contorno para o modelo ®CDM, com nivel de confianca de 10 e 20,
respectivamente, obtidas por meio dos dados: CP, CPB, CPEI e CPE2, de acordo com a sec¢do 3.3.

=== CPE1

== CPE2

- CPB
75.8
5 69
62.1
-0.723
s 12
-1.68

0.0808  0.237 0.394 62.1 69 75.8 -1.68 1.2 -0.723

Qeo Hy Wy

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 4.3.1 — Resultados da andlise estatistica para o0 modelo @CDM, com nivel de confianga de 16. O valor de
Qyq foi fixado em Q9 = 0.05.

Dados Q. Qo Hoy Oy
0.052 0.052 1.9 0.17
G oanaish Doasy By T il
CPB 0. 252+8 013 0. 302+8 013 68.9;%:g —0.9918:%

Fonte: Elaborada pelo autor.

na Tabela 4.3.1, possuem o parametro ®, igual a @, = —1. 09+8 H, o, = —0. 99+8 82, w, =

—0. 98+8 H , @y = —0. 94“LO 0.0g para os dados de CP, CPB, CPEI e CPE2, respectivamente. Isto €,
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considerando as margens das incertezas, 0 modelo ACDM passa a ser bem aceito. Aqui também,
os dados de CPE1, CPE2 e CPB, restringem melhor que os dados de supernova+CC (CP), sendo

que os dados de CPB € também o que melhor restringe entre todos.

4.4 Resultados Observacionais dos Modelos de Interacao

com @, = —1

Apresentaremos nesta se¢do os resultados observacionais obtidos para os modelos de
interacdo com @, = —1 (os IDEMI1, IDEM2 e IDEM4) de (MARTTENS et al., 2019). Os
modelos IDEM3 e IDEMS nio foram avaliados neste trabalho, pois sdo extremamente sensiveis
a interacdo, por exemplo, um pequeno valor do parametro de interacdo tem possibilidade de

afetar, de modo dréstico, toda a dinamica do background.

A anédlise se baseia no cdédigo CLASS (BLAS; LESGOURGUES; TRAM, 2011) e no
cddigo de MontePython (AUDREN et al., 2013). Como ja mencionado antes, o primeiro refere-
se ao contexto cosmoldgico, enquanto que, o segundo refere-se a parte de andlise estatistica.
Para este modelo, foi utilizado os cédigos do CLASS modificados, incluindo as solu¢des de

background deste modelo.

4.4.1 Modelo IDEM1

Para o modelo IDEM1, os parametros cosmoldgicos avaliados em ambas anélises deste
modelo foram Q.y, Hy e . Os resultados obtidos nessas andlises para o modelo de interagdo,
IDEM1, sao mostrados na Tabela 4.4.1 e as curvas de contorno correspondentes sdo ilustradas
na Figura 4.4.1.

Tabela 4.4.1 — Resultados da andlise estatistica para o modelo de interacdo IDEM1, com nivel de confiangca de 1.
O valor de Qy foi fixado em Qy = 0.05.

Dados Q.0 Qo Hy Y

CP  0.2297004 02797004 68.871%  0.197793%9

CPB  0.26370920 03137005 68.871%  —0.026700%%

CPEl 0.2477003% 0.29710030 69.2F15 —0.0117050¢
0.034 0.034 1.9 0.132

CPE2 0.2567005¢ 0.30670:034 69.3713 —0.098%0:-132

Fonte: Elaborada pelo autor.

Neste modelo, assim como ocorreu nos modelos ACDM e wCDM, os dados de CPB sao
mais restritivos que os demais. Os dados de SNe [a+CC (CP) conseguem restringir de maneira
relativamente satisfatoria o parametro de interagdo ¥, mas com uma certa degenerescéncia com
0 parametro Q, isto €, apresentam uma anti-correlacdo. Os demais dados também possuem

uma pequena degenerescéncia com este parametro, no entanto numa ordem de grandeza bem
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Figura 4.4.1 — Likelihoods e curvas de contorno para o modelo de interagdo IDEM1, com nivel de confianca de
1o e 20, respectivamente, obtidas por meio dos dados: CP, CPB, CPE1 e CPE2, de acordo com a

secdo 3.3.
== CPET1
=  CPE2
0.413
[
o~ 0.258
0.102
76.6
5 69.1
61.6
-0.762 0.465 1.69 0.102 0.258 0.413 61.6 69.1 76.6
v Qeo Hy

Fonte: Elaborada pelo autor.

menor. O valor do parametro de interacdo, ¥, foi positivo para os dados CP e negativos para os
demais (CPB, CPE1 e CPE2) em niimeros absolutos, no entanto, sio bem préximos de zero. Isso
significa que para estes dados, a interagdo y < 0 afeta atrasando a equivaléncia entre a radiacao
e matéria (matéria escura + barions). Na consideragcdo dos limites superiores e inferiores de

incertezas em 10, o modelo ACDM ¢€ preferido.

4.4.2 Modelo IDEM2

Para o modelo IDEM2, os parametros cosmoldgicos avaliados em ambas andlises deste

modelo foram Q.y, Hy e . Os resultados obtidos nessas andlises para o modelo de interacao,
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IDEM?2, sao mostrados na Tabela 4.4.2 e as curvas de contorno correspondentes sdo ilustradas

na Figura 4.4.2.

Figura 4.4.2 — Likelihoods e curvas de contorno para o modelo de interagio IDEM2, com nivel de confianca de
1o e 20, respectivamente, obtidas por meio dos dados: CP, CPB, CPE1 e CPE2, de acordo com a

secdo 3.3.
= CPE1
= CPE2
== CPB
0.387
o=}
S 0.0606
-0.266
771
= 69.4
61.7
-0.588 0.522 1.63 -0.266 0.0606 0.38761.7 69.4 774
v Qeo Hy

Fonte: Elaborada pelo autor.

4.4.3 Modelo IDEM4

Para o modelo IDEM4, os parametros cosmoldgicos avaliados em ambas andlises deste
modelo foram Q.y, Hy e . Os resultados obtidos nessas andlises para o modelo de interagdo,
IDEMA4, sdao mostrados na Tabela 4.4.3 e as curvas de contorno correspondentes sao ilustradas

na Figura 4.4.3.
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Tabela 4.4.2 — Resultados da andlise estatistica para o modelo de interacdo IDEM2, com nivel de confianca de 1.
O valor de Q foi fixado em Q7 = 0.05.

Dados .Qc() .Q.m() H, Y

CP  0.1917098 0.241705% 68.875 0.2317037,

CPB  0.25870043 03087083 691717 _0.01870113

CPE1 02337001 028370081 69.1710  0.0417024

CPE2 0.2547(001 030470085 69.3719  —0.05010:2%2

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 4.4.3 — Likelihoods e curvas de contorno para o modelo de interagio IDEM4, com nivel de confianca de
1o e 20, respectivamente, obtidas por meio dos dados: CP, CPB, CPE1 e CPE2, de acordo com a

secdo 3.3.
= CPET1
= CPE2
== CPB
0.372
[
S 0.136
-0.1
75.7
= 69.1
62.4
-0.287 0.301 0.89 -0.1 0.136 0.37262.4 69.1 75.7
0% QCO HU

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Tabela 4.4.3 — Resultados da andlise estatistica para o modelo de interacdo IDEM4, com nivel de confianca de 1.
O valor de Q foi fixado em ;7 = 0.05.

Dados .QC() Qm() H, Y

+0.067 +0.067 +1.9 +0.130
CP 02147997 02647097 68,8+ 0.10379-139

CPB 026210034 (3191003 o+175 () 13+0.042

0.059 0.059 1.9 0.115
CPE] 0244;88%‘? 0.294;00005418 69.1%.8 0.003%)01655
CPE2 02607005 0317500 693715 —0.04475:95

Fonte: Elaborada pelo autor.

4.4.4 Consideracoes Gerais

Os modelos IDEM2 e IDEM4 tiveram os dados de CPB mais restritivos que os demais,
assim como aconteceu no IDEM1 e nos modelos padrio ACDM e @ CDM. Os dados CP também
conseguem restringir de maneira relativamente satisfatoria para o parametro de interag@o 7y, mas
também contém uma certa degenerescéncia com o paradmetro €2, isto €, com uma anti-correlagdo
entre ambas'. Ainda nos modelos IDEM2 e IDEM4 os valores para ¥ foram positivos nos dados
de CP e CPEL. E para os dados CPB e CPE2 apresentaram valores negativos. Para os dados de
CP o valor € mais distante de zero, mas, sdo todos iguais a zero, dentro da margem de 10 de

confianga.

Valor Atual da Taxa de Expansao de Hubble (Hj): Na literatura, é possivel encontrar
diversos valores para a taxa de expansao de Hubble. Os valores dependem dos tipos de dados e
de modelos cosmoldgicos aplicados. A referéncia Riess er al. (2016) apresenta Hy = (73.24 +
1.74) kms "Mpc=!(em 3.406) como melhor estimativa para o valor de Hy, advindos de medidas
de um conjunto de observagdes de mais de 600 cefeidas, na frequéncia do infravermelho e do

visivel, independente do modelo.

Por outro lado, para outros dados e modelos, por exemplo, na Tabela 4.4.4, podemos
encontrar alguns outros valores para Hy. Geralmente, os modelos com dados de BAO tem os
valores de Hy entorno de 68-70 kms ‘M pc’l. Dessa maneira, em nosso trabalho, os resultados
contendo os dados de BAO (CPB) e BAO eBOSS(CPE1, CPE2) tiveram valores em torno de
69 kms ‘M pc_] em todos os modelos: ACDM, wCDM, IDEM1,IDEM?2 e IDEM4, o que é
condizente com os valores encontrados na literatura envolvendo BAO, BAO (eBOSS). O mesmo

comportamento pode ser observado para os valores da densidade de matéria.

Em todos esses modelos de interagdo e o modelo @CDM, o modelo ACDM ¢€ preferido,
pois quando o valor de ¥ = 0 nos modelos de interacdes significam que estes reduzem ao modelo
padrao ACDM.

' Esta anti-correlagio acontece porque o valor de ¥ no sentido negativo dos eixos dos graficos em questio afeta

atrasando a equivaléncia entre a radiagdo e matéria (matéria escura + barions) em comparagao a um valor de
7 situado mais a direita dos eixos, consequentemente, para um valor de ¥ situado mais a esquerda do grafico
representa um Universo que contém uma densidade de matéria mais elevada e vice-versa.
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Tabela 4.4.4 — Alguns resultados para Hy, €, e ¥ para diferentes dados e modelos.

Dados / Nivel de confianga Qo Hy [kms7 1 Mpc’l] v Modelo Referéncias
TTTE,EE+LowE (10) 0.3166 £+ 0.0084 67.27 £0.60 - ACDM Planck Collaboration et al. (2020)
TT,TE,EE+LowE-+lensing (10) 0.31530.0073 67.36+£0.54 - ACDM Planck Collaboration et al. (2020)
TT,TE, EE+LowE-+lensing+BAO (16) 0.31110.0056 67.66+0.42 - ACDM Planck Collaboration ef al. (2020)
TT.TE,EE+LowE+lensing+SNe+BAO (10) - 68.31+0.82 - Parametrizacdo w(a) Planck Collaboration et al. (2020)
SPARC sample (10) - 75.1+£2.3 - CosmicFlows-3 Schombert, McGaugh e Lelli (2020)
SNe Ia (JLA) (206) 02950072 - - ACDM Marttens e al. (2019)
SNe la+Hy (20) 03541019 7337438 053192 IDEM1 Marttens et al. (2019)
SNe la+Ho+CC+BAO (20) 032119072 69.44+35:2 0.061(:1 IDEM1 Marttens et al. (2019)
Planck TT (20) 03143100638 68.1315:50 0.01071%8 IDEMI Marttens ef al. (2019)
SNe la+Hyy (20) 03717015 73.2913-60 0407038 IDEM2 Marttens et al. (2019)
SNe la+Ho+CC+BAO (20) 032679109 69.72+350 0.0810:5% IDEM2 Marttens et al. (2019)
Planck TT (20) 0305400200 68.0015:25 0.0024 40120 IDEM2 Marttens ef al. (2019)
SNe la+Hy (20) 03797055 73211380 0267079 IDEM4 Marttens et al. (2019)
SNe la+Ho+CC+BAO (20) 032070080 69.6415:%0 0.0377 0350 IDEM4 Marttens et al. (2019)
Planck TT (20) 030970028 67.5142¢ 0.0052+0:1620 IDEM4 Marttens et al. (2019)
Planck CMB data ((TT,TE,EE+lowE+lensing)) (0.76) - 67.7170%92 - ACDM Marttens et al. (2020)
Planck CMB data ((TT.TE,EE+lowE+lensing)) (0.76) - 68.391078 - @CDM Marttens ef al. (2020)
Planck CMB data ((TT,TE,EE+lowE+lensing)) (0.30) - 68.321018 - CPL Marttens et al. (2020)
Radio+ GW + EM data (15) - 68.9731 - - Hotokezaka et al. (2019)
CMB+BAO (20) 0.310+£0.008 67.900+0.747 - oCDM Scolnic et al. (2018)
SN+CMB+H (20) 02740012 722364 1.572 - oCDM Scolnic et al. (2018)
JLA+BAO3+CC+CMB (16) 0.30370.0080 68.53+0.61 - ACDM Cid et al. (2019)

Fonte: Elaborada pelo autor.

~

4.5 Resultados das Regioes de Sobreposicao

4.5.1 Modelos IDEMs (com o, = —1)

Nesta sec¢do discutiremos os resultados obtidos da simulag¢do de 2 mil curvas utilizando
as equacdes dos modelos IDEM1, IDEM2 e IDEM4, considerando as margens dos graficos dos
resultados obtidos na anélise estatistica dos respectivos modelos, a fim de identificar regides
permitidas ou proibidas para as regides de contorno para os pardmetros cosmoldgicos. As regioes
proibidas (sem sentido fisico) acontecem quando a densidade de energia escura p, < 0 ou matéria
escura p. < 0. Sabendo que r = p./py, avaliamos este e uma das densidades, ja que das trés
equacdes (p.(R),px(R) e r(R)) é suficiente apenas avaliar duas delas. No caso da equagdo com
r(R), este é negativo (r < 0) se uma das densidades for negativa e positivo (r > 0) quando as
duas densidade sdo negativas ou as duas sdo positivas. Com isso, conhecendo r(R) e uma das
densidades ja é suficiente. Todas as equacdes dependem apenas do fator de escala R(z) e dos

parametros cosmoldgicos de entrada, de acordo com a secao 3.5.

4.5.1.1 Modelo IDEM1

Para o modelo IDEM1 fizemos a escolha das equagdes com p.(R) e r(R) (Equacdo 3.5.9
e Equacdo 3.5.10). A simulagdo das curvas para p.(R) e r(R) sdo apresentadas na Figura 4.5.1 e
Figura 4.5.2, respectivamente. Lembrando que, nas figuras apresentadas, foram realizadas uma

transformacao de varidveis de acordo com a Equacdo 3.5.15 para garantir R = 0 até R — oo.

Neste modelo, ambas as densidades s@o positivas (p. > 0, px > 0), pois nenhuma das
curvas mostradas nas Figura 4.5.1 e Figura 4.5.2, respectivamente, cruzam para o lado negativo

do eixo vertical dos graficos, o que representaria uma densidade negativa. Isso significa que
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Figura 4.5.1 — Simulag@o de 2 mil curvas de p.(R) para o modelo IDEMI. As linhas em azul representam as curvas
cujos valores sdo positivos (p.(R) > 0). Para este caso, ndo houve curvas com valores negativos. O
grafico representa a maior escala possivel para —co < p. < o0 e 0 < R < oo, por isso, as curvas estio
fora de escala, pois foi realizada uma transformacéo de varidvel nos eixos para que fosse possivel
mostrar todos 0s espagos amostrais. Aqui, ndo temos interesse na estética das curvas e sim nas

informacdes que podem ser extraidas. O grifico interno representa 0 mesmo grafico, mas com todos
0 eixos em escalas lineares.

1.00

7.0
0.75 1 0.5+
0.50 0.0
_05 m
. 0.251
< -1.0 . ; :
000 0.00 025 050 0.75 1.00
5
s _0.25
-0.50 -
-0.75
—1.00 - ; .
103 102 10?1 10°

2 arctan(R)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 4.5.2 — Simulag@o de 2 mil curvas de r(R) para o modelo IDEM1. As linhas em azul representam as curvas
cujos valores sdo positivos (r(R) > 0). Para este caso, ndo houve curvas com valores negativos
r(R) < 0. O grifico representa a maior escala possivel para —oo < r < ooe 0 < R < oo,

1.00

0.75 A

0.50 A

0.25 A

0.00
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—0.25 1

—0.50 1

—0.75 A1

-1.00 T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

2 arctan(R)

Fonte: Elaborada pelo autor.

nao ha regido de restricdo nos valores dos parametros cosmoldgicos apresentados na andlise do
IDEMI (Figura 4.4.1) para todo tempo césmico.
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4.5.1.2 Modelo IDEM?2

De modo andlogo ao procedimento realizado no modelo IDEM1, realizamos também
para o modelo IDEM2. Neste fizemos a escolha das equagdes com p,(R) e r(R) (Equagdo 3.5.11
e Equagdo 3.5.12). A simulag@o das curvas para p,(R) e r(R) sdo apresentadas na Figura 4.5.3

e Figura 4.5.4, respectivamente. Neste modelo, as curvas referentes a equagdo de py(R) sdo

Figura 4.5.3 — Simulac@o de 2 mil curvas de p,(R) para o modelo IDEM2. As linhas em azul representam as curvas
cujos valores sdo positivos (p,(R) > 0). Para este caso, ndo houve curvas com valores negativos. O
grafico representa a maior escala possivel para —oo < py < o0 e 0 < R < oo,

I

1.00

|
|
|
|

0.75

0.50 i

0.25 ¢

arctan(py)

2
m

—0.25 1

—0.50 1

—0.75 1

_1.00 T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 4.5.4 — Simulagio de 2 mil curvas de r(R) para o modelo IDEM2. As linhas em azul representam as curvas
cujos valores sdo positivos (r(R) > 0) e as linhas em cor vermelha representas as curvas cujos valores
em algum ponto possuem r < 0. O gréfico representa a maior escala possivel para —oo < r < oo e

0<R<eco.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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todas positivas. Enquanto que as curvas para r(R) possuem parte positiva (em azul) e outra parte
negativa (em vermelho). Isso significa que a densidade de matéria escura (p.) possui curvas com
valores negativos. Neste caso, r(R) assume valores positivos e negativos. Com isso, foi possivel
restringir regides para os pardmetros cosmoldgicos Q. e v. E como a equagdo com r(R) ndo
depende do parametro 4, ndo foi possivel restringir regides para este parametro Hy. Assim, a
Figura 4.5.5 mostra a regido proibida para as regides de contorno dos parametro cosmoldgicos
Q.o e 7, obtidas pela andlise estatistica do IDEM2 mostrada na Figura 4.4.2. Isso significa que
Pc € Px sdo positivos, para toda evolugdo temporal, apenas na possibilidade de y < 0. No entanto,
mesmo quando Y < 0 existe ainda a regido nao permitida. Esta regido parece crescer de modo
linear no sentido de 7y negativo, iniciando esse crescimento em torno do valor de €. Para y > 0

toda esta regido € proibida, considerando toda evolugdo temporal.

Figura 4.5.5 — Regides de sobreposi¢do para os parametros cosmoldgicos Q. e . A figura mostra a regido proibida
para as regides de contorno dos pardmetro cosmolégicos €. e 7, obtidas pela andlise estatistica do
IDEM2 mostrada na Figura 4.4.2, em algum momento da evolucio césmica temporal. Os pontos em
cor cinza representam as regides proibidas, isto é, representam as curvas cuja a densidade de matéria
escura (p.) fornece valor negativo em algum momento de toda evolucdo cédsmica.

-0.3

-0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

Fonte: Elaborada pelo autor.

4.5.1.3 Modelo IDEM4

Para o modelo IDEM4, de modo andlogo ao IDEM2, fizemos as mesmas escolhas de

equacdes, ou seja, escolhemos as equagdes com py(R) e r(R) (Equacdo 3.5.13 e Equacdo 3.5.14).
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A simulagdo das curvas para py(R) e r(R) sdo apresentadas na Figura 4.5.6 e Figura 4.5.7,
respectivamente.

Figura 4.5.6 — Simulagéo de 2 mil curvas de p,(R) para o modelo IDEM4. As linhas em azul representam as curvas
cujos valores sdo positivos (px(R) > 0). Para este caso, ndo houve curvas com valores negativos. O
gréafico representa a maior escala possivel para —eo < p, < o0 e 0 < R < oo, por iss0, as curvas estao
fora de escala. Aqui, ndo temos interesse na estética das curvas e sim nas informacdes que podem ser
extraidas. Mudar a escala, significa mudar o espago da amostragem.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 4.5.7 — Simulagdo de 2 mil curvas de r(R) para o modelo IDEM4. As linhas em azul representam as curvas
cujos valores sdo positivos (r(R) > 0) e as linhas em cor vermelha representam as curvas cujos valores
em algum ponto possuem r < 0. O gréfico representa a maior escala possivel para —co < r < e
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Neste modelo, assim como aconteceu no modelo IDEM2, as curvas referentes a equacao

de px(R) também sdo todas positivas. Enquanto que as curvas para r(R) possuem parte positiva
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(em azul) e outra parte negativa (em vermelho). Neste caso, r(R) assume valores positivos e
negativos. Assim, também foi possivel restringir regides para os parametros cosmoldgicos . €
Y. Dessa forma, a Figura 4.5.8 mostra a regido proibida para as regides de contorno dos parametro
cosmoldgicos Q. e ¥, obtidas pela andlise estatistica do IDEM4 mostrada na Figura 4.4.3. Aqui
também p. e p, sdo positivos, para toda evolucao temporal, apenas na possibilidade de y < 0.
Aqui também, para ¥y < 0 existe ainda a regido nao permitida. Esta regido parece crescer de
modo linear no sentido de Y negativo, iniciando esse crescimento em torno do valor de Q.9 > 0
e Q. < Qp, no geral, semelhante ao IDEM2. E para y > 0 toda esta regido é proibida, para

algum momento da idade césmica.

Figura 4.5.8 — Regides de sobreposicéo para os parametros cosmolégicos Qg € 7. A figura mostra a regido proibida
para as regides de contorno dos pardmetro cosmoldgicos Q.9 e 7, obtidas pela andlise estatistica do
IDEM4 mostrada na Figura 4.4.3, em algum momento da evolugdo césmica temporal. Os pontos em
cor cinza representam as regides proibidas, isto é, representam as curvas cuja a densidade de matéria
escura (p.) fornece valor negativo em algum momento de toda evolucio césmica.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

4.5.2 Consideracoes Finais

Na construcdo de regides de sobreposicao, afim, de descobrir regides restritivas para
toda evolugdo temporal. O IDEM1 néo teve nenhuma regido restritiva, isto é, as densidades de
energia escura e matéria escura sdo sempre positivas (p. > 0, p, > 0) em toda sua evolugdo

temporal. J4 o IDEM2 e o IDEM4 apresentaram comportamento semelhantes. Em ambos, foi
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possivel restringir regides para os parametros cosmoldgicos . e ¥. De modo que, para y > 0, a
densidade de energia da matéria escura (p.) apresenta o valor negativo em algum momento de

sua evolucdo temporal.

No modelo IDEM?2 e IDEM4 os valores para y foram positivos para os dados de CP e
CPE1. Enquanto que, os dados de CPB e CPE2 apresentaram valores negativos, sendo CP o
mais distante de zero, mas todos iguais a zero, dentro da margem de 16 de confianca. Assim,
os dados de CPB e CPE2 fornecem valores ¥y que estdo dentro da regido permitida para que as
densidades ndo tenham valores negativos. No entanto, todos os dados fornecem valores dentro
da regido permitida e vice-versa se a margem de confianca de 10 for colocada. J4 os valores de
Q.o nos IDEM2 e IDEM4 ficam dentro da regido permitida quando y < 0.
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CAPITULO

CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

“Em ciéncia, o crédito vai para o0 homem que convence o mundo de uma idéia,
ndo para aquele que a teve primeiro.”
(William Osle)

Neste capitulo, faremos as conclusdes necessdrias e apresentaremos as perspectivas.

5.1 Conclusoes

Nesta dissertacdo, foram abordados, os principais pontos da cosmologia moderna (cos-
mologia relativistica), sendo objeto de estudo, a cosmologia do setor escuro. Nesta, o estudo
se baseou na descri¢ao matemaética de alguns modelos especificos de interagao do setor escuro
do Universo: IDEM1, IDEM2 e IDEM4 (MARTTENS, 2017; MARTTENS et al., 2019), com
andlise estatistica associada. Além disso, ainda foi objeto de estudo o modelo padrio: ACDM e
@wCDM, para servir de comparacdo. Também foram construidas regides de sobreposi¢ao para os
modelos de interacdo, afim de identificar regides proibidas (com as densidades de matéria escura

ou energia escura negativas).

A andlise se baseia no codigo CLASS (BLAS; LESGOURGUES; TRAM, 2011) e no
c6digo de MCMC MontePython (AUDREN et al., 2013). O primeiro refere-se ao contexto
cosmoldgico, enquanto que, o segundo refere-se a parte de andlise estatistica. Para os modelos
ACDM e oCDM, foram utilizados os c6digos sem nenhuma modificacio. Ja para modelos de in-
teracdo do setor escuro (os IDEMs) foram usados cédigos modificados, para obter numericamente

as solugdes do background para cada modelo.

Os dados foram implementados em quatro etapas. Na primeira etapa, foram utilizados
dados de H(z) independentes do modelo cosmoldgico, advindos de medidas realizadas em
galadxias antigas, apresentados na Tabela 3.3.1. Além, de dados de SNe Ia advindos da amostra
Pantheon (SCOLNIC et al., 2018; BETOULE et al., 2014). Na segunda etapa, consistiu de
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dados relativo a medida da média geométrica advinda das oscilagdes acusticas de barions
(ANDERSON et al., 2014; ROSS et al., 2015; FONT-RIBERA et al., 2014). E na terceira e
quarta etapa trataram-se de dados também de BAO, advindos da extended Baryon Oscillation
Spectroscopic Survey (eBOSS) (CUCEU et al., 2019; BLOMQVIST et al., 2019; AGATHE et
al., 2019), adicionado de acordo com a Tabela 4.1.2.

Em nosso trabalho, os resultados contendo os dados de BAO (CPB) e BAO eBOSS
(CPE1,CPE2) sugerem valores para Hy em torno de 69 kms 'Mpc~! em todos os modelos:
ACDM, oCDM, IDEM1,IDEM2 e IDEM4, o que € condizente com os valores encontrados na
literatura envolvendo BAO, BAO(eBOSS). O parametro de intera¢io Y se manteve proximo de
zero e na regido de confianca de 10 satisfaz o modelo padrdao. Em geral os dados CPB foram
mais restritivos e os dados CP os menos restritivos. Houve uma maior degenerescéncia entre
o parametro de interagdo Y com o parametro ., isto €, uma anti-correlagdo entre ambas. Em
todas as andlises envolvendo os modelos de interacao e o modelo @CDM, o modelo ACDM ¢é
favorecido, pois quando o valor de ¥ = 0 nos modelos de interagdes significam que estes reduzem
ao modelo padrao ACDM.

Nas regides de sobreposicdes, o0 modelo IDEM2 e IDEM4 sugere que para ¥ > 0 a
densidade de energia da matéria escura (p.) apresenta um valor negativo em algum momento de

sua evolugdo temporal. Para 0 modelo IDEM1 ndo houve restricoes.

5.2 Perspectivas

Por conta do elevado tempo computacional, ndo foi possivel obter e avaliar os resultados
para os modelos de interagdo considerando @, # —1. Por outro lado, como perspectivas, temos
interesse em continuar trabalhando nesses resultados e modelos com @, # —1 (wIDEMs), com

possibilidade de publicagdes futuras.
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APENDICE

OBTENCAO DA EQUACAO DA METRICA
FLRW E DAS EQUACOES DE FRIEDMANN

A.1 Obtencao da Métrica FLRW

A Unica métrica, de forma geral, que atende a isotropia e homogeneidade do Universo é
a métrica FLRW. Se temos um espaco homogéneo, ele precisa conter a mesma curvatura para
todos os lugares do Universo. Como vimos no Capitulo 2, existem apenas trés possibilidade
de curvatura: plana, positiva e negativa. Em duas dimensdes essa geometria é representada
de a acordo com a Figura A.1.1 (MAOZ, 2007; NOBURY, 1997; TERZI¢, 2008; LANDAU;
LIFSHITZ, 1980; ROOS, 2015¢; ISLAM, 2004b; KOLB; TUNER, 1990). Para uma esfera de

Figura A.1.1 — Representacdo de geometrias bidimensionais, com superficie esférica, plana e hiperbdlica, no sentido
da esquerda para direita das imagens, respectivamente.

ma

Fonte: Adaptada de Karttunen et al. (2007).

3-dimensdes de raio R (constante) possui curvatura constante para todos o pontos na superficie

2-dimensodes, de modo que, obedece a seguinte relacao:

X +y +72 =R%. (A.1.1)
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A derivada de Equacdo A.1.1 fornece:
xdx+ydy+zdz = 0. (A.1.2)

Um elemento de linha em um espaco euclidiano de 3-dimensdes é dado por

(xdx+ ydy)2

di? = dx® + dy* + dz* = dx* + dy? .
X" +dy +az x+y+R2_x2_y2

(A.1.3)

A coordenada z ndo precisa ser colocada na descri¢cdo de um espago curvado de 2-dimensdes
incorporado num espago 3-dimensdes, pois, aqui trata-se medidas de distancias na superficie.
Por outro lado, a geodésica de uma esfera sdo circulos em torno da esfera. Em coordenadas
esféricas temos:

x=RsinfBsing, y=RsinOcos¢, z=RcosO, (A.1.4)

e o elemento de linha € reescrito por:
dI*> = dR* + R*d6? + R?sin’> 0d ¢?, (A.1.5)
porém como R aqui ndo € uma coordenada, temos: r = R =—> dr = 0. Assim,
dI> = R*d6> + R*sin” 0d ¢>. (A.1.6)

Estendendo o conceito para 4-dimensdes (hiperesfera), com superficie positivamente curvada
de 3-dimensdes, incorporada num espaco de 4 coordenadas: x, y, z € w, seguindo o mesmo

procedimento temos:
X+ + 22+ wr =R (A.1.7)
A derivada de Equacdo A.1.7 fornece:
xdx+ydy+zdz+wdw = 0. (A.1.8)

Um elemento de linha em um espaco euclidiano de 4-dimensdes € dado por

(xdx + ydy + zdz*)? .

di* = d +dy* +d2* +dw® =d’ +dy’ +d2+ ey

(A.1.9)

Fazendo x* +y? +z> = ', onde  é coordenada radial do espaco 3-dimensdes. Dessa forma,

podemos reescrever o elemento de linha em termos da coordenadas esféricas por:

rIZdrIZ RZdr/Z
R2_ 42 R2_ 412

di> = dr'’* +r2d6? + r? sin® 0d ¢* + +12d6% + F?sin” 0d 9>

dr’? dr'? /R? 2 2
= rr,z +r’2d92+r’zsin26d¢2=R2<1r l/c”z +%d02+%sin2 0do’ | . (A.1.10)
-z Y

Na ultima expressao, foi introduzido a constante k para diferentes curvaturas, onde para o caso

em questdo k = 1 (hiperesfera). Admitindo que k = 0 termos a relacao euclidiana, ja quando
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k = —1, temos um espaco tridimensional com curvatura negativa. Fazendo as seguintes defini¢des,
podemos expressar as coordenadas de forma adimensional:

/
drzd—r

r/
r I
R R

(A.1.11)

e adicionando a dimensao temporal, o elemento de linha para a separacdo entre dois eventos no
espaco-tempo é reescrito por:

dr?

ds® = —c*dt> + dI* = —cPdt* + R?
1 —kr?

+r2d6? + r*sin® 9d¢2) . (A.1.12)

Esta trata-se de um elemento de linha na métrica FLRW, isto é, os coeficientes desse intervalo €
representado pelas componentes da métrica FLRW, dada de acordo com a Equacado 2.4.10. O

fator R que multiplica a parte espacial adimensional, trata-se, na verdade, do fator de escala R(t).

A.2 Obtencao das Equacoes de Friedmann

Partindo da métrica FLRW, Equacdo 2.4.10, onde as componentes € dada por (DA-
LARSSON; DALARSSON, 2015a; NARLIKAR, 1993; KOLB; TUNER, 1990; CARROLL,
2004):

goo:—l, g11 :R2<t)/(1—kr2)7 822:R2(I)r2;

(A.2.1)
g33 = R (t)r*sen’0; guv =0, para U#V;
ou ainda em termos contravariantes:
1 1
00 11 22
g - _1’ g ’ g == ’
R2(t)/(1 — kr? R2(t)r?
) RO/ k) 0)r a2
_ . v _
& R2(t)r?sen?0’ ¢ =0, para p#v
Usando as seguintes definicoes:
H = M= d=r =0, L=, (A.2.3)
com notagdes
d(AY
du(AY) = 8(x“) =AY u, (A.2.4)
onde: u =0,1,2,3. Assim, temos:
1 JdAV  10AY
A’ = -9 AY = =——
oA c ox0 ¢ o’
alAV:aAV:aAV :8A"
" dx! or’
AV 9AY (A.2.5)
HhAY = JgAY = =—
ox: 00’
A = ¥ — YA _ 94

ox3  do
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Calculando as derivadas das componentes da Equacdo A.2.1 em termos U, temos:

dugoo = 0,
1 1 2RR 2krR?
811 = ~0g1 = R = T degin = dpgin =0,
0811 = —0kg11 = — (1—k2) g1 (1—k2)? 0&11 = dpg&11
1 1 .
0822 = ;3t822 = EzRer’ ;g2 = 2R*r, Jggn = dpgn =0, (A.2.6)

1

1 .
g3z = ;atg33 = ZZRersenze, 0,833 = 2R’ rsen’0,

09833 = 2R*r? sen*0 cos?0, dpg33 = 0.

Os simbolos de Christoffel para a métrica FLRW (Equacdo 2.4.10) podem ser obtidos usando a

definicao:

_1(98ap 9gua 98pu
Fapu = 5 ( it o axa) (A.2.7)

ou

1 oy (337/[5 + dguy ‘9313#)

a _ay _ 2
Dpu=&"Typu =58\ 500 T 308 ~ o

1
= §gay (8B + 8uyp — &puy) (A.2.8)

Dessa forma, os resultados do simbolos de Christofell para os valores calculados na Equa-
¢cao A.2.6:

1
o0 = 3 (dogoo + ogoo — dogoo) =0

1
Loo1 =To10= B (9r800 + 9og10 — dogo1) =0

1
Lo02 =To20 = 3 (dogoo + dog20 — dgo2) =0

1
Fo03 =Toz0 =5 (9pgoo + og30 — dgo3) =0

1 1 RR

Toa1 =5 (9rgo1 + 9,810 — dog11) = )

| ¢ r (A.2.9)
Foi2=To21 = 3 (dogo1 + 9820 — dog12) =0

1
Fo13=Toa1 =5 (9pgo1 +9rg30 — dog13) =0

1 1 .
T =3 (dogo2 + 9gg20 — dog22) = —;RRFZ
1
Iop3 =103 = 3 (9pg02 + Jg30 — dog23) =0

1 |
Tozs =5 (9pgo3 + dpg30 — dog33) = _ERer sin® 0
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1
[0 = 5 (dog10+ dogo1 — 9rgoo) =0

1 1 RR

Iior =T110=5(drg10+dogii — drgo1) = c (1—kr?)

2
1

Fioo=T120= 3 (dog10+ doga1 — 9:802) =0
1

Fros=T130 =5 (9pg10+ dog31 — 9rg02) =0
1 Rkr
T =5 (9 + g1 = drgn) =+——
(1—kr?) (A.2.10)
1
=T = 3 (Dogi1+0rg21 — 9rg12) =0
1
Fas=Ta =5 (9pg11+ 9rg31 — 9r813) =0

1
= 3 (Jog12 + Doga1 — 0rg2) = —R°r
1
Nyp=TIi3n= 5 (d3812+ dgg31 —9rg23) =0

1 .
3= 5 (aq>g13 + dpg31 — arg33) = —R’rsin’ 0

1
00 = 3 (dog20 + &02 — I &on) =0
01 =T2,10 = 5 (drg20 + A&12 — dogo1) =0

|
(dog20+ dog22 — dogo2) = +ERRr2

N = N =

[0 =1%2=

1
11 == (0rg21 + 9812 — dog11) =0

? 1 (A2.11)
[212 =T201 = 5 (dog21 +9rg22 — dog12) = +R*r
1
213 =Tz31 = 5 (9pg21 + 9rg32 — dog13) =0

1
o= 5 (Jog22 + dpgrr — dgg22) =0
1
Np3=Dhn=7 (0pg22 + dpg3r — dpg3) =0

1 .
Toss=3 (0pg23 + dpg32 — Jpg33) = —R*r*sinBcos 6
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1
F300=5 (dog30 + Aogos — dpgoo) =0

1
[301=T310= 7 (9rg30 + Ag13 — dpgo1) =0
1
[300=0320= 3 (Jog30 + 0823 — Ipg02) =0
1 1 . .
[303=1330= 3 (99830 + 00833 — 0pg03) = ERRFZ sin® @
1
311 = 3 (9rg31+ 9r813 — Jpg11) =0
| (A.2.12)
[3120=0321= 3 (Jog31 + 0r823 — dpgi2) =0
1 .
[313=I331= 3 (99831 + 9rg33 — Jpg13) = +R*rsin* @
1
[322= 3 (Jog32+ dogas — dpg2) =0
1 .
[323=I33= 3 (Dpg32+ Jog3s — 0pga3) = +R*r*sinf cos 6
1
[333= 2 (0pg33+ 9pg33 — dpg33) = 0.
Da Equacido A.2.8 vimos que:
%, = gy g, (A2.13)
Dai, das Equacdes (A.2.2, A.2.9, A.2.10, A.2.11 e A.2.12), temos:
I =8""Ty00 = g"T00=0
I =0 =g"Ty01 = g"To01 =0
I, =% =8"Ty0 = g"To0 =0
I =T9 = 8" Ty 03 = g"T003 =0
1 RR
I ="y = g%y, = +_(1——k2)
¢ d (A.2.14)

[0 =19 =g"Ty 12 =¢"To12=0
I3 =T% =¢"Ty13=¢"To13=0
9, = goyry,zz = gooro,zz = +RRr?

19 =09 =g""Ty 2 ="To23 =0

1 ., .
F23 = goyry,m = gOOF0,33 = +-RRr*sin’ 0
C
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Too=8"Tyo0=g"Ti00=0

IR
Ty =Tio=¢8"Tyo1 =¢'"Tio1 =+-5
cR
Lo =T3=¢"Tym=¢"Ti0n=0
=T =gy =¢"T103=0
kr
1 1 11
Mh=¢Tyn=¢ Tin=+7"> (A.2.15)

=0 =¢""Ty1n=¢"T112=0
=0 =¢""Ty13=¢""T1135=0
T =8y =g"'Tion = —r(1-k)
Iy =T3 =g"Ty3=g"Ti3=0

T3 =¢'"Tya3 = g''Tias = —r (1—kr?) sin® 0

G = &"Ty00 = ¢ T2,00 = 0

I3 =T =g""Tyo1 =g T201 =0

T =5 = 8Ty =g" o0 = +%§
F%3 = F%o = g2yr%o3 = gzze,os =0
I =8¢y =¢"T211 =0 A216)
I =I5 =¢"Ty1n=¢"Tr1n= +%
T =T35=¢"Ty1n=¢"Tr12=0
I3, = g2yr%22 = gzzrz,zz =0
I3, =0% =gy =¢g"T13=0
TG = g3yFy,oo = gzzrg,oo = —sinB cos O
Io =Tl =¢"T301 =8 T30 =0
T =T30=8"Ty0=g"T30=0
I =13 =Ty =¢"Ts0= -l-%g
I, =g"Ty1=¢"T311=0
M =13 =gy =¢"T312=0 (A2.17)
=03 =¢"Tyn=g"Tsn= +%
13, =¢"Ty»=g"T32=0
D53 =T =gy =T33 = Zif g = coté
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Destes resultados concluimos que:

B _— 0 _ 10 _
=0, Tyg=Tp,=0, (A.2.18)
e
1. 1R
0 b b b
r,),= ;Rgab, 0y =1%3,=0; R (A.2.19)
onde (a,b = 1,2,3). Ainda temos que:
ng =0, F}lb =0 quando a#b,
1 1 (A.2.20)
Fﬁb = 5411513—» sz = 541155— + 555,73 cot@ quando a#b.
r r
Utilizando as Equacdo A.2.19 e Equacao A.2.20, obtemos que
o' =0 quando a#b, JpdIYy=0. (A2.21)
Assim: .
Y _ 10 | 2 3 _ 3R
Loy =100+ 10 +10, +T53 = +2%
Y 0 2 3 kr 2
Iy =T+ +Th+ =+ (A2.22)
I}, =19+ +T5,+T3; = cot6
Y 0 1 2 3
I3, =15 +15, + 15, +13;=0.
Da Equacgdo A.2.22, pode-se concluir que
Iy =0 quando a#b, JlLy =0. (A.2.23)

O tensor de Ricci para a métrica FLRW (Equacgdo 2.4.10) pode ser obtido usando a
definicao

—_pY = 4 4 o Y o Y

sendo o escalar de Ricci definido por: R = gP “Rgp,, . E o tensor de Ricci € um tensor simétrico,
isto €, Rgy, = Ry, 3, possuindo assim, apenas, 10 componentes que sdo independentes. Para a

métrica FLRW € fornecido:

Roo = oL, — 9L+ T8t — T hy,

0y" a0
Ro1 =Rio = arl“gy - a)/1—‘2)/1 + ngrél — 1% FZ‘Y’
Rop = Rog = 9gTly, — Ty + T8, Ty — Tl
Ro3 = R30 = 9pT'(,, — 905 + T T o3 — TGy,
R =97, — T, + T4 IT, ~T¢Th,, (A.2.25)
Rip =Ry = ‘991—‘)1/7/ - (97,F71/2 + F(lx?’rgz N F?ZFZW’ B
Ri3 =Rz = 9<pr?y — O + F(lxyrgﬁ ~Iflay,
Ryy = 9913, — OyI 3, + T3, Ty, — T Ty,
Ry3 =Rz, = 9¢ng — Oy + F%/FZG ~I5lay,

_ a1 y ¥ ¥
R33 = dpl3, — 0I5 + T5, Ty — T gy
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Estes sdo as 10 componentes individuais do tensor de Ricci, os simbolos de Christoffel sao os
da métrica FLRW, porém o célculo pode ser simplificado se usarmos os resultados obtidos nas

Equacdo A.2.18-Equagio A.2.23. De modo, quando a,b = 1,2,3 e sendo a # b, obtemos

Rap = 9Ty — Y, +TET? —T9T,. (A.2.26)

ay* ab a

Da Equacao A.2.21-Equacdo A.2.23, temos que os dois primeiros termos da direita da Equa-

cdo A.2.26 desaparecem. Dessa forma, temos que:

Rap =TTy, —Topl0, — Lo, —Topl5 . (A.2.27)

Por outro lado, usando F{a)b =0 e também Fcllb = 0 quando a # b e da Equagao A.2.20, resulta

(0
R =TOIY, — 5167

quando a # b, (A.2.28)

sendo que, o segundo termo a direita na Equacio A.2.28 s6 é diferente de zero quando (ab = 12).

Dessa forma, podemos calcular o primeiro termo e expressar por

rgyrgtb = rgorglb + Fgwrzb’ (A 2 29)
LI R WP RIS O AR e

aw= ob*

ar? _
1—‘Wrocb_

Os trés primeiros termos do lado direito da Equacdo A.2.29 desaparecem, dai

Loy, =Tl = o Tl + T, T + 1o, T
=L Uiy + Daoly + Tas Dy + Doy Dy + Ton L3, + Tog 3, (A.2.30)
+ 15 T3y + Tl 5, + 1015,
Fazendo uso da Equacdo A.2.30, temos que:

to
I Fyb = 53 5,921“?3132 = 553 3132%- (A.2.31)

art o
Assim, substituindo a Equacdo A.2.31 na Equacao A.2.28, € obtido

Ry =Rp, =0, (a#b). (A.2.32)
Por outro lado, fazendo a = 1,2,3 podemos obter

Rao = 00Ty — 00T 00 — 0T o+ T, Th ) — T Ty (A.2.33)

Fazendo uso do que foi obtido na Equacao A.2.18, Equacdo A.2.21 e Equacao A.2.23, temos

que os trés primeiros termos a direita na Equacdo A.2.33 se anulam. Assim,

a

Rao =TT o0+ T o0 — Taoly — Tool s, (A.2.34)

Fazendo uso do que foi obtido na Equacdo A.2.18, o primeiro e terceiro termo do lado direito da

Equacgdo A.2.34 se cancelam, de modo que, reescrevemos:

Rao = Top 0+ ThpTho — Tholpo — TooL}- (A.2.35)
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Fazendo uso outra vez do que foi obtido na Equacdo A.2.18, o primeiro e terceiro termo do lado

direito da Equacao A.2.35 se cancelam e assim temos:

Ru=T", % — T2} (A.2.36)
Fazendo uso do que foi obtido na Equagdo A.2.30, podemos mostrar que

Rp=0 (a=1,2,3). (A.2.37)

Dos resultados obtidos nas Equacao A.2.30 e Equacao A.2.37, pode-se concluir que as compo-

nente fora da diagonal do tensor de Ricci sdo idénticas e iguais a zero

Rpy=Rup =0 (B #n). (A.2.38)

Dessa forma, apenas as componentes da diagonal ndo sao triviais. Por simplicidade, iremos

adotar daqui por diante ¢ = 1, mas sabendo que:

. dR 1dR
R(t) = —dx(ot) = ;—dgt), (A.2.39)

e no final recuperaremos a expressao original. Fazendo uso dos resultados obtidos em Equa-
cao A.2.18-Equacao A.2.23, temos

R R
Roo = oL, + T T =33 (E) +(T0) "+ (08) +(Ms)" =37 (A240)

Ry :‘Mﬂ%/y - 801“(1)1 - 8,1“%1 + rllxyrgl - F(l)lrg)/y - Fhﬁ{y

B kr 2\ 5 RR o (K +2R2+ k*r?
T\ k2 ) k) T D=k Tk T (g2 (A24D)

2 3R kr AN R> (R 2R*+2k
2 o 1—kr2 1—kr2\1—=kr2 r)  1—kr?

_|_

R+ R?

Ry =091}, — AT, — 0, Ty + 15T, — 9,1, —Tol],
=dg(cot0) — o (RRr*) — 9, [—r (1 —kr*) ]| +2R*r* =2 (1 — kr*?)
R N 2R? + 2k
R R2

(A.2.42)
+cot? 0 —3R*FP +2 —kr* = —R*F? <

Ry = — 00133 — 0,133 — 9pT 33 + I§, Ty — T30, — Taal, — 3307,
=—do (RRr*sin”0) — 9, [—r (1 — kr?) sin® @] — dg(—sin @ cos B) + 2R*r*sin” O
—2(1—kr?)sin® @ — 2cos” 6 — 3R*r*sin” @ + (2 — kr?) sin” 0 + cos” O

R 2R>+ Zk)

— — R%%in2 = A.2.4
r*sin 9(R+ =2 ( 3)
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que ainda podem ser reescritos em termos das componentes covariantes e contravariante por

meio da Equacdo A.2.8

A

R
R) = g%Rgo = 3o (A.2.44)

R 2R*+2k
Rl=g'"Rj; ==+ ——; A.2.45
1=8 Ru=p+—0% ( )

R 2R*+2k
RE=g"Ryp=—+"2"; A2.46
2 4 22 R + R2 ( )

R 2R*+2k
Ri=g"Ry=—-+"—17— A2.47
3 8 33 R + R2 9 ( )

sendo assim, o escalar de Ricci R = R%; ¢ dado por
R R 2R*+2k R R +k

R =3 3 —_— 6 . A.2.48
p (R ) o (R Y (A2.48)

Por outro lado, podemos reescrever também, por facilidade, a equagdo de campos de Einstein

(Equacdo 2.4.6) em termos das componentes contravariante e covariante

B_pB_Llsppr_ 387G p
onde Gﬁ € chamado de tensor de Einstein. Dessa forma, substituindo as Equacdo A.2.44 —

Equacao A.2.47 na Equacdo A.2.48, temos

1 R R R4k R*+k
Go =Ry — 5 R} 3E_3(R+ e )_ 3 (A.2.50)
1 R 2R2+2k R _R>+k R R*+k
Y _ —
G =G =G =R~ Rj= 2+ — 353~ __<E+T>' (A.2.51)

Recuperando a expressao dada em Equacao A.2.39, reescrevemos a Equacao A.2.50—Equagao A.2.51

por:
3 R? 4 kc?
0 __
Gy = —C—ZT, (A.2.52)
1 /R R?>+ke?
3 _
Gl=G=Gl=— (2§ + T) . (A.2.53)

Essas sdo componentes do tensor de Einstein para métrica FLRW.

Por outro lado, O tensor momento-energia dado na Equacdo 2.5.6, que descreve um fluido

perfeito, podemos reescrever também em termos de componentes covariantes e contravariantes

2

—pc2 0 0 0

5 0 PO O

TP = , A2.54

H 0 0 P O ( )
0 00 P

TP = (P+p?)UUP + 8PP, (A.2.55)
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onde
U'=1, Uy=-1, U=0 (a=1,2,3). (A.2.56)
€ assim, temos:
=—-pc®, T'=T7=T=P (A.2.57)

Fazendo uso da Equagdo A.2.49 e a partir dos resultados das componentes do tensor momento-
energia (Equacdo A.2.57) e do tensor de campos de Einstein (Equacdo A.2.52 — Equacdo A.2.53),
obtemos, finalmente, as equagdes de Friedmann:

R?+ke®  87G

e 0. (A.2.58)
R R+k* 871G
Yot =P (A2.59)

Multiplicando a Equagdo A.2.58 por 3 e somando com a Equacdo A.2.59, e depois substituindo
a Equacdo A.2.58 na Equagdo A.2.59, podemos ainda expressa-las por

R 2R* 2ke* 4nG, ,
TRt R =2 P P), (A.2.60)

R 4G
= —?(pcz +3P). (A.2.61)
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APENDICE

SOLUCOES E RESOLUCOES DE
EXPRESSOES

B.1 Resolucao de Algumas Expressoes

B.1.1 O Redshift Cosmolégico

Da Equacdo 2.6.7, se fizermos:

/tomoitzf(z 4 810) — f(1 +611) B.1.1)
n+on R(1) 0 0 l ’ o

temos também que:

/ +5 ,%+ %+ A ’”5’”,% — (F(t)— (01 +811))+ (£ t0) — F(1)) +(fto + 610) — F(10))

= J) — f (1 +0n) + fhto) — e+ f (10 +61) — fhto)

= f(to+6t9)— f(t1 + 611), (B.1.2)

de modo que, as Equacdo B.1.1 e Equacao B.1.2, de fato, pode ser igualadas.
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B.1.2 O Tempo de Lookback Time em Termos de 7

Invertendo a Equacgao 2.6.24 podemos escrever o tempo de lookback time em termos de
redshift z:

(p=1) % 5o = (145 Ho (1o —1)”
o () (o (1 %) o)
i (e () (i)' (14 D)t
= f% -(1 +%)HG (Hio)2+ﬁ<z3). (B.1.3)
to—t~Hy'! [z—<1+%)zz]. (B.1.4)

B.2 Solucdes para as Equacoes de Friedmann

B.2.1 Universo Dominado por Matéria (P =0, com o =0)

e Para k = 1 (Universo fechado):

Neste caso, a equacdo de Friedmann (Equacao 2.5.9) pode ser reescrita por (DALARSSON;
DALARSSON, 2015b; HENRIQUES, 2009a; TERZI¢, 2008)

R(t)*> 8rnGp
2 32

R — k. (B.2.1)

Sendo k = 1 e da Equacao 2.5.20, temos:

1dR 8TGpoR> t R dR
1drR _ [8nGpoRy | /cdt:/ @ (B.2.2)
c dt 3¢2R 0 0  /87GpORG

3c2R

dt
Reescrevendo a integral da Equacdo B.2.2 em termos do tempo conforme: dn = E:

R dR
/cdn :/ , (B.2.3)
0 . /8TGPOR(R R2
32

sendo Ry = 1 e fazendo A = (87G/3¢?)py = constante, além de c1 =1, entio:

R 4R R—4 1
(n-n0) = [ — = =sen”! +om (B.2.4)
0 AR-R? 5 2
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No entanto, € exigido que 1 =0 em R = 0 e por defini¢do ng = 0. Dessa forma, temos:

A
RA 2 —sen <n—%7t) =—cos(n) = R= %(1 —cos(n)). (B.2.5)

2

E como dt = Rdn, temos:

A A A
c(t—1) = /Rdn = /5(1 —cosm)dn = 5/(1 —cosm)dn = E(n — senm). (B.2.6)
No entanto, € exigido que 1 = 0 em ¢ = 0 e por defini¢do 7y = 0. Portanto, temos duas equagdes

parametrizadas pelo tempo conforme 1n: uma para tempo e outra para o fator de escala

A A
R= 5(1 —cosm), ct= E(n —senn). (B.2.7)

O fator de escala R(¢) é definida por um cicloide, ou seja, é uma fungéo ciclica no tempo césmico.
O universo se expande e atinge o maximo de sua expansao e depois comeca a se contrair até

terminar num estado de contragao total, que € definido como Big Crunch.
* Para k = —1 (Universo aberto):

Neste caso, a equagdo de Friedmann (Equagdo 2.5.9) pode ser reescrita por (DALARSSON;
DALARSSON, 2015b; HENRIQUES, 2009a; TERZI¢E, 2008)

R(t)> 8nGp ,
= R —k B.2.8

sendo k = —1 e da Equacdo 2.5.20, de modo andlogo ao caso anterior, temos:

1dR 8TGpoR} t R dR

-— = ﬁ%—l = / cdt:/ _—_— (B.2.9)

c dt 3¢2R 0 0 87GpOR} 1

3c2R +

. - dt

Reescrevendo a integral da Equacao B.2.9 em termos do tempo conforme: dn = E:

R R
/ cdn = / d (B.2.10)
0 8TGPOR3R

3c2

+R?
Fazendo Ry = 1 e fazendo A = (87G/3c?)py = constante, além de cn = 1, entdo:

(R 4R _1 R+A/2+\/R(A+R)
=) e

[ R R RN\ /(R
=In A_/2+1+\/2A_/2+(A_/2) = cosh <A—/2—|—1> (B.2.11)

No entanto, € exigido que 1 =0 em R = 0 e por defini¢do ng = 0. Dessa forma, temos:

R+%

=cosh(n) = R= %(cosh(n) —1). (B.2.12)

o>
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E como dt = Rdn, temos:

A A A
c(t—1n) = /Rdn = /E(coshn —1)dn = 5/(coshn —1)dn = E(senhn —-1n). (B.2.13)

No entanto, € exigido que 1 =0 em ¢ = 0 e por defini¢do 7y = 0. Portanto, temos duas equacdes

parametrizadas pelo tempo conforme 11: uma para tempo e outra para o fator de escala
A A
R= E(coshn—l), ct = E(senhn—n). (B.2.14)

Assim como na solugdo para o universo plano, a solu¢io aberta o Universo expande-se para
sempre. Vale ressaltar que neste modelo a expansao é mais rapida que o modelo de Universo

plano.

B.2.2 Universo Dominado por Radiacao (P = %pcz)

e Parak=1:

Para este caso, de radiacdo dominante, a equacdo de Friedmann (Equacado 2.5.9) pode ser reescrita
por (HENRIQUES, 2009a; TERZIZ, 2008)

R(t)* 87Gp b2
2 32

k, (B.2.15)

sendo k = 1 e da Equacdo 2.5.21, temos:

1dR 81GpoR: t R dR
1dR _ [8nGpoRy | /Cdt:/ @ (B.2.16)
¢ dt 3¢2R? 0 0  /8mGpOR} 1

3¢2RZ

dt
Reescrevendo a integral da Equacdo B.2.16 em termos do tempo conforme: dn = —:

R
R dR
/ cdn = /
0 /8nGpOR?
32

Fazendo Ry = 1 e fazendo A = (871G /3c?)py = constante, além de c1) =, entdo:

. (B.2.17)
_ RZ

R 4R .

(M—mo) = ; ﬁ:sen (ﬁ) (B.2.18)

No entanto, € exigido que 1 =0 em R = 0 e por defini¢do g = 0. Dessa forma, temos:

R
(ﬁ) =sen(n) = R=+Asen(n). (B.2.19)

E como dt = Rdn, temos:

c(t—1) = /Rdn = /\/Zsen (M)dn = VAcos(n). (B.2.20)
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No entanto, é exigido que 1 = 0 em 7 = 0 e por defini¢do fy = \/A. Portanto, temos duas equacdes

parametrizadas pelo tempo conforme 1: uma para tempo e outra para o fator de escala
R=+Asen(n), ct=VA(l—cosn). (B.2.21)

O fator de escala R(t) é definida por um cicloide, assim como ocorre quando a matéria é
dominante. Aqui também, o Universo se expande e atinge o0 maximo de sua expansao e depois
comega a se contrair até terminar num estado de contracdo total, que € definido como Big Crunch,

s6 que de modo mais rdpido do que a matéria.
e Para k = —1 (Universo aberto):

Neste caso, a equagdo de Friedmann (Equacdo 2.5.9) pode ser reescrita por (HENRIQUES,

2009a; TERZIE, 2008) '
R(t)> 82Gp 1
2 32

sendo k = —1 e da Equacdo 2.5.21, de modo andlogo ao caso anterior, temos:

1dR 8TGpoR: t R dR
c dt 3¢“R 0 0 _/8nGpOR}
3c2R? +1

Reescrevendo a integral da Equacao B.2.23 em termos do tempo conforme: dn =

R dR
/ cdn = / .
0 /37GPOR] | po

3c2

k, (B.2.22)

t-
2

(B.2.24)

Fazendo Ry = 1 e fazendo A = (87G/3c?)py = constante, além de cn = 1, entdo:

(B 4R 1 R

No entanto, € exigido que 1 =0 em R = 0 e por defini¢do ng = 0. Dessa forma, temos:

(%) —senh(n) = R=V/Asenh(n). (B.2.26)

E como dt = Rdn, temos:

c(t—1) = /Rdn = /\/Zsenh (Mm)dn = VAcos(n). (B.2.27)

No entanto, é exigido que 1 = 0 em ¢ = 0 e por defini¢cio fo = v/A. Portanto, temos duas equagdes

parametrizadas pelo tempo conforme 11: uma para tempo e outra para o fator de escala
R=+/Asenh(n), ct=V/A(coshn—1). (B.2.28)

Assim como ocorreu na matéria, a solu¢do aberta o Universo expande-se para sempre.



132 APENDICE B. Solugées e Resolucées de Expressies

B.3 Resolucdo da integral /\/%
—Kr

Partindo da integral

dr
—_, B.3.1)
/ V1 —kr? (
assumindo, a principio, que todas as varidveis do integrando da Equacdo B.3.1, = sejam
—kr
positivas e fazendo:
0 0
psenl0) g, cos®) 4. (B.3.2)
vk Vk

Entdo, temos que:

V1—kr2 =/1—sen?(0) =cos(0); 6 =sen! (Vkr). (B.3.3)

Assim a integral Equacao B.3.1 torna-se:

dr 1
—=— [ 1d6. B.34
/ Vi—krr  Vk / (B34
A integral [1d6 = 6 +c). Daf:
dr 0 +cq
= ) B.3.5
V1 —kr? vk ( )
Dessa forma, da Equacdo B.3.3 obtemos a seguinte solucdo para integral dada na Equacio 2.6.3:
dr sen”! (vkr)
= + constante. (B.3.6)
/ V1—kr? Vi
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ANEXO

PAGINAS INTERESSANTES NA INTERNET

<http://class-code.net/> CLASS fornece toda documentacdo disponivel relativo ao codigo
CLASS;

<https://github.com/brinckmann/montepython_public> MontePython fornece toda docu-

mentacdo atualizada relativo ao c6digo MontePython;

<https://web.archive.org/> Wayback Machine ¢ uma ferramenta dedicada em arquivamento
de paginas da internet, por meio de um programa chamado Archive-It para identificar
paginas importantes da web ou mesmo a partir do arquivamento manual realizado pelos
proprios usudrios (€ considerado o museu da internet). Esta ferramenta pertence ao Internet
Archive, que é uma organizacdo sem fins lucrativos. Atualmente, ja sdo mais de 450
bilhdes de paginas da internet salvas, desde 1996. Nesta dissertacio, a maioria dos
links usados de pédginas da internet foram salvos no Wayback Machine permitindo aos
leitores futuramente poderem recuperar conteidos que ficarem indisponiveis ou que forem

modificados posteriormente;

<http://www.arxiv.org> ArXiv fornece uma versao preliminar (preprints), de forma gratuita,

para a maioria dos artigos usados na dissertacao;

<https://ui.adsabs.harvard.edu> Astrophysics Data System € um banco de dados disponibi-
lizado e gerenciado pela NASA, para bibliografias nas areas de astronomia, astrofisica,

fisica e geofisica. E inclui preprints do sistema ArXiv e INSPIREHEP;


http://class-code.net/
https://github.com/brinckmann/montepython_public
https://web.archive.org/
http://www.arxiv.org
https://ui.adsabs.harvard.edu
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