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Resumo

Nesta dissertagao estudamos o problema da duplicagao do cubo, expondo algumas solugoes
nao-euclidianas de matematicos gregos e renascentistas. Exibiremos uma abordagem
algébrica, para explicar a impossibilidade de duplicar um cubo usando como instrumentos
a régua e compasso. Sugerimos duas maneiras de implementar o assunto através de dois
tutoriais para construcao de figuras geométricas relacionadas com a solugao de Arquitas e

a maquina de Platao usando GeoGebra.

Palavras-chaves: Duplicacao do cubo. Impossibilidade. Régua e compasso.






Abstract

In this dissertation we study the cube duplication problem, exposing some non-Euclidean
solutions of Greek and Renaissance mathematicians. We will show an algebraic approach to
explain the impossibility of duplicating a cube using the ruler and compass as instruments.
We suggest two ways to implement the subject through two tutorials for construction of

geometric figures related to Architas’ solution and Plato’s machine using GeoGebra.

Keywords: Duplication of the cube. Impossibility. ruler and compass.






Lista de ilustracoes

Figura 1 — Superficies sem rotacao . . . . . . . . . . .. ..o 22
Figura 2 — Cilindro circular . . . . . . . .. ... 23
Figura 3 — Cone . . . . . . . . . . e 24
Figura 4 — toro . . . . . . . . 25
Figura 5 — Arquitas: Interseccdo das Superficies . . . . . . .. ... ... .. ... 28
Figura 6 — Superficie sem rotacao - Construgdo proposta por Eudoxo . . . . . .. 29
Figura 7 — Interseccdo entre as pardbolas 2> =ayey>=ab. . . . . . . . .. ... 31
Figura 8 — Pardbola y = éxQ ............................. 33
Figura 9 — Intersecdo entre as pardbolas y = ﬁxQ ex = 4—1py2 ............ 34
Figura 10 — Maquina de Platao . . . . . . . . .. .. ... . ... 35
Figura 11 — Angulos formados pela maquina de Platao . . . . . .. ... ... ... 35
Figura 12 — Dispositivo de Eratostenes para solucionar a duplicagao do cubo . . . . 37
Figura 13 — Médias proporcionais através do dispositivo de Eratéstenes . . . . . . . 38
Figura 14 — Construcao definida pela proposicao 1.1 de Euclides . . . . . . . . . .. 40
Figura 15 — Proposta de Hipdcrates para a Proposicao 1.1 de Euclides . . . . . . . 41
Figura 16 — Construgao para determinagao do segmento adicionado . . . . . . . . . 43
Figura 17 — Concoide de Nicomedes . . . . . . . .. . ... ... ... ... .... 44
Figura 18 — Sobreposi¢ao das construgoes de Apolénio, Herdao e Filao . . . . . . .. A7
Figura 19 — Construcao de Apolonio - Herao - Filao. . . . . . . . .. .. ... ... 47
Figura 20 — Resumo da Solugdo . . . . . . . . . . ... 48
Figura 21 — Construcao de Diocles - Cissoide . . . . . . .. ... .. .. ... ... 51
Figura 22 — Construgao Sporus e Papus . . . . . . . . . ... ... ... ... .. 53
Figura 23 — Solugdo de Descartes . . . . . . . . . .. ... L. 57
Figura 24 — Construcao de Newton . . . . . . .. .. .. ... ... ... ..., 59
Figura 25 — Ponto construivel: (—=1,0) . . . ... ... ... .. oo L. 64
Figura 26 — Ponto construivel: (%, —§> e (%, ?) ................... 64
Figura 27 — Construcao de pontos construiveis . . . . . . . . . . . .. .. ... ... 66
Figura 28 — Janela de visualizacao 3D . . . . . . .. .. ... o Lo 74
Figura 29 — Janela de visualizacao 3D . . . . . . .. ... oL oo 75
Figura 30 — Cilindro gerado pela rotacao de uma reta paralela ao eixo Z . . . . . . 76
Figura 31 — Cone gerado pela rotacao de uma reta entorno do eixo X . . . . . . .. 7

Figura 32 — Toro gerado pela rotagdo de uma circunferéncia em torno do eixo Z -
Intersecao entre toro, cilindroecone . . . . . . . ... ... ... ... 7
Figura 33 — Gréafico de Cubica no Método de Cardano . . . . . . ... ... .. .. 85

Figura 34 — Relacao das raizes em uma circunferéncia de raio 2ov . . . . . . . . .. 92






Lista de abreviaturas e siglas

CAPES Coordenagao de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior
IMPA Instituto de Matematica Pura e Aplicada

PROFMAT  Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional
UFS Universidade Federal de Sergipe

MEC Ministério da Educacgao

PCN Parametros Curriculares Nacionais






1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6
1.7

1.8
1.9

2.1
2.2

3.1
3.2

4.1

41.1
4.1.2

A.l

Sumario

ALGUMAS SOLUCOES DOSGREGOS . . . . .. ... ....... 21
A solucdao de Arquitas . . . . . . .. ..o 21
A Solucdo de Eudoxo . . . . . .. ... ... L 28
A solucao de Menécmo . . . . . . . ..o 31
A solucaode Platao . . . . . . .. .. .. 34
A solucao de Eratéstenes . . . . . . . ... 37
A solucdo de Nicomedes . . . . . . ... ... ... ... ....... 39

As solucoes de Apolonio de Perga, Herao de Alexandria e Filao de

Bizancio . . . . . .. .. 46
A Solucdao de Diocles . . . . . . .. ... ... ... .. 50
As solucoes de Esporoe Papo . . . . . . . . . .. ... ... 53
ALGUMAS SOLUCOES RENASCENTISTAS . . . . ... ...... 57
A solucao de Descartes . . . . . . ... ... ... ... 57
A solucao de Newton . . . . . .. ... ... ... L. 58

A IMPOSSIBILIDADE DA DUPLICACAO A LUZ DA ALGEBRA . 61
Os antecedentes e o contexto histérico . . . . . . . . ... ... ... 61

Impossibilidade desde do ponto de vista algébrico . . . . . . . . . .. 63

ATIVIDADES PARA APERFEICOAMENTO DO CONHECIMENTO

COM SUPERVISAO DO PROFESSOR . . . . .. ... ....... 73
Tutorial de construcao de superficies de revolucdao no software

GeoGebra . . . . .. 73
Construcdo do toro . . . . . . . . . .. 77
Maquinade Platao . . . . . . . . . . . 78
REFERENCIAS . . . . . . . e e 81
APENDICES 83
APENDICE A - . . . .. e 85

Método de Cardano através de parametros . . . . . . . . . ... ... 85






19

Introducao

Na Grécia antiga, varios matematicos que se mobilizaram entorno da solugao de
questoes geométricas, como a duplicagdo do cubo, notaram a necessidade de expandir os
conhecimentos adquiridos, como é o caso da jun¢ao entre a geometria e dlgebra resultando na
geometria analitica. Nesta direcao Farago et al.(2003) defende-se que se deve compreender a
historia dos conhecimentos matematicos para entender o motivo pelo qual foram construidos.
Assim, a histéria da mateméatica relata as diversas contribui¢oes dos povos que foram

aprimorando os conhecimentos cientificos dessa ciéncia ao longo do tempo.

A Histéria da Matemética (...) Permite compreender a origem das ideias
que deram forma a nossa cultura e observar também os aspectos humanos
do seu desenvolvimento: enxergar os homens que criaram essas ideias
e estudar as circunstancias em que elas se desenvolveram. Assim, esta
Histéria é um valioso instrumento para o ensino/aprendizado da prépria
Matematica. Podemos entender por que cada conceito foi introduzido
nesta ciéncia e por que, no fundo, ele sempre era algo natural no seu
momento. (FARAGO et al., 2003, p. 17)

As questoes geométricas para os matematicos gregos deveriam seguir alguns princi-
pios: a reta servia para unir pontos, o compasso era para tracar circunferéncia, questoes
geométricas ndo poderiam serem resolvidas com ajuda da algebra. O assunto envolvia
obtencao de pontos construiveis no plano cartesiano, com coordenadas encontradas a partir
de interse¢oes de retas e circunferéncias. A prova desse impedimento construtivo nos leva
a solucao de uma equacao cubica que nao é racional e nao esta na extensao quadratica

dos racionais.

Esta dissertagdao obedecera a seguinte ordem: no primeiro capitulo, estudaremos as
solugbes que alguns gregos fizeram para o problema proposto, o qual recai na determinagao
de uma média proporcional. Em particular, a resolu¢ao de Arquitas utilizou superficies
tridimensionais tais como: o cone, o toro e o cilindro, o que foi considerado um grande
avanco para seu tempo. Ja as solucoes de Platao e Eratéstenes usaram mecanismos
mecanicos. Houve necessidade de usar outras curvas além de retas e circunferéncias, como

as cOnicas no caso de Menécmo, a Concoide por Nicomedes e a Cissoide por Diocles.

No segundo capitulo mostraremos as construgoes geométricas feitas por Descartes
e Newton, as quais possibilitam a determinagao da aresta necessaria para a duplicacao o

cubo.

No terceiro capitulo, trabalharemos com a teoria de grupos algébricos, brindando o
suporte na demostracao sobre a impossibilidade da duplica¢do do cubo com régua nao

graduada e compasso.
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No quarto capitulo propormos uma atividade orientada de construcao das seguintes
superficies geométricas: cilindro, toro e cone, como também a maquina de Platao com
utilizacao do software GeoGebra, com objetivo de consolidar o desenvolvimento cognitivo

como relata Chaves e Setzer (1987)

[...] devemos nos preocupar com a questdo da informética na educagao
porque as evidéncias disponiveis, embora nao tdo amplas e contundentes
quanto se poderia desejar, desmontam que o contato regrado e orientado
com o computador em uma situagdo de ensino/ aprendizagem contribui
positivamente para a aceleracdo do desenvolvimento cognitivo e inte-
lectual, em especial no que diz respeito ao raciocinio logico e formal, a
capacidade de pensar com rigor e de modo sistematico [...] (CHAVES;
SETZER, 1987, p. 10)

Origem do problema da duplicacdo do cubo

Existem duas versoes para a origem do problema da duplicagdo do cubo. A primeira
seria a construcao de um tumulo feito para Glauco a pedido de Minos, que nao ficou
satisfeito com o comprimento de 30 metros nas trés dimensoes e solicitou a duplicacao do

1mesIno.

A segunda versdao conta o aparecimento de uma praga na ilha de Delos', onde
os moradores consultaram um oraculo com objetivo de eliminar esta situacao ruim, mas
este previu a construcao de um altar, com o dobro do tamanho do existente para que a
epidemia fosse extinta. Como os cidadaos nao tinham ideia de como fazer a duplicacao de
um solido, foram se aconselhar com Platao, que por sua vez, afirmou que essa tarefa nao
seria um pedido de Deus, e sim uma forma de envergonhar os gregos pelo descaso com a

matematica e seu pouco-caso pela geometria.

1 A ilha de Delos est4 localizada no centro do grupo de ilhas do mar Egeu
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1 Algumas solucoes dos Gregos

Neste capitulo veremos como alguns gregos resolveram o mencionado problema
encontrando a média proporcional. Para as varias solugoes, foram usados instrumentos
mecanicos, algumas curvas como: as cOnicas, a concoide, a cissoide e superficies como: o

toro, o cilindro e o cone.

De aqui para frente denotaremos um segmento que passa pelos pontos A e B por
AB e o comprimento desse segmento por AB, e a reta que passa pelos pontos A e B ser
denotada por ﬁ .

1.1 A solucao de Arquitas

Este propos como resolucao do problema de Delos a interseccao de trés superficie
de revolucao: o cilindro, o toro e o cone. O cruzamento das duas primeiras superficies
recebeu o nome de Curva de Arquitas', e o encontro desta curva com o Cone resultou em
quatro pontos de intersecgao. Como as distancias dos pontos até a origem (A) sao iguais,

foi considerado o ponto do primeiro quadrante.

Essa prova foi grandiosa, por tratar-se de uma solugao tridimensional no tempo

em que aconteceu, como pode ser vista no comentario de Heath (1921):

A solugdo de Arquitas é a mais notavel de todas, principalmente quando
se considera sua data (primeira metade do século IV a.C.), pois nédo é
uma construg¢do no plano, mas sim uma construgao arrojada em trés
dimensodes, na qual é determinado um certo ponto como a intersecao de
trés superficies de revolugdo, (1) cone reto, (2) um cilindro, (3) um toro
com didmetro nulo. (HEATH, 1921, p. 246)

A seguir relataremos as etapas da construgao descrita por Arquitas: consideremos
um circunferéncia de didmetro AC com medida a coincidente com o eixo X, no plano ABC,
dando origem ao semicilindro e seja b o comprimento AB uma corda desse circunferéncia.
Seja D o ponto de intersecao entre as retas j@ e a tangente a circunferéncia no ponto
C'. As semicircunferéncias de didmetros BE e AC’ igual a AC, pertencem a um plano
perpendicular ao plano ABC. O toro sera gerado pela rotacao da semicircunferéncia APC’

em torno de um eixo perpendicular ao plano ABC passando por A.

O cone serd determinado pela reta geratriz jﬁ e eixo de revolugao AC'. Finalmente

o ponto P descreve o local do encontro entre as superficies envolvidas. Os pontos N e

L Arquitas de Tarento foi um matematico pitagérico que viveu na primeira metade do quarto século

428-347a.c
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M serao as projecoes de Q e P, sobre o didmetro AC’, respectivamente. Além disso, NV

pertence a BE. Mostraremos que, AM e AP sdo duas médias proporcionais entre AC” e

AQ.

Figura 1 — Superficies sem rotagao

Fonte: Adaptado de Heath (1921,p.247)

Solugao. O angulo EQB é reto, pois estd inscrito em um semicircunferéncia e QN

¢é perpendicular a BE, assim das relagoes métricas no triangulo £FQ B, temos

(QN)* = BN - EN.

Utilizando o Teorema das cordas no segmentos BE e AM,

BN -EN = AN -NM,

resultando em

(QN)* = AN.NM.

Notemos que AQM e APC’ sao angulos retos, pois sdo dngulos inscritos nas semicircunfe-

réncias AQM e APC’, respectivamente.

Como QM é paralelo PC’, entao os tridngulos APC’, APM e AQM sao semelhan-
tes, pois PAC' = PAM = QAM, APC’ = ANMP = 90°. Das relacoes entre os tridngulos
APC" e APM, temos

AC"  PC" AP (1.1)

AP  PM AM’ '
e dos triangulos APM e AQM, segue que

AP PM AM

AM QM  AQ’

(1.2)
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Como o termo % ¢ comum nas equagoes (1.1) e (1.2), obtemos

A AP AN
AP  AM  AQ’
Concluindo dai que AM, AP sao duas médias proporcionais entre AC” e AQ.

Por outro lado, para uma resolucao analitica, encontraremos primeiro as equagoes

cartesianas das superficies.

Equacao do cilindro

Definigao 1.1. (REIS; SILVA, 1985, p. 133) A superficie gerada pela rota¢io de uma
reta r em torno de uma reta s, sendo r e s paralelas, é chamada cilindro de revolucdo ou

cilindro circular.

Figura 2 — Cilindro circular

Z)

L
\—'———_

— L

Fonte: Autor, 2021

Consideremos como eixo de cilindro a reta s : ¥ = § e uma reta r paralela a s. Seja

¢ a distancia entre r e s. Entao, um ponto P(x,y, 2) pertence ao cilindro se, e somente se,
a

d(P,s) = —.

(P.s) =5

Mas, d(P,s) = d(P,Q), onde Q(5,0, z). Portanto, comecaremos por d(P, Q) = d(P, s),

o e

Assim, desenvolvendo a equagao anterior, temos

a? a?
2 — za + T +y* = e que equivale a, 2%+ y* = za. (1.3)

A qual é a equacao do cilindro que procurdavamos.
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Equacdo do Cone

Defini¢ao 1.2. (REIS; SILVA, 1985, p. 132) Um cone € a superficie gerada pela rotagao

de uma reta em torno de outra que a intersecta.

Figura 3 — Cone

Fonte: Autor, 2021

Na Figura, consideremos a reta fﬁ girando em torno da reta j@ . Seja A o ponto
de intersecao entre as retas jﬁ e 28 , chamaremos o ponto A o vértice do cone e a reta

A(E eixo do cone.

Para deduzirmos a equagao do cone vamos estabelecer um sistema de coordenadas,
fazendo coincidir o eixo do cone s com o eixo X. Consideremos uma reta r no plano XY
com equacao dada por

y=mzx, z =0,
onde m é a tangente do angulo 6 formado pelas retas r e s.

Assim, da equacao de r, tomemos
F(z,y) =y —mz = 0.

Observemos na figura 1, que o triangulo ABC' é retangulo em B, pois esta inscrito em uma
semicircunferéncia. Note que, BAC' = DAC = 6. Consideremos AC = a (hipotenusa),
AB = (c. adjacente) e BC = v/a? — b2 (c. oposto), assim tan(f) = m = 7“11—!’2 Portanto

JE—P
b

F(z,y) =y — x = 0.

Como a rotacao é em torno do eixo X. Seja () um ponto qualquer no eixo X, isto é

Vet — (),

Q (2,0,0). Associado a z existe y; no eixo y tal que y; — ¥

Seja P(x,y,z) um ponto arbitrario do cone e note que ao girar P ao redor do eixo

X descreve uma circunferéncia de centro @ e raio y, assim d (P, Q) = d (R, Q).
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Dal, temos /y? + 22 = y;. Logo,

—— 2
— b2 2 b2
P+ =yl = (CLb> ¥’ queequivale a, y’+ 27 =y} = (CL;> "

Portanto

A 22— a2 = B2 (yf+ 22

V(2 4+ + 2 = a’-a?

resultando na equacao do cone procurada

2?4yt 4R = . (1.4)

Equacdo do toro

Defini¢ao 1.3 (FRENSEL, 1997, p. 203-204). Diremos que um toro € o lugar geométrico
no espaco gerado pela rotacdo de uma superficie circular plana de raio r, em torno de uma

circunferéncia de raio R.

Figura 4 — toro

Seja C' um ponto sobre o eixo X a uma distancia R da origem. Consideremos uma
circunferéncia no plano X Z de raio r e centro C. Sejam B um ponto dessa circunferéncia

e A sua projec¢ao sobre o eixo X. Denotemos o angulo BCA = a.
No triangulo retangulo BC A, calculamos os comprimentos dos lados CA e AB
pelas relagoes de seno e cosseno , obtendo

m = Trcosa e E = rsenca.

Agora, determinemos as coordenadas do ponto B com relagdo ao angulo BOA = B. Seja
OA = R+ rcosa o comprimento do segmento OA. Consideremos o segmento OA girando

em torno do eixo Z. As projecoes do segmento OA sobre os eixos X e Y sdo determinadas
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por cosf} = (5{:,4’ senf3 = %, respectivamente e z nao sofrera alteragao. Dai, temos as

equagoes paramétricas do toro procuradas

X = (R+rcosa)cosB,Y = (R + rcosa)senf3, Z = rsena.
Para determinarmos a equagao cartesiana do toro, observemos que,
X2+ Y? = ((R+rcosa)cosB)? + ((R + rcosa)senf3)?.
Colocando em evidéncia e usando a relagdo fundamental resulta em

X2 +Y? = (R +rcosa)*(cosf? + senB?) e X*+Y? = (R +rcosa)?,

de onde, obtemos

VX2+Y?2=R+rcosa (1.5)

como Z = rsenca, podemos substituir na relagdo fundamental da trigonometria,

52 r2 _ 52 V2 — 2
cosq = =+ 1——2::|: 5 =+
r r r

Como 0 < a, 3 < 7, consideremos a raiz positiva e substituimos na equagao (1.5)

encontrando

N |
VX2+Y2=R+r-—, queequivalea, vVX?2+Y2—-R=+vr2—-272
r

Elevando ao quadrado, obtemos

(VX2 +Y2-R?*=1r?>—-27% queequivalea, (VX24+Y2—R)?+Z%=1r2

Assim, quando a circunferéncia gira em torno do eixo Z encontramos a equacao do toro.

No caso particular de R =r = £, temos

2 2
X2+Y2—2.g-(\/x2+y2)+“z+22:“Z.
Portanto
X2+ Y + 22 =a- VX2 Y2 (1.6)

Por outro lado, voltando na equagao (1.3)
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X?+Y?=aX
Agora, tomando o quadrado em ambos lados

2

(X2 4+v?) =a? X2 (1.7)
Dai, substituindo a equagao (1.7) na equagao (1.4), temos

(X2 +Y?)?

2 2 2 _
XY+ 7=

Extraindo a raiz quadrada em ambos lados, obtemos

X2+Y2

VXPHY? + 22 = ———,

de onde, segue que

VX2+Y?2+ 72 JX2+Y? L3
NocEn A S (1.8)

Agora escrevemos a equacao X2 +Y?+ 7% = a-+/X? + Y2 na forma de proporcao, obtendo

a VX224 Y?2 4 22 (1.9)
VXZEY2 422 JX24Y? '
Como o termo YA22422 4 comum nas equacoes (1.8) e (1.9), assim
VX21Y?2
a VX2 HY?24+ 22 X2+ Y?
VX2 +Y?2+ 22 VX2 +Y? b
que é equivalente a,
AC AP AM
AP  AM  AB’
Da primeira e a terceira razao, temos
AC-AB = AP - AM (1.10)
Note que, a relagao % = % pode ser representada por
2
AM™ = AB - AP (1.11)

A qual multiplicando por AM resulta em
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AM’ = AB - AP - AM (1.12)

Das equagoes (1.10) e (1.12), temos

AN’ = AB-AB-AC = AB” - AC.

Note que,

AM® AB*-AC _AC

= — 1.13
AB®  AB°  AB )

Finalmente, observe o caso especifico, AC' = 2 - AB, o que resulta em
AM’ =2. 4B,

Portanto, o cubo de lado AM ¢ igual ao dobro do cubo de lado AB.

A figura abaixo mostra a intersec¢ao das trés superficies

Figura 5 — Arquitas: Intersec¢ao das Superficies

Cilindro e Cone

Toro e Cilindro

Ponto da intersecgéo das trés
superficies

Fonte: Autor, 2021

1.2 A Solucio de Eudoxo

A narracao de Eutécio® sobre a solucao de Eudoxo® referente ao problema da

duplicacao do cubo usando linhas curvas, sendo que em sua prova tais curvas nao foram

2 Eutécio de Ascalon (480 a 520 d.C) fez relatos dos vérios tratados de Arquimedes e as conicas de
Apolodnio.
3 Eudoxo de Cnido (entre 408 e 355 a.C) foi um navegante e gedgrafo grego.
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mostradas, e, além disso, cometeu um erro em tratar uma proporcio discreta’ como fosse

uma propor¢ao continua.

Para Tannery® (1887, p. 53-61 apud Heath, 1921) h4 uma semelhanca entre a solugio

de Eudoxo e com a de Arquitas.

Consideraremos a equacao do toro (1.6) X2 +Y? + 72 = a-v/X2+ Y2, a qual,
pode ser rescrita Y2 + Z? = a - v/ X2 + Y2 — X2 Substituindo na equacao do cone (1.4)

X24Y24 7%= “Qb)fg, obtemos

) ) a2X2
X +avX?24+Y?2-X"= TR

Segue dai que,

2./Y2 2
X2 = u’ (1.14)
a

¢é a projecao no plano ABC.

Para escrever a equagao (1.14) em coordenadas polares, consideremos o segmento
AC como o eixo polar e A o polo. Sejam ABC' a circunferéncia de diametro AC e F' a
projecao de B sobre o didmetro. N e GG pertencem a reta W Tome GAF = # de acordo

com a figura 6.

Figura 6 — Superficie sem rotagao - Construgao proposta por Eudoxo

Z)
M
B
o
P
D
e - S 2 0
I F oy CL. L2t =2 3 A FH D c
A M
Y E
X
Fonte: Adaptados de Heath (1921, p.250)
No tridngulo retangulo AF'G aplicando a relagao cosf) = % e depois sect = 00180 =
%, obtemos

4 Uma proporcao discreta é uma proporcio que os meios ndo sio iguais, opondo-se a proporcio

continua(média proporcional ou média geométrica ).

® Paul Tannery foi um matematico e historiador das ciéncias francesas (1843 a 1904).
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AG = AFsec (1.15)

Como ABC é reto, das relagdes métricas obtemos,

AB®> = AF - AC.

Substituindo AC =ae AB=10 .
AF = — (1.16)

a

Denotemos por H a intersecgao entre a reta Al %e a circunferéncia de centro em A e raio
AG. Tracemos a perpendicular por H encontrando a reta A(? em L. Sejam N e D os
pontos de interseccao entre a circunferéncia de centro em A e raio AL com os segmentos

BF e AC, respectivamente.

Pelo mesmo raciocinio anterior, usando a equagao (1.15), temos

AL = AHsec = AGsect) = AF sec*

Denotando p = AL e substituindo na equacao anterior

b2
_ 2
p = —secd.
a
Por D, tracamos uma perpendicular a AC' intersectando a circunferéncia em M,

que satisfaz a equagao (1.14). Tomando N AD = a, obtemos

AN = AF - seca e ABQ:AF-AC

Assim AM = AD - sec a e desde que AD = AN, segue apés substituicao do resultado
anterior que

b2
AM = AF - sec*’a ou AM = —sec’«
a

Da relagao do triangulo retangulo AMC| temos

AM® = AD - AC = AN - AC = AF - ACseca.

Portanto, a média proporcional AM obedece a equagao da curva (1.14)

Observe que a relacao AM ’— AP.AB envolve as duas médias proporcionais, uma

no plano ABC' e a outra dada pela prova de Arquitas.
Na opinido de Heath (1921, p. 251):
Deve-se admitir que a sugestao de Tannery quanto ao método de Eudoxo

é atraente; mas é claro que é apenas uma conjectura. Em minha opiniao,
a objecao a isso é que é uma adaptacdo muito proxima das ideias de
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Arquitas. Eudoxo foi, é verdade, um aluno de Arquitas, e hd uma boa
dose de semelhanga de carater entre a construcao da curva da dupla
curvatura por Arquitas e a construgdo de Eudoxo da leminiscata esférica
por meio da revolucao de esferas concéntricas; mas Eudoxo era, eu
acho, um matematico muito original para se contentar com uma mera
adaptacao do método de Arquitas de solugédo.

1.3 A solucao de Menécmo

Segundo Heath (1921, p. 251) Eutdécio descreveu as solugoes de Menéecmo® para o
problema em termos de encontrar duas médias proporcionais, o que consistiu em determinar
um certo ponto como a intersecdo entre duas conicas. Ele apresentou duas soluc¢oes, sendo
a primeira a intersecao de duas parabolas e a segunda a intersecao entre uma parabola
e uma hipérbole retangular’. Muitos estudiosos daquela época como Proclo® , Amiclas
de Herecleia, amigo de Platdo, e com Dinéstrato?, admitiam que Menécmo deixou mais

perfeita toda a geometria.

Figura 7 — Interseccio entre as pardbolas 22 = ay e y? = b

Fonte: Autor, 2021

Solucao 1

A representacao de duas médias proporcionais x,y entre a e b é dada por

a

x y b

de onde temos as seguintes afirmacgoes. Da primeira e a segunda razao, temos a parabola
x2

> =ay ouseja, y=—, (1.17)

a

Menécmo foi um matemaético da Grécia antiga e discipulo de Eudoxo de Cnido.

Uma hipérbole retangular é quando suas assintotas se intersectam em angulos retos.

Proclo Licio foi um filésofo grego do século V.

Dinéstrato era irmao de Menécmo que trabalhou na solugdao da quadratura do circunferéncia.

© 0w N O
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Agora, da primeira e a terceira razao, obtemos a hipérbole
r-y=a-b, (1.18)

e, finalmente da segunda e a terceira razao, obtemos a parabola

Y =x-b (1.19)

Calcularemos a interseccao entre as duas parabolas para o caso b = 2a. Das equagoes
(1.17) e (1.19), temos que

9\ 2
x
() = 2ax, que é equivalente a, z*—2d®z =0.
a

Fatorando x, obtemos

T (ws — 2a3> =0

Assim as solucdes sdo z = 0 e z = a+/2, as quais retratam o lado do cubo que sofreu a

duplicagao.

Solucao 2

Suponhamos que os segmentos AO e OB sao perpendiculares em O, com AO > OB
e que OM e ON sao as duas médias proporcionais, sendo OM e ON segmentos nos

prolongamentos de OB e AQ, respectivamente.

A0 OM ON

= = 1.20
OM ON OB (1.20)

Das duas ultimas razoes de (1.20) com ON = PM, temos
OB-OM = ON" = P\’ (1.21)

Mostraremos, a partir da equacao (1.21), que P é um ponto em uma pardbola de

vértice na origem e eixo OY.
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Figura 8 — Pardbola y = ﬁxQ

Fonte: Adaptado de Heath (1921, p. 254)

Aplicando o Teorema de Pitdgoras no triangulo PF'G, temos

FP° = FG +PG°
<0M+OB>2 — PM2+<OM—OB>2
4 a 4
2 2

2

OM-OB = PM

Agora, determinemos o comprimento do segmento OB com uso da geometria
analitica. Seja P = (ON ,OM ) um ponto que satisfaz a equacdo da parabola 4py = 22,

com vértice na origem e distancia entre vértice e o foco p, isto é

PM* = 4p - OM. (1.22)

Das equagoes (1.21) e (1.22), obtemos OB = 4p, o qual corresponde ao latus

rectum'® da pardbola.

Sejam F' = (0,p) o foco e y = p a reta perpendicular a reta focal a qual intersecta

a parabola em P, = (—2p,p) e P, = (2p,p)
v =4dpy =4p-p =4p?, ouseja, x=+2p.

Dai, d(Pl, Pg) = 4p

10O latus rectum é o comprimento da corda perpendicular & reta focal que passa pelo foco.
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Figura 9 — Intersecdo entre as parabolas y = i:ﬁ exr= 41py2
Y
M P
A a
[¢] N X
Fonte: Adaptado de Heath (1921, p. 254)
Por outro lado, das duas primeiras razoes de (1.20), segue
AO-ON =OM’ =PN°, com OM = PN. (1.23)

Analogamente, consideremos P = (ON , PN ) que satisfaz a equacao da parabola

4px = y?, com vértice na origem e distancia entre o vértice e o foco igual a p, assim

PN°® =4p-ON (1.24)

Portanto, das equagoes (1.23) e (1.24), concluimos que AO = 4p é o latus rectum.

1.4 A solucao de Platao

Existe uma certa desconfianca com relacdo a autoria de Platao!'! desta prova, pois
se trata de uma resolu¢do mecanica sendo este contrario a tal recurso (Plutarco, Livro
8, p.718 apud Heath, 1921, p. 256). A prova apresentada a seguir tem uma proximidade
com a de Menécmo, pois os segmentos usados AO, OB, OM e ON estao na mesma média

proporcional.

O objeto que sera usado para a resolucao tem um formato de um esquadro de
madeira, com uma parte rigida sendo as ripas FG, GH, com FGH = 90° e a ripa KL

movel, sendo deslocada paralelamente a ripa GH.

Colocando este instrumento em um sistema de eixos cartesianos AOM , de maneira
que a ripa KL intersecta os pontos A e M, a ripa F'G intercepta os pontos M e N e a
ripa GH os pontos N e B de modo que o ponto de intersecgao das ripas F'G e KL nao

pertenca ao eixo OM, para isso devemos movimentar a extremidade G sobre o eixo OA.

1 Platdo foi um filésofo e matematico da Grécia Antiga-428/427 a 348/347 a.C.
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Figura 10 — Maquina de Platao

Y

M

7/
7
N s 7
/
7/
Ve
A S a0
b
7
7
7/
7
7
7/

B

Fonte: Adaptado de Heath (1921, p. 256)

De acordo com a figura seguinte consideremos AO = a,0B =b,0G =c¢,PR=ye
OR = x.

Figura 11 — Angulos formados pela maquina de Platao

Fonte: Autor, 2021

Seja R a projecao ortogonal de P sobre AG. No tridngulo APG consideramos a

relacdo métrica AR - RG = PR’ substituindo pelos valores denotados acima, temos
(a+z)-(c—x)=y> (1.25)
Dai, obtemos

P4y ta-x
N a-+x '

a-c—a-x+z-c—a*=y* deonde, temos ¢ (1.26)
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Agora mostraremos que os triangulos AIO e BOG sao semelhantes. De fato, o lado Al é

paralelo a BG, entdo as retas transversais % e fﬁ produzem angulos alternos internos,
TAO=BGO=a e OBG=AIO=243.

Como o angulo AOI = BOG = 90°, assim o+ 3 = 90°. Os tridngulos RGP e BOG sao

semelhantes, pois sdo triangulos retangulos e OBG = RGP.

E, por ultimo, os triangulo GPR e GSO sao semelhantes por possuirem um lado

paralelo, que produz angulos correspondentes.

Agora, dos triangulos OGS, RGP e OBG obtemos as seguintes proporgoes. Dos

primeiros dois triangulos, temos

PR _ RG ue ¢ equivalente a P _ 50 (1.27)
_ = = V. _ = =, .
so og Mo " RG  0G
Do primeiro e terceiro triangulo, segue que
SO OG
— = 1.28
OG OB (1.28)

Assim das equagoes (1.27) e (1.28), obtemos
PR SO OG
RG OG OB

Substituindo pelos valores denotados inicialmente nas duas razoes das extremidades da

proporcao anterior

v o_° (1.29)

c—z b
Multiplicando as equagoes (1.25) e (1.29) membro a membro, temos

Y 2 €
a+t+zx) (c—x)- =y - .
(@+2)-ema) L=y
Simplificando e substituindo ¢ = 7$2+ayj;“'x, temos

(a+z)-y-b = c v,
2+ 2_'_ .
(a+z)-y-b = (CE FTOT)

(a+z) y-b =

(a+z)?-b = (m2+y2—|—a-x) Y.
Denotamos OM = y, temos
(a+0)* b= (O2 +OM +a- 0) -OM, que equivale a, OM’ =da®-b.

Se tomarmos b = 2 - a, temos OM’ =24 Portanto, OM representa o lado do cubo, o

qual duplica o cubo de lado a. Desta forma, concluimos a solu¢ao de Platao.
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1.5 A solucao de Eratostenes

A solucao de Eratéstenes'? ¢ do tipo mecanica e envolve trés tridngulos retangulos
iguais os quais se deslocam entre duas retas paralelas zﬁ e H’ similares a um dispositivo
de trilhos. Segundo Heath (1921, p. 258), Pappus trabalhou com tridngulos para solucionar
o problema, enquanto Eutécio utilizou paralelogramos com diagonais desenhadas. Para
entendermos o processo, consideremos os triangulos AMF, MNG e NQH de acordo com

a seguinte figura

Figura 12 — Dispositivo de Eratostenes para solucionar a duplicacao do cubo

A M N Q X

E F G H

Fonte: Adaptado de Heath (1921, p. 258)

Deixando fixo o triangulo AMF e deslocando os vértices M e N dos triangulos
MNG e NQH para esquerda de modo que o vértice M se torna M’ e o vértice N passa a
ser V'.

Sejam B a intersecao entre os lados M F e M'G, e o ponto C' a intersecio entre os
lados N'H e NG. Os pontos A, B e C precisam pertencer & mesma reta que intersecta o

lado QH em D e FH em K, como mostra a figura a seguir

12" Eratéstenes de Cirene foi um grande estudioso da Grécia antiga que trabalhou com varios dreas do
conhecimento como matemaética, gramatica, poesia, geografia, bibliotecario e astronomia- 276 a 194
a.C.
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Figura 13 — Médias proporcionais através do dispositivo de Eratostenes

A MM NN Q X
N N\
N \
B \
e
D\
- Y
E F G H K

Fonte: Adaptado de Heath (1921, p. 259)

Solugao. Os casos de semelhangas de tridngulos nessa prova sao para o caso de
possuirem um lado paralelo e um angulo em comum e com isso, os dois angulos restantes
em cada triangulo em analise sao correspondentes. Vejamos as seguintes semelhancas de

triangulos

Dos triangulos AEK e BFK, BFK e CGK, AFK e BGK, obtemos respectiva-

mente
EK  AK AE (1.30)
KF ~ KB BF’ '
FK BF
= - 22 (1.31)
KdG cG
FK AK
= : 1.32
KG KB (132)
Como % é comum nas equagoes (1.30) e (1.32), temos que
AE FK
BF KG (1.33)
Segue-se das equagoes (1.31) e (1.33)
AE BF
BF CG (1.34)
Por outro lado, dos tridngulos BFK e CGK, obtemos
BK BF FK (135)
CK CG CK’ '
similarmente dos tridngulos CGK e DH K, segue,
GK CG
= (1.36)

HEK DH’
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Também dos triangulos BGK e C'HK, obtemos

BK GK

—_— = —. 1.37

CK HK ( )
Dado que % ¢ comum nas equagoes (1.35) e (1.37), resulta

BF GK

I — 1.38

CG HK (1.38)
Da mesma forma, como % é comum nas equagoes (1.36) e (1.38), obtemos

BF CG

—_— = —. 1.39

CG DH (1.39)
E das equagoes (1.34) e (1.39), obtemos

AE BF (G
= = (1.40)

BF (CG DH’

Portanto BE e C'G sdo duas médias proporcionais entre AE e DH. Assim, concluimos a

solucao de Eratostenes.

No Epigrama de Eratoéstenes, descreve-se como encontrar duas meias proporcionais

entre duas retas convergentes, o que soluciona a duplicacao do cubo e nos orienta a nao

seguir o método de Arquitas e Menécmo.

”Se, bom amigo, vocé se importa em obter de um pequeno (cubo) um
cubo duplo dele, e devidamente transformar qualquer figura sélida em
outro, isso estd em seu poder; vocé pode encontrar a medida de uma
dobra, um pogo ou a ampla bacia de um pogo oco, por este método, é, se
tu (assim) pegar entre duas réguas (dois) meios com suas extremidades
convergentes. - 'Nao procures para fazer o dificil negocio dos cilindros
de Arquitas, ou para cortar o cone nas triades de Menécmo, ou para
contornar tal forma de linhas como é descrito pelo temente a Deus Eudoxo.
Nao, vocé poderia, nessas tabuinhas, encontrar facilmente uma mirfade
de meios, comecando de uma pequena base. Feliz és tu, Ptolomeu, em
que, como um pai igual a seu filho no vigor da juventude, tu mesmo lhe
deste tudo o que é caro as musas e reis, e que ele no futuro, Zeus, Deus
do céu, também receba o cetro em tuas méos. Assim pode ser, e que
qualquer um que vir esta oferta diga "Este é o presente de Eratéstenes

de Cirene'". (HEATH, 1921, p.260 )

1.6 A solucao de Nicomedes

Para apresentar a solucao de Nicomedes'®, vamos precisar da proposicao 6 do livro

II de Euclides.

13 Nicomedes foi um matematico grego do século II a.C, que descobriu a curva Concoide.
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Proposicao 1.1. (HEATH et al., 1956, p. 385 — 388) Se uma reta for cortada ao meio e
uma reta for adicionada a ela na mesma direcao, o retangulo contido pelo todo com a reta
adicionada e a reta adicionada juntas ao quadrado na metade é igual ao quadrado na reta

composta pela metade e pela reta adicionada linha.

Em outras palavras esta proposicao nos diz que dado um segmento AB, com ponto
médio C, prolonguemos AB até D e desenhemos o retangulo ADEF com AD sendo a
base e DE igual a BD sua altura. Consideremos o quadrado HGJI de medida HG igual
a CB sob FG, tracemos o quadrado CDKI.

Figura 14 — Construcao definida pela proposicao 1.1 de Euclides

A C B D
F H G E
| J K

Fonte: Adaptado de Heath et al. (1956, p. 386)

Demonstracao. Observemos que,

A(ACHF) = A(CBGH) = A(GEK.J), (1.41)

pois AC = CB = HG = GJ (segmento médio) e AF = BG = DE (altura do retangulo
ADEF).

Notemos que, a area do quadrado CDK é igual
A(CDKI)=A(CBGH)+ A(BDEG)+ A(GEKJ)+ A(HGJI). (1.42)
E a area do retangulo ADFEF ¢é igual
A(ADEF)=A(ACHF)+ A(CBGH)+ A(BDEG). (1.43)
Agora, substituindo a equacao (1.41) na equagao (1.43), temos
A(ADEF)=A(GEKJ)+ A(CBGH)+ A(BDEQG). (1.44)
Analogamente, substituindo a equagao (1.44) em (1.42)

A(CDKI) = A(ADEF) + A(HGJI)
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Assim, podemos escrever a igualdade anterior como uma equagao, obtendo

AD-DE + HG =CD’,

ecomo DE = BD, HG = CB , obtemos

AD.-BD+CB =CD’

A seguir, apresentaremos uma aplicacao da Proposicao anterior, proposta por Hipécrates!'®.
Consideremos a semicircunferéncia ADB, com didmetro AB e centro O. Seja M o ponto
médio de OB. Tracemos a mediatriz de OB e vemos que intersecta a semicircunferéncia
nos pontos C' e C’. Notemos que ABD é tridngulo retangulo e D # C. Seja E o ponto de
interseccao entre a reta % e CW , mediatriz de OB.

Figura 15 — Proposta de Hipdcrates para a Proposicao 1.1 de Euclides

Fonte: Autor, 2021.

Considerando o comprimento do didmetro AB sendo 2r e aplicando o Teorema de

Pitagoras nos triangulos OMC' e EBM temos

OC°=0M +CM’ e BE =BM +EM,

2

que é equivalente a, 12 = (5)2 +CM~ e 2°= (g)z +EM".

Dai, temos que

extraindo a raiz, obtemos

42_ 2
V3 e EM:#,

14 Hipécrates de Quios foi um matemético gedmetra - 470 a 410 a.C.

CM=r
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Sendo C’ o ponto simétrico de C' com relacdo a reta 1@ , aplicamos as leis das cordas na

circunferéncia ABC" para obter

DE-EB = CE-EC,

DE -z = ((JM—ME) (CM+ME)
- CM - ME’

B 377’2 422 — r?
4 4 ’

que é equivalente a

DE-z=1r*—2*> ousea, DE-z+2°=r" (1.45)

Uma descrigao em palavras da equagdo (1.45) seria: a drea do retdngulo de lados
DFE e EB somado com a area do quadrado de lado M E ¢ igual a area do quadrado de
lado C'M.

Sabemos pelo Teorema de Pitagoras que a diagonal de um quadrado de lado a é

a- /2. Se o lado fosse CM =1 - ? , sua diagonal valeria

SR, SO RN I

Assim, dado DE =1 - \/g, a equagao (1.45) fica

3
r-\/g-:c—l—xQ—rz.

Agora, mostraremos uma maneira de calcular o comprimento do segmento adicio-

nado da Proposicao 1.1 do livro II de Euclides.

Desenhemos BC' perpendicular a AB de comprimento y, juntemos C' e M, com
centro em M e raio CM descreve um corte circular AB produzido em D. Assim, o
comprimento adicionado BD com medida z ¢ encontrado. Da Proposicao 1.1 de Euclides
sabemos que a area do retdngulo ADFEF somado com a area do quadrado HGJI é igual
a area do quadrado M DK I, com DM igual a C'M que pelo Teorema de Pitagoras é igual
a soma dos quadrados de BC' e BM.

Portanto,

DM® =CM’ = BM’ + BC® = AD x BD + BC". (1.46)

Assim, AD x BD = BC".
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Figura 16 — Construgao para determinacao do segmento adicionado

N8
N8

J K

Fonte: Adaptado de Heath (1956, p. 256)

A solucao do problema da duplicacao do cubo por parte de Nicomedes consistiu
em encontrar as duas meias proporcionais através de uma curva chamada de Concoide.

Sua descricao obedece o seguinte processo:

Solucao. Sejam AB e BC' segmentos que representam os lados de uma retangulo
ABCL e D o ponto médio da reta jﬁ . Tracemos uma reta desde o vértice L que passa
pelo ponto D e intersecta % no ponto G. Seja E o ponto médio de BC'. Pelo ponto F
tracemos a mediatriz do segmento BC. Como o comprimento C'F é igual a AD, seja F o
ponto da interseccio entre a circunferéncia de centro em C e raio AD com a mediatriz
tracada anteriormente. Unamos os pontos G e F' e tracemos uma paralela a reta W
passando pelo ponto C. A solugao de Nicomedes encontra dois pontos H e K na mesma
reta que passa pelo ponto F' e o ponto K na reta que passa pelos pontos B e (', além disso
satisfaz a condicao que HK igual a AD. Assim depois unir os pontos K e L encontra-se o

ponto M como a intersecao entre as retas /ﬁ e H

Observacao 1.1. A dificuldade nesta construgdo é determinar os pontos H e K. Para
1sso, usaremos a Concoide. Sejam F,ﬁ[ e CF o polo, a diretriz e a distdncia fiza,
respectivamente. A concoide € a curva gerada por K quando H se desloca sobre C<’_F>[ eo

comprimento do segmento HK permanece sempre igual a AD.

Com o resultado da Proposicao 1.1 de Euclides comegaremos a solugao de Nicomedes.

Aplicando a Proposicao de Euclides nos segmentos BC' e o C K, sendo C'K o prolongamento,

BK -CK + EC° =ER".

.. — 9
Adicionando FF~ em ambos os membros

BK-CK+EC'+EF =EK +EF". (1.47)
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Figura 17 — Concoide de Nicomedes

Fonte: Autor, 2021

Observe que, pelo Teorema de Pitdgoras, temos EC°+EF =CF ¢ EK +FEF =FK_.

Assim, substituindo na equagao (1.47), temos

BK -CK +CF’ =FK". (1.48)

As semelhancas dos triangulos utilizados nessa solugao se resumem ao caso exposto na

solucao de Eratdstenes, isto é, da semelhanca dos triangulos AM L e LCK, concluimos
MA WML AL
LC LK CK’

Como AL = BC e LC = AB, temos

MA ML BC
AB LK (K’

(1.49)

Seja D’ a intersecao dos segmentos perpendiculares DD’ e LC, notemos que, DD’ = BC
e LC' =2-LD'. Assim, da semelhanca dos tridngulos LGC e LDD', temos

DD’ LD’ al BC LD’

— = — ue equivale a = .

cc 1c 1 GC  2.LD
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Segue-se BC' = %CG. Como AB = 2 - AD, substituimos na equagao (1.49) e obtemos
MA GC vl MA GC

— = ——— ue equivale a — = —.

2. AD 2.ck ™ AD CK

(1.50)

Por outro lado, aplicando o Teorema de Tales nos triangulos semelhantes GFK e
CHK,

GC FH

- =, 1.51

CK HK ( )

Das equagoes (1.50) e (1.51), segue

MA GC FH
AD CK HK'

(1.52)

Agora, aplicando as propriedades das proporgoes nas razoes das extremidades de (1.52)

temos

MA+AD FH+HK
AD  HK
Notemos que, MA+ AD =MD e FH + HK = FK, assim

MD FK
AD  HK’
Dai, MD = FK, pois sabemos por construcao, que HK = AD. Por outro lado, aplicando

a Proposicao de Euclides nos segmentos AB e com M A, sendo A entre M e B, obtemos

MB-MA+AD’ =MD, (1.53)

que é equivalente,

MB-MA+AD’ =FK". (1.54)

Assim, das equagoes (1.48) e (1.54) temos

MB-MA=BK -CK.

Escrevendo como proporg¢ao

MB CK
BK MA
Da semelhancga dos triangulos M BK, M AL e LCK, segue-se dos dois primeiros tridngulos,

(1.55)

MB BE MK
MA AL ML’

dai, reescrevendo a primeira igualdade para obter

MB MA

— == L.
BK AL (1.56)
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Similarmente, dos dois ultimos triangulos, temos

MA AL ML
IC CK IK’

Analogamente, da primeira igualdade obtemos

MA LC
ALK (1.57)
Como % ¢ comum nas proporgoes (1.56) e (1.57), temos
MB MA IC (L58)
BK AL CK’ '
Observemos que, as equagoes (1.55) e (1.58) tém em comum %, dai
LC CK MA
CK MA AL’
Notemos que, LC' = AB e AL = BC, assim finalizamos
AB CK MA
=22 (1.59)

CK MA BC
Portanto, CK e M A sdao as duas médias proporcionais entre AB e BC. Desta forma

concluimos a solucao de Nicomedes.

1.7 As solucoes de Apolonio de Perga, Herao de Alexandria e Filao
de Bizancio

As solugoes de Apolonio, Herao e Filao sao muito parecidas, portanto, tentaremos
apresenta-las de forma a ressaltar suas particularidades. Sejam AB e AC' lados do retangulo
ABDC' e E o ponto de intersecao entre suas diagonais. Consideremos a circunferéncia

circunscrita de raio EB ao retangulo ABDC.

Como conclusao geral, os trés conseguiram tragar uma reta passando pelo ponto
D e intersectando a semicircunferéncia CDB em H e as retas j@ e j@ em I e G,
respetivamente. Nas trés solugoes descritas em Heath (1921, p. 262 - 264) as construgoes
nao ficam claras, pois da a impressao de serem construgoes por ensaio e erro. Mesmo
assim com ajuda de GeoGebra, conseguimos achar uma construcao usando a Cissoide'®
(LOCKWOOD, 1961, p. 130 - 131). A seguir apresentamos cada uma das construgoes e,

no final, explicaremos como a Cissoide completaria as trés solugoes.

15 Sejam S e S’ duas curvas quaisquer e seja A um ponto fixo. Diremos que, o locus de P é chamado
de Cissoide de S e S’ em relacao a A, se tracando um reta por A que intersecte S ¢ S’ em Q e R
respectivamente, o ponto P é encontrado na reta tal que AP = QR (os comprimentos medidos na
dire¢cdo A a R, indicada pela ordem das letras Lockwood ).



1.7.  As solugées de Apolonio de Perga, Herdo de Alexandria e Filao de Bizincio 47

Figura 18 — Sobreposicao das construcoes de Apolonio, Herdo e Filao

Fonte: Adaptado de Heath (1921, p. 262)

Assim, Apolonio'® desenhou uma circunferéncia com centro em E intersectando
2@ e jﬁ em F' e (G, respetivamente, sendo que B esta entre A e F' e C, o ponto entre A

e (G, com condicao que G, D e F sejam colineares.

No caso de Herdo,!” este encontrou os pontos F' e G colocando uma régua sobre o

ponto D, de tal forma que F e G estejam a mesma distancia do ponto F.

Por outro lado, na solucao de Filao'®, considerou-se uma circunferéncia de centro
em E e raio EB. E consistiu em girar uma régua em torno do ponto D, a qual intersecta
a circunferéncia no ponto H, tal que F, D, H e G sejam pontos colineares e F'D igual a

HG.

Figura 19 — Construgdo de Apoldnio - Herao - Filao

G
¢ G
H
D D

Cc D c

c

E
E

A B F A B F

A B F

Fonte: Autor, 2021

Observe que nos pontos chaves das construgoes representadas na Figura 1.7, vemos
no caso de Apolonio foi a colinearidade dos pontos; no caso de Herao foi a condicao

GFE = EF e, finalmente, no caso de Fildo, a condicio GH = DF', no entanto as construcoes

16 Apolonio de Perga foi um matemético e astronomo grego da escola alexandrina- 262 a 194 a.C.
17 Herdo de Alexandria foi um matematico e mecanico grego-10 a 80 d.C.
18 Filao de Bizdncio foi um engenheiro grego - 280 a 220 a.C.
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nao ficaram bem justificadas. Por tal motivo, fazendo uso do GeoGebra e de considerar a

(Cissoide “simétrica”, conseguimos determinar o ponto F', que esclarece as trés construcoes.

O que chamamos de Cissoide simétrica? Pela definicao dada no rodapé 15, é o lugar
geométrico na dire¢ao oposta aos pontos A e R. Assim para complementar as construgoes,
a Cissoide simétrica é determinada considerando as seguintes curvas: a circunferéncia de

centro em FE e raio EB junto com a reta Zé e tomando como ponto fixo o ponto D.

A seguinte figura mostra a sobreposi¢ao das trés construgoes enunciadas acima, a
Cissoide simétrica em relacdo a D e, por ultimo, a superposi¢do entre as construgoes e

Cissoide.

Figura 20 — Resumo da Solucao

Fonte: Autor, 2021

Solucao

Nas construgoes de Apolonio e Herao, utilizaremos a Proposi¢ao 1.1 de Euclides.

No lado AB com K seu ponto médio, tem-se

AF -BF+KB =KF". (1.60)

Adicionando EK em ambos os lados da equagao (1.60)

AF - BF+ KB +EK =KF +EK’.

Aplicando o Teorema de Pitagoras nos triangulos EK B e EKF achamos

KB +EK =EB° ¢ KF-+ERKR =EF".

Substituindo na equacao anterior, temos

AF . BF + EB’ =EF". (1.61)

Nos lados C'A e GC, sendo P seu o ponto médio AC, pela Proposi¢ao 1.1 de Euclides,

temos

GA.GC+CP =GP
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Adicionando PE~ em ambos os lados,

GA.-GC+CP +PE* =GP +PE’

Nos triangulos PEC' e PEG, pelo Teorema de Pitagoras obtemos PE’+CP =EC" ¢
PE°+GP° =GE’, da

GA-GC+EC'=GE". (1.62)

Sabemos da construcao feita por Apolénio, Herdo e Filao, que EB = EC e EF = EG.
Entéo, substituindo nas equagoes (1.60) e (1.61), segue que

AF -BF =GA-GC, como queria-se provar.

Por outro lado, na solucao de Filao percebe-se que GD = GF — DF, HF = GF — GH ¢

como GH = DF, assim GD = HF. Com isso, das duas equagoes anteriores tem-se

HF -DF =GD-GH (1.63)

Como as cordas HD e AB da circunferéncia BDHC A se intersectam em F, da relacdo de
dois segmentos secantes a uma circunferéncia partindo de um mesmo ponto (NETO, 2013,
p. 164), temos

HF -FD = AF -FB (1.64)

DG -GH =AG - GC (1.65)

Das equagoes (1.63) e (1.64), obtemos

AF-FB=DG-GH, (1.66)
Analogamente, das equagoes (1.65) e (1.66), obtemos o que queria se provar
AF GC
GA BF

AF-FB=GA-GC o qual equivale a (1.67)

Por outro lado, das semelhancas dos triangulos GCD,GAF e DBF, obtemos entre os

dois primeiros triangulos,

GC CD - AF CD (1.68)
— === ue equivale a — = —. .
GA  ap T GA GO
também entre o primeiro e o terceiro triangulo, temos
GC CD BF CD
35 = g7 due equivale a e ikeTeh (1.69)
Como as equagoes (1.68) e (1.69) tem em comum %, resulta
AF CD BF
= = (1.70)

GA GC BD’
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AF

==, resultando em

Analogamente, as equagoes (1.68) e (1.70) tem em comum

CD GC BF

GC BF BD (L.71)
Sabemos que, CD = AB e BD = AC, portanto a equagao (1.71) fica
AB GC BF
GC BF AC’
mostrando que GC e BF sao médias proporcionais entre AB e AC.
Observe que existe uma relagdo a solugdo de Menécmo, isto €, se
ae_r_Y
r oy b
obtemos as parabolas 2% = ay, y*> = bx e xy = ab.
Assim somando as duas parabolas e completando os quadrados, segue
?+y*—br—ay =0, istoé, (x—g>2+<y—g)2=a21627 (1.72)

, ~ . N . .. N7 Y] ,
a qual é a equacao de uma circunferéncia com centro (g, %) e raio igual “T*b Esta

circunferéncia passa pelos pontos de intersecao entre as duas parabolas.
Observe que, se AF e GA sdo os eixos coordenados, a equagao (1.72) é a circunferén-
<
cia BDHC' e xy = ab é a hipérbole retangular de assintotas A? e GA. Tal hipérbole passa

pelo ponto D e intersecta de novo o circunferéncia (1.72) em H, satisfazendo F'D = HG.

1.8 A Solucao de Diocles

Apresentaremos a seguir uma soluc¢ao dada por Diocles para o problema das duas
médias proporcionais por meio da Cissoide (HEATH, 1921, p. 264). Consideremos uma
circunferéncia com didmetros AB e C'D perpendiculares entre si em O. Sejam E e F pontos
nos terceiro e quarto quadrantes, tal que os arcos satisfazem EB = BF , sejam G e H os
pés das perpendiculares baixadas desde F e F, respetivamente. Dai os segmentos EG,
F H sao paralelos e podem se mover com relacao BO mantendo a mesma distancia deste
e permanecendo nos terceiro e quarto quadrantes, respectivamente. Tracemos EC, que
intersecta F'FH em P.

Neste caso, para determinar a Cissoide, consideramos as curvas seguintes: uma

circunferéncia de centro O e raio DTC, e a reta tangente a circunferéncia no ponto D. O

ponto fixo C' seria a cuspide da cissoide. Um ponto P pertence a cissoide quando satisfaz

EJ igual a CP. Como est ilustrado na figura abaixo
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Figura 21 — Construgao de Diocles - Cissoide

A

Fonte: Autor, 2021

Solucao

Na solucao do problema por Diocles'” provou-se que, HF e HC sao duas médias
em propor¢ao continua entre DH e HP. De fato, da construcao sabemos que GE = HF',
DG = HC, logo os tridngulos DGE e CHF sdo congruentes. Em particular, semelhantes.
Dai, GCE e HDF sao semelhantes, portanto,

GC DH

pr———— 1:73
GE HF ( )
Notemos que DFC' é um triangulo retangulo em F' e, das relagoes métricas, temos
HF DH
HF*=DH -HC que equivale a O IOF (1.74)
Por outro lado, da semelhanga entre os triangulos CGE e CH P, temos
CG GFE CG CH
oH - gp e ¢ equivalente a el 12 (1.75)
Como as equagoes (1.73) e (1.74), tem em comum a razao %, segue
DH HF (G
p— pumy 1.76
HF CH GE (1.76)
e, das equagoes (1.75) e (1.76), as quais tem em comum a razao %, obtemos
DH HF (CH
= = (1.77)

HF CH HP
Portanto, HF e CH sao duas médias proporcionais entre DH e HP. Agora vamos

determinar a equagao cartesiana da Cissoide. Das duas primeiras razoes de (1.77), obtemos

HF?=DH-HC queequivalea HEF = (DO+ OH)-(OC — OH).

19 Diocles foi um matemético grego que trabalhou com a curva Cissoide - 240 a 180 a.C.
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Consideramos OC' e OB como eixos coordenados. Seja a o raio do circunferéncia e

denotamos por OH = x e HP = y. Logo,

HF =(a+2) (a—z) éequivalentea HE = a2 — 22

Segue-se, da segunda e terceira razao na equagao (1.77),

i _CH
HF HP

o qual é equivalentea DH-HP =HF -CH.
Substituindo os valores na equacao anterior, temos
(a+2z)y=vVa?—2%(a—2x).
Elevando ao quadrado ambos os membros, fatorando e simplificando as equacgoes, segue-se

(a+2z)°y* = (a2 — m2) (a —x)°
(a+x)2y2 = (a+z)(a—1x) (a—x)2
(a+2)p = (a2

Suponhamos que a Cissoide desenhada tenha sido como mostra a linha pontilhada na
Figura 1.8, desejamos encontrar duas médias proporcionais entre duas retas a e b.

Do
OK
intersecao () entre a reta DK e a Cissoide. Por () desenhemos a reta perpendicular H'F’

Depois tomemos um ponto K em OB tal que = . Consideremos o ponto de

a DC'. Para que o ponto () pertenga a Cissoide deve satisfazer a propriedade da proporcao
(1.77), isto é

DH' HF HC
HF HC HQ

Portanto, F'H’ e H'C' sdo duas médias proporcionais entre DH’ e H'(). Percebamos, que

os triangulos DQH' e DK O sao semelhantes. Com isso, obtemos

OK DO .. DO_DH _a
_ = O que equivalente a _— = = = —
mQ  pm oA OK HQ b

Assim, para obter duas médias proporcionais entre a e b, devemos pegar segmentos

que tenham a mesma razao para DH', H'F', H'C e H'Q, isto é,

DH' HF HC
HTF HC HQ

Dai, as duas médias proporcionais sao encontradas tomando os extremos DH’ = a e

Q =b.
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1.9 As solucoes de Esporo e Papo

As solugoes de Esporo e de Papo tém aproximagoes com a Diocles, porém, ao invés
de usar a Cissoide giraram uma régua em torno de uma extremidade diametral até esta

intersectar os trés segmentos.

Na solugao de Esporo (Eutécio apud Heath, 1921, p. 266) também consideramos
dois didametros perpendiculares AB e DC' que se intersectam em O, como na construcao
de Diocles, em particular os segmentos dados DO e OK sao tomados perpendiculares

entre si.

Consideremos uma circunferéncia I' de centro em O e raio DO. Seja I a intersecao
entre a circunferéncia e a reta W( . Agora, com uma régua que passa por C', giremos em
torno deste ponto, até intersectar as retas ﬁ , @ e a circunferéncia [ nos pontos @), T e
R, respectivamente, de tal forma que RT igual a T'Q. Tracemos os segmentos NR ¢ MQ

perpendiculares ao segmento DC'.

Figura 22 — Construgao Sporus e Papus

Fonte: Adaptado de Heath (1921, p. 267)

Solucao

Como QT = TR, MO = ON, e MQ, NR sao equidistantes de OB, portanto @

pertence a Cissoide de Diocles e a prova é similar resultando em
DM RN  MC
RN MC MQ’

e temos duas médias entre DM, M(), de modo que se pode construir as duas médias entre

DO, OK. Esporo provou que a primeira das duas médias entre DO e OK ¢é OT. Isto se

segue da relagao anterior, porque

RN CN DM  MQ

OoT CO DO OK
resultando num inicio de prova, mas confuso. Ja a resolucao de Pappus é melhor e tem como
DO _ DO’

oK = 57 De fato, prolonguemos RO até

objetivo a duplicacao do cubo. Provaremos que
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intersectar I' em S, considerando os segmentos DS e SC'. Seja @ a reta perpendicular a

memM.

Como @ pertence a cissoide da relagao (1.77), temos

DM NR MC
NR MC MQ
Da semelhanca entre os triangulos NCR e OCT; DM@ e DOK , seguem-se

YR _NO
oT OC
Como DO =0OC e CM = DN, entao

SE
=K

NR NC DM MQ
OT OC DO OK’

Observemos que os triangulos SDC' e SQC sao retangulos, pois sao angulos inscritos nas

semicircunferéncias de diametros DC' e SR, respectivamente. As relagoes métricas nos

triangulos retangulos citados a cima, produzem

SM’=DM-MC e MC" =SM-MQ,

que sao equivalentes a

. sw  __ M
DM = —= SM = —, 1.78
MC © MQ (1.78)
elevando ao quadrado a segunda equagao de (1.78), temos
— MC"
SM* = —. (1.79)
MQ
Da equagao de (1.78), determinamos
DM IL DM S
yioln ]\A;:% o qual equivale a i Yo (1.80)
Substituindo a equagao (1.79) na equacao (1.80), temos
— W4 2 2
DM SN’ i . M SN MC
— = 5 = 5 que ¢ equivalente a = = 5 = 5 (1.81)
MC  MC® MC MC  MCT MQ
Agora multiplicando as duas razdes dos extremos da equagao (1.81) por %;g,
obtemos
DM MC MC® MC . DM MC’
- — = 5 =——, ouseja, =—— = 5 (1.82)
MC Qg7 MQ MQ  MQ
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Por outro lado, da semelhanca entre os tridngulos DM@ e DOK, temos

M DO
= ——, o qual é equivalente a, 0 - O (1.83)

DO  OK’ - OK

-

E
O

O

Analogamente, da semelhanga entre os tridngulos OTC' e MQC', segue-se

MC M MC OC
oC OQ’ é dizer, — =— (1.84)
Desta forma, substituindo as equagoes (1.82) e (1.84) na equagao (1.83), temos

3 3

DO DM MC’ OC
OK MQ M@Q® or o7’

sendo C'O = DO, concluimos o que desejavamos provar.

DO’
T —===3

orT

=K

- DO ) —~3 =3 .
Observemos que, o caso quando a razao 3:2 = 2, terlamos DO~ = 207", ou seja, dado

um cubo de aresta OT pode ser duplicado por um cubo de aresta DO, assim OT é uma

média proporcional.
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2 Algumas solucoes renascentistas

Neste capitulo, veremos como Descartes e Newton solucionaram o problema em
questao através de construgoes envolvendo triangulos. A solu¢ao de Descartes que apre-
sentaremos aqui serd a (DORRIE, 2013, p. 171) e no caso da solu¢do de Newton a de
(BURTON, 2011, p. 129).

2.1 A solucdo de Descartes

Para estudar a solucido dada por Descartes® consideremos um tridngulo equildtero
ABC de comprimento de seus lados a. Prolonguemos C'A até D com AD = a. Tracemos
a reta % O ponto F' é a intersecao entre as retas jﬁ e ﬁ, e deve ser um ponto
satisfazendo que CB = EF = a. A forma de determinar o ponto F' é usando a concoide
de polo em C, reta ﬁ e distancia FF = AB = a, isto é, F ¢ a intersecdo entre a reta

AB com a concoide.

Figura 23 — Solucao de Descartes

Fonte: Adaptado de Dorrie (2013, p. 171) - autor, 2021

Na figura denotemos C'E = ¢, BF = b. Aplicando a lei dos cossenos no triangulo
CAF, temos

CF’ =CA’ + AF" —2-CA- AF - cos(CAF).

Substituindo os valores segundo a figura, segue que

(c+a)’=a>+(a+b)>—2-a-(a+Db)-cos60°.

Desenvolvendo e simplificando a equagao acima, temos

L Rene Descartes foi um filésofo, fisico e matematico francés-1596 a 1650
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& +2ac+a® = a*+a®+2ab+b —a(a+b)
4+ 2ac = b*+ab. (2.1)

Aplicando o Teorema de Menelau no tridngulo CAF', com segmento transversal DE, temos

AD CE FB I
DC EF BA 7
de acordo com a figura, temos
a c b o, ) 2a?
—.—-—=1, istoé, 2a°=bc, logo b=—. (2.2)
20 a a c

Agora, das equacoes (2.2) e (2.1), e depois multiplicando a expressdo por ¢2, segue-se

242 24
A+ 2ac = (CL) +a-i
& c

A +2ac = 4at +2d°c.
Assim, fatorando e simplificando, obtemos
A (c+2a) =2a*(2a+c), que equivale a, c* = 2a’.

Entdo, obtemos ¢ = a+/2. Desta forma, vemos que para duplicar um cubo de aresta a, a

nova aresta deve ter medida a+/2.

2.2 A solucao de Newton

Em Burton (2011, p. 129) vemos que Newton? sugeriu a seguinte construgao
para a duplicagao do cubo: consideremos um segmento AB e construamos uma reta s
perpendicular a ele. Por B, tracemos uma reta m, fazendo angulo de 30° com a reta s. Seja
D um ponto em m tal que, se a reta AD intersecta s em C, entdo CD = AB. A dificuldade
nesta construcdo é poder determinar o ponto D em m satisfazendo essa condi¢do. O ponto
D pode ser determinado como a intersecao entre a reta m e a Concoide, de polo em A, e
distancia CD = AB = c. Seja E o pé da perpendicular baixada desde D sobre a reta s.
Denotemos por AC =b,CE =de DE = e.

2 Sir Isaac Newton foi um matemético, fisico, astrénomo, tedlogo inglés - 1643 a 1727
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Figura 24 — Construgao de Newton

Fonte: Adaptado de Burton (2011, p. 129) - autor, 2021

Observe que, os triangulos ABC e DEC sao semelhantes, pois BCA = ECD
(angulos opostos pelo vértice) e ABC = DEC = 90°, assim
AB BC AC
DE CE CD’

Substituindo os valores como na figura, obtemos a relagao

c a b
R 2.3
e d c (2:3)
Das duas razoes nos extremos e das duas ultimas razoes, seguem, respetivamente
c b a b
_ = = e _ = =
e ¢ d ¢
Segundo a propriedade das proporcoes, temos
c? a b
e = — = N
b a+d b+c
c? (b+c¢)
b b
Agora fazendo a razao entre as duas equagoes anteriores, temos
2 2
(& > C
pummy = 2-4
a+d a(bﬂ;c) a(b+c) 24)
Por outro lado, no triangulo BE D, tan30° = % = ?
Como DE = e e EB = a + d, assim
e 3
_ V3 (2.5)

a+d 3
Das equagoes (2.4) e (2.5), temos

2
a(bc+c) = \ég, ouseja, 3¢ =av3(b+c).
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Dali, elevando ambos os membros ao quadrado, temos

9¢t =3a? - (b+¢)?, édizer, 3c* =d*(b+ )% (2.6)

Aplicando o Teorema de Pitagoras no triangulo ABC, segue que AC" =AB° + BCQ, isto

é, b® = a® + %, que equivale a, a? = b* — 2.

Substituindo a dltima equacao em (2.6) temos
34 — (b2 _02) (b—l—c)2
= (b2 — cz) (62 + 2bc + 02)
= b2+ 0’ — A0 — 20 — ¢
Simplificando, temos

4t + 2630 = b+ 2%
2¢* (2c+b) = b (b+20)
o= 263

Assim, concluimos que b = AC ¢ o lado do cubo que é o dobro do cubo com o lado AB = .
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3 A impossibilidade da duplicacao a luz da

']

algebra

Nessa parte da dissertacao mostraremos com ajuda da algebra a impossibilidade da
construgao com régua (nao graduada) e compasso do problema estudado. Utilizaremos para
isso a teoria de corpo numérico e a definicado de pontos construiveis no plano cartesiano e
serd obtida uma relagdo entre a solucao da equagao cubica. A descri¢ao da inviabilidade

serd exposto desde o ponto de vista historico e algébrico.

3.1 Os antecedentes e o contexto histoérico

As informagdes sobre como os gregos abordaram e trataram a impossibilidade das
solucoes com régua nao graduada e compasso para a duplicagdo do cubo e a trisseccao de
um angulo vieram dos escritos de Pappus, e a necessidade de formalizar uma prova para

este fato partiu de Descartes.

Segundo Liitzen '(2010, p. 5) e Bos? (2001, p. 380) possivelmente Descartes foi o
primeiro a tentar mostrar a impossibilidade da prova dos dois problemas gregos utilizando
régua e compasso. Cabe destacar que na matematica existem varios teoremas que abordam
o tema impossibilidade, tais como: O ltimo Teorema de Fermat, O Teorema Godels e o

Postulado das Paralelas.

Gauss® elaborou uma construcao algébrica equivalente a construcao com régua e
compasso, a qual depois foi usada por Wantzel* Liitzen (2010, p. 5). A matemdtica do
século XVII e XVIII na Europa, tinha como principal interesse a pratica de resolucao de
problemas. Lagrange® desenvolveu uma teoria sobre a quintica,que mostra como determinar
as raizes de polinomios de quinto grau com uso de radicais e nao chegou a propor nenhum

método algébrico relacionado & prova da impossibilidade(LUTZEN, 2010, p. 6).

Na resolucao de problemas, Descartes defendia que a abordagem fosse a mais
simples e no caso de uma construcao plana era inaceitavel utilizar outros meios. Segundo
Mancosu®(1996 , p. 100-102 apud Lutzen, 2010, p. 8) para muitos matemdticos, incluindo

Descartes, provas indiretas eram inferiores comparadas a uma prova direta. A rejeicao das

1
2
3

Jesper Lutzen é um historiador da matematica e da ciéncia dinamarqués-1951

Henk Jan Maarten Bos é um historiador da matematica holandés. 1940 -

Carl Friedrich Gauss foi um matematico, astrénomo e fisico alemao que contribuiu muito em diversas
areas da ciéncia.1777 a 1855

Pierre Laurent Wantzel foi um matemaético francés.1814 a 1848

Joseph Louis Lagrange foi um matematico italiano.1736 a 1813

Paolo Mancosu é um professor de filosofia. 1960 -
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provas indiretas foi um forte argumento para os novos métodos infinitesimais, tornando
assim as provas do teoremas de impossibilidade dificeis de fornecer, pois, em geral, sao do

tipo indireto.

Segundo Montucla (1754, p. 274-75 apud Liitzen, 2010, p. 9) , a solucdo dos
dois problemas gregos necessitava de curvas além das ja conhecidas por estes, tais como:
circunferéncia, retas e também de outras ferramentas distintas de régua e compasso. E
classificou de enganosa a tentativa de esclarecer a duplicacao do cubo com uso da geometria

plana, pois precisava de uma teoria superior e ferramentas especificas.

Essa impossibilidade para determinar um comprimento fugiu das operagoes basicas
como: somar, subtrair, multiplicar, dividir e extrair raizes quadradas. Além disso, nao
era aceitavel para os primeiros matematicos modernos utilizar a algebra para resolver um
problema geométrico. Para Coolidge®(1940, p. 53 apud Liitzen, 2010, p.9) a geometria
analitica criou alternativas para tratar as varias formas geométricas. Conforme Liitzen
(2010) Montucla também descreve que a teoria das equagdes e das curvas geométricas dao

fundamentos para a impossibilidade geométrica nos dois problemas gregos.

A abordagem de Wantzel, para esse assunto, foi utilizar uma metodologia que
liga-se a montagem da construcao do problema com a teoria algébrica. Por definicao, x
e y sao duas médias proporcionais entre os comprimentos a e b de dois segmentos retos,

quando obedece a seguinte proporcao,

3

resultando em 2% = a?b, caso b = 2a terfamos z® = 2a®. Dai a média proporcional z, é a

raiz de uma equagao cubica.

Assim, Descartes achou as seguintes equagoes quando empregou a média proporci-
onal: 22 = ay; y? = bx e zy = ab, as duas primeiras sdo equacoes que receberam o nome
de pardbola cartesiana e a ultima de hipérbole. Somando membro a membro os termos
das duas pardbolas resulta na equacao de uma circunferéncia: 2 — bx + y> — ay = 0.
Portanto, a solugdo para o enigma é dada pela interseccao entre a circunferéncia e as
parabolas. De acordo com Descartes um problema geométrico poderia ser resolvido com
uso de figuras planas como circunferéncias e retas. Entao, o valor desconhecido pode ser
vinculado a uma equacao quadratica. Desta forma, um problema era considerado plano,
quando recai em um polindmio quadratico com coeficientes racionais, ou também, se
um polinémio for de grau superior a dois e possa ser fatorado em fatores de primeiro
grau, ou seja, tenha raizes que possibilitem reescrevé-lo de forma reduzida; caso nao seja

possivel tal processo a questao era classificada como sélida ou de maior complexidade.

7
8

Jean-Etienne Montucla foi um matemadtico e escritor francés.1725 a 1799
Julian Coolidge foi um matematico estadunidense.1873 a 1954
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Desta forma nao era construivel com régua e compasso. Segundo Lutzen (2010), com a
teoria desenvolvida por Descartes sobre a reducao de polinémios, nao pode ser considerada
uma prova para a impossibilidades dos problemas gregos, sendo uma justificativa oposta
a impossibilidade dos problemas grego, conseguindo provar sobre a nao construibilidade

com régua e compasso para equagoes cibicas e biquadraticas.

O tema sobre a impossibilidade dos problemas gregos parou de ser analisado pela
academia de ciéncias por volta de 1775 depois de ter a convicgdo da construgao com régua

e compasso ser impossivel. E a primeira prova moderna sobre a impossibilidade foi dada
por Wantzel (LUTZEN, 2010).

3.2 Impossibilidade desde do ponto de vista algébrico

Existem varias lendas sobre o problema da duplica¢ao do cubo ou também conhecido
como problema de Delos. Martin (2012, p. 29) relata que os gregos conseguiram solucionar
o problema por diferentes métodos, mas nao usando régua e compasso. Logo suspeitaram
que nao tinha solugao e muitos séculos depois constatou-se com ajuda da algebra a prova

desse fato. Para mostrar esta impossibilidade seguiremos o trabalho de Martin.

Definicao 3.1. (MARTIN, 2012, Cap. 2) No plano cartesiano, um ponto é construivel com
régua e compasso se o ponto for o ultimo de uma sequéncia finita de pontos Py, Py, --- , P,,

de modo que cada ponto pertenca ao conjunto {(0,0),(1,0)} ou é obtido de uma das

sequintes maneiras:

(1) ou como a intersecio de duas retas, cada uma das quais passa por dois pontos

que aparecem anteriormente na sequéncia;

(79) ou como a interse¢io entre uma reta e uma circunferéncia, sendo que a reta
passa por dois pontos jd na sequéncia e a circunferéncia com centro num ponto da sequéncia

e passando por outro ponto da sequéncia,

(7i1) ou como o ponto de intersec¢io entre duas circunferéncias, cada uma delas

passa por um ponto jd na sequéncia e seus centros jd pertencem a sequéncia.

Daqui para frente, utilizaremos a palavra “construivel” para denotar o que é
“construivel com régua e compasso”. Assim, diremos que uma reta é construivel se esta
passa por dois pontos construiveis e no caso da circunferéncia, quando esta passa por
um ponto e tem centro construiveis. Um ntimero z é construivel, se (z,0) é um ponto

construivel.

A seguir exemplificaremos alguns pontos construiveis com régua e compasso geo-

metricamente.
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Exemplo 3.1. O ponto (—1,0) pertence a intersec¢io entre a reta que passa pelos pontos

(0,0) e (1,0) e da circunferéncia que tem centro (0,0) e passa pelo ponto (1,0).

Figura 25 — Ponto construivel: (—1,0)

Y]

YR
R

1

Fonte: Autor, 2021

Exemplo 3.2. Os pontos (%, —§> e (%, §> que pertencem as intersecgoes das circunfe-

réncias Cy e Cy. Sendo Cy a circunferéncia com centro em (0,0) e que passa por (1,0),
isto é 22 +y* = 1; e Cy a circunferéncia de centro em (0,0) e que passa por (0,0), é dizer
(X — 1)2 + Y2 = 1. Note que, (0,0) e (1,0) sio pontos construiveis.

Figura 26 — Ponto construivel: (%, —ﬁ) e (l ﬁ)

Y

Fonte: Autor, 2021

Definicao 3.2. .

e Um corpo E é um subconjunto de nimeros reais que contém 0 e 1, e tal que: dados

p, q er # 0 pertencentes a K, temos p+q, p—q, pq e & estao em .
e Denotaremos por Q e R os corpos dos nimeros racionais e reais, respectivamente.

e O corpo no qual para todo y > 0 que pertence a K implica \/y € E é denominado

Corpo Fuclidiano.
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Observacao: Os numeros pertencentes ao corpo dos niimeros racionais Q sao

nimeros construiveis, mas nem todo nimero construiveis é racional.

Teorema 3.1. Numeros construiveis formam um corpo.

Demonstracgao. Consideremos os pontos construiveis A (a,0) e B (b,0), sendo
b > a > 0. Determinaremos os pontos construiveis F' (a + b,0) e G (b — a,0) através das
etapas. Devemos ver a figura seguinte, lado esquerdo: tracemos a circunferéncia I'ycom
centro no ponto A e passando pelo ponto B, analogamente tracemos a circunferéncia I’y
com centro B e passando pelo ponto A, seja C' o ponto de intersecao entre as circunferéncias
I'iels.

Depois, tracemos a circunferéncia I's com centro A e passando pela origem. Seja D
o ponto de intersecao entre a circunferéncia I's e a reta que passa pelos pontos A e C e

sendo A entre D e C.

Seja I'y a circunferéncia com centro no ponto C' e passando pelo ponto D, denotemos
por E ao ponto de intersecao entre a circunferéncia I'y e a reta que passa pelos pontos C' e
B, sendo B entre C' e F.

Finalmente tracamos a circunferéncia I's com centro no ponto B e passando pelo
ponto E. Note que a circunferéncia I's intersecta o eixo X nos pontos F'(a + b,0) e

G (b — a,0) procurados.

Agora, observemos a seguinte figura do lado direito. Determinaremos os pontos
construiveis B’ (%, O) e C'(a-b,0) da seguinte maneira: sejam D’ (—a,0) e E' (0, —b) os
pontos de intersegdes entre as circunferéncias de centro em (0,0) e que passam pelos
pontos A (a,0) e B (b,0), respectivamente. Juntando os pontos D' e E’. Seja A’ o ponto
de intersegao entre a circunferéncia de centro na origem passando pelo ponto (1,0) e o

eixo Y.

Por A’, tracemos um segmento paralelo ao segmento D’E’, que intersecta o eixo X
no ponto B’. Por E’, tracemos um segmento paralelo ao segmento A’D’ que intersecta o

eixo X no ponto C".

Assim, determinemos as coordenadas dos pontos B’ e C’. Note que os tridngulos
A'OB' e D'OE' sdo semelhantes, pois os angulos OA'B’ e D'E'O sdo alternos internos e
possuem um angulo reto. Dai, temos as seguintes proporgoes

AO ol oB 1

= —— que equivale a, —— = —,

po op ™ a b
logo, OB’ = ¥, ou seja B’ (%,O). De modo andlogo os tridngulos A’D'O e OE'C’ sao
semelhantes, assim temos

OB’

s

DO A
C" OF

S
S

que equivale a, = -

)
S
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Portanto, OC” = a - b, ou seja, C’ (a - b,0).

Com isso, os pontos construiveis obedecem a definicdo de corpo.

Figura 27 — Construgao de pontos construiveis

a
b
BA=b-a
/ i AD=0A=a
\ CD=CE + AD=BE=a
r —— BE = BF = BG =
. NG OF=0B+BF=b+a AL0,1)
) S NN OG=0B-BG=b—a
a !
/ ) (7(17 0) B ((L . b7 0)
o G F
D a C
\ (7;0) (b/0) (E’O)
\\ > e V4

Fonte: Autor, 2021

Teorema 3.2. Numeros construiveis formam um corpo euclidiano.

Demonstrag¢io. Sejam b > 0 e (b,0) um ponto construivel, consideremos a reta © = b e a

circunferéncia 22 + y* — (b + 1) z = 0 de raio I’J“Tl com centro (b+71’ O). Observemos que, as

intersecgoes entre as duas curvas anteriores sao os seguintes pontos: (b, \/l_)) e (b, —\/5)
Dai, vemos que (b, \/l_)) e (b, —\/5) sdo construiveis, logo v/b é construivel. Portanto, o

conjunto dos niimeros construiveis ¢ um corpo euclidiano. ]

Defini¢ao 3.3. Um nimero a € E é um quadrado em E se, e somente se, \/a pertence a

E. Assim o corpo é euclidiano.

Observacao 3.1. O corpo dos nimeros racionais Q € um corpo nao euclidiano, pois 3

pertence a Q, mas /3 nao € racional.
Teorema 3.3. Sea, b e c >0 no corpo E, com \/c ¢ E, entdo o conjunto
A={a+byc:a,beE}
€ um corpo.
Demostragio. Note que 0 e 1 pertencem A, pois 0 =0+ 0y/ce 1 =1+ 04/c. Dado

a, b, d, f e c > 0 pertencentes a E, mas /¢ nao estd em E, demonstraremos que a adigao,

subtragao, multiplicagdo e divisdo entre a + b\/c e d + f/c pertence a E.
Adicao:

(a+0ve) + (d+ fve) = (a+d) + b+ f)Ve=p+a/ec € A
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poisp=a+beq=0b+ f pertencem a [E.

Multiplicagao:
(a+0ve) - (d+ fve) = (ad+bfc) + (af +bd)Ve=g+hye € A
dado que g =ad +bf e h = af + bd pertencem a E.
Divisao: Consideremos (d + f+/c) # 0, entao

a+byec a+by/c d—f\c ad—bfc bd—af -
DT I Aty d—fve @l L@ YoM mVe € A

ad—bfc
d2—f2c

bd—af
d2—f2c

Logo, o conjunto {a + b\/c: a,b € E} é um corpo.

desde que m = en = pertencem a E.

Definicao 3.4. .

1. Se ¢ > 0 estdi em E, mas \/c ¢ E, entao E (\/c) é um corpo e o denotamos por
{a+by/c | a,b e E}. Chamaremos a E (\/c) uma extensdo quadrdtica de E.

2. SeE; =E (\/E) JEo =y (\/@) ooy By =K, (ﬁ), entao escrevemos

E, =E Ve, Ve, ... Ven)

e chamaremos cada um de E,Eq,Eo,...E, uma extensdo quadrdtica iterada de
E.

3. T denotard a uniao de todas as extensoes quadrdticas iteradas do corpo Q.

Observacao 3.2. Um corpo euclidiano ndo tem extensoes quadrdticas. O corpo R nao
tem extensoes quadrdticas, pois todo real positivo é um quadrado em R. O menor corpo E
definido como uma extensao quadrdtica iterada de IE, ndo é uma extensdo quadrdtica de E,

talvez seja estranho, mas acaba sendo conveniente.
Teorema 3.4. Se c estd em F, entao ¢ € construivel.

Observacgao 3.3. Provaremos a reciproca deste teorema que exigird a demonstragao de
quatro lemas. Comegaremos com um conjunto de pontos e, em Sequida, construiremos
novos pontos construiveis. Esses novos pontos sao obtidos como a intersecao de retas e
circunferéncias construiveis. A resolucao algébrica das equacées para encontrar as coorde-
nadas desses pontos nao requer mais do que as quatro operacoes aritméticas e a obtencao
de raizes quadradas. Portanto, espera-se que as coordenadas de qualquer ponto construivel

esteja em uma extensao quadrdtica iterada dos racionais.

Vejamos o enunciado do teorema e os detalhes da sua prova.
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Teorema 3.5. As coordenadas dos pontos construiveis pertencem a uma extensao quadrd-

tica iterada no corpo dos racionais.

Lema 3.1. Dados dois pontos cujas coordenadas pertencem a E, a equacao da reta que
passa por esses dois pontos tem coeficientes que em E. E, se um dos pontos € o centro e o

outro pertence a o circunferéncia, entdo a equacao da circunferéncia tem coeficientes em
E.

Demonstragio. A equacao da reta que passa pelos pontos A = (x4,9,) € B = (xy, )
tem vetor direcao AB — (T — o, Yp — Ya)- LOgo, sua equagao paramétrica sera (X,Y) =

(Tay Ya) + (Tb — Tay Yp — Ya), com t € R. Seguem-se, dai
X=x,+t(xpy—2,) e Y=vyos+t(yp—va)

Isolando o parametro ¢ na primeira equagao e substituindo-o na segunda equacao, temos

X —z, X —z,
t= 357 logo Y:ya+w
Tp — Xg (xb_xa)

(yb - ya) :

Assim, temos (Yo — Ya) X + (o — b)Y + (Tp¥a — Toyp) = 0, 0 que prova a primeira
afirmacgao.
Agora determinemos a circunferéncia de centro C' = (z., y.), que passa pelo ponto

A = (z4,Ya). Seja P um ponto arbitrario da circunferéncia, entao a distancia de C'a P ¢é

a mesma de C' a A, isto é

VX =20 +(V =9 = V(e —2) + (e — )"
Elevando ao quadrado ambos lados, e desenvolvendo os quadrados da diferenca, temos
(X =2 + (Y = 4)* = (2 — 2)> + (e — pa)’, 0 qual equivale a
X2+ Y222, X — 20.Y + 2024 — 22 + 2yl — Y2 =0
Logo, os coeficientes da equacao da circunferéncia pertencem ao corpo E. O

Lema 3.2. A intersecao de duas retas com coeficientes em E € um ponto cujas coordenadas

pertencem a [E.

Demonstracao. Precisaremos determinar a interseccao das retas resolvendo um sistema
linear com duas incégnitas. Sejam 7 : a1 X +01Y +¢;1 =0e s:as X + Y + ¢ =0 as

equacoes das retas. Aplicando a regra de Crammer ao sistema

)

S . a1X+b1Y+01 =0
' agX—i—sz—i—cQ =0

como r N s # 0, entdo o sistema S tem solucao, isto é
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‘ —c1 b ap —C
—Cy by Az —Co
X = e Y= ,
ap b ar b
az by az by
que equivalem, respetivamente, a X = 2=t oy — a20-a1%  Portanto, as coordenadas
) ) a1bo—asby a1bs—asby )

do ponto de intersecao entre as duas retas foram obtidas por operagoes aritméticas definidas

no corpo. 0

Lema 3.3. Se uma reta e uma circunferéncia tém coeficientes em &, entdo os pontos de

intersecgoes destes tem coordenadas pertencentes a & ou em uma extensdao quadrdatica de E.

Demonstracao. Consideremos as equagoes generais de uma reta aX +bY 4+ ¢ = 0 e de uma
circunferéncia X2 +Y?2+dX +eY + f = 0. Isolando Y na equacio da reta, Y = —3X =7

e substituindo na equacao da circunferéncia temos

2
X2 (_a_c) dX <_a_c> —
T\ ) T ey TS =0
2 2
X2+%X2+2%X+Z—2+d)(—%e)(—%—l—f =0 multiplicado por (b%)

<a2+b2)X2—0— (2ac+b2d—abe)X—|—62 —bee +b*f = 0
Calculando o discriminante da equacao, segue que
A = (2ac+8?d—abe) —4(a> +07) (& —bee + 12f)
= 4a*c® + 4ab’cd — 4a’bee + b d® — 2ab’de + a*b?e* — 4a*c® + 4a*bee — 4a*b? f
—4b%c® + 4b%ce — 4b3 f
= b*[(bd — ae)® + 4c(ad — c + be) — Af (a2 + b2)]

= bV,

sendo o = (bd — ae)” +4c (ad — ¢ + be) —4f (a® 4 b?). Assim da férmula de Baskara, temos

(abe — 2ac + db*) + by/a

X =X, =
0 2 (a2 + b2)

Finalmente, determinamos

_a’e+abd — 2bc + ay/a
2 (a® 4+ b?)

Y =Y, =

Assim, para Xy e Yj serem determinados devem satisfazer a > 0. Se o é um quadrado
em [E, entao os pontos de interse¢ao pertencem a E. Mas, se & nao ¢ um quadrado em E,
entao pelo menos X, ou Yy nao pertencem a E, uma vez que, se a = 0 e b # 0, entao X
nao pertence a E e Y; estd em E. Por outro lado, se a # 0 e b = 0, entao X, pertence a E e

Y, ndo pertence a E. Logo, Xy e Y, pertencem a uma extensao quadratica em E(y/«). O
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Lema 3.4. Dadas duas circunferéncias com coeficientes em &, entao os pontos de intersecdio

entre elas tém coordenadas em E ou pertencem a uma extensao quadrdatica de E.

Demonstracio. Considerem as circunferéncias X? + Y2 +aX +0Y +c=0e X2+ Y2+
dX + fY + g = 0. Subtraindo-as obtemos a reta

d—a)X +(f—b)Y +g—c=0 (3.1)

Agora devemos resolver um sistema de equagoes entre a reta (3.1) e uma das circunferéncias

dada, recaindo no lema anterior. O

Demonstracio. do Teorema 3.5. Seja P um ponto construivel. Da definicdo de ponto
construivel, P deve ser o ultimo da sequéncia de pontos Py, Ps,--- , P,, cada um dos quais
é (0,0),(1,0), entre os quais podem ser encontrados pelos seguintes modos de intersecgoes:
duas retas, reta e circunferéncia ou entre duas circunferéncias. Pelos lemas anteriores,
podemos associar P; com os racionais e observar que cada P;, para ¢ > 1 esta associado
com um corpo [E; tal que as coordenadas de P; pertencem a [E; e tal que E; é igual a E;_;
ou entao ¢ uma extensao quadratica de E;_;. Logo, E,, é um extensao quadratica iterada

dos racionais, e as coordenadas de P pertencem a E,. O

Corolario 1. O ponto P € construivel se as coordenadas de P pertencem a F. O nimero

x € construivel, se x pertencer ao corpo F.

Agora, para provar que o problema da duplicacdo do cubo é impossivel com régua

e compasso, precisamos apresentar os seguintes resultados.

Teorema 3.6. Se a equacdo a, X" + aq 1 X" 1+ -+ a1 X + ay = 0 tem coeficientes

inteiros e tem uma raiz racional %, com (p,q) =1, entao p divide ay e q divide a,,.

Demonstracdio. Como 2 é raiz da equacao, deve satisfazer a equacao, isto é
q ) )

n n—1 2
Qp <p> + Qn_1 <p> + e Hap_9 (p> “+ ay <p> + ag = 0.
q q q q

Multiplicando a equagao por ¢" e isolando o termo a,p”, obtemos
P4+ aap’" T apg" T+ ang” = 0,

"Rt ap’ T apg" T 4 a0 = —anp”.

anpn + anflpnilq + Qp—2p
anflpnilq + ap—2p

Colocando em evidéncia g,
g (anap™™ + an_op" g+ -+ axp’" " + aapg" 7’ + aog" ) = —anp”

Observe que os termos no parénteses sao inteiros, entao a,p” ¢ miltiplo de ¢, ou seja,

a,p" = gk, sendo k um numero inteiro. Assim k = %, logo q tem que dividir a,,, pois p
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e ¢ sao primos entre si, e também entre p™ e ¢. De forma analoga, isolamos o termo agq”,
o qual sera multiplo de p. Como p nao divide g e também nao divide a ¢", concluimos que

p tem que dividir ay. O

Teorema 3.7. Se uma equacao cubica com coeficientes racionais nao tem raiz racional,

entao nenhuma de suas raizes saGo numeros construiveis.

Demonstracio. Sejam a,b e ¢ nimeros racionais e consideremos a equacao X° + aX? +
bX + ¢ = 0, que nao tem raiz racional, mas tem raiz construivel. Entao, essa raiz deve
pertencer a uma extensao quadratica iterada finita de Q. Tome Ey = Q. Portanto, ha um
menor inteiro positivo ¢ de modo que a equacgao cibica tenha raiz X’ pertencente a uma
extensao quadratica iterada finita [E; dos racionais com E; = Q <\/c_1  \/Cay ,\/c_]) Seja
E;, =Q (\/a, NZIEE ,\/c_]> para j = 1,2,...,% — 1,Logo E; é uma extensao quadrética de
Ei—l paraj = ].,2, ,Z — 17 isto é, Ej = Ej—l'

Dai, podemos supor que existem f e g em E;_; tal que X' = f + g,/c; com g # 0,
sendao X' estaria em Q, assim 4 nao seria minimo. Afirmaremos que, se X' = f + g./c, é

raiz o mesmo acontece com X" = f — ¢g,/c,.

X4 aX?+b0X' +¢ = (frgya) +a(f£gve) +b(f £9yen) +c
= f3j:3f29\/c_n+3f920nig?’cn\/a—l—a(fQiQfg\/c_n—i-chn)
+bf £ bgy/c,, + ¢
= (f3+3fg20n+af2+ag20n+bf+c)
i(3f29+g3cn+2afg+bg>\/a

Notemos que para X' = f + g,/c, seja raiz teriamos
(f*+370%cu+ af* +ag’ca + bf + ) + (3/%9 + g’ca + 2fg + by) /e = 0+ 02,

Assim (f2 +3fg%c, + af? + ag’c, +bf +¢) =0 e (3f%g + ¢3¢, + 2afg + bg) = 0, para a
sentenca acima ser verdadeira, entao esses mesmos valores aparece quando substituimos
X por X" = f — g\/c,, concluindo que X" é também raiz. Por outro lado, consideremos a

seguinte fatoracao, sendo v a terceira raiz da equacao

X +aX? +bX +c = (X —v)- (X = (f+9ven) - (X = (f = gv/ecn))
= (X =0) (X2 = X[ +gy/e X = fX + 2 = fgv/en — gv/enX
+fgv/en — g°/en)
= (X —v) (X?=2fX + 2 — ¢*\/cr)
= X3 —2fX?’+ Xf2— g%, X —vX?+2fvX —vf? +vg’c,
= X+ (—v=2f) X*+ (f* = g%cr + 2fv) X —vf + vg’cn.
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Pela igualdade de polindmios, temos que
a=-v—2f, b=f'—g*c,+2fv e c=—vf?+vgic,

ou seja, v = —a — 2f, com isso a terceira raiz é QQ, sendo uma contradicdo com a

minimalidade de i, logo a nossa suposi¢ao inicial é falsa. [

Teorema 3.8. O nidmero /2 ndo é um construivel.

Demonstracio. Notemos que a equacido X° — 2 = 0 tem uma raiz v/2. Caso essa equacio
tenha uma raiz racional pelo Teorema 3.6, seriam {—2, —1, 1,2}, mas fazendo a verificagao,
constatou-se que nenhuma ¢ raiz da equacao, entao pelo Teorema 3.7 estd equacao nao

tem raiz construivel. O

Observe que, o valor de X = /2 representa a aresta do cubo que duplica o cubo

de aresta 1 unidade de comprimento.
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4 Atividades para aperfeicoamento do conhe-

cimento com supervisao do professor

Nesse capitulo, serdao sugeridas duas atividades de complementacao para reforcar o
conhecimento exposto na dissertacao. A primeira, refere-se a construcao das superficies
utilizadas por Arquitas; a segunda, a construcao da méquina de Platao que disponibiliza-
remos em forma dindmica na plataforma do GeoGebra junto as construgdes de Apolonio,

Herao e Filao, que poderao ser acessadas através dos hiperlinks divulgados a seguir.

4.1 Tutorial de construcao de superficies de revolucao no software
GeoGebra

Com o objetivo de aprimorar os conhecimentos geométricos como rotagao de curva,
seccoes de planos, equagOes cartesianas e paramétricas das superficies, coordenadas polares
optamos por utilizar o software educacional GeoGebra, sendo uma meta defendida pelo
PCN™.

Quanto aos softwares educacionais é fundamental que o professor aprenda
a escolhé-los em fungdo dos objetivos que pretende atingir e de sua prépria
concepcao de conhecimento e de aprendizagem, distinguindo os que se
prestam mais a um trabalho dirigido para testar conhecimentos, dos que
procuram levar o aluno a interagir com o programa de forma a construir
conhecimento (BRASIL, 1997, p. 35)

De acordo com o site?, define-se GeoGebra como um software de matematica
dindmica para todos os niveis de ensino que reiine geometria, algebra, planilhas, graficos,
estatistica e cdlculo numa aplicacao facil de utilizar. GeoGebra é uma comunidade em
rapida expansao de milhoes de utilizadores localizados em praticamente todos os paises,
tornando-se lider no fornecimento de software de matematica dinamica, apoiando a
ciéncia, tecnologia, engenharia e matematica (STEM) educagdao e inovagoes no ensino
e aprendizagem em todo o mundo. A versao a qual nos referiremos aqui é a classica 6,
que possui as seguintes ferramentas: Calculadora GeoGebra com Graficos, Geometria, 3D,

planilhas, CAS e mais.

Com o objetivo de dinamizar e incrementar a aprendizagem sobre as superficies en-
volvidas na solucao de Arquitas e as aulas de geometria, apresentaremos um tutorial usando

o Geogebra, para mostrar a intersecoes entre as seguintes superficies: toro, cilindro e cone.

Parametros Curriculares Nacionais, PCN.
2 GeoGebra


http://portal.mec.gov.br/seb/arquivos/pdf/livro03.pdf
https://www.geogebra.org/about?lang=pt-PT
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Para baixar o GeoGebra, entremos no site https://www.geogebra.org/download?lang=pt

e depois faca a instalagdo no seu computador.

1. Abramos o GeoGebra e escolhamos a janela de visualizagio 3D, que pode ser
encontrada ao clicar no menu com trés linhas no canto superior direito e depois

exibir > janela de visualizagcio 3D.

Figura 28 — Janela de visualizagdo 3D

Fonte: GeoGebra Classic 6 e autor, 2021

Construcao do cilindro

2. O cilindro sera gerado quando um segmento de reta se desloca paralelamente sobre
uma trajetéria circular. Para isso construiremos uma circunferéncia com centro em
(2,0,0) e passando pelos pontos (0,0,0),(2,2,0) e (4,0,0).

a) Na janela de dlgebra digitemos os pontos: (0,0,0),(2,2,0) e (4,0,0) um de
cada vez, pois utilizando
i. No segundo botao, escolhamos o primeiro comando ponto.
ii. Cliquemos na caiza de entrada e digitemos (0,0,0), dé enter no final.

iii. Repitamos o processo anterior para (2,2,0) e (4,0,0)
b) Construamos uma circunferéncia passando pelos trés pontos anteriores.

i. Selecionemos no sexto botao da esquerda para direita o comando circulo

definido por trés pontos,

ii. depois clicamos nos trés pontos criados nos passos anteriores.
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c)

Figura 29 — Janela de visualizagao 3D

AxrDe e b @ LN Q

A=(0.0.0) 0

I«

»

B=(400)

=20

®@ 0 0 0 ¥

¢ Circulo(A,C.5)

— X =(2,0,0) + (141 cos(t) + 141 ¢

T

Fonte: GeoGebra Classic 6 e autor, 2021

Omitamos os pontos A, B e C' no grafico. Para isto; cliquemos em cada ponto
no grafico com o botao direito do mouse e desmarquemos exibir objeto, e rétulo
de cada um. Ou na coluna de entrada do lado esquerdo e desmarquemos os trés

pontos.

Construamos uma reta paralela ao eixo Z, passando por um ponto da circunfe-
réncia que nao pertenca ao eixo X, através do comando reta paralela localizado
no quarto botao da esquerda para direita. Selecionemos primeiro um ponto no

circulo e depois o eixo Z.

Marquemos dois pontos sobre a reta paralela anterior, um deles na parte superior
e outro na parte inferior ao plano XY . Movimentemos os pontos sobre a reta

para que a ordenada z destes fiquem —4 e 4, respectivamente.

Construamos um segmento de reta com extremidade nesses pontos, pois a
movimentar o ponto que esta na circunferéncia o segmento nao sofrera alteragao
de paralelismo com o eixo Z. Fixemos as extremidades do segmento para
nao alterar o comprimento deste e, para isto, fixemos os pontos clicando no
comando mover, selecionemos o ponto, dando clique no botao direito do mouse,
configuragoes > fixar objeto. Depois, podemos omitir os pontos da extremidade
do segmento e a reta paralela, clicando com o botao direito do mouse sobre

cada objeto e desmarquemos a opg¢ao exibir objeto.

Diminuimos o tamanho do ponto D, dando um clique no botao direito do mouse,
configuragoes > estilo > tamanho do ponto. Ativemos o rastro do segmento;
para colocar o rastro em um objeto, selecione-o, clique com o botao direito do
mouse e marque exibir rastro e execute a animacao do ponto D. A trajetéria

do ponto D ao longo da circunferéncia, ira confeccionado o cilindro.

Para diminui o tamanho de um objeto, no comando que aparece no canto
superior direito com um desenho de uma piramide com trés linhas, clique no

simbolo da engrenagem > estilo e regule o tamanho do objeto.
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Figura 30 — Cilindro gerado pela rotagao de uma reta paralela ao eixo Z
A BB e A @L N o a

© ¢ Ciralo(A.C.8) N

o

X (2.0,0) = (L4 cos(t) + 14
D = Pontofc) :
— (351,131,0) ®
O fiRe.Ex7)
— X =(351,131,0)+1(0.0,1)
o &= Pl :
— (351131, 4)
o F =Pl
— (351131,9)
A &= Segmento[E.F)
]
h = SegmentolE.F)

-8

O G:(Ol??)

Fonte: GeoGebra Classic 6 e autor, 2021

Construcao do cone

3. O cone sera gerado pelo rastro de um segmento de reta girando em torno do eixo X.

a) Na janela de dlgebra digitei os seguintes pontos:
(4,12sqrt{7}/7,0), (4,0,12sqrt{7}/7) e (5,—12sqrt{7}/7,0)

que aparecera (4, %ﬁ, O) , (4, 0, %ﬁ) e (5, —%ﬁ, 0).

b) Construiremos uma circunferéncia passando por esses trés pontos e depois

omitimos os pontos.

c¢) Construiremos um segmento de reta com extremos na origem e um ponto sobre

a circunferéncia.

d) No segmento fazemos as seguintes agoes: ativemos o rastro diminuimos a

espessura trocamos de cor.

e) Sendo K o ponto de intersecao entre o segmento e a circunferéncia acionamos a
animagcao do ponto K, deslocando-o sobre a circunferéncia e o rasto do segmento

criard o cone.
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Figura 31 — Cone gerado pela rotagdo de uma reta entorno do eixo X

£ Janela 3D - GeoGebra - 8 X
Blorebdeed@aN =D sc Q=
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o ne oot
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© — (4.339,-3.02) ®
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— 6.05

+  Entrada

Fonte: GeoGebra Classic 6 e autor, 2021

4.1.1 Construcdo do toro

4. O toro serd gerado pela rotagao de uma circunferéncia tangente ao eixo Z.

a) Fazendo uso do comando circunferéncia definido por trés pontos, clicamos
nos pontos (—4,0,0),(0,4,0) e (4,0,0), gerando a circunferéncia de centro na

origem e raio 4.

b) Similarmente com o comando circunferéncia definido por trés pontos, clicamos
nos pontos (0,0,0),(0,0,2) e um terceiro ponto pertencente & circunferéncia
acima, com excecao de pontos sobre os eixos, geramos uma circunferéncia de
centro (2,0,0), raio 2.

c¢) Finalmente ativamos o rastro da circunferéncia de raio 2, fazendo movimentar
o ponto P, o qual pertence as duas circunferéncias. Desta forma, o rasto forma

o toro.

Figura 32 — Toro gerado pela rotacdo de uma circunferéncia em torno do eixo Z - Intersegao
entre toro, cilindro e cone
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Fonte: GeoGebra Classic 6 e autor, 2021
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4.1.2 Maquina de Platao

1.

10.

11.

12.

13.

Primeiro faremos a construcio dos segmentos AO = 20B, ON = OB+/2,
OM = OB+/4, os quais irdo satisfazer a propriedade da média proporcional e a

duplicacdo do cubo. Os segmentos recebem nomes por exemplo A0 = a.

. Consideremos os pontos A = (—E, O) B = (0, —073> N = (OW, O) e M =

(O, OM ) Na janela de dlgebra digitemos os seguintes segmentos com seus respectivos

"nomes".

Marquemos um ponto GG # N sobre o eixo OX, e depois movamos G até a posicao
N

. Tracemos uma semirreta b com origem em G e passando por B.
. Tracemos uma reta ¢ perpendicular a semirreta b passando por G.

. Marquemos um ponto C' sobre a reta ¢ com ordenada positiva.

Na reta ¢, desmarquemos a opgao de exibir objeto e tracemos uma semirreta d com

origem em G e passando por C'.

. Tracemos uma reta f paralela a semirreta b passando por A, que intercepte d no

ponto P.

Na reta f, desmarquemos a opgao ezibir objeto e tracemos uma semirreta g de origem

em P passando por A.

Tracemos uma reta h perpendicular ao eixo OX passando por P e denotemos por R

o pé desta perpendicular.

Para a reta h, desmarquemos exibir objeto e tracemos os segmentos OR, PR, AO, OB,
ON e OM.

Agora colocaremos um botao de iniciar e pausar, da seguinte forma: na aba de ferra-
mentas, que fica na parte superior do aplicativo, selecionemos a caixa ezibir/esconder
objetos. E na legenda demos um nome, por exemplo teste, que aparecera na janela

de dlgebra como sendo uma letra mintscula por exemplo b.

Na sequéncia selecionemos a ferramenta botdo. Preenchamos a legenda com ini-
ciar/pausar e no cédigo do GeoGebra digitemos o seguinte comando:
Se(b==true,DefinirValor(b,false),Definirvalor(b,true)),

onde b corresponde a letra para exibir/esconder objetos dado no item anterior.
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14. Sobre o botao feito no item anterior, cliquemos com botao direito do mouse e
selecionemos configuragdo, na sequéncia programagdo, ao clicarmos e dentro da caixa
digitemos o seguinte comando abaixo do primeiro comando:

IniciarAnimacao(G,b).
1. Link de acesso da atividade dinamica de Platao: Dinamica de Platao para a duplicacao
do cubo

2. Link de acesso da atividade dindmica de Apoldnio, Herdao e Filao: Dindmica de

Apoldnio, Herao e Filao para duplicagdao do cubo


https://www.geogebra.org/m/musr4brh
https://www.geogebra.org/m/musr4brh
https://www.geogebra.org/m/w5c9n7ah
https://www.geogebra.org/m/w5c9n7ah
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APENDICE A -

Neste apéndice, apresentaremos uma interpretagao geométrica dos parametros de

uma equagao cubica pelo método de Cardano.

A.1 Método de Cardano através de parametros

A seguir apresentaremos o método de Cardano através de pardmetros para solugao
de equagoes cubicas completas. Em termos gerais, vimos que o tema sobre a duplicagao do
cubo recaiu na resolucao de uma equacao cubica. Assim, mostraremos como encontrar uma
solucao para esse tipo de equagao envolvendo radicais, utilizando o método desenvolvido por
Cardano. Para tal efeito, utilizaremos cinco pardmetros cada um com uma interpretacao

geométrica.

A partir do seguinte grafico de uma cubica, chamaremos ponto de inflexdo o ponto
de simetria da cubica I = (x7,y;), isto é, um ponto sobre curva onde ocorre mudanga de

curvatura, de concava para cima para concavidade para baixo, ou vice-versa.

Figura 33 — Gréafico de Cubica no Método de Cardano

Fonte: Adaptado de Feynman (1993, p. 1)

Na equacdo ax® + bx? + cx + d = 0, faremos uma mudanca de varidvel x = y + 7,
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com o fim de estudar o coeficiente do termo de segundo grau,
aly+x)’ +by+az)’ +ely+az)+d=0,
desenvolvendo os termos e reorganizando em poténcia decrescente de y, temos

a<y3+3y29§1+3y:p%—|—x§)+b<y2+2ya§1+x%>—|—cy~|—cx1+d =0
ay3+y2(3a:c1—|—b)+y(3a:c?+2bx1+c)—|—a:c§—|—bx§+cx1—|—d = 0. (A1

Assim, para que o coeficiente de y? se anular, devemos ter

—b
3ax;+b=0, queéequivalente a x;= v
a

Consideremos a equacao y = f(x) = az® + br? + cx + d avaliada em z, daf temos

—b3+b —b2+ —b L , b3 +b3 bc+d
=al|— — c- | — ou seja =t — - —
yr 34 34 34 ’ = o2 T o2 T 3 T

simplificando, temos que

B 2b3 be Y d
2742 3a

Se substituimos x = 27 + a na fungao y = f(z), observamos na figura A.1 que

Yyr

flrr+a)=yr—o, istoé,

a 04—i 3—|—b 04—i 2—1—0 a—i +d_27b3_E+d_
3a 3a 3a ~ 27 3a U'

Desenvolvendo os termos e cancelando d em ambos membros, segue-se

a Cﬁ_%_{_@_ﬁ +b Oﬂ_@_{_ﬁ +c Cl/—i _2763_%_
a 3a2  27a3 3a  9a? 3a) 7

Simplificando os termos do membro esquerdo, obtém-se

3, b? N 20° be  20° bc
e 27> 3a  27a2 3a

que equivale a

b2
o=« (3@ - c) — aa®. (A.2)

Similarmente, se substituimos x = z; + 8 na fungao y = f (z) = y;, podemos observar na

figura A.1 que f (z; + 8) = yr, logo

b\° b\° b 2% be
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Desenvolvendo os termos e deixando o membro esquerdo em poténcia decrescente de [3,

temos as seguintes equacoes

a<,33—bﬁz+b25—bg>+b<52—2bﬁ+bz>+c<ﬁ—b>: 207 _be
27a?

a 3a2  27a3 3a 9a? 3a 3a

b? 2h° be 203 be
3 b _be _ _be
"+ p (C 3a> 27a2 3a  27a? 3a’
Segue dai

2

b b2
af+pBlc—=—) =0, queequivalea, S (> +c——| =0,
3a 3a

assim, 3 =0ouo % +c— g—z = 0. Portanto,

B2_62—3ac_3<b2—3ac

52 902 >:3a2, ou seja, «° =

Reescrevendo (A.2) e substituindo o, temos

b? 9 b? b* — 3ac 3ab* — 9a*c — ab® + 3a*c
o = al——c—an | =a|——c—a——— | =«
3a 3a 9a? 9a?

2ab* — 6a’c b? — 3ac
= | —— | =2aa| —— .
9q? 9q2

Resultando em

o = 2ac’. (A.3)

Calculando o quadrado de o e substituindo o valor de a?, segue

2

2 b2 — 3ac\’
o = (2@a3> = 4a%a®, que equivale a, o2 = 4a® ()

9a?
Desenvolvendo os termos
) o (0% — 9b*ac + 27a?b*c? — 27433
o =4a )
72945

segue

, A 4b*c N 4b%c*  4c3
© 729a*  8la®  27a2  27a’

Desta forma, os parametros § e ¢ ficam em funcao de a. Agora, consideramos a equagao

g

(A4)

ax® + 3b1x? + 3c1x + d = 0 e substituindo z = y — %, com o objetivo de anular y2.

b \? b\’ b
a(y—i) +3b1<y—a1> +3c1<y—;>+d=0,

desenvolvendo os termos em poténcia de y, temos

303 203 3b
ay® +y <301 — a1> + a—; — ;cl +d =0 que equivale a
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203 — 3abicy + a*d B
a? N

0.

ay® + 35 (aq — b%) +

Tomando E = ac; — b3 e F' = a*d — 3abyc; + 2b3, ainda podemos reescrever F' por

pea (B0 a).

a? a
Comparando os termos de y; com os de F', obtemos % = b3, do qual seguem b; = % e
c; = 5. Substituindo esses valores em F', temos
203 b
F=a? (27&2 — 3—2 + d) =a’y;, de onde F?*=a'y’.
Calculando o valor de E, em funcao de b e ¢, temos
b\ b
E:a-g— — que equivale a E:%——.
3 3 3 9
Dai,
ac  b\° a’c®  a’b*®  abic bo
EBP=|—-— ja, E°= - T
( 3 sa) A o7 27 8l 729
Determinando F? + 4E3 e fatorando a*, temos as seguintes equacoes
4a3c®  4a*b c® dablc  4°
F2 4E3 — 4. 2 . o
* T o7 T8l 79
4¢3 4b%c® 4b*e 4p5
4.2
_ _ — A5
¢ <y1‘+ 27a 27 | 8lad 729a4> (A5)
Substituindo a equagao (A.5) na equagao (A.4), obtemos
F? + 4% = o* (y? — 02> (A.6)

Agora, substituindo o valor de z; na equagao (A.1)

A —b AV —b\’ —b
—) 42— —) 4 =— ) 4d=

simplificando e substituindo y;, temos as seguintes equacgoes:

5 b? AN 203 be
a ——4c _ — —
y Ty 3a 27a2  3a

ay® +y

+d=0,

—b% + 3ac

3a

—b?+3
ay3 +vy ( ) +yr = 0,que equivale a ay3 — 3ay <9a+2ac> +yr =0

Substituindo o, obtemos

ay® — 3ac’y +yr =0 (A7)
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Por outro lado, suponhamos que y = r + s seja a solu¢ao da equagao (A.7), logo,
a(r+s)° —3aa®(r+s)+y =

a (7’3 + 3r?s + 3rs® + 53) —3ac’r — 3aa’s +y; =
a(r3+s3>+3a7’s(r—|—s)—3aa2(r+s)+y1~ =

o O O O

a (r3 + 33) +yr+ (r+s) <3ars - 3aa2) =
Estudando a ultima equagao, podemos ter as seguintes equagoes
a (r3 + s3> +yr=0 ou 3ars—3aa*=0.

Dai, teremos

yr
r3—|—s3:—— e rs:a2.
a

Elevando ao cubo ambos os membros da tltima equacao temos 73s® = ab. Observemos

que, se 73 e s fossem as raizes de uma equacao do segundo grau, entdo r® + s3 representa

a soma das raizes e r°

s3 o produto. Denotamos por S a soma e P o produto das raizes,
assim usando a equacao do segundo grau escrita em fungao da soma e produto de raizes,
temos

y* — Sy+ P =0.
Substituindo os valores da soma e produto e aplicando o processo de Baskara, temos

n

y2+;y+a6:0.

2-1 2a

y:

Sabemos da equacio (A.3), que o quadrado de « é 02 = 4a%a®. Substituindo 0% e y = r3,

numa das solucoes encontradas por Baskara, obtemos

1
rd = %{—y[—i-\/y%—O'Q}.

Segue dai,

1
r= \3/2(1 (—yz+\/yf—02>-

E, de modo analogo, para a outra solucao

4 1 e a—

Agora, substituindo os valores de r e s em ¥y, obtemos

1 1
y=\3/2a (—y1+\/y%—02>+\‘”‘/2a (—yz— y%—cﬂ)
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Por outro lado, suponhamos que 2/, 2" e 2" sejam as raizes de f(z), assim 2’ =y + 7,

/

" =y"+x; e 2" = y" + x;. Notemos que, \/y} — 02 = \/(y1 +0) (y1 — 0) = \/VorVm-
onde y,, =y; + 0 e y,, = yr — 0, sendo as ordenadas do ponto onde muda a diregao.

Observemos que, F' = a?y;, de onde segue que y; = a% Da equacgao (A.6), encon-

2

2 3 . . , . ~
tramos que y? — 02 = %. Substituindo essas duas ultimas expressoes em ¥, temos

2a a? at 2a3

1 F F?2 +4E3 1
y ( + +) que equivale a y = — (—F +VEF?+ 4E3> .

Assim, vemos que, o radicando da raiz quadrada pode ser escrito em funcao de y? — o>

OU Yy, Yo, OU F? + 4E3. Usaremos 03 = (Yo, ) (Y0,) = y7 — a* = F? + 4E? para denotar o

discriminante da cubica.

Voltando do ponto de vista geométrico da figura A.1 mostraremos que o resto da
solucio depende de sinal do discriminante assim: y? — a? > 0 uma raiz real, y? — a® = 0
A z . d A . . 2 _ 2 0 A ’ d. . A 1. d
trés raizes reais(duas ou trés iguais), y7 — a® < 0 trés raizes distintas. Analisaremos cada

caso

o y? > 0% e também Y190 > 0 ou F? +4E3 > 0, com isso a fungao tem uma raiz real,

veja a figura A.1

Logo, ' =y + x, sera

4 1 o 1
93/=$1+\3’/2a <—yl+\/y?—02)+\%m <—y1—\/y%—02>

o y? =0? e também y, 1y = 0 ou F? +4FE% =0

Para o # 0, a fungao tem duas raizes iguais x; + « e a terceira raiz sendo x; — 2. Dad,
as raizes sao x; + o, r; + o e x7 — 2a.. Substituindo x; + o em 2/, e eliminando a raiz
quadrada, temos

U

= -2 .
@ 2a

Se 0 = 0, entdo y; = 0, logo a = 0, assim =’ = x, ou seja a func¢do tem trés raizes iguais.
o y? < 0? e também 19,0 < 0 ou F? +4E3 < 0.

E claro, da figura A.1, que existem trés raizes reais distintas, neste caso.

Utilizando a trigonometria para auxiliar na resolugao, pois devemos calcular raizes
ctibicas de ntimeros complexos. Fazendo a substituicio y = 2acosp em ay® —3aya®+y; = 0,

e fatorando 2aa?, temos as seguintes equacoes

a (2acosp)’ — 3a - 2acosp -0l +y; =0 e  2aa’ (4003390 — 3005@) +yr=0.
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E sabendo que o = 2aa?® e cos3p = 4cos®p — 3cosp, segue
Yr = —0cos3p.

Logo,

y? — 0% = (—ocos3p)’ — 0% = o° (00823g0 - 1) = o? (—Senz?)go) = —o%sen®3¢p.

2 2 _

Substituindo y? — 02 em 2’ e sabendo que i —1, obtemos

4 1 o 1
¥ = x4+ \5/2 (Ucos&p + \/i20236n23¢> + \“%2 <00033g0 — i20286n2390)
a a

1
\/2 (ocos3p — iosen3y)
a

1

¥ = xr+ \3/2 (ocos3p + iosendyp) +
a

3

3

, O , o .

¥ = xr+ % (cos3p +isen3yp) + % (cos3p — isen3yp).
a a

Substituindo o = 2aa?, segue

3

2a03 2
¥ =xr+ \?/ ;a (cos3p + isen3dyp) + \?/ ;a (cos3p — isen3dyp).
a a

ou seja,

=z + &\70083@ + 1sendp + 06\70083@0 — 15en3yp.

Usando a féormula de Moivre, obtemos

, 3p + 2k ) 3p + 2km 3p + 2k , 3p + 2k
r = xr+a | cos T +18€en f +a | cos f —18€en #

Com k = 0,1, 2. Dai, para k = 0, temos
¥ =z + a(cosp +isenp) + a (cosp — iseny) = z' = x1 + 2acosp.
Analogamente, para k = 1,2
2" = x5+ 2acos (go + 2;) e 2" = xr + 2acos (go + 4;)

As raizes sao mostradas na figura A.1 em relacao a uma circunferéncia de raio 2« e centrada

acima do ponto N.
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Figura 34 — Relagao das raizes em uma circunferéncia de raio 2«

Y

Fonte: Adaptado de Feynman (1993, p.6)

[lustraremos o método com o seguinte exemplo.

Exemplo A.1. Determine as raizes da funcdo f (z) = 23— 62%+ 11z — 6. Primeiro vamos

determinar os parametros xj, yr, @ € 0

b —6

Logo, x1 é uma raiz da fungdo.

, bV —3ac (-6°-3-11 3 1 o L V3
“ T 92 T 9.1z g3 Pomame omym=og
Determinando o valor de o
3
3 2v/3
oc=2a0"=2-1- £ :—\/_
3 9
Por outro lado, 0
__yr_ YV
003390——;—%—0,
9
assim, 3¢ = cos 1(0) = 90°, logo ¢ = 30°. Dai, vemos que
3 3 3
x’:x1+2acosgp:2—l—2\/3_003300:2+2\é—-\2_224—1:3
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Calculando x",

2" =z + 2acos (¢ + 120°)

Finalmente, calculando x",

" =z + 2acos (p + 240°) =2 + 2?005270o =2+ 2? 0=

V3 Vi V3
2

=24+2-—coslb0° =2+2— . —
+ 3003 + 3

V3 V3

2
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