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Resumo

Dentre as inimeras formas de representar os niimeros reais, tratamos neste trabalho de
uma das mais utilizadas, as fragoes continuas. Inicialmente, trazemos alguns conceitos
bésicos e classificamo-as em fragoes continuas finitas ou infinitas. Definimos e indica-
mos como calcular o n-ésimo convergente, demonstrando algumas de suas propriedades.
Dentre elas, mostramos que a sequéncia dos convergentes de indice par é decrescente e
a, dos indices impares é crescente, o que garante que a aproximacao entre convergentes
consecutivos tenda a zero. Fato que faz com que a sequéncia dos convergentes configure
uma sequéencia de Cauchy. Em seguida demonstramos que a sequéncia de denominado-
res dos convergentes € estritamente crescente. Apresentamos as relagoes entre nimeros
racionais e nimeros irracionais com fragoes continuas finitas e infinitas, respectivamente.
Fazemos uso, ainda, das propriedades de seus convergentes para trazer significado aos
numeros reais, em especial aos numeros irracionais. Definimos fragdes continuas infinitas
periédicas. Demonstramos que todo nimero irracional associado a uma fracao continua
infinita periédica é raiz de uma equacao de segundo grau com coeficientes inteiros. Além
disso, analisamos as raizes de tais equacoes e verificamos que uma € o inverso da outra.
Palavras-chave: Teoria dos nimeros; Sequéncias de niimeros racionais; fragoes continuas;
Representacao de Nuimeros Reais;
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Introducao

Existem registros sobre a utilizacao de fragoes continuas de modo nao sisteméatico desde
tempos remotos. Os matematicos Euclides (325a.C. — 265a.C.) e Aryabhata (476 — 550)
sao exemplos de precursores para a organizagao do assunto. O termo “fragao continua” foi
criado pelo matematico britanico John Wallis (1616 — 1703), em seu livro Opera Mathe-
matica(1695). Nesta obra também foi explicado como calcular o n-ésimo convergente e
algumas de suas propriedades foram demonstradas.
Depois disso, Euler (1707 — 1783) demonstrou, fazendo uso das fragoes continuas, que e
e €% sdo irracionais. Também outros matemdticos como Bombelli (1526 — 1572), Cataldi
(1548 — 1626) e o francés Joseph Louis Lagrange (1736 — 1813) trouxeram novidades que
impulsionaram as pesquisas sobre o assunto.
Atualmente, ao questionarmos um aluno do 92 ano do ensino fundamental sobre como
pode definir um numero irracional, possivelmente este responderia que tratasse de um
nimero com a parte decimal infinita e nao-periédica; ou ainda poderia referir-se como
sendo nimeros que nao tem raiz quadrada exata.
Esse assunto, a ampliacao do conjunto dos niimeros racionais para o conjunto dos niimeros
reais, é tratado somente no 82 ou no 92 ano do ensino fundamental ou ainda na 1? série do
ensino médio. Com isso, o aluno acaba formalizando um conceito falho sobre os niimeros
irracionais.
De fato, aos nimeros naturais ja é evidente a existéncia da necessidade de contar, aos
nimeros inteiros a ideia de creditar/debitar auxilia no manuseio com os sinais + ou —;
ao dividirmos um numero inteiro por outro nao nulo trazemos significado aos nimeros
racionais. Mas, quanto aos niimeros irracionais, como representa-los?
Considere a equacao

22 —br—1=0,

sendo b um nuimero inteiro.
Se x # 0, podemos isola-lo da seguinte forma
1
x=>b+— 1
- )

De modo que a equagao (1)), depois de finitas substituigées de repeti¢ao em z, apresenta

a seguinte configuragao:
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x:b+l:b+ 11
x b+ .
b+ I
b+ T
b+ T
b+ —

— [b;0,,b,b,- -]
— o).

Esta equacao retrata uma das formas mais utilizadas para representar niimeros irracionais:
as fragoes continuas; para este caso, fracbes continuas simples infinitas periédicas. As
pesquisas sobre esse tema ganharam forgas a partir do século XV 11, porém, atualmente,
em livros de matematica de Educacao basica, a utilizacao das fracoes continuas para
representar numeros reais ainda nao ¢é utilizada.

O objetivo do nosso trabalho é apresentar os nimeros reais sob a forma de fragoes
continuas. Mostraremos que a partir de seus convergentes, que sao numeros racionais,
podemos obter aproximacgoes que nos permite significar um nimero irracional. Também
queremos trazer para o leitor outra forma de encontrar as raizes de equagoes de segundo
grau com coeficientes inteiros, quando estas forem irracionais.

Para tal, escrevemos este trabalho em quatro capitulos distribuidos da seguinte forma:
No capitulo 1, construimos o corpo dos numeros racionais e concluimos que este é um
corpo de fragoes do dominio dos niimeros inteiros.

No capitulo 2 definimos sequéncias de niimeros racionais e convergencia dessas sequéncias,
demonstrando algumas propriedades de limites envolvendo-as; logo apds, conceituamos
sequéncias de Cauchy.

Esses dois primeiros capitulos servem de fundamentacao tedrica para que alcancemos o
objetivo de nosso trabalho.

No capitulo 3, definimos o conjunto das sequéncias de Cauchy de niimeros racionais, junto
as suas operagoes de soma e produto e respectivas propriedades, com o objetivo de cons-
truir o conjunto dos nimeros reais (R-simbologia criada pelo matematico alemao Georg Cantor).
Finalizamos com o capitulo 4x, foco do nosso texto, em que fazemos o estudo sobre uma
das formas de representar niimeros reais, as fragoes Continuas. Conceituamos e demons-
tramos algumas das propriedades dos convergentes das fragoes continuas; apresentamos as
relagoes existentes entre niimeros racionais e nimeros irracionais com as fragoes continuas
finitas e infinitas, nessa ordem. Também explicamos como encontrar as raizes irracionais

de uma equacao de 2° grau com uma incégnita por meio das fracoes continuas.



Capitulo 1

Corpo de fracoes de um dominio

1.1 Introducao

A ideia para este capitulo é construir um corpo K que contenha um subanel A" isomorfo a
um outro anel A de modo que este seja identificado como “cépia” de A’. Assim, conclui-
remos que o corpo dos nuimeros racionais ¢ um corpo de fragoes do dominio dos ntimeros

inteiros.

1.2 Corpo de fracoes de um dominio

1.2.1 Quociente em um corpo

Seja K um corpo. Seja x € K a solugao da equagao bx = a, em que b # 0. A solugao para

essa equacao ¢ um elemento z = ab~! = b~'a, pois K é um corpo. Desse modo, temos
a

que x é o quociente de a por b e o denotamos por x = 7 Logo, todo elemento de a € K

é um quociente, sendo b # 0:

ab

a=a(bb™t) = (ab)b = 7

Nesta secao responderemos aos questionamentos feitos na introducao deste capitulo. Con-
sidere o dominio A e o dominio de integridade A*, sem o elemento 0.

Considere a relagao interna B = A x A*, denotada também por B = A x (A — {0}).

Seja B um conjunto nao vazio. Primeiramente, vamos definir a relacao de equivaléncia

no conjunto B = A x A* assim:

Defini¢ao 1.2.1. Dados (ay,by), (ag,by) € B, entao
(a1,b1) ~ (ag,by) se, e somente se, a; - by = by - as.

Teorema 1.2.1. A relagao ~ definida acima é uma relacao de equivaléncia.

10
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Demonstracao. De fato,
i) vale a reflexiva: pois (ay,b;) = (a1, b1) para todo (a1, b;) € B.

ii) vale a simetria: Como (a1, by) ~ (ag, bg), entao a; -by = by -as. Assim, by-a; = as-b;.

Logo, (a2:b2) ~ (alabl)'

iii) vale a transitiva: se (a1, by) ~ (ag, b2) € (ag, by) ~ (as, b3), entdo, da definigao,
a1 by =01 -ay e ay-by=by-as.
Multiplicando a primeira igualdade por b3 e a segunda por by, obtemos
ay-by-b3=0by-as-bzeas-by-by =0by-as-by,

donde temos
al'bg'bgzbg'ag'bl.
Logo ay - by = ag - by e, portanto (ay,by) ~ (as, bs).

]

Definigao 1.2.2. Definimos entao a classe de equivaléncia de um elemento (a,b) € B

como o conjunto

g}:ﬁ%weB\@w%%%@L

a
em que o par (a,b) é chamado de representante da classe [E} .

Definicao 1.2.3. Dada uma relagao de equivaléncia ~ em um conjunto A, definimos o
conjunto de todas as classes de equivaléncia como conjunto quociente de A em relacao a

classe de equivaléncia ~, denotado por A/ ~.

Exemplo 1.2.1. Do exemplo ??, considerando o conjuto A de todas as pessoas e a relagao

“nascer no mesmo meés”, concluimos que o conjunto quociente é dado por
A/ ~= {{janeiro}, { fevereiro}, - - ,{novembro}, {dezembro}},

sendo que, por exemplo, pessoas nascidas em marco pertencem a mesma classe de equi-

valéncia em A/ ~.
Seja K o conjunto de todas as classes de equivaléncia de B definido por:
K:{ghameAb¢@

Vamos definir a seguir a soma e o produto em K.
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Definicao 1.2.4. Sejam % e 5 elementos de K. Definimos em K as seguintes operagoes:

a c ad + be
Ol 343~
a C ac
92) 34~ b

Como estas operagoes sao bem definidas, os seus resultados nao dependem dos represen-
a c ) . . .
tantes das classes — e —. Para isso, considere que A é um dominio e que b # 0 e d # 0,

consequentemente o produto bd # 0 e dai a soma e o produto pertencem ao conjunto K.
a a ¢ c

SejamE:yeC—i:Etemos
i) a+c_ad+bcea/+cl _a/d/+b/c/
b d  bd v ood o bd

Agora, note que

ad + be B ad +bc
bd b'd

implica em (ad + be)b'd = (a'd +b'c)bd
que ainda é equivalente a
adb'd +beb'd =a'dbd+bcbd

Aplicando a comutatividade e a associatividade do produto, validas para o dominio,

temos que
ab'dd +bb'cd = a'bdd + bb ¢ d.
Como, por hipétese, ab’ = a'b e cd = ¢ d, segue que a igualdade anterior é vélida

independente dos representantes das classes.

Para a verificagao do produto temos

/ o

i) a ¢ ac d ¢ ac
i) - —-=—e€e - =
b d bd bV d bd
Note que
Z—; = Z/—; equivale a acb'd = a'c'bd

Aplicando a comutatividade e a associatividade do produto, vélidas para o dominio,

temos que
abed = a'bed.

Essa igualdade é obtida diretamente da hipdtese.

Axioma 1.2.1. O conjunto dos nimeros inteiros (Z) é um dominio.
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Definicao 1.2.5. Definimos o conjunto quociente de Z x Z* pela relacao ~ como o

conjunto dos nimeros racionais, denotado por Q.

Teorema 1.2.2. O conjunto dos nimeros racionais, munido das operagoes de soma e
produto, pela Defini¢ao [I.2.4] assume as propriedades dessas operagdes em Z e possui

elementos neutros aditivo e multiplicativo 1 e T nessa ordem.

~ . a (& xz . .
Demonstrag¢ao. Sejam r = 3 5= P e { = — numeros racionais.
Y

1. Associatividade da soma:

a C X
(r+s)+t= <Z+E>+§
ad+bc =
by
ady + bcy + bdx
bdy

_a, (e @
b d y

=r+(s+1).

2. Comutatividade da soma:

+s=o 4
r+s=—-+-
b d

ad + be

bd
be + ad

db
=S4T

3. Elemento neutro para a soma: Sendo 0,1 € Z, segue que o elemento neutro da soma

¢ a fragao T

9 a-1+b6-0
1 b-1

SRS
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/ ;0 . —a
4. Elemento simétrico: Para todo r € Q existe r tal que r+r = T Sejar = - Logo,

5. Associatividade do produto:

_a (e
b \dy

6. Comutatividade do produto:

o 2

1 0 1 1
7. Elemento neutro do produto: Existe 1 € A, com — # —, tal que rI = r, para todo

1 1
re Q.
I a1
1T
a1
S b1
_¢
b
= r, uma vez que (ab)-1=1-(ab).
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8. Distributividade do produto em relacao a soma:

r(s+t):%<§+§)

_a cy + xd
b dy

a(cy + xd)
bdy

acy + axd
bdy

blacy + axd)
b(bdy)

acby + axbd
bdby

ac axr
bd by
ac axr
~3d by
=rs—+rt.

Teorema 1.2.3. Todo elemento nao-nulo de Q possui inverso multiplicativo.

0
Demonstracao. Seja r € Q. Com r = % #* T

a L b
Logo, sendo b # 0 e a nao nulo temos que 3 ¢ nao nulo e admite inverso —. Logo,
a

ab_ab_l

ba ab 1

a b
b a

a ., . . . . a\ !
Portanto, 7 é invertivel e seu inverso é representado por (Z) : O

Com todas essas verificagoes, provamos que Q é um corpo, chamado de corpo de fragoes
de um dominio Z. Em @Q, os elementos neutros da soma e do produto sao tunicos. A

demonstracao disso é analoga ao que trazemos no apéndice.

1.3 Corpo de fracoes de um dominio ordenado

Vimos na secao anterior que Q é um corpo. Precisamos agora provar que esse conjunto
também é um corpo ordenado. Para isso, precisamos definir um conjunto de positivos em
Q cujas operagoes de soma e de produto sejam fechadas e que os axiomas de ordem sejam

satisfeitos.
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Proposicao 1.3.1. Seja P = {% €EQ|abe N}. O conjunto P faz de Q um corpo

ordenado.
a

be@yabeN}.

Demonstra¢ao. Considere o conjunto P = {

a c
Sejam x = 7 ey = p elementos de P, temos

ad + be

¢
d b

Tt+y=,+

a
b
Como (ad + be) - (bd) = abd?® + cdb® e ab,cd € N. Uma vez que, b* e d* sdo positivos,
confira na Proposi¢ao seque que (ad + be) - (bd) € N.

Analogamente, como

a ¢ ac

b d b

em que (ac)(bd) = (ab)(cd) e ab, cd € N. Segue que x -y € N.

Portanto a soma e o produto sao operagoes fechadas em P. Falta-nos verificar a tricotomia.

Seja % € Q. Da Tricotomia,
ouab € Nouab=0ouab# N.

Como b # 0 entao
ouab>0ouab=0ou(—a)b=—ab>0.

Assim,
ouab e Nouab=0ou(—a)b=—abeN.
Ou seja,
ouab € Pouab=0ou (—a)b=—abe P.
Portanto, Q é corpo ordenado. O]

a c a c
7 d € Q, com b,d > 0. Dizemos que 7 ¢ menor ou igual a 7

a _c
denotamos por 7 < 7 quando ad < bc.

Definicao 1.3.1. Sejam

Os simbolos >, < e > definem-se de modo analogo ao tratado na relacao de ordem no

conjunto dos nimeros inteiros.

Teorema 1.3.1. A relacao < ¢é bem definida e é uma relacao de ordem em Q.

Demonstragao. Inicialmente, vamos mostrar que a relagao é bem definida.
/

Seja % = %, assim, ab = a'b. Da Defincao |1.3.1 temos que

< = =ad < be.

SalES
aulo
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’ ’ ’ , ’ / - CL &
Como b > 0, obtemos adb < beb , donde concluimos que a d < ¢b e, entao S < 7
c
Analogamente, como — = — de
d d
a ¢ / ,
? < E =ad<ch ,
a ¢
chegamos a conclusao que 7 S < 7
L ; LN a<c a<c:>a/cl t5 I LN
0go, temos que — < — —<-e— < - — —, entao concluimos que — < —
080, MO AU u S G =y Sa Y SaT v a Wy Sa
a c
- < - O
v S d

Vamos verificar, agora, se a relacao é um arelacao de equivaléncia.

1. Reflexiva: se % € Q, entao % % pois ab < ab.
2. Simétrica: se Z, ccl € Q, entao % < C—Ci e c_cl < %. Dai, ad < ¢b e ¢b < ad. Logo, obtemos
d = b, ist °
ad = be, isto é, — = —.
b d
3. Transitiva: se %, 5,? € Q, entao
a ¢ ¢ _e
S<-e- <
b ~d d " f

Como b,d, f > 0, vamos multiplicar a primeira desigualdade por f e a segunda por b,
para obtermos
adf < bef e bef < bed,

(&

. . . . / a/
pela trasitividade, chegamos a af < be, isto é, 7 < ?
Como o conjunto dos niimeros racionais € um corpo ordenado, automaticamente sao valdas
todas as propriedades da relacao de ordem < em Z. Estas propriedades depedem somente

da existéncia do conjunto dos positivos P no corpo, ja definido neste capitulo.



Capitulo 2

Sequéncias de niimeros racionais

2.1 Introducao

Neste capitulo, vamos definir sequéncias de niimeros racionais, convergencia dessas sequéncias
e demonstrar alugumas das propriedades de limites das mesmas, além de conceituar
sequéncias de Cauchy para explicar, no capitulo seguinte, o método de Cantor para cons-
truir o conjunto dos nimeros reais (R) a partir do conjunto de sequéncias de Cauchy de

numeros racionais.

2.2 Conceito

Definigao 2.2.1. Uma sequéncia de nimeros racionais (ou sequéncia racional) é uma
fungao = : NU {0} — @, em que cada nimero natural, em alguns casos iinclui-se o zero
na lista, estd associado a um numero racional. Denotaremos por x,, = x(n), o n-ésimo

termo da sequéncia, com n € NU {0}, de modo que:

x1 € o primeiro elemento
2o € 0 segundo elemento

3 é o terceiro elemento

Z, € 0 n-ésimo elemento

- e assim por diante

Frequentemente, usamos dois tipos de sequéncias: aquelas em que os termos podem ser
definidos por regras, dependendo somente de n; e aquelas em que encontramos os termos
de modo recorrente, dependendo de termos anteriores. Desse modo, x,, é uma expressao
matematica em fungao de n chamada de “termo geral” que designa cada elemento da

sequéncia denotada por (z,).

18
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n—1

> o

Exemplo 2.2.1. 1. (z,) = (
n

, . 0 1 2
€ a sequencia - =
q 72737

n—1
desta sequéncia ¢é definido pela regra z,, = ;
n

,) O termo geral

2. (x,) = (n?) é a sequéncia (1,4,9,16,---). O termo geral desta sequéncia é x,, = n?;

3. A sequéncia (S) é definida pela recorréncia S, = 2-.S,_1 paran > 2. Com S; = 2.
Dai, temos que o segundo elemento de (S) é: Sy =25, 1 =25, =22 =4,

Novamente, temos S3 =2 -5, =24 =8.

Continuando desse modo vemos que a sequéncia é (2,4, 8,16,32,---)

4. A “Sequencia de Fibonacci”, é a sequéncia em que definimos F; = 1 e F5, = 1 e 0s outros
termos sao obtidos, recursivamente, somando-se os dois termos anteriores, ou seja,
Foio = F,11 + F,. Portanto a Sequéncia de Fibonacci é (1,1,2,3,5,8,13,21,34, ...)

Note que do exemplo 2 podemos escrever outra sequéncia cujo termo geral é dado por

x, =4" com n € NU{0}. Dai, teremos a seguinte sequéncia:

(xn,) = (1,4,16,64,---)

E essa seria apenas uma restin¢ao de intimeras outras possiveis de separar a partir desse
exemplo.
Cada nova sequéncia gerada, a partir de uma outra como fizemos acima, recebe o nome

de subsequeéncia definida tecnicamente logo abaixo.

Definigao 2.2.2. Dada uma sequéncia (z,). Uma subsequéncia é uma fungao 2’ : N’ — N,
onde N’ é um subconjunto de N com indices estritamente crescentes, isto é, ny < no <

ng < --- <ng < ---. Dizemos, entdo, que (z,,) ¢ uma subsequéncia de (z,), com k € N.

Isto quer dizer que a partir dos termos de uma sequéncia (z,) podem ser formadas ou-
tras sequéncias, termo mencionado anteriormente como “restringoes” aos termos de uma

sequéncia, para as quais sao validados todos os teoremas validos para (x,,).

Exemplo 2.2.2. Considere a sequéncia (z,) cujo termo geral é dado por z,, = (—1)",
com n € N. Note que, para todo ¢« € N, quando n = 2i teremos xo; = 1 e paran =2i+ 1
teremos o1 = —1, ou seja, em (x,) todos os elementos de indice par e os de indice

impar sao iguais a 1 e —1, nessa ordem.

Logo, de (x,,) obtemos duas subsequéncias (x9;) = (1,1,1,-+-) e (x941) = (=1, —1,—1,--+).
Note que estas novas sequéncias possuem todos os termos iguais. Existe uma classificagao

propria destinada a sequéncias com essa caracteristica. Veja a seguir.
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2.3 Sequéncias mondtonas de nimeros racionais

Em relacao a disposicao de seus termos as sequéncias podem ser classificadas como:
Definicao 2.3.1. Considere uma sequéncia de nimeros racionais (x,,).
a) Dizemos que (x,) é constante se todos os seus termos sao iguais.

b) Dizemos que (x,) é estritamente crescente se, x,.1 > =, para todo n € N, ou seja,

todo termo é maior que o termo anterior.

c) Dizemos que (z,,) é estritamente decrescente se, x,11 < T, para todo n € N, ou seja,

todo termo é menor que o termo anterior.

d) Dizemos que (x,) é nao-decrescente se, x,,1 < x, para todo n € N, ou seja, nenhum

termo é menor que o termo anterior.

e) Dizemos que (x,) é nao-crescente se, x,.1 > x, para todo n € N, ou seja, nenhum

termo é maior que o termo anterior.
Definicao 2.3.2. Uma sequéncia nao-crescente ou nao-decrescente se diz mondétona.

Exemplo 2.3.1. a) A sequéncia (1,1,2,2,3,4,5,6,6,---) é nao-decrescente.
111111
) 27 27 37 37 47 47

Além dessa, ainda podemos ter outras situacées como:

b) A sequéncia (1,1 -+ ) é nao-crescente.

n—1
efinida pelo termo geral x, = sabemos que

QL

Exemplo 2.3.2. Da sequéncia (z,

n
- - 123

seus 4 primeiros termos sao | 0, ) O que nos leva a pensar que esta pode ser

crescente.

Dai, entao, temos

n+1)—1 n-—1 1
Tpal — Ty = — = >0
i n+1 n n(n+1)

Logo, da diferenca entre dois termos consecutivos da sequéncia, podemos concluir que
(x,) é uma sequéncia estritamente crescente.

Da definicao podemos nomear como sequéncia mondétona a sequéncia classificada
como estritamente crescente ou decrescente, ou ainda, nao-crescente ou nao-decrescente.
Perceba que a sequéncia constante também é mondtona, pois tanto se pode dizer que

Tn < Tnyp OU ainda que x, = x,.1, para todo n € N.
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2.4 Convergéncia de sequéncias racionais

n+1 273747
comportamento de seus 10 primeiros termos marcados na reta real.

123
Considere a sequéncia (z,) = ( n ) = ( --), com n € N. Veja abaixo o

n
> sobre a reta real.
n—+1

Figura 2.1: Os 10 primeiros termos de (

Agora, fazendo a diferenca entre dois termos consecutivos quaisquer, note que

_n—l—l_ no 1
T n+2 nt+l (n+1)n+2)

Tpy1 — Tn > O’
logo (x,) é estritamente positiva. Portanto, se tomassemos os seus cem primeiros elemen-

tos, por exemplo, estes estariam se aproximando cada vez mais do 1, uma vez que

n
n+1

mas isso nao nos esclarece se em um dado momento estariam acumulados sem ultrapassar

<1,

ou se ainda ultrapassariam o 1. Entao, podemos dizer que o 1 é um candidato a “ponto

de acumulacao”. Mas o que justifica isso?

Definicao 2.4.1. Seja uma sequéncia de numeros racionais (z,). Dizemos que (x)
converge para um numero racional L quando, para todo € > 0, existe um N € N de modo
que

|z, — L| < ¢, para todo n > N.
Teorema 2.4.1. Se uma sequéncia converge seu limite é tnico.

Demonstragao. Seja (x,) uma sequéncia convergente. Suponha que essa sequéncia possua
mais de um limite. Tome a e b limites de ().
Seja um nuimero racional € > 0, da definicao de limites de sequéncias, existem ny,ny € N

tal que

|xn—a|<g,paran>n1e

£
|z, — ] < 5 paran > na.
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Seja nz o maior valor entre n; e ny, isto é, n3 = max {nl, nQ}. Quando n > n3 temos que

la —0b| =|a —x, +x, — b
:|<xn_a)+(xn_b)|
<z, —a|l+ |z, — b

<8+8—5
2 2

Note que € assume qualquer valor arbitrario nao-negativo e como a desigualdade acima é

menor que €, concluimos entao que
la —b] =0,

que implica em dizer que a = b.

Isso conclui nossa demonstracao. ]

Neste caso, dizemos que o nimero L é o limite da sequéncia e é denotado por

limz, = L ouxz, — L.

+ t +
L-¢ n n+3  Xnez L+e

Fonte: Figura adaptada do Livro Introdugdo & Anélise Real

Em outras palavras, temos que |z, — L| pode ser tao menor quanto € > 0 tomado aleato-
riamente, contanto que a posicao n seja suficientemente grande. Por isso, podemos dizer
intuitivamente que L é o limite da sequéncia.

Usamos a conotacao “ponto de acumulagao” no exemplo do inicio da secao para expressar
o limite de sequéncia numa linguagem informal. Porém, da definicao anterior podemos

afirmar que se a sequéncia tiver um limite ela é dita convergente. Senao, é dita divergente.

Exemplo 2.4.1. Usando a defini¢ao de limite de uma sequéncia de nimeros racionais

N n T
vamos provar que a sequéncia x, = 1 converge e tem limite igual a 1.

n
Dado um ¢ > 0, precisamos achar N € N tal que para todo n > N se tenha

n
—1ll<e
n+1 '
Como temos que
n 1
—1] =
n+1 ' n+1
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e queremos encontrar um n > N, podemos escrever dai entao que

1 1 1

< < .
n+1 N+1 N

n+1> N + 1, donde concluimos que

i 1
— 1‘ < g, se considerarmos que N < e,

Assim, como da condicao inicial temos que

n+1

obteremos que N > —.
€

1
Com isso, temos que para todo € > 0, existe N € N, nesse caso N > —, tal que para todo
€

n > N implique em

n
—1| <e,
n+1 ‘
ou seja,
limz, = 1.

Detalhando o que foi dito logo acima, vamos tomar € = 0,01, assim teremos

1
N > —— = 100.
0,01
Assumiremos N = 101 e segue que depois centuagésimo primeiro termo a distancia entre
xn € o valor 1 é menor que 0, 01.

Testando com n = 102:

102 1 1 1
102 +1 103 103 100

Logo, a sequéncia dada converge e tem limite igual a 1. Resposta para o questionamento

feito antes da definicao [2.4.1].

Exemplo 2.4.2. Considere a sequéncia (z,) = (—1)", para todo n natural.

Observe que na sequéncia (z,) = (—1,1,—1,1,—1,1,---) os elementos alternam-se em
dois valores, —1 e 1. Nesse caso, nao ha um cadidato a “ponto de acumulagao” como na
situagao expressa no inicio da secao.

Sendo assim, dizemos que (z,) é uma sequéncia divergente, pois ndo ha um “ponto de
acumulagao” tendo em vista que para todo £ > 0, nao existe uma posicao a partir da qual

os termos de (z,) convirjam para um tnico ponto.

Exemplo 2.4.3. Usando a definicao de limite de uma sequéncia de ntimeros racionais

N n ..
vamos provar que a sequéncia x,, = 3 7 converge e tem limite —.
n —
Dado um € > 0, precisamos achar N € N tal que para todo n > N se tenha

n 1
3n—1 3
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De fato, temos que

n I 1
3n—1 3| 3Bn-1)

Como queremos encontrar um n > N, podemos escrever dai entao que
3n—1>3N —1, donde 3n—12> 3N.

Logo
3(3n—1) > 9N =3-3N.

Da desigualdade acima concluimos que

1 - 1
33n—1) 9N
. D 1 : 1
Assim, como da condigao inicial temos que — —| < g, se considerarmos que — <
3n—1 3 9N

e, obteremos que N > %
€

. ) 1
Com isso, provamos que para todo € > 0, existe n € N, nesse caso N > % tal que para
€

todo n > N implique em

n 1 <
3n—1 3|°°%

ou seja,
) 1
limz, = —-.

3

Detalhando o que foi dito logo acima, vamos tomar € = 0, 1, assim teremos

Assumiremos N = 2 e segue que depois do segundo termo a distancia entre z,, e o valor
1
— ¢ menor que 0, 1.

Testando com n = 3:

3 1
3:-3—-1 3

1
Logo, a sequéncia dada converge e tem limite igual a 3

Além disso, vamos explorar um pouco mais a sequéncia em questao. Escrita termo a

(123 1 5
)=\ 5811

termo ela é dada por
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, ~ .- . , n
Note, também, que os valores de seus termos sao positivos, isto €, z,, = Er— > 0, para
n _—
todo n € N. Da diferenca entre dois termos consecutivos, percebemos ainda que

n-+1 n 1

St =1 an—1_ @Gnz2)@n-1) "

Tptl — Tp =

Fato que nos mostra que a sequéncia (z,) é estritamente decrescente, com maior termo

1
r1 = — e com um limite igual a —. Desse modo, podemos escrever que 3 <z, < 3
Toda essa observagao foi feita para que as definigoes seguintes sejam melhor compreendi-

das.

Defini¢ao 2.4.2. Dizemos que A € QQ é uma cota inferior de (x,) se x, > A, para todo

n € N. Neste caso, dizemos que a sequéncia ¢ limitada inferiormente.

Definigao 2.4.3. Dizemos que B € Q é uma cota superior de (x,,) se z,, < B, para todo

n € N. Neste caso, dizemos que a sequéncia é limitada superiormente.

Defini¢ao 2.4.4. Se (x,,) for limitada inferior e superiormente, diremos apenas que (z,)
é limitada. Se (x,) nao for limitada diremos que ela é ilimitada.

123

>3 ) , perceba que qualquer

Exemplo 2.4.4. Ainda para a sequéncia (x,) = (

valor que anteceda 3 é cota inferior, inclusive o préprio, e que a cota superior provem do

fato de que todos o seus termos sao menores do que 1.

Por isso, os termos da sequéncia apresentada pertencem ao intervalo (5, §>, ou seja,

1 . . . . . .
- < 2, < 3 Isto quer dizer que existem cotas inferior e superior, simultaneamente. O

2

que nos permite dizer que é uma sequéncia limitada inferior e superiormente.

Exemplo 2.4.5. a) Considere a sequéncia (z,) = (—2,—4,—6,—8,---,—2n,---). E
facil ver que —0, 8; 1; 1,952 ou até mesmo o 0 sdo opgoes de cotas superiores de (z,,),

porém nao existe cota inferior.

b) Seja a sequéncia (n?) = (1,4,9,16,25,---). Note que o niimero 1 pode ser considerado

cota inferior de (n?), mas niao h4 cota superior.
Teorema 2.4.2. Em Q, toda sequéncia convergente ¢é limitada.

Demonstragao. Seja a sequéncia convergente (z,,).
Considere lim z,, = a, com a € Q.

Fixando € = 1, existe N € N, tal que para n > N temos que:
|z, —a| < 1.

Consideremos o conjunto X = {z1,x9, 23, - ,zn} U (a —1,a + 1).
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Note que todos os elementos da sequéncia (z,,) pertencem ao conjunto limitado X.

Logo (x,) ¢ limitada. O
Exemplo 2.4.6. 1. (a,) = n ¢ limitada inferiormente (a,, > 0) mas nao superiormente.

2. (a,) =

¢ limitada, pois 0 < a,, < 1, para todo n.

3. (ay) = (—1)" é limitada inferiormente e superiormente (—1 < a, < 1), mas nao é

convergente.

O terceiro exemplo nos remete a nogao de que a reciproca do Teorema 2.4.2 nao é valida,

isto ¢, nem toda sequéncia limitada é convergente.

Teorema 2.4.3. Seja (z,) uma sequéncia racional convergente, com limz, = a, para

a € Q. Entao, toda subsequéncia de (z,) é convergente e converge para a.

Demonstracao. Seja (x,,) uma subsequéncia de (x,). Vamos provar que lim(z,, ) = a.
Da definicao de limite, temos que, dado ¢ > 0 existe N € N tal que para todo n > N,
tem-se z,, € (a —e,a+¢).

Da definicao de subsequéncia, existe K € N tal que ng > N. Logo, para todo k > K,

tem-se que z,, € (a —¢,a+¢), ou seja, limz,, = a. -

Desse teorema, podemos provar que uma sequéncia é divergente a partir da andlise de

suas subsequéncias.

Exemplo 2.4.7. A sequéncia (0,2,0,2,0,2,---) é divergente porque possui duas sub-
sequéncias (0,0,0,0,---) e (2,2,2,2,---) constantes que convergem para valores diferen-
tes, 0 e 2, respectivamente. Logo pelo Teorema 2.4.3 a sequéncia (0,2,0,2,0,2,---) é

divergente.

2.5 Propriedades de limites de sequéncias convergen-

tes

Nesta secao trataremos de algumas propriedades de limites de sequéncias convergentes.

Teorema 2.5.1. Sejam (z,,) e (y,) sequéncias convergentes. Entao (x,+y,) é convergente
e

lim(z, + y,) = limz, + limy,

Demonstragao. Sejam (x,,) e (y,) sequéncias convergentes e seja limz,, = a e limy,, = b.
Queremos mostrar que lim(z,, + y,) = limz,, + limy, = a + b.

Seja € > 0. Da definicao de limites de sequéncia temos que existem n,,n, € N tais que

€
\xn—a|<§,sen>nx,e



CAPITULO 2. SEQUENCIAS DE NUMEROS RACIONAIS 27

€
2

Tome N = maz{n,,n,} entdo, quando n > N, usando a desigualdade triangular, teremos

lyn — b] < =, se n > n,,.

£

2:{5.

9
|(@n +yn) = (@4 b)] = |(@n —a) + (yn = O)| < |wn —af +]yn — 0] < 5 +

O que conclui nossa prova. n

Teorema 2.5.2. Se (z,,) e (y,) sdo sequéncias convergentes, entao (x,y,) ¢ convergente
e

lim(x,y,) = (limz,)(limy,)
Demonstracao. Seja limx, = a e limy, = b.
Queremos mostrar que o limite do produto de duas sequéncias convergentes é igual ao
produto dos limites dessas sequéncias.

Observe que

[(@nyn) — (ab)| = |20y — ayn + ay, — abl
= [(@nyn — ayn) + (ay, — ab)|
= |yn(2n — a) + a(yn — b)|
< |ynllzn — al + lally, — b]

A sequéncia g, é convergente. Em consequéncia disso, é limitada. Pelo Teorema [2.4.2]
Logo, existe um nimero racional ¢ > 0 tal que |y,| < ¢, para todo n € N,
Assim, fixando € > 0, da definicao de limite de sequéncia temos que, existe n,,n, € N
tais que
€ €
|z, — a <2—q,sen>nm e |yn — b <m,sen>ny.

Seja N = max{n,,n,} entdo se n > N segue que

|(@nyn) = (ab)] < [ynl|zn — a] + lal[yn — ]
e €

£ £
<q«—+|a|~m:§+§

=c.
2q
Isso conclui nossa prova. O

Considerando a propriedade acima, caso uma das sequéncias possua todos os elemento

iguais, ou seja, uma das sequéncias seja constante, teremos o seguinte

Coroldrio 2.5.1. Seja (x,) uma sequéncia convergente e seja ¢ um numero racional

qualquer. Entéo (cx,) é convergente e

lim(cx,) = climx,
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Demonstracao. Seja (y,) uma sequéncia convergente constate,isto é, y, = {c: ¢ € Q}.

Do Teorema?2.5.5 segue que

lim(z,y,) = lim(z,c) = (limz,,)(lim ¢)
= (lim¢)(lim z,,)

= climz,,.

Como queriamos demonstrar. n

Em particular, quando ¢ = —1, temos que lim(—z,) = — limz,, pois a sequéncia (—z,,)

converge e, ainda, se ¢ = 0, temos que lim(0 - x,) = 0 - lim z,, = 0 também converge.

Teorema 2.5.3. Sejam (z,,) e (y,) sequéncias convergentes. Entao (z,—y,) é convergente
e

lim(z, — y,) = limz, — limy,

Demonstracao. Basta considerar que z,, — y,, = x, + (—¥») e aplicando o Teorema
junto com o Corolario teremos:

lim(z,, — y,) = lim(z, + (—y,))
= lim(z,,) + lim(—y,,)

= limx, — limy,.

Isso conclui nossa prova. O]

Teorema 2.5.4. Seja (z,,) uma sequéncia convergente e seja m € N entao a sequéncia
m
(™) converge e

limz) = (limz,)™

Demonstra¢ao. Vamos usar o Teorema e o Principio de Indugao sobre m para de-
monstrar essa propriedade.

Observe que quando m =1 e m = 2 temos
i) limz! =limz, = (limz,)!
ii) lima?2 = lim(z,, - 2,) = (limz,,) - (lim,) = (limz,,)%. (Veja o Teorema[2.5.9)

Logo, a proposicao é valida em sua etapa basica.
Supondo que o teorema seja valido para m = k, para algum k£ € N, com k£ > 2. Considere
m=k+ 1.

Entao, pelo Teorema a sequéncia zF+!

n

k+1 k

converge, pois z, " =T, - Tp €

k+1

k+1
n .

lim 28+ = lim(2* - 2,,) = (limz,,)* - (lim 2,,) = (lim z,,)
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Isso conclui nossa prova. O

Teorema 2.5.5. Seja (z,,) uma sequéncia convergente, tal que limz, # 0 entdo a

o (5) = m
lm| — ) ==
Tn lim xz,,

Demonstragao. Seja a = limz,, com a # 0. Observe que |a| > 0.

) 1
sequencla (— converge e

n

Como a sequéncia (x,) converge, existe n; € N tal que

lal

|z, —al < o sempre que n > ny. (2.1)

Da desigualdade 2.1} segue que quando n > n; teremos

ol gyl
2 " 2
a ||< <a—|—M
2 " 2

Nas duas situacoes, a > 0 ou a < 0, temos que para n > ny,

lal
nl > —.
ol > 15
Donde segue que

1 2
—— < —, para todo n > n;.

zn|  lal
Dado um ntimero racional £ > 0. Precisamos mostrar que

1 1
- <
a

T

Da definicao de limite de sequéncia existe no € N tal que

2
la —x,| < e- ‘(LT', para todo n > ny. (2.2)

Tome ng = maz {ny,ns}.
Logo, usando as equagoes [2.1] e 2.2 sempre que n3 > N teremos
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1 1 la —x,| |z, —q] lal> 2 1
— — | = — §|xn_a| —_— . — =
In @ |a||@,] |al |z, |a| |z, 2 la| laf
O que conclui nossa demonstragao. O]

O Teorema [2.5.5] sera usado na demonstragao do teorema que segue.

Teorema 2.5.6. Sejam (x,) e (y,) sequéncias convergentes, tal que limy, # 0, entao a

N Tn
sequencla (—) converge e

n

n 1
Demonstracao. Reescreva (x_> como (xn . —) e use os Teoremas [2.5.2]e 0(2.5.5 [J
Yn

2.6 Sequéncias de Cauchy

Definicao 2.6.1. Uma sequéncia de numeros racionais ¢ dita de Cauchy se para todo

nimero racional € > 0, existir um N natural tal que
|z — x,| < €, sempre quen,m > N

Usamos as sequéncias de Cauchy quando nao temos um candidato a limite e queremos
verificar a convergéncia de uma sequéncia numérica.

A sequéncia de Cauchy também é chamada de sequéncia fundamental.
Teorema 2.6.1. Toda sequéncia racional convergente é de Cauchy.

Demonstragao. Seja a sequéncia racional (z,) convergente e seja lim x,, = r.
Fixando ¢ > 0, da definicao de convergéncia de sequéncia temos que existe N € N tal
que, para todo n > N

£
|z, — 1| < 3

Considerando m,n > N e da desigualdade triangular temos

|Tm — Xp| = |Xm — 7 + 1 — 2,
= |y — 1|+ |r — x|
=Ty — 1|+ |z, — 7]

<S4t
2 2

Isso conclui nossa demonstragao. O]
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Note que a reciproca para o Teorema [2.6.1 nao é verdadeira.
Um exemplo disso esta no final dessa secao, na pagina 37, mais precisamente.

Temos af uma sequéncia de Caucy que nao converge em Q.
Teorema 2.6.2. Toda sequéncia racional de Cauchy é limitada.

Demonstragao. Seja a sequéncia racional de Cauchy (x,). Seja ¢ =1 > 0. Entao, existe
N € N tal que,

Ty € (xy41 — L;xzye1 + 1), quando n > N.

Seja k um numero racional tal que —k <zy —lexy+1<k.

Assim sendo, x,, € (—k; k), para todo n > N. Seja
M = max {|SU1’, |$2’7 |£L‘3’, T |xn|> ’xN - 1|7d} .

Dessa forma, |x,| < k, para todo n > N. Logo, (z,) é limitada. O

Os Teoremas e caracterizam o que é chamado de Critério de convergéncia de
Cauchy. Note que para o segundo desses Teoremas a reciproca também nao é verdadeira.
O Critério de convergéncia de Cauchy é importante, pois nos fornece a completeza do

conjunto dos nimeros reais (R), assunto abordado no préximo capitulo.
Teorema 2.6.3. Toda sequéncia racional monétona e limitada é de Cauchy.

Demonstragao. Considere a sequéncia (x,) nao-decrescente e limitada. A demonstragao
para a sequéncia nao-crescente € feita de modo analogo.

Os termos da sequéncia estao dispostos do seguinte modo
TI ST ST3 < STy <

Dizer que (x,) é limitada implica que ha uma cota inferior k € Q.
Fixemos um ntumero racional ¢ > 0, tomado arbitrariamente. A partir de &, tomamos
intervalos consecutivos de tamanho ¢, a saber, k, k+e, k+2¢,k+3e,--- [ k+(t—1)e, k+te,
com t € N. Como a sequéncia (z,) é limitada existe ¢ em que k + te é cota superior.
Seja t o menor valor natural para o qual k + te é cota superior. Significa dizer que
k + (t — 1)e nao é cota superior, senao t nao seria o menor valor procurado.
Entao existe N € N tal que

ry > k4 (t—1)e.

Como (x,,) é nao-decrescente, quando n > N entao
N < ITp.

Logo, ©,, > k + (t — 1)e, para todo n > N.

Portanto,
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k+(t—1)e <z, < k + te, para todo n > N.
Dai, sempre que m,n > N temos
|2 — x| < (k+te) — (k+ (t—1)e) =
Portanto, a sequéncia (x,) é uma sequéncia de Cauchy. O

Exemplo 2.6.1. Considere a sequéncia (z,) onde 1 = 2 e os demais termos sao definidos

2
pela lei z,41 = 5 T, + —), para todo n > 1.
Tn

Note que os termos de (x,,) sdo positivos para todo n € N. Vamos verificar a monoticidade
dessa sequéncia.

Inicialmente, perceba que

1 +2 2
2
1 4
xiﬂ_z( i+4+x—2>
1 4
2 2
1 4
S 4=
4( *)

2
2)) >0

Com isso concluimos que os termos da sequéncia sao maiores que 2. Entao, teremos

VR
DO | —
VRS
&
3
|
o

LTy > Tn+1

Logo, a sequéncia (x,,) é estritamente decrescente.

Donde concluimos que z; = 2 e 0 sao cotas superior e inferior, nessa ordem, da sequéncia.
Logo a sequéncia (x,,) é limitada.

Portanto, a sequéncia (z,) é uma Sequéncia de Cauchy, uma vez que é monétona e limitada
(veja Teorema [2.6.3)).



Capitulo 3

Uma construcao dos niimeros reais

3.1 Introducao

Do capitulo anterior, sabemos que as sequéncias racionais convergentes sao de Cauchy, veja
se¢ao[2.6.1] A vatagem de manusear sequéncias de Cauchy é que o critério de convergéncia
depende apenas dos termos da lista, nao sendo necessario conhecer o seu limite.

Neste capitulo, inicialmente, definiremos o conjunto das sequéncias de Cauchy de niimeros
racionais, denotado por S., junto as suas operacoes de soma e produto e respectivas
propriedades, com o objetivo de construir o conjunto dos nimeros reais (R - simbologia
criada pelo matematico Georg Cantor).

Em 1872, o matematico Georg Cantor publicou um artigo em que demonstrava que um
nimero real é associado a uma classe de equivaléncia de sequéncias de Cauchy de ntimeros
racionais. Essa foi a estratégia utilizada por ele para construir R.

Visto assim, partindo do pressuposto de que dominamos as operacoes soma e produto,
a relagdo de ordem e as propriedades destas em (Q), apds a defini¢do do conjunto S, e
de suas operacoes basicas, é necessario provar que S, é um corpo que contém todas as
sequéncias convergentes de niimeros racionais.

Além disso, conceituaremos uma relacao de ordem em S. e demonstraremos algumas de
suas propriedades, comprovando com isso que S. é um corpo ordenado. Para, por fim,
concluirmos que o conjunto dos niimeros reais ¢ um corpo ordenado completo.

Nascido em marco de 1845, durante o Império Russo, Georg Cantor, matematico alemao,
possui uma vasta literatura voltada para matematica que muito contribui para o avango
da Analise. Dentre essas contribuigoes, estd uma técnica para demonstrar que o conjunto
dos nimeros racionais é apenas uma pequena parte de um outro conjunto, isto é, Cantor
usou o conjunto dos nimeros racionais para construir um outro conjunto chamado por

ele de conjunto dos nimeros reais (R).

33
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3.2 Definicoes

Considere um conjunto formado por todas as seqéncias de Cauchy de nimeros racionais.

Vamos denota-lo por S, e defini-lo como

Se=A{(z,) :N— Q| (z,,) é uma sequéncia de Cauchy de nimeros racionais} .

1
Exemplo 3.2.1. As sequéncias z, = n ] e Yp = 3 convergem. Logo sao sequéncias
n —
de Cauchy, veja Exemplo da Defini¢ao [2.4.1]

Portanto (z,) e (y,) pertencem ao conjunto S..

Note que ao fazermos a diferenca entre essas duas sequéncias teremos

B n 1
T T e 173
_3n—3n+1
 3(3n—1)

1

3(3n — 1)

Vamos analisar o limite da nova sequéncia gerada pela diferenca acima a medida que

tomamos n suficientemente grande.

1
3(3n—1)

lim(z, — y,) = lim
= 0.
Fizemos essa observacao para salientar a necessidade de definir uma classe de equivaléncia

entre os elementos de S,, isto é, agrupar todas as sequéncias convergentes de nimeros

racionais que possuem o mesmo limite.

Defini¢ao 3.2.1. Sejam (x,,) e (y,) duas sequéncias convergentes de nimeros racionais.
Dizemos que a sequéncia (x,,) esté relacionada com a sequéncia (y,,) se a sequéncia (z,—y,)
convergir para zero, isto é,

lim(z, — y,) = 0.
Denotaremos esta relagao por (x,) ~ (yy).

Destacamos que a diferenca entre duas sequéncias é calculada do seguinte modo:

(T —yn) = (T1 — Y1, T2 — Y2, %3 — Y3, T4 — Ya, " ** s LT — Y, b1 — Ynt1," " ) -

Teorema 3.2.1. A relacao acima é de equivaléncia.

Demonstracao. A relagao acima definida é goza das sequintes propriedades, dados (x,,), (yn), (z,) €
Se.
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1. Reflexividade: Seja (x,) € S.. Assim, para todo n € N:
x, — x, = 0 0 que implica em lim(x,, — x,) = 0.

Logo (x,) ~ (z,) para todo (z,) € S..
2. Simteria: Sejam (z,), (y,) € S.. Supondo que lim(z, — y,) = 0 teremos da definigao
de limite que dado € > 0 existe N € N tal que
|(n, — yn) — 0] < €, quandon > N.

Em contra partida:

(2, —yn) — 0| <e & |z, —ys| <¢€
A |yn - xn| <ée
S |(Yn —xn) — 0] < e
Portanto também é vélido que lim(y, — x,) = 0 o que implica que (z,,) ~ (yn).
3. Transitividade: Sejam (z,), (yn), (2,) € Se. Supondo que lim(z, — y,) = 0 e lim(y,, —

zp) = 0 teremos a definigdo de limite que dado € > 0 existem Ny, N € N tais que

|(zn —yn) — 0] < %, quando n > Nj.

|(Yn, — 2n) — 0] < %’ quando n > N,.

Tome N3 = max { N1, N2} e usando a desigualdade triangular temos que

|ZL‘n - Zn| = |l’n —Yn +yn - Zn|
- |($n - yn) + (yn - Zn)|
< 20 = Yal + [Yn — 2nl

<5+5_€
2 2

Portanto temos que (x,,) ~ (z,).
0

Estabelecida entao essa relagao em S. podemos definir agora a classe de equivaléncia que
o divide em grupos de sequéncias racionais de Cauchy equivalentes, de acordo com os seus

respectivos limites.
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n

Exemplo 3.2.2. Considere as sequéncias definidas por x, 1
n R

exemplo provamos que (z,) ~ (Yn)-

Sendo assim, essas sequéncias pertencem a mesma classe de equivaléncia.
Mas de qual classe de equivaléncia estamos falando?

Antes de responder a essa pergunta vamos rever o exemplo do capitulo anterior.

1 2
Neste, provamos que a sequéncia definida por z,,; = 3 (mn + —), onde xy; = 2, é de
mn

Cauchy.

Cada termo dessa recorréncia representa uma aproximacao para a raiz quadrada de 2.
Como seu limite nao é racional, pois ndo hd uma sequéncia constante y, tal que lim(z,, —
yn) = 0, essa sequéncia nao converge em Q, mas pertence ao conjunto S., que por sua vez
contém todas as sequéncias racionais de Cauchy que convergem ou nao no conjunto dos
nimeros racionais.

Por causa disso, é mais conveniente juntar em uma mesma classe todas as sequéncias que
tém o mesmo limite, para depois construir uma estrutura algébrica, em nosso caso, um
corpo.

E ébvio que cada nimero racional g esta relacionado a uma sequéncia constante x,, = q e,
1
consequentemente, pertence a classe de equivaléncia que a contém. Assim, como (§ ~

(%), dizemos que ambas sao da classe de equivaléncia é
Com as classes de equivaléncia fixadas, vamos definir o conjunto fundamental deste
capitulo e, em seguida, conceituar também a soma e o produto verificando a existéncia
do elemento neutro para cada uma dessas operacoes, assim também como suas inversas,
subtracao e divisao; e determinar quando uma classe de equivalencia é menor que outra,

isto é, definir uma relacao de ordem.

Definicao 3.2.2. Seja uma sequéncia [(z,)] uma classe de equivaléncia. Definimos o

conjunto

R = {[(zn)] : (xn) € Sc}

de todas as classe de equivaléncia das sequéncias racionais de Cauchy, ou apenas conjunto
de Cauchy.

Assim como o conjunto S, é nao vazio, perceba que R também o é. A seguir, trataremos
das operacoes basicas que caracterizam uma estrutura algébrica: soma e produto.

3.3 Somaem R

Proposicao 3.3.1. Se (x,), (y,) sao sequéncias de Cauchy entao (z,, +y,) também é uma

sequéncia de Cauchy.
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Demonstra¢ao. O que queremos provar é que dadas duas sequencias de Cauchy (z,) e

(yn), a sequéncia

(1 4+ Y1, T2+ Y2, T3+ Y3, T + Yny T + Yng1s )

também é de Cauchy.

Dado € > 0, existe N € N tal que sempre que m,n > N

(@ + Ym) — ($n+yn)| = |(xm — Tn) + (Ym _yn)’
et
2 2

Portanto a sequéncia obtida para a soma termo a termo de duas sequéncias de Cauchy

também é de Cauchy. [

Definicao 3.3.1. Chamaremos de soma a aplicacao

+:RxR—R

tal que a + b= [(x, + y,)], onde a = [(z,)] e b = [(yn)]-

Precisamos verificar se a soma em R esta bem definda, isto é, se ao somar representantes
de classes de equivaléncia distintas esse total pertence ao conjunto S..
Considere duas classes de equivaléncia a = [(z,)],0 = [(yn)] € R, assim como também

a=1(z)] eb={(y,)]. Queremos provar que

(20 + )] = [(2 + )]

Temos que se [(2,,)] = a = [(z,,)] entdo [(z,)] = [(x,)]. Da definicio, segue que

i

lim(z, —x,) = 0.
Analogamente, segue que

lim(y,, — y;l) =0.
Assim, dado um ¢ > 0, existem Ny, N, € N tais que

€

8 ’ !/
quando n > Ny, |z, — y,| < e quando n > No, |z, — y,| < 5
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Tome N3 = max{N;, No}. Logo, da desigualdade triangular,quando m,n > N3, temos

[(@n 4 yn) — (2, + Yn)| = (@0 — 2,) + (Y0 — 1,,)]
< |zn — 2| + [y — 1)

<fif_o¢
2 2

Logo (xn + yn) ~ (x,, + uy,)-
Portanto provamos que a soma esta bem definida e que esta nao depende das sequéncias
representante das classes de equivaléncia no conjunto de Cauchy, conjunto R.

Passemos agora a verificacao das operacoes da soma.

Propriedades da soma em R

Teorema 3.3.1. Em R, a soma satisfaz as propriedades associativa, comutativa, elemento

neutro e elemento simétrico.
Demonstragao. Sejam a = [(z,)], b= [(yn)],c = [(z4)] € R.

S1) Comutativa: a +b = b+ a Sejam a = [(z,)], b = [(yn)] € R. Como a soma de

nimeros racionais é comutativa, temos, da definicao de soma em R, que

S2) Associativa: a + (b+ ¢) = (a + b) + ¢ Analogamente a demonstrac¢ao anterior, note

que

a+ (b+c)=[(zn)] + ([(ya)] + [(2n)])
)] + [(Yn + 22)]

Tn + (Yn + 2n)]

(0 + Yn) + 24

(@0 + yn)] + [(20)]
()] + [(yn)]) + [(20)]

a+b)+

It
= [
=

[
[
(
= (
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S3) Elemento neutro: Existe um elemento 0 (zero) tal que a+0 = 0+ a = a. Provaremos

a demonstracao de a+0 = a. Para o caso em que 0+a = a o procedimento é analogo.

Sabemos que o conjunto S, contém a sequéncia constante (0) = (0,0,0,0,0,---,0,0,---)

e ainda que (0) ¢ representante da classe [(0)] € R.

Assim,

Como provado em nosso capitulo 2, o elemento neutro da soma é 1nico e, em se

tratando de R, sera denotado por 0 como no conjunto dos nimeros racionais.
S4) Elemento simétrico: Existe um elemento —a tal que a + (—a) = 0. Uma vez que
x, € Q temos que —z,, € Q. Considere (z,,) € S..

Assim, usando a definicao de sequéncias de Cauchy, dado um racional £ > 0, existe

N € N tal que quando m,n > N temos

|Tm — Zn| = | = (=2 + )]
= | = Tm + Ty

=|—zn—(—x,)| <e.

Donde concluimos que (—x,) € S. e, consequentemente, (—x,) € R.

Assim,

a+ (=a) = [(zn)] + [(=2a)]
= [(zn + (=24))]
= [(wn = 20)]
=[0)]=0

Isso mostra que (—a) = [(—xz,)] é o simétrico de a = [(x,)].

3.4 Produto em R

Do mesmo modo como foi feito na se¢ao anterior, com a soma em R, vamos agora definir

o produto como operacao em R e verificar suas propriedades. Porém, antes é necessario
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a seguinte proposicao:

Proposicao 3.4.1. Se (z,), (y,) sado sequéncias de Cauchy entao (z,, - y,) também é uma

sequéncia de Cauchy.

Demonstracao. Similarmente ao que foi feito na secao anterior, queremos provar que dadas

duas sequencias de Cauchy (x,) e (y,), a sequéncia

(x1'y1,£172'y2,$3'y3,"' 7xn'ynaxn+1'yn+17“')

também ¢ de Cauchy.
Temos que se (,,) e (yn) sdo sequéncias de Cauchy entao, pelo Teorema[2.6.2] as sequéncias
sao limitadas.

Logo, existe um numero racional k tal que
|z, < kelyn| < k.

Temos também que x,,y, € Q e dai (z, - y,) € Q.

Além disso, dado um racional € > 0, existem Ny, Ny € N tais que

£
2k

£

quando m,n > Ny, |z, — x,| < A

e quando m,n > Na, [ym — yn| <

Tome N3 = max{N;, N2} e escreva, quando m,n > Nj

|$mym - xnyn’ = ‘xmym — TnYm + TnYm — xnyn|
= [Ym(@m — T0) + Tp (Y — Yn)|
< |ym||xm - xn| + ’ﬁnHym - ynl

<k‘-i+k-i

% 2%

Portanto a sequéncia obtida para o produto termo a termo de duas sequéncias de Cauchy

também é de Cauchy. O

Definicao 3.4.1. Chamaremos de produto a aplicacao
-:RXR—R

tal que a - b= [(x, - y,)], onde a = [(z,)] e b = [(yn)]-

Precisamos verificar se o produto em R estd bem defindo, isto é, se ao multiplicar repre-
sentantes de classes de equivaléncia distintas esse produto pertence ao conjunto S..

Considere duas classes de equivaléncia a = [(x,)],b = [(y,)] € R, assim como também
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a=1(z)] eb={(y,)]. Queremos provar que

I

(20 )] = [, )],

Temos que se (z,,), (x,), (yn) e (y,) sdo sequéncias de Cauchy entao, pelo Teorema [2.6.2]
as sequencias sao limitadas.

Logo, existe um ntmero racional k tal que

|z, < ke lya| <.

’

Ainda temos que se [(z,,)] = a = [(z,)] entdo [(x,)] = [(x)]. Da definicdo, segue que
lim(z, —z,) = 0.

Analogamente, segue que
hm(yn - Z/;) = 0.
Assim, dado um ¢ > 0, existem Ny, Ny € N tais que

3

/ g ’
quando n > Ny, |z, — z,,| < — e quando n > N, |y, — y,,| < T

"2k

Tome N3 = max{N;, No}. Logo, da desigualdade triangular,quando n > N3, temos

= |Yn(Tn — :U,n) + x;m(yn - y;w)’

< |Ynllzn — x;z| A 2|y — y;1|

Logo (2 yn) ~ (xln : y;z)
Portanto provamos que o produto estda bem definido e que independe das sequéncias
representante das classes de equivaléncia no conjunto de Cauchy, conjunto R.

Passemos agora a verificagao das operagoes do produto.

Propriedades do produto em R

Teorema 3.4.1. Em R, o produto, definido acima, satisfaz as propriedades associativa,

comutativa, elemento neutro e elemento inverso.
Demonstragao. Sejam a = [(z,)], b= [(yn)],c = [(z,)] € R.

P1) Comutativa: a-b =b-a. Sejam a = [(z,)], b = [(y,)] € R. Como o conjunto dos

numeros racionais é um corpo comutativo, temos, da definicao de produto em R,
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que
a-b={[(zn)] " [(yn)]
= [(zn - yn)]
= [(yn - zn)]
= [(gn)] - [(2)]
=b-a

P2) Associativa: a- (b-c) = (a-b) - c. Pelas mesmas condigoes da alinea anterior, note

que

P3) Elemento neutro: Existe um elemento 1 (unidade) tal que a -1 = 1-a = a.
Provaremos a demonstracao de a -1 = a. Para o caso em que 1-a = a o pro-
cedimento é analogo. Sabemos que o conjunto S, contém a sequéncia constante
(1) =(1,1,1,1,1,--- ,1,1,--+), pois toda sequéncia convergente é de cauchy (veja
Teorema [2.6.1), e ainda que (1) é representante da classe [(1)] € R. Seja 1 = [(1)].

Assim,

P4) Elemento inverso: Para cada a € R—{0}, existe um elemento a~! tal que a-a™! = 1.

Seja (x,) € S.. Suponha que existe N € N tal que x,, # 0 sempre que n > N.

Seja agora a sequéncia racional (y,,) definida assim

1
sen< Nyy,=0esen>N,y, = —.

n
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Donde temos que

1 1
(yn):(()’()’()’...’o’ )

) 3
Tn4+1 Tn42

Note que para n > N, dado que o nimero racional x,, # 0, temos que existe —.
n

. 1
Assim, o produto z, -y, serd z, -0 = 0 quando n < N e serd x,, - = 1 quando
n
n > N.
Tome agora a proposigao anterior e considere a sequéncia constante 1 = (1,1,1,--- ,1,---

Entao, fazendo 1 — (z,y,) encontraremos como resultado 1 —0 =1, paran < N, e
1-1 =0, paran > N. Uma vez que, quandon > N, asequéncia (1,1,1,--- ,1,---)—
(nyn) = (0,0,0,---,0,--+), isto é, queremos dizer que a sequéncia resultante con-

verge para zero, concluimos que (1) ~ (z,y,).

Portanto provamos que (y,) é o inverso multiplicativo de (x,,).

P5) Distributividade da multiplicagdo em relagao a soma: a-(b+c¢) =a-b+ a-c Para
esta prova vamos considerar que o corpo dos niimeros racionais possui a propriedade

distributiva. Logo, como estamos usando sequéncias racionais, temos

]

Vamos entender o que isso quer dizer a = [(z,,)] # 07 Pois bem, quer dizer que a sequéncia
(x,) nao converge para 0, em outras palavras, (z,) ndo pertence a classe [(0)]. Com isso,
temos que deduzir a existéntia em R de um elemento a~! tal que a-a~! pertenca a classe
[(1)]. O que é de facil demonstracao, partindo do principio de que todo nimero racional
diferente de zero possui inverso.

Porém, o fato de termos uma sequéncia que nao converge para zero nao nos garante que
todos os termos da mesma sejam diferentes de zero. E, ainda assim, (z,) # 0.

Desse modo, se faz necessario que usemos a proposi¢ao que segue.

Proposicao 3.4.2. Se uma sequéncia de Cauchy possui infinitos termos nulos entao ela

converge para zero.

).
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Demonstracao. Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy.

Entao, dado um racional £ > 0 existe N € N tal que
|z, — x| < e, sempre que n,k > N.

Como a sequéncia possui infinitos termos nulos entao existe n > N tal que z, = 0, ou
seja, independente da posi¢ao escolhida sempre havera um termo zero.
Suponha que quando n > N, temos z,, = 0.
Se m > N entdo |z, —z,| < €.
Logo
|zm — 0] <&, sen > N.

Portanto lim x,, = 0. ]

Dessa proposicao podemos concluir que se uma dada sequéncia tiver um nimero finito de
termos nulos ela nao pertence a [(0)] e estes podem ser desconsiderados uma vez que o
limite dessa sequéncia nao converge para zero.

Se assim nao fosse, entao pelo Teorema [2.4.3] terfamos uma subsequéncia convergindo
para zero e, consequentemente, a sequéncia também convergiria para o mesmo ponto e
chegariamos a um absurdo.

Podemos, alids, substituir os termos nulos existentes numa sequéncia convergente por
qualquer valor constante.

Munido das operacoes da soma e do produto, ambas bem definidas e constatando a
validades das propriedades dessas operacoes concluimos que o conjunto R é um corpo.

Em continuidade, verificaremos se este corpo é ou nao ordenado.

3.5 A relacao de ordem em R

A ideia para esta secao é similar ao que foi feito no capitlo 2, secao 2.4. Porém, inici-
almente, precisamos definir sequéncias positivas; em seguida, o conjunto das classes de
equivaléncia para essas sequéncias, verificando que as operacoes de soma e produto sao
fechadas em tal conjunto; e, por fim, analisar se este goza das propriedades que definem

a relacao de ordem.

Definigao 3.5.1. Seja (z,) uma sequéncia de Cauchy de nimeros racionais. Dizemos

que (z,,) é positiva se existirem a € Q, com a > 0, e N € N tais que
r, > a para todon > N.

Definicao 3.5.2. Seja s € R. Dizemos que s é positivo se existir uma sequéncia positiva
(x,) € S, tal que s = [(z,)].
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Definicao 3.5.3. Sejam s e t elementos do conjunto R. Dizemos que s >t se s —t > 0,
isto é, se s — t é positiva.

. . ) n+1
Exemplo 3.5.1. Considere a sequéncia definida por z,, = . Perceba que n+1 > n,
n
: : n+1 :
para todo n € N. Em virtude disso, temos que x, = —— > 1. Donde, seguindo a

n
notacao da defin¢cao acima, podemos tomar M = N = 1 e podemos concluir que a classe

1
de equivaléncia [(z,)] = [<n i )] é positiva.

Perante as defini¢oes anteriores, precisamos provar que a relacao de ordem esta bem

definida. assim o fazemos no teorema que segue.

Teorema 3.5.1. Sejam (z,,) uma sequéncia de Cauchy de nimeros racionais positiva e

um elemento ¢ € S, positivo. Se t = [(z,,)] = [(z,,)] entdo [(z,,)] também é positiva.

Demonstra¢ao. Como (x,,) é positiva, existem M, N € N tais que
> ! todon > N
x, > — para todo n .
Wi p
Como, por hipétese, [(x,)] = [(z),)] temos que
lim(z, — x,) = 0.
1 .
Logo dado ¢ = BYY; existe n. € N tal que quando n > n,.
|2 — 2| = |2, — 2| < €
Tome n; = max{N,n.}. Assim, para todo n > nq,

/ . ’
—e<z,—2T,<¢ eainda z, —e<z,<x,+€

1

Como x,, > i ec= 0L considerando apenas o lado esquerdo do intervalo, segue que
L < todo n >
———=—<z ara todo n > ny.
M oM oM TP !

Portanto a sequéncia (z,) também é positiva. O

Desse modo, podemos concluir que se qualquer sequéncia de Cauchy duma determinada
classe de equivaléncia t tiver apenas termos positivos, entao qualquer outra sequéncia de

Cauchy da mesma classe também tera somente termos positivos.

Proposicao 3.5.1. Seja o conjunto P C R definido por

P = {[(z,)] € R; (x,) é positiva }.
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Dizemos que P é o conjunto das classes de equivaléncia das sequéncias racionais de Cauchy

positivas em R.

Para que o conjunto P caracterize uma relagao de ordem em R é necessario demonstrar

as seguintes propriedades:
P1) Se s = [z,],t = [ya] € P, entdo [(x, + y,)] é positiva.
P2) Se s = [z,],t = [yn] € P, entao [(z, - y,)] é positiva.

Demonstragao. P1) Considere o conjunto P = {[(x,)] € R; (z,) é positiva }.

Sejam s = [(z,)] e t = [(y,)] elementos de P, entao existem M, N,n,,n, € N tais
que

1
Ty > e textsen > n,

e também

1
UYp, > N textsen > ny.

Tome n; = max{n,, n,}. Assim, para todo n > n;,

11 N+M
U= 3 TN T NN
11
MN T K

Logo existem n;, K € N, com n; = max{n,,n,} e K = MN, tais que
1
(Tn + yn) > 7 quando n > n;.

Portanto [(z, + y,)] é positiva, donde segue que t + s € P.

De modo andlogo, para o produto segue que para s = [(x,)] e t = [(y,)] elementos

de P, entao existem M, N,n,,n, € N tais que

1
Ty > M, S€en > Ny

e também .
yn>N, se n > ny,.

’ . /
Tome n; = max{n,,n,}. Assim, para todo n > n;,

N S U
T =3 N T MN T K
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Logo existem n;, K' €N, com n; = max{n,,n,} e K = MN, tais que

1 /

(T - Yn) > Il quando n > n;.
Portanto [(z, - y,)] é positiva, donde segue que t - s € P.

Vamos finalizar a andlise da relacao de ordem em R com a verificagao da tricotomia. Em

que sendo s = [(z,,)] e t = [(y,)] elementos de R, teremos out = s, out > s, out < s.

Considere o elemento ¢t — s € R. Analisaremos os trés casos:
i) Observe que se t — s € [(0)] entdo lim(t —s) = 0. Logo t = s.

ii) Agora, set— s € P entao t — s > 0. Da relacao de ordem em Q, temos
t=(t—5s)+s>0+s=s.

Logo, t > s.

iii) Por fim, se —(t — s) € P entdo —(t — s) > 0. E dai temos,

—(t—s)+(t—s5)>0+(t—s)
0> (t—2s)

t>s.

[]

Concluimos entao que o conjunto R munido das operacgoes de soma e de produto, gozando
das propriedades destas e ainda de relagao de ordem é um corpo ordenado.

E ainda mais, cada classe de sequéncias de Cauchy, tida como elemento do conjunto R,
é, na verdade,um numero real, visto nessa construcao por sequéncias de Cauchy, em que
a sequéencia constante definida por r, = p, com p € Q, representa a classe que a contém.
Jé as classes que nao configuram essa caracterizagao, a exemplo das que contém a sequéncia
mencionada no capitulo anterior, mais precisamente no exemplo , que define v/2,
tratam-se de novos elementos chamados de nao-racionais ou irracionais.

Por isso, de agora em diante, em nosso trabalho, quando mencionarmos nimeros reais
estaremos nos referindo a elementos do conjunto R que foi construido neste capitulo. Cuja
notacao criada por Cantor é R.

A seguir, como proposic¢ao, trazemos outras propriedades importantes a relacao de ordem

em R.

Proposicao 3.5.2. (Monotonicidade da soma) Considere r,s,t € R. Se s > t entdo
s+r>t+r.
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Demonstragao. Sejam r = [(z,)], s = [(z,)] e t = [(yn)], Classes de equivaléncia.

Como s > t, temos que s —t > 0. Entao existe N € N tal que, paran > N,
Tp — Yn > 0.

Assim, z,, > y,, paran > N.
Note que quando n > N,

Tp —Yn =Tn + 2n — 2n — Yn
= (@n + 20) = (20 + Yn)
= (T + 2n) — (Yn + 2n)
> 0.

Logo, da definicao, segue que, para n > N,
Tp + Zn > Yn + Zn-
Portanto, pela definicao de nimero real positivo,
s+r=x,+ 2, >y, +2,=t+r, paran > N.

]

Proposicao 3.5.3. (Monotonicidade do produto) Considere r,s,t € R, com r > 0. Se

s>tentaos-r>t-r.

Demonstragao. Sejam r = [(z,)], s = [(zn)] e t = [(yn)]-
Como s > t, temos que s —t > 0er > 0.
Entao existe ny,no, M, N € N tal que, para ny > N,
t > L
— — xn — Un -
s Y U
e para ng > N,

T:Zn>ﬁ.

Assim, do produto entre as desigualdades acima, temos

( ) - 1 1
Tn —UYn)  Zn FYV RN
Y M'N
Donde segue
1

Tnin — Unip > ———
Y MN
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Tome ng = max{ny,na} e K = MN € N. Logo, quando n > ng,

1

TnZn — YnZn > T

Logo, da definicao, segue que, para n > ngs,
TnZn — Ynin > 0.
Portanto, pela definicao de ntimero real positivo,
ST = TpZp > Yn2n =1 -7, para n > ns.

O

As demais propriedades da relagdo de ordem validas em Q também sao validas para o

conjunto dos nimeros reais.

3.5.1 O conjunto dos nimeros reais como corpo ordenado com-

pleto

Nesta secao, introduziremos os conceitos de supremo e infimo para que possamos demons-
trar a completeza do conjunto dos nimeros reais e assim concluir a caracterizacao desse
conjunto. Fato que o diferencia do conjunto Q, ja que este é um corpo ordenado nao

completo.

Definicao 3.5.4. Seja o conjunto X nao vazio tal que X C R. O elemento b € R ¢é dito

cota superior de X se x < b, para todo x € X.

Caso exista cota superior de X, dizemos que X ¢ limitado superiormente.

De modo analogo temos,

Definicao 3.5.5. Seja o conjunto X nao vazio tal que X C R. O elemento a € R ¢ dito

cota inferior de X se a < z, para todo x € X.

Caso exista cota inferior de X, dizemos que X ¢ limitado inferiormente.
E ainda, note que a cota, independente de se inferior ou superior, quando existir, pode

pertencer ou nao ao conjunto X.

Definigao 3.5.6. Seja o conjunto X C R nao-vazio e limitado superiormente. Dizemos
que b € R é o supremo de X, denotado por b = sup X, se ele satisfizer as seguintes

condicoes:

(i) b é uma cota superior de X, isto é, = < b, para todo = € X;
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(ii) Se ¢ € R for uma cota superior de X, quer dizer que b < ¢, entdo = < ¢, para todo
x € X. Dali, entende-se que nenhum ntimero real menor que b pode ser cota superior

de X.

Outra forma de expressar o item (i7) é assim:
Para todo ¢ < b existe x € X tal que ¢ < x.

Resumindo, o supremo de X é a menor de suas cotas superiores.

Definigao 3.5.7. Seja o conjunto X C R nao-vazio e limitado inferiormente. Dizemos

que a € R é o infimo de X, denotado por a = inf X, se ele satisfizer as condicoes a seguir:
(i) a é uma cota inferior de X, isto é, a < z, para todo = € X;

(7i) Se ¢ € R for uma cota inferior de X, quer dizer que ¢ < a, entdo x > ¢, para todo
x € X. Donde, entende-se que nenhum nimero real maior que a pode ser cota

inferior de X.

Outra forma de expressar o item (i) é assim:
Para todo a < c existe x € X tal que = < a.

Em resumo, o infimo de X é a maior das cotas inferiores.

Exemplo 3.5.2. O conjunto dos niimeros nao-positivos é limitado superiormente, o 0 é

um cota superior assim como o 0,5 e o 100 também.

Quando temos um elemeto b como uma cota superior dum conjunto X, dizemos que esta é
o maior ou maximo elemento do conjunto. E entao, claramente, se um conjunto X possui
um maximo elemento, este serd o supremo do conjunto. A ideia é analoga em relacao ao

infimo.

Definicao 3.5.8. Um corpo ordenado K ¢é dito completo se todo subconjunto X C K

nao-vazio, limitado superiormente, possui supremo.
Proposicao 3.5.4. O subconjunto X C R possui supremo.

Demonstracao. Considere os nimeros reais em forma de classes de equivaléncias de sequéncias
de Cauchy. Escolha um representante de cada uma dessas classes.

Considere o conjunto X C K nao-vazio limitado superiormente por b.

Defina o conjunto ¥ = —X = {—z;2 € X}. Com efeito Y ¢é nado vazio e limitado
inferiormente por —b, Logo possui um infimo a.

Assim,

a =infY donde temos — a = sup X.

Portanto, o conjunto X C K é um corpo ordenado completo, isto é, possui supremo. []



CAPITULO 3. UMA CONSTRUCAO DOS NUMEROS REAIS 51

Exemplo 3.5.3. O conjunto QQ nao é um corpo ordenado completo.

Axioma 3.5.1. Existe um corpo ordenado completo, denotado por R, chamado de con-

junto do niimeros reais.

Teorema 3.5.2. No conjunto dos niumeros reais, toda sequéncia mondtona e limitada

converge.

Demonstracao. Provaremos para uma sequéencia nao- decrescente.

Para o caso de uma sequéncia nao-crescente a demonstracao é feita de maneira andloga.
Considere (z,) nao-decrescente e limitada, isto é, os termos da sequéncia estao assim
dispostos

T STy LT3 < ... STy S .o

Considere, ainda, que (z,) seja limitada superiormente. Isso quer dizer que seu conjunto
de valoes possui um maior valor M € R.

Com efeito, dado qualquer € > 0, como M — e < M, o nimero M — ¢ nao é a maior cota
superior da sequéncia.

Logo, existe N € N tal que M — e < xy.

Como (z,,) é mondtona,
quando n > N, teremos zy <

e, portanto,

M—-c<ux,.

Como M é cota superior, entao x, < M para todo n.

Da definicao de supremo, vemos que
quando n > N, teremos que M —e <z, <M < M + ¢.

Donde concluimos que lim(x,) = M. O que encerra nossa prova. O

Exemplo 3.5.4. No final do capitulo anterior, provamos que a sequéncia (z,) onde z; = 2

1 2
e os demais termos sao definidos pela lei z,,1 = 5 (xn + —), para todo n > 1, é uma
T,

sequéncia de Cauchy.

Como tal, é representante de uma classe de equivaléncia de sequéncias de Cauchy. Logo
esta associada a um niumero real.

Vamos provar que essa sequéncia converge e que seu limite nao é um ntimero racional.

Suponha que lim(z,) = r, com r € Q.
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Usando as propriedades de limites de sequéncias, ja demonstradas no capitulo anterior,

temos ) 5 )
lim(z,) = lim 5 (xn + —) =3 lim(z,) +

n

1
lim(z,)’

Dai, segue entao que

Resolvendo equacao temos

Como nao se tem um nimero racional cujo quadrado seja 2, concluinos entao que r ¢ Q.
Porém, sabemos do Teorema que (x,) converge e acabamos de provar que seu limite
nao é racional. Isso demonstra o que queriamos.

Agora, uma vez que todos os termos de x,, sdo positivos, temos

r=2.



Capitulo 4

Fracoes Continuas

4.1 Introducao

Existem varias formas de representarmos um nimero, por exemplo, o nimero trés e meio
pode ser expresso como 3,5 ou ainda como 35. O que define a representacao adequada é
o contexto no qual o valor esta inserido.

Dentre as intimeras formas de representar os niimeros reais, tratamos neste capitulo de
uma das mais utilizadas, as fragoes continuas. Existem registros sobre a utilizagao dessa
ferramenta de modo nao sistematico desde tempos remotos. Euclides (325a.C. —265a.C.),
em sua obra Os Elementos, apresentou o algoritmo para calculo do Maximo Divisor Co-
mum (MDC) entre dois niimeros naturais, como um sub-produto, embrionando o conceito
de fragoes continuas. O matematico o indiano Aryabhata (476 — 550) resolveu equagoes
diofantinas usando fragoes continuas.

Dai a ganhar mais for¢a no século XVII, com o trabalho do matematico britanico John
Wallis (1616 — 1703). Em seu livro Opera Mathematica (1695), ele usou pela primeira vez
o termo “fracao continua”, explicou como calcular o n-ésimo convergente e demonstrou
algumas de suas propriedades.

Depois disso, mais precisamente no século XVII, Euler (1707 —1783) demonstrou, fazendo

2 &0 irracionais. Temos também outros matematicos

uso das fragoes continuas, que e e e
como Bombelli (1526 — 1572) e Cataldi (1548 — 1626) que trouxeram novidades que im-
pulsionaram as pesquisas sobre o assunto.

Porém, vale destacar a contribui¢do do francés Joseph Louis Lagrange (1736 — 1813).
Em 1770, ele demonstrou que todo ntmero irracional associado a uma fracao continua
periddica é raiz de uma equacao de segundo grau com coeficientes inteiros e vice-versa.
Conceituando entao niimeros irracionais quadraticos.

Posteriormente, Evariste Galois (1811—1832) acrescentou outra informacao ao trabalho de
Lagrange. Provou que representando as raizes irracionais duma equagao de segundo grau

com uma incégnita e coefiicientes inteiros em forma de fracoes continuas, encontramos

23
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periédos formados pelos mesmos niimeros em ordem inversa.

Iniciamos, pois, o capitulo com um exemplo de avaliacao aplicada no ensino fundamental
maior, como parte de uma importante competicao para a educacao bésica, a Olimpiada
Brasileira de Matemadtica nas Escolas Publicas e Particulares (OBMEP).

Situacgao:

No ano de 2018, a OBMEP, trouxe uma questao do nivel 2, 1# fase, que perguntava o valor
de uma constante ¢ numa igualdade (Figura onde o nimero racional - ¢ igualado a

uma expressao.

Figura 4.1: Questao OBMEP-2018

ATy pea Nivel 2

DAS ESCILS UBLCAS 8° e 9°anos do Ensino Fundamental

1 ] TOBMEP208
Somando novos talentos para o Brasil

1? FASE - § de junho de 2018

10. Na igualdade abaixo, a, b e ¢ sdo nameros inteiros
positivos. Qual é o valor de ¢?

w_,,

7 b+1

c
A) 2
B) 3
C) 4
D) 5
E) 7

Fonte: http://www.obmep.org.br/provas.htm, acesso em 03 de abril de 2020.

Basicamente, para a resolucao desse problema recorre-se as operagoes basicas envolvendo
numeros racionais fracionarios. Logo adiante iremos definir tecnicamente expressoes desse
tipo, mostrar como calcular e discorrer sobre algumas de suas propriedades.

A solugao da questao ilustrada na figura estd disponivel em http://www.obmep.org.
br/provas.htm.

4.2 Conceitos basicos

Inicialmente, vamos definir a expressao em sua forma generalizada. Veja:

Definicao 4.2.1. Uma expressao da forma

b

Qo + bg

a + bS
ag + ———

CL3+.

em que a, e b, podem ser nimeros reais ou complexos, com n € N, é chamada de fracao

continua.


http://www.obmep.org.br/provas.htm
http://www.obmep.org.br/provas.htm
http://www.obmep.org.br/provas.htm
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Exemplo 4.2.1. A expressao

4+
2+

11+
9+

é um exemplo de fracao continua.

Nesta dissertacao, iremos escrever restritamente sobre fracoes continuas simples, quando
b, = 1, para todo n € N, que serao mencionadas apenas como fragdes continuas. Assim,

segue

Definicao 4.2.2. Uma expressao da forma

ap +
a; +
as +

1
a3+"-

em que ag € um numero inteiro, incluindo o zero, e os demais a,, para todo n € N, sao

nimeros inteiros positivos nao nulos.

Uma fragao continua pode ser representada também pela expressao [ag; a1, as, as, ay, - - |,
denominada neste trabalho como forma expansiva da fracao continua, em que os termos
ag, a1, 0, as, - -- sao chamados de quocientes parciais. Note que o primeiro quociente é
separado dos demais por ponto e virgula.

Em relagao aos quocientes parciais, as fragoes continuas podem ser infinitas ou finitas.

De modo que, podemos representa-las, nessa ordem, como:

1
lag; a1, ag, as, aq, -] = ag + I
az + ———
as + ’
Ou,
1
lag; a1, az, a3, q, . . ., A1, Qn] = ag + i
ay + T
as + — +
a Ap—1 + -
ap
Exemplos:

As expressoes
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3 ! 5 !
-9+ I eo+ i

T 1 T i
9+ — 7+ ’-—|——1

94 =
+2

Sao exemplos de fragoes continuas simples infinita e finita, nesta ordem.
O matemdtico Leonhard Euler (1707 — 1783) demonstrou propriedades importantes re-
lacionando os niimeros racionais e irracionais as suas representacoes em fragao continua.

Veremos esse tema mais detalhado logo adiante.

2

Euler também fez uso das fracoes continuas para demonstrar que e e e” sao irracionais.

Vejamos a expansao do nimero e:

e=2+ 1
1+ i
2+ T
1+ 1
1+ T
4+ i
1—i——1
1+
6+

=(2;1,2,1,1,4,1,1,6,---].

Vejamos também a representacao do ntimero m em fracao continua:

15 +

292 +

=1[3;7,15,1,292,1,1,1,2,---].

Outra cottribuicao importante a histéria do nimero 7 é atribuida ao mateméatico inglés
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William Brouncker (1620-1684). Ele escreveu a seguinte expressao:

4 1
_:1+ 9
T
2+2 55
+ 19
24 —————
2 1)2
oy 2nt1)°
:[1;2,2,2,2,2,---].

4.3 Convergentes

Para facilitar o entendimento, comecamos esta secao com dois exemplos que mostram

como encontrar a fracao continua a partir de um ntimero racional dado e vice-versa.

17 .
Exemplo 4.3.1. Considere o ntimero racional o O processo para encontrar a fracao

continua que o represente pode ser descrito do seguinte modo, utilizando o algoritmo da
divisao:

Dividimos 17 por 11.

17=1-11+6
Dividimos 11 por 6.
11=1-6+45
Dividimos 6 por 5.
6=1-5+1
Dividimos 5 por 1.
5=5-140

Finalizamos quando encontramos o resto zero.

Dai podemos concluir que,

17_1+6
11 11
11_1+5
6 6
6 1
—=14+=
5 T5°
5

Z =5

1
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Logo, considerando a definicao de ntimero racional inverso, temos que

17 _ 1
oo TT
6
1
=14+ ——
1+§
5)
- +1+—1
1
1 —_
Jr5
=[1;1,1,5].

17
Portanto, 7= [1;1,1,5].

Em seguida, vejamos agora um exemplo que encontre o nimero racional negativo a partir

de uma fracao continua dada.

Exemplo 4.3.2. Considere a fragdo continua [—2;1,3,5]. O processo para encontrar

o numero racional que a represente, consiste em efetuar as somas até que se forme um

nimero racional fracionario. Veja:

1
[-2;1,3,5] = 2+ ————
I+—7

34 =
+5
1

Vamos retomar o exemplo para facilitar o entendimento da definicao que segue.

Perceba que = [1; 1,1, 5]. Nesse exemplo, vamos destacar cada fracao continua apés a

n-ésima divisao. Veja o passo-a-passo:
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Inicialmente para

Em seguida, para

Em continuidade

1
n:3:[1;1,1]=1—i-—1
1+ -

E por fim

n=4:[1;1,1,5] =1+

Note que a cada divisao tem-se uma nova fragao que vai se aproximando gradativamente
do ntimero e até que o encontramos apés a terceira divisao consecutiva.

Vejamos mais um exemplo.

3 43
Exemplo 4.3.3. Considere o niimero racional To" Temos que 0= [2;3,1,4]. Assim,
seus convergentes sao:
2
Co = 1 2;
17
C1 + 3 3a
1 9
Co = 24 ——— = —;
g4s 4
1
1
C3 — 2 -+ 1
T
4
43
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Considere as expansoes das fragoes continuas representadas da seguinte forma:

ag
ol =7
[ap; a1] = ag + —,
ai
1
lao; ay, az] = ag + -1
aq + —
a2
1
[ag; ay, az, as] = ag + — 1
ai +
as + —
as
1
lag; ay, az, a3, -+, an_1,an] = ag + I
as + I
ap—1 + —
an
Definig¢ao 4.3.1. Chamamos de n-ésimo convergente da fragao continua [ag; a, as, ag, -+, Gp_1, Gp, -
o numero racional
p
c, =, comn >0
an

sendo os numeros p, € Z e q, € N, respectivamente, chamados de numerador e denomi-

nador. Outras formas de representar o n-ésimo convergente também sao

Cp = [ao;a17a27a3a'” 7an—17an7”']
1
:a0+ 1
ay + 1
as + 1
as+---+ i
an—1+
ap + —
_
Gn

Vale ressaltar aqui que ag corresponde a parte inteira do niimero racional, isto é, o maior
inteiro que é menor que o nimero real em questao. Caso esta nao exista faremos ag = 0,

enquanto os outros a, s sao inteiros positivos.
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A fragao [ag] é chamada de primeiro convergente, isto é,

Po

Co = —

qo

= |ao)

=71

Logo

bPo _ o
qo0 ’

donde pg = ag e g = 1.

Seguindo mesmo raciocinio, para o segundo convergente teremos

Logo
P aom+1
q1 ai ’
onde p; = apa; + 1 e ¢ = ay.

Calculando ¢y, c3, ¢4, obtemos, nessa ordem:

. ag(alao —|— ].)
 aga; + 1
_ Qap1 + Do

asqi + qo

Logo
P2 _ G2p1+ Po

@ aq+ 17
com py = aspr + Po € g2 = azqy + 1;
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p3
C3 = —
q3
= [Go;ahama:&]
1
L
as + —
a3

as(az(arap + 1)) + (arag + 1)
asz(asa; + 1) + a4

aspz + p1

azg2 +q1’

Logo
P3s _ azp2 +pi

qs asq +qr’
com p3 = aszpz + pP1 € g3 = azqe + qi;

2
Cy = —
q4
1
as + —
aq
_ ups + P2
asqs + g2’
Logo
P4 _ Q4P + P2
@ gz + @’

COM Py = A4P3 + P2 € g4 = A4q3 + qo.

Diante do que foi observado, serd possivel conjecturar uma relacao que nos forneca os
proximos convergentes?

Em seu livro “Opera Mathemética”, o matemdtico britanico Jonh Wallis (1616 — 1703),
utilizou pela primeira vez o termo Fracao continua e fundamentou alguns conceitos basicos
para o assunto.

O teorema abaixo é um desses conceitos. Nele sera demonstrado, por inducao em n, que
existe uma relagdo que nos permite calcular o n-ésimo numerador e/ou denominador do

n-ésimo convergente de uma fracao continua.

Teorema 4.3.1. (Relagio de Wallis-Euler) Seja ¢, = Pn o n-ésimo convergente da fracao
q

n
continua [ag; ai, as, as, ..., p_1, Gy, - -+ ]. Entdo o numerador p, e o denominador ¢, de ¢,
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satisfazem as seguintes relagoes:
Dn+1 = An+1Pn + Pn—1

An+1 = Ont1qn + Gn-1

paran € N, com n > 1, em que as condigoes iniciais sao definidas por
Po = ao, p1 = a1ap + 1

o=1 ¢ =a.

Demonstracao. Como ja mencionado, vamos provar esse teorema usando a indugao sobre
n. Para a etapa bésica, quando n = 1, vimos anteriormente que a igualdade é vélida.

Suponhamos a equagao valida para um nimero natural n = k, vamos verificar sua validade

paran =k + 1.
Note que
1
[ao; ay, Az, , k-1, Ak, Gk+1] = |Qp;0Q1,02,** , 01, +
Ag41
<ak + ) Dk—1 + Pr—2
_ ak+1
(ak + ) k-1 + Qr—2
AR+1

[(ak+1akpk—1 + Pr—1) + Qp+1Pk—2]
Ak+41

[(arGr—1 + Qr—1) + Qk+1qk—2]
A1

1 (QkPr—1 + Dr—2) + Dr—1
1 (O Gr—1 + Qr—2) + qr—1
Ag+1Pk + Di—1

Ok+1Gk + Qr—1
DPk+1

qr+1

Logo, temos que

Pn+1 = Qn41Pn + Pp—1 €
Gn+1 = Qn+1Gn + Qn—1-
para todo n € N, com n > 1. O
Dai segue que o n-ésimo convergente também é expresso da forma:

QpPn—1 + Prn—2

Cp = .
" AnQn—1 + dn—2
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Implementacao aritmética para o calculo dos convergentes

Caso tenhamos os concientes parciais, existe outra maneira de encontrarmos os convergen-
tes de uma fragao continua usando uma ferramenta chamada implementacao aritmética.
A Implementacao aritmética nada mais é que uma esquematizacao de “passos” para resol-
ver um algoritmo. Estratégia que além de garantir a execugao deste também evita calculos
e repeticoes desnecessarios, facilita a deteccao de erros e garante melhor aproveitamento
do tempo dedicado a sua resolucao.

Pelo teorema temos que

o Zﬁ _ QpPn-1 + Pn—2

Cp = = i
dn AnGn—1 + gn—2
im0 1 2 [ 3 [ 4 -] n
an | Qg ay a9 as ay cee Ay,
Pn | Go | Grag+ 1| agpr +po | asps +p1 | Gaps +p2 | ©+ | GpPp-1+ pn2
qn | 1 a ach+qo | 32+ q1 | aags + @2 | - | Gpln-1 + @n2

Tabela 4.1: Implementacao aritmética

Observando a tabela, é facil notar que o calculo do n-ésimo numerador, p,,, basta multi-
plicar o quociente de mesma ordem pelo peniltimo numerador e somar esse produto com

o antepenultimo numerador. O calculo do n-ésimo denominador é feito de modo anélogo.

Exemplo 4.3.4. Vamos calcular os convergentes da fracao continua [1;1,1,1,1,1] por

implentagao aritmética.

L n [0] L | 2 | 3 [4]5 ]
a, | 1 1 1 1 1] 1
mll|1l-141=2|1-241=3|1-3+2=5]8]13
an | 1 1 1-1+1=2|1-2+1=35] 8

Tabela 4.2: Exemplo - Célculo dos convergentes
Entao temos

Cy =
Cy —

3
i
8

Teorema 4.3.2. Se p,, e g, sao o numerador e do denominador do n-ésimo convergente,

n, da fragao continua [ag; ai, as, -+ ,ay_1,an, |, para n € NU {0}, entao

Pn
Pn—1

== [an;anflv"' ,a1,Ap|; €
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(i) — = [an;an_1," " ,0a2,a1].
dn—-1

65

Demonstragao. Faremos somente a demonstragao do caso (7). O caso seguinte é feitos de

maneira analoga.

(i) Sejam p,, e ¢,, o numerador e o denominador do n-ésimo convergente da fragao

continua [ag; ay, ag, -+ ,ay_1,0n, |, para n € NU {0}.

Sabemos que p,, = a,Pp_1 + Pn_o2, entao

Dn ::@npnfl%_pan
Pn-1 Pn—1

=a, + Pn—2
Pn-1

:a,n—|—

Pn-1"
Pn—2

Seguindo esse mesmo raciocinio, repetiremos esse processo até que obteremos

O que conclui nossa demonstragao.

Vale destacar que para os denominadores temos existe a seguinte condicao

q1 a1
— = —=aqa.

qo 1

O

Corolario 4.3.1. Seja g, o denominador do n-ésimo convergente de uma fragao continua.

Entao (g,) é uma sequéncia estritamente crescente de termos positivos.

Demonstracao. De acordo com o Teorema [4.3.1, paran > 2 e a; > 0, com n € N, temos

qo = 17 q1 = a1 € Qpy1 = Apy1qn + Qn—1-
Note que
l=p<a=g<wg+ep=0<- - <t-1¢-2+ @3 = -1 < Q-

De modo que, ¢,+1 = @nt1Gn + @n-1 > Gn, para todo numero natural n > 2.
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Isto quer dizer que nenhum termo da sequéncia (g,) é menor que o termo anterior, ja que

os a,s, com n € N, sdo inteiros positivos, por definigao. O

Além disso, o numerador e o denomindaor de qualquer convergente sao primos entre si
ou simplesmente irredutivel, como chamamos na educacao basica. Veja a demonstragao

disso no teorema que segue.

Teorema 4.3.3. Os numeros p, e g, satisfazem a igualdade

Pndn—1 — Pn—19n = (_1)71—1’ para n > 1.

Demonstracao. Usaremos a Inducao sobre n para esta prova. Quando n = 1 teremos,

usando a condicao inicial do teorema [4.3.1]

P1go — poq1 = (arap + 1) - 1 — apay

1
(-1)°
(-1,

Supondo que a relagao é valida para n = k, teremos paran =k + 1,

Prt1Qk — Prrr1 = (axpr + Pr—1)qk — Pr(arqr + qr—1)
= Pr—19k — Pkqk-1
= —(PrQe-1 — Pr—1qx)

(D=1

(-1)*
— (_1)(k+1)—1

O que conclui nossa demonstragao. O]
Isso é valido independente da fracao continua ser finita ou infinita.

Proposicao 4.3.1. Se (¢,) ¢ a sequéncia de denominadores dos convergentes ¢, duma

Tl ¢ uma fragao irredutivel, ou seja, (¢,—1,¢,—2) = 1, para todo

fracao continua, entao
qn—2
n €N, comn > 2.

Demonstragao. Seja d o maximo divisor dos interios g,_i € gn_2, isto é, d | g,—1 € d | gn—o.

Logo, existem inteiros ky e ko tais que ¢,_1 = k1d e g,_2 = kod. Em contra partida,

Pn—19n—2 — Pn—24n—1 = (_1)71727
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donde segue que

(_1)n—2 = Pn—14n—2 — Pn—24n—1
= ppn—1kad — pr_skid

= d(pn—le - pn—le)-

e portanto, d | 1 ou d | —1. Como d é positivo, concluimos que d = 1.

Isso conclui nossa demonstragao. O]

53
Exemplo 4.3.5. Use 5= [2;1,3, 1, 3] para verificar a validade do Teorema 4.3.3]

Por implementacao aritmética, temos

(nfof1]2][3[4)]
an, |21 3113
pn | 2311|1453
g |11 45 |19

Dai entao, para

n =1 teremos 3-1—2-1 -t

(_
L;
n=2teremos 11-1—3-4 = (-1)Y
= —1;

n=3teremos4-4—11-5= (_1)(3*1)
—1;

n =4 teremos 53 -5 — 14-19 = (—1)¢4~Y

— -1

A expressao pngn_1 — Pn-1qn € conhecida como Foérmula do Determinante, pois

Pn Pn—1
qn  Qn-1

= Pndn—1 — Pn—14n-

O fato de que cada convergente de uma fracao continua possui numerador e denominador

primos entre si é assegurado pelo colorario que segue.

Corolario 4.3.2. Para todo convergente ¢, = Pn temos que (pn,q,) = 1, para todo

n € N.

Demonstragao. Seja d o Maximo Divisor Comum de p, e g,, com d € N, isto é, d =

(Pns Gn)-
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Pelo Teorema [4.3.3] temos
Pndn—-1 — Pn—14n = (_1)71—1‘

Desse modo, como d | p,q,,temos

d ‘ (annfl - pn71Qn)
Logod|1loud|—1.

Portanto, d deve ser igual a 1. O

Corolério 4.3.3. Considere a sequéncia (¢,) de convergentes duma fracdo continua, tal

que (¢,) = (co, €1,y ,Cn_1,Cn, -+ ). Fazendo uso das notagoes anteriores, segue que,
paran > 1, vale
-1 n—1
Cp— Cp1 = = (4.1)
dndn—1
e para n > 2, vale
" -1 n—2
Cp — Cpo = &. (4.2)
qndn—2

Demonstragao. (4.1]) Sabemos que

Prln-1 = Pa-1dn = (=1)""".
Dividindo a igualdade acima pelo ntimero inteiro positivo ¢,q,_1, obteremos, para n > 1,

Pn  Pa _ (=D

An Gn—1 dndn—1 .

Portanto, paran > 1,
(_l)nfl

GnGn-1

" Considere que pp = apPp-1+ Pn-2 € ¢n = ApQn—1 + Gn—2, PaTA N = 2.
Usando a defini¢ao de convergente na expressao abaixo, temos

Cp —Cp—1 =

Cp — Cp—o = P _ P2
an n—2
_ Pndn—2 — Pn—24n
qndn—2
(P + Pn-2)qn-2 — Pn—2(AnGn-1 + Gn-2)
qnqn—2
_ an(Pn—1Gn-2 — Pn—2Gn-1)
Andn—2
. an(_l)n_2
AnQn—2 ‘

O que conclui a demonstragao. [l
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Observe que de temos que, para dois convergentes consecutivos, a diferenca sera ora
positiva, ora negativa, a depender da paridade do expoente n — 1. 3 sendo ¢y > cq.

Das relacaoes expressas neste exemplo percebemos que ¢y < ¢ < ¢1.

Pelo Corolério |4.3.3], é possivel mensurar a distancia entre dois convergentes consecutivos.
As relagoes expressas no Corolario sao muito uteis. Precisarremos utiliza-lo no
teorema que segue. Para isso, considere a sequéncia (¢,) de todos os convergentes de
uma fragdo continua, isto é, (¢,) = (co,c1,¢2,** , Cn, Cnt1,- -+ ), independente se finita ou

infinita.

Teorema 4.3.4. A sequéncia (¢,) dos convergentes de uma fracdo continua satisfaz as

seguintes propriedades:
(i) a1 >c3>c5 >+ > Copp1 > Copgg > -
(il) co<ca< ey <cg < < Cop < Copga < -
(iii) con < cony2 < Cont1

Demonstracao. Seja (c,) a sequéncia dos convergentes de uma fra¢ao continua.
Da equagao [4.1 no Colordrio [£.3.3] segue que a diferenca entre dois convergentes conse-
cutivos é dada por
an(_l)n72
Cp— Cpg=———2"— paran > 1.
Gndn—2
Usando a equagao acima, vamos demonstrar o Teorema analisando a paridade do indice
de cada termo da sequéncia (c,).

Quando n for par, existird k € Z, com k > 0, tal que n = 2k + 2. Dai, obteremos

agpro(—1)%

Q2k+292k
_ Q2p42

Cok+2 — Cok =

B q2k+292k
> 0.

Logo, cogro > cor, para k € Z, com k > 0.
De modo analogo, quando n-ésimo indice for impar, existira k € Z, com k > 1, tal que
n = 2k — 1. Donde,

G2k+1(—1)2k_1

q2k+192k—1
A2k+1

Cok+1 — C2k—1 =

q2k+192k—1
< 0.
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Portanto, copy1 > cop—1, com k > 1.
Tomando agora dois termos consecutivos com paridades diferentes, isto é, existe k € 7Z,

com k > 0, tal que, ainda pelo Colorario [4.3.3] temos

(_1)2k+1
Cok+2 — Cokt1 — ——
Q2k4-292k+1
1
Q2k+2492k+1
< 0.
Logo, capr1 > Capro-
O que conclui nossa demonstracgao. O]

Deste Teorema, concluimos que a sequéncia dos convergentes de indice impar, ¢é estrita-
mente decrescente e limitada inferiormente por ¢;, enquanto a sequéncia dos convergentes
de indice par, é estritamente crescente e limitada superiormente poor ¢g. Além disso, em
(7i1) temos que uma fracdo continua sempre estara entre dois convergentes consecutivos.
Ainda precisamos mostrar que a sequéncia (c,) é convergente. Para isso, os teoremas

abaixo servirao como base.

Teorema 4.3.5. Sejam as sequéncias de convergentes de indices par e impar, nessa ordem,

(cor) € (cak1), com k > 0. Ambas convergem e
lim co 1 = lim cop,

Demonstracdao. Sejam as sequéncias de indices par e impar, nessa ordem, representadas
por (cox) € (cary1), € limitadas superior e inferiormente, por ¢q e ¢;, respectivamente, com
k> 0.

Sejam lim(cgr) = 1 e lim(copy1) = lo.

Do Corolario [4.3.3] temos

(_1)2]671
Cog+1 — Cop = —————
q2k+192k
B 1
QQk+IQQk‘
Note que
1
lim(copy — Cop) = lim ———.
q2k+192k

Aplicando propriedades de limites na equagao acima vemos

liIIl(Cgk_H — Cgk) =0
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a medida que k torna-se suficientemente grande.
Uma vez que (g;) é uma sequéncia de termos crescentes e positivos, garante que o segundo
membro da equacao é nulo.

Assim, temos

lQ = hm(CQk_H) = 11H1<Cgk) = ll
Como queriamos demonstrar. n

Com isso, a partir do Teorema ??7 e da andlise da convergéncia das subsequéncias de
(cn), concluimos que a sequéncia (c¢,) de todos os convergentes de uma fragdo continua
converge. Portanto, a sequéncia (c,) configura uma sequéncia de Cauchy.

Mais adiante provaremos que hé diferenca na expansao em fragao continua entre niimeros
racionais e numeros nao-racionais. Porém, a sequéncia (¢,) dos convergentes de uma

fracao continua converge para o nimero real que a originou.

4.4 Fracoes continuas e niimeros reais

4.4.1 Relacao entre nimeros racionais e fragcoes continuas

o . . . T 20
No inicio da secao anterior, trouxemos a representacao dos nimeros racionais I e T
como fragoes continuas. Vimos que em um certo momento obtivemos resto zero nas
divisoes sucessivas o que fez o processo parar. Essa afirmacao nos é garantida pelo Teorema

seguinte:

Teorema 4.4.1. Todo numero racional é representado por uma fracao continua finita.

Reciprocamente, toda fracao continua finita é representada por um niumero racional.

Demonstracao. Para a primeira parte da prova deste teorema usaremos o processo de

P . . , . P . .
divisoes sucessivas. Consideremos um numero racional = com p e q inteiros e ¢ # 0. Ao
q

dividirmos p por q obteremos a seguinte expressao:

P = apq + 1o, com 0 < g < |q]

onde ag e rg sao definidos como quociente e o resto de minha primeira divisao.

Se ro = 0, entdo [ag] é a fragdo continua que representa E, isto é, b_ lag]. Podendo este
ser positivo, negativo ou nulo. ! !

Sejam, agora, a, e T, 0 quociente e o resto de minha n-ésima divisdo, com n € N U {0},
de modo que o quociente a,, é o inico que deixa resto r,, fato garantido por Euclides em

seu algoritmo da divisao.
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Retomamos a divisao anterior, caso 1o # 0, reescrevendo-a como

r 1
P+ D =g+ 4, 0<ri < g (4.3)
q q 24
To
Da divisao de q por 7y, segue que
r
£:a1+—1,0<7"1<|7‘0| (44)
To To
r
Perceba que tanto 4 como L sdo nao-negativos, uma vez que 0 < 1o < |g| e 0 < 1y < |ro].
To To
Se r; = 0, o algoritmo péra e dai 4 _ ay. Substituindo em teremos a expressao
To
D 1
To
1
= Qo + T1
a; + —
To
1
_= ao —'— _—
(431
= [ap; a1].

- . p
como fragao continua de =.

q
Senao, caso r, # 0, entdo, repetindo o processo de divisdao, agora rg por r; temos

E:CI,Q—|—T—2,O<7’2<|7’1’ (46)
1 1

Novamente, se 75 = 0 0 processo para € a expressao incluida na equagao nos

apresenta

= [(10; ay, GQ]
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Caso contrario, para ry # 0, o processo continua até que algum r, seja nulo.

Dessas divisoes sucessivas, obteremos uma sequéncia de equacgoes tais que:

1
]—Qza0+—q,0<7"0<|q’
q 4

To
q T
T—:(I1+T—,O§T1< ‘7”0’
0 0
To T2
— =ay+ —,0<ry <y
& ™
T'n—3 T'n—1
= Qp-1 + ) 0< Th—3 < |rn72|
T'n—2 T'n—2
T'n—2 0
= an + ;T =0,
Tn—1 Tn—1

terminando depois de um numero finito de divisoes, quando r, = 0, para algum n natural.

Dai entao, fazendo as devidas substitui¢oes chegamos a expressao almejada, isto é,

- [ao; ai,az,as, - 7an]

A segunda parte do teorema é imediata, pois basta efetuarmos as operacgoes com fragoes

para chegarmos ao niimero racional desejado. O

Vamos tratar agora de representagao de fragoes continuas para niimeros racionais inversos.
Note que temos duas situagoes possiveis: o numerador maior que o denominador e o

numerador menor que o denominador.Dai, temos
. L o P
Teorema 4.4.2. Sejam p e ¢ inteiros positivos. Se p > g e = = [ag; a1, a9, a3, ,ay),
q

~ g
entao — = [0; ap,a1,02,0a3, " " * 7an]'

Demonstracao. Sep>q>0e
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- = [ao;a17a27a37 e 7an]
q
1
CL3+ 1
ap-1+ —
ap,
entao,
q 1
p P
q
1
=0+
q
1
CLO+ 1
CL3—|— 1
ap—1+ —
an
= [0; a0, a1, a2, a3, -+, ay].

O que conclui nossa demonstragao.

Corolario 4.4.1. Sejam p e g inteiros positivos. Se p < q e P

~ q .
entao b [ag; ar,as, asz, -, ayl.

[Oa ap, a1,02,0a3, -

74
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Demonstracao. Se p < q e

g = [0;a0,a1,a2,as,- - -, ay)
1
=0+ 1
ag + 1
aq + 1
as + 1
as + . 1
_ -
Ap—1 + —
G,
1
=0+ ]
p
Fazendo a comparacao dos membros da igualdade temos
o4 11
p
Qo + 1
aq + 1
as + 1
as + ‘ 1
i -
Ap—1 + —
Qp
= [ag; a1, az, a3, , ay]

Terminando a prova.

O exemplo abaixo nos ajudard a compreender melhor o dito acima.

75

Exemplo 4.4.1. Pelo Coroldrio uma vez que 5 < 7, para encontrar a fracao

continua que representa o nimero racional - inicialmente encontramos a fracao conti-

7
nua para 5 Veja:
7=1-5+4+2

0=2-2+1

2=2-140
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entao o processo de divisoes sucessivas para e fazemos

Dai temos que

2+ =

=10;1,2,2].

4.4.2 Relacao entre nimeros irracionais e fracoes continuas

No inicio desta secao provamos que todo ntimero racional tem uma fracao continua finita
que o represeta e viceversa. O questionamento agora é sobre a representagao de um
nimero irracional em forma de fragao continua.

Vamos explicar o processo de como encontrar a fracao continua para um ntmero irracional,
fazendo um passo-a-passo.

Seja a um numero irracional. Devemos levar em conta que nao podemos representéa-lo
como quociente entre dois inteiros. Logo, sé nos cabe aqui considerar sua parte inteira,
isto é, considerarmos o maior inteiro menor que «, independente se este for positivo ou

negativo, ou ainda nulo. Dai, entao, encontramos nosso ag, o primeiro quociente parcial.

Assim,

1 1

a=ay+ —, com0<— <1,

™ ™

onde
1
T =
a — Qo

¢ um numero irracional, pois « foi desmembrado como uma soma de duas parcelas, sendo

uma inteira e outra irracional.
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Continuando, vamos encontrar a;, a parte inteira de r;, da seguinte forma

1 1
r=a+—, com0<— <1,
T2 T2

onde
1

T9g = ——.
rn—m

Repetiremos esse processo infinitas vezes e chegaremos a sucessivas equagoes do tipo

1
a=ay+ —, comr; > 1,
™
1
r=a;+—, comry > 1,
T2
1
ro = as + —, com rg > 1,
rs
1
Tn = Qn + , com 7,41 > 1,
rnJrl

onde todos os a} s sdo inteiros nao nulos para n > 1 e todos os 7}, s sdo nimeros irracionais,
paran > 1.

Esse processo nao para. Senao teriamos r, = a,, para algum n € N. O que é impossivel
visto que « € irracional.

Logo, substituindo cada r, na equagao imediatamente anterior, teremos

:a0+ 1
a; +

az + ——

a3+—

= [ag; a1, a2, a3, -+, Qp_1, 0, -]

E assim acabamos demonstrando a primeira parte do Teorema seguinte.
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Teorema 4.4.3. Todo nimero irracional é representado por uma fracao continua infinita.

Reciprocamente, toda fragao continua infinita é representada por um nimero irracional.

A demonstracao da segunda parte segue de modo direto da aplicacao das operacoes com
fracao.

Esse Teorema nos permite identificar se um nimero real é racional ou nao por meio da
observagao de sua representacao como fracao continua: se finita entao o nimero é racional,

se infinita, é irracional.

Exemplo 4.4.2. Considere o irracional v/2. Expanda-o como uma fracdo continua.

O maior inteiro menor que V26 ap = 1. Logo

1
V2=1+—.

™
em que
1
ry =
1 o1
=V2+1
Logo,

1
V2=1+ .
V2+1

Dando continuidade, segue que o maior inteiro menor que r; é a; = 2, entao

para

To =
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Entao temos a expansao,

Sabemos também que o maior inteiro menor que 79 é as = 2, assim

1
T2:2—|—T—
3

e entao de

temos
V2=1+ I
24

1
24+ —
V2+1
Uma vez que obtivemos r; = 75 = r3 = /2 + 1, utilizando a mesma estratégia encontra-
=71, =--- =2+ 1. Portanto todos os quocientes parciais serao

remos rqy = 15 = ---
iguais a 2 e teremos entdo a expasao inifnita de v/2 como sendo
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V2 =1+ : (4.7)

2+

1
2+ —

= [172727272727]
= [1;2].

Sendo que na ultima notacao a barra sobre o 2 indica que este repete-se infinitamente.
Este exemplo nos provoca a seguinte duvida: é possivel garantir que a fracao continua
infinita [1;2,2,2,2,2,---] = [1; 2] representa o niimero v/2?

A resposta para esta pergunta sera obtida a partir da manipulagao da propria fragao

continua. Donde podemos escrever

=1+

2+
2+

ou ainda,

r—1=
1
24

2 +
2+ —

Agora note que

24 | ————
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Logo (z —1)(z +1) =1 ou 2* = 2.

Portanto

2+
2+

2+ —
=2.

Outros exemplos similares de nimeros irracionais sob forma de fracao continua infinita

Sao:

V3=11;1,2,1,2,1,2,---] = [1;1,2,
V15 =[3;1,6,1,6,1,6,---] = [3; 1, 6]

V3l =1[51,1,3,5,3,1, 1, 10]

[
[
[
=(2;1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8, -]
= [3;7,15,1,292,1,1,1,2,- -]
~[1;1,1,1,1,1,1,1,1,---]

Ressaltando que os ntimeros sob a barra sao chamados de periodo da fracao continua e
que estes podem ser extensos, como no caso de v/31. Note que o periodo pode ocorrer a
partir de certo estdagio, como em V15, ou pode se apresentar ja do inicio, como em V5+2.
Neste tultimo caso, dizemos que a fragao continua é puramente periddica.

Os exemplos acima e o que vem logo a seguir ilustram um Teorema que sera demonstrado

mais adiante.

Exemplo 4.4.3. Encontre a expansao em fragao continua infinita de

~ 25++/53
N 22

Como feito no exemplo anterior, ja que 7 < /53 < 8, temos que o maior inteiro menor

que x é agp = 1. Entao

25 4+ /53

22

1
T1

1
=14+ =
X
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onde,

1
r—1
22 3-+/53
S 3+53 3-V53
_ VB53-3
2

r =

Encontramos o maior inteiro que seja menor que 71, no caso a; = 2, entao

1
T1:a1+—
T2
1
=24 —
T2
onde
1
ro =
2 7’1—2
2

V53— 7
VB34 7
==

Estamos seguindo esse raciocinio com a intengao de verificar a presenga de um periodo.

Sendo assim, temos que o maior inteiro menor que zs € ay = 7, entao

7"2:@2"——
T3
1
=74+ =
T3
onde
1
’[” =
3 7'2—7
2

V53— 7
VB34 T

2

Logo o = r3, isso implica que o calculo se repetira infinitamente.
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Portanto, a fracao continua requisitada é

E finalmente, obtemos

. 25 4+ /53
N 22

=1+

1
1

I
T+ —

2+

= [17277977]
= [1;2,7].

Agora, faremos o processo de “volta”, isto €, encontraremos o nimero irracional a partir

da fracao continua infinita que o representa.

Seja
1
r=1+ 1
2+
1
7T+ —
Tomemos
1
y="T+ T (4.8)
T4+ —
1
=74+ -.
Y

Logo y ¢ a raiz positiva da equagao

y' =Ty —1=0,
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isto é,
7+ v53
Y= 9 .
Portanto,
1
r=1+
2+ -
Y
1
=1+ —5 apos simplificarmos a expressao temos,
2+ —F—
7+ v53
25453
22

Valor almejado por nés.

Essa estratégia, para encontrar a fracao continua infnita que representa um determinado
nimero irracional e vice-versa, s6 é possivel devido a ideia intuitiva de que existe limite
para as expressoes a direita da igualdade em [.7] e 4.8} por exemplo.

Vamos escrever um nimero real « em forma de fragdo continua. Assim,
a = [CL(); ay,Q2,0a3," " >an—1>Tn]-

Chamaremos o numero real r, de residuo de « e o definiremos como

1

)
Tn+1

Ty = Qp +

com 0 < Ti < 1, para todo n € NU {0}.

Sendo assir?l, queremos destacar que a sequéncia (r,,) possui todos os termos nao-negativos,
vide definicdo de quocientes parciais. Além disso, se tratarmos, em alguma posicao n,
o residuo r, como numero inteiro positivo, teremos, entao, uma fracao continua finita

associada a « cujo ultimo convergente serd dado por

T'nPn—1 + Pn—2
T'ndn—1 + Gn—2
Donde concluimos que a é um numero racional. Note que para tal é necessario ter
1
= 0.
T'n+1

Porém, sera que esse fato também se aplica ao nimero irracional? Vejamos no Teorema

seguinte.

Teorema 4.4.4. Seja o um numero irracional associado a uma fragao continua, de modo
que

o = [ao;@haz;a:%» o 7an—17rn]
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com 1, = a, + , para todo n € N. Entao,

Tn+1
_ TnPn—1 +pn—2
Tndn—1 + Gn—2 ’

onde al s sao inteiros positivos, com excegao de ay que pode assumir valores negativos e

também nulo, e com todos os p s e ¢,,s definidos de acordo com m paran > 1.

Demonstracao. Seja [ag; ay,as, as, -+ ,a,—1,7,] a fracdo continua associada ao nimero
irracional a. Do teorema sabemos que essa fragao continua ¢ infinita e, consequen-
temente, temos que r, = [an, Gpi1, Gpia, - .

Vamos usar inducao sobre n para demonstrar esse Teorema. Em sua etapa inicial, para

n=1:

a = [ag; ]
1

(A1
riag + 1
Tl'l
_mpo+1

140

A situagao acima é tida como excecao devido as condic¢Oes iniciais expostas no Teorema

Agora, tomando n = 2 temos:

1
[ao; a1, 9] = ag + — T

a; + —
)

1
roa; + 1
T2
ro(aiag + 1) + ap
roar + 1
T2P1 + Do
T2+ qo

Supondo a afirmacao verdadeira para n = k, queremos mostrar que também valera para

n =k + 1. Logo,
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lag; a1, a9, a3, -+, Qg_1, A, Tjr1] = {ao; ai,Qo,as, "+ ,0g_1, 0 +
7"Ic-|-1]
1
a + Pik—1 + Pk—2
Tt

1
(ak + > k-1 + qr—2
'f’k+1]

Tit1(QkDr—1 + Dr—2) + Dr—1
Thet1 (k-1 + Qr—2) + Qo1
Tk+1Pk + Pk—1

Th1Qk + Qr—1

Isso conclui a demonstragao. O]

Donde concluimos que o valor numérico de « e o valor numérico da fragao continua infinita
associada a ele correspondem.

O Teorema afirma que a sequéncia (c,) de convergentes de uma fragdo continua
converge pela andlise da convergéncia de suas subsequéncias. Mas sera que a sequéncia
(¢n) de convergentes de uma fragdo continua infinita que representa um nimero irracional
também converge? O fato é que até entao nao podiamos afirmar se o limite dessa sequéncia

existe ou nao. Porém, no Teorema que segue temos

Teorema 4.4.5. Sejam « um numero irracional e (¢,) a sequéncia de convergentes de «

representado por uma fragao continua, entao

lim ¢, = .
Demonstracao. Seja o = [ag; ar, az,asg, -+ ,an_1, ], COM Ty = ap+ , paratodon > 1.
rn+1
Sabemos do Teorema que
o = [(10; ay,ds, a3, - ,0an-1, rn]
T'nPn + Pn—1

Tndn + qn—1 '
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Logo, usando a definicao de convergente, temos

TnPn + Pn—1 _ Pn

TnGn + qn—1 dn

_ (raPn £ Pn1)n = (Fun + Gn1)Pn
(Pndn + Gn—1)dn

TN(ann B anﬂ) + (pn—1Qn B ann—l)

oa—c, =

(TnGn + Gn-1)Gn
_(annfl - prﬁlQn)
(TnGn + Gn-1)an
(=)
(Pdn + ¢n-1)n
(=1)"
(TnGn + Qn—l)Qn'

87

Do Corolério temos que (g,) é uma sequéncia estritamente crescente de termos

positivos e como (r,) é uma sequéncia de termos positivos. Uma vez que (r,q, + ¢n—1)q >

Gn—1Gn temos

(="
(TnQn + Qn—l)Qn

lim(a — ¢,) = lim

=0

e portanto,

lim ¢, = a.

]

Do Corolario 4.3.3] sabemos que todos os convergentes impares sao maiores que todos os

convergentes pares. Além disso, temos do teorema anterior que

lim co, = lim copy1 = @

Com isso, perceba que « estard entre cop € o1 Sempre por excesso ou por falta.

Porém, uma vez que o é um numero irracional, como visto no Teorema [4.4.3 (c,) é

infinita. Contudo, todos os termos de (¢,) aproximam-se de « e é possivel mensurar essa

proximidade.

) . . . Pn -
Teorema 4.4.6. Se o é um numero irracional e ¢, = — é um convergente de a entao

4n
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para todo n > 0.

Demonstrac¢do. Seja o é um numero irracional cuja representacao em fracao continua
infinita é dada por
o = [ag; ar, az, as, -+, ap_1,7y)
1

Tn—i—l
Note que a,11 < 1.

em que 7, = i1 + ¢ um numero racional, para todo n > 1.

Sabemos que da demonstracao anterior que

Pn
a—c,=a——

qn
(="
(rnQn + Qn—l)QR

Logo
1
o —¢,| =
(TnQn + Qn—l)Qn
1
<
(an—HQ’n + Qn—l)Qn
1
<
An+14n
1
< q—2
Isso conclui nossa demonstragao. O]

Com isso, perceba que quanto maior for o n-ésimo quociente parcial, melhor sera a re-
presentatividade da aproximagcao dos termos da sequéncia (¢,) do nimero irracional a.
Temos que a sempre estara contido num intervalo cujos extremos sao os termos ¢, € ¢,y1

da sequeéncia. Os exemplo abaixo nos ajudara na compreensao deste Teorema.

Exemplo 4.4.4. Vamos calcular os quatro primeiros convergentes do irracional v/2.
Sabemos que
V2 =[1,2], entdo

(nfO0f[1][2]3]4]5]
a, | 1L]212[2 2] 2
ool 11371174199
g 11125 [12]2970

Tabela 4.3: Quatro primeiros convergentes de /2.
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Assim,

C():l
L3
179
7
ngg
17
AT

A figura que segue nos ajudara melhor na interpretacao.

Figura 4.2: Representatividade da aproximacao de v/2 por niimeros racionais.

o

C

3 1

=

»
S
wi-ig O

Wi @

Pela figura [4.4.4] percebemos que a partir do terceiro, os préximos convergentes estarao
mais aproximados do niimero, pois ¢, < a < ¢,11, vide Teorema [4.3.1]

Contudo, vimos também que o nimero v/2 é raiz da equacio 2> — 2 = 0. Por isso, v/2 &,
também, definido como niimero algébrico, uma vez que qualquer niimero real ou complexo
que é solugao de uma equacao polinomial com coeficientes inteiros é dito algébrico. A
saber, todo nimero racional %, com b # 0, é algébrico por ser raiz da equagao polinomial

br—a = 0. Quando um numero real ou complexo nao for algébrico sera dito transcendente.

Defini¢ao 4.4.1. Uma fragao continua infinita [ag; a1, as, as, - - - | é dita periodica se exis-

tem h € Nen € Z, com n > 0, tais que para todo m > n temos

Am4h = Am
onde os valores a,11,ap12, ", anap representam o periodo. Desse modo a fragao continua
periodica também é escrita como
[CLO; A1, Q2,Q3, " ,Qn, Apy1, Apy2, " 7an+(h—1)]'

Em particular, quando m = n = 0 a fragdao continua infinita ¢ dita puramente periédica,

escrita como

[Clo;ahaz,a?n“' aah—l]-

O menor valor assumido por h chama-se periddo.

Sendo assim, em exemplos como

i) V7 =[1;2,T7]
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i) v5=[2;4]
i) 5 +2=[4]

trazemos fracoes continuas infinitas periddicas, cuja parte repetida pode acontecer a partir
de uma certa posigao, como em ) e em i), ou ainda vir desde o primeiro quociente parcial,
caracterizando-se como puramente periddica, em 7).

Estas trés situacgoes ainda sao exemplos de numeros algébricos, isto é, estes nimeros
irracionais associados a fracoes continuas infinitas periodicas sao raizes de equagoes po-
linomiais com coeficientes inteiros. Mas de que tipo de equagoes polinomiais estamos

falando? Acompanhe o teorema que segue.

Teorema 4.4.7. Se o ¢ um nuimero irracional associado a uma fracao continua periodica,

entao « € raiz de uma equacgao polinomial quadratica com coeficientes inteiros.

Demonstrag¢ao. Seja o nimero irracional « cuja representacao em fracao continua infinita

puramente periodica, por hipdtese, é dada por

o = [ao;a17a27a3a T 7an]a

para todo n € N U {0}.

Observe que a pode ser reescrito da seguinte forma:

1
o = ag + I
a; + 1
(05} + ‘ 1
.. +
A, +
Tn+1
= [a(); Q1,0a2, "+ ,Qp-1,0an, Tn—l—l])
com 7,1 = |ag; a1, 09,03, , Ay, Qg, G1, Ga, 3, ;0| = Q.
Retomando o Teorema [4.4.4] consideramos
QP + Pp—
QZM,paran>1.
adn + qn—1
Da igualdade acima temos aequacgao de segundo grau
Qna2 - (pn - qn—l)a/ — Pn—-1 = 07 (49)

donde cocluimos que uma das raizes é a.

Vamos encontrar a outra raiz dessa equagao.
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Seja o n-ésimo convergente da fracao continua associada a o dado por

Pn
— =lap;a1,as, + ,an_1, Gyl
qn
Do Corolario [£.3.2] sabemos que
DPn
= [an; Ap—1,"",01,00
Pn—1
/
_ P
/
dn
e, ainda,
Gn
= [an;an—la ,&2,@1]
gn—1
/
- Pn-1
=21
qnfl
p, D
I . , . ~ ,
onde —* e — 530, respectivamente, o n-ésimo e o (n—1) convergentes da fracao continua
qn qn—l
[an7 Qp—1,*** ,02,01, CLO].

Desse modo, podemos escrever

p;L = Pn p;q = (Qn (410)
Gn = Pn—1 q;_l = (n—1

Considere a fracao continua infinita puramente periddica

5 = [an;an—la e ,(lg,al,ao]

em que os quocientes parciais a,, a,_1, - ,as,a1,ag sao os mesmos da fracao continua
associada a a. Note que para este caso ag € N. Logo, a > 1.

De modo andlogo, usaremos novamente o Teorema [4.4.4] para obtermos

g = OPut Py
Ban + a4
e encontrarmos a equacao quadratica
0B = (D = 4,)8 = Py = 0 (4.11)

Substituindo as expressoes de 4.10] na equacao acima temos

P18 = (pn — @n-1)B— ¢ =0 (4.12)
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Dividindo toda a equacao [4.12| por —— obtemos

52

an <—%>2 — (Pn — Gn-1) (—%) — P11 =0 (4.13)

- . 1 . .
Comparando as equacoes e 4.13] concluimos que _B ¢ a outra raiz da equacao

quadratica, com coeficientes inteiros, do tipo

G — (Pn — Gn_1)T — pu_1 = 0.

Sabemos que, para a fracao continua associada a um nimero irracional (3,

1
0< =<1
Logo,
1
-1< - <0.
g

Consideremos o nimero irracional « cuja representacao em fracao continua infinita periodica

é dada por

Q= [ao;alaa’% agy - Aky Qg1 42, " ° 7a’k+h]7 para keNU {0}

Vamos reescrever «v como

1
a = ag + 1
a
1+ T
ot ap + —
w
em que w = [ag, Grr1, Grra, -, Ghrn) € a parte perddica da fragao continua que representa
uma fragdo continua infinita puramente periédica.
De modo que temos
1
o —ayg =
0 N 1
a
! 1
as +
t. + Q1 + =
w
e ainda
1 1
a—a
0 as +
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1
Como o numero real a; = ¢ irracional podemos escrever
a — Qg
1
o —a; =
1 1 1
as + 1
ot ap + —
w

repetindo esse processo recursivamente, ao final, encontraremos uma expressao do tipo

1

—— =w, com k € NU{0}.
Qp—1 — Q-1

Sabemos que w ¢ raiz positiva de uma equacao de segundo grau com coeficientes inteiros,

vide Teorema Logo

A++VB

o com A B,CeZ. (4.14)

A1 — k-1 =
Usaremos o mesmo raciocinio, agora, para verificar a configuracao de nosso nimero irra-

cional «, dado no inicio. Facamos o primeiro passo de nosso procedimento. Da equacao

[T, temos

A++VB
ak—lzak—l+T
. ak_lC+A+\/§
N C
_A+VB
-—F

, fazendo a,_1C + A=A, com A’ € Z,

Anélogo ao que fizemos anteriormente, no final do processo, encontraremos

A+ VB

A" B',C eZ.
o com AL B

(67

Logo « esta associado a uma fracao continua infinita periédica.
Portanto, a também é raiz de uma equacao de segundo grau com coeficientes inteiros.

O que conclui nossa demonstragao. O]

Exemplos:

E1) O niimero irracional o = v/2+ 1 est4 associado & fracdo continua [2]. Vamos calcular

os trés primeiros convergentes para «, acompanhe a tabela abaixo.

Da equagao com os dados da tabela acima, encontramos a equagao

CI2042 - (p2 - Q1)Oé —p1 =0,
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(nfO0f[1[2]3[4]5 [--]
an |22 212 2
ol 215122970 | 169
g | 1125 [12]29] 70

Tabela 4.4: Calculo dos 6 primeiros convergentes de V2 + 1.
substituindo os respectivos valores numéricos temos
502 — (12— 2)a— 5 =0,

resultando em,
2% —2a — 1 =0.

1
Cujas raizes siao V2 + 1, como ja esperdvamos, e — =1—+2.
V2+1
E2) Considere o ntimero irracional 8 = [2;4]. Usaremos o raciocinio final da demons-
tragao do Teorema |4.4.7| Dal,
6 =2+[0;4]
B—2=1[0;4]
1 _
— =4 4.15
-0 (4.15)

Precisamos encontrar um numero irracional z associado a fracdo continua [4]. Para

isso, basta resolver a equacao com coeficientes inteiros que o tem como raiz positiva.

Vamos calcular os dois primeiros convergentes de [4].

njo0[1]2]3 [ 4[5 [-]
a, | 4] 4] 4] 4 | 4 4
pn | 4|17 [ 72 [ 305 | 1292 | 5473
G | 1| 4 |17 ] 72 | 305 | 1292

Tabela 4.5: Célculo dos 6 primeiros convergentes de [4].

A partir dos dados da tabela obtemos a equagao.
2?2 —dx—1=0.

Logox:2+\/5.
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Substituindo o valor de x na equacao obtemos

1 _
m:[‘l]

=245
52 1 2 -5

245 25
B =15

95

E3) Vamos seguir os mesmos passos do exemplo anterior para encontrar o ntimero irra-

cional 3 = [1;2,4].

1 _
— =2+10;4
1 _
e
— =2
-1
usando os resultados do item anterior, temos
1
EE
! =v5-2
pg-1 "
1
b—1=

Exemplo interessante

A tabela abaixo, extraida de [2], contém alguns exemplos de fragdes continuas para

numeros irracionais do tipo v/ N, com N nao sendo um numero natural quadrado perfeito.
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N | Fracdo continua para v N | N | Fracéo continua para v N
2 [1;2] 17 [4; 8]

3 [1;1,2] 18 [4;4,8]

5 [2;4] 19 4;,2,1,3,1,2,8]
6 [2;2,4] 20 [4;2,8]

7 2;1,1,1,4] 21 4,1,1,2,1,1,8]
8 [2;1,4] 22 4,1,2,4,2,1,8]
10 [3; 6] 23 [4;1,3,1,8]
11 [3;3, 6] 24 4,1, 8]

12 [3;2, 6] 26 [5;10]

13 3;1,1,1,1, 6] 27 [5;5,10]

14 3;1,2,1,6] 28 [5;3,2,3,10]
15 [3;1,6] 29 [5;2,1,1,2,10]
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Apeéendice

Produto cartesiano e relacao de equivaléncia

Considere dois elementos a e b. Definiremos de modo intuitivo par ordenado

(a,b)

em que a é a primeira coordenada e b é a segunda coordenada.
Tomemos dois pares ordenados (a,b) e (¢,d). Diremos que esses pares serao iguais se, e
sO se, as primeiras coordenadas sao iguais e as segundas também o sao. Em linguagem

matematica,

(a,b) = (¢,d) <> a=bec=d.

Definigao 4.4.2. Sejam A e B dois conjuntos. Um produto cartesiano de A por B,
denotado por A x B (A cartesiano B), é o conjunto formado por todos os pares ordenados
(a,b),onde a € Aeb e B.

Definigao 4.4.3. Seja a relacao R do tipo R : Ax A = A2, Dizemos que R é um conjunto
formado por todos os pares ordenados compostos pelos elementos de A, isto é, pares do

tipo (a, a), chamados diagonal de AZ?.

Exemplo 4.4.5. Dados os conjuntos A = {0, 1,2} e B = {2, 3}, temos

Ax B = {(0,2),(0,3),

BxA = {(2,0),(2,1),
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? Y 173)7
12),(2,3)}
BxB = {(2.2),(23),
(3,2),(3,3)}

Note que a igualdade dos pares (a,b) e (b,a) s6 acontece se a = b, como ja foi definido
anteriormente. Logo, no exemplo acima temos que o par (0,2) # (2,0), uma vez que

pertencem a produtos diferentes, A X B e B x A.

Definigao 4.4.4. Sejam A e B dois conjuntos. Chamamos de relagao binéaria do conjunto
A com o conjunto B, denotada por %, a qualquer subconjunto de A x B. Da notacao de

conjuntos, dizemos que Z C A x B (% estéa contido no produto cartesiano A x B).

Considere os conjuntos A e B, uma relagdo R C A X B e um par ordenado (a,b). Repre-

sentaremos o fato do par pertencer ou nao a relagao do seguinte modo:
(a,b) € Z ou (a,b) ¢ X, respectivamente.
Ou ainda, podemos escrever que
aZb (lé-se: a estd relacionado com b) ou a Zb (lé-se: a nao estd relacionado com b).
Chamamos de relacao interna em A, a qualquer subconjunto de A x A.

Definicao 4.4.5. Seja A um conjunto e seja a relacao # C A x A, também denotada por

~. Chamamos Z de relagao de equivaléncia se
i) Z é reflexiva: aZa, para todo a € A.
ii) #Z é simétrica: aZb = b%a

iii) Z é transitiva: aZb e b%c = aZc

Exemplo 4.4.6. Seja A o conjunto dos nimeros naturais, A = NU {0}, e ~ a relagdo

entre dois elementos a,b € N dada por
a ~ b se, e somente se, a + b é par.

Antes de verificarmos se essa relacao é ou nao uma relacao de equivaléncia vamos analisar
a paridade da soma de dois niimeros naturais a, b.

Considere que se a é um numero natural par entao pode ser representado como a = 2k,
com k € NU{0}. Ou ainda, se a é um ntimero natural impar entao pode ser representado
como a =2k + 1, com k € NU{0}.

Sendo assim, quando
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1) ambos sdo par: a + b = 2ky + 2ky = 2k3 é par.
2) ambos sao impar: a +b= (2k; + 1) = (2ka + 1) = 2(ky + k2) + 2 = 2k3 é par.
3) um for par e outro impar: a + b = (2k; + 1) + 2ko = 2(ky + ko) + 1, nao é par.
Note que

i) Seja a + a = 2(2k) par, logo aRa.

ii) Se a ~ b, entdo a + b é par. Como a +b=0b+ a é par, logo b ~ a.

iii) Sea~beb~c, entdo a+be b+ csao pares. Como a+c = (a+b)+ (c—b) é par,

temos que a ~ c.
Portanto, ~ é uma relacao de equivaléncia.

Definigao 4.4.6. Sejam A um conjunto, a € A um elemento e R C A X A uma relagao

interna em A. Chamamos de classe de equivaléncia o conjunto
l[a] ={be AJa ~b}.

Exemplo 4.4.7. Seja A o conjunto de todas as pessoas e Z a relagao definida por: aZb

quando a nascer no mesmo mes que b. E uma relagao de equivaléncia, uma vez que

i) vale a reflexiva: seja a € A qualquer a estd relacionado com a pelo seu més de

nascimento.

ii) vale a antissimétrica: sejam a,b € A e aZb, isto é, a nasceu no mesmo més que b;

portanto b nasceu no mesmo mes que a, logo, bZa .

iii) vale a transitiva: sejam a,b € A, aZb e b%c, isto é, a nasceu no mesmo meés que b e

b nasceu no mesmo meés que ¢; assim, a nasceu no mesmo meés que ¢, logo, aZc.

Como ja sabemos que a relagao “nascer no mesmo meés” é uma relacao de equivaléncia
em A, podemos agora organizar os elementos do conjunto de acordo com o meés de nas-
cimento, isto é, consideramos, por exemplo, uma pessoa a nascida em marco e buscamos
todas as outras que estao relacionadas com ela. Logo a serd a representante da classe de

equivaléncia de todos os nascidos em marco.

Anel

Definicao 4.4.7. Sejam A um conjunto nao-vazio munido de duas operacoes denomi-
nadas soma (+) e produto (-). Chamaremos A de anel se forem verificadas as seguintes

propriedades, quaisquer que sejam a, b, c € A:
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S1)
S2)

S3)

S4)

P1)
P2)

P3)

P4)

Associatividade da soma: (a+b) +c=a+ (b+c¢)
Comutatividade da soma: a +b=b+a

Existéncia do elemento neutro para a soma: Existe 0 € A tal que 0+a =a+0 = a.

O simbolo 0 denotara o elemento neutro da soma e serd chamado de zero.

Teorema 4.4.8. Seja A um anel. O elemento neutro da soma em A é tnico.

~ . ’ r o,
Demonstrac¢ao. Sejam 0 e 0 elementos neutros para a soma. Como 0 ¢é neutro,

temos que
0+0 =0,
e como 0 é neutro, temos que
0+0=0.
Pela comutatividade da soma segue que 0 =0’ [

Existéncia do inverso para a soma - elemento simétrico: Para todo a € A existe

a € Atal que a+a = 0. O simbolo —a denotard o simétrico de um elemento a € A.
Teorema 4.4.9. Seja A um anel. Para todo a € A, o elemento simérico para a soma

é Unico.

~ . / " . ) . ~ . A~ .
Demonstracdo. Sejam a e a elementos siméricos de a, entao pela existéncia do

elemento neutro temos

Associatividade do produto: (a-b)-c=a-(b-c)
Distributividade do produto em relagdo a soma: a-(b+c¢)=a-b+a-c

Existéncia do elemento neutro para o produto: O simbolo 1 denotard o elemento
neutro do produto e serda chamado simplesmente de um. Existe 1 € A, com 0 # 1,

tal que a -1 = a, para todo a € A, diremos que A é um anel com unidade.

Teorema 4.4.10. Seja A um anel. O elemento neutro para o produto em A é tnico.

Demonstracao. Para demonstrar que o elemento neutro do produto é tinico basta

adaptar o que foi feito para o elemento neutro da soma. O]

Comutatividade do produto: a-b = b- a, para todo a,b € A, diremos que A é um

anel comutativo.
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P5) Sea-b=0=a=0oub=0,diremos que A é um anel sem divisores de zero.

Se A é um anel comutativo, com unidade e sem divisores de zero, dizemos que A é um
dominio de Integridade ou somente dominio.
Por fim, para que um anel A caracterize-se como corpo € preciso que a seguinte propriedade

seja satisfeita:

P6) Existéncia do inverso para o produto: Para todo a € A, com a # 0, existe b € A tal

quea-b=b-a=1.
Teorema 4.4.11. Seja a € A, com a # 0, seu inverso é unico.

Demonstracdo. Sejam b e b inversos do elemento a € A. Segue que

’ I

b=b-1=b-(a-b)=(b-a)-b =(a-b)-b =1-b =0,

donde concluimos que o inverso de um elemeto a # 0 é tnico. O

Nesse caso, um elemento a € A sera dito invertivel, se existir um elemento b € A tal

! Note que o

que a - b = 1. Dali, pois b sera chamado de inverso de a, denotado por a~
elemento 0 nao é invertivel, pois se o fosse entao existiria b € A tal que 0-b = 1. Dai

entao, 0 =0-b =1, o que é uma contradi¢ao pois 0 # 1 por defini¢ao.

4.5 Corpo ordenado

Definigao 4.5.1. Um corpo A se diz ordenado se nele existir P C A, que satisfaca duas

condigoes:

(C1) Dados a,b € P, temos que a+b € P e ab € P, ou seja, P é fechado em realgao as

operacoes de soma e produto.

(Cy) (Tricotomia) Dado um ¢ € A, temos uma, e sé6 uma, das possibilidades: ¢ € P,
—c€ Pouc=0.

O conjunto P sera chamado de conjunto dos niimeros positivos, também conhecido como
“cone”. Seja —P o conjunto dos elementos simétricos de P. Esse conjunto serd chamado
de conjunto dos nimeros negativos.

Podemos escrever o anel A como
A=PU-PuU{0},

onde esses trés conjuntos sao disjuntos.
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4.6 Relacao de ordem no corpo A

Definicao 4.6.1. Seja A um corpo ordenado. Existe uma relagao binaria a < b, lida

como a ¢ menor do que ou igual a b, com as seguintes propriedades:

P1) Reflexividade: Para todo a € A temos que a < a.

P2) Antissimetria: Para todos a,b € A, se a < be b < a, entdo a = b.
P3) Transitividade: Para todos a,b,c € A, se a < beb< ¢, entdao a < c.

Usaremos a notagao a < b ou a > b, lidas como a é menor que b ou a é maior que b, nessa

ordem, para indicar que a < b ou a > b, respectivamente, com a # b.
Proposicao 4.6.1. Sejam A um corpo ordenado e a € A. Se a # 0 entdo a® € P.

Demonstrac¢ao. Sendo a # 0 entdo, por definigdo, a € P ou —a € P. Dali, segue que
a-a € Pou(—a)-(—a) € P. Como (—a)(—a) = a - a, perceba que de qualquer modo
a-a=a’>€eP. O
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