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RESUMO

Este trabalho apresenta o desenvolvimento de um cédigo computacional na linguagem
MATLAB para a analise geometricamente ndo linear de trelicas planas. Tal desenvolvimento
foi baseado em uma formulagdo para andlise geometricamente ndo linear de treli¢as planas
através do método da rigidez direta e na implementacdo do método de Newton-Raphson com
incrementos de carga para solugcdo do sistema de equagdes ndo lineares que representam as
relacdes carga-deslocamento derivadas da formulagdo. O codigo foi, entdo, numericamente
testado através de exemplos encontrados na literatura técnica e comparagdo de resultados.
Observou-se boa concordancia entre os resultados de deslocamentos nodais e for¢as axiais nas
barras obtidos através do codigo desenvolvido pelo autor e os resultados disponiveis na
bibliografia consultada. Nos exemplos 1 e 2, as trelicas analisadas sofreram o efeito de
instabilidade conhecido como “snap-through” e foi possivel observar o comportamento das
estruturas e a influéncia de tal efeito sobre o nimero de iteracdes necessarias para convergéncia
da analise. No exemplo 4, pode-se perceber a validade da andlise linear para estruturas que
sofrem pequenos deslocamentos através da comparacdo dos resultados com uma andlise

geometricamente nao linear.

Palavras-chave: andlise estrutural, mecanica computacional, trelica plana, ndo linearidade

geométrica, método de Newton-Raphson.



ABSTRACT

This work presents the development of a computational code in the MATLAB language for
geometrically nonlinear analysis of plane trusses. This development was based on a
formulation for geometrically nonlinear analysis of plane trusses through the direct stiffness
method and the implementation of the Newton-Raphson method with load increments for the
solution of the nonlinear equations system that represents the load-displacement relations
derived by the aforementioned formulation. The code was then numerically tested through
examples found in the literature and comparison of results. Good agrément was noticed
between the results of nodal displacements and axial forces in the bars obtained through the
code developed by the author and the results available in the literature. In examples 1 and 2,
the trusses analyzed underwent the instability effect known as "snap-through" and it was
possible to observe the structural behaviour and the influence of such effect on the number of
iterations needed for analysis convergence. In example 4, the validity of the linear analysis for
structures that undergo small displacements could be noted by comparing the results with a

geometrically nonlinear analysis.

Keywords: structural analysis, computational mechanics, plane truss, geometric nonlinearity,

Newton-Raphson method.
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1 INTRODUCAO

Segundo Martha (2010), trelicas sdo estruturas reticuladas que possuem todas as
ligacdes entre barras articuladas (as barras podem girar independentemente nas ligacdes). Além
disso, trelicas sdo carregadas apenas por cargas ou reagdes de apoio concentradas nas
articulagdes. A consequéncia disso, em conjunto com a hipdtese de ligagdes articuladas, € que
uma trelica apresenta apenas esforcos internos axiais (esfor¢os normais de tracdo ou

compressao).

Segundo Cook, Malkus e Plesha (1989), na analise estrutural, um problema ¢ nao linear
se a matriz de rigidez ou o vetor de cargas dependem dos deslocamentos. Nao linearidades
estruturais podem ser classificadas como nao linearidades de material (associadas a mudancas
nas propriedades materiais, como na plasticidade) ou como ndo linearidades geométricas
(associadas a mudancas de configuragdo, como grandes deslocamentos de uma viga elastica

esbelta).

A classificacao em linear ou nao linear ¢ artificial, de acordo com Cook, Malkus ¢ Plesha
(1989), pois a realidade fisica apresenta varios problemas, dos quais alguns podem ser
satisfatoriamente aproximados por equacdes lineares. Porém, muitas situacdes fisicas
apresentam nado linearidades muito expressivas para serem ignoradas. Além disso,
aproximacoes nao lineares sdo mais dificeis de serem formuladas e a solu¢ao do sistema de
equacdes resultante pode custar de 10 a 100 vezes o custo de uma aproximagao linear com o

mesmo numero de graus de liberdade.

De acordo com Kassimali (2012), na anélise geometricamente linear de trelicas, os
deslocamentos da estrutura sao admitidos como pequenos o suficiente para que as deformagdes
das barras possam ser expressas como fungdes lineares dos deslocamentos nodais e as equagdes
de equilibrio sdao baseadas na geométrica ndo deformada da estrutura. Na andlise
geometricamente nao linear, a restricdo de pequenos deslocamentos ¢ removida através da
formulacao de relagdoes deformagao-deslocamento e de equacdes de equilibrio para a geometria

deformada da estrutura.
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1.1 OBJETIVO GERAL

Desenvolver e validar um codigo computacional para analise geometricamente nao

linear de treligas planas.

1.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS

= Realizar revisao bibliografica acerca da analise ndo linear de treligas planas;

= Desenvolver um cddigo computacional para analise geometricamente nao linear de
trelicas planas;

* Testar numericamente o codigo com exemplos encontrados na bibliografia para efeito
de validagao do mesmo;

» Alcangar uma melhor compreensdao do comportamento de trelicas submetidas a analises

geometricamente ndo lineares através da discussao dos resultados obtidos nos exemplos.

1.3 BREVE HISTORICO DA ANALISE MATRICIAL DE ESTRUTRAS

Segundo Kassimali (2012), a fundamentagao tedrica dos métodos matriciais de analise
estrutural foi estabelecida por James C. Maxwell, que introduziu o método das deformagdes
consistentes em 1864 e George A. Maney, que desenvolveu o método da inclinagdo-flecha em
1915. Esses métodos classicos sdo considerados os precursores dos métodos matriciais da
flexibilidade e da rigidez, respectivamente. Anteriormente a invencao dos computadores, a
principal desvantagem desses métodos era que eles necessitam de uma solugdo direta de
equacdes algébricas simultaneas - uma tarefa dificil de ser executada manualmente para

problemas com grande nimero de incognitas.

A invengdo dos computadores no final da década de 1940 revolucionou a andlise
estrutural. Como os computadores poderiam resolver grandes sistemas de equacdes
simultaneas, os métodos de analise baseados em solucdes de tais sistemas nao estavam mais em
desvantagem, mas passaram a ser os preferidos, pois equagdes simultdneas poderiam ser

expressas em forma de matriz e convenientemente programadas para solu¢do em computadores.

S. Levy ¢ considerado o primeiro a introduzir o método da flexibilidade em 1947, a
partir da generalizagcao do método classico de deformagdes consistentes. Entre os pesquisadores

subsequentes, que estenderam o método da flexibilidade e o expressaram em forma de matriz
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no inicio da década de 1950, estavam H. Falkenheimer, B. Langefors e P. H. Denke. O método
da rigidez da matriz foi desenvolvido por R. K. Livesley em 1954. No mesmo ano, J. H. Argyris
e S. Kelsey apresentaram uma formulagdo de métodos matriciais baseados em principios
energéticos. Em 1956, M. T. Turner, R. W. Clough, H. C. Martin e L. J. Topp derivaram
matrizes de rigidez para os membros de treligas e quadros usando a abordagem de elementos
finitos e introduziram o método da rigidez direta para gerar a matriz de rigidez de uma estrutura.
No mesmo ano, Livesley apresentou uma formulacao ndo-linear do método da rigidez para

analise de estabilidade de quadros.

Desde meados da década de 1950, o desenvolvimento de métodos matriciais tem
continuado em um ritmo acelerado, com investimentos em pesquisas nos ultimos anos
direcionados principalmente para a formulagdo de procedimentos para a analise dinamica e nao
linear de estruturas e desenvolvimento de técnicas computacionais eficientes para analisar
grandes estruturas. Avangos recentes nestas areas podem ser atribuidos a S. S. Archer, C.

Birnstiel, R. H. Gallagher, J. Padlog, J. S. Przemieniecki, C. K. Wang e E. L.



14

2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Nesta secdo, serd apresentada a fundamentagdo tedrica que serviu de base para o

desenvolvimento do cédigo computacional pelo autor do trabalho.

2.1 METODO DA RIGIDEZ

Segundo Hibbeler (2013), o método da rigidez ¢ bastante adequado para o uso em
computadores e, por isso, foi utilizado pelo autor deste trabalho no desenvolvimento de um

codigo para analise geometricamente nao linear de trelicas planas.

O método da rigidez ¢ uma analise pelo método dos deslocamentos. Ele pode ser
utilizado para analisar tanto estruturas estaticamente determinadas como estruturas
estaticamente indeterminadas e produz deslocamentos e forcas diretamente. A aplicagdao do
método exige subdividir a estrutura em elementos discretos e identificar seus pontos extremos
como nos. Para a andlise de treligas, tais elementos sdo representados pelos membros (barras)
que compdem a treliga e os nds representam as ligagcdes entre eles. As relagdes entre forgas e
deslocamentos de cada elemento sdo determinadas e entdo relacionadas umas com as outras
usando equagdes de equilibrio de forgas aplicadas nos nos. Para a estrutura completa, tais
relacdes sdo, entdo, agrupadas na chamada matriz de rigidez da estrutura, K. Assim que
estabelecida, os deslocamentos nodais desconhecidos podem ser determinados para qualquer
carregamento dado. Conhecidos os deslocamentos, as forgas internas e externas da estrutura
podem ser calculadas usando as relagdes forca-deslocamento para cada membro, em uma etapa

de pds-processamento.

Para aplicar o método da rigidez, € necessario identificar os elementos ou membros da
estrutura e seus nos separadamente. Isto pode ser feito através da numeragdo dos mesmos. E
necessario também identificar os nos aos quais cada elemento esta conectado e a orientacao dos

membros (declarar qual n6 extremo € o inicial, tornando final o n6 restante).

Tendo em vista que cargas e deslocamentos sdo quantidades vetoriais, ¢ necessario
estabelecer um sistema de coordenadas, a fim de especificar diregcdes e sentidos. Geralmente,
dois tipos diferentes de sistemas de coordenadas sdo utilizados no método da rigidez: o sistema
de coordenadas global e o sistema de coordenadas local. O sistema de coordenadas global ¢

unico e compartilhado entre todos os elementos da estrutura. Um sistema de coordenadas local
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xy ¢ utilizado para cada membro, tendo origem no no inicial definido e com eixo x na dire¢ao

longitudinal da barra, com sentido ao n¢ final.

Cada deslocamento nodal possivel em uma estrutura ¢ chamado de grau de liberdade.
No caso de treligas planas, cada n6 apresenta dois graus de liberdade, um para deslocamentos
verticais e outro para deslocamentos horizontais. Ao impor condi¢des de apoio a uma estrutura,
os graus de liberdade com deslocamentos impossibilitados passam a ser chamados de graus de
liberdade restritos € os demais sdo chamados de graus de liberdade livres. Os deslocamentos
nos graus de liberdade livres representam as incognitas primarias para qualquer método de

deslocamento.

Uma vez que a estrutura esteja devidamente rotulada quanto aos graus de liberdade, nds
e elementos da mesma, sua matriz de rigidez K pode ser determinada. Isso pode ser feito a partir
do estabelecimento de uma matriz de rigidez local k’ para cada membro da estrutura. A matriz
de rigidez global ¢ definida pela soma das matrizes de rigidez local de cada elemento nos graus
de liberdade pertinentes. E importante observar que, antes de serem somadas, as matrizes de
rigidez local devem estar no mesmo sistema de coordenadas que a global. Os deslocamentos
nos graus de liberdade livres podem ser entdo determinados pela solugdo do sistema K.u = P,
em que u ¢ o vetor dos deslocamentos e P € o vetor de cargas externas, apos a aplicacao das
condigdes de contorno (deslocamentos nodais nulos ou prescritos, ou ainda, coeficientes de

mola nos graus de liberdade).

A Figura 1 a seguir exemplifica uma trelica devidamente rotulada.

Figura 1: Treli¢a devidamente rotulada

Fonte: Hibbeler, 2013.
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2.2 FORMULACAO PARA ANALISE GEOMETRICAMENTE NAO LINEAR DE
TRELICAS PLANAS

Para realizar a andlise geometricamente ndo linear de treli¢as planas neste trabalho,

utilizou-se um método geral da rigidez direta.

O modelo analitico utilizado foi desenvolvido a partir de dois sistemas de coordenadas,
apresentados na Figura 2. O sistema XY ¢ um sistema cartesiano, conhecido como sistema de
coordenadas global. O sistema global ndo pode ser transladado ou rotacionado e ¢
compartilhado entre todos os elementos da estrutura. O sistema xy ¢ um sistema corrotacional,
ou Euleriano, conhecido como sistema de coordenadas locais. Um sistema de coordenadas
locais ¢ definido para cada barra de trelica. Esse sistema ¢ fixado a barra e se desloca (translada
e/ou rotaciona) junto com a mesma, a medida em que a estrutura se deforma. O sistema local
tem origem em um dos extremos da barra, com o €ixo x no eixo centroidal da mesma, na dire¢ao
de seu comprimento e com sentido a outra extremidade. O sentido positivo do eixo y ¢ definido
de forma que o sistema de coordenadas obedega a regra da mao direita e o eixo z local tenha a

mesma direcdo e sentido do eixo Z global.

Figura 2: Sistemas de Coordenadas

F i

s
g
T ‘_._.r.'
—
_l-.'-.--.-.
— e = .
s ";(- 1] Inrial posthon

@ ~==
3

X

Fonte: Kassimali, 2012.
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A principal vantagem na utilizagdo do sistema de coordenadas Euleriano ¢ a
possibilidade de separagdo entre a deformacao axial de uma barra e o deslocamento de corpo
rigido da mesma, que ¢ considerado arbitrariamente grande na analise geometricamente nao

linear.

2.1.1 Relacoes entre forcas e deslocamentos de uma barra

Seja uma barra com se¢do transversal constante A (prismatica) arbitraria de uma treliga
qualquer. O modelo utilizado para essa barra apresenta dois n6s, um no inicio (b’,x = 0 no
sistema de coordenadas locais) e um no final (e’) da mesma. Quando a treliga € sujeita a cargas
externas, essa barra deforma com o surgimento de forcas axiais em seus extremos. A Figura 3

a seguir apresenta o estado deslocado da barra no sistema de coordenadas locais.

Figura 3: Forgas e Deslocamentos Axiais no Sistema de Coordenadas Locais

Displaced
(B [ positi )
() / position (¢)
0 - S——————————————— ) X
Initial | / _ |
length L i H

EA = constant

Fonte: Kassimali, 2012.

Nota-se que, devido as caracteristicas do sistema de coordenadas locais adotado, apenas
um deslocamento nodal independente (grau de liberdade) ¢ necessario para definir a posicao
deslocada da barra, o axial na extremidade final da barra (e’). Assim, este grau de liberdade

pode ser tomado como u, deslocamento do n6 final da barra na direcdo axial, e pode ser
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expresso de acordo com os comprimentos inicial L e deformado L da barra, de acordo com a

equacdo (1) a seguir:
u=L-1L (1)

Observa-se que o deslocamento axial u ¢ considerado positivo quando o comprimento
da barra diminui e negativo quando o mesmo aumenta. Similarmente, a for¢a axial na barra Q
¢ positiva quando comprime a barra e negativa quando a traciona. Para estabelecer a relagao
entre a for¢a axial Q e o deslocamento u, utilizam-se principios da Mecanica dos Materiais. De
acordo com esses principios, em barras prismaticas sujeitas a forcas axiais de tracao ou

compressao, a tensdo normal a secdo transversal ¢ ¢ dada pela equagdo (2) a seguir:

)

| Q

Ainda de acordo com os principios da Mecanica dos Materiais, a deformacao especifica
normal a se¢do transversal da barra ¢ dada pela equagdo (3) a seguir:

- 3
£=—

L

Além disso, para materiais linearmente eldsticos, a relacdo tensdo-deformacdo ¢ dada

pela Lei de Hooke de acordo com a equagao (4) a seguir:
o = E¢ 4)

Faz-se notar que, conforme os objetivos apresentados, este trabalho trata da nao
linearidade advinda da geometria do problema. O material ¢ tratado como eléstico e linear.
Substituindo-se as equagdes (2) e (3) na equagao (4), chega-se a seguinte relagao entre forgas e
deslocamentos nodais para barras prismaticas de trelicas planas no sistema de coordenadas
local:

- (E)r

Entdo, considera-se as relagdes forcas-deslocamentos no sistema de coordenadas

globais. A

Figura 4 a seguir mostra as posigoes iniciais e deslocadas de uma barra arbitraria m de

uma treliga plana. No lado esquerdo da figura, a barra ¢ demonstrada em equilibrio sob a agado
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de forgas axiais locais Q. Ja no lado direito, a mesma barra ¢ demonstrada em equilibrio sob a
acdo do sistema de forgas nodais F equivalente as forcas @, atuando nas dire¢des dos eixos
coordenados X e Y globais. O sistema de forgas F e os deslocamentos nodais v sdo numerados

da maneira apresentada na figura citada.

Figura 4: Barra arbitraria “m” em equilibrio nas coordenadas locais e globais

4

A

}/ Displaced @
position — iy —
|
3 Displaced W Fy
position @ i vy
¥ ¥
) @ Fr— @
l-__. - (X Yyl * L - e 1)
®, —=="Xo L Initial ) =="Xp L Initial
(X5 ¥p) position 5. ¥a) _| position
¥i
X X

Fonte: Kassimali, 2012.

Se (Xp,Yy) € (X,,Y,) denotam as coordenadas dos nés inicial e final, respectivamente,
no sistema de coordenadas global em suas posi¢des indeslocadas, o comprimento inicial L da

barra pode ser expresso através do Teorema de Pitagoras por:

L = (Xe = Xp)? + (Yo — Y)? (6)

Semelhantemente, baseando-se no lado direito da

Figura 4, o comprimento deslocado da barra L e os cossenos diretores cy e ¢y da barra
em seu estado deslocado podem ser expressos em termos das coordenadas iniciais (Xp,Y}) €
(X.,Y,) e deslocamentos nodais v, ambos nas coordenadas globais, a partir das seguintes

relagdes:

L

VIXe +v3) — (Xp + v+ [(Ye + va) — (Y + )2 (7)
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_ = (Xe+v3) — (Xp +vy)
cy =cosf = 7

®)

g Xt y) = (X +1p) 9
Cy =sinf = I

Em que 0 representa o Angulo medido no sentido anti-horario da dire¢io positiva do

eixo X global a diregdo positiva do eixo x local da barra em seu estado deslocado.
Ainda a partir da

Figura 4, observa-se que no no inicial da barra, as forcas F; e F, no sistema de
coordenadas global devem ser, respectivamente, iguais as componentes da forga axial local Q

nas dire¢des dos eixos X e Y globais. Assim, tem-se que:
Fi = cx@Q (10)
F, =¢,Q (11)
Utilizando o mesmo raciocinio para o no final, obtém-se:
F3 = —cxQ (12)
F, = —c,Q (13)

As equacdes (10) a (13) podem ser escritas na forma matricial como:

F; Cx
£l= e (14)
F, —Cy
Ou ainda simbolicamente como:
F=T"Q (15)
Com a matriz de transformac¢ao de coordenadas T dada por:
T=[x C —Cx —Cy] (16)

Entdo, se as coordenadas dos nos no estado inicial e os deslocamentos nodais, ambos no

sistema de coordenadas global, sdao conhecidos, ¢ possivel calcular as forgas nodais
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correspondentes no sistema de coordenadas global a partir da seguinte expressdo nao linear,

que pode ser obtida a partir das equagdes (1), (5), (6), (7), (8), (9) e (14).

Xe +v3) = (Xp +v1)

VIXe +v3) — Xp + )2 + [(Ye + va) — (Y + v2)]2
Xe + 1) — (Xp +v7)

Fy
Bo| _| VI +v5) = 0 + v P+ [+ 0) = 0 + 0 | (17)
Bl (Xe +v3) — (X + 11)

Fl IO + v3) = Gy + 002 + [V, + ) — (Y + 002

Xe tvy) — (Xp +1v7)
VIKe +v3) — (Xp + v1)]% + [(Ye + vs) — (Y + v2)]2]

Com:

Q —( i >u 18
- \/(Xe_Xb)Z +(Ye_Yb)2 ( )

u = (\/(Xe - Xb)z + (Ye - Yb)z
—V[Xe +v3) = (Xp + )2+ [(Ye + v4) — (p + v2)]?)

(19)

Entre as equacgdes utilizadas (equagoes (1), (5), (6), (7), (8), (9) e (14)), apenas a equacao
(5) envolve as propriedades do material da barra. As demais sdo essencialmente de carater
geométrico e sdo exatas no sentido de que sdao validas para deslocamentos nodais
arbitrariamente grandes. As equagdes apresentadas, em conjunto com as equagdes de equilibrio
(20) e (21) aplicadas aos nos, sdo necessarias e suficientes para estabelecer relagdes cargas-

deslocamentos geometricamente ndo lineares para uma treliga completa.

+—>2Fx =0 (20)

+T2Fy =0 @1

2.1.2 Matriz de rigidez tangente de uma barra

Quando a configuragdo deslocada d (vetor com os deslocamentos nodais) de uma treliga
¢ conhecida, as cargas nodais correspondentes P (vetor com cargas nodais) necessarias para

manter a estrutura em equilibrio nessa configuracdo podem ser determinadas pela aplicacdo
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direta das relagdes forca-deslocamento ndo lineares apresentadas no item acima. Porém, na
maior parte das aplicagdes praticas, sao as cargas nodais P que sdo especificadas e o objetivo
da andlise ¢ determinar a configuracdo deslocada da estrutura, juntamente com as forcas
(reagdes e axiais) e tensdes atuando na mesma. Entdo, ¢ necessario resolver um sistema de
equagdes nao lineares simultineas. Para a resolugdo do mesmo, utilizam-se técnicas
computacionais iterativas que geralmente envolvem resolver formas linearizadas das relagdes
carga-deslocamento da estrutura repetidamente com o intuito de se aproximar da solu¢do nao
linear desconhecida. Assim, inicialmente, € necessario desenvolver uma forma linearizada das

relagdes forga-deslocamento para cada barra da trelica no sistema de coordenadas globais.
Tais relagdes forga-deslocamento podem ser escritas em termos de diferenciais como:
AF = K;Av (22)

Onde AF e Av sao os incrementos de forcas nodais da barra, F, ¢ de deslocamentos

nodais da mesma , v, no sistema de coordenadas globais, respectivamente, e

Ktz[%];parai,jzlall (23)
Ovl-

K, ¢ a matriz de rigidez tangente de uma barra no sistema de coordenadas globais. A

equagao (23) pode ser expandida para:

dF, O0F, O0F, O0F;
dv, 0dv, Jdv; 0dv,
JdF, O0F, OF, O0F,
dvy 0v, OJvz OJv
Ke=\3r oF oF oF, (24)
dvy 0v, 0vz 0dv,
JF, O0F, O0F, O0F,
[dv, 0dv, 0dv; 0Jv,l

Para determinar a forma explicita de K;, derivam-se as equacdes (10), (11), (12) e (13)
parcialmente em relagdo as variaveis v; a v,. Derivando-se a expressao de F; parcialmente em
relacdo a v4, obtém-se:

o (22)+0(22)

ov, dv, v,
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d . N N .
Parar obter-se aTQ’ substituem-se as equacdes (1) e (7) na equacdo (5) e deriva-se
1

parcialmente a equacdo resultante em relagcdo a v;. Assim,

Semelhantemente, substituindo-se a equagdo (7) na equagdo (8) e derivando-se

parcialmente a equagao resultante em relacdo a v;, obtém-se:

dex _ & 27)
0vy L
Assim,
OF, (EA\ , ¢’
v, ( L )CX I (28)

As demais derivadas parciais de F; em relagdo a v; podem ser obtidas de maneiras

similares. A forma explicita da matriz de rigidez tangente global para uma barra de trelica ¢:

cx®  cxCy —cx?  —cxey, —c? cxey, cy?  —CxCy
EA| cxc, c¢)? —cxCy  —Cy° N Q| cxcy —cx®  —cxey,  cx? 29)
t = 2 2 7 2 2
L | —cy —CxCy Cx CxCy L] ¢ —CxCy  —Cy° CxCy
—cxCy  —C)° cxCy  Cy° —cxCy  Cx° cxCy —Cx°

Observa-se que na configuracdo indeslocada de uma barra, em que Q =0 ¢ 8 =6
(angulo medido no sentido anti-horario da direcdo positiva do eixo X global a dire¢do positiva
do eixo x local da barra em seu estado indeslocado), a matriz de rigidez tangente ¢ reduzida a

matriz de rigidez global para uma barra de treliga utilizada em analises lineares. A equagao (29)

pode ser escrita como:

K, = (?) T'T + Qg (30)

Em que g ¢ a matriz geométrica, dada por:
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2

l[ —Cy CxCy Cy —cch]l

1l cxe, —cx®  —cxey  cx?

9=3| .- ’ I G1)
[ Cy —CxCy  —Cy°  CxCy J
—CxCy  Cx? cxCy —Cx°

A linearizacdo das relagdes for¢a-deslocamento pode ser vista também como a expansao
das mesmas em séries de Taylor, truncando-as no segundo termo (linear) das séries. Sejam as
funcdes f;(v) correspondentes as relagdes forca-deslocamento de uma barra de treliga, tais
funcdes podem ser expandidas em torno de uma configuracdo vy para a qual ¢ F(vg) ¢

conhecido. Assim, tem-se:

F) = fito) + fitwp) T 62

O que permite construir o seguinte modelo linear para o sistema de equagdes

simultaneas:
F(v) = F(vo) + Jr(wo) (v — o) (33)
Em que:
Jr(vo) é a matriz jacobiana de F(v) aplicadaem v = vy e

Jr(wo) = K(vy).

Sabe-se que na configuragdo indeslocada F(vy) = 0, entdo, pode-se utiliza-la como
ponto de partida para a utilizagdo de técnicas computacionais iterativas para a resolucdo do

sistema de equacdes ndo lineares.

2.1.3 Relagoes carga-deslocamento da estrutura

As relagdes geometricamente ndo lineares de carga-deslocamento de uma trelica sdo

expressas na forma de equagdes de equilibrio nodais:

P=f(d) (34)

Em que P ¢ o vetor de carregamentos nodais externos, d o vetor de deslocamentos
nodais globais e f ¢ o vetor das forgas nodais internas da estrutura, dado em fun¢do do vetor d.

O vetor f contém as resultantes das forcas nodais internas nos locais e direcdes dos graus de
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liberdade da estrutura. Ao analisar-se uma estrutura com a finalidade de descobrir sua
configuracdo deslocada, causada por um carregamento externo especifico, ¢ necessario haver
uma distingdo entre P ¢ f, pois P ¢ constante durante toda a andlise e f varia a medida em que
a configuracdo deslocada da estrutura ¢ reavaliada iterativamente até que f fique
suficientemente proximo a P, satisfazendo as equagdes de equilibrio nodais dentro de uma

tolerancia admitida.

A relacdo entre a variag@o de cargas e a variacdo de deslocamentos pode ser escrita em

termos de diferenciais como:
AP = S;Ad (35)

Onde AP e Ad sdo os incrementos de cargas externas na estrutura, P, e de deslocamentos

nodais da mesma, d, no sistema de coordenadas globais, respectivamente, ¢
0F; . , .
S = 34|’ parai,j = 1 ao numero de graus de liberdade (36)
J

S: ¢ a matriz de rigidez tangente da estrutura no sistema de coordenadas globais de
tamanho n X n, com n igual ao namero de graus de liberdade da estrutura. Ela pode ser obtida
através da soma das matrizes de rigidez tangente de cada barra que compde a trelica nos graus

de liberdade pertinentes.

2.3 METODO DE NEWTON-RAPHSON PARA SOLUCAO DE SISTEMAS DE
EQUACOES NAO LINEARES

Para a solugdo de sistemas de equagdes nao lineares neste trabalho, utilizou-se o método
de Newton-Raphson. Segundo Ruggiero e Lopes (1996), esse ¢ o método mais amplamente
estudado e conhecido para resolver sistemas de equacdes ndo lineares. Além disso, de acordo
com Kassimali (2012), a maior parte das técnicas comumente utilizadas para analise estrutural

nao linear sdo baseadas no método iterativo classico de Newton-Raphson.

O objetivo da solugao dos sistemas de equagdes nao lineares apresentados neste trabalho
¢ determinar a configuracdo deslocada de uma treliga sujeita a um carregamento externo

conhecido, P, através do calculo de seus deslocamentos nodais, d.
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Como visto anteriormente neste trabalho, a matriz de rigidez tangente de uma estrutura
em sua configuracdo indeslocada, d,, é equivalente a matriz de rigidez utilizada em analises
lineares. Entdo, inicia-se o processo com uma analise linear da estrutura para determinar uma

primeira configuragdo aproximada d; a partir da solucdo do seguinte sistema de equagdes

lineares:
AP = S,(d,).Ad (37)
Com:
AP =Pe
Ad = d;.

A configuragdo obtida, d;, ¢ uma configura¢do aproximada, pois as equacdes de
equilibrio nodais (34) ndo estdo necessariamente satisfeitas. Para corrigir a solu¢ao aproximada,
calcula-se o vetor de forcas nodais internas da estrutura, f; = f(d;), correspondente a
configura¢do d, e subtrai-se o mesmo do vetor de carregamentos nodais externos, P, para

calcular o vetor de for¢as nodais ndo equilibradas, ou vetor de residuos, AU;.

AU, =P—f, (38)

O vetor AU, passa a ser tratado como um incremento de carga e o vetor de corre¢ao
dos deslocamentos nodais Ad; ¢ obtido a partir da solu¢do do seguinte sistema de equacdes
lineares:

AUl = St(dl)'Adl (39)

Uma nova configuragio aproximada d, ¢ entdo obtida somando-se o vetor de corregao

Ad; ao vetor de deslocamentos da configuragdo anterior, d;.
dz S dl + Adl (40)

Continua-se com o mesmo procedimento para as iteracdes seguintes até obter-se um
vetor de corre¢do suficientemente pequeno. Para a i-ésima iteracdo, valem as seguintes

equacgoes:
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diy, =d; +Ad; (43)

Figura 5: Método de Newton-Raphson para uma estrutura com apenas um grau de liberdade

livre.

Load

Deformation

Fonte: Kassimali, 2012.

Diversos critérios podem ser utilizados para avaliar a convergéncia do processo
iterativo. Neste trabalho, utilizou-se um critério baseado na comparacao entre as variagdes de
deslocamentos, Ad;, ¢ os deslocamentos totais, d;, em cada iteragdo. Segundo Kassimali
(2012), a utilizagdo desse critério costuma trazer resultados razoavelmente precisos para
estruturas que apresentam redugdo de rigidez quando submetidas a carregamentos maiores.
Assim, para uma dada tolerancia e, admite-se que o processo iterativo convergiu quando a

seguinte inequagao ¢ satisfeita:
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207 (ad)

ZPP (d))?

(44)
=e

Onde NDOF ¢ o numero de graus de liberdade livres da estrutura.

O diagrama a seguir resume o processo descrito acima para a analise geometricamente

nao linear de trelicas planas:

Figura 6: Diagrama com resumo do procedimento de analise

Evalnszte joint load vector P, and calonlate first
Epproximate confrurstion d nzins linesr ansh=is (54 = F)

Iteration cyolez i=1 J

For each member-
Evalnzte v fiom 4
Calrnlate I (Eq. 1020, ¢ (Eq. 1021}, ¢, (Eq 1022), u(Eqg 10.15),
@ {Eq- 10.18). F (Eq. 10.24) and K (Eg. 10.31)
Stome Finfend K im 5,

I Form unbalsnced joint force vector AU =F — I

| Sofve AT =5, Ad for Ad ]

d=d+ Ad s
i=i41

d=d % Ad
For each member:
Evaluate v from @
Cailonlate T, ¢y £y 8, O #nd F
SwreFmRE

Fonte: Kassimali, 2012.
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3 METODOLOGIA

Para aplicar o procedimento de analise descrito anteriormente, foi desenvolvido um

codigo computacional na linguagem MATLAB com o auxilio do software MATLAB, cuja

interface estd mostrada na Figura 7.

O codigo trata do céalculo geometricamente ndo linear de treligas planas sujeitas a
carregamentos concentrados nos nds. Para a anélise, foi utilizado um processo incremental-
iterativo, ou seja, foram implementados passos (ou incrementos) de carga para a obtengdo de
resultados mais expressivos sobre o comportamento das estruturas. Assim, para cada
incremento de carga, o codigo utiliza o método de Newton-Raphson para resolver o sistema de
equagoes nao lineares e os resultados obtidos sdo utilizados no proximo incremento até que a

carga final determinada seja alcangada.

O codigo tem como entrada um arquivo MATLAB (extensdo .m) contendo as
coordenadas dos nos, cargas aplicadas nos mesmos e as condi¢des de apoio da trelica, além da
conectividade (n6s adjacentes), area da secdo transversal e Modulo de Young de cada barra, o
numero desejado de passos de carga e a tolerancia permitida (seguindo o critério apresentado
no Item 2.3) para a analise. O codigo fornece como saida os deslocamentos nodais e as reagdes
de apoio da estrutura, além de elementos graficos contendo desenhos da estrutura em suas

configuracdes indeslocada e deslocada e os valores dos esforgos axiais em cada barra.

Figura 7: Interface do software MATLAB
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Fonte: claborado pelo autor.
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Para validagdo da implementacdo, varios exemplos de trelicas foram numericamente
testados e os resultados foram comparados com resultados disponiveis na bibliografia. Além
disso, no exemplo 4 (ultimo exemplo), os resultados foram comparados com os resultados de
uma analise geometricamente linear. Como parametro de comparagdo, foram analisados os

deslocamentos nodais da estrutura ¢ as forgas normais desenvolvidas em cada barra.
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4 RESULTADOS E DISCUSSAO

Neste Item sdo apresentados alguns exemplos de trelicas analisadas com a formulagao
geometricamente ndo linear. Estes exemplos foram encontrados na literatura referente ao
assunto e utilizados para comparagao com os resultados obtidos no presente trabalho através do

codigo computacional desenvolvido. Assim, procurou-se a validagao do codigo.

4.1 EXEMPLO 1 - TRELICA DE DUAS BARRAS

Este exemplo consiste em uma trelica plana com apenas duas barras iguais formando
um angulo de 30° com a horizontal. Tais barras sdo constituidas por um material eléstico linear
com modulo de Young de 30000 ksi (206,84 GPa) e possuem area de secdo transversal de 1
in> (6,4516.107* m?®). A estrutura ¢é sujeita a uma carga concentrada vertical para baixo de
1800 kips (8.006,8 kN) em seu nod intermediario. A Figura 8 a seguir representa um desenho

esquematico da trelica em questao.

Figura 8: Exemplo 1 — Desenho esquematico

1800 kips

" S e ———

Fonte: Segnini, 2000.

Para a andlise, foram utilizados nove passos de carga e uma tolerancia e=0,001. O
exemplo foi analisado por Segnini (2000) e para comparacao de resultados, foi elaborada a
Tabela 1 a seguir. As unidades de medidas utilizadas ndo estdo de acordo com o Sistema
Internacional, porém foram mantidas pois foram as unidades utilizadas por Segnini (2000) e o

codigo desenvolvido neste trabalho funciona para qualquer sistema coerente de unidades.
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Tabela 1: Exemplo 1 - Comparagdo de resultados

Passo Forcano Deslocamento vertical do n6 2

de no 2 (in)

carga (kips) Sales Segnini
1 200 -1,376 -1,376
2 400 -2,850 -2,850
3 600 -4,448 -4,448
4 800 -6,207 -6,207
5 1000 -8,191 -8,190
6 1200 -10,515 -10,514
7 1400 -13,451 -13,450
8 1600 -18,145 -18,141
9 1800 -109,859 -109,858

Fonte: claborado pelo autor.

Como pode ser verificado, os resultados obtidos para cada incremento de carga apenas

diferiram levemente dos resultados obtidos por Segnini (2000) na terceira casa decimal.

Além disso, percebe-se uma grande diferenca de deslocamentos entre o oitavo € 0 nono
passos de carga. Isso ocorre devido ao efeito “snap-through” sofrido pela estrutura. Segundo
Galishnikova, Dunaiski e Pahl (2009), se uma estrutura pode se deslocar de uma configuragao
“A” para uma configuracdo “B” sem que haja diferen¢a no carregamento, a configuragao “A”
¢ chamada configuracdo singular da estrutura. O equilibrio em “A” ¢ instdvel se um
deslocamento finito leva a uma redu¢@o na carga aplicada. A instabilidade pode ocorrer devido
a ndo linearidades geométricas e fisicas (do material). Se a singularidade em “A” ¢ devida a
nao linearidade geométrica, o determinante da matriz de rigidez tangente (ja& com as condigdes
de contorno impostas) na configura¢do “A” ¢ nulo, ou seja, a matriz ndo ¢ invertivel. Se existe
um caminho Unico para a continuagdo da andlise a partir da configuragdo “A”, a instabilidade
¢ chamada de “snap-through”. Se existe mais de um caminho possivel, a singularidade ¢

chamada de bifurcacgao.

Para a trelica em questdo (formada por 2 barras idénticas), Kassimali (2012)
desenvolveu as seguintes equacdes para o calculo do deslocamento vertical para baixo critico
(que levaria a instabilidade) do n6 intermediério e para o célculo da carga externa aplicada

necessaria para manter a trelica em equilibrio em uma configuracdo determinada:
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1
Ocr =L|sind —cosf |————1 (45)
cos 073

(46)

= 2EA [sm 0 —

Onde:

P ¢ carga vertical de cima para baixo aplicada no n6 intermediario;
6 ¢ o menor angulo entre uma barra e a horizontal,

E ¢ o Modulo de Young do material constituinte da barra;

A ¢ a area da secdo transversal da barra;

L ¢ o comprimento da barra.

Aplicando-se as equagdes (45) e (46) ao exemplo em questdo, obtém-se J. =
22,526 ine P, = 1659,03 kips. Além disso, a Figura 9 apresenta um grafico de deslocamento
por carga aplicada para a trelica do exemplo que permite um melhor entendimento do efeito

“snap-through”.

A Figura 10 representa as configuracdes indeslocada e deslocadas para os passos de
carga 8 (1600 kips) e 9 (1800 kips) do exemplo em questdo, incluindo os esfor¢os axiais (em
kips) em cada barra. Percebe-se que as barras que antes estavam comprimidas ficam tracionadas

apos o “snap-through”.
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Figura 9: Exemplo 1 — Gréfico de deslocamento por carga aplicada
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Fonte: claborado pelo autor.
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Figura 10: Exemplo 1 — Configura¢des indeslocada e deslocadas para passos de carga 8 ¢ 9

Fonte: claborado pelo autor.

A Figura 9 apresenta a representacdo da Eq (46). Supondo-se um ensaio com controle
de deslocamentos, a trelica apresenta diminui¢do da capacidade de carga apos o ponto critico,

chegando a ser necessaria a inversdo do sentido do carregamento para manter o equilibrio.

A simulacao aqui descrita ¢ feita com carregamento prescrito € monotonico. Assim,
qualquer carga que ultrapasse a carga critica (1659,03 kips) s6 encontrara solu¢ao com as barras

da trelica abaixo da horizontal, haja vista o salto referido na Figura 9 como snap-trough.

Vale salientar que no processo incremental-iterativo, a solucdo obtida para o passo de
carga anterior € utilizada como tentativa inicial para o passo de carga seguinte. Como a solugao
para o passo de carga 8 estd muito longe da solucao para o passo seguinte, esse incremento
precisou de 8 iteragdes para ser resolvido enquanto os demais passos de carga foram resolvidos

com 4 iteragdes ou menos.
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4.2 EXEMPLO 2 - TRELICA DE UMA BARRA

Este exemplo consiste em uma trelica plana formada por uma unica barra constituida
por um material eldstico linear com mddulo de Young E=20500 kN/cm? e com area de secdo
transversal A=6,526 cm?. A estrutura € sujeita a uma carga concentrada vertical para baixo

P=10 kN no n6 2. Para a analise foram utilizados dez passos de carga e uma tolerancia e=0,001.

A Figura 11 abaixo representa um desenho esquematico da treliga em questdo. Este
exemplo foi analisado por Segnini (2000). Na Tabela 2 estdao apresentados os resultados obtidos
utilizando o cédigo elaborado pelo autor deste trabalho e os resultados obtidos por Segnini

(2000).

Figura 11: Exemplo 2 — Desenho esquematico

10 kN

| 10 e

130em

Fonte: Segnini, 2000.
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Tabela 2: Exemplo 2 - Comparagao de resultados

Passo Forcano Deslocamento vertical do n6 2

de noé 2 (kN) (cm)

carga Sales Segnini
1 1 -0,264 -0,264
2 2 -0,553 -0,553
3 3 -0,872 -0,872
4 4 -1,234 -1,234
5 5 -1,658 -1,658
6 6 -2,187 -2,187
7 7 -2,957 -2,957
8 8 -21,619 -2,902
9 9 -21,783 -21,783
10 10 -21,941 -21,941

Fonte: elaborado pelo autor.

Neste exemplo, observou-se que o oitavo passo de carga precisava de mais do que 25
iteracdes para convergir dentro da tolerancia determinada (0,001) devido a grande diferenca de
deslocamento entre os sétimo e oitavo passos (ocorréncia do efeito “snap-through). Entdo, a
efeito de estudo, removeu-se o limite do numero de iteragdes de cada passo de carga. Como
resultado, pode-se observar que o oitavo passo de carga necessitou de 134 iteracdes para
convergir dentro da tolerancia determinada enquanto os demais passos necessitaram de 4 ou
menos iteragdes. Além disso, exceto para o oitavo incremento de carga, os resultados foram
1dénticos. Porém, ao analisar-se a estrutura limitando o numero de iteragoes a 25, os resultados
obtidos foram todos idénticos aos de Segnini (2000), apesar de ndo haver convergéncia no
oitavo passo de carga. Além disso, nos resultados de Segnini (2000), houve redugdo no
deslocamento, em mddulo, entre o sétimo e oitavo passos de carga, o que ndo condiz com o

comportamento esperado para a estrutura em questao.

A Figura 12 a seguir apresenta as configuracdes indeslocada e deslocada com a carga
total (10 kN) aplicada, incluindo os esforgos axiais na barra em kN. O valor obtido para o

esforco axial foi de 126,012 kN, idéntico ao valor obtido por Segnini (2000) de 126,01 kN.
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Figura 12: Exemplo 2 — Configuragdes indeslocada e deslocada final

e
e 2

e

Fonte: elaborado pelo autor.

Além disso, a Figura 13 apresenta um grafico de deslocamento do unico grau de
liberdade livre da estrutura por carga aplicada para a trelica do exemplo, elaborado a partir da
equacdo (17). Observa-se que o efeito “snap-through” ocorreu entre os cargas aplicadas de 7 e
8 kN, ou seja, no oitavo passo de carga, o que difere dos resultados encontrados por Segnini

(2000), porém esta de acordo com os resultados encontrados pelo autor deste trabalho.
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Figura 13: Exemplo 2 — Grafico de deslocamento por carga aplicada
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Fonte: elaborado pelo autor.
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4.3 EXEMPLO 3 - TRELICA DE TRES BARRAS

Este exemplo consiste em uma treliga plana formada por trés barras. Tais barras sdo
constituidas por um material elastico linear com modulo de Young E=70 GPa e possuem area
de secdo transversal A=645,2 mm?. A estrutura ¢ sujeita a uma carga concentrada vertical para
baixo de 2000 kN no no6 2. A Figura 14 abaixo apresenta um desenho esquematico € o modelo

analitico da trelica em questao.

Figura 14: Exemplo 3 — Desenho esquematico e modelo analitico

E =T0GPa
4 =632 mm’
{2) Truss

Fonte: Kassimali, 2012.

Para a andlise, foram utilizados dez passos de carga e uma tolerancia e=0,001. O

exemplo foi analisado por Kassimali (2012) e para comparagao de resultados, foi elaborada a
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Tabela 3 a seguir contendo os deslocamentos finais em cada grau de liberdade livre. Observa-

se que os resultados encontrados foram idénticos.

Tabela 3: Exemplo 3 - Comparagdo de resultados

Grau de Deslocamento (m)

liberdade Sales Kassimali
1 0,15664 0,15664
2 -0,64975 -0,64975
3 0,31327 0,31327

Fonte: elaborado pelo autor.

A Figura 15 a seguir apresenta as configuracdes indeslocada e deslocada com a carga

total (2000 kN) aplicada, incluindo os esfor¢os axiais nas barras, em kN. Os valores obtidos

para os esfor¢os axiais foram idénticos aos obtidos por Kassimali (2012).

Figura 15: Exemplo 3 — Configuragdes indeslocada e deslocada final

Fonte: elaborado pelo autor.

4.4 EXEMPLO 4 - TRELICA DE CINCO BARRAS

Este exemplo consiste em uma trelica plana formada por cinco barras. Tais barras sao

constituidas por um material elastico linear com modulo de Young E=20 GPa e possuem area
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de secdo transversal A=0,001 m?. A estrutura ¢ sujeita a uma carga concentrada vertical para

baixo P=180 kN n6 1. A Figura 16 a seguir apresenta um desenho esquematico da treliga.

Figura 16: Exemplo 4 — Desenho esquematico

4.5 m
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1
-
Lt

180 kN

Fonte: Segnini, 2000.

Para a andlise, foram utilizados dez passos de carga e uma tolerancia “e” de 0,001. O
exemplo foi analisado por Segnini (2000). Nas tabelas a seguir estdo apresentados os resultados
obtidos utilizando o cddigo elaborado pelo autor deste trabalho e os resultados obtidos por
Segnini (2000) através de seu programa e do uso do programa Ansys. Na Tabela 4 estdo
apresentados os resultados de deslocamentos verticais do no 1 e na Tabela 5 estdo apresentados

os resultados de forcas axiais nas barras.
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Tabela 4: Exemplo 4 - Comparagdo de resultados - Deslocamentos

Passo For¢a no Deslocamento vertical do né 1 (m)
de no 1 (kN) Sales Segnini Ansys
carga
1 18 -0,001380 -0,001380 -0,001352
2 36 -0,002760 -0,002760 -0,002732
3 54 -0,004139 -0,004139 -0,004111
4 72 -0,005518 -0,005518 -0,005490
5 90 -0,006897 -0,006897 -0,006869
6 108 -0,008275 -0,008275 -0,008248
7 126 -0,009653 -0,009653 -0,009626
8 144 -0,011031 -0,011031 -0,011004
9 162 -0,012409 -0,012409 -0,012382
10 180 -0,013786 -0,013786 -0,013760

Fonte: elaborado pelo autor.

Tabela 5: Exemplo 4 - Comparacao de resultados — Forcas axiais

Elemento Forca Axial (kN)
Sales Segnini Ansys
1 27,4436 27,4436 27,4780
2 46,8386 46,8386 46,8330
3 61,2728 61,2728 61,2380
4 46,8386 46,8386 46,8330
5 27,4436 27,4436 27,4770

Fonte: elaborado pelo autor.

Observa-se que os valores obtidos no presente trabalho e por Segnini (2000) foram
idénticos e préximos aos valores obtidos com o uso do programa Ansys. A Figura 17 a seguir
apresenta as configuracdes indeslocada e deslocada com a carga total (180 kN) aplicada,
incluindo os esforcos axiais na barra em kN. Observa-se que os deslocamentos foram pequenos

em relagdo a dimensao da estrutura.
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Figura 17: Exemplo 4 — Configuragdes indeslocada e deslocada final

Q@

61.2728 46 8386.-27.44 36

Fonte: claborado pelo autor.

Realizou-se, entdo, uma andlise linear da estrutura para efeito de comparacdo de
resultados através de uma pequena modificagio no cddigo elaborado pelo autor. O
deslocamento vertical obtido no né 1 foi de -0,013800 m, préximo ao encontrado nas analises
geometricamente nao lineares. Isso mostra a validade da simplificagdao por linearizagdo para
casos de pequenos deslocamentos. Além disso, as forcas axiais nas barras obtidas na analise
linear foram também proximas as obtidas na analise ndo linear, como pode ser visto na Tabela

6 abaixo.

Tabela 6: Exemplo 4 - Comparagdo de resultados com analise linear — Forgas axiais

Elemento Forca Axial (kN)
Sales Segnini Ansys Linear
1 27,4436 27,4436 27,4780 27,4481
2 46,8386 46,8386 46,8330 46,8690
3 61,2728 61,2728 61,2380 61,3347
4 46,8386 46,8386 46,8330 46,8690
5 27,4436 27,4436 27,4770 27,4481

Fonte: claborado pelo autor.
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5 CONCLUSOES

Com base na comparacdo entre os resultados obtidos através do codigo desenvolvido
pelo autor e os resultados encontrados na bibliografia, concluiu-se que o cédigo gerou
resultados satisfatorios quanto aos deslocamentos nodais e forgas axiais nas barras. Como pdde
ser observado, ndo houve diferengas expressivas entre os resultados em nenhum caso

examinado, exceto no oitavo passo de carga do exemplo 2, como ja discutido.

Foi possivel perceber a ocorréncia do efeito de instabilidade conhecido como “snap-
through™ nos exemplos 1 e 2 e observar a influéncia da instabilidade sobre o niimero de
iteragdes necessarias para a convergéncia da andlise dentro do limite determinado. Concluiu-se
também, a partir do exemplo 4, que a simplificacdo por linearizagdo da andlise apresentou

resultados satisfatorios para o caso de pequenos deslocamentos.

Sugere-se, para futuros estudos, a utilizacdo e comparacao de diferentes métodos para
solugdo de sistemas de equagdes ndo lineares como o método incremental, o método de
Newton-Raphson modificado e o método de comprimento de arco para andlise
geometricamente nao linear de trelicas. Sugere-se também a realizagdo de um estudo mais
aprofundado sobre analise de estabilidade e singularidades e o desenvolvimento e aplicacao de

uma formulagdo geometricamente exata para trelicas tridimensionais.
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