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Resumo

O desenvolvimento de ferramentas computacionais possibilitou o avanco da otimizacao
topologica aplicada a sistemas mecénicos na engenharia. O método ajusta o melhor
leiaute de uma estrutura, distribuindo otimamente o material em um dominio de projeto.
A aplicacdo do modelo SIMP (Material Isotropico Solido com Penaliza¢do, na sigla
original em inglés) permite obter um leiaute bem definido e, dessa forma, possivel de
ser fabricado, uma vez que penaliza densidades intermediarias eliminando-as do resultado
final. O modelo ainda utiliza 0 Método dos Elementos Finitos (MEF) para discretizagao
espacial e no decorrer das iteragoes sao avaliadas a funcao objetivo e as restrigoes
formuladas no problema de otimizagao. Por nao depender da geometria inicial, a solugao
de um problema de otimizagao topolégica pode ser representada com um alto grau de
complexidade geométrica. A otimizacao topologica exige certo nivel de refinamento da
malha de elementos finitos, o que pode ocasionar sub-regides do dominio com aparéncia
de um tabuleiro de xadrez. Visando tornar as solugoes livres dessa instabilidade do
tabuleiro de xadrez e da dependéncia de malha, emprega-se o filtro de sensibilidade,
normalmente aplicado nas variaveis de projeto ou nos gradientes. Portanto, este trabalho
tem como objetivo o estudo de otimizacao topoldgica para o caso dinamico, aplicada a
estruturas bidimensionais, apresentando um cédigo em Matlab que implementa a técnica
de otimizacao topologica por distribuicao de material isotropico aplicado a sistemas
mecanicos sujeitos a vibragao livre. Como demonstracao da eficiéncia do algoritmo sao
apresentados exemplos de aplicacao de otimizacao de vigas com diferentes condigoes de

contorno.

Palavras-chave: Otimizagao topoldgica; dindmica; SIMP



Abstract

The development of computational tools made possible the advancement of topology
optimization applied to mechanical engineering systems. The method adjusts the best
layout of a structure, optimally distributing the material in a design domain. The
application of the SIMP method (Solid Isotropic Material with Penalization) allows for
a well-defined layout, thus possible for fabrication as it penalizes intermediate densities,
eliminating them from the final result. The model uses the Finite Element Method (FEM)
for spatial discretization and to evaluate the objective function, the restraints and the
sensitivities through the iterations. Since it doesn’t depend on the initial representation,
the solution to a topology optimization problem can be represented with a high degree of
geometric complexity. The topology optimization demands a certain level of refinement for
the FE mesh, what may incur in sub-regions resembling a checkerboard pattern. Aiming
towards eliminating this checkerboard instability and mesh dependency, a filter is used,
either on the design variables or the sensitivities. Thus, this works aims at studying
topology optimization for dynamic analysis of two-dimensional structures, presenting a
Matlab cod that implements the topology optimization technique by distributing isotropic
material applied to mechanical systems subject to free vibrations. As a demonstration of
the efficiency of this algorithm, some numerical simulations of beams subject to different

boundary conditions are presented.

Keywords: Topology optimization; dynamics; SIMP
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Capitulo 1

Introducao

A otimizacao estrutural busca fornecer o leiaute 6timo de uma estrutura que
proporcione o melhor desempenho mecéanico, satisfazendo as restrigoes impostas pelo
modelo e critérios de projeto. A implementacao de algoritmos computacionais favorece
a produtividade na elaboracao desses projetos, pois fornece solugoes otimizadas em um
tempo satisfatorio atenuando calculos de verificagao exaustivos.

A formacao de grandes centros urbanos tem motivado solu¢oes de engenharia no
sentido da verticalizagao. A evolucao das técnicas e ferramentas computacionais de analise
e dimensionamento estruturais aliada aos avangos na area de ciéncia dos materiais e
técnicas construtivas, tem tornado possivel a construcao de estruturas cada vez mais
altas, esbeltas e, portanto, mais flexiveis. Essas estruturas sao vulneraveis a ocorréncia de
vibragoes excessivas causadas por carregamentos dinamicos, tais como terremotos, ventos,
ondas, trafego intenso, ocupac¢ao humana, entre outras (BENEVELI, 2002).

Cada vez mais, ha uma busca pela concepcao de arranjos estruturais eficientes,
capazes de suportar acoes que lhes sao impostas com deslocamentos admissiveis. Pesquisas
apontam o emprego de esfor¢os no desenvolvimento de dispositivos de controle estrutural,
especialmente na mitigacao da resposta das edificacoes em relagao aos ventos, aos sismos
e as vibragoes induzidas pelo homem. O desempenho sismico das estruturas tem sido
melhorado através da inclusao de elementos estruturais que elevam a rigidez do sistema.

O problema de otimizagao estrutural topoldgica consiste em determinar a melhor
distribuicao de material dentro de um dominio especificado de projeto. Essa distribuicao
de material 6tima depende de uma funcao objetivo a ser extremizada e das restrigoes

de projeto impostas. As variaveis de projeto (densidade, caracteristicas geométricas da
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microestrutura, etc), relacionadas a distribuigdo de material, sdo atualizadas de acordo
com a resposta mecanica que se espera da estrutura com base em paradmetros como
flexibilidade, frequéncias naturais, tensao, etc. Em contrapartida, o dominio de projeto
¢ mantido fixo, limitado pelos pontos de apoio. Os pontos de apoio e carregamento sao
definidos pelas condi¢oes de contorno. Em sintese, o problema é como distribuir o material
no interior de um espaco de projeto pré-definido sob determinada condi¢ao de contorno,
de modo a extremizar (minimizar ou maximizar) a fungéo objetivo e atender as restrigoes
do modelo.

A Figura mostra as etapas de um procedimento tipico de otimizagao topologica.
Inicialmente, uma estimativa é feita para as variaveis de projeto que definem o dominio.
O dominio é discretizado em uma malha de elementos finitos e é limitado pelas condi¢oes
de contorno (restrigoes de deslocamento) e regides de aplica¢ao dos carregamentos. Faz-se
uma analise de elementos finitos para o calculo dos deslocamentos. Em seguida, calcula-se
as sensibilidades (gradientes) das variaveis de projeto e inicia-se o processo de otimizagao
que ira ajustar a melhor distribuicao de material no dominio, de forma a extremizar
a funcao objetivo especificada e entao o procedimento é finalizado. Caso contrario, o
processo é reiniciado com a atualizacao das variaveis de projeto, utilizando o passo e a
diregao de descida do algoritmo de otimizagao.

Impulsionados pelo avanco das técnicas de processamento computacional, diversos
métodos de otimizagao topologica (OT) tém sido desenvolvidos com o auxilio do método
dos elementos finitos (MEF). Na implementagdo numeérica, o dominio ¢ discretizado em
uma malha de elementos finitos. Pode-se, entao, determinar a distribuicao 6tima das
propriedades do material ao longo do dominio, de forma que os pontos materiais deste
dominio possam ser caracterizados pela presenca ou auséncia de material. Portanto,
assim como a forma da estrutura, a conectividade dos elementos também muda durante
o processo de otimizacao topologica.

A abordagem material do método de otimizacao de leiaute foi proposto inicialmente
por Bendsoe e Kikuchi (1988), considerando uma equagao constitutiva homogeneizada que
depende somente da densidade relativa do material. De acordo com Bendsoe (1989), essa
distribuigao 6tima de material consiste em um problema binério (do tipo 0/1) indicando a
auséncia ou a presenca de material num dominio de projeto. Sendo assim, o problema de

otimizacao de leiaute pode ser tratado como um problema discreto que indica a auséncia
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Figura 1.1: Fluxograma geral de otimizacao estrutural topologica
Fonte: Bahia (2005)

ou a presenca de material. Entretanto, essa discretizagao do dominio torna a abordagem
instavel, conflito este contornado com o emprego de filtros no algoritmo.

Para estudar o método de otimizacao topoldgica aplicado na analise dinamica
da maximizacao da rigidez em elementos estruturais bidimensionais, foram utilizados
como referéncia dois algoritmos, o codigo topdynamicOC, publicado no artigo cientifico
intitulado "Topology optimization of dynamic problems” por MEIJBOOM (2003), e
o codigo para problemas estaticos "The Top99 line Matlab Code”, desenvolvido por
SIGMUND (2001), um dos pioneiros neste assunto. O segundo usa o método dos
elementos finitos em combinacao com filtros de sensibilidade para ajustar uma solucao
6tima para a estrutura e encontra-se disponivel em https://www.topopt.mek.dtu.dk/

Apps-and-software/A-99-1ine-topology-optimization-code-written-in-MATLAB,
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1.1 Objetivos

1.1.1 Objetivo Geral

Este trabalho tem por objetivo implementar um algoritmo computacional de
otimizacao topologica baseado na resposta dindmica, por meio da ferramenta grafica
educacional MATLAB.

A formulacao do modelo propoe a maximizacao da frequéncia natural critica a fim de
evitar o fenémeno de ressonancia quando a estrutura estiver sujeita a baixas magnitudes
de frequéncias de excitagao.

Aplicando os conhecimentos introdutoérios em elementos finitos isoparamétricos e
otimizacao topologica, pretende-se adaptar o codigo para a resolugao de problemas de
maximizacao dos autovalores, associados as frequéncias naturais da estrutura, utilizando
no algoritmo o modelo SIMP, critério de otimalidade e filtros de anéalise de processamento,

visando obter resultados igualmente satisfatorios.

1.1.2 Objetivos Especificos

e Estudar a otimizacao topologica em estruturas com base no modelo dindmico para

diferentes condicoes de contorno;
e Validar a necessidade de filtros de sensibilidade;
e Analisar a influéncia dos paramétros de entrada;

e Confrontar os leiautes finais de projeto obtidos apds o processo iterativo com os

presentes na literatura.
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Capitulo 2

Otimizacao Topologica Estrutural

2.1 Histoérico

A otimizagao estrutural é um topico de interesse ha mais de 100 anos. Um dos
primeiros estudos refere-se a formulagao de teoremas relativos ao design racional de
estruturas por James Clerk Maxwell (1870), tendo énfase na analise de pontes, estruturas
de grande interesse na engenharia. Maxwell aplicou conceitos da teoria de elasticidade a
problemas simples, a fim de estudar o risco de falha de uma ponte com a menor quantidade
de material possivel.

A ideia era, essencialmente, dado um carregamento atuando num dominio e os
pontos onde esse dominio estaria apoiado (pontos de apoio da ponte, por exemplo),
calcular o campo de tensoes mecanicas principais usando teoria da elasticidade. As
diregoes das tensoes principais correspondem as direcoes onde nao ocorrem tensoes de
cisalhamento, apenas tensoes normais. Uma vez obtidas essas dire¢oes, Maxwell sugeriu
de forma conceitual que a estrutura 6tima, que utilizasse menos material, seria constituida
de elementos de trelica alinhados com essas dire¢oes principais.

Essa solugao veio mais tarde a ser reconhecida como a solugao 6tima, dado um
carregamento Unico, para a estrutura com menor peso e méxima rigidez, reduzindo
a quantidade de material necessaria e, consequentemente, o custo associado a sua
producao. Dessa forma, pode-se dizer que a otimizacao auxilia a evitar projetos com
superdimensionamento.

Em 1904, Anthony Michell deu continuidade ao trabalho de Maxwell com suas

estruturas que ainda hoje sao referéncia na teoria moderna de otimizacao topolégica. Ele
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decidiu aplicar o método para o projeto de varios tipos de estruturas usando o critério de
méxima rigidez com o menor volume de material. Michell projetou estruturas trelicadas
nas quais buscava o menor peso observando as tensoes nas barras para cada caso de carga.
Seu principio consiste em calcular o campo das principais isotensoes. Para isso utiliza a
teoria da elasticidade para o caso de uma forca aplicada a um ponto de um dominio
sujeita as restrigoes de deslocamento em outros pontos. Obtidas as linhas de isotensoes
principais, a ideia € alinhar as barras nas mesmas direcoes das tensoes principais calculadas
no dominio. Visto isso, a solugao 6tima seria onde os elementos estariam sujeitos apenas
a tracao e compressao, sem a existéncia de momento fletor.

Entretanto, os resultados obtidos por Michell foram considerados muito académicos e
sem aplicagao pratica, pois eram muito dificeis de serem construidos na época. Somente na
década de 80, com a implementacao de softwares baseados em otimizacao topologica, que
se propoem a sintetizar a estrutura, os resultados de Michell passaram a ser reproduzidos.

Derivada das palavras gregas topos, “lugar” e logos, “estudo”, a otimizacao topologica
¢ um método computacional de distribuicao de material para a sintese de estruturas sem
qualquer forma preestabelecida, concedendo ao método a liberdade para encontrar leiautes
estruturais esbeltos e de alta confiabilidade.

Desde a otimizagao estrutural até as aplicagoes de mecéanica estrutural, a otimizagao
topologica (OT) tornou-se reconhecida como um campo de estudo apos a publicacao de
Martin Philip Bendsoe e Noboru Kikuchi em 1988. Foi a partir dela que a aplicacao
sisteméatica do MEF e da programacao mateméatica em problemas de otimizagao nao-
linear com restri¢coes de desigualdade para projetos de estruturas de trelicas e barras foi

compreendida e viabilizada.

2.2 Formulacao de um problema de otimizacao
estrutural

A otimizacgao estrutural visa alcancar o melhor desempenho para uma estrutura
ao mesmo tempo que todas as restrigcoes impostas sao satisfeitas. Semelhante a outros
problemas de otimizacao, um problema de otimizacao estrutural pode ser definido pelo
objetivo do problema descrito por uma funcao, um conjunto de restri¢oes de projeto e as

variaveis de projeto.
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O problema de otimizacao estrutural pode ser formulado como maximizar (ou
minimizar) a fun¢ao objetivo sujeita as restri¢goes. O objetivo é uma resposta escalar que
direciona a otimizacao estrutural para a melhor configuragao das variaveis independentes
de projeto. As variaveis do projeto estrutural incluem pontos que definem caracteristicas
estruturais, parametros dimensionais e densidade do material em uma regiao estrutural
(AREMU, 2013).

Um terceiro componente, as restrigoes, é usado para impor certos limites as variaveis
de projeto. As restri¢oes podem ser comportamentais ou geométricas (WANG, 2003). A

seguir estao alguns exemplos de fungoes objetivo e restrigoes comportamentais:
e Volume ou peso da estrutura;

e Uma medida global de desempenho estrutural, como rigidez (ou flexibilidade),

frequéncias naturais, cargas criticas de flambagem, etc.;

e Deslocamento maximo, tensao, deformacao ou densidade de energia de deformacao

em toda a estrutura;

e Respostas locais da estrutura, como deslocamento, tensao ou deformacao em um

local especifico na estrutura.

As restrigoes geométricas podem ser limitagoes de fabricagao, tamanhos maximos e
minimos de membros e restrigoes fisicas. Embora muitos dos itens mencionados possam
ser usados como objetivo ou restricao, em problemas de engenharia é comum ter um tinico
objetivo, com a maioria das medidas de desempenho implementadas como restrigoes no

problema de otimizagcao.

2.2.1 Representacao matematica de um problema de otimizacao
estrutural
Um problema de otimizacao na forma geral pode ser definido como procurar pelo

méximo (ou minimo) valor da fungao f(x), na qual x = (21,29, 23,...,x,) é 0 vetor de

variaveis no espaco de solucoes R”, e expresso por (HAFTKA e GURDAL, 1992):

Maximizar: f(z)
Sujeito a:  gj(x) =0 j=1:M
he(z) >0 k=1:N
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onde g(x) e h(x) sdo as restri¢oes de igualdade e desigualdade, respectivamente, com M
sendo o ntimero de restri¢oes de igualdade e N o numero de restri¢oes de desigualdade. O
problema de otimizacao é dito linear se tanto a funcao objetivo quanto as restrigoes sao
funcgoes lineares das variaveis de projeto. Se a fungao objetivo ou uma das restrigoes for
uma fungao nao-linear das variaveis de projeto, a otimizacao é dita nao-linear.

Em geral, as varidveis de projeto z incluem caracteristicas da estrutura, como
nimero de membros, se¢oes transversais ou material. A funcdo objetivo f(x), a depender
do método adotado, consiste ou em uma avaliagdo do custo da estrutura (problema
de minimizacdo) ou do desempenho da mesma (rigidez, vida til, etc.). As restri¢oes,
em problemas estruturais, incluem critérios como equilibrio, deslocamentos méximos e
restricoes de fabricagao, além de critérios especificos de cada metodologia, como fragao

de volume desejada ou densidade minima do material.

2.2.2 Classificagao dos problemas de otimizagao estrutural

Problemas de otimizacao estrutural podem ser classificados de acordo com as
seguintes categorias tradicionais, baseados nas variaveis de projeto, e que diferem em

grau de complexidade:

e Otimizacao paramétrica: Na otimizacao paramétrica, as variaveis de projeto sao
paramétros que definem as caracteristicas da estrutura. A forma mais comum de
otimizagao paramétrica é a otimizagdo dimensional ( "size optimization”), ilustrada
na Figura (a), que envolve encontrar as dimensoes 6timas em um projeto,
enquanto sua forma é fixa em todo o processo de otimizacao. Isso pode incluir
a area da se¢ao transversal, momento de inércia, espessura, comprimento e largura
do projeto (AREMU, 2013). Um problema comum de otimiza¢ao dimensional é a
estrutura de trelica na qual as variaveis de projeto sao as areas de secao transversal

das barras da trelica.

e Otimizagcao de forma ("shape optimization"): Neste tipo de otimizagao
estrutural, Figura (b), a forma do contorno muda durante o processo de
otimizacao, no entanto, o niimero de membros na estrutura e a maneira como eles
sao conectados permanecem fixos. Este tipo de otimizagao exige maior sofisticacao

na implementacao numérica em comparacao a otimizacao dimensional. A primeira
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Figura 2.1: Processos de otimizacdo: (a) Otimizagao dimensional; (b) Otimizacdo de
forma; (c¢) Otimizagao topologica de uma estrutura tipica
Fonte: Brito (2018)

dificuldade é escolher variaveis de projeto adequadas para parametrizar as formas
no espaco de projeto. Nessa abordagem, as varidveis de projeto sao geralmente
um conjunto de pontos na geometria que esta sendo otimizada, e suas coordenadas

cartesianas sao iterativamente atualizadas até que um 6timo seja atingido.

e Otimizagao de topologia: Esse ¢ o tipo de otimizacao estrutural, Figura [2.1)c),
é menos restrito e mais desafiador, pois a distribuicao de material dentro do
dominio de projeto, incluindo a forma, o nimero e a localizagao dos "furos"e a
conectividade do dominio de projeto pode mudar durante o processo de otimizacao.
A otimizagao topologica é mais genérica do que a otimizagao de forma, pois permite
uma distribuicao de material mais acentuada no interior do dominio de projeto e
a inclusao de novos "furos"no dominio. Deste modo, muda-se a conectividade do
dominio e consequentemente a sua topologia. A otimizacao de forma nao possibilita
a inclusao de novos "furos"no dominio pois nao altera a topologia da estrutura,

apenas modifica o contorno.
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2.2.3 Classificacao dos métodos de otimizacao topologica

Trés classificagoes diferentes serao apresentadas para métodos de otimizagao

estrutural abordando a otimizacao de topologia de estruturas continuas:

e Métodos matematicos e heuristicos
Algumas abordagens de otimizagao de topologia tém uma rigorosa dedugao
matemaética por tras delas, outros sao mais intuitivos, baseados na observagao, como
os métodos heuristicos. Embora os métodos heuristicos tenham provado fornecer
boas solucoes, nao ha garantia de que uma solucao sempre existird implementando

esses métodos.

e Métodos baseados em gradientes e estocasticos
Em geral, existem duas maneiras possiveis de encontrar o conjunto ideal de variéveis
de projeto em um problema de otimizacao: uma usando uma abordagem baseada
em gradiente e outra ao gerar valores aleatorios para as variaveis de projeto. Os
métodos baseados em gradientes procuram o 6timo usando as derivadas da fungao
objetivo e as restrigoes. Devido ao comportamento variacional, estes métodos sao
sensiveis a convergéncia para os 6timos locais. Por esta razao, pode ser benéfico o
uso de métodos estocasticos de otimizacao de topologia, como o algoritmo genético,
pois operam distribuindo varidveis aleatérias e aplicando a sobrevivéncia do mais
forte. Porém, como o nimero de pontos a serem analisados depende fortemente do
numero de variaveis de projeto definidas nesses métodos, caso seja grande o niimero

de variaveis, eles tornam-se computacionalmente custosos.

e Métodos de distribuicao de materiais e métodos de variagao de contorno
Os métodos de distribuicao de material sao aqueles que resolvem o problema de
otimizacao estrutural distribuindo otimamente o material dentro do dominio de
projeto e incluem o método de homogeneizagao, SIMP (solid isotropic material
with penalization) e ESO (evolutionary structural optimization). Os métodos
de distribui¢ao de materiais sao principalmente baseados em elementos, pois os
algoritmos de otimizagao sao integrados com a estrutura de elementos finitos
do problema estrutural e os elementos, ou uma propriedade dos mesmos, sao

considerados como varidveis de projeto. Embora esse método forneca topologias
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estruturalmente 6timas, uma desvantagem é obter uma geometria com contorno

nao suavizado pela representacao por elementos finitos.

2.3 Modelo SIMP

O problema de Otimizagao Topologica (OT) pode ser definido como um problema
de programacao binaria, onde “loops” iterativos de analises de elementos finitos, anélises
de sensibilidade e critérios de otimizacao sao preenchidos para encontrar as porgoes
ineficientes e, portanto, desnecessarias da estrutura. O termo "SIMP'", que significa
Material (ou Microestrutura) Isotropico Sélido com Penalizacao, baseia sua representagao
topologica em discretizar o dominio de projeto em elementos (que posteriormente serao
utilizados na anéalise como elementos finitos) e atribuir a cada um destes elementos uma
variavel que representa sua "densidade", a qual afetara o moédulo de elasticidade efetivo
daquele elemento. Para cada elemento, é atribuida uma densidade individual relativa,
associada as propriedades fisicas do material as quais sao interpoladas entre 0 (vazio,
auséncia de material) e 1 (s6lido). Ademais e sdo usados critérios de penaliza¢do para
influenciar essa distribuicao de material. Assim, a solucao resultante pode ser representada
nao apenas com solido e regioes vazias, mas com densidades intermediarias. Para um
elemento,

E = pE,,

onde E é o modulo de elasticidade efetivo para aquele elemento, p sua densidade e E, o
modulo de elasticidade do material sélido.

Para mover as densidades elementares intermediarias (0 < p < 1) em diregao a
uma solugao 0/1, uma abordagem de lei de poténcia é usada, penalizando as densidades
intermediarias, como na equagao:

— P
p_a:e

onde p > 1 é a poténcia de penalizacao e x. ¢ a variavel de projeto associada & densidade do
elemento e. Esta penalizagao é necessaria ja que densidades intermediarias geralmente nao
sao fabricaveis. Logo, deseja-se respostas o mais proximo possivel do nulo ou da unidade.

Em analises dindmicas, faz-se necessario também estimar a massa de um elemento como

M = pV, = a2V,
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onde V, é o volume de um elemento.

A otimizagao da topologia comec¢a com uma suposi¢ao inicial da distribuicao de
densidade dentro do dominio de projeto. A seguir, um processo iterativo é utilizado para
atualizar o valor das densidades a partir de uma analise de elementos finitos. Determina-se
a funcao objetivo e sua sensibilidade as variaveis de projeto. Filtros podem ser aplicados
para garantir a existéncia de solucgoes e evitar instabilidades numéricas, como o padrao
xadrez.

O SIMP usa apenas uma variavel de projeto por elemento, facilitando sua
implementagao na pratica, em comparacao com outros tipos de microestrutura, e gera

solugoes mais claras por causa da abordagem da lei de poténcia.

2.3.1 Instabilidades numéricas

Os métodos de otimizacao de topologia construidos através de algoritmos que
utilizam uma abordagem numérica de resolugao exigem um controle adequado das
técnicas utilizadas, a fim de evitar ou contornar complica¢oes que podem comprometer o
resultado numérico da distribui¢ao de material. Em 1998, Sigmund e Petersson (1998) ja
comentavam sobre as instabilidades numéricas como tabuleiro de xadrez e dependéncia
de malha. Este é um toépico que ainda hoje desperta interesse e fomenta investigagao

cientifica.

2.3.1.1 Tabuleiro de xadrez

Uma instabilidade comum que ocorre em otimizagao topoldgica baseada em
elementos, tais como SIMP, homogeneizacao, etc, é o padrao de tabuleiro de xadrez, isto
¢, a formacao de elementos alternados solidos e vazios na topologia de maneira similar
a um tabuleiro de xadrez. A Figura mostra solugoes convergentes da otimizacao
topologica de uma placa em balanco com e sem a implementacao de um esquema de filtro
de sensibilidade.

Diaz e Sigmund (1995) estudaram problemas, de elasticidade bidimensional, com o
objetivo de minimizar a flexibilidade e com restricao de quantidade de material disponivel.
No estudo, eles comprovaram que a discretizacao com elementos finitos retangulares
bilineares isoparamétricos de 4 nés conduzia a padroes de tabuleiro de xadrez. E

ainda, comparando a rigidez da configuragao do tabuleiro de xadrez com a distribuida
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Figura 2.2: Otimizagao topolégica: (a) Dominio de projeto e condigoes de contorno (b)
solu¢do com padrao xadrez (sem filtro de sensibilidade) (c) solu¢ao implementando filtro
de sensibilidade.

Fonte: Aremu (2013)

uniformemente, descobriram que as estruturas com um padrao xadrez tinham valores
artificialmente elevados de rigidez, nao representando uma distribuicao real de material.
A instabilidade ocorre pois o elemento finito utilizado, o Q4, apresenta interpolacao linear
para o campo de deslocamentos sendo considerado elemento de baixa ordem para a analise
de elementos finitos. Os autores ressaltam que a utilizagdo de elementos com um maior
numero de graus de liberdade, como o elemento Q9, elimina a instabilidade numérica
do tabuleiro de xadrez. Entretanto, o custo de processamento computacional aumenta
razoavelmente, uma vez que a interpolagao agora é dada por fungoes nao-lineares, além de
aumentar o niimero de graus de liberdade, o que aumenta a ordem do sistema de equacoes
a ser resolvido.

Varias abordagens tém sido sugeridas para evitar a instabilidade do tabuleiro
de xadrez, por exemplo, a aplicagdo de um operador como filtro, numa fase de pos-
processamento para suavizar a configuracao de tabuleiro de xadrez (BENDSOE; DIAZ
e KIKUCHI, 1993), outro exemplo é o uso de elementos finitos de ordem superior desde
que o expoente de penaliza¢ao no método SIMP seja pequeno o suficiente (SIGMUND e
PETERSSON, 1998), ou ainda, a aplicagdo da restrigao dos gradientes locais na analise
do comportamento variavel do campo de densidades (BENDSOE e SIGMUND, 2003).
Entretanto, a técnica mais difundida para evitar a instabilidade do tabuleiro de xadrez é
o filtro de sensibilidade proposto por Sigmund (2001). Essa técnica consiste em calcular
a derivada da fungao objetivo em relacao a varidvel de projeto e aplica-la na anélise da
sensibilidade, evitando variacoes bruscas para o campo de densidades e sem aumentar
demasiadamente o custo de processamento computacional.

Uma extensao deste esquema também foi proposta para evitar a dependéncia de
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malha. Neste, a sensibilidade de um elemento é modificada pela média ponderada das
sensibilidades dos elementos em uma vizinhanca fixa de raio minimo r,,;,, conforme ser4

explicada mais adiante.

2.3.1.2 Dependéncia de malha

Em otimizacao, a dependéncia de malha refere-se ao problema de obter solucoes
qualitativamente diferentes ao modificar a malha, como visto na Figura 2.3 Quando
nao sao aplicadas técnicas que contornam essa instabilidade, & medida que a malha de
elementos finitos é refinada, solugoes mais detalhadas e qualitativamente diferentes sao
apresentadas, gerando diferentes solucoes 6timas para o mesmo problema com duas malhas

distintas, evidenciando assim a dependéncia de malha.

Figura 2.3: (a) Malha discretizada em 600 elementos; (b) Malha discretizada em 5400
elementos.
Fonte: Sigmund e Petersson (1998, p. 70)

Sigmund e Petersson (1998) dividem a dependéncia de malha em duas categorias:
obtenc¢ao de solugoes 6timas distintas com o mesmo valor da fun¢ao objetivo como efeito
das diferentes possibilidades de discretizagoes do dominio pelo método dos elemento
finitos; e obtencao de topologias mais complexas a medida que a malha é refinada
com o aumento de células vazias. O refinamento da malha visa obter maior nitidez e
uma melhor definicao dos contornos, no entanto, refinar uma malha em um problema
de otimizacao topologica pode aumentar a sua complexidade (AREMU, 2013). Um
tratamento para reduzir o espaco de modelos admissiveis e consequentemente ter um
problema independente da malha é incluir no problema alguma restricao local ou global
sobre a variacao no espaco. Esta inclusao pode ser feita através da adigao de restrigoes
(de perimetro, dos gradientes locais, etc) de forma a reduzir o espago de parametros, ou
através da aplicacao de filtros durante a implementacao como o filtro de independéncia

de malha.
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2.3.1.3 Minimos locais

Problemas de otimizacao nao convexos caracterizam-se pela existéncia de muitos
minimos locais levando a diferentes solu¢oes para o mesmo problema quando sao utilizadas
estimativas iniciais diversas para as varidveis e diferentes parametros dos algoritmos de
otimizagdo (BENDSOE e SIGMUND, 2003). Nesse caso, apenas ¢ possivel assegurar a
convergéncia para pontos estacionérios, que nao necessariamente sao minimos globais,
contrario ao que ocorre em problemas convexos, em que a prova de convergéncia
dos algoritmos funciona (SIGMUND e PETERSSON, 1998). Independentemente da
abordagem usada para otimizacao de topologia, as tnicas formulac¢oes de otimizagao que
produzem um design 0/1 sdo nao-convexas e sujeitas a convergir para um 6timo local. No
entanto, ¢ comum usar um método de continuacao para evitar minimos locais, ver, por
exemplo, Sigmund e Petersson (1998).

Neste trabalho, em relacao aos minimos locais, nao foi adotado nenhum método
de continuacao, tendo em vista que resultados obtidos através da aplicagao do filtro de

sensibilidade juntamente com o modelo SIMP foram satisfatorios.

2.3.2 Estrutura do cédigo de Otimizagao Topologica

A otimizacao da topologia comega com uma suposi¢ao inicial da distribui¢ao de
densidade dentro do dominio de projeto. Em seguida, uma analise de elementos finitos
é realizada para avaliar a funcao objetivo e a sensibilidade. Um filtro é aplicado as
sensibilidades para evitar instabilidades numéricas, como o padrao xadrez (SIGMUND,
2001). Elementos em cinza, com valores de densidade entre 0 e 1, devem ser evitados
e portanto sua representacao é penalizada, movendo as densidades intermediarias em
dire¢do a uma solugdo binaria (material/vazio). A seguir, os valores das variaveis de
projeto (densidades) sdo atualizados de acordo com as sensibilidades e de forma a obedecer
as restrigdes. O processo é repetido até que se obtenha convergéncia. A Figura

apresenta o fluxograma do processo de otimizagao topologica.
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Figura 2.4: Fluxograma de Otimizagao Topologica
Fonte: Oliveira (2016)
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Capitulo 3

Método dos Elementos Finitos (MEF)

3.1 Discretizagcao de uma viga utilizando o método dos

elementos finitos (MEF)

O MEF é um método numérico, utilizado para a discretizagao de meios continuos.
Segundo Soriano (2009), ele vem sendo amplamente utilizado na discretizacao de
problemas de Mecéanica do Continuo e mais especificamente de Mecanica dos Soélidos
Deformaveis, uma vez que ele possibilita a modelagem de estruturas com geometrias
diversas, carregamentos e condigoes de contorno gerais. Conforme afirma Akin (2005), na
engenharia moderna é muito dificil encontrar um projeto que nao necessite de algum tipo
de célculo que envolva o MEF.

A ideia do MEF é encontrar a solucao de um problema complicado através da
substituigao desse problema por um mais simples (RAO, 2005). Aproxima-se a solugao de
um modelo continuo pela solugao de um modelo discreto, isto ¢, parte-se de um problema
de valor de contorno e inicial, cujo comportamento é descrito por um sistema de equacoes
diferenciais, e substitui-se esse sistema por um sistema de equacgoes algébricas, que permite
descrever o comportamento aproximado da estrutura, simplificando consideravelmente a
solugao. Segundo Cook et al. (2002), para o desenvolvimento do MEF é necessario seguir

alguns procedimentos:

1. Dividir a estrutura em elementos finitos, gerando a malha;
2. Formular as propriedades de cada elemento finito (EF);
3. Realizar a montagem das matrizes e vetores globais da estrutura;
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4. Aplicar os carregamentos prescritos;
5. Especificar os deslocamentos nodais prescritos;

6. Resolver simultaneamente as equacoes algébricas lineares para determinar os

deslocamentos nodais;

7. Calcular as deformacoes e tensoes do elemento.

A Figura mostra a discretizacdo de uma viga utilizando o MEF. A esquerda,
a representacao de uma viga bi-apoiada no dominio bidimensional {2, com condigao
geométrica e mecanica de contorno definidas, descrevendo o problema continuo, e & direita,
tem-se o problema discretizado em uma malha de 6 subdominios finitos quadrilaterais
bilineares, interligados por pontos nodais localizados nos vértices dos elementos. Ainda
para o caso discreto ¢ interessante observar que, somente em alguns pontos nodais sao

atribuidas as condigoes geométrica e mecanica de contorno.

e_f)f
0, 0, S
yay (nely +1, nelx+1)\_ ’A’ \‘ “é‘\‘
' ponto nodal

Figura 3.1: Discretizagao de uma viga 2D utilizando o MEF em uma malha de nely x nelx
elementos
Fonte: Autora (2021)

O elemento finito empregado na discretizacao, relativo a um sistema de coordenadas
cartesianas (z;y), tem origem no seu centréide e quatro pontos nodais posicionados
em seus vértices numerados de 1 a 4 no sentido horério, conforme ilustrado na Figura
. Cada ponto nodal possui coordenadas (z;y), as quais referem-se a um sistema de
coordenadas locais do elemento e a deslocamentos nodais ug,_1 € g, nas diregoes dos

eixos x e y respectivamente. Logo, cada EF possui 8 graus de liberdade (GDL’s ou dof’s).
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Figura 3.2: Elemento finito retangular de 4 pontos nodais e 8 dof’s
Fonte: Adaptada de Chiesa (2016)

3.1.1 Matriz de rigidez elementar

Admite-se que o so6lido apresenta a propriedade de isotropia, isto é, as propriedades
elasticas s@o as mesmas, independente da diregao (TIMOSHEKO; GOODIER, 1951). Em
decorréncia da Lei de Hooke, que descreve na mecanica de meios continuos as relacgoes
entre tensoes e deformagoes de um material elastico, como também, do efeito de Poisson, a
matriz de rigidez (8 x 8), do elemento quadrilatero, obtida analiticamente e implementada
no codigo de OT de Sigmund (2000), é expressa na forma matricial pela equagao:

E

K. =
1—12

-k

onde £ é o moédulo de Young do material sélido linear e homogéneo, v é o coeficiente de

Poisson e K, é vélida para um elemento de dimensoes unitarias. k é uma matriz definida

por:
k(1) k(2) k(3) k(4) Kk(5) k(6) k(7) K(8)
k(2) k(1) k@8) K(T) k(6) K(5) k(4) k(3)
k(3) k(8) k(1) K(6) K(T) k(4) k(5) k(2)
Lo | F@ R RG) k() K(8) KE) k() k()
k(5) k(6) k(7) K(8) k(1) k(2) k(3) K(4)
k(6) k() k(4) k@) k(2) k(1) k@B) k(T
B(T) k(4) k() K(2) k((3) k(8) k(1) k(6)
k(8) k(3) k(2) k(5) k(4) k(7) k(6) k(1)
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cujos coeficientes sao obtidos através das equagoes empiricas:

MD:%—g M®=%+%
F3) = —= — = k()= —< - =
I T A
U M

KT =2 KS) = 5 — =

Como a matriz auxiliar k& deve ser obrigatoriamente definida positiva (possui todos
os autovalores maiores do que zero), tem-se as seguintes propriedades para os coeficientes

elasticos F e v:

E>0

1
—1l<v<-=
YS9

Neste trabalho adotaremos v = 0.3 e £ = 1.

3.1.2 Matriz de massa elementar

O tipo de elemento finito adotado na aplicacao de otimizacao topolégica é o
isoparamétrico de quatro nos, portanto parte-se desse mesmo elemento para a construcao
da matriz de massa elementar.

A ideia bésica do MEF é a obtencao de uma solucao aproximada para o problema
continuo e sua formulagao parte do principio de que o vetor do campo de deslocamentos,
para cada EF, é dado em funcao dos deslocamentos nodais sy € ug,_1 € das funcgoes de

interpolacao local N;, j € {1,2, 3,4}, de modo que:
u(z,y) = N;U.,

onde N é a a matriz linha das fungoes de interpolagao e U é o vetor de deslocamentos
nodais do EF. As func¢oes de forma, ou de interpolacao, satisfazem a propriedade da func¢ao
delta de Kronecker, ou seja, cada funcao de interpolacao V; aplicada ao k-ésimo ponto

nodal assume valor unitério nele proprio e se anula nos demais pontos nodais (BECKER,;

CAREY; ODEN, 1981; AKIN, 2005).
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Figura 3.3: Funcao de interpolacao
Fonte: Adaptada de Soriano (2009)

Segundo Kim e Sankar (2008), as fungoes de forma, ou de interpolagao, do elemento

quadrilatero isoparamétrico, mostradas na Figura (3.3, podem ser definidas por:

lei(l—s)(l—t) Ngz}l(us)(ut)
Ny = 31+ 5)(1 1 Ni= (-1 +0)

Observe que as fungoes de interpolacao acima sao produtos de polindémios lineares
unidimensionais, o que segundo Cook et al. (2002) caracteriza a bilinearidade do elemento
sendo possivel verificar que sao lineares no contorno do elemento e quadraticas no interior,
Figura [3.3]

Assim, o vetor posigdo u(z,y) de qualquer ponto no interior do elemento é
determinado em func¢ao das correspondentes componentes horizontal e vertical da posicao

de cada né do elemento:
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onde os vetores u, e u, representam a posicao, na direcao horizontal e vertical
respectivamente, de um ponto interno ao elemento e z; e y;, para i,j = 1,2,3,4, as
coordenadas de cada né do elemento finito.

A matriz de massa elementar ¢ definida pela equagdo (NASCIMENTO, 2005):

1 1
M, :p/1 /1 N;NF|J|  dsdt

e, ainda,
oN on,
_ Jr Oy
=) oN, o,
or Oy

onde |J| representa o Jacobiano e N* ¢ dado por:
N*:[N1 0N, 0 Ny 0N, o]

Ainda de acordo com Nascimento (2005), admitindo-se as seguintes restrigdes para

o elemento quadrilatero de 4 nos:

T1 = X4 Y1 = Y2
To = T3 Ys = Y3
To =121 +d Ya =1y +a

onde a e d sao parametros que limitam as dimensoes do elemento de malha. Segue, por

substitui¢ao do Jacobiano e das fungoes de forma da definicao da matriz de massa, que:
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My, = 3[’ Mgy = Mgz = EP
Miy = Mz = Cll_;lp Mg = Mz3 = %P
My = Mg = o Mg =5
Mi; = M5y = 90 My = Mgy = 35,
My =, Mz =,

Atribuie-se aos demais elementos da matriz o valor nulo. Segundo Meijboom (2003),

define-se por matriz de massa elementar consistente, a matriz M¢ representada a seguir:

(4 0201020]
04020102
20402010
e L. L[02040 200
36 n11 0204020
01020402
20102040
(02010204

onde n é o nimero de elementos usados na discretizacao. A matriz M§ é dita consistente
por ser obtida a partir da fungoes de forma interpoladoras. Uma forma aproximada para
descrever a massa de um elemento é dividir igualmente esta massa entre os 4 nés, sem
levar em consideracao os termos cruzados. Para tal, é utilizada uma matriz de massa

diagonal, dita agrupada (lumped), dada por

Mg = Iy

Py
3|

onde Ig é a matriz identidade de ordem 8 e n corresponde ao niimero de elementos da
malha (nelx x nely).

Durante a implementacao do codigo, observa-se que o uso de uma matriz de massa
formada por uma combinagao linear da matriz consistente com a matriz agrupada impede
variagoes bruscas da densidade do elemento x. na medida que a matriz de massa ¢

atualizada e, portanto, aumenta a sensibilidade da variavel de projeto a matriz de rigidez

33



em concordancia com o objetivo proposto neste estudo. Portanto, a matriz de massa do

elemento pode ser obtida conforme a seguinte equagao:

Me = BM: + (1 — B)Mf
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Capitulo 4

Aplicacao de otimizacao topolégica na

maximizacao da frequéncia natural

4.1 Vibracoes Livres Nao-Amortecidas

Uma das aplicagoes da OT é a minimiza¢ao ou maximizacao de autovalores para
vibragoes livres. Problemas de autovalor desempenham um papel fundamental na anélise
dindmica estrutural e estao diretamente relacionados com as frequéncias naturais de
vibracao de um elemento estrutural. As frequéncias naturais de vibracao sao muito
importantes, pois representam caracteristicas dindmicas como a capacidade de absorver
vibragoes (BELBLIDIA e BULMAN;, 2001). Além disso, estruturas com alta frequéncia
natural tendem a ser razoavelmente rigidas para todo tipo de carregamento. Portanto,
maximizar um determinado autovalor é equivalente a maximizar a frequéncia de vibracao
relacionada a ele, em Hertz (H z), ou a frequéncia angular, em ciclos. A equagao diferencial

que modela um sistema de vibragao livre sem amortecimento é:
F=MU+KU=0

onde M e K sao respectivamente as matrizes de massa e rigidez globais. Admitindo uma
solucao da forma U = ue“®, onde u é o vetor do modo de vibracao, e substituindo a

wti

derivada de segunda ordem U = (—w?)ue®" na equacio de equilibrio obtem-se:

M(—w?)ue?™ + Kue¥" = 0
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Rearranjando os termos da equacao de equilibrio dinamico e aproveitando que e“% #
0, chegamos a

(K — AM)u = 0.

A equacao acima representa um problema de autovalores, ou valores préprios. A
solugao tem a forma de pares (\;, u;) onde \; é um autovalor (representante do quadrado
de uma frequéncia natural de vibragdo) e u; é o autovetor associado, que representa o
modo de vibragao. De forma geral, existe um ntimero de pares de autovetor e autovalor
igual ao numero de graus de liberdade do problema.

O problema de otimizacao ¢ maximizar a menor frequéncia de vibragao, representada
por seu quadrado \; = w?. Em algumas analises, emprega-se também a segunda menor

frequéncia de vibracao.

4.1.1 Problema de otimizacao topolégica de minimizacao de

flexibilidade utilizando o MEF e o SIMP

O problema de otimizacao topolédgica utilizando a abordagem do MEF e o método
SIMP, onde o objetivo é minimizar a flexibilidade dinamica W (x), isto é, maximizar o
menor autovalor \;, sujeito a uma fragdo de volume final V(x), pode ser declarado da

seguinte maneira:
Maximizar: W(x) = )\
Sujeito a: (k; — A\ymy)u; =0
k;, = u;fFK U,

m; = ul Mu;

V(x)
>V
Vo — !

O<xmin§xe§1> €

1,....n

onde k; e m; sao escalares globais que medem a energia de deformagao interna e energia
cinética associadas a cada modo de vibracao, x. é o vetor de densidade de projeto
(atualizado a cada iteracdo), V; e V; denotam, nessa ordem, o volume do dominio de

projeto e a fragdo de volume prescrita (definida no codigo como dado de entrada em
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"volfrac"), n é o numero de elementos da malha (n = nelr X nely) e T, ¢ uma
densidade relativa minima nao nula, geralmente usada para os elementos vazios para

evitar a singularidade.

4.1.1.1 Restrigoes

As matrizes globais K e M, respectivamente de rigidez e massa, podem ser definidas

por:

onde K. e M, sao respectivamente as matrizes de rigidez e de massa do elemento e p > 1
um fator de penalidade empregado como solucao das densidades intermediarias.

A forma mais eficiente de contornar as solugoes em escala de cinza é utilizar
técnicas que penalizam as densidades intermediarias, como o modelo SIMP, que relaciona
a densidade do elemento com a propriedade de rigidez do material através de uma fungao

de interpolacao penalizadora.

4.1.1.2 Restrigoes de volume de material (volfrac)

A tnica restri¢ao ativa para o problema com relagao ao volume e sua correspondente

sensibilidade sao:

- dv
V= Z r Ve e =V
— dz,

4.1.2 Técnicas de filtragem e analise de sensibilidade

Sigmund e Petersson (1998) mostram que varios métodos podem ser utilizados a fim
de garantir a independéncia da malha e diminuir a instabilidade de tabuleiro de xadrez,
contudo, cada método apresenta seus pros e contras, de forma que, para cada problema,
deve-se avaliar qual é a melhor alternativa. Dentre estes métodos estao as técnicas de

filtragem e a analise de sensibilidade.
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4.1.2.1 Filtros de independéncia de malha

Este filtro proposto por Sigmund (1994) modifica a sensibilidade de projeto em
relacao a densidade de um elemento especifico baseado em uma média ponderada da

sensibilidade dos elementos em uma vizinhanca fixa.

. . + S —
S (Y VRO W [ S— Finin
R |

Figura 4.1: Filtro de independéncia de malha
Fonte: Adaptada de Chiesa (2016)

A vantagem desse filtro é nao impor restri¢oes extras ao problema de OT, portanto,
gera pouco custo computacional e é muito simples de implementar, comparado a outras
abordagens. A Figura mostra a implementacao do filtro de indepéncia de malha no
codigo de OT:

129 £$%%%3%%%%% MESH-TINDEPENDENCY FILTER $%3333 3555ttt s atas s sasassssssssssssss
130 function [duoutn]=check(nelx,nely,rmin,x,daout)

131 = ducutn=zeros (nely,nelx) ;

132 = for i = l:inelx

133 = for j = l:nely

134 — sum=0.0;

135 = for £k = max(i-floor(rmin),l) :min(i+floor (rmin), nelx) % index in x-dir
136 — for 1 = max(j-floor(rmin),l) :min(j+floor(rmin), nely) % index in y-C
137 = fac = rmin-sqgrt((i-k)"2+(3J-1)"2); % factor to multiply = with

138 - sum = sumimax (0, fac):

139 = duoutn{j,1i) = duoutn(j,i) + max(0,fac)*=x(l,k)*duout (l,k):
140 - end

141 - end

142 - duoutn(j,i) = duoutn(j,i)/ (x(j,1i)*sum);

143 - end

144 - end

Figura 4.2: Implementagao no codigo do filtro de independéncia de malha
Fonte: Meijboom (2003)
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4.1.2.2 Analise de sensibilidade através do gradiente

A analise de sensibilidade através do gradiente consiste no calculo da derivada
da funcao objetivo ou de restricao em relacao as variaveis de projeto. Este método
¢ empregado visando impedir variacoes bruscas da variavel de projeto de dominio,
garantindo o fechamento do espago solugao. A prova da existéncia, a convergéncia de
elementos finitos e a implementacao de um esquema introduzindo restricao de gradiente
local foi feita por Sigmund e Petersson (1998). A prova da convergéncia implica que
instabilidades de tabuleiro e outras anomalias tornar-se-ao fracas ou serao eliminadas,
nesta fase de pos-processamento. A desvantagem deste método, porém, é o seu alto custo
computacional, visto que a imposicao de novas restricoes ao problema de otimizacao

acrescenta varaveis ao modelo.

4.2 Analise de sensibilidade

O processo de otimizacao requer o calculo da derivada da fungao objetivo W com relagao
as variaveis de projeto z.. A obtencao dessas derivadas (ou sensibilidades) chama-se
analise de sensibilidade. No problema dindmico, inicia-se com a equagao de equilibrio

dinamico explicitada para o primeiro modo e frequéncia de vibragao.
(K — )\1 M)Ul =0
Derivando-se implicitamente em relacao & densidade z. de um elemento, obtém-se

=0.

(dK Dug — ), 4 )u1+(K A M)

dzre dxe

Pré-multiplicando todos os termos por ul, chega-se a

Ul (gjf—d}\lM )\1d >U1+U1 (K )\1M>du—:()

Devido a simetria das matrizes de rigidez e massa, e devido a equagao de equilibrio

dindmico, o segundo termo da tltima equagao se anula. A sensibilidade desejada é obtida

d)q

ao isolar-se o termo 7
(3

ax _ (e Ju

dze Mu1
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No célculo da sensibilidade acima, fazem-se necessarias as derivadas das matrizes
de rigidez e massa em relacao a densidade de um elemento. Ambas podem ser obtidas a

partir da discretizagao por elementos finitos. Para a rigidez, toma-se a derivada de

K=) K. =) K,

dK

= paP K,
dx. be

De forma similar, para a massa,

M =3 x,M, 2 — ),

0) dxe

Entao, a sensibilidade da fung¢ao objetivo em relacao a uma das variaveis de projeto

pode ser calculada por

Coay (Pl Kot A Mo Jus e
T dze uTMu1 )

Se

onde u;, sao os deslocamentos do primeiro modo de vibracao correspondentes ao
elemento em questao, obtidos a partir da resolucao do sistema das equagoes de equilibrio.
A restrigao implicita KU = F ¢é utilizada para calcular o vetor de deslocamentos nodais

e, por isso, nao esta explicita no codigo.

4.3 Meétodo iterativo de otimizacao

Posto o problema de otimizagao, sua solucao inicia com a formulagao Lagrageana a
fim de associar as restricoes, especificamente a restricao de volume méximo, a funcao
objetivo (ARORA, 2016). Para otimizagao topologica de problemas dinamicos, tomando

um multiplicador de Lagrange 7, o funcional Lagrangeano pode ser expresso por

L(z,n) = M(z) —n(V(z) = Vy),
e a condicao de estacionariedade é

dL(zm) _ . dLzm) _ ¢

dxe ) dn

A segunda condigao expressa a restricao de volume e a primeira leva a
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dL(zm) _ A () — (Y (z) — Vi) —n (M) =0.

dx dze dze dze
O ponto 6timo z¥, que retine as densidades minimas, pode estar na fronteira
(igualdade da restrigdo de volume) ou no dominio (com o volume estritamente menor

que a restrigao). Para o segundo caso,
Vv Ve —_ 0 4\ _ -
(ZE) < Vg n= 07 dzi - 07

e, para o primeiro,

V(z) =V 1n>0; 2iz)—nV, =0.

dzre

A derivada que aparece na equagao anterior reflete a sensibilidade da fungao objetivo,
expressa na se¢ao anterior. As variaveis de projeto podem, entao, ser atualizadas usando

um esquema baseado no critério de otimalidade (MEIJBOOM, 2003):
T = Biay,

onde
Se(xy)
nVe

B =

Para limitar a variagao de x, em uma iteracao, as novas densidades serao limitadas
por um valor m tal que (xy —m) < 241 < (2 +m), além precisar permanecer entre uma
densidade minima e a unitaria z,,;, < rp.1 < 1.

Também para suavizar a evolugao dos valores das varidveis, o coeficiente Bj ¢é
amortecido ao ser elevado a um poténcia u. Entao, a evolugao da varidvel de projeto

¢ descrita por

e _ e, .e
Thova = kak

e e
. max(Tmin, T, — m, xS,,.)
:L‘ g
k41

Min(Tmaz, Tg + My 6 000)
Tendo em mente que as novas densidades precisam manter a restricao de volume e
dependem do multiplicador de Lagrange 7, este pode ser determinado a partir da restricao

de volume

V($k+1) - Vf =0
pelo método da bissecgao.
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O algoritmo de bisseccao ¢ inicializado com valores arbitrarios para os limites
superior e inferior dos multiplicadores de Lagrange. O intervalo que limita o multiplicador
de Lagrange é dividido ao meio sucessivamente até que esteja dentro do critério de

convergéncia, Figura [1.3]

116 $%5%53%%%%% OPTIMALITY CRITERIA UPDATE 3333355533ttt siias st sasassssssssssssss
117 function [xnew]=0C (nelx,nely,x,volfrac,dw)

118 — 11 = gQ; 12 = 100000; move = 0.2;

119 — while ({12-11 > le-4)

120 — Imid = 0.5% (12+11);

121 — ¥new = max (0.001, max (x-move,min(1l.,min (x+move, ®x. *sqgrt (max (0, -dw) ./ /Imid)))));
122 — if sum{sum(xnew)) - volfrac*nelx*nely > 0;

123 — 11 = 1mid;

124 - else

125 |= 12 = 1mid;

126 — end

127 — end

Figura 4.3: Implementagao no cédigo do critério de otimalidade
Fonte: Meijboom (2003)
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Capitulo 5

Resultados e discussoes

A fungao objetivo a ser otimizada maximiza os autovalores do modelo, a partir do
seu valor critico, associados as frequéncias naturais do sistema. O método do critério
de otimalidade (Optimatily Criteria - OC) foi utilizado para garantir a convergéncia da
solucao obtida através da implementacao do algoritmo de otimizacao. A seguir serao

apresentados os exemplos numéricos de aplicacao da teoria desenvolvida.

Exemplo 1: Foi modelada uma viga bi-engastada, discretizada numa malha de 38
por 18 elementos. Maximizou-se sua primeira frequéncia natural, sujeita a uma fracao de
volume e penalidade respectivamente iguais a Vy = 0,5 e p = 4. A Figura apresenta
o resultado sem a fase de pos-processamento, apos 50 iteragoes, e a Figura [5.2] apresenta
o resultado otimizado apés a aplicacao do filtro de independéncia de malha e analise de
sensibilidades. A Figura [5.3] apresenta o histérico de convergéncia da frequéncia natural
critica estimada a cada iteracao de acordo com as densidades atualizadas dos elementos

da malha discretizada e associada ao primeiro autovalor.

Figura 5.1: Leiaute com densidades intermedidrias para uma viga bi-engastada
Fonte: Codigo top_dynamicl1OC, 2003.
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Figura 5.2: Leiaute otimizado pés-processamento para uma viga bi-engastada
Fonte: Codigo top dynamiclOC, 2003.
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Figura 5.3: Grafico da frequéncia natural critica a cada iteragdo para uma viga bi-
engastada
Fonte: Codigo top dynamiclOC, 2003.
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Exemplo 2: Neste exemplo, foi modelada uma viga similar ao Exemplo 1,
discretizada numa malha de 40 por 10 elementos. Maximizou-se sua segunda frequéncia
natural, sujeita a uma fracao de volume e penalidade respectivamente iguais a Vy = 0,5 e
p = 3. A Figura apresenta o resultado sem a aplicacao do filtro de independéncia de
malha e analise de sensibilidade, ap6s 30 iteragoes, e a Figura [5.5| apresenta o resultado
otimizado apos a fase de pds-processamento. O historico de convergéncia da frequéncia
natural critica para uma viga bi-engastada, ajustada a cada iteracao, e maximizando o

segundo autovalor, encontra-se na Figura 5.6

Figura 5.4: Leiaute com densidades intermediarias para uma viga bi-engastada
Fonte: Codigo top dynamic20C, 2003.

Figura 5.5: Leiaute otimizado pos-processamento para uma viga bi-engastada
Fonte: Codigo top_dynamic20C, 2003.
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Figura 5.6: Grafico da frequéncia natural critica a cada iteragao para uma viga bi-
engastada
Fonte: Codigo top_dynamic20C, 2003.
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Exemplo 3: Foi modelada uma viga apoiada em dois nés opostos, discretizada
numa malha de 80 por 20 elementos. Maximizou-se sua primeira frequéncia natural,
sujeita a uma fracao de volume e penalidade respectivamente iguais a V; = 0,5 e p = 3.
Como nos demais exemplos, a Figura apresenta o resultado sem o emprego do filtro e
analises de sensibilidade apos 30 iteragoes. A Figura [5.§ apresenta o resultado otimizado
apos a fase de pos-processamento. A Figura apresenta o historico de convergéncia da

frequéncia natural critica para uma viga apoiada em dois nés opostos.

Figura 5.7: Leiaute com densidades intermedidrias para uma viga apoiada em dois nos
opostos
Fonte: Codigo top dynamic30C, 2003.

Figura 5.8: Leiaute otimizado poés-processamento para uma viga apoiada em dois nos
opostos
Fonte: Codigo top_dynamic30C, 2003.
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Figura 5.9: Gréfico da frequéncia natural critica a cada iteracao para uma viga apoiada
em dois noés opostos
Fonte: Codigo top_dynamic30C, 2003.
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Capitulo 6

Consideracoes Finais

Neste trabalho, o método de otimizacao topologica foi formulado com base
na resposta dinadmica da estrutura bidimensional submetida a restrigoes de volume,
maximizando a frequéncia natural ou fundamental, evitando a possibilidade de ressonéncia
quando a viga estiver sujeita a baixas amplitudes de vibracao ou de excitagdao. As
formulacoes propostas mostraram-se eficazes e os exemplos analisados, similares aos
encontrados na literatura, contribuindo assim para a validacao do modelo.

Durante a implementacao computacional observou-se a ocorréncia de instabilidades
nas topologias resultantes. Os filtros de sensibilidade, proposto por Sigmund, e o
filtro de independéncia de malha presente no coédigo justificaram seu uso ao eliminar
as instabilidades de tabuleiro e de dependéncia de malha.

No primeiro exemplo a topologia obtida foi semelhante a uma estrutura com dois
furos (auséncia de material), o que indica uma aplicacao util caso, por exemplo, pretenda-
se obter o leiaute de uma viga com furos para a passagem de tubulacao. No segundo
exemplo, observou-se que o algoritmo forneceu um leiaute nitido, dessa forma, favorecendo
a fabricacao do elemento estrutural. No terceiro exemplo verificou-se que o leiaute final
da obtido é bastante similar a uma barra submetida a vibracao.

Portanto, fica claro que o algoritmo é eficaz na resolugao de problemas de otimizacao
topologica através da analise dinamica de estruturas bidimensionais, apresentando
resultados satisfatorios da disposicao do material ao longo do dominio de projeto e
fornecendo leiautes bem definidos. Por fim, sugere-se que em trabalhos futuros o cédigo
seja adaptado para o caso de estruturas tridimensionais ou empregar outros tipos de filtros,

reduzindo o tempo e o custo de processamento na convergéncia da fungao objetivo.
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Divulgacao

Os principais conceitos e resultados descritos neste trabalho foram apresentados no XLII
Ibero-Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering (CILAMCE-
2021) e 3rd Pan American Congress on Computational Mechanics (PANACM 2021) por
Maia et al (2021).
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