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Resumo

O caminho aleatério quéantico, além de ser naturalmente utilizado na modelagem de
sistemas desta escala, tem sido amplamente empregado na construcao de algoritimos
quanticos. Neste ultimo, tanto sua formulacao em tempo continuo quanto em discreto,
em alguns casos apresentam melhor desempenho quando comparados a algoritmos que
usam caminho aleatorio classico. Dentre essas formulagoes, a literatura tem dado destaque
ao uso da caminhada quéantica em tempo discreto, em especial, sua aplicabilidade em
redes complexas. A rede pequeno mundo faz parte desse tipo de estrutura. Neste trabalho,
¢é apresentado a caminhada quantica em tempo discreto sobre esta rede, analisando o
comportamento da distribuicao de probabilidade com a variacao dos parametros ¢, que
determina a topologia da rede, e k, que define a vizinhanca mais préxima do vértice. E
definido um formalismo que descreve esta dindmica, permitindo simular numericamente
a caminhada. A evolucao das distribui¢oes de probabilidade em funcao dos parametros
revelam sua tendéncia de espalhamento, em direcao a uniformidade. Entre essa transicao,
encontra-se um regime diferentemente do caracteristico comportamento balistico em uma
rede circular. H4 uma tentativa de determinar uma lei de escala para descrever essa

evolugao, funcionando apenas para um pequeno intervalo dos parametros.

Palavras-chave: Caminhadas quénticas. Tempo discreto. Rede pequeno mundo.






Abstract

The quantum walks, besides being naturally used in the modeling of systems of this scale,
has been widely used in the building quantum algorithms. In the last, both its formulation
in continuous and discrete time, in some cases, presents better performance when compared
to algorithms that use classical random walk. Among these formulations, the literature
has highlighted the use of quantum walk in discrete time, in particular, its applicability in
complex networks. The small world network is part of this type of structure. In this work,
the discrete time quantum walk on this network is presented, analyzing the behavior of
the probability distribution with the variation of the parameters ¢, which determines the
topology of the network, and k, which defines the neighborhood closest to the vertex. A
formalism is defined that describes this dynamic, allowing to numerically simulate the
walk. The evolution of the probability distributions versus parameters reveals its tendency
to spread, towards uniformity. Between this transition, there is a regime different from the
characteristic ballistic behavior in a circular network. There is an attempt to determine a

law of scale to describe this evolution, working only for a small range of parameters.

Keywords: Quantum walker. Discrete time. Small world network.
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1 INTRODUCAO

A definicao de caminho aleatério classico foi dada pelo estatistico Karl Pearson, em
uma carta intitulada "The Problem of the Random Walker", enviada a revista Nature e
destinada aos seus leitores (1). Nesta carta, Pearson descreve o problema como o caminhar
de um homem, onde a cada [ jardas muda sua direcao aleatoriamente. O problema reside
em, apos n passos, determinar a probabilidade de encontra-lo a uma distancia entre r e

r 4 or do seu ponto de origem.

Um fato curioso foi que Major Ronald Ross (Laureado com o Prémio Nobel de
Medicina em 1902 pelo seu trabalho sobre malaria) foi quem induziu Pearson para este
problema ao estudar a migragao de mosquitos (2). Dentre as respostas a sua carta, a
solucao mais satisfatoria (3) foi dada por Lord Rayleigh (4), cujo resultado foi fruto de
seus trabalhos sobre vibragoes. Portanto, como observa-se nesse pequeno recorte historico,
por ser um problema essencialmente estatistico, o caminho aleatério esta presente em

outras dreas além da matemadtica e fisica, como biologia, economia e finanga (5).

Em 1993 Y. Aharonov, L. Davidovich e N. Zagury (6) introduzem, de modo explicito,
o conceito de caminho aleatorio quantico. Este tipo de dinamica é o correspondente quantico
do caminho aleatdrio para particulas classicas (6). Richard Feynman em 1982 fez uma
versao para esta dindmica (7), o qual apresenta a ideia de computadores quanticos. Da
mesma forma, Meyer em 1995 (8), impulsionado pelo trabalho de Feynman e pela crescente
literatura a respeito da aplicabilidade de propriedades quanticas para fins computacionais
(8), aplica este tipo de dindmica ao estudar automatos celulares quanticos como arquitetura

natural para estes novos dispositivos.

Essas dindmicas apresentadas em (6, 8) sdo classificados pela literatura como
discretos no tempo, devido a modelagem consistir em passos de tempos discretos. Por
outro lado, existe o caminho quantica em tempo continuo, inicialmente introduzido por
Farhi e Gutmann em 1998 (9). Mesmo tratando-se de dindmicas diferentes, hd uma relagao
entre elas, tal que, dentro de um certo limite é possivel obter o caminho aleatério em

tempo continuo a partir do discreto (10).

As aplicacoes das caminhadas quénticas sao variadas. A propria formulagao dina-
mica pode ser usada para modelar sistemas fisicos, como a transferéncia de energia em
sistemas biol6gicos (11) e absorcao em sistemas 6pticos (12). Apds o trabalho de Deutsh em
1984 (13), que realiza uma generalizagao quantica da maquina de Turing, que segundo ele,
pode melhor simular um sistema fisico, h4 um gradativo aumento no desenvolvimento de
algoritmos quanticos. Exemplos sao os algoritmos que visam calcular logaritmos discretos,

fatorar nimeros inteiros (14), de busca (15) e PageRank (16, 17). Assim como sua versao
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classica, o algoritimo quantico PageRank tem sido realizado sobre redes complexas, cuja

dindmica corresponde a um caminhante quantico (17).

Este contexto evidencia a relevancia do tema, ao investigar a caminhada quantica
em tempo discreto em rede pequeno mundo. Nesta dissertacao, é definida uma formulacao
para o estudo desta dindmica, mais especificamente para uma particula de spin 1/2. Os
resultados sao obtidos numericamente. Toda simulacao desenvolvida neste trabalho usa
linguagem Python 3.7.4, cuja as operacoes numéricas fazem uso de fungoes definidas no

pacote Numpy e os graficos utilizando o pacote Matplotlib 3.1.1.

Esta dissertacao esta estruturada em uma breve introdugao as caminhadas quanticas,
apresentadas no capitulo 2, desenvolvendo a dindmica de uma particula de spin 1/2 sobre
uma rede unidimensional infinita, tanto no contexto de tempo discreto quanto no continuo.
Para formulacao em tempo discreto, é feita simulagoes sobre a rede unidimensional, além
da apresentacao de sua solucao analitica. Enquanto que para o continuo no tempo, segue-se
com o desenvolvimento de sua solucao analitica. No capitulo 3 é apresentado a rede
pequeno mundo e sua variante, rede pequeno mundo em campo médio. Neste ultimo,
sao apresentados o espectro da sua matriz laplaciana e, consequentemente, a dindmica
em caminhada quéantica em tempo continuo nessa rede. No capitulo 4, apresenta-se a
formulagao desenvolvida para a dindmica da caminhada quéntica em tempo discreto na
rede pequeno mundo. Dessa forma, simula-se a caminhada da particula para diferentes
valores dos parametros que definem a topologia da rede, ¢, e a vizinhanca dos vértices, k.

No capitulo 5 finaliza-se com as conclusoes dos resultados obtidos numericamente.
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2 CAMINHADA QUANTICA

Em uma dimensao, a caminhada quantica consiste em a particula realizar passos
para direita ou esquerda, dependendo da medida da componente z de seu spin. Dado o
operador relacionado a esta medida, S,, seus autoestados sdo {|+),|—)}, respectivamente

denominados estados up e down, logo,
A h
S.ld) = £214), (2.1)

onde +h/2 sao seus autovalores. Sendo Po operador momento, o operador translacao é

definido como, ver apéndice A,

—iPl

e |ih(x0)) = [P(xo — 1)), (2.2)

com [ sendo o comprimento do passo da particula que se encontra no estado [1(zg)).

Portanto, o operador de evolugao do sistema ¢é (equivalente ao originalmente definido em

<6)) ~ i Pl i Pl
U= |-)—|®em + |+ {+|@e 7. (2.3)

Estando o sistema no estado (cy|+) + c_|=)) [¥(z0)), onde, |c_|* + |c4]?* = 1, apdés um

passo (operar U no estado) é obtido

(W) = c_ | ep(xo + 1)) + e +) (o — 1)) (2.4)

Logo, se a medida do spin for +//2, a particula encontra-se no estado |¢(zo — 1)), do
contrario, | (xg +1)).

Depois de N passos, tem-se que o deslocamento médio, (z) = (¥|2|¥) — x¢, onde

Z € o operador posicao, coincide com o esperado classicamente.

(x) = N1 (jea? ~ ). 25)
Uma outra proposta ¢ medir o spin ao longo de uma diregao (0,9) (6), cujo operador

¢S .7 (18), onde, S = (Sz, S,, SZ) e 1 = (ng, ny,n,) um vetor unitario. Os autovalores

desse operador sao £h/2, cujo os autovetores (19)

10, ¢, +) = cos <8> +) +e’¢sen< ) |-, (2.6)

0.6.) = sen 3 ) 141 = e cos (5] 1) (27)

Entao, calculando a inversa da combinacao dada pelas equacoes acima reescreve-se a

equagao 2.4 na base desses autovetores:

) =cos (5 ) (cxlbtio = D)+ e tan () 1o+ 041+
—cos (5 (et +0) - eeetan (5 ) 10Ga =0} o). (28)
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Dessa forma, dependendo do resultado da medida do spin, +4/2,a particula estard no

estado de configuracgao:

s , 0 P
) = 73/ (ciejFZPl/h + cre¥? tan <2> 6ilpl/h> (o)), (2.9)

onde Z4 é a constante de normalizacao. Para o limite [ muito menor que a espessura espacial

de [1(z0)) (6), definido como Ax, e tan(0/2) = |c_/c,|(1+€), tal que [(Az)™! < |e] < 1,
g2

sdao obtidos resultados numéricos para uma funcio de onda inicial ¥, (z) = e /7/*

Y

dados no grafico 1.

Gréfico 1 — Resultados numéricos para caminhada quéntica.
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Fonte: Modificada de (6). Amplitude de probabilidade da posi¢do da particula, para
e = —0.1 e [l = 0.01. linha sélida representa a funcao de onda inicial, de tracejado longo
para um passo, tracejado curto trés passos, pontilhada cinco passos e pontilhada e tracejada
dez passos.

Logo, é visivel que o deslocamento da distribuicao apds dez passos é muito maior
que a quantidade classicamente permitida (6). Este resultado é justificado por proprie-
dades quéanticas do sistema, devido diretamente a interferéncias entre as amplitudes de
probabilidade da particula se deslocar para direita ou esquerda em cada passo (6). Apds
esta introducao, sao apresentadas os dois tipos de caminhadas quanticas, em uma rede

unidimensional, com suas respectivas solucoes.

2.1 Caminhada quantica em tempo discreto

A caminhada quéntica em tempo discreto (CQTD) segue o mesmo principio da
dindmica definida acima, em que o sentido da translagdo depende do spin da particula. A
diferenca entre elas reside na construcao do operador U, que neste caso apresenta uma
operagao especifica sobre as componentes de spin, semelhante a mudanga de base realizada

anteriormente e responsavel pelo resultado distinto da dindmica cléssica.
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A partir deste momento, cada passo corresponde a uma evolucao temporal discreta.
Uma vez definido um adequado operador U e sendo essa variacao no tempo igual a uma

unidade, o estado [¢(t)), para t > 0, é obtido pela operacao
[0(8)) = U'|0(0)), (2.10)

onde [1(0)) é o estado inicial do sistema.

Considera-se, entao, uma particula de spin 1/2 em uma rede unidimensional infinita.
A rede ¢ ilustrada na figura 1 onde os vértices representam os sitios no qual a particula
pode estar, e as arestas indicam os vizinhos que a ela pode migrar com um nico passo.
Os correspondentes estados quanticos relacionados a sua localizacdo nos vértices sao dados
pelos vetores |m), base ortonormal do espago de Hilbert H.,, tal que m é um inteiro,

m € 7.

Figura 1 — Rede unidimensional infinita

210y 1 [2)
e e e e e -

Fonte: Autor. Pontilhados representam a continuidade da rede.

O operador U é composto de duas partes, sendo a primeira uma operagao que
modifica as componentes do espaco de spin, também denominado de espago de moeda,
C® foo, onde €' é o operador moeda, definido de acordo com o problema, e I.é0 operador
identidade do espago H. Assim como em (20) é escolhido que o operador moeda seja o
operador Hadamard, H,. Caminhante de Hadamard é o nome dado a dindmica que usa

este operador. Na base de spin, o operador Hadamard é representado matricialmente:
N 1 (1 1
H;=— , 2.11

{f?d|+> =51 +1=)
Hil=) = 2 (1+) — =)

Como observa-se na equacao acima, este operador gera um estado de superposicao para um

e operacionalmente é dado por

(2.12)

dado estado de moeda, classicamente analogo ao lancamento de uma moeda. Observa-se
ainda a imparcialidade do operador moeda Hadamard, ja que a probabilidade de obter
cada estado de moeda, apds aplicagao do operador, é a mesma, propriedade que justifica

sua escolha inicial a titulo de introducao.

A outra parte consiste em uma operacao que modifica os estados de H,, aplicado

na sequéncia do primeiro, dado por:

S = i () (H @ fm+ 1) (m| + [ =) (= @ [m — 1)(m]). (2.13)

m=—0Q
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Operacionalmente tem-se

{S|+>|m> = [H)m+1) (2.14)

S|=)m) = |=)lm — 1)

Logo, seguindo a orientagao da figura 1, se a componente do vetor estiver com estado

moeda |+) (|—)), a particula é deslocada para direita (esquerda).

Entao, para este problema, o operador U passa a ser denotado por
U=2Se(H;®Iy). (2.15)

Portanto, agora simula-se o problema calculando numericamente a operagao do ope-
rador unitario para determinadas fungoes de onda inicial. Segue-se nos graficos 2 e 3,
a simulagdo para 100 passos, dos estados iniciais |¢(0)) = [+)]0), [1(0)) = |-)|0) e
(0)) = 5 (1) + 1)) [0) (21).

Gréfico 2 — Simulagao para os estados iniciais [1/(0)) = [+)]0) e [(0)) = |—)|0).

0.12 - -« (0))=1+)]0)
010 [4(0)) =~ [0)
0 %
E
S 0.08 -
2 0.06 1
o]
o
o 0.04 A
0.02 M ANA
MiRe/\Re a Y toa\Nasfllle A |
0.00 - ,AA AMAAAN\AAMM\/\‘AM/\WAMM?‘f“ MR \"”Ml‘M\AM\J" A i
—-100 -75 =50 —-25 0 25 50 75 100
vértice m

Fonte: Autor. Distribuicao de probabilidade discreta dos vértices em uma rede infinita
pela dindmica da caminhada quantica em tempo discreto, para 100 passos.

Comparando com o resultado classico, do apéndice B, verifica-se que a particula
em CQTD tem maior probabilidade em estar mais afastado do ponto de origem. No
trabalho de Nayak e Vishwanath (22) encontra-se a solugao analitica para a CQTD em

uma dimensao. Inicia-se com a amplitude de probabilidade da particula estar em m no

U(m, 1) — (Ziéfﬁii) (2.16)

onde as componentes correspondem, da primeira para segunda linha, respectivamente a

tempo t € escrita como

amplitude de probabilidade da particula estar com spin up e down. Uma vez que nesta
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Grafico 3 — Simulagao para o estado inicial [¢(0)) = % (|4) + ¢|=)) |0).

_ 1 S
[$(0)) == (| +) +il —))10)
0.06 -
Q
©
©
°
S 0.04 ~
((v]
o]
o
< 0.02 -
0.00 -
-100 -75 -50 -25 0 25 50 75 100
vértice m

Fonte: Autor. Distribuicao de probabilidade discreta dos vértices em uma rede infinita
pela dinamica da caminhada quéantica em tempo discreto, para 100 passos.

notacao o estado de spin corresponde a posi¢ao no vetor coluna, o operador Hadamard,
equagao 2.11, pode ser dividido em duas operagoes:

HyV(m,t) = M ¥ (m,t) + M_¥(m,t) (2.17)

onde,

11 0 0
My =|V2 V2| M_=1{, _|, (2.18)
00 Vi VE
tal que, como resultado de suas operacoes, é obtido novas amplitudes de probabilidade da

particula estd, respectivamente, com spin up ou down.

Uma particula s6 pode migrar para a posicdo m no tempo t + 1, se estiver nos
estados: ¥(m + 1,t) com spin up ou ¥(m — 1,¢) com spin down . Portanto, de 2.17,

obtém-se a seguinte relacao de recorréncia:

U(m,t+1) = M. U(m—1,¢)+ M_U(m+ 1,¢). (2.19)

Esta relacao é resolvida pelo autores por meio da transformada de Fourier, ver

apéndice C, onde é considerado que a fun¢ao de onda inicial é

U(m,t) = <‘5((7)")>, (2.20)

onde §(m) é a delta de Dirac. Com isso, as componentes da fun¢ao de onda sao:

4 (1) [ dk k -
w+(m7 t) — + ( ) / 11 + COS( ) elwktf’tlwn7 (221)
2 - 27 1 + cos?(k)
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1+ (=) v dk e

Y eiwkt—ikm’ (222)
2 - 27 /1 + cos?(k)

v-(m,t) =
observa-se que para m par e t impar, da mesma para o caso contrario, as amplitudes sao

nulas (22), como esperado dos resultados numéricos.

2.1.1 Variancia

Considerando todas as possiveis posi¢oes de um caminhante classico em cada passo,
¢é possivel determinar o valor médio da posi¢do do caminhante em funcao dos passos, ¢,
assim como a média do quadrado das posi¢oes. Dessa forma, é possivel determinar tanto o
desvio padrdo, o, quanto a varidncia, o2, das posicdes, como uma maneira de caracterizar
a dindmica. Para caminhada cléssica é conhecido que 0% ~ t (23), classificando como
processo difusivo normal. O grafico 4 apresenta a variancia da simulacao de um caminhante

classico apresentado no apéndice B.

Grafico 4 — Variancia da caminhada classica e quantica.

102 -
j —— Caminhada quantica /

Caminhada classica

101 E

100 E

10° 10! 107
t

Fonte: Autor. Grafico em escala logaritmica. Variancia em fungdo dos passos ¢, para o caso
classico e quantico. A varidncia para o caso classico é o resultado da simulacao de 10000
particulas partindo da origem ao longo de uma diregao.

Para cada aplicacao do operador U sobre um estado inicial |1(0)), é possivel
determinar a probabilidade de a particula esta em determinada posi¢ao. Logo, é possivel
determinar as médias e as médias dos quadrados das possiveis posi¢oes a serem ocupadas
pela particula durante a dinamica. O grafico 4 exemplifica a variancia da caminhada quéan-
tica para o estado inicial [(0)) = % (|+) +i]—)) |0), cuja distribui¢ao de probabilidade
é apresentada no grafico 3. A varidncia para CQTD em uma dimensao é da ordem de

0? ~ % (23), denominado de processo balistico, diferente do caso classico.
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Em geral, 0? ~ t#, os processos podem ser classificados, como normal, p = 1,
subdifusivo, u < 1, ou super difusivo, u > 1 (24). Portanto, o caso balistico faz parte de

um processo super difusivo.

2.2 Caminhada quantica em tempo continuo

Para apresentacao da caminhada quéntica em tempo continuo (CQTC), diferen-
temente da se¢ao anterior, é conveniente que a rede unidimensional possua N vértices,
logo, é necessario um espago de Hilbert Hpy. Considera-se que N seja muito maior que a
quantidade de primeiros vizinhos de cada vértice, portanto, utiliza-se condi¢ao peridédica
de contorno |[N+1) = |1). A figura 2 ilustra a rede.

Figura 2 — Rede unidimensional com N vértices.

IN-1} IN) 1) [2) )
e e e -

Fonte: Autor. Pontilhados representam a continuidade da rede.

O Hamiltoniano A do problema é

H=— <§_:1 Im+1) (m| + 2_:2 \m-1)<m|> . (2.23)

Escrevendo a sua representacao matricial na base {|m) € Hy}, observa-se que a mesma é

uma matriz circulante de ordem N x N,

0 -1 0 0 - 0 -1

-1 0 -1 0

0 -1 0 -1 - 0 0. (2.24)
-1 0 0 0 -~ —1 0

Os autovalores e autovetores desse tipo de matriz ja sdo conhecidos (25), tal que, sendo os

elementos da primeira linha (dy, dy, ..., dy_1), sdo eles, respectivamente,

N-1 .27 n
E,=> dje "~ (2.25)
j=0

i 2w (m—1)n

1 N
|6n) = ﬁmz::le m), (2.26)

onde, {n € Z|n € [0, N — 1]}. Portanto, da equagao (2.24); ¢; = cy_1 = —1,¢0 = ¢c3 =

.-+ = cn_o = 0; as autoenergias do sistema sao:

2m > ‘ (2:27)
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Uma vez que o hamiltoniano é independente do tempo e dado que o estado inicial

seja um estado da rede,|1(0)) = |m), a dindmica é dada pela equagao (19):
() = e~/ m). (2.28)

Escreve-se |m) como combinacao dos autoestados do sistema, calculando a inversa de 2.26,

como demonstrado no apéndice D,

) = —= 3 ), (2.20)
m)y = —— e’ n .
\/N n=0
que aplicando em 2.28:
| 1 N— 16 gﬂ(m )n iﬁt/h|¢ >
~ VN & !
) e o (2.30)
_ ﬁ e,weﬂtcos( )/h|¢n>
n=0
E conhecido que (26)
+o0
€i2tcos(2]\7,rn)/h _ Z ilJl (2}:) eﬂ’%l7 (231)

l=—00

onde J; é a funcao de Bessel. Portanto, reescrevendo a equacao 2.30, obtém-se a solugao
N-l too 2t - 27
W) = = X 8 A () R ), (2.32)

Nas se¢oes subsequentes sera apresentado um outro método de determinar a CQTC
em uma rede, sem necessariamente definir um Hamiltoniano. Tal método é bastante

conveniente para analisar a dindmica em redes complexas, como a rede pequeno mundo.
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3 REDE PEQUENO MUNDO E EM CAMPO MEDIO

Neste capitulo apresenta-se a rede pequeno mundo e a descricao analitica dos
autovalores da matriz Laplaciana relacionada a rede. Esta descricao é retirada do trabalho
desenvolvido por Carsten Grabow, Stefan Grosskinsky e Marc Timme (27), que usam uma

aproximacao de campo médio.

3.1 Rede pequeno mundo

Uma fala popular dita ao se descobrir que possui um amigo em comum com uma
pessoa que acabou de conhecer é "Esse mundo é pequeno!". Esse tipo de conexao entre
pessoas desconhecidas revela uma interessante propriedade presente na estrutura da rede
social. Uma anélise experimental desse fendmeno feita por Stanley Milgram (28) tornou
possivel mensurar, dada duas pessoas distantes uma da outra, o nimero médio de individuos
com algum tipo de ligagao (parentes, amigos, colegas) entre elas. O experimento, realizado
nos Estados Unidos, consistia em escolher aleatoriamente pessoas em Omaha, no estado
de Nebraska, como pontos de partida de correspondéncias para um corretor que vivia no
estado de Massachusetts. Cada correspondéncia poderia apenas ser entregue passando-a
por pessoas conhecidas e que tivessem mais chance de fazé-la alcangar o destinatario. Ao
final, as correspondéncias possuiam listas com os nomes das pessoas pelas quais passaram,

cuja a mediana foi de, impressionante, 5 pessoas.

Gréfico 5 — Distribuicao de comprimento dos caminhos no experimento de Stanley Milgram.

11 A

n.° total de
caminhos: 44

n.° de caminhos completos

2 3 4 5 6 7 8 9 10
n.° de intermediarios necessérios
para alcancar o alvo

Fonte: Reproduzido de (28).

Com a curva de distribui¢ao de comprimento dos caminhos, como mostra o grafico

5, onde o comprimento corresponde ao nimero de pessoas pelos quais a correspondéncia
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passou, e o fato de apenas 27,5% das correspondéncias chegarem ao seu destino foi feito um
modelo matematico, que revelou a possivel existéncia de comprimentos mais longos. Esses
dados atrelados a um experimento auxiliar realizado em Boston, capital de Massachusetts,
pelo mesmo autor mostrou que 48% dos caminhos passaram por 3 pessoas, evidenciando

pontos principais de transmissao. Esses resultados moldam a figura de uma rede pequeno

mundo (28).

Uma caracterizagdo matematica mais precisa desse tipo de rede estd presente
no trabalho de Watts e Strogatz (29), realizada através do comprimento de caminho
caracteristico, L, e o coeficiente de agrupamento, C'. Desde que entre todos os vértices
existem caminhos, hd um niimero minimo de arestas que os interligam, e a média de todos
esses minimos ¢ a quantidade L (29). Partindo da mesma condigdo anterior, cada vértice
v possui k, vizinhos. Isso significa que entre eles podem haver no méximo k, (k, — 1) /2
arestas (29). Dessa forma, defini-se uma quantidade C, como a razao entre o niimero
arestas que existem e a capacidade maxima. O coeficiente de agrupamento passa a ser a
média de todos os valores C, (29). Em uma rede social essas quantidades representam,
respectivamente, o nimero médio do minimo de conhecidos que existem entre duas pessoas

e a probabilidade média de que individuos com conhecidos em comum também se conhegam

(29).

O modelo de Watts e Strogatz (29) reproduz essa rede através de alguns religamentos
aleatorios das arestas de uma rede regular. O procedimento consiste em, partindo de uma
rede anel de n vértices e k vizinhos, cortar arestas escolhidas com probabilidade p de seus
vértices e religa-las a outros escolhidos uniformemente (29). A figura 3 ilustra a evolugao
das configuragoes das arestas conforme o aumento da probabilidade. Esse mecanismo torna
a caracterizagdo em fungao de p, C' = C(p) e L = L(p), que permite ajustar a rede em
regular (p = 0), pequeno mundo (0 < p < 1) e aleatéria (p = 1), como exemplifica a figura
3.

Figura 3 — Religamento das arestas de uma rede anel

p=0

Fonte: Autor. Grafos com 12 vértices e um total de 24 arestas. As arestas vermelhas
representam as religagoes. O grafo (a) representa a rede regular, (b) a rede pequeno mundo
e (c) a rede aleatoria. A seta abaixo dos grafos indica o aumento da probabilidade p.

O grafico 6 apresenta os resultados da aplicacdo do modelo gerador a uma rede de
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mil vértices, cada um, em média, com dez vizinhos. Para p — 0, os valores sao proximos ao
da rede regular, enquanto que p — 1, da rede aleatéria (29). Comparando as duas redes, a
regular apresenta altos valores de C' e L, portanto, trata-se de uma estrutura altamente
clusterizada e de mundo grande (29). O religamento de algumas arestas dessa rede é
suficiente para gerar uma acentuada queda em L. Diferentemente, os valores de C' pouco
variam frente as modificagoes (29). Consequentemente, existe uma extensa regiao de p que
configura a rede pequeno mundo em altamente clusterizadas com pequenos comprimentos

de caminho caracteristicos (29).

Gréfico 6 — Caracterizacao das redes geradas pelo modelo

1A o o o g "o g = S SRS
o " o ]
osl °* C(p)/ C(0) © ]
- D 4
0.6 | -
0.4l . o ]
ool LP/LO) . 1
° ¢ L ® ® [

0 paal paal ] L " i}
0.0001 0.001 0.01 0.1 1

Fonte: (29). Os dados sdo a média de 20 realizagoes aleatérias, do processo de religamento
das arestas (29). Os resultados tem sido normalizados pelo valores da rede regular C'(0) e
L(0). Devido a rapida queda de L(p) foi usado a escala logaritmica (29).

A rede pequeno mundo esta presente em outras redes além das sociais, como em
redes cerebrais (30, 31) e de transporte (32, 33), onde as descri¢oes também podem ser
feitas por adaptagdes do modelo apresentado (34, 35, 36). Esses ajustes podem permitir
analises mais detalhadas das redes (32). Por exemplo, para redes de transporte, considerar
as distancias fisicas é essencial no estudo da eficiéncia da mobilidade urbana (32). O
mesmo ocorre para os calculos de L e C, que sao, em alguns casos, substituidas por
outras propriedades que fornecem o mesmo tipo de informacao. Cita-se aqui o conceito de
transitividade, originado da anélise de redes sociais (32). Essa quantidade é similar a C,

pois determina a fragdo de conexoes triplas de vértices que formam tridngulos (32, 36).

O estudo de caminhadas quanticas em variados tipos de redes complexas também
abrange a rede pequeno mundo (37). Para o caso em que a caminhada é continua no
tempo, apesar da aleatoriedade de distribuicao das ligagoes nessa rede, é possivel obter
resultados analiticos para essa dinamica em funcao do ntimero de vértices e arestas, como

mostram as secoes a seguir.
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3.2 Rede pequeno mundo em campo médio

3.2.1 Espectro da Matriz Laplaciana

Para um dado grafo é possivel associar uma matriz Laplaciana L (38) e seguindo a
notacao de (27), para um grafo k regular (cada vértice possui k arestas), esta matriz é

definida como

L =—-kI+ A, (3.1)

onde A é a matriz adjacéncia. As linhas e colunas da matriz Laplaciana sao indexadas
pelos vértices, tal que, se os vértices u e v sao adjacentes (estao ligados por uma aresta)
o elemento A,, ¢ 1, do contrario 0 (38).Porém, esta matriz pode ser generalizada para
grafos com pesos e o elemento A,, passa a ser o peso atribuido a ligacao. Esta matriz é

utilizada para estudar tanto caminhadas aleatérias classicas quanto quanticas (39, 40).

Os seus autovalores sao denominados espectro da rede. Para determiné-los de
forma analitica, para o caso da rede pequeno mundo, em (27) é definido um grafo cuja
as arestas possuem pesos, que correspondem a probabilidade de cada aresta existir. Os
autores inicialmente definem dois conjuntos de ligacoes, as k£ mais préximas e as demais
distantes, como mostra o exemplo da figura 4 (a). Rotulando as ligagbes por ¢;, sdo
definidos Sy :={i =1, ..., g, N — g, ..., N — 1}, que representam as ligagoes mais proximas,
e as demais Sy :={i =£+1,.., N — £ — 1}, como mostra a figura 4 (b).

Figura 4 — Tipos de ligagoes.

(2)

CN-—1 C1

Fonte: Autor. A figura (a) apresenta um grafo com 12 vértices e k = 4, onde as 4 ligagoes
mais préoximas sao representadas de azul, e as demais de vermelho. Na figura (b) temos
uma representacao dos rétulos para o n-ésimo vértice, representado por preto. Os vértices
e arestas em azul, na figura (b), indicam as k liga¢oes mais préximas, e os pontos menores
representam a continuidade da rede.
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Logo, em geral a matriz Laplaciana é

Co &1 C2 0 CN-1
CN-1 Co &1 Co
L = CN—-1 Co C1 , (32)

&1 Co cr CN-1 Co
onde ¢y = —k.

Os elementos de um grafo k£ regular com peso 1 sao

—k se 1 =0,
=11 se ie{l,. .5 N-L _N-1}, (3.3)
; k k
0 se ie{5+1,..,N—5—1},

isso significa que as ligagoes em vermelho na figura 4, nesse caso, nao exitem.

Dada a probabilidade ¢ de cortar uma aresta, 1 — ¢ corresponde a de permanecer
. ~ C ATk ko4
ligada. Entao, uma vez que o grafo regular possui N3 arestas, ¢N3 € o total cortados e
(1-¢q)N g restantes em S;. Por outro lado, o ntimero de ligagoes cortadas em S; também
significa o de arestas ausentes neste conjunto, definido por f; = ¢V g Cada vértice pode
estar ligado no maximo a N — 1 arestas, logo, no total pode haver N % em um grafo.

Dessa forma, o total de arestas ausentes apods os cortes é

f:N(NZ_D—(l—q)NI;. (3.4)

Consequentemente, o niimero de arestas ausentes em Sp, que também é a quantidade

maxima deste conjunto, é

(N —1) k

——~ —gqN-. 3.5
5 N3 (3.5)

Assim, a probabilidade de haver arestas ausentes em S; e Sy sdo respectivamente fi/f e

fo=N

f2/f. Agora, a probabilidade da aresta,a ser religada, ir para um determinado conjunto,
consiste em dividir o nimero de arestas cortadas com a quantidade maxima de cada

conjunto. Portanto, a probabilidade de a aresta ir para S; ou Sy é respectivamente:

k 2
=W _ Tk (3.6)
fNE N—-1-(1—q)k
fa  aN§ ak
w, = 22 = , 3.7
2 fN(LQ_I)—qNg N—-1-(1-q)k (3.7)
Entéo, os elementos da matriz Laplaciana na teoria de campo médio de (27) sao:
—k se 1 =0,
i =41—q+w; se i€s, (3.8)

Wy se 1€ S.
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A matriz 3.2 é uma matriz circulante, logo, os autovalores sdo dados pela equagao
2.25 da segao 2.2. Aqui, seguindo a notacao do artigo (27), os autovalores, \;; para
[=1,...,N; sao

N-1
mi(l—1)j
A= Z cje’2 o
§=0
L S o S v 39
27i(l—1)j 27i(l—1)j 2mi(l—1)j
=y + che_ N + Z cje N + Z cje N
j=1 j=k/2+1 j=N—k/2
Pela equacao 3.8,
/2 N-1-k/2 N—1 4
N=—k+kd> al+k" D>zl +kd D ), (3.10)
Jj=1 j=k/2+1 j=N-k/2
onde,
L o 1—q) q
) = e T (1-1) C/:( ' = '
: ’ o1 N—1-(1-qk

Usando as propriedades, ;¥ =7 = 2,77, 2 cos (=2mi(l — 1)/N) = 2/ + 2,77 e consequente-

mente
N-1 k2 N—k/2-1 N_1 '
1’1] — 1+Z$lj + Z $lj + Z 1’1]
7=0 j=1 j=k/2+1 j=N—k/2
k/2 O N—k/2—1
=1+ ZQCOS (—(l — 1)j) + Z ) =0,
Jj=1 N j=k/2+1
a equacgao 3.10 é reescrita:
k/2 o k/2 O
M= —k+kd > 2cos (;\T[Z(l _ 1)j> e (1 + > 2cos <]7\;Z(l - 1)j)) . (3.11)
j=1 j=1

Sabendo que (26)

/2 CNCLY
— ]_7

211 ) SENn ( N
2 ( I—1 ) _
jzl cos N ( )J sen (w)

N

os autovalores sdo:

sen (7(]““)]8_1)”)

sen (E2)

N = —k+kd +k(d—") (3.12)

Os autores mostram que este modelo se ajusta muito bem aos espetros determinados
numericamente. Na pratica, é analisada a comparagao do segundo maior autovalor, | = 2,

obtido da equacao 3.12, com resultados numéricos.
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3.2.2 Caminhada quantica em tempo continuo

Dado os espectros determinados por (27), apresenta-se agora a analise da dindmica
da CQTC nesta rede, desenvolvida em (41). A dindmica é analisada pela probabilidade de

transicao quantica entre dois vértices
My (1) = [(mle ™ [j)| . (3.13)

Entao, dada as inversas dos autovetores pela equacao D.7, obtém-se

2

=z

6—i[t,\l—%(m—j)z]

(3.14)

1
M) = |

l

Il
=)

Usando ainda a relagao de Euler e cos(A— B) = cos(A) cos(B)+sen(A)sen(B), reescreve-se

a equacao acima

s (1) = 1 S 3 cos [0~ 2,00)], (3.15)

onde 0}, .(t) = tA; — 25 (m — j)I. Como observa-se, a diferenca entre a probabilidade de

transicao para diferentes vértices depende somente do |m — j| (41).

Com este resultado, é desenvolvido em (41) a andlise numérica para 0 < g < 1.

Grafico 7 — Evolugao temporal da probabilidade de transi¢do quantica para N = 10 e
N = 100.
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Fonte: (41). (a) Curvas para ¢ = 0, k = 2, tal que, sdo representados para diferentes valores
de |m — j|, sendo eles, 0 de preto, 1 de vermelho, 2 de verde e 4 de azul. (b) Curvas para
N =100 e k = 20, onde |m — j| = 0 dada pela curva de preto, 1 de vermelho, 10 de verde,
50 de azul.

Evidentemente é obtido um padrao oscilatério, tal que, é observado um decaimento
destas oscilagoes, principalmente para grandes valores de N (41). Para observar este
decaimento, é realizados duas séries dos maximos locais da transi¢ao de probabilidades,
como mostrado no grafico 9. Destaca-se o decaimento exponencial, dependentes somente

de g e k e o decaimento polinomial.
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Grafico 8 — Evolucao temporal da probabilidade de transi¢cao quantica para N = 10000.
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Fonte: (41). (a) Curvas para ¢ = 0.1. (b) Curvas para k = 20.
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Grafico 9 — Evolucao temporal da probabilidade de transicdo quantica para N = 10000.
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Fonte: (41). (a) Curvas para ¢ = 0.1. (b) Curvas para k = 20.
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4 CAMINHADA QUANTICA EM TEMPO DISCRETO EM REDE PEQUENO
MUNDO

A estrutura e aleatoriedade das arestas na rede pequeno mundo conduzem uma
particula em CQTD, para uma dinamica caracterizada por passos que a migrem para
vértices aleatoriamente escolhidos. Diferentemente do caso unidimensional, nesta rede
existe a possibilidade da particula, em um tnico passo, "pule'para vizinhos muito mais
distantes. Neste capitulo, apresenta-se o trabalho desenvolvido para formular e simular

esta dinamica na rede.

4.1 Formulagao da dinAmica na rede

Da mesma forma que as segOes anteriores, a dinamica trabalhada aqui é de uma
particula de spin 1/2, portanto, possuindo os estados de moeda |+),|—). Considera-se que
a rede tenha um numero de vértices N impar e k par, tornando possivel associar uma
quantidade de vizinhos igualmente divididos para ambos os lados de cada vértice. Assim
como no caso unidimensional, para cada passo a mudanca do estado de configuracao da
particula, pode ser para direita, caso spin seja |+), ou esquerda, |—). Porém, nao apenas
mudando para os primeiros vizinhos. Logo, utiliza-se da se¢ao 3.2.1 os dois tipos de ligagoes,
as que ocorrem nos k primeiros vizinhos, denominado comunidade 57, e as que ocorrem
com os demais, Sy. Porém, agora, empregando as equacgoes 3.8, estes dois tipos de ligagoes

sao caracterizados respectivamente pelas constantes:

/_kq_(l_Q)(k_N+1) / kq

“ N—1-(1—q)k QTN Ik (4.1)

Assume-se um operador moeda mais geral:

oo (eos(e) sen(6) ) . (4.2)
sen(f) —cos(6)

O operador translacao, em virtude da aleatoriedade, varia para cada passo de tempo:
§p=!0><0|®;Im+j><m!+!1><1\®;\m—j><mls (4.3)
onde j ¢ escolhido através da distribuigao
Bi(7) = P()Pi(Ja), (4.4)

em que

{ P(l) = Pldul + Pgdl,lQ (4 5)

R(]a) = Nia Zi:\/;lil 5ja7k'o¢
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com
/
Cy

ch+dy

/
€1

Plz

PQI

4.6
ch+dy (4.6)
onde, 1, = (I1,1) sdo os dois tipos de ligagoes, j, o conjunto de ligagoes do tipo o e N, o

numero de ligacoes j,.

Entao, a dinamica consiste em, a cada passo, inicialmente escolher com probabili-
dade P, o tipo de ligagao (ou vizinhanga), ou seja, escolher se a particula deve migrar para
vértices mais préximos ou distantes. Depois, ocorre a escolha do vértice (equiprovaveis),

enquanto que o sentido depende do spin da particula.

Observa-se das equagoes 4.1 a relagao ¢) > ¢, que implica
Pl 2 P2a (47)

sendo igual para ¢ = 1. Obviamente para ¢ = 0 tem-se grafo k-regular, enquanto P, = 1,
aleatorio. Esta relacdo torna-se importante para entender o comportamento apresentado

nas simulacoes desta dinamica.

4.2 Resultados e discussoes

Através do modelo, sao realizados simulagoes numéricas para rede contendo N = 901

vértices, para 100 passos. A particula se encontra no estado inicial

16(0)) = jg (10) + if1)) [451). (48)

Para obter simetria nas distribuicoes de probabilidade, usa-se a moeda de Hadamard,
0 = 7 /4. Cada simulacdo de caminhada, com respectivo valor de ¢ e k, foi repetida por

5000 vezes, tal que, a distribuigao final dos passos corresponde a média de todos resultados.

Inicialmente, avalia-se o modelo para as redes k-regular e aleatéria, ¢ = 0;1, com
k =2,4,6, nos graficos 10 e 11. Estes graficos apresentam, por definicao, o comportamento
que deve ser obtido ao se aproximar dos limite do intervalo de definem a rede pequeno
mundo, 0 < ¢ < 1. As curvas se justificam pela inequacao 4.7. Para ¢ = 0, a particula
permanece limitada a ocupar vértices entre os primeiros vizinhos, inicialmente definidos
por k. Desta maneira, para k = 2, a distribuicao equivale ao da caminhada quantica sobre
uma extensa rede circular, logo, igual ao caso unidimensional da segao 2.1. Para k = 4, 6;
a distribuicao segue com formato caracteristico do comportamento balistico. Porém, na
regiao central de maior probabilidade de encontrar a particula nao ha locais o qual a
probabilidade seja nula, como no caso k = 2. Para ¢ = 1, a situacao de equiprobabilidade
da escolha da vizinhanca e idem sele¢ao do vértice nao conduz a particula a estar em
regioes especificas da rede, gerando uma tendéncia natural a distribuicao de probabilidade

uniforme. A distribuicdo torna-se, portanto, independente do valor de k.
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probabilidade

Gréfico 10 — Simulagao CQTD em rede k-regular, ¢ = 0.
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Fonte: Autor. Grafico ampliado para regiao com probabilidade de encontrar a particula.

Gréfico 11 — Simulacao CQTD em rede aleatoria, ¢ = 1.
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Fonte: Autor.

Agora, analisa-se a rede pequeno mundo, avaliada para ¢ = 0,1;0,5;0,7 e 0,9

com os mesmo parametros k = 2,4,6. Para ¢ = 0,1;0,5, representados nos graficos 12

e 13, as curvas apresentam um comportamento bem préximo da rede regular. Porém,

seguindo a desigualdade 4.7, apesar de a maior probabilidade ser escolher as vizinhangas
mais proximas, exitem pequenas chances da particula estar em vértices mais afastados,
distribuidos quase uniformemente além do pares de picos de maior probabilidade. Estes
picos, tendem a diminuir com aumento do nimero de primeiros vizinhos, chegando ao caso

de em ¢ = 0,5 e k = 6, apresentar um comportamento de quase uniformidade na parte da
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distribuicao de maior probabilidade.

Gréfico 12 — Simulacao CQTD em rede pequeno mundo ¢ = 0,1.
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Fonte: Autor. Grafico ampliado para regiao com maior probabilidade de encontrar a
particula.

Grafico 13 — Simulagao CQTD em rede pequeno mundo ¢ = 0,5.
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Fonte: Autor. Grafico ampliado para regido com maior probabilidade de encontrar a
particula.

Para ¢ = 0,7;0,9 , nos gréaficos 14 e 15, as curvas correspondentes a k = 2 sao da
mesma forma. Porém, ¢é intensificado a tendencia de distribuicao uniforme, para k = 4, 6.
Comportamento demonstrado tanto pela diminuicao dos pares de picos, quanto pelo

aumento na distribuicao de probabilidade para regioes mais distantes do ponto de origem.
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Evidencia-se k =6 de ¢ = 0,7 e k = 4,6 de ¢ = 0,9, um leve pico central, semelhante a

distribuicao normal da caminhada aleatéria classica.

Grafico 14 — Simulagao CQTD em rede pequeno mundo ¢ = 0,7.
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Fonte: Autor. Gréafico ampliado para regido com maior probabilidade de encontrar a

particula.
Grafico 15 — Simulacao CQTD em rede pequeno mundo ¢ = 0,9.
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Fonte: Autor. Grafico ampliado para regiao com maior probabilidade de encontrar a

particula.

Este comportamento motiva a analisar como ocorre o processo difusivo. Portanto,

gera-se a variancia das curvas ¢ = 0,7;0,9 para k = 4,6, no grafico 16. As curvas ¢ = 0,7,
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apresentam um comportamento diferente das ¢ = 0,9, o que possivelmente indicam
diferentes tipos de difusao das particulas sobre a rede.

Grafico 16 — Variancia para CQTD em rede pequeno mundo, ¢ = 0,7;0,9 e k = 4, 6.

109 1

10° 10! 107

Fonte: Autor. Gréfico em escala logaritimca

Nos graficos 17, 18 e 19, sao apresentados a comparagao da varia¢ao de g com k fixo.
O mesmo comportamento de diminuicdo da regiao central da distribuicao é visualizado,
conforme o valor de ¢ é aumentado. Porém, a modificagao do comportamento torna-se

bem mais nitido se comparado com a variagao em funcao de k.

Gréfico 17 — Simulacao CQTD em rede pequeno mundo k = 2.
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Fonte: Autor. Grafico ampliado para regiao com maior probabilidade de encontrar a
particula.
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Gréfico 18 — Simulacao CQTD em rede pequeno mundo k = 4.
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Fonte: Autor. Grafico ampliado para regiao com maior probabilidade de encontrar a
particula.

Grafico 19 — Simulacao CQTD em rede pequeno mundo k£ = 6.
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Fonte: Autor. Grafico ampliado para regiao com maior probabilidade de encontrar a
particula.

Diante da observacao da variacao da distribui¢do de probabilidade com a evolugao
de k, é tentado fazer uma reescala, dessa forma colapsando os dados para encontrar alguma
lei de escala resultante da variacao de k. Para facilitar o processo, trocou-se a identificagao
de vértices por —450 < x < 450, onde x € Z. Em cada grafico ¢ = 0,1;0,5;0,7;0,9,
verificou-se para qual valor de x > 0 a regido central de maior probabilidade anula-se ou

normaliza-se. Os resultados sao apresentados no grafico 20.
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Grafico 20 — Analise do parametro de Reescala.
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Entao, para
k+2
t——,
4
obtém-se os graficos 21, 22, 23 e 24. Para ¢ = 0,1; 0,5 as curvas se ajustam aproximadamente

tx =

(4.9)

bem. Para ¢ = 0,7 a curva se ajusta melhor na porg¢ao central da distribui¢ao, enquanto que
as demais partes uniformes nao se colapsa. Para ¢ = 0,9 a reescala falha completamente.

O colapso dos dados depende da linearidade presente no grafico 20.

Grafico 21 — Reescala ¢ = 0,1.
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Fonte: Autor. Grafico ampliado para regido com maior probabilidade de encontrar a
particula.
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Gréfico 22 — Reescala ¢ = 0,5.
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Fonte: Autor. Grafico ampliado para regiao com maior probabilidade de encontrar a
particula.
Gréfico 23 — Reescala ¢ = 0,7.
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Fonte: Autor. Grafico ampliado para regiao com maior probabilidade de encontrar a

particula.
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Gréfico 24 — Reescala ¢ = 0,9.
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Fonte: Autor. Grafico ampliado para regiao com maior probabilidade de encontrar a
particula.
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5 CONCLUSOES

Neste trabalho apresentamos uma breve revisao acerca das caminhadas quanticas,
diferenciando seus dois tipos, CQTC e CQTD. Apresentou-se a rede pequeno mundo e
sua variante de campo médio, bem como seus espectros e CQTC sobre a mesma, ambas
encontradas na literatura. Entao, determinou-se o formalismo para dindmica da caminhada
quantica em tempo discreto sobre a rede pequeno mundo e apresentou-se os resultados

das simulacoes.

O espalhamento das distribui¢cbes de probabilidade da particula sobre a rede,
aumenta de acordo com parametros k e q. Conforme ¢ tende a se aproximar de 1, mais
uniforme tende a ser a distribuicao. Esta alteracdo de comportamento é consequéncia
direta do aumento da probabilidade para migrar para os sitios da comunidade Sy, em
func¢ao da variacao de ¢, e da expansao da comunidade S7, em funcao de k. Nota-se que

estas mudangas sao mais evidentes com o aumento de q.

Esta evolucao na distribuicao de probabilidade acusou mudangas no comportamento
da variancia, dessa forma, revelando diferentes processos de propagacao da particula sobre
a rede, em especifico no aumento de ¢ = 0,7 para ¢ = 0,9. A implementagao de um método
para classificacao exata do processo difusivo para estes dois valores é um importante ponto

para um trabalho futuro.

Diante da variagao destas distribui¢oes em funcao de k foi tentado determinar uma
lei de escala que regesse este comportamento. Para 0 < ¢ < 0,5 apresentou-se um bom
resultado, apesar de falhar completamente a medida que se aproxima-se de uma situacao
de completa aleatoriedade. Estando de acordo com o grafico 20, que conforme ¢ aumenta,

o comportamento torna-se mais distante de uma reta.
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APENDICE A - OPERADOR TRANSLACAO

Dada a fungao de onda (), a correspondente fungao transladada a [ unidades,
Y(x —1), é dada por
Uz —1) =T)P(x), (A1)

onde T'(1) é o operador translacao, a ser definido.

Assumindo o pardmetro [ como uma variavel continua, a relacao entre as duas
fungoes pode ser feita pela expansao de taylor (26)

Definindo u = u(l), tal que, u(l) = x — [, aplica-se algumas vezes a regra da cadeia

que leva a assumir como verdade:

d* d*
(e = 1) = (-1 (), (A.3)

para k > 0. Observa-se que o resultado acima independe da variavel [.Sentenca que é

confirmada para k + 1:

dk+1 d dk

e = (Gevte-0) (A1)

_d "
- (v (A5)

ke dFt1
(~H ) (4.6)

Portanto, por inducao:

dn " dn

g =) (A7)

para todo n > 0.
Uma vez que 1(u) = 1(x), para u = z, temos que:

(x —1) i; dd;n ). (A.8)

Por outro lado, sabe-se que a taxa de variacdo infinitesimal da funcao de onda esta

relacionada ao operador momento (19):

P=—ih—. (A.9)



54 APENDICE A. OPERADOR TRANSLACAO

Isso permite escrever a equagao A.11 da seguinte forma

st =30 () vt

> - (A.10)
Sendo . N i
exp <_ZP> = n;);' <_Z}_fp> : (A.11)
obtém-se R
Y(x —1) = exp (‘2]3) W(x), (A.12)

logo, o operador de translacao é dado por

T() = exp (‘ZP ) . (A.13)

Realizando o mesmo processo anterior, tem-se que

Y(x+1) =exp (zl};D

~
<

(x), (A.14)

AN ~
tal que, tendo o conjugado hermitiano de (—sz) =iP*, pela equacio A.11:

TH(1) = T(~1) = exp (”P> .

A.15
- (A.15)
De A.13 e A.15
T =1, (A.16)
logo, a inversa de operador translagao é seu conjugado hermitiano
Tt =1t (A.17)
Outras propriedades sao:
A —i(l+1)P]
TT(') = exp [Z(;{)] =TI+1), (A.18)
T00)=1 (A.19)

onde a equagao A.18 mostra que duas translagoes sucessivas equivale a uma unica translagao.
A equacao A.19, revela a redugao do operador a uma identidade.
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APENDICE B - Caminho aleatério classico unidimensional

O problema do caminho aleatoério classico unidimensional é tratado aqui como
a dindmica de uma particula classica em uma dimensao. Seu movimento consiste em
deslocamentos para direita com probabilidade pg, ou esquerda com p. = 1 — py, fixados a
comprimento [. Esses deslocamentos sdo também denominados de passos (42). O objetivo
do problema ¢ encontrar a probabilidade da particula est4 no ponto z, ao longo da direcao

Z. O gréafico 25 mostra uma simulagao dessa dinamica.

Gréfico 25 — Simulacao do caminho aleatorio classico.

0.08 A
o 0.06 -
©
©
i)
3 0.04 -
(v}
o)
o
o

0.02 1

0.00 A

-100 =75 -50 -25 0 25 50 75 100
vértice m

Fonte: Autor. Distribuicao de probabilidade discreta da posicao final de uma simulacao

de 10000 particulas realizando 100 passos aleatorios classicos de comprimento | = 1, com
pe = 50%.

O desenvolvimento da solugdo analitica segue a referéncia (42). Em uma dada
sequéncia de N passos, a particula pode realizar N, para esquerda e N; = N — N, para

direita. A escolha de um desses sentidos, em um passo, nao afeta os préximos. Portanto, o
produto (43)

pdepeNe (Bl)

¢é a probabilidade de obter a sequéncia. Cada permutagdao na ordem em que estao distri-
buidos os sentidos dos passos é gerado a uma sequéncia diferente, porém, com a mesma

probabilidade. Logo, no total, existem
N!

N ING! (B2)
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sequéncias possiveis de serem realizadas. Uma vez que sao mutualmente exclusivos (43) a

probabilidade total é dada pela distribuicao binomial:

N!
PN(Nd) = WpdepeNe' (Bg)

Sendo os passos discretos, a posi¢ao final x pode ser escrita como x = ml, onde m = N;—N,.

Logo, reescreve-se B.3 em funcao de me N, e

N' N+m N—m
2

(NQﬂ)' (W)'pd (1_pd)T (B4)

é a probabilidade da particula esta em z = ml.

PN(m) =

E possivel ainda definir uma relagao de recorréncia, que torna possivel, por exemplo,
a extensao para um problema tridimensional. Continuando com o desenvolvimento de (42),
considera-se que cada passo é dado em um intervalo de tempo 7. Portanto, Py(m) passa a
ser a probabilidade da particula esta em x no tempo t = N7. Dessa forma, as chances da
particula migrar para z = ml em t = (N + 1)7 sdo: no tempo t = N7, estd na posigao
x = (m — 1)l e d4 um passo para direita ou na posi¢do x = (m + 1)] com um passo para

esquerda. Consequentemente, a relacao é dada por:
Pni1(m) = paPn(m — 1) + p.Py(m + 1). (B.5)

A equagdo B.4 satisfaz esta relagdo. Em (42) encontra-se, em um caso particular, a
representagao continua desta equacao, ao tomar 7 e [ muito pequenos. Como resultado, é

obtido a equacao diferencial da difusao.
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APENDICE C - Analise de Fourier do Caminhante de Hadamard

Dada a transformada de Fourier

Bk, t) =S W(m, t)em, (C.1)

m

onde, k € [—m, 7], sua inversa é dada por

U(m,t) = 21/” (k,t)e *mdk. (C.2)

T J—7

Aplicando a transformada na equagao 2.19,

Ukt +1)=> (M U(m—1,t) + M_¥(m +1,t)) e*™, (C.3)
e tendo que
ST U(m — 1, )™ = e*P(k, t), (C.4)
ST W(m+ 1, t)e*™ = e *U(k, 1), (C.5)
é obtido:
Wkt +1) = (*M, + e M) U(k,1) (C.6)
= MV (k,t), (C.7)
onde,

1 eik eik
M, = — . . C.8
k \/5 (ezk _elk) ( )

Os autovalores de M), sao obtidos pelo determinante:

e et N (1 O0) L isen® sent)) g g
\/§ G_Zk _e—zk: 0 1 \/§ 2
logo, as solugoes sdo A\; = €™ e Ay = —e~"*, onde sen(wy) = se:;(ik)’ tal que, wy € {_g’ g]

Com a equacao de autovetores e autovalores,

1 etk etk c1 c1
=\ 1
V2 (e_ik —e‘ik> (02) (Cg) ’ (C.10)

obtém-se as componentes dos correspondentes autovetores, ¢; e cp. Para A\ = €%, tem-se
a relagao

ey = cre (\/56“‘”c — eik) , (C.11)
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tal que normalizando,

(1 + cos? (k) — cos(k)y/1 + cos%k)) (C.12)

N

|01’ =

1
V2

Ly, sl )
V2 (1+ 1+0032(k)> (C.13)

Portanto, escolhe-se o seguinte autovetor

1 cos(k)
k) = V2 (1 " 1+ cos%k))

N

(o) e

Para \y = —e 1k,
ey = —cre k (\/56‘“‘”“ + eik> : (C.15)
onde,
1
1 k ’
o = L (1o —cosB) ) (C.16)
V2 1 + cos?(k)

Logo, escolhe-se

1[0 cos(k) : e’k
P2(k) = V2 (1 1+ cosQ(k)) (—\/56“”’c - e““) ' (C.17)

A partir da equacao C.7, e dado o estado inicial \Tl(k, 0),a dindmica apos t passos é

D=

dada por:
U(k,t) = (M) U (k,0). (C.18)

Uma vez conhecido os autovetores e autovalores de M., temos que

(M) = AD'A™Y, (C.19)
onde:
; ]
1 cos(k) ik 1 i cos(k) ik
A o \/5 (1 + 1+COS2(]€)> € \/5 (1 1+c032(k)) €
= 1 v 7

1 cos(k) 2 wg _ ik 1 _ cos(k) 2 _ —iw, __ ik
7 <1 + ) <\/§e k—e ) 5 (1 1+cosz(k)) ( V2e e — ¢ )
~ (C.20)

twgt
pt=|° o) (C.21)
0 (_1)t6—zwkt

Entdo, para o estado inicial ¥(k,0) = (1,0)7 (transformada de Fourier de 2.20), a

transformada de Fourier da func¢do de onda é:

1 cosk iwgt (=1)? _ cosk —iwyt
B i L T
5 16+0052k (ezwkt _ (_1>t€—zwkt>
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A solucdo W(m,t) = (Vg (m,t),v_(m,t))", é obtida pela inversa da transformada

de Fourier das componentes de C.22:

¢ (m t) — " %1 1+ ﬂ eiwktefikm_k " % (_1>t 1— ﬂ e*iwktefikm
" 7 B —r 2m 2 \V 1+ cos?k —r 27 2 V14 cosk
(C.23)

Y

™ dk etk T dk (—1)te i

iwgt ,—itkm

T S — ¢
—7 2W 23/1 + cos?k —7 27 23/1 + cos?k

E possivel reescrever a segunda integral das equagoes acima seguindo o procedimento:

Y_(m,t) = Thukte=ikm o ((C.24)

reescrever o integrando utilizando as propriedades sen(0 + nr) = (—1)"sen(f) e cos(f £
nm) = (—1)"cos(0); realizar uma mudancga de variavel k — k4 ; usar o fato do integrando
ser uma fungao periddica, com periodo 27, onde os valores da fungao no intervalo [, 27]

sao iguais ao do [—m,0]. Dessa forma:

14 (=) o dk cosk iwnt —ikm
77Z1+(m, t) = f ‘/_ﬂ % ]_ + m e e s (C25>

1+ (=1t m dk e

o lwkteTikm C.26
2 —r 27 +\/1 + cos?k ( )
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APENDICE D - INVERSA DOS AUTOVETORES DA MATRIZ CIRCULANTE

Dado os autovetores pela equacao 2.26 da se¢ao 2.2, escreve-se a seguinte combinacao

linear:
1 Nl Z-ernl
N €N |dn), (D.1)
n=0
tal que,
1 Nl oo N1 N2l et
— €N o) = > — e N Im). (D.2)
\/N n=0 m=1 N n=0
Uma vez que
1= 2eimenn
S0 =57 2 €V (D.3)
n=0
¢é a delta de Kronecker,
1 —1=
Sy =9 ’ (D.4)
0 se m—1#I.
Entao da equacgao D.2,
]_ N-l1 - 27nl i
Y EF ) = Y Snyalm) (D.5)
\/N n=0 m=1
=|l+1). (D.6)
Fazendo uma mudanca [ — [ — 1
1 N-1 . 2rn(l—1)
T~ e’ N |¢n>a (D7>

logo, obtendo a equagao 2.29.
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