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Resumo

Neste trabalho € apresentado o estudo e a constru¢do de um modelo unidimensional para o
fluxo sanguineo num trecho de artéria baseado em Caiado, 2006 [2]. Considerando a importan-
cia do sistema cardiovascular para o ser humano e levando em consideragdo o fato que doengas
cardiovasculares ocupam as primeiras posi¢oes no ranking das doengas que mais ocasionam
mortes no mundo, pesquisadores de diversas dreas passaram a pesquisar € dedicam-se ao es-
tudo da hemodinamica, a fim de obter resultados que ajudem no avanco do tratamento dessas
doencas, impulsionando uma melhoria na qualidade de vida da populagdo. Como é um sistema
vivo, muitos fatores influenciam no comportamento do sistema como a pressao, a velocidade, a
geometria do vaso, a composicao do sangue e as forgas fisicas que sob ele atuam, por isso sua
modelagem € um tanto quanto complexa, neste sentido € vidvel a um modelo em uma dimen-
sdo, além do fato que seu custo computacional € menos oneroso que os demais e também serve
de base para se obter parametros para modelos tridimensionais.

Palavras-chave: Sistema cardiovascular, Equacdes de Navier-Stokes, Modelo 1D.
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Introducao

O Sistema cardiovascular tem como funcio bésica levar material nutritivo e oxigénio as
células do corpo e remover residuos e substancias toxicas destas. Divido em: sistema san-
guineo que é composto por vasos condutores de sangue (artérias, veias e capilares) e coragao;
sistema linfatico composto pelos vasos condutores de linfa (capilares linfaticos, vasos linfati-
cos e troncos linfaticos) e por 6rgdos linféides; e os 6rgaos hemopoéticos representados pelos
orgaos linfaticos primdrios (médula éssea vermelha).

E um sistema fechado que ndio se comunica com o exterior, e é composto por tubos, de-
nominados de vasos e no seu interior circulam humores, denominado sangue e linfa, para que
o sangue circule através dos vasos, hd um orgao central, o coracao, que funciona como uma
bomba contratil-propulsora, com peso entre 280 e 340g que pode pesar mais quando € exigido
dele um esfor¢o continuo, como por exemplo atletas.

O sangue ¢ um tecido fluido, formado por uma porc¢ao celular composta por glébulos ver-
melhos ou eritrécitos, glébulos brancos ou leucécitos e por plaquetas; que circula num meio
liquido, o plasma, que € constituida por 92% de agua, os 8% restantes sdo proteinas, sais €
outros constituintes organicos em dissolu¢cdo. As trocas entre o sangue e os tecidos ocorrem
em extensas redes de vasos de calibre reduzido e de paredes muito fina, denominados por ca-
pilares.

A circulacdo sanguinea ocorre por meio de duas correntes sanguineas que partem do cora-
¢do ao mesmo tempo: a primeira, circulacado pulmonar sai do ventriculo direito e se dirige
aos capilares, onde hd a troca de CO, por O3; a segunda circulagio sistémica sai do ventriculo
esquerdo pela artéria aorta e chega nos tecidos do organismo, onde existem extensas redes de
vasos capilares onde se processam as trocas entre os tecidos e o sangue.

Circulagio

Circulago
pulmonar

[~ Sistémica

Figura 1 Circulacdo sanguinea.
Fonte: [2]



INTRODUCAO 2

As artérias, definidas por Aristételes em 350 a.C. como sendo tubos contendo ar (do grego
aer, ar, e terein conter) artérias sdo vasos cilindréides, eldsticos onde o sangue circula centri-
fugamente em relagdo ao coracdo. Podem ser classificadas em: artérias de grande, médio e
pequeno calibre e arteriolas. As artérias possuem elasticidade a fim de manter o fluido sangui-
neo constante

Segundo a Organizacdo Mundial de Saide (OMS) e a Organizacdo Pan-Americana da
Satide (OPAS), doencas cardiovasculares estdo no ranking de 2018 das doengas que mais ma-
tam no mundo, tendo a cardiopatia isquémica e o acidente vascular cerebral (AVC) ocupando
a primeira e a segunda posi¢ao, respectivamente, responsavéis por 15,2 milhdes de ébitos em
2016, essas doencas estdo no ranking das principais causas de morte global nos dltimos 15
anos. Dessa forma, o conhecimento do sistema cardiovascular e sua mecanica tem se tornado
uma necessidade.

A hemodinamica, drea da biomecanica que estuda a circulagdo do sangue, tem sido es-
tudada desde 1742 por Euler, considerado o pai da hemodindmica, mas nos ultimos anos a
comunidade cientifica, tem despertado o interesse em estudar problemas bioldgicos que po-
dem ser modelados a partir de ferramentas matemadticas, fisicas e computacionais, a fim de
obter um avango no tratamento de doengas: por exemplo, existem modelos matematicos para
a coagulacdo do sangue e para a modelagem do cancer no sangue (leucemia), e também como
ferramentas computacionais é possivel prever o comportamento da pressdo sanguinea no pro-
cedimento de angioplastia ou o surgimento de aneurismas.

Nesse contexto, um modelo unidimensional € 1til por ser menos oneroso computacional-
mente e por trazer resultados bastante satisfatorios sobre as caracteristicas do fluxo sanguineo
no nivel de interven¢des médicas especificas como os casos de estreitamento de um segmento
de artéria pela colocacdo de um stent(pequena prétese que pode ser colocada no interior de uma
artéria para evitar a obstru¢do dos vasos sanguineos). Alem disso, modelagem numérica, ofe-
rece uma alternativa para estudos experimentais de forma nao invasiva e podem ser adaptados
para simulag@o de propaga¢do de ondas numa rede arterial (por impor condi¢des de interface
nos pontos de ramificacdo) ou para se obter condicdes de fronteira em modelos tridimensionais.

Nessa linha, o trabalho objetiva a construcdo de um modelo unidimensional do fluxo san-
guineo em um segmento de artéria artérias baseado na dissertacao de Caiado, 2006 [2], sendo
divido em trés capitulos. No primeiro tratamos da defini¢do de um fluido qualquer e da obten-
¢do das equagdes que governam seu movimento, ditas Equagdes de Navier-Stokes; no segundo
estudamos o deslocamento da parede do vaso sanguineo construindo um modelo para este mo-
vimento; e finalizamos nosso trabalho considerando o fluxo sanguineo em artérias, adaptando
as Equacgdes de Navier-Stokes para o sangue, levando em conta sua iteracdo com a parede do
Vvaso.



CAPITULO 1

Equacoes do movimento de um fluido

Um fluido € qualquer substancia que se deforma continuamente quando sujeito a uma tensao
de cisalhamento, ndo importando quio pequena seja essa tensdo. Chamamos de tensao 7 a
forca F aplicada numa determinada regido por sua drea A, isto é 7 = F /A. Quando a forga é
tangencial a regido, dizemos que a tensdo € de cisalhamento, e se for perpendicular chamamos
de pressao.

As equacgdes serdo deduzidas a partir de um elemento de fluido Q que embora pequeno,
contém um numero suficiente de moléculas de forma que as propriedades macroscopicas do
fluido, como a viscosidade, densidade, pressdo e velocidade, ndo sejam influenciadas pelas
propriedades de moléculas individuais.

Seja Qy C R? o dominio ocupado pelo fluido num tempo inicial # = 0 e seja Q; a por¢io do
espacgo ocupado pelo fluido apés um tempo ¢. A velocidade € a principal quantidade cinematica
e é expressa por meio de um campo vetorial u = u(z, &) definida por

Figura 1.1 Mapeamento lagrangeano.
Fonte: [6]

H4 dois modos distintos de descrever o escoamento de um fluido. O primeiro, chamado
de descri¢do lagrangeana, acompanha a trajetoria de cada particula ao longo do tempo, calcu-
lando as grandezas de escoamento ao longo das posicdes por onde passa a particula, isto €, ao
longo da sua trajetéria. Por exemplo, a varia¢do da velocidade u = u(z,X) da particula & num
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ponto X é dada por

d 92
EU(I,X) = w(t7§)7

onde x(&,1) representa a posi¢do da particula no tempo. O segundo modo, € a visdo euleriana,
que calcula as grandezas a partir de pontos fixos do espaco, por onde passa o fluido ("pontos
de monitoramento").

Notemos, que neste caso, a variacdo da velocidade depende do tempo, mas também da
posicdo inicial &, de modo que agora esta variagio é dada em termos da derivada material'
Seja f: I x Q; — R derivavel num ponto x € ;. Entao

2 Flex) = S Fx(E0)

= —(t x)%
Jt = dx; " ot
of

= E(z,x) +u(t,x)-VF

Em particular, a derivada material do campo de velocidades u(z,&) é dado pelas derivadas
materiais de suas componentes. Assim, se u(z,x) = (u;(¢,x),us(t,X),u3(t,x))

Du  (Duy Duy Dus
Dt \ Dr’ Dt’ Dt

= (%+U-Vul,%+u-Vuz,%+u-Vu3)

. 81/!1 8u2 3143

= (7’7’7
du

= E—i—(u-V)u?

>+(u-Vu1,u-Vu2,u-Vu3)

representa a aceleracao do fluido na visdo lagrangeana.
Para a derivacdo das equacdes basicas de escoamento de um fluido, nossa principal ferra-
menta é o Teorema de Transporte de Reynolds (A.0.4) que diz o seguinte:

Teorema 1.0.1. Sejam V) C Qg e V; C €, sua imagem apés um tempo t. Seja f: 1 x Q; — R
uma funcdo diferencidvel com respeito a ambos x e t. Entdo

d D
E/th(t,x) dV:/VI {d—tf +fdiv(u)] av

0
= [&_J; +div( fu)} dv.

'Também chamada de derivada substancial é uma derivada tomada ao longo de um caminho movendo-se com
velocidade v, e é frequentemente utilizada em mecénica dos fluidos e mecénica cldssica.
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Nossa primeira equacdo, dita equacao de continuidade, serd consequéncia do principio
de conservacao de massa que estabelece que a massa ndo € criada nem destruida durante o
movimento.

Seja p : I; — R a densidade do fluido, suposta estritamente positiva, de forma que sobre
cadaV; C Q,

| plex)av =m(v,)
Vi

t
¢ a massa material contida em V;. Seguindo o principio de conservacdo de massa e usando o
Teorema (1.0.1) (A.0.4), temos que

_d _ [P
O—E/th(t,x)dV—/Vt [E—Fdlv(pu)} av.

Como V; foi arbitrario, segue que

o . _
5 +div(pu) =0.

Esta é a equacao de continuidade. Em particular, quando p é constante, obtemos que
div(u) =0.

e dizemos que o fluido é incompressivel.

Agora, seguindo [6] , o principio de conservacao de momento linear expressa a segunda
lei de Newton que diz que a taxa de variacido temporal do momento de uma particula, %(mu),
¢ igual a resultante das forcas que agem sobre essa particula.

H4 dois tipos de for¢as agindo sobre um fluido:

* Forcas de campo que agem sobre a massa de um fluido como um todo (sobre cada ponto
de um elemento de fluido). Um exemplo sdo as forcas de gravidade e eletromagnéticas.
Elas tem a forma [, pf dV.

* Forcas de superficie que agem apenas sobre a superficie do elemento de fluido. Séo
devidas a pressdo exercida sobre o fluido por um elemento exterior e as tensdes viscosas
normais e de cisalhamento, provocadas pelo atrito com os elementos de fluido adjacentes
em movimento.

A viscosidade ¢ a propriedade que traduz a resisténcia que um fluido oferece quando sujeito
a tensoes. As tensdes viscosas normais tendem a esticar ou comprimir o elemento de fluido Fig.
(1.2) (a), enquanto as de cisalhamento tendem a deformar o elemento Fig. (1.2) (b).

y

(a) ®)

Figura 1.2 (a) Tensdes normais (b) Tensdes de cisalhamento
Fonte: [6]
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Consideremos o escoamento laminar de um fluido, entre duas placas planas se separadas
por uma distancia Ay, isto €, supomos que o fluido se desloca em camadas muito finas(lIdminas)

deslizando uma sobre as outras. Ver Fig (1.3).

Figura 1.3 Deformacio de fluido.
Fonte: [6]

Enquanto a placa inferior permanece em repouso a superior recebe uma forca tangencial
F, de forma que esta se desloca com uma velocidade v e gera uma tens@o de cisalhamento no
fluido, deformando-o (ver figura). Para muitos fluidos, verifica-se que a tensdo 7 € proprorcio-

nal a taxa de deformacado ﬁ—; das laminas de fluido
dv

Tyx = L—
VX u dy,
onde u € o coeficiente de viscosidade. Fluidos que satisfazem essa propriedade sao ditas flui-
dos newtonianos. A notagdo T;; significa que a tensdo estd agindo na dire¢do j sobre a super-
ficie perpendicular i. Pode-se provar que, para dimensdes maiores,
du; Jdu;
‘=), (1.1)

ou seja, as deformagOes em ambas dire¢des contribuem para o valor de 7;;.
Tomaremos um elemento de fluido bidimensional, com area (Ax), (Ay) e centrado no ponto

(X,¥), para ilustrar a acdo das forcas superficiais na direcdo x. Ver figura (1.4).

&, 1
T+ o Ll
vt = 3

&x

1
2

&x

2| ole
o |-

—_—
S
v T, - 5y 1
& 2
X,

Figura 1.4 Tensdes normais e tangenciais na direcio x sobre um elemento de fluido.
Fonte: [6]

Uma vez que os campos P e 7T variam suavemente, podemos expandi-lo em série de Taylor

em torno dos pontos do centro (X,y). Assim,
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_ o OP Ax
P|x+ ,y) = P(x,y) 5( ,y)j o(Ax),
e (125 ) = tamy) - w52 1o
XX 2 7y - ¥XX x7y ax x? 2 o )
oM 0Ty Ax
Txx( +77y> —Txx(X,y) 8)6 ( 9 )7+0(Ax)7
5+ ) = @)+ 2w Y oa)
Ty (07 + 5 = Ty (X, Y gy BV 5 +oldy),

_ Ay N — aTyx__Ay
Tyx (x,y— 7) = T (X,y) — 9y (x,y)7+0(Ay)-

Para obtermos as for¢as que agem sobre o elemento do fluido, basta multiplicarmos as

tensdes pelas respectivas dreas sobre as quais elas atuam e somar os resultados algebricamente.
Portanto, a forca resultante na dire¢do € dada por

IPAX  OTy 9Ty
Fx = <_W + WA)C) Ay+ ( ay Ay) Ax

Aplicando a segunda lei de Newton na dire¢ao x, temos que

massa x aceleracao = forcas superficiais + for¢as de campo

Du (8P 0Ty 0Ty

prAyxE: _£+ I + Iy )AyAx+pfoxAy,

donde, dividindo-se por Ax e Ay e aplicando o limite quando Ax — 0 e Ay — 0, obtemos

Du OP OJTy  OTy

Y M N +pfe (1.2)

Analogamente, as forcas superficiais na direcao de y fornecem a equagao

Dy JdP Jty,

Dy +8‘L'xy+f
Por = dy dy ox Pl

Logo, manipulando as equagdes (1.2) e (1.3) temos que

Du oP )
PE - +div( T, Tyx) + P f
Dv 0P

pE = _8_y +div(Tyy, Tyy) + P fy-

(1.3)
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Como div(PI) = VP, segue da substitui¢do de (1.1) nas equagdes acima que

1 8u+8u 1 8u+8v
Du . | 2\ox "a9x) 2\0y " ox
2\dx dy/) 2\dy dy

onde o divergente € tomado em cada linha.
Portanto, o momento linear do elemento de fluido pode ser expresso por

Du

— —di f 1.4

P, = 4aiv(T) +pf, (1.4)
com

T = PI+2uD(u), (1.5)
€

D(u) = %(Vu—k VuT).

Em componentes

D~(u)— 1 8u,—+8uj
Y n 2 8xj 8x,- '
Finalmente de (1.4) e da defini¢do de derivada material, obtemos que
Du .
P +p(u-V)u+ VP —2udiv(D(u)) = pf (1.6)

Desde que p é constante e div(Vu) = Au e div(D(u’)) = V(div(u)) = 0 (supondo um
fluido incompressivel), chegamos que

Du
E+(u-V)u+Vp—VAu:f (L.7)
onde p = = é uma pressao escalar e )V = = € dita a viscosidade do cinematica. Embora (1.7),
de p g’ pressa 1 % f)"d' i idade do ci atica. Embora (1.7)

junto com div(u) = 0, constituem as equacdes de Navier-Stokes padrdo, em nosso trabalho
utilizaremos as equagdes (1.6) ou (1.7), conforme a conveniéncia.



CAPITULO 2

Movimento da parede

O deslocamento do sangue nas grandes artérias € influenciado por seu comportamento elastico,
esta € compostas por muitas camadas de tecidos com caracteristicas diferentes, em particular,
destacamos trés camadas:

* Camada adventicia: camada externa que suporta a estrutura fisica da artéria.
* Camada média: responsavel pela elasticidade.

* Camada intima: contato direto com o sangue.

Thinica
adventicia

Membrana Ii
eldstica externa | Thnica
) ! média

Misculo liso

Membrana
elastica interna
Lamina propria I
I | Thnica
Membrana basal intima

Endotélio

Figura 2.1 Vaso sanguineo.
Fonte: [2]

Estudaremos o movimento da parede de uma se¢do de artéria onde ndo ha ramificacdes.
Para, isso, admite-se as seguintes hipoteses:

* H1 - A geometria da parede do vaso toma a forma de um cilindro circular, de forma
que usaremos coordenadas cilindricas (r, 6,z) com os correspondentes unitdrios e,, eg, €;,
conforme figura (2.2)

* H2 - O deslocamento da parede do vaso ocorre no sentido radial e,.

* H3 - A expessura da parede do vaso € relativamente pequena que permite supor a parede
como uma superficie sem expessura.

* H4 - As componentes das tensdes ao longo da direcdo normal n sdo desprezadas.

9



2.1 GEOMETRIA DO VASO 10

* H5- A parede do vaso é incompressivel, ou seja, o seu volume ndo muda no desloca-
mento.

* H6 -A parede do vaso tem seu comportamento eldstico linear, de forma que os gradientes
de deformacgdo sdo relativamente pequenos.

Coordenada local plana

Linha mediana 1\ -~ -

Segdo axial plana

Figura 2.2 Secdo de artéria com os principais pardmetros geométricos.
Fonte: [11]

2.1 Geometria do vaso

Para derivacao do modelo matemaético da parede da artéria é necessario levar em considera-
cdo a forma geométrica da parede. De acordo com a hipétese H1, onde admite que o vaso tem
forma cilindrica, é conveniente utilizar o sistema de coordenadas cilindricas. Considerando
(x,y,2) € R3, com e,, e, € e; a base canodnica de R3, os sistemas de coordenadas cartesianas
(x,y,z) e cilindricas (r, 0,z), ambas num cilindro de raio r, estdo relacionados por

x=rcosf r=/x2+y?

y=rsinf &6 =arctan, x#0 (2.1
7=z 7=z
Pela hipétese H1, levando em consideragdo a estrutura cilindrica da artéria, adota-se que a

configuraco inicial I'; correspondente a parede do vaso, é um cilindro com raio r = Ry(z), isto
é

I7{(r,0,2) :r=Ro(z),0 €[0,2m), z€ [0,L]}.

sendo L o comprimento do elemento da artéria, o eixo longitudinal se encontra alinhado com a
coordenada z e cada plano z = 7 constante define uma se¢ao axial. Ver Fig. (2.3)
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z=0 z=L

Figura 2.3 Configuracio inicial e atual da artéria.
Fonte: [11]

Partindo da hipétese H2, o campo vetorial que descreve o deslocamento da parede do vaso
sanguineo, denotado por 1, tem apenas a componente radial e, descrita por

n="ne,=(R—Ro)e,

onde R = R(6,z;t) é a fungdo que descreve, para cada ¢, a coordenada radial r = R(0,z;¢) da
superficie da parede. Assim, apds o tempo ¢, ver Fig. (2.4)

Figura 2.4 Elemento de superficie dS.
Fonte: [11]

A configuragio atual da parede do vaso I'” é dada por
Ff{(V,G,Z) = R(G,Z,t),e < [0727[)7 Z€ [OvL]} :

Para determinar as for¢as que agem sobre a parede do vaso, consideremos a configuragao
atual num dado tempo ¢ e um ponto genérico sobre a superficie de coordenadas r = R(0,7;7)
comz € (0,L) e 6 € (0,27). Tomemos um elemento de superficie dS dado por

— de . de dz  d

conforme Figura (2.4).
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Por conveniéncia, serdo deduzidas a seguir expressdes que definem o vetor normal n ao
elemento de superficie dS. Seja F(r,0,z) a representacdo cartesiana da superficie do vaso

F(r,0,z) =r—R(0,z) =0. (2.2)
O vetor normal unitério ao elemento de superficie dS € definido por

VF

n=-——
IVF]

Em coordenadas cartesianas temos

opOF, L OF, oF
T 8yey dz

e;.

Segue da regra da cadeia que

VF:<8_FQ+8_F8_9+8_F%)6 (8_F&+8_F8_9+6_F§)e+
ordx 90 dx dzodx) ordy 90 dy dzox)”
dF dr JF 06 OJF dz
(Ea—ﬁ%a—zm—za—z) “

e pelas relacdes (2.1) encontramos que

e;.

x JOF y OF y JF x OF JdF
VF = 50, 2.0 T\ T2, T2 19T 5,
x2+y2 ar X +y 89 x2+y2 ar X +y 86 aZ

Usando mais uma vez (2.1) para expressar VF em coordenadas cilindricas

JoF 1 oF JoF

VF = — - —— 2.3
o T Rag T 9% (23)
Por fim, de (2.2) temos que %—I; =1, 3—1; = —% e %—I; = —%—f, de forma que substituindo
essas igualdades em 2.3, obtemos
1 dR JdF
VF =e¢,— ——e9g— —e,. 24
€ R 8969 az eZ ( )

A norma de VF em coordenadas cilindricas € entao dada por

10R\?  [9R\’
pori= 1+ (42%)+ (32 29

e consequentemente, o vetor normal unitdrio serd dado por

_ 1 ok, o
n= 1aR 2 aR 2 er Raeee azez '
' (i5n) ()

RJ6 dz
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Para a componente radial do vetor n, tem-se
n 1 1 JR JoF
-ep = er— ———€g— —¢€; | ‘e,
1 OR 2 OR 2 ROO 0 aZ ¢
1 _ 7= -
- <R 89) i (8z)

€ como e, eg € e, sao ortogonais entre si, resulta que

n-e, = ! = ! (2.6)

1oR\2 /or\2 IVFI
”(m) *(a—z)

Definiremos a seguir algumas medidas da superficie: a drea do elemento da superficie d,
chamada de do e a dimensdo linear de dS ao longo do eixo longitudinal d/ levando em con-
sideracdo que do e dl estdo em coordenadas cartesianas, transformemos do para coordenadas
cilindricas do; = Rd oy, ;) e projetando a superficie no plano eg e, temos

X,,2)
dG(x7y7Z) =Rd6(r797z) = HVFHRdOdZ, 2.7
Por meio de (2.6) e (2.7) temos
1
. =——"||VF|R =R ) 2.
n-edoc VF] |\VF||Rd0dz = Rd6dz (2.8)

Por outro lado, fazendo a mudanca de varidvel z = z do eixo longitudinal e fazendo a pro-
jecdo sobre o eixo e, que é feita através do comprimento de arco, obtém-se

2
dl,=dl, =/ 1+ <8—R) dz. (2.9)
0z

2.2 Esforcos desenvolvidos na parede

A deduc¢do do modelo do deslocamento da parede da artéria passa também por caracterizar
as forcas que atuam sobre ela (na verdade, sdo tensdes, de modo que no balanco de forgas
devemos multiplicar pela drea da regido em que ela atua). A parede esta sujeita a diversos tipos
de esfor¢cos que podem ser internos denotados por f;,;; ou externos f,,;.

Os esforgos externos sdo exercidos pelos tecidos adjacentes através de uma pressio cons-
tante p,y exercida sob o elemento de drea d.S, e serd expressa por

frs = —Dex. (2.10)

O fluido também exerce uma for¢a sobre a parede do vaso, representada pelo tensor de
Cauchy
T =—PI+2uD(u),
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conforme (1.5). Assim, os esforcos exercidos pelo fluido em dS sdo descritos por

/. =pn—2uD(u)-n @2.11)
Como o deslocamento ocorre somente na direcdo radial (hipétese H2), temos que
for = (ftext +f£x,> e =((p— per)D—2UD(u) -m) - ey. (2.12)

Os esforgos internos sdo exercidos de acorde com a hipé6tese H4, segundo as dire¢des cir-
cunferencial eg e longitudinal e;, através das tensdes Og € O;, respectivamente. No primeiro
caso, ver figura abaixo, as tensdes circunferenciais 6o (6 + %) e og(0— %) tém as diregoes
dos vetores normais (ver fig. (2.5))

Ge(é+§§)

Figura 2.5 Secdo axial.
Fonte: [11]

unitarios ng (6 + %) eng(6— %), respectivamente, os quais perfazem angulos de (5 + #)

e — (% + #) respectivamente, onde 6 é um angulo fixo. Assim, os esfor¢os internos segundo a
componente radial satisfaz:
Como considera-se que o deslocamento da parede segundo a dire¢@o radial dos esforcos

internos (f;,;; = fgﬂ +f ) logo, a componente radial dos esforgos internos € dada por
fin = (B +15,,) e (2.13)

fgﬂ e f7 . sdo os esforgos circunferenciais e longitudinais, respectivamente, a caracterizagio
destes esforcos serd feita separadamente, pois considera-se duas se¢des da parede do vaso, uma
axial e outra longitudinal.

— de — do
el (o) -

— do — do
:Gg{n9(0+7)-er+n9(9—7)-er]
= Op |COS E-i—ﬁ +cos —E—ﬁ
e 272 2 2

do
= —20¢gsen (7) ,
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onde supomos que a tensao circunferencial € proporcional ao alongamento circunferencial 1 e
¢ descrita por

E 7
Cp=—5—. 2.14
0 1_ Cz Ro ( )
sendo E é o médulo de Young e { € arazdo de Poisson (Apéndice).
Do Teorema de Taylor (A.0.6) para sin(x), sabemos que sin(x) = x+ R(x, &), onde
R
tim R8)
x—0 X
Entdo
fiw = —00d6 +0(d6), (2.15)

onde 0(d0) é um infinitesimal de d6. Substituindo (2.14) em (2.15) temos a expressdo para a
componente radial dos esforcos circunferenciais na forma
E 7
6
= — —d0+0(d6 2.16
Andlises experimentais e fisiolégicas mostram que a parede do vaso também estd sob tensao
longitudinal, uma vez que quando uma artéria € extraida do corpo, esta reduz seu comprimento.
Vamos assumir que a tensdo logitudinal € expressa por

o,==+0,7,

onde 7 € o vetor tangente unitario a curva r = R(0,z,¢) e seu mddulo o, é constante.

Seciio longitudinal L.
Referéncia -

Linha r=R(6,z)

| z 1
zZ —dz/2 z Z+dz/2

Seciio longitudinal  6=0 dZ

Figura 2.6 Secio longitudinal.
Fonte: [11]

Dessa forma, na dire¢do radial,

int = [Gz (Z“‘%) +0; (Z_ %)} € (2.17)
BV M
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Aplicando o Teorema de Taylor (A.0.6) em cada componente da funcédo vetorial 7(s), obtemos

()

onde o(dl) é um infinitesimal de d/. Logo,

. [dr
int = { 4t O(dZ)} (2.20)

Desde que o vetor normal unitério a curva € definido por

n(s) = /|| ||

€ sua curvatura por

dt
k(s)=|—
() =151
temos que
s =0kn-e.dl+o(dl)-e (2.21)
Agora, usando (2.6), (2.15) e o fato que a curvatura de uma curva plana é dada por
_3
IR OR\?| °
k=——= |1 — 2.22
822 + ((%) ] ) ( )
na expressdo anterior, obtemos que
oy =0;— T erdl+0(dl) (2.23)
L diyo(dn-e (2.24)
0 .
7T

3

2 2172

= sza—R 1+ R dz+o(dz) (2.25)
072 0z
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2 2
< 1 . JdR oR
O termo | — | torna o modelo ndo-linear,porém, uma vez que (| — | < —— O mesmo
dz dz dz
*R _9*n
pode ser desprezado. Levando em considera¢do que — 92 = Fr obtemos uma expressao linear
para a componente radial dos esforcos longitudinais
82
=05 C 0 izt o(dz). (2.26)
Assim, a componente radial dos esforcos internos serd expressa por
E 7 2°n
9
fi.: = (flm‘l‘fzt) = 1—C2 R0d9+ (d9)+GZa—Z2dZ+0(dZ)

2.3 Equacao do movimento da parede
A massa do elemento dS da parede do vaso sob consideracao é

densidade x volume = phRd0dl = phoRyd0dl,

onde p ¢ a densidade da parede. A segunda igualdade deve-se a hipdtese de incompressibili-
dade. Do balanceamento de for¢as temos que

Fr=ma= f2Yo+ f° + I, + fouZQ,
onde
ZZ = /’lodz,ZQ = h()R()d@ e Zr = ||VFHRd9dZ (2.9)

representam as dreas da fronteira dV
2’1

ou seja, sendo —- a aceleracdo da parede e usando (2.7) e (2.8) temos que

82
SRohod6d:2 N =~ EM 6, +0(d8)+o PN 4 hoR d6 + o(dz)+
p 0rto Zatz - Ro(l—gz)n < Zatz npng <

+[(p — Pext) —2u(D(u)n) - e,||VF|[|RdOdz.
Dividindo-se a equagdo por d@dz e aplicando o limite quando d0 — 0 e dz — 0, obtém-se
que
P2 Lk 21— ouhobo 21 = (5 )R 2 (D) |V FR
p812 070 RO<1_C2)n z"0 031‘2 = \P — Dext u r .

Portanto, concluimos que o movimento da parede satisfaz a equagao

92 02
8_;21 — aa—zg +bn =c, (2.27)
R

O; Ehyg
Onde,a::,b:ﬁec:_
p PR;(1—C?) PRoho

[(p = pewt) = 21(D(w)n) -, [|[VF ]



CAPITULO 3

Modelo Unidimensional do Escoamento do Sangue
em Artérias

Neste capitulo construiremos um modelo unidimensional para descrever o fluxo sanguineo num
trecho de artéria onde ndo hd ramificacdo e € considerada sua interagdo com o deslocamento da
parede do vaso.

Do ponto de vista microscépio, biologicamente o sangue € composto por plasma, hemécia,
leucdcitos e plaquetas, ou seja, diversas substancias vivas, mas por outro lado, do ponto de vista
da Mecanica dos Fluidos, o sangue pode ser descrito como um meio continuo devido ao fato
de se deformar quando submetido a qualquer tensdo, por isso € considerado um fluido. Além
disso, em vasos longos, podemos desconsiderar as diversas moléculas em suspensao no sangue
e considera-lo isotrépico.

A elevada propor¢do de dgua no plasma permite classificar o sangue como um fluido new-
toniano e seu escoamento segue o regime laminar.

A derivagdo do modelo matemdtico do escoamento do sangue em artérias pode ser feita a
partir das Equacdes de Navier-Stokes (1.1) que modelam um fluxo newtoniano e incompres-
sivel qualquer, e de sua interacdo com o deslocamento da parede, cujo modelo é dado pela
equacdo (1.1). Para tal, consideraremos que a estrutura cilindrica do vaso permanece durante
o movimento de modo que o raio do vaso R depende apenas de z e ¢, e o deslocamento se da
apenas na direcdo radial n = ne,. Assim, a parede do vaso que faz fronteira com o dominio €,
ocupado pelo fluido serd descrita por

P ={(r,0,t): r=R(z,1),0 € [0,27) e (0,L)},
onde
R(z,t) = n(z,t) +Ro(z,1t0). (3.1)

Seja S = S(z,t) a se¢do axial com drea dada em coordenadas cilindricas por

A(z,t) = /rdrde = /OM /OerrdB = nR* = nt[n(z,1) + Ro(2)]? (3.2)

Assumiremos também que as componentes da velocidade ortogonais ao eixo z sdo muito peque-
nas quando comparadas com a componente u, € que sua expressao em coordenadas cilindricas
toma a forma

w,(r,z,t) = (1, 2,1)9 (ﬁ) , (3.3)

18



3.1 DERIVACAO DO MODELO 19

onde u € a velocidade média em cada se¢do axial e ¢ : R — R é um perfil de velocidade. A
velocidade média u é entdo dada por

<|

1
- /S u. do, (3.4)
onde do € um elemento infinitesimal de S. De (3.3) segue que

A:/S¢d6.

Uma de nossas varidveis de trabalho serd o fluxo médio, definido por
Q:/uZ do = Au. (3.5)
N
Como assumimos uma velocidade média em cada secdo, serd necessdrio corrigir os efeitos

locais da velocidade na equagao do movimento. Para o caso unidirecional de um fluido homo-
géneo, introduz-se um coeficiente de correcao do fluido o definido por

QAW = / u? do, (3.6)
S

que, em nosso caso, tomaremos constante.

3.1 Derivacao do Modelo

Considerando as hipéteses anteriores as equacdes de Navier-Stokes ao longo do eixo z podem
ser escritas na forma

du, . 1dp B
? + le(uZU) + Ea—z — VAI/!Z = 0, (37)
div (u) =0, (3.8)

comz € (0,L) et € (0,T), e sobre a parede do vaso a velocidade do fluido na parede ¢ igual a
velocidade da parede, isto €, em F@ a velocidade é dada por

dn
u=—=r1.
dt i

Seja V uma porgdo de €, entre z = z7* — % ez=27"+ %, com z* € (0,L) e dz > 0 suficien-

temente pequeno tal que z* — % >0ez" + % < L. A fronteira desta sec¢do serd denotada por

V= Fﬁ ur?, , onde F@ ¢ a fronteira que coincide com a parede do vaso sanguineo, e F]]; cor-
responde as fronteiras ficticias da entrada e saida do dominio V. Além disso, consideraremos
que a fronteira I'}, é impermeével (u-n = 0).
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F{I erT IF{
: o :
z 7%75 FAR z +%‘Z
ri

Figura 3.1 Representacio da secdo longitudinal na porcdo V.
Fonte: [2]

Obteremos nosso modelo por integrar as equacdes (3.7) e (3.8) sobre V e tomar o limite
quando dz — 0. Antes, porém, demonstraremos um resultado preliminar que é fundamental
para a integracdo dessas equacoes.

Lema 3.1.1. Seja f :_V x I — R uma fungdo axisimétrica com valor na parede F{; dado por f,.

— d -
Denotando por f e —f os valores médios da fung¢do f e da variacao de f com relagdo ao tempo

ot

respectivamente, segue-se que

o(fA)  df
oa Yo

Demonstragdo. Pelo Teorema do Transporte de Reynolds (A.0.4) (1.0.1) e o uso na sequéncia
do Teorema da Divergéncia (A.0.1) temos que

a’t/f /( f+dzv(fv)) (3.10)

:/ngv—%/ava-ndc,

onde v € a velocidade da fronteira de V,dV e é dada por

. Fp
v— {g emr}/ . (3.11)
em Y

+27RY . (3.9)

Pelo Teorema do Valor Médio para integrais (A.0.5) temos que

d —
dt/f av =SV (3.12)

d d
onde, z € (z —EZ,Z +EZ) e |V| é o volume.

Para dz suficientemente pequeno podemos considerar VV um cilindro de drea axial A(zZ").
Além disso, pelo Teorema de Taylor (A.0.6) temos que f(Z) = f(z*) + o(dz).
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Assim,
4@ (- G+ 5 ) 06) +olan)
(AT )+ oldz)].

dt/fdv_

d
dt
d
dt
Analogamente, obtemos que

af
ot

of

[ SV =467,

(z")dz+ o(dz) (3.13)

Levando em conta que 11 = ne, e (3.11) e o terceiro termo de (3.10) torna-se
/ fv~ndG:/ fie, ndo. (3.14)
9V I,

Por (3.14) e o Teorema do Valor Médio para integrais temos (A.0.5) que

2 %
/ Fie, ndo = / / FARAOdz

2 z*+%
—fp / / w dZdH

=21 f, (2 )NR(Z")dz+ o(dz) (3.15)
Substituindo (3.12), (3.13) e (3.15) em (3.10) obtem-se

d - af

AR (&)dzto(d2)] = A(Z) 5 -(27)dz+ 27 fp (2" )R()N (7)dz + o(dz).  (3.16)

Dividindo (3.16) por dz e passando o limite quando dz — O resulta em

I(fA) _ 9f

]

Comecaremos a deducdo de nosso modelo integrando a equacdo (3.8). Denotemos por S
e ST as fronteiras ficticias de entrada e saida da porgdo V, de forma que F{) =S UST. e sejam
também —e; e e, 0s vetores normais a estas superficies respectivamente.

Aplicando o Teorema da Divergéncia (A.0.1), e levando em consideracdo que a velocidade
em I'}, é dada por 7 temos

Oz/div(u) av= [ undo= / e, ch—/ (e, dcr—l—/ &.ndo, (3.17)
% Iy,
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onde usaremos o fato que a parede u = 1) = nje,. como as fronteiras sdo permeaveis, as duas
primeiras parcelas na expressdo acima representa a variacao de entrada e saida nas fronteiras

S”eSt
AQ:/ uZdG—/ udo.
s+ 5-

Por outro lado, fazendo f = 1 em (3.15) obtemos a expressio
/1"1’ Ne,-ndo =211 (z*)R(z")dz+ o(dz) (3.18)
%

e por meio do Lema (3.1.1) segue que

%_?(Z*) =271 (z")R(Z"). (3.19)

Assim, substituindo (3.19) em (3.18) e o resultado substituindo em (3.17), dividindo a ex-
pressao obtida por dz e aplicando o limite quando dz — 0, obtemos uma nova expressao para a
equacgdo de continuidade

J0 A
S tg, =0 (3.20)

Usaremos a mesma estratégia para a equacdo do momento (3.7) integraremos cada parcela
sobre V e consideraremos o limite quando dz tende a zero.

No primeiro termo, pelo Teorema do Transporte de Reynolds (A.0.4) e do Teorema da
Divergéncia (A.0.1) , temos

d

dt/uz dy = /—+dlv(uzu) dy

/ ouz / div(u,u) dV
/a“Z v+ [ wvndo
du,
—/ uv- ndC—i—/ u,v-ndf = /—dV (3.21)

pois u, = 0 na parede do vaso e v = 0 na parede ficticia por (3.11).
Utilizando a expressao (3.12) reescrevemos (3.21) da seguinte forma

du, _ d D
Y a_uz - E/V”Z dV = = [A(")u(z")dz + o(dz)] (3.22)

Como Q = Au,
du; 8Q( “Vdz+ o(dz). (3.23)

v dz 0z
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Agora, integrando o segundo termo de (3.7) temos

/div(uzu) dV:/ uZu-ndG:/ uu-(—e;) d0+/ uv-e, dc7+/ u,v-ndo
1% v - St rl,
(3.24)

e como dito anteriormente, u, = 0 na parede do vaso e v = (0 na parede ficticia, por (3.11), de
forma que a integral na ultima parcela € nula.

Assim, utilizando o Teorema do Valor Médio (A.0.5) e considerando também o fator de
corre¢cdo do fluxo médio dado em (3.6) temos

/div(uzu) dV = —/ u,? d6+/ u,> do
1% NE N

* dz —2 * dz * dz —2 * dz
=—0A —— - — A — — 2
o (Z 2)14 (z 2)+OC (z—l—z)u <z+2> (3.25)

JAW?
=« 8? (z")dz+o0(dz) (3.26)

onde mais uma vez fizemos uso do Teorema de Taylor (A.0.6) para a fungio Aw?.
Para a terceira componente da equagdo (3.7), com p é constante em cada secdo axial por
hipétese, segue do Teorema da Divergéncia (A.0.1) que

/@dV:—/ pd6+/ pd6+/ pn; do, (3.27)
v 0z - s+ rl,

pois as componentes dos vetores normais a S~ e ST sdo —1 e 1 respectivamente e 1, € a terceira
componente do vetor normal a parede do vaso F@. Assim,

ap . dz L dz . dz ., dz
/Va—de_A(z +7)p<z +?> —A(z —?)p<z —?>+/F€}pnzd0', (3.28)

Escrevendo n, = (0,0,1) - n temos que

O:/dz‘v(0,0,l)dV:/ (0,0,l)-ndcz/ nZdG:/ nzd6+/ ndo  (3.29)
% A% aV e rf

donde

/ nde':—/ n,do
Irr T/

Levando em considerac¢do que a pressao toma um valor médio no intervalo considerado, tome-
mos p(z) = p(z*) +o(dz), de forma que

/1"” pn, do = p(z*)/rp n, do +o(dz)

% v

= —p(z") /Ff n, dS+o(dz) (3.30)
%

=—p(z") {A (z* + %Z) —A (z* - %)] +o(dz) (3.3
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substituindo (3.30) em (3.28) obtemos que

aP dz . dz . dz . dz
/ dy = A( +?>p(z +?)—A<Z —?>p(z —E)
d d
—p(z%) {A (z + ;) —A (z* - EZ)} +o0(dz), (3.32)
e, pelo Teorema de Taylor (A.0.6) segue-se que

ap d(Ap)
v 9z v = 0z

(2")dz—p(z") g—?(z*)dz +o(d).

Aplicando regra do produto para derivada temos

9P gy — 40P

b9z 3. (z")dz+o(dz). (3.33)

Por fim, consideremos o ultimo termo da equagdo (3.7). Uma vez que Au, = div(Vu;), segue
do Teorema da Divergéncia (A.0.1) que

/AuZ dV = div(Vuy) :/ Vu,-nd{
% Vv

du
= [ 5% nas+ / 5%-nds+ [ Vundo
P J
/ P st [ 2 gs [ Vu.ndo (3.34)
st d7

—e, e —e, sd0 0s vetores normais as superficies S~ e ST respectivamente.

A fim de obtermos uma maior simplificacdo do modelo, supde-se que a variagdo da veloci-
dade do fluido ao longo do eixo longitudinal z € relativamente pequena quando comparada com
outros termos da equacdo. Assim, considera-se apenas a ultima integral de (3.34), de forma
que

/ Vu,-ndo = / (n/Vy, -er+nVy -e;)do, (3.35)
e e
v v

onde decompomos n seguindo as direcdes e, € e;.

et ——=, pode ser desprezada, que

0z

Como n;V; - e, é da mesma ordem da grandeza que o termo ——

resulta em

/ Au, dV = / nVu, e do (3.36)
Vv v,
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Calculamos Vu, através de (2.6):
(§i¢<>+a¢%@(§é5),%§¢+u¢ka(F%§§9)>
:({%awﬁﬁﬁﬁww)

R
‘R@¢@<1 <>)

Vi, = —0'(1) (R (2)) (337)

Substituindo (3.37) em (3.36)

[T /
/VAuZdV—/Fpnr@q) (1)(1,—R (2)) -&, do
Por (2.9) temos

/VuZdV 0'(1 )/ i dodz

* dz o
‘() / / 7 d0dz
z—l—dz

— 276 (1)/ #dz

z +d7
=279 (1)a(z")dz (3.38)

A partir da substitui¢do de (3.22), (3.24), (3.32) e (3.37) em (3.7), temos a equagdo final do
movimento, com p € V constantes

%—?(Z*)dz+aa(3zﬁ2)( “)dz +A(3p( )+ V@ (1)u(7")2rdz = 0.

Dividindo por dz e tomando o limite quando dz — 0, obtemos

90 = JAW* Adp ...
E+aa—z+55—¢(l)u27ﬂ}—0

ou

00  JAW* Adp

S gt g K0, (3.39)
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onde, K = —27r¢>/ (1)V é o parametro de friccdo que depende do perfil de velocidades escolhido.
Com « constante e u = % temos

90 9 (Q*\ Adp O
Assim, a partir de (3.19) e (3.40) temos o sistema
Jd0 JA
8_Z+§_O (3.41)
90 9 (0*\ Adp O

que descreve o escoamento unidimensionais do sangue nas grandes artérias, onde A, Q e p sao
as incégnitas desse problema.

Como o numero incégnitas de desconhecidas excede o numero de equagdes, uma alternativa
comum para o sistema € proporcionar uma relag@o algébrica entra a pressao e p e a drea do vaso
A.

Por exemplo,

P = Pea+B(VA—/Ay),

VThoE
(1 — V2)A0
respectivamente, E(x) sendo o médulo de Young, p.,, a pressdo externa e v a razao de Poisson.

com f3 = ,onde hy e Ag = Ap(x) denotando a expessura do vaso e a drea seccional,



Consideracoes

Com objetivo deste trabalho alcangado, que foi a constru¢ao de um modelo unidemensional
baseado em [2], pudemos comprovar o quao dificil e complexo é a modelagem do fluxo san-
guineo em artérias, mesmo fazendo algumas simplificacdes nas condi¢des bioldgicas, porém
ndo € impossivel. Ressaltamos a importincia e utilidade da modelagem unidimensional por seu
custo computacional ser menor e também servir de base para o testes e obten¢do de parametros
para modelos em dimensdes maiores.

Nao foi objetivo deste trabalho a simulagdo computacional, contudo deixamos como pla-
nos futuros a implementagdo deste modelo. E a motivacao para outros alunos da graduagao
seguirem na area ou area afim.
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APENDICE A

Resultados auxiliares

Coletamos aqui os principais resultados matematicos utilizados na dedu¢ao do modelo preten-
dido. Comecamos com trés teoremas vistos em geral num curso de Célculo III. O primeiro
estabelece uma relagdo entre uma integral da derivada de uma fung¢do sobre uma regiao tridi-
mensional e a integral da funcdo sobre a fronteira dessa regido.

Teorema A.0.1. (Teorema da divergéncia)
Seja V € R" uma regido fechada, limitada e regular em R® com fronteira dV, e seja u um
campo vetorial continuamente diferencidvel num conjunto aberto que contémV e dV . Entdo,

/Vdiv(u) dV:/aVu-ndC,

onde n é a funcdo vetor normal unitdrio apontado para foradeV .
Demonstragdo. Ver [8] L]

O segundo teorema nos informa as integrais de uma fun¢do f apds uma mudanca de varia-
vel. Joga papel fundamental o Jacobiano da funcao realiza a mudanca de varidvel.

Teorema A.0.2. (Teorema Mudanga de Variavel)

Seja A C R"™ um conjunto aberto e limitado e seja ¢ : A — R" uma aplicacdo injetiva de
classe C'. Suponha que a matriz Jacobiana Jo(x) # 0 e det(Jo(x)) € limitado para todo x € A.
Sedp(A)=V e f:VCR"— R"éintegrivel, entdo tal é (f o g)det(J@) sobre A e

| rav= [ =(roguerro)ag

onde dV e d& sdo elementos de volume emV e A, respectivamente.
Demonstragdo. Ver [10] O

Ja o terceiro resultado estabelece que a variacao no tempo do Jacobiano de um fluxo f é
proporcional ao divergente do campo de velocidades u.

Lema A.0.3. Seja f : Q9 C R® — Q, C R? continuamente diferencidvel e seja u o campo de
velocidades desse fluxo. Entdo
dJ

E =J diV(lI),

onde J =det(Jf).
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Com base nesses resultados provamos um resultado fundamental em dindmica de fluidos.
Considere o fluxo ¢ : Qy — Q, tal que ¢(&) = x(&,7), onde x(&,1) é o vetor posi¢do em €
num determinado tempo ¢.

Teorema A.0.4. (Teorema do transporte de Reynolds)
Considere Vy € Qg e V; € ; a imagem sob as aplicacoes M;. Seja f : € x I = R uma
funcgao continua e diferencidvel relativamente a x e t. Entao,

dt/f /(—f+dw(fu) dx>

Demonstragdo. Pelo Teorema (A.0.2) obtem-se a seguinte relagdo:

d

d
s =Eku%wﬁ,

onde f: (fog)(&,r) e é oJacobiano da mudanga de varidveis. Como Vy ndo depende de 7,
pode-se fazer

G renaz= [ Lo ac.

Aplicando a regra do produto para derivadas e com base no Lema (A.0.3), obtém-se

/v(,%((fogmdg:/vo( (];tg)H( 0g)— )dé ((f g)J+(fog)dzvu>Jd§
(A.1)

Através do Teorema (A.0.2), tem-se a seguinte relagdo:

d(fog) _[daf
/V T JdE = /V . (A.2)

Usando (A.1) em (A.2), obtém-se

/VI(‘;—J;Jrfdivu)dx:/%(%Jru-wdivu)dx
9
:/Vt<a—{+div(fu)) dx

O

Na sequéncia, enunciaremos o Teorema do Valor Médio para Integrais e o Teorema de
Taylor, bastantes utilizados em nossas aproximacdes para a deducio de nosso modelo
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Teorema A.0.5. (Teorema do valor médio para integrais)
Se f: A — R é continua e A tem volume e é conexo e compacto, entao existe um xy € A tal
que

[ 100 dx= fGxoa),
onde v(A) é o volume de A.

Demonstragdo. Ver [7] [l

Teorema A.0.6. (Formula de Taylor com o resto de Lagrange)
Seja f : [a,b] — R de classe C"~1, n vezes derivdvel no intervalo aberto (a,b). Entdo existe
¢ € (a,b) tal que

)= @)+ F@o-a o+ 2Dy 4 L

Pondo b = a+ h, isto equivale a dizer que existe 8, com 0 < 0 < 1, tal que

n—1 a
flath)=f(a)+F@m) -+ T — D

1 ko)
(n—1)!

n!

(n)".

Demonstragdo. Ver [7] O
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