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Resumo

Neste trabalho é apresentado o estudo e a construção de um modelo unidimensional para o
fluxo sanguíneo num trecho de artéria baseado em Caiado, 2006 [2]. Considerando a importân-
cia do sistema cardiovascular para o ser humano e levando em consideração o fato que doenças
cardiovasculares ocupam as primeiras posições no ranking das doenças que mais ocasionam
mortes no mundo, pesquisadores de diversas áreas passaram a pesquisar e dedicam-se ao es-
tudo da hemodinâmica, a fim de obter resultados que ajudem no avanço do tratamento dessas
doenças, impulsionando uma melhoria na qualidade de vida da população. Como é um sistema
vivo, muitos fatores influenciam no comportamento do sistema como a pressão, a velocidade, a
geometria do vaso, a composição do sangue e as forças físicas que sob ele atuam, por isso sua
modelagem é um tanto quanto complexa, neste sentido é viável a um modelo em uma dimen-
são, além do fato que seu custo computacional é menos oneroso que os demais e também serve
de base para se obter parâmetros para modelos tridimensionais.

Palavras-chave: Sistema cardiovascular, Equações de Navier-Stokes, Modelo 1D.
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Introdução

O Sistema cardiovascular tem como função básica levar material nutritivo e oxigênio as
células do corpo e remover resíduos e substâncias tóxicas destas. Divido em: sistema san-
guíneo que é composto por vasos condutores de sangue (artérias, veias e capilares) e coração;
sistema linfático composto pelos vasos condutores de linfa (capilares linfáticos, vasos linfáti-
cos e troncos linfáticos) e por órgãos linfóides; e os órgãos hemopoéticos representados pelos
órgãos linfáticos primários (médula óssea vermelha).

É um sistema fechado que não se comunica com o exterior, e é composto por tubos, de-
nominados de vasos e no seu interior circulam humores, denominado sangue e linfa, para que
o sangue circule através dos vasos, há um orgão central, o coração, que funciona como uma
bomba contrátil-propulsora, com peso entre 280 e 340g que pode pesar mais quando é exigido
dele um esforço contínuo, como por exemplo atletas.

O sangue é um tecido fluido, formado por uma porção celular composta por glóbulos ver-
melhos ou eritrócitos, glóbulos brancos ou leucócitos e por plaquetas; que circula num meio
líquido, o plasma, que é constituída por 92% de água, os 8% restantes são proteínas, sais e
outros constituintes orgânicos em dissolução. As trocas entre o sangue e os tecidos ocorrem
em extensas redes de vasos de calibre reduzido e de paredes muito fina, denominados por ca-
pilares.

A circulação sanguínea ocorre por meio de duas correntes sanguíneas que partem do cora-
ção ao mesmo tempo: a primeira, circulação pulmonar sai do ventrículo direito e se dirige
aos capilares, onde há a troca de CO2 por O2; a segunda circulação sistêmica sai do ventrículo
esquerdo pela artéria aorta e chega nos tecidos do organismo, onde existem extensas redes de
vasos capilares onde se processam as trocas entre os tecidos e o sangue.

Figura 1 Circulação sanguínea.
Fonte: [2]
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INTRODUÇÃO 2

As artérias, definidas por Aristóteles em 350 a.C. como sendo tubos contendo ar (do grego
aer, ar, e terein conter) artérias são vasos cilindróides, elásticos onde o sangue circula centri-
fugamente em relação ao coração. Podem ser classificadas em: artérias de grande, médio e
pequeno calibre e arteríolas. As artérias possuem elasticidade a fim de manter o fluido sanguí-
neo constante

Segundo a Organização Mundial de Saúde (OMS) e a Organização Pan-Americana da
Saúde (OPAS), doenças cardiovasculares estão no ranking de 2018 das doenças que mais ma-
tam no mundo, tendo a cardiopatia isquêmica e o acidente vascular cerebral (AVC) ocupando
a primeira e a segunda posição, respectivamente, responsavéis por 15,2 milhões de óbitos em
2016, essas doenças estão no ranking das principais causas de morte global nos últimos 15
anos. Dessa forma, o conhecimento do sistema cardiovascular e sua mecânica tem se tornado
uma necessidade.

A hemodinâmica, área da biomecânica que estuda a circulação do sangue, tem sido es-
tudada desde 1742 por Euler, considerado o pai da hemodinâmica, mas nos últimos anos a
comunidade científica, tem despertado o interesse em estudar problemas biológicos que po-
dem ser modelados a partir de ferramentas matemáticas, físicas e computacionais, a fim de
obter um avanço no tratamento de doenças: por exemplo, existem modelos matemáticos para
a coagulação do sangue e para a modelagem do câncer no sangue (leucemia), e também como
ferramentas computacionais é possível prever o comportamento da pressão sanguínea no pro-
cedimento de angioplastia ou o surgimento de aneurismas.

Nesse contexto, um modelo unidimensional é útil por ser menos oneroso computacional-
mente e por trazer resultados bastante satisfatórios sobre as características do fluxo sanguíneo
no nível de intervenções médicas específicas como os casos de estreitamento de um segmento
de artéria pela colocação de um stent(pequena prótese que pode ser colocada no interior de uma
artéria para evitar a obstrução dos vasos sanguíneos). Álem disso, modelagem numérica, ofe-
rece uma alternativa para estudos experimentais de forma não invasiva e podem ser adaptados
para simulação de propagação de ondas numa rede arterial (por impor condições de interface
nos pontos de ramificação) ou para se obter condições de fronteira em modelos tridimensionais.

Nessa linha, o trabalho objetiva a construção de um modelo unidimensional do fluxo san-
guíneo em um segmento de artéria artérias baseado na dissertação de Caiado, 2006 [2], sendo
divido em três capítulos. No primeiro tratamos da definição de um fluido qualquer e da obten-
ção das equações que governam seu movimento, ditas Equações de Navier-Stokes; no segundo
estudamos o deslocamento da parede do vaso sanguíneo construindo um modelo para este mo-
vimento; e finalizamos nosso trabalho considerando o fluxo sanguíneo em artérias, adaptando
as Equações de Navier-Stokes para o sangue, levando em conta sua iteração com a parede do
vaso.



CAPÍTULO 1

Equações do movimento de um fluido

Um fluido é qualquer substância que se deforma continuamente quando sujeito a uma tensão
de cisalhamento, não importando quão pequena seja essa tensão. Chamamos de tensão τ a
força F aplicada numa determinada região por sua área A, isto é τ = F/A. Quando a força é
tangencial à região, dizemos que a tensão é de cisalhamento, e se for perpendicular chamamos
de pressão.

As equações serão deduzidas a partir de um elemento de fluido Ω que embora pequeno,
contém um número suficiente de moléculas de forma que as propriedades macroscópicas do
fluido, como a viscosidade, densidade, pressão e velocidade, não sejam influenciadas pelas
propriedades de moléculas individuais.

Seja Ω0 ⊂R3 o domínio ocupado pelo fluido num tempo inicial t = 0 e seja Ωt a porção do
espaço ocupado pelo fluido após um tempo t. A velocidade é a principal quantidade cinemática
e é expressa por meio de um campo vetorial u = u(t,ξ ) definida por

u(t,ξ ) =
∂

∂ t
x(t,ξ )

Figura 1.1 Mapeamento lagrangeano.
Fonte: [6]

Há dois modos distintos de descrever o escoamento de um fluido. O primeiro, chamado
de descrição lagrangeana, acompanha a trajetória de cada partícula ao longo do tempo, calcu-
lando as grandezas de escoamento ao longo das posições por onde passa a partícula, isto é, ao
longo da sua trajetória. Por exemplo, a variação da velocidade u = u(t,X) da partícula ξ num
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CAPÍTULO 1 EQUAÇÕES DO MOVIMENTO DE UM FLUIDO 4

ponto X é dada por

∂

∂ t
u(t,x) =

∂ 2

∂ t2 (t,ξ ),

onde x(ξ , t) representa a posição da partícula no tempo. O segundo modo, é a visão euleriana,
que calcula as grandezas a partir de pontos fixos do espaço, por onde passa o fluido ("pontos
de monitoramento").

Notemos, que neste caso, a variação da velocidade depende do tempo, mas também da
posição inicial ξ , de modo que agora esta variação é dada em termos da derivada material1
Seja f : I×Ωt → R derivável num ponto x ∈Ωt . Então

D
Dt

f (t,x) =
d
dt

f (t,x(ξ , t))

=
∂ f
∂ t

+
3

∑
j=1

∂ f
∂x j

(t,x)
∂xi

∂ t

=
∂ f
∂ t

(t,x)+u(t,x) ·∇F

Em particular, a derivada material do campo de velocidades u(t,ξ ) é dado pelas derivadas
materiais de suas componentes. Assim, se u(t,x) = (u1(t,x),u2(t,x),u3(t,x))

Du
Dt

=

(
Du1

Dt
,
Du2

Dt
,
Du3

Dt

)
=

(
∂u1

∂ t
+u ·∇u1,

∂u2

∂ t
+u ·∇u2,

∂u3

∂ t
+u ·∇u3

)
=

(
∂u1

∂ t
,
∂u2

∂ t
,
∂u3

∂ t

)
+(u ·∇u1,u ·∇u2,u ·∇u3)

=
∂u
∂ t

+(u ·∇)u,

representa a aceleração do fluido na visão lagrangeana.
Para a derivação das equações básicas de escoamento de um fluido, nossa principal ferra-

menta é o Teorema de Transporte de Reynolds (A.0.4) que diz o seguinte:

Teorema 1.0.1. Sejam V0 ⊂ Ω0 e Vt ⊂ Ωt sua imagem após um tempo t. Seja f : I×Ωt → R
uma função diferenciável com respeito a ambos x e t. Então

d
dt

∫
Vt

f (t,x) dV =
∫

Vt

[
D f
dt

+ f div(u)
]

dV

=
∫

Vt

[
∂ f
∂ t

+div( f u)
]

dV.

1Também chamada de derivada substancial é uma derivada tomada ao longo de um caminho movendo-se com
velocidade v, e é frequentemente utilizada em mecânica dos fluidos e mecânica clássica.



CAPÍTULO 1 EQUAÇÕES DO MOVIMENTO DE UM FLUIDO 5

Nossa primeira equação, dita equação de continuidade, será consequência do princípio
de conservação de massa que estabelece que a massa não é criada nem destruída durante o
movimento.

Seja ρ : It → R a densidade do fluido, suposta estritamente positiva, de forma que sobre
cada Vt ⊂Ωt , ∫

Vt

ρ(t,x)dV = m(Vt)

é a massa material contida em Vt . Seguindo o princípio de conservação de massa e usando o
Teorema (1.0.1) (A.0.4), temos que

0 =
d
dt

∫
Vt

ρ(t,x)dV =
∫

Vt

[
∂ρ

∂ t
+div(ρu)

]
dV.

Como Vt foi arbitrário, segue que
∂ρ

∂ t
+div(ρu) = 0.

Esta é a equação de continuidade. Em particular, quando ρ é constante, obtemos que

div(u) = 0.

e dizemos que o fluido é incompressível.
Agora, seguindo [6] , o princípio de conservação de momento linear expressa a segunda

lei de Newton que diz que a taxa de variação temporal do momento de uma partícula, d
dt (mu),

é igual a resultante das forças que agem sobre essa partícula.
Há dois tipos de forças agindo sobre um fluido:

• Forças de campo que agem sobre a massa de um fluido como um todo (sobre cada ponto
de um elemento de fluido). Um exemplo são as forças de gravidade e eletromagnéticas.
Elas tem a forma

∫
Vt

ρf dV .

• Forças de superfície que agem apenas sobre a superfície do elemento de fluido. São
devidas a pressão exercida sobre o fluido por um elemento exterior e as tensões viscosas
normais e de cisalhamento, provocadas pelo atrito com os elementos de fluido adjacentes
em movimento.

A viscosidade é a propriedade que traduz a resistência que um fluido oferece quando sujeito
a tensões. As tensões viscosas normais tendem a esticar ou comprimir o elemento de fluido Fig.
(1.2) (a), enquanto as de cisalhamento tendem a deformar o elemento Fig. (1.2) (b).

Figura 1.2 (a) Tensões normais (b) Tensões de cisalhamento
Fonte: [6]



CAPÍTULO 1 EQUAÇÕES DO MOVIMENTO DE UM FLUIDO 6

Consideremos o escoamento laminar de um fluido, entre duas placas planas se separadas
por uma distância ∆y, isto é, supomos que o fluido se desloca em camadas muito finas(lâminas)
deslizando uma sobre as outras. Ver Fig (1.3).

24 . Ticniu Computocionais parc Dinilmiu dos Fluiclos

serem corretarnente aplicadas e fornecerem resultados representativos.
.A' mat€ria existe em basicamente dois estados, s6lido e fluido, este riltimo normal-

mente dividido nos estados lfquido e gasoso. os s<ilidos diferem dos fluidos na dista,ncia e
magnitude do movimento de suas mol6culas. Os s<ilidos apresentam estrutura molecular
coesa' Essa coesdo d menor nos lfquidos e pequena nos gases, fato que explica o porquo
de o s<ilido ser rigido e de um liquido ou um g6s assumir a forma do recipiente que os
contdm.

outra caracteristica que diferencia sdlidos de fluidos 6 que os primeiros podem su-
portar forqas que causem tens6es3 de cisalhamento, que nio causem ruptura do material,
enquanto que fluidos sdo incapazes de resistir a elas. Em resposta a essas tensdes. os
fluidos se deformam e escoam.

A partir de obser'aq6es experimentais, pode.se dividir o escoamento de fluidos
em dois ripos: laminares e turbdentos. Escoamentos laminares sdo aqueles nos quais
camadas muito 6nas (ldminas) de fluido parecem deslizar umas sobre as outras (ver
figura l-2). J6 os escoamentos turbulentos consistem -em um movimento caritico ou
desordenado de partfculas de fluidos individuais" (vennard & street, rgTg). Deve-se
salientar que "laminar" ou "turbulento" ndo sdo propriedades intrfnsecas do fluido, mas
um estado em que ele se encontra devido as condig6es do escoamento-

Figura 1.2. Escoamento lmina de um fluido movendese com velocidad€ u.

Dois exemplos ilustram esses diferentes escoamentos. o primeiro d o da fumaga
que sai do pavio de uma vela recdm-apagada. observa-se, iniciarmente, que a fumaga
sobe de forma ordenada, como uma "coruna" - escoamento laminar. Apds uma certa
distancia, a turbuldncia aparece e a fumaga apresenta movimentos aparentemente are-
at6rios, caracterizados por v6rtices, tamb6m conhecidos como .,redemoinhos".

Outra experi€ncia pode ser feita com uma torneira. Ao se abrir bem pouco uma
torneira, a 6gua cai como uma "coluna de gero" - escoamento raminar. Ao abrirmos
mais a torneira, vemos que essa coluna eventualmente se desfaz, dando origem a um
escoamento mais complexo, o escoamento turbulento.

um dos fatores mais importantes no escoamento do fluido 6. a pnssdo, definida
como a forqa aplicada sobre uma superffcie. A diferenEa de pressio entre pontos distintos
6 uma das causas mais comuns do escoamento de fluidos: o fluido escoa da regiio de
pressio alta para a de baixa. No sistema internacional de unidades (sI), adotado neste
livro, a unidade de pressdo 6. o pascal (pa), que equivale a I N/m2.

Nesse ponto, 6 conveniente definirmos tr€s termos muito empregados em relagao

3. Tensdo reprsenta o quociente entre o modulo de uma forqa e a drea sobre a qual ela age.

lntrodugd,o .

ao escoamento de um fluido. O primeiro € a aazdo, que representa o volume da massa que
atravessa uma seqao reta, por unidade de tempo. Assim, por exemplo, pode.se dizer que
uma tubulaqSo de dgua tem uma razdo de 5 m3/s. Define-se vazda de massa, ou descarga,
a quantidade de massa que crrLza uma seqSo reta, por unidade de tempo. Finalmente,
o fuzo representa a quantidade de uma grandeza ffsica que cruza urha dada 6rea por
unidade de tempo. Mais detalhes sobre fluxo ser5o vistos na segdo 5.2.

Considere-se um escoamento laminar entre as duas chapas planas mostrada^s na
figura 1.3. As chapas s5o separadas por uma distincia Ag. A chapa inferior permanece
em repouso enquanto que uma forga tangencial F traciona a chapa superior, que se

desloca da esquerda para a direita com velocidade u. .A, forqa F gera uma tensdo de
cisalhamento r entre a chapa superior e o fluido adjacente a ela. um bloco de fluido
(linha cheia), inicialmente em repouso, ser6 acelerado e se deformard (linha tracejada).
Para muitos fluidos, obserla-se, experimentalmente, uma relaqdo linear entre a tenseo de
cisalhamento r e a, tara de deformagdo fr das laminas de fluido:

Auto a,
ou, no limite Au, Ay -r 0,

Quanto maior a taxa de deforma46o ft, p^ru um mesmo fluido, maior a tensdo de
cisalhamento aplicada sobre o fluido e vice.versa.

^rii
Y:r0

x_ F*

Figura 1.3. Deforma4So (linha tracejada) de um fluido, originalmente em repouo (linha cheia),
rcb o efeito de uma tensSo de cisalhmeuto r.

Isaac Newton sup6s que a constante de proporcio.alidade entre r e a taxa de defor-
magSo fosse uma propriedade do fluido, a qual ele denorninou de uiscosidade. portanto,

( 1.2)

A constante p, denominada coeficiente de viscosidade do fluido, d tambdm co.he-
cida como uiscosidade dindmica ou moleatlar*, cuja unidade, no SI, 6 o pa.s, tamb6m

4. A viscoidade cinemi.tica r, vista na equaqio l.l, d definida como , = p/p. No SI, lvl = m2 /s-

25

du
TX-

(ty

du

d.y

Figura 1.3 Deformação de fluido.
Fonte: [6]

Enquanto a placa inferior permanece em repouso a superior recebe uma força tangencial
F, de forma que esta se desloca com uma velocidade v e gera uma tensão de cisalhamento no
fluido, deformando-o (ver figura). Para muitos fluidos, verifica-se que a tensão τ é proprorcio-
nal a taxa de deformação ∆v

∆y das lâminas de fluido

τyx = µ
dv
dy

,

onde µ é o coeficiente de viscosidade. Fluidos que satisfazem essa propriedade são ditas flui-
dos newtonianos. A notação τi j significa que a tensão está agindo na direção j sobre a super-
fície perpendicular i. Pode-se provar que, para dimensões maiores,

τi j = µ

(
∂ui

∂xi
+

∂u j

∂x j

)
, (1.1)

ou seja, as deformações em ambas direções contribuem para o valor de τi j.
Tomaremos um elemento de fluido bidimensional, com área (∆x),(∆y) e centrado no ponto

(x,y), para ilustrar a ação das forças superficiais na direção x. Ver figura (1.4).

240 . Ticnius Computocionois pora Dindmia tlos Fluidos

(a' G)

Figura 5.8. Efeito dm tens@s normais (a) e de cisalhmento (b) sobre umelemento Ol 
lltll-l

teseo normal tende a Giicil ou comprimir o elemento, enquanto que a de cisalhmento tende

a deform6-[o.

"r,-k;s,

Eqwg6es de Natier-Stokes . 247

No limite 62,6y -+ 0, essa forga vale

(-Y * *.) * ay +\ a, ay
\ dc iJx/ - dv

Finalmente, escrevendo a segunda lei de Newton na diregSo c, vem

o dx du ': = (-Y* *=) dt dy *a!= 6" ds + pF, dx. dy, -- .Dt. \dr or/ oa
Nt*"t 

A."t".-r"gao

com pF, dc dy sendo a componente da forEa de campo na diregSo c. Simplificando a

expressSo anterior, temos

,# = -'#** *fi *,r. (5.23)

A equagSo 5.23 descreve a conservaqdo de momento na direqdo z. A equa4do

correspondente na direqio y 6:

""1 t' bIt
-.

Figura 5.9. Tensdes normais e tangenciais na diregdo r sobre um elemento de fluido'

algebricamente- Portanto, a forqa resultante na direqio r sobre o elernento de fluido €

dada por:

o Faces esquerda e direita:

fl dnl,- t / x' I \'l

i(r - u"sita'r) - (',' - ff ttt'\ )l{aut 
+

I / dpl...\ . / {- r \'l

f- k. #'rtta) + (r"+ #;(u'\)i(ov) =

= (_y* q=) (rir)(dy)
\ dt or/

. Faces superior e inferior:

( _ dr,t. ! \ / 6'* t,tut) 
1611 = 

dlu" 
1a";10y1- (',' - "-#;(6v))(rir) + (z'" + i;r\-v' ) v'' dv

.4, forga de superficie resultante na direq5o r 6

(-y *P) tu"rrorl* $ir,ttar)\ 'it 6x /' oY

(5.24)

As equaq6es 5.23 e 5.24 esteo na formz ndo-consentatiad. Em geral, as equag6es

escritas na forma consenatiua apresentam melhores propriedades num6ricas do que as

escritas na forma nio.conservativa. Para podermos escrever as equa46es anteriores na

forma conserlativa, somamos ao lado esquerdo de (5.23) e (5.24) a equa46o da continui-

dade 5.15, multiplicada pela velocidade u e u, respectivarnente. Essa soma n5o altera

o valor num6rico do lado esquerdo das equaqdes, ji que a equa4io da continuidade vale

zero. Para a equaqSo de momento na direqAo t, temos

,H= -H** *tu * oru

Du lAp . 0(p) . Abr)1PDt*ulat* a, * aa J

equasio da continuidade = 0

A@") . A0""'), 0(puu) 0(pu), n, -..,,,: : i 

- 

T ----:- = ---;:-- r r 1Pur7ot or oy or

A@u) -r 0(su2) n 0(puu) : _A. * 0!,, * 0T:, 
+ op-At 0x 0a 0x 0r 0g

A@u) , A@r'\ , O(rr.r) 0p 1ruo Or"u-# * -T * -T = -fr* --t * t * rpu

6p r-P-Ft**

' 
&- lr- +"" - -E; t*

6p r^+P+fi*
4 rs+ 

*;*

O mesmo pode ser feito para a equaqi.o de momento na direE6o y. O resultado s5o as

equaqoes:

(5.25)

(5.26)

(5.27)

que, juntamente com as equaEdes da continuidade e energia, sdo denominadas equagdes

de Nauier-Stokef.

7. Cf. secio A.3.
S.Esrritamente falando, e equa4des de Navier-Stoks sio apen6 s equag6s de momento 5-26 e5.27.

Na literatura, por6m, 6 comum encotrtremos a exprsio 'equa46es de Navier-Stoks" referindese rc
conjunto formado pelro equaqde de momento, continuidade e energia.

L

i
I
i
t
I

I

I

i
i

I

I

I

Figura 1.4 Tensões normais e tangenciais na direção x sobre um elemento de fluido.
Fonte: [6]

Uma vez que os campos P e τ variam suavemente, podemos expandi-lo em série de Taylor
em torno dos pontos do centro (x,y). Assim,
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P
(

x− ∆x
2
,y
)
= P(x,y)− ∂P

∂x
(x,y)

∆x
2

+o(∆x),

P
(

x+
∆x
2
,y
)
= P(x,y)+

∂P
∂x

(x,y)
∆x
2

+o(∆x),

τxx

(
x− ∆x

2
,y
)
= τxx(x,y)−

∂τxx

∂x
(x,y)

∆x
2

+o(∆x),

τxx

(
x+

∆x
2
,y
)
= τxx(x,y)+

∂τxx

∂x
(x,y)

∆x
2

+o(∆x),

τyx

(
x,y+

∆y
2

)
= τyx(x,y)+

∂τyx

∂y
(x,y)

∆y
2

+o(∆y),

τyx

(
x,y− ∆y

2

)
= τyx(x,y)−

∂τyx

∂y
(x,y)

∆y
2

+o(∆y).

Para obtermos as forças que agem sobre o elemento do fluido, basta multiplicarmos as
tensões pelas respectivas áreas sobre as quais elas atuam e somar os resultados algebricamente.
Portanto, a força resultante na direção é dada por

Fx =

(
−∂P∆x

∂x
+

∂τxx

∂x
∆x
)

∆y+
(

∂τyx

∂y
∆y
)

∆x.

Aplicando a segunda lei de Newton na direção x, temos que

massa x aceleração = forças superficiais + forças de campo

ρ∆x∆y× Du
Dt

=

(
−∂P

∂x
+

∂τxx

∂x
+

∂τyx

∂y

)
∆y∆x+ρ fx∆x∆y,

donde, dividindo-se por ∆x e ∆y e aplicando o limite quando ∆x→ 0 e ∆y→ 0, obtemos

ρ
Du
Dt

=−∂P
∂x

+
∂τxx

∂x
+

∂τyx

∂y
+ρ fx. (1.2)

Analogamente, as forças superfíciais na direção de y fornecem a equação

ρ
Dv
Dt

=−∂P
∂y

+
∂τyy

∂y
+

∂τxy

∂x
+ρ fy. (1.3)

Logo, manipulando as equações (1.2) e (1.3) temos que

ρ
Du
Dt

=−∂P
∂x

+div(τxx,τyx)+ρ fx

ρ
Dv
Dt

=−∂P
∂y

+div(τxy,τyy)+ρ fy.
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Como div(PI) = ∇P, segue da substituição de (1.1) nas equações acima que

ρ
Du
Dt

= div(PI)+2µ div


1
2

(
∂u
∂x

+
∂u
∂x

)
1
2

(
∂u
∂y

+
∂v
∂x

)
1
2

(
∂v
∂x

+
∂u
∂y

)
1
2

(
∂v
∂y

+
∂v
∂y

)
+ρf,

onde o divergente é tomado em cada linha.
Portanto, o momento linear do elemento de fluido pode ser expresso por

ρ
Du
Dt

= div(T )+ρf, (1.4)

com

T = PI +2µD(u), (1.5)

e

D(u) =
1
2
(∇u+∇uT ).

Em componentes

Di j(u) =
1
2

(
∂ui

∂x j
+

∂u j

∂xi

)
.

Finalmente de (1.4) e da definição de derivada material, obtemos que

ρ
Du
Dt

+ρ(u ·∇)u+∇P−2µdiv(D(u)) = ρf (1.6)

Desde que ρ é constante e div(∇u) = ∆u e div(D(uT )) = ∇(div(u)) = 0 (supondo um
fluido incompressível), chegamos que

Du
Dt

+(u ·∇)u+∇p−V∆u = f (1.7)

onde p = P
ρ

é uma pressão escalar e V = µ

ρ
é dita a viscosidade do cinemática. Embora (1.7),

junto com div(u) = 0, constituem as equações de Navier-Stokes padrão, em nosso trabalho
utilizaremos as equações (1.6) ou (1.7), conforme a conveniência.



CAPÍTULO 2

Movimento da parede

O deslocamento do sangue nas grandes artérias é influenciado por seu comportamento elástico,
esta é compostas por muitas camadas de tecidos com características diferentes, em particular,
destacamos três camadas:

• Camada adventícia: camada externa que suporta a estrutura física da artéria.

• Camada média: responsável pela elasticidade.

• Camada intima: contato direto com o sangue.

Figura 2.1 Vaso sanguíneo.
Fonte: [2]

Estudaremos o movimento da parede de uma seção de artéria onde não há ramificações.
Para, isso, admite-se as seguintes hipóteses:

• H1 - A geometria da parede do vaso toma a forma de um cilindro circular, de forma
que usaremos coordenadas cilíndricas (r,θ ,z) com os correspondentes unitários er,eθ ,ez,
conforme figura (2.2)

• H2 - O deslocamento da parede do vaso ocorre no sentido radial er.

• H3 - A expessura da parede do vaso é relativamente pequena que permite supor a parede
como uma superfície sem expessura.

• H4 - As componentes das tensões ao longo da direção normal n são desprezadas.

9
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• H5- A parede do vaso é incompressível, ou seja, o seu volume não muda no desloca-
mento.

• H6 -A parede do vaso tem seu comportamento elástico linear, de forma que os gradientes
de deformação são relativamente pequenos.

Figura 2.2 Seção de artéria com os principais parâmetros geométricos.
Fonte: [11]

2.1 Geometria do vaso

Para derivação do modelo matemático da parede da artéria é necessário levar em considera-
ção a forma geométrica da parede. De acordo com a hipótese H1, onde admite que o vaso tem
forma cilíndrica, é conveniente utilizar o sistema de coordenadas cilíndricas. Considerando
(x,y,z) ∈ R3, com ex, ey e ez a base canónica de R3, os sistemas de coordenadas cartesianas
(x,y,z) e cilíndricas (r,θ ,z), ambas num cilindro de raio r, estão relacionados por

x = r cosθ

y = r sinθ

z = z
⇔


r =

√
x2 + y2

θ = arctan y
x , x 6= 0

z = z
, (2.1)

Pela hipótese H1, levando em consideração a estrutura cilíndrica da artéria, adota-se que a
configuração inicial Γ

p
0 correspondente a parede do vaso, é um cilindro com raio r = R0(z), isto

é

Γ
p
0 {(r,θ ,z) : r = R0(z),θ ∈ [0,2π), z ∈ [0,L]} .

sendo L o comprimento do elemento da artéria, o eixo longitudinal se encontra alinhado com a
coordenada z e cada plano z = z constante define uma seção axial. Ver Fig. (2.3)
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Figura 2.3 Configuração inicial e atual da artéria.
Fonte: [11]

Partindo da hipótese H2, o campo vetorial que descreve o deslocamento da parede do vaso
sanguíneo, denotado por η , tem apenas a componente radial er, descrita por

η = ηer = (R−R0)er

onde R = R(θ ,z; t) é a função que descreve, para cada t, a coordenada radial r = R(θ ,z; t) da
superfície da parede. Assim, após o tempo t, ver Fig. (2.4)

Figura 2.4 Elemento de superficie dS.
Fonte: [11]

A configuração atual da parede do vaso Γ
p
t é dada por

Γ
p
t {(r,θ ,z) : r = R(θ ,z, t),θ ∈ [0,2π), z ∈ [0,L]} .

Para determinar as forças que agem sobre a parede do vaso, consideremos a configuração
atual num dado tempo t e um ponto genérico sobre a superfície de coordenadas r = R(θ ,z; t)
com z ∈ (0,L) e θ ∈ (0,2π). Tomemos um elemento de superfície dS dado por

dS =

{
(θ ,z, t) : r = R(θ ,z, t),θ ∈

[
θ − dθ

2
,θ +

dθ

2

]
,z ∈

[
z− dz

2
,z+

dz
2

]}
.

conforme Figura (2.4).
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Por conveniência, serão deduzidas a seguir expressões que definem o vetor normal n ao
elemento de superfície dS. Seja F(r,θ ,z) a representação cartesiana da superfície do vaso

F(r,θ ,z)≡ r−R(θ ,z) = 0. (2.2)

O vetor normal unitário ao elemento de superfície dS é definido por

n =
∇F
‖∇F‖

Em coordenadas cartesianas temos

∇F =
∂F
∂x

ex +
∂F
∂y

ey +
∂F
∂ z

ez.

Segue da regra da cadeia que

∇F =

(
∂F
∂ r

∂ r
∂x

+
∂F
∂θ

∂θ

∂x
+

∂F
∂ z

∂ z
∂x

)
ex +

(
∂F
∂ r

∂ r
∂y

+
∂F
∂θ

∂θ

∂y
+

∂F
∂ z

∂ z
∂x

)
ey+(

∂F
∂ r

∂ r
∂ z

+
∂F
∂θ

∂θ

∂ z
+

∂F
∂ z

∂ z
∂ z

)
ez

e pelas relações (2.1) encontramos que

∇F =

(
x√

x2 + y2

∂F
∂ r
− y

x2 + y2
∂F
∂θ

)
ex +

(
y√

x2 + y2

∂F
∂ r

+
x

x2 + y2
∂F
∂θ

)
ey +

∂F
∂ z

ez.

Usando mais uma vez (2.1) para expressar ∇F em coordenadas cilíndricas

∇F =
∂F
∂ r

er +
1
R

∂F
∂θ

eθ +
∂F
∂ z

ez (2.3)

Por fim, de (2.2) temos que ∂F
∂ r = 1, ∂F

∂θ
= −∂R

∂θ
e ∂F

∂ z = −∂R
∂ z , de forma que substituindo

essas igualdades em 2.3, obtemos

∇F = er−
1
R

∂R
∂θ

eθ −
∂F
∂ z

ez. (2.4)

A norma de ∇F em coordenadas cilíndricas é então dada por

‖∇F‖=

√
1+
(

1
R

∂R
∂θ

)2

+

(
∂R
∂ z

)2

, (2.5)

e consequentemente, o vetor normal unitário será dado por

n =
1√

1+
(

1
R

∂R
∂θ

)2

+

(
∂R
∂ z

)2

(
er−

1
R

∂R
∂θ

eθ −
∂F
∂ z

ez

)
.
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Para a componente radial do vetor n, tem-se

n · er =
1√

1+
(

1
R

∂R
∂θ

)2

+

(
∂R
∂ z

)2

(
er−

1
R

∂R
∂θ

eθ −
∂F
∂ z

ez

)
· er,

e como er, eθ e ez são ortogonais entre si, resulta que

n · er =
1√

1+
(

1
R

∂R
∂θ

)2

+

(
∂R
∂ z

)2
=

1
‖∇F‖

. (2.6)

Definiremos a seguir algumas medidas da superfície: a área do elemento da superfície dS,
chamada de dσ e a dimensão linear de dS ao longo do eixo longitudinal dl levando em con-
sideração que dσ e dl estão em coordenadas cartesianas, transformemos dσ para coordenadas
cilíndricas dσ(x,y,z) = Rdσ(r,θ ,z) e projetando a superfície no plano eθ ez, temos

dσ(x,y,z) = Rdσ(r,θ ,z) = ‖∇F‖Rdθdz, (2.7)

Por meio de (2.6) e (2.7) temos

n · erdσ =
1
‖∇F‖

· ‖∇F‖Rdθdz = Rdθdz. (2.8)

Por outro lado, fazendo a mudança de variável z = z do eixo longitudinal e fazendo a pro-
jeção sobre o eixo ez que é feita através do comprimento de arco, obtém-se

dlz = dlz =

√
1+
(

∂R
∂ z

)2

dz. (2.9)

2.2 Esforços desenvolvidos na parede

A dedução do modelo do deslocamento da parede da artéria passa também por caracterizar
as forças que atuam sobre ela (na verdade, são tensões, de modo que no balanço de forças
devemos multiplicar pela área da região em que ela atua). A parede esta sujeita a diversos tipos
de esforços que podem ser internos denotados por fint ou externos fext .

Os esforços externos são exercidos pelos tecidos adjacentes através de uma pressão cons-
tante pext exercida sob o elemento de área dS, e será expressa por

f t
ext =−pextn. (2.10)

O fluido também exerce uma força sobre a parede do vaso, representada pelo tensor de
Cauchy

T =−PI +2µD(u),
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conforme (1.5). Assim, os esforços exercidos pelo fluido em dS são descritos por

f f
ext = pn−2µD(u) ·n (2.11)

Como o deslocamento ocorre somente na direção radial (hipótese H2), temos que

fext =
(

ft
ext + f f

ext

)
· er = ((p− pext)n−2µD(u) ·n) · er. (2.12)

Os esforços internos são exercidos de acorde com a hipótese H4, segundo as direções cir-
cunferencial eθ e longitudinal ez, através das tensões σθ e σz, respectivamente. No primeiro
caso, ver figura abaixo, as tensões circunferenciais σθ (θ + dθ

2 ) e σθ (θ − dθ

2 ) têm as direções
dos vetores normais (ver fig. (2.5))

Figura 2.5 Seção axial.
Fonte: [11]

unitários nθ (θ + dθ

2 ) e nθ (θ− dθ

2 ), respectivamente, os quais perfazem ângulos de (π

2 +
dθ

2 )

e −(π

2 +
dθ

2 ) respectivamente, onde θ é um ângulo fixo. Assim, os esforços internos segundo a
componente radial satisfaz:

Como considera-se que o deslocamento da parede segundo a direção radial dos esforços
internos (fint = fθ

int + fz
int) logo, a componente radial dos esforços internos é dada por

fint = (fθ
int + fz

int) · er (2.13)

fθ
int e fz

int são os esforços circunferenciais e longitudinais, respectivamente, a caracterização
destes esforços será feita separadamente, pois considera-se duas seções da parede do vaso, uma
axial e outra longitudinal.

f θ
int =

[
σθ

(
θ +

dθ

2

)
+σθ

(
θ − dθ

2

)]
· er

= σθ

[
nθ

(
θ +

dθ

2

)
· er +nθ

(
θ − dθ

2

)
· er

]
= σθ

[
cos
(

π

2
+

dθ

2

)
+ cos

(
−π

2
− dθ

2

)]
=−2σθ sen

(
dθ

2

)
,
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onde supomos que a tensão circunferencial é proporcional ao alongamento circunferencial η e
é descrita por

σθ =
E

1−ζ 2
η

R0
. (2.14)

sendo E é o módulo de Young e ζ é a razão de Poisson (Apêndice).
Do Teorema de Taylor (A.0.6) para sin(x), sabemos que sin(x) = x+R(x,ξ ), onde

lim
x→0

R(x,ξ )
x

= 0.

Então

f θ
int =−σθ dθ +o(dθ), (2.15)

onde o(dθ) é um infinitesimal de dθ . Substituindo (2.14) em (2.15) temos a expressão para a
componente radial dos esforços circunferenciais na forma

f θ
int =−

E
1−ζ 2

η

R0
dθ +o(dθ) (2.16)

Análises experimentais e fisiológicas mostram que a parede do vaso também está sob tensão
longitudinal, uma vez que quando uma artéria é extraída do corpo, esta reduz seu comprimento.
Vamos assumir que a tensão logitudinal é expressa por

σ z =±σzτ,

onde τ é o vetor tangente unitário à curva r = R(θ ,z, t) e seu módulo σz é constante.

Figura 2.6 Seção longitudinal.
Fonte: [11]

Dessa forma, na direção radial,

f z
int =

[
σz

(
z+

dz
2

)
+σz

(
z− dz

2

)]
· er (2.17)

= σz

[
τ

(
z+

dz
2

)
− τ

(
z− dz

2

)]
· er (2.18)
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Aplicando o Teorema de Taylor (A.0.6) em cada componente da função vetorial τ(s), obtemos
que

τ

(
z+

dz
2

)
=

(
x
(

z+
dz
2

)
,y
(

z+
dz
2

))
=

(
x(z)+

dx
dl

(z)
dz
2
+R1

(
z,

dz
2

)
,y(z)+

dy
dl

(z)
dz
2
+R2

(
z,

dz
2

))

τ

(
z− dz

2

)
=

(
x
(

z− dz
2

)
,y
(

z− dz
2

))
=

(
x(z)− dx

dl
(z)

dz
2
−R3

(
z,

dz
2

)
,y(z)− dy

dl
(z)

dz
2
−R4

(
z,

dz
2

))

⇒ τ

(
z+

dz
2

)
− τ

(
z− dz

2

)
=

(
dx
dl

(z)dz+R5

(
z,

dz
2

)
,
dy
dl

(z)dz+R6

(
z,

dz
2

))
(2.19)

=
dτ

dl
dz+o(dl)

onde o(dl) é um infinitesimal de dl. Logo,

f z
int = σz

[
dτ

dl
dz+o(dz)

]
· er. (2.20)

Desde que o vetor normal unitário à curva é definido por

n(s) =
dτ

dl
/‖dτ

dl
‖

e sua curvatura por

k(s) = ‖dτ

dl
‖,

temos que

f z
int = σzkn · erdl +o(dl) · er. (2.21)

Agora, usando (2.6), (2.15) e o fato que a curvatura de uma curva plana é dada por

k =
∂ 2R
∂ z2

[
1+
(

∂R
∂ z

)2
]− 3

2

, (2.22)

na expressão anterior, obtemos que

f z
int = σz

dτ

dl
· erdl +o(dl) · er (2.23)

= σzk
1
‖∇F‖

dl +o(dl) · er (2.24)

= σzk
∂ 2R
∂ z2

[
1+
(

∂R
∂ z

)2
]− 3

2

dz+o(dz) (2.25)
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O termo
(

∂R
∂ z

)2

torna o modelo não-linear,porém, uma vez que
(

∂R
∂ z

)2

<
∂R
∂ z

o mesmo

pode ser desprezado. Levando em consideração que
∂ 2R
∂ z2 =

∂ 2η

∂ z2 obtemos uma expressão linear

para a componente radial dos esforços longitudinais

f z
int = σz

∂ 2η

∂ z2 dz+o(dz). (2.26)

Assim, a componente radial dos esforços internos será expressa por

fint = (fθ
int + fz

int) =−
E

1−ζ 2
η

R0
dθ +o(dθ)+σz

∂ 2η

∂ z2 dz+o(dz).

2.3 Equação do movimento da parede

A massa do elemento dS da parede do vaso sob consideração é

densidade x volume = ρhRdθdl = ρh0R0dθdl,

onde ρ é a densidade da parede. A segunda igualdade deve-se a hipótese de incompressibili-
dade. Do balanceamento de forças temos que

FR = ma = f θ
intΣθ + f z

int +Σz + fextΣΩ,

onde

Σz = h0dz,Σθ = h0R0dθ e Σr = ‖∇F‖Rdθdz (2.9)

representam as áreas da fronteira ∂V

ou seja, sendo
∂ 2η

∂ t2 a aceleração da parede e usando (2.7) e (2.8) temos que

ρR0h0dθdz
∂ 2η

∂ t2 =− Eh0

R0(1−ζ 2)
ηdθdz+o(dθ)+σz

∂ 2η

∂ t2 dzh0R0dθ +o(dz)+

+[(p− pext)−2µ(D(u)n) · er‖∇F‖]Rdθdz.

Dividindo-se a equação por dθdz e aplicando o limite quando dθ → 0 e dz→ 0, obtém-se
que

ρ
∂ 2η

∂ t2 R0h0 +
Eh0

R0(1−ζ 2)
η−σzh0R0

∂ 2η

∂ t2 = (p− pext)R−2µ(D(u)n) · er‖∇F‖R.

Portanto, concluímos que o movimento da parede satisfaz a equação

∂ 2η

∂ t2 −a
∂ 2η

∂ z2 +bη = c, (2.27)

onde, a =
σz

ρ
, b =

Eh0

ρR2
0(1−ζ 2)

e c =
R

ρR0h0
[(p− pext)−2µ(D(u)n) · er‖∇F‖]



CAPÍTULO 3

Modelo Unidimensional do Escoamento do Sangue
em Artérias

Neste capítulo construiremos um modelo unidimensional para descrever o fluxo sanguíneo num
trecho de artéria onde não há ramificação e é considerada sua interação com o deslocamento da
parede do vaso.

Do ponto de vista microscópio, biologicamente o sangue é composto por plasma, hemácia,
leucócitos e plaquetas, ou seja, diversas substâncias vivas, mas por outro lado, do ponto de vista
da Mecânica dos Fluídos, o sangue pode ser descrito como um meio contínuo devido ao fato
de se deformar quando submetido a qualquer tensão, por isso é considerado um fluido. Além
disso, em vasos longos, podemos desconsiderar as diversas moléculas em suspensão no sangue
e considerá-lo isotrópico.

A elevada proporção de água no plasma permite classificar o sangue como um fluido new-
toniano e seu escoamento segue o regime laminar.

A derivação do modelo matemático do escoamento do sangue em artérias pode ser feita a
partir das Equações de Navier-Stokes (1.1) que modelam um fluxo newtoniano e incompres-
sível qualquer, e de sua interação com o deslocamento da parede, cujo modelo é dado pela
equação (1.1). Para tal, consideraremos que a estrutura cilíndrica do vaso permanece durante
o movimento de modo que o raio do vaso R depende apenas de z e t, e o deslocamento se dá
apenas na direção radial η = ηer. Assim, a parede do vaso que faz fronteira com o domínio Ωt
ocupado pelo fluido será descrita por

Γ
p
t = {(r,θ , t) : r = R(z, t),θ ∈ [0,2π) e (0,L)},

onde

R(z, t) = η(z, t)+R0(z, t0). (3.1)

Seja S = S(z, t) a seção axial com área dada em coordenadas cilíndricas por

A(z, t) =
∫

s
r drdθ =

∫ 2π

0

∫ R

0
r drdθ = πR2 = π[η(z, t)+R0(z)]2 (3.2)

Assumiremos também que as componentes da velocidade ortogonais ao eixo z são muito peque-
nas quando comparadas com a componente uz e que sua expressão em coordenadas cilíndricas
toma a forma

uz(r,z, t) = u(r,z, t)φ
(

r
R(z)

)
, (3.3)

18
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onde u é a velocidade média em cada seção axial e φ : R→ R é um perfil de velocidade. A
velocidade média u é então dada por

u =
1
A

∫
S

uz dσ , (3.4)

onde dσ é um elemento infinitesimal de S. De (3.3) segue que

A =
∫

S
φ dσ .

Uma de nossas variáveis de trabalho será o fluxo médio, definido por

Q =
∫

S
uz dσ = Au. (3.5)

Como assumimos uma velocidade média em cada seção, será necessário corrigir os efeitos
locais da velocidade na equação do movimento. Para o caso unidirecional de um fluido homo-
gêneo, introduz-se um coeficiente de correção do fluido α definido por

αAu2 =
∫

S
u2

z dσ , (3.6)

que, em nosso caso, tomaremos constante.

3.1 Derivação do Modelo

Considerando as hipóteses anteriores as equações de Navier-Stokes ao longo do eixo z podem
ser escritas na forma

∂uz

∂ t
+div(uzu)+

1
ρ

∂ p
∂ z
−V∆uz = 0, (3.7)

div (u) = 0, (3.8)

com z ∈ (0,L) e t ∈ (0,T ), e sobre a parede do vaso a velocidade do fluido na parede é igual a
velocidade da parede, isto é, em Γ

p
V a velocidade é dada por

u =
dη

dt
= η̇ .

Seja V uma porção de Ωt entre z = z∗− dz
2 e z = z∗+ dz

2 , com z∗ ∈ (0,L) e dz > 0 suficien-
temente pequeno tal que z∗− dz

2 > 0 e z∗+ dz
2 < L. A fronteira desta seção será denotada por

∂V = Γ
p
V ∪Γ

f
V , onde Γ

p
V é a fronteira que coincide com a parede do vaso sanguíneo, e Γ

f
V cor-

responde as fronteiras fictícias da entrada e saída do domínio V . Além disso, consideraremos
que a fronteira Γ

p
V é impermeável (u ·n = 0).
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Figura 3.1 Representação da seção longitudinal na porção V .
Fonte: [2]

Obteremos nosso modelo por integrar as equações (3.7) e (3.8) sobre V e tomar o limite
quando dz→ 0. Antes, porém, demonstraremos um resultado preliminar que é fundamental
para a integração dessas equações.

Lema 3.1.1. Seja f : V× I→R uma função axisimétrica com valor na parede Γ
p
V dado por fp.

Denotando por f e
∂ f
∂ t

os valores médios da função f e da variação de f com relação ao tempo
respectivamente, segue-se que

∂ ( f A)
∂A

= A
∂ f
∂ t

+2πRη̇ fp. (3.9)

Demonstração. Pelo Teorema do Transporte de Reynolds (A.0.4) (1.0.1) e o uso na sequência
do Teorema da Divergência (A.0.1) temos que

d
dt

∫
V

f dV =
∫
V

(
∂ f
∂ t

+div( f v)
)

dV (3.10)

=
∫
V

∂ f
∂ t

dV+
∫

∂V
f v ·n dζ ,

onde v é a velocidade da fronteira de V ,∂V e é dada por

v =

{
η̇ em Γ

p
V

0 em Γ
f
V

. (3.11)

Pelo Teorema do Valor Médio para integrais (A.0.5) temos que

d
dt

∫
V

f dV =
d
dt
[ f (z)|V|], (3.12)

onde, z ∈
(

z∗− dz
2
,z∗+

dz
2

)
e |V| é o volume.

Para dz suficientemente pequeno podemos considerar V um cilindro de área axial A(z∗).
Além disso, pelo Teorema de Taylor (A.0.6) temos que f (z) = f (z∗)+o(dz).



3.1 DERIVAÇÃO DO MODELO 21

Assim,

d
dt

∫
V

f dV =
d
dt

[
A(z∗)

(
z∗− dz

2
,z∗+

dz
2

)
( f (z∗)+o(dz))

]
=

d
dt

[
A(z∗) f (z∗)dz+o(dz)

]
.

Analogamente, obtemos que∫
V

∂ f
∂ t

dV = A(z∗)
∂ f
∂ t

(z∗)dz+o(dz) (3.13)

Levando em conta que η = ηer e (3.11) e o terceiro termo de (3.10) torna-se∫
∂V

f v ·ndσ =
∫

Γ
p
V

f η̇er ·ndσ . (3.14)

Por (3.14) e o Teorema do Valor Médio para integrais temos (A.0.5) que

∫
Γ

p
V

f η̇er ·ndσ =
∫ 2π

0

∫ z∗+ dz
2

z∗− dz
2

f η̇Rdθdz

= fp(z∗)η̇(z∗)R(z∗)
∫ 2π

0

∫ z∗+ dz
2

z∗− dz
2

dzdθ

= 2π fp(z∗)η̇R(z∗)dz+o(dz) (3.15)

Substituindo (3.12), (3.13) e (3.15) em (3.10) obtem-se

d
dt
[A(z∗) f (z∗)dz+o(dz)] = A(z∗)

∂ f
∂ t

(z∗)dz+2π fp(z∗)R(z∗)η̇(z∗)dz+o(dz). (3.16)

Dividindo (3.16) por dz e passando o limite quando dz→ 0 resulta em

∂ ( f A)
∂ t

= A
∂ f
∂ t

+2π fpRη̇ .

Começaremos a dedução de nosso modelo integrando a equação (3.8). Denotemos por S−

e S+ as fronteiras fictícias de entrada e saída da porção V , de forma que Γ
f
V = S−∪S+. e sejam

também −ez e ez os vetores normais a estas superfícies respectivamente.
Aplicando o Teorema da Divergência (A.0.1), e levando em consideração que a velocidade

em Γ
p
V é dada por η̇ temos

0 =
∫
V

div(u) dV =
∫

Γ
f
V

u ·ndσ =
∫

S−
u · (−ez)dσ +

∫
S+

u · (ez)dσ +
∫

Γ
p
V

σ̇ ·ndσ , (3.17)
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onde usaremos o fato que a parede u = η̇ = η̇er. como as fronteiras são permeáveis, as duas
primeiras parcelas na expressão acima representa a variação de entrada e saída nas fronteiras
S− e S+

∆Q =
∫

S+
uzdσ −

∫
S−

uzdσ .

Por outro lado, fazendo f = 1 em (3.15) obtemos a expressão∫
Γ

p
V

η̇er ·n dσ = 2πη̇(z∗)R(z∗)dz+o(dz) (3.18)

e por meio do Lema (3.1.1) segue que

∂A
∂ t

(z∗) = 2πη̇(z∗)R(z∗). (3.19)

Assim, substituindo (3.19) em (3.18) e o resultado substituindo em (3.17), dividindo a ex-
pressão obtida por dz e aplicando o limite quando dz→ 0, obtemos uma nova expressão para a
equação de continuidade

∂Q
∂ z

+
∂A
∂ t

= 0 (3.20)

Usaremos a mesma estratégia para a equação do momento (3.7) integraremos cada parcela
sobre V e consideraremos o limite quando dz tende a zero.

No primeiro termo, pelo Teorema do Transporte de Reynolds (A.0.4) e do Teorema da
Divergência (A.0.1) , temos

d
dt

∫
V

uz dV =
∫
V

∂uz

∂ z
+div(uzu) dV

=
∫
V

∂uz

∂ z
+
∫
V

div(uzu) dV

=
∫
V

∂uz

∂ z
dV+

∫
∂V

uzv ·n dσ

=
∫

Γp
uzv ·n dζ +

∫
Γ f

uzv ·n dζ =
∫
V

∂uz

∂ z
dV, (3.21)

pois uz = 0 na parede do vaso e v = 0 na parede fictícia por (3.11).
Utilizando a expressão (3.12) reescrevemos (3.21) da seguinte forma∫

V

∂uz

∂ z
=

d
dt

∫
V

uz dV =
∂

∂ t
[A(z∗)u(z∗)dz+o(dz)] (3.22)

Como Q = Au, ∫
V

∂uz

∂ z
=

∂Q
∂ z

(z∗)dz+o(dz). (3.23)
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Agora, integrando o segundo termo de (3.7) temos∫
V

div(uzu) dV =
∫

∂V
uzu ·n dσ =

∫
S−

uzu · (−ez) dσ +
∫

S+
uzv · ez dσ +

∫
Γ

p
V

uzv ·ndσ

(3.24)

e como dito anteriormente, uz = 0 na parede do vaso e v = 0 na parede fictícia, por (3.11), de
forma que a integral na última parcela é nula.

Assim, utilizando o Teorema do Valor Médio (A.0.5) e considerando também o fator de
correção do fluxo médio dado em (3.6) temos∫

V
div(uzu) dV =−

∫
S−

uz
2 dσ +

∫
S+

uz
2 dσ

=−αA
(

z∗− dz
2

)
u2
(

z∗− dz
2

)
+αA

(
z∗+

dz
2

)
u2
(

z∗+
dz
2

)
(3.25)

= α
∂Au2

∂ z
(z∗)dz+o(dz) (3.26)

onde mais uma vez fizemos uso do Teorema de Taylor (A.0.6) para a função Au2.
Para a terceira componente da equação (3.7), com p é constante em cada seção axial por

hipótese, segue do Teorema da Divergência (A.0.1) que∫
V

∂ p
∂ z

dV =−
∫

S−
p dσ +

∫
S+

p dσ +
∫

Γ
p
V

pnz dσ , (3.27)

pois as componentes dos vetores normais a S− e S+ são−1 e 1 respectivamente e nz é a terceira
componente do vetor normal a parede do vaso Γ

p
V . Assim,∫

V

∂ p
∂ z

dV = A
(

z∗+
dz
2

)
p
(

z∗+
dz
2

)
−A

(
z∗− dz

2

)
p
(

z∗− dz
2

)
+
∫

Γ
p
V

pnzdσ , (3.28)

Escrevendo nz = (0,0,1) ·n temos que

0 =
∫
V

div(0,0,1) dV =
∫

∂V
(0,0,1) ·ndσ =

∫
∂V

nzdσ =
∫

Γp
nzdσ +

∫
Γ f

nzdσ (3.29)

donde ∫
Γp

nz dσ =−
∫

Γ f
nz dσ

Levando em consideração que a pressão toma um valor médio no intervalo considerado, tome-
mos p(z) = p(z∗)+o(dz), de forma que∫

Γ
p
V

pnz dσ = p(z∗)
∫

Γ
p
V

nz dσ +o(dz)

=−p(z∗)
∫

Γ
f
V

nz dS+o(dz) (3.30)

=−p(z∗)
[

A
(

z∗+
dz
2

)
−A

(
z∗− dz

2

)]
+o(dz) (3.31)
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substituindo (3.30) em (3.28) obtemos que∫
V

∂ p
∂ z

dV = A
(

z∗+
dz
2

)
p
(

z∗+
dz
2

)
−A

(
z∗− dz

2

)
p
(

z∗− dz
2

)
−p(z∗)

[
A
(

z∗+
dz
2

)
−A

(
z∗− dz

2

)]
+o(dz), (3.32)

e, pelo Teorema de Taylor (A.0.6) segue-se que∫
V

∂ p
∂ z

dV =
∂ (Ap)

∂ z
(z∗)dz− p(z∗)

∂A
∂ z

(z∗)dz+o(dz).

Aplicando regra do produto para derivada temos

∫
V

∂ p
∂ z

dV = A
∂ p
∂ z

(z∗)dz+o(dz). (3.33)

Por fim, consideremos o último termo da equação (3.7). Uma vez que ∆uz = div(∇uz), segue
do Teorema da Divergência (A.0.1) que∫

V
∆uz dV =

∫
∂V

div(∇uz) =
∫

∂V
∇uz ·ndζ

=
∫

S−

∂uz

∂ z
·ndS+

∫
S+

∂uz

∂ z
·ndS+

∫
Γp

∇uz ·n dσ

=
∫

S−

∂uz

∂ z
dS+

∫
S+

∂uz

∂ z
dS+

∫
Γp

∇uz ·ndσ (3.34)

−ez e −ez são os vetores normais as superfícies S− e S+ respectivamente.
A fim de obtermos uma maior simplificação do modelo, supõe-se que a variação da veloci-

dade do fluido ao longo do eixo longitudinal z é relativamente pequena quando comparada com
outros termos da equação. Assim, considera-se apenas a última integral de (3.34), de forma
que ∫

Γ
p
V

∇uz ·n dσ =
∫

Γ
p
V

(nr∇uz · er +nz∇uz · ez)dσ , (3.35)

onde decompomos n seguindo as direções er e ez.

Como nz∇z · ez é da mesma ordem da grandeza que o termo
∂uz

∂ z
, pode ser desprezada, que

resulta em ∫
V

∆uz dV =
∫

Γ
p
V

nr∇uz · er dσ (3.36)
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Calculamos ∇uz através de (2.6):

∇uz =

(
∂uz

∂ r
,
∂uz

∂ z

)
=

(
∂u
∂ r

φ(z)+uφ
′
(z)
(

1
R(z)

)
,
∂u
∂ z

φ +uφ
′
(z)

(
−rR

′
(z)

R2(z)

))

=

(
u

R(z)
φ
′
(z),−urR

′
(z)

R2(z)
φ
′
(z)

)

=
u

R(z)
φ
′
(z)

(
1,
−rR

′
(z)

R(z)

)

e como na parede do vaso, r = R(z) , temos φ
′
(z) = φ

′
(1) e

∇uz =
u

R(z)
φ
′
(1)
(
−R

′
(z)
)

(3.37)

Substituindo (3.37) em (3.36)∫
V

∆uzdV =
∫

Γp
nr

u
R(z)

φ
′
(1)(1,−R

′
(z)) · er dσ

Por (2.9) temos ∫
V

∇uzdV = φ
′
(1)
∫

Γp
u dθdz

= φ
′
(1)
∫ z∗− dz

2

z∗+ dz
2

∫ 2π

0
u dθdz

= 2πφ
′
(1)
∫ z∗− dz

2

z∗+ dz
2

u dz

= 2πφ
′
(1)u(z∗)dz. (3.38)

A partir da substituição de (3.22), (3.24), (3.32) e (3.37) em (3.7), temos a equação final do
movimento, com ρ e V constantes

∂Q
∂ t

(z∗)dz+α
∂ (Au2)

∂ z
(z∗)dz+A

∂ p
∂ z

(z∗)+VΦ
′
(1)u(z∗)2πdz = 0.

Dividindo por dz e tomando o limite quando dz→ 0, obtemos

∂Q
∂ t

+α
∂Au2

∂ z
+

A
ρ

∂ p
∂ t
−φ

′
(1)u2πV = 0

ou

∂Q
∂ t

+α
∂Au2

∂ z
+

A
ρ

∂ p
∂ t

+Ku = 0, (3.39)
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onde, K =−2πφ
′
(1)V é o parâmetro de fricção que depende do perfil de velocidades escolhido.

Com α constante e u = Q
A temos

∂Q
∂ t

+α
∂

∂ z

(
Q2

A

)
+

A
ρ

∂ p
∂ t

+K
Q
A
= 0. (3.40)

Assim, a partir de (3.19) e (3.40) temos o sistema

∂Q
∂ z

+
∂A
∂ t

= 0 (3.41)

∂Q
∂ t

+α
∂

∂ t

(
Q2

A

)
+

A
ρ

∂ p
∂ t

+K
Q
A
= 0 (3.42)

que descreve o escoamento unidimensionais do sangue nas grandes artérias, onde A, Q e p são
as incógnitas desse problema.

Como o número incógnitas de desconhecidas excede o número de equações, uma alternativa
comum para o sistema é proporcionar uma relação algébrica entra a pressão e p e a área do vaso
A.

Por exemplo,

p = pext +β (
√

A−
√

A0),

com β =

√
πh0E

(1−ν2)A0
, onde h0 e A0 = A0(x) denotando a expessura do vaso e a área seccional,

respectivamente, E(x) sendo o módulo de Young, pext a pressão externa e ν a razão de Poisson.



Considerações

Com objetivo deste trabalho alcançado, que foi a construção de um modelo unidemensional
baseado em [2], pudemos comprovar o quão difícil e complexo é a modelagem do fluxo san-
guíneo em artérias, mesmo fazendo algumas simplificações nas condições biológicas, porém
não é impossível. Ressaltamos a importância e utilidade da modelagem unidimensional por seu
custo computacional ser menor e também servir de base para o testes e obtenção de parâmetros
para modelos em dimensões maiores.

Não foi objetivo deste trabalho a simulação computacional, contudo deixamos como pla-
nos futuros a implementação deste modelo. E a motivação para outros alunos da graduação
seguirem na área ou área afim.
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APÊNDICE A

Resultados auxiliares

Coletamos aqui os principais resultados matemáticos utilizados na dedução do modelo preten-
dido. Começamos com três teoremas vistos em geral num curso de Cálculo III. O primeiro
estabelece uma relação entre uma integral da derivada de uma função sobre uma região tridi-
mensional e a integral da função sobre a fronteira dessa região.

Teorema A.0.1. (Teorema da divergência)
Seja V ∈ Rn uma região fechada, limitada e regular em R3 com fronteira ∂V , e seja u um

campo vetorial continuamente diferenciável num conjunto aberto que contém V e ∂V . Então,∫
v
div(u) dV =

∫
∂V

u ·n dζ ,

onde n é a função vetor normal unitário apontado para fora de V .

Demonstração. Ver [8]

O segundo teorema nos informa as integrais de uma função f após uma mudança de variá-
vel. Joga papel fundamental o Jacobiano da função realiza a mudança de variável.

Teorema A.0.2. (Teorema Mudança de Variável)
Seja A ⊂ Rn um conjunto aberto e limitado e seja ϕ : A→ Rn uma aplicação injetiva de

classe C1. Suponha que a matriz Jacobiana Jϕ(x) 6= 0 e det(Jϕ(x)) é limitado para todo x ∈ A.
Se φ(A) =V e f : V ⊂ Rn→ Rn é integrável, então tal é ( f ◦g)det(Jϕ) sobre A e∫

V
f dV =

∫
A
= ( f ◦g)det(Jϕ)dξ

onde dV e dξ são elementos de volume em V e A, respectivamente.

Demonstração. Ver [10]

Já o terceiro resultado estabelece que a variação no tempo do Jacobiano de um fluxo f é
proporcional ao divergente do campo de velocidades u.

Lema A.0.3. Seja f : Ω0 ⊂ R3→ Ωt ⊂ R3 continuamente diferenciável e seja u o campo de
velocidades desse fluxo. Então

dJ
dt

= J div(u),

onde J = det(J f ).
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Com base nesses resultados provamos um resultado fundamental em dinâmica de fluidos.
Considere o fluxo ϕ : Ω0 → Ωt tal que ϕ(ξ ) = x(ξ , t), onde x(ξ , t) é o vetor posição em Ωt
num determinado tempo t.

Teorema A.0.4. (Teorema do transporte de Reynolds)
Considere V0 ∈ Ω0 e Vt ∈ Ωt a imagem sob as aplicações Mt . Seja f : Ωt × I ⇒ R uma

função contínua e diferenciável relativamente a x e t. Então,

d
dt

∫
Vt

f dx =
∫

Vt

(
∂ f
∂ t

+div( f u) dx.
)

Demonstração. Pelo Teorema (A.0.2) obtem-se a seguinte relação:

d
dt

∫
Vt

f dx =
d
dt

∫
V0

( f ◦g)J dξ ,

onde f̂ = ( f ◦g)(ξ , t) e J é o Jacobiano da mudança de variáveis. Como V0 não depende de t,
pode-se fazer

d
dt

∫
V0

( f ◦g)J dξ =
∫

V0

d
dt
(( f ◦g)J) dξ .

Aplicando a regra do produto para derivadas e com base no Lema (A.0.3), obtém-se∫
V0

d
dt
(( f ◦g)J) dξ =

∫
V0

(
d( f ◦g)

dt
J+( f ◦g)

dJ
dt

)
dξ =

(
d( f ◦g)

dt
J+( f ◦g)div u

)
Jdξ .

(A.1)

Através do Teorema (A.0.2), tem-se a seguinte relação:∫
V0

∂ ( f ◦g)
∂ t

J dξ =
∫

Vt

d f
dt

dx. (A.2)

Usando (A.1) em (A.2), obtém-se

∫
Vt

(
d f
dt

+ f div u
)

dx =
∫

Vt

(
∂ f
∂ t

+u ·∇ f div u
)

dx

=
∫

Vt

(
∂ f
∂ t

+div( f u)
)

dx.

Na sequência, enunciaremos o Teorema do Valor Médio para Integrais e o Teorema de
Taylor, bastantes utilizados em nossas aproximações para a dedução de nosso modelo
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Teorema A.0.5. (Teorema do valor médio para integrais)
Se f : A→R é contínua e A tem volume e é conexo e compacto, então existe um x0 ∈ A tal

que

∫
A

f (x) dx = f (x0)v(A),

onde v(A) é o volume de A.

Demonstração. Ver [7]

Teorema A.0.6. (Fórmula de Taylor com o resto de Lagrange)
Seja f : [a,b]→R de classe Cn−1, n vezes derivável no intervalo aberto (a,b). Então existe

c ∈ (a,b) tal que

f (b) = f (a)+ f ′(a)(b−a)+ · · ·+ f n−1(a)
(n−1)!

(b−a)n−1 +
f n(c)

n!
(b−a)n.

Pondo b = a+h, isto equivale a dizer que existe θ , com 0 < θ < 1, tal que

f (a+h) = f (a)+ f ′(a)(h)+ · · ·+ f n−1(a)
(n−1)!

(h)n−1 +
f n(a+θh)

n!
(h)n.

Demonstração. Ver [7]
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