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Resumo

Neste trabalho obtemos um método de obtenção de novos exemplos de superfícies

isotérmicas em R3, aplicando a transformação de superfícies em R3, devida a Darboux e

Bianchi, a uma classe de superfícies mínimas. Como consequência desse método, obtemos

novos exemplos de superfícies isotérmicas em R3, aplicando tal método ao catenóide.

Palavras-chaves: Superfícies Isotérmicas, Transfomada de Ribaucour,

Transformada de Darboux-Bianchi, Superfícies mínimas.



Abstract

In this work we obtain a method of obtaining new examples of isothermal surfaces in R3

by applying the surface transformation in R3, due to Darboux and Bianchi, to a class

of minimum surfaces. As a consequence of this method, we obtain new examples of

isothermal surfaces in R3, applying this method to the catenoid.

Keywords: Isothermal surfaces, Ribaucour transform, Darboux-Bianchi

transform, Minimal surfaces.
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Introdução

Uma superfície regular S ⊂ R3 é isotérmica se em uma vizinhança de qualquer ponto não

umbílico existe um sistema de coordenadas conforme cujas curvas coordenadas são linhas

de curvatura. São exemplos clássicos de superfícies isotérmicas em R3, as superfícies com

curvatura média constante, as quádricas e as superfícies cujas linhas de curvatura têm

curvatura geodésica constante.

É um problema clássico, da teoria de superfícies em R3, a obtenção de novos

exemplos de uma dada classe de superfícies em R3. Uma ferramenta bem aplicada com

esse propósito é a Transformação de Ribaucour utilizada, inicialmente, por Bianchi [8]

para obter novos exemplos de superfícies com curvatura Gaussiana constante a partir de

uma dada superfície com curvatura gaussiana constante, em termos de soluções de um

sistema linear de EDP's. Classicamente, duas superfícies em R3 estão relacionadas por

uma transformação de Ribaucour quando existe um difeomor�smo entre elas preservando

as linhas de curvatura tal que as retas normais em pontos correspondentes se interceptam

em um ponto que está equidistante de ambos.

A teoria geométrica clássica de transformações de superfícies isotérmicas em

R3 foi desenvolvida, inicialmente, por Bianchi [9] e Darboux [20]. Eles, com auxílio

de uma transformação de Ribaucour conforme e que reverte a orientação, denominada

Transformação de Darboux-Bianchi, desenvolveram um método de gerar famílias de novas

soluções de um sistema não linear de EDP's, associado a uma superfície isotérmica em

R3, a partir de uma dada, em termos de soluções de um sistema linear cujas equações de

compatibilidade são precisamente as equações do sistema original. Essas novas famílias

de soluções geram, via Teorema Fundamental, novas superfícies isotérmicas em R3. Uma

apresentação dessa teoria pode ser encontrada em [2].

Tais teorias geométricas de transformações foram estendidas por Dajczer e Tojeiro

[5] para subvariedades holonômicas de formas espaciais pseudo-Riemannianas de dimensão
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Introdução 2

e codimensão arbitrárias, isto é, subvariedades com �brado normal plano e que admitem

um sistema de coordenadas principais global. Como consequência derivaram um método

de obter novos exemplos de subvariedades de R2n−1 de dimensão n e com curvatura

seccional constante, em termos de soluções de um sistema linear de EDP's.

O principal objetivo desse trabalho é obter novos exemplos de superfícies

isotérmicas, com auxílio da teoria de transformações desenvolvida por Dajczer e

Tojeiro. Inicialmente, obtemos um método de obter novas parametrizações de superfícies

isotérmicas em R3, a partir de uma dada, em termos de soluções de um sistema linear

de EDP's. Posteriormente, integramos o sistema linear de EDP's para uma classe de

superfícies mínimas, utilizando a técnica utilizada por Lemes e Tenenblat [3], e obtemos

novos exemplos de superfícies isotérmicas em R3.

Descrevemos a seguir o conteúdo de cada capítulo deste trabalho.

No primeiro capítulo, apresentamos algumas de�nições e teoremas que serão

utilizados ao longo de todo esse trabalho. A�m de tornar o texto mais conciso e limpo,

omitimos as demostrações dos teoremas dessa seção e apresentamos as referências em que

elas podem ser encontradas.

No segundo capítulo,apresentamos a transformação de Ribaucour, descrita em [5]

e obtemos um método de obter novas superfícies mínimas, a partir de uma dada em termos

de soluções de um sistema linear em EDP's. Posteriormente, reproduzindo as técnicas de

Lemes e Tenenblat [3], integramos o sistema linear de EDP's para uma classe de superfícies

mínimas cujo fator de conformidade satisfaz uma condição adicional, possibilitando, desta

maneira aplicar o método à Superfície de Enneper e reobter os exemplos de superfícies

mínimas [3].

No terceiro e último capítulo, apresentamos os nossos principais resultados e

cumprimos os objetivos traçados neste trabalhos.



Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo introduziremos algumas de�nições e conceitos. Entre as de�nições estão

as superfícies regulares, superfícies mínimas e superfícies isotérmicas e a transformada de

Ribaucour. Tais de�nições serão úteis ao longo deste trabalho, as demonstrações ao longo

deste capítulo foram, em sua maior parte, omitidas, no entanto, colocamos a referência

onde o leitor poderá encontrá-las.

1.1 Superfícies Regulares em R3

Nesta seção apresentamos alguns conceitos e resultados básicos sobre superfícies regulares

no espaço euclidiano R3.

De�nição 1.1. Um subconjunto S ⊂ R3 é uma superfície regular se, para cada p ∈ S,

existe uma vizinhança V de p em R3 e uma aplicação x : U → V ∩ S de um aberto U de

R2 sobre V ∈ S ⊂ R3 tal que

1. x é diferenciável. Isto signi�ca que se escrevemos

x(u, v) =
(
x(u, v), y(u, v), z(u, v)

)
, (u, v) ∈ U

as funções x(u, v), y(u, v), z(u, v) têm derivadas parciais contínuas de todas as ordens

em U .

2. x é um homeomor�smo. Como x é contínua pela condição 1, isto signi�ca que x

tem inversa x−1 : V ∩ S → U que é contínua.

3



Preliminares 4

3. Para todo q ∈ U , a diferencial dxq : R2 → R3 é injetiva.

Observação 1.2. Uma superfície S é dita compacta se S vista como um subconjunto do

R3 é compacto, isto é, fechado e limitado.

De�nição 1.3. Seja S ⊂ R3 uma superfície regular. Um sistema de coordenadas x : U ⊂

R2 → x(U) ⊂ S é dito isotérmico se x é uma aplicação conforme.

O signi�cado geométrico da de�nição acima é que ângulos (mas não

necessariamente comprimentos) são preservados (ver [2]). A próxima proposição dá uma

caracterização dos sistemas de coordenadas isotérmicos em termos dos coe�cientes da

primeira forma fundamental (ver, por exemplo, Proposição 2.4 em [2]).

Proposição 1.4. Seja S ⊂ R3 uma superfície regular. Um sistema de coordenadas x :

U ⊂ R2 → x(U) ⊂ S é isotérmico se, e somente se, os coe�cientes da primeira forma

fundamental satisfazem E = G e F = 0.

As expressões da primeira e segunda formas fundamentais em coordenadas locais

é particularmente útil para estudar as direções principais e as curvaturas principais.

Por exemplo, uma condição necessária e su�ciente para que curvas coordenadas de uma

parametrização sejam linhas de curvatura é que F = f = 0. E isso motiva a seguinte

de�nição.

De�nição 1.5. Um sistema de coordenadas x : U ⊂ R2 → x(U) ⊂ S é dito principal se

as curvas coordenadas são linhas de curvatura.

Seja x : U ⊂ R2 → x(U) ⊂ S um sistema de coordenadas principal em S e

{X1, X2} um referencial ortonormal principal dado por v−1
1

∂

∂u1

= X1 e v−1
2

∂

∂u2

= X2, em

que vi, i = 1, 2 são funções diferenciáveis que não se anulam em U . De�na Vi ∈ C∞(U)

por

−dN (Xi) = v−1
i ViXi (1.1)

em que dN é a diferencial da aplicação de Gauss. Sejam v = (v1, v2) e V = (V1, V2),

denominamos (v, V ) o par associado a x. Observe que as curvaturas principais de S em

x(U) são dadas por

k1 =
V1

v1

e k2 =
V2

v2
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e os coe�cientes das formas fundamentais são dados por

E = v2
1, F = 0, G = v2

2, e = v1V1, f = 0, e g = v2V2. (1.2)

Sabemos que o conhecimento da primeira e segunda formas fundamentais

determinam a superfície localmente, aliando a isso as equações de Gauss e Codazzi-

Mainardi em um sistema de coordenadas principais temos a seguinte proposição (Ver,

por exemplo, Teorema 1.3 em [2]).

Proposição 1.6. A tripla (v, h, V ), em que hij =
1

vi

∂vj
∂ui

, satisfaz o sistema de equações

diferenciais parciais 
∂vi
∂uj

= hjivj,

∂hij
∂ui

+
∂hji
∂uj

+ ViVj = 0,

∂Vi
∂uj

= hjiVj,

(1.3)

em que 1 ≤ i 6= j ≤ 2.

Reciprocamente, se (v, h, V ) é uma solução de (1.3) num aberto U ⊂ R2

simplesmente conexo no qual vi não se anula para nenhum 1 ≤ i ≤ 2, então existe

um difeomor�smo x : U → x(U) ⊂ R3, o qual é um sistema de coordenadas principal na

superfície regular que possui (v, V ) como par associado.

Introduziremos agora a classe de superfícies que estudaremos ao longo deste

trabalho. Sua origem está ligada ao problema de Christo�el [12], que buscava encontrar

superfícies regulares S ⊂ R3 para as quais existe uma outra superfície regular S̃ ⊂ R3 e

um difeomor�smo conforme Ψ : S → S̃, o qual não é a composição de uma homotetia

e uma translação, tal que os planos tangentes a S e S̃ em pontos correspondentes são

paralelos. Uma apresentação dessa caracterização das superfícies isotérmicas pode ser

encontrada em [2].

De�nição 1.7. Uma superfície regular S ⊂ R3 é isotérmica se, no subconjunto aberto

de S formado por pontos não umbílicos1, a rede ortogonal determinada por suas linhas

de curvaturas é isotérmica. Equivalentemente, S é isotérmica se, em uma vizinhança de

qualquer ponto não umbílico, existe um sistema de coordenadas isotérmico cujas curvas

coordenadas são linhas de curvatura.
1Pontos umbílicos são pontos em que as curvaturas principais são iguais.
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A próxima classe de superfícies que estudaremos são as superfícies mínimas que

foram estudas por J.L.Lagrange(1736 - 1813) juntamente com L.Euler (1707-1783) em

problemas envolvendo máximos e mínimos. Porém, o estudo sistemático dessas superfícies

teve início apenas no século XIX com J.A.F.Plateau (1801-1883) que conduziu extensivas

pesquisas com bolhas de sabão e o problema já conhecido por Euler e Lagrange foi

determinado Problema de Plateau[13].

De�nição 1.8. Uma superfície regular S ⊂ R3 é mínima se sua curvatura média é nula

em todos os pontos.

A próxima proposição estabelece a relação entre superfícies isotérmicas e

superfícies mínimas (Ver, por exemplo, Proposição 2.13 em [2]).

Proposição 1.9. Toda superfície mínima é isotérmica

Observação 1.10. Se S é uma superfície regular mínima então pela proposição anterior

podemos admitir que S possui um sistema de coordenadas isotérmico principal x e suas

formas fundamentais são dadas por

I = v2(du2
1 + du2

2)

II = `(du2
1 − du2

2)

em que v1 = v2 = v e ` = V1v.

Veremos agora a uma de�nição que nos auxiliará a de�nir a completude em

superfícies.

De�nição 1.11. Uma curva divergente em S é uma aplicação diferenciável α : [0,∞)→ S

tal que para qualquer conjunto compacto K ⊂ S existe um t0 ∈ [0,∞) com α(t) 6∈ K

para t > to (i.e, α "sai"de todo subconjunto compacto de S). O comprimento de uma

curva divergente é de�nido como

∫ ∞
0

|α′(t)|dt. (1.4)

A de�nição de completude que usaremos é a seguinte1.

1Ela é equivalente à condição de completude do ponto de vista topológico, de que toda sequência de
Cauchy converge.
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De�nição 1.12. Uma superfície S ⊂ R3 não compacta2 é dita completa se o comprimento

de qualquer curva divergente é ilimitado.

Essa de�nição de completude dada por R. Osserman em [16] é equivalente a dada

por M.P.do Carmo em [6], na qual uma superfície regular conexa S é completa quando

para qualquer ponto p ∈ S, qualquer geodésica parametrizada γ : [0, ε) → S de S,

começando em p = γ(0), pode ser estendida em uma geodésica parametrizada γ̄ : R→ S,

de�nida sobre toda a retal real R. A demonstração desse fato pode ser encontrado em

[15].

1.2 Transformação de Ribaucour

Nesta seção, baseada em [5], apresentaremos alguns fatos básicos sobre a transformação

de Ribaucour que serão úteis na seção seguinte. Considere duas superfícies regulares

orientáveis, S e S̃, em R3, {X1, X2} um referencial ortonormal principal em S, e N e Ñ

suas respectivas aplicações de Gauss.

De�nição 1.13. Dizemos que S̃ está associada a S por uma transformação de Ribaucour

em relação a {X1, X2} se existe uma função diferenciável r : S → R+ e um difeomor�smo

Ψ : S → S̃ tais que

i) p+ r(p)N(p) = Ψ(p) + r(p)Ñ(Ψ(p)), para todo p ∈ S;

ii) Ψ preserva linhas de curvaturas;

iii) Para todo p ∈ S, r−1(p) não é uma curvatura principal de S em p.

Observe que a condição (i) signi�ca geometricamente que as retas normais a S e

S̃ em p e Ψ(p), respectivamente, se interceptam em um ponto cuja distância comum a p e

Ψ(p) é r(p).. A condição (iii) aparece por razões técnicas para garantir a integrabilidade

do sistema (existência de solução).

Fixada uma superfície regular S ⊂ R3, o próximo teorema, provado por Dajczer

e Tojeiro [5], determina todas as superfícies regulares S̃ ⊂ R3 que são transformadas de

Ribaucour de S.
2Uma superfície compacta é completa, aqui usamos a condição de completude do ponto de vista

topológico, ver [6].
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Teorema 1.14. Sejam S uma superfície regular e x : U ⊂ R2 → V ⊂ S um sistema

de coordenadas principal em um aberto simplesmente conexo U ⊂ R2 com par associado

(v, V ). Então x̃ : U ⊂ R2 → S̃, dada por,

x̃ = x− 2νϕF , (1.5)

é um sistema de coordenadas principal na superfície S̃ associada a S pela transformação

de Ribaucour, em que F =
∑

i γiXi + βN , ν−1 = 〈F ,F〉 := ϑ e (ϕ, γ, β) := (ϕ, γ1, γ2, β)

é uma solução do sistema linear de equações diferenciais parciais

∂ϕ

∂ui
= viγi,

∂γj
∂ui

= hjiγi, para i 6= j,

∂β

∂ui
= −Viγi.

(1.6)

Reciprocamente, dada uma solução (ϕ, γ1, γ2, β) de (1.6) de�na

Bi =
∂γi
∂ui

+ γjhji − βVi, i 6= j, (1.7)

e seja U ⊂ R2 um subconjunto aberto tal que ṽi := vi − 2ϕνBi 6= 0 e x̃ de�nida por (1.5),

seja injetora. Então x̃ de�ne um sistema de coordenadas principal de uma transformada

de V = x(U). Além disso, o par (ṽ, Ṽ ) associado a x̃ é dado por:

ṽi = vi − 2ϕνBi e Ṽi = Vi + 2νβBi (1.8)



Capítulo 2

Superfícies Mínimas em R3

O objetivo deste capítulo é encontrar de forma explícita exemplos de superfícies mínimas,

para este �m utilizaremos a transformação de Ribaucour. Por conseguinte resolveremos

um sistema de equações diferenciais para uma classe de superfícies mínimas.

2.1 A transformação de Ribaucour para superfícies

mínimas.

Nesta seção, encontraremos condições necessárias e su�cientes para que transformação de

Ribaucour associe duas superfícies mínimas. Este resultado permite obter exemplos de

superfícies mínimas a partir de uma superfície mínima conhecida.

Proposição 2.1. Seja S uma superfície mínima e x : U ⊂ R2 → V ⊂ S um sistema

de coordenadas principal em um aberto simplesmente conexo U ⊂ R2 com par associado

(v, V ). Então, dado m uma constante real diferente de zero, o sistema linear de EDPs

(i)
∂ϕ

∂ui
= viγi

(ii)
∂γj
∂ui

= hjiγi, i 6= j,

(iii)
∂γi
∂ui

= −γjhji −mβvi + (mϕ+ β)Vi,

(iv)
∂β

∂ui
= −Viγi

(2.1)

9



Superfícies Mínimas em R3 10

é completamente integrável e possui a integral primeira

γ2
1 + γ2

2 + β2 + 2mϕβ = C ∈ R. (2.2)

Demonstração: O sistema formado pelas equações (i), (ii) e (iv) é totalmente integrável

pelo Teorema 1.14. Desta forma, precisamos mostrar apenas que

∂2γi
∂ui∂uj

=
∂2γi
∂uj∂ui

, i 6= j.

Derivando (ii) temos que

∂2γi
∂ui∂uj

=
∂

∂ui

(
hijγj

)
= γj

∂hij
∂ui

+ hij
∂γj
∂ui

= −γj
∂hji
∂uj
− γjViVj + hijhjiγi.

Por outro lado, derivando (iii)

∂2γi
∂uj∂ui

= −∂γj
∂uj

hji − γj
∂hji
∂uj

+
∂

∂uj

(
−mβvi + (mϕ+ β)Vi

)
= −

(
− γihij −mβvj + (mϕ+ β)Vj

)
hji − γj

∂hji
∂uj

+
∂

∂uj

(
−mβvi + (mϕ+ β)Vi

)
= −

(
− γihij −mβvj + (mϕ+ β)Vj

)
hji − γj

∂hji
∂uj

−mvi
∂β

∂uj
−mβ ∂vi

∂uj
+mVi

∂ϕ

∂uj
+mϕ

∂Vi
∂uj

+ Vi
∂β

∂uj
+ β

∂Vi
∂uj

= −
(
− γihij −mβvj + (mϕ+ β)Vj

)
hji − γj

∂hji
∂uj

+mviVjγj −mβhjivj +mVivjγj +mϕhjiVj − ViVjγj + βhjiVj

= −
(
− γihij −mβvj + (mϕ+ β)Vj

)
hji − γj

∂hji
∂uj
−mβhjivj +mϕhjiVj

−ViVjγj + βhjiVj

= γihijhji − γj
∂hji
∂uj
− ViVjγj.

Donde segue a integrabilidade do sistema [14].
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Para a integral primeira, note que para (i 6= j)

∂

∂ui
(γ2
i + γ2

j + β2 + 2mϕβ) = 2γi
∂γi
∂ui

+ 2γj
∂γj
∂ui

+ 2β
∂β

∂ui
+ 2mϕ

∂β

∂ui
+ 2mβ

∂ϕ

∂ui

= 2γi

(
− γjhji −mβvi + (mϕ+ β)Vi

)
+ 2γjhjiγi − 2βViγi

−2mϕViγi + 2mβviγi

= 0

Logo γ2
1 + γ2

2 + β2 + 2mϕβ = C, onde C ∈ R

O próximo teorema dá condições necessárias e su�cientes para que a transformada

de Ribaucour de uma superfície mínima seja mínima.

Teorema 2.2. Seja x : U ⊂ R2 → V ⊂ S um sistema de coordenadas principal de

uma superfície regular mínima S, em um aberto simplesmente conexo U ⊂ R2 com

par associado (v, V ). Se a transformada de Ribaucour de x determinada pela solução

(ϕ, γ, β) := (ϕ, γ1, γ2, β) de (2.1) é mínima e as funções Bi, i = 1, 2, dadas por (1.7) são

não nulas em todos os pontos de U , então (ϕ, γ1, γ2, β) satisfaz

γ2
1 + γ2

2 + β2 + 2mϕβ = 0. (2.3)

Reciprocamente, se (ϕ, γ1, γ2, β) é uma solução de (2.1) satisfazendo (2.3) em

um aberto U ⊂ R2 como no Teorema 1.14, então a transformada de Ribaucour de x

determinada por (ϕ, γ1, γ2, β) é mínima.

Demonstração: Usando o fato que k̃i =
Ṽi
ṽi

e que um superfície mínima a curvatura média

é zero temos que x̃ é mínima se, e somente se

ṽ2Ṽ1 + ṽ1Ṽ2 = 0 (2.4)

que por (1.8) é equivalente a

0 = (v2 − 2ϕνB2)(V1 + 2νβB1) + (v1 − 2ϕνB1)(V2 + 2νβB2)

= 2νB1v2β − 2νB1V2ϕ+ 2νB2v1β − 2νB2V1ϕ− 8ν2B1B2ϕβ

= B1

(
v2β − V2ϕ

)
+B2

(
v1β − V1ϕ

)
+ 2νB1B2

(
− 2ϕβ

)
.
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Faça

Ai = viβ − Viϕ e ρ = −2ϕβ

Portanto, temos

0 = B1A2 +B2A1 + 2νB1B2ρ, (2.5)

note que

Bi = −mAi, (2.6)

em que m é uma constante real diferente de zero. De fato,

Bi = −mAi ⇔
∂γi
∂ui

+ γjhji − βVi = −m
(
viβ − Viϕ

)
⇔

∂γi
∂ui

= −γjhji −mβvi + (mϕ+ β)Vi

Então de (2.5) e (2.6) temos

−2m
(
1− νρm)A1A2 = 0.

Como Bi nunca se anula e m é diferente de zero segue que ν−1 = mρ = −2mϕβ. Logo

ν−1 = 〈F ,F〉 = γ2
1 + γ2

2 + β2 = −2mϕβ1

Do resultado anterior temos o seguinte Corolário que dá a expressão da

parametrização da transformada de Ribaucour de x e suas respectivas formas

fundamentais.

Corolário 2.3. Seja x : U ⊂ R2 → V ⊂ S um sistema de coordenadas isotérmico

principal de uma superfície regular mínima S e (v, V ) seu par associado. Se (ϕ, γ1, γ2, β)

é uma solução de (2.1) satisfazendo (2.3) em U ⊂ R2 como no Teorema 1.14, então a

1A recíproca é obtida usando as mesma equações mas partindo de (2.3) e obtendo (2.4).
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transformação de Ribaucour de x determinada por (ϕ, γ1, γ2, β) é dada por

x̃ = x +
1

mβ
(γ1X1 + γ2X2 + βN) (2.7)

e suas respectivas formas fundamentais são dadas por

Ĩ =

(
`ϕ

βv

)2

(du2
1 + du2

2) (2.8)

ĨI = `(du2
1 − du2

2) (2.9)

em que v1 = v2 = v e ` = V1v.

Demonstração: Temos que (2.7) decorre diretamente de (1.5) e (2.3). De fato, desta temos

que ν−1 = −2mϕβ e daquela temos

x̃ = x− 2νϕ (γ1X1 + γ2X2 + βN)

= x +
1

mβ
(γ1X1 + γ2X2 + βN)

Para encontrarmos as formas fundamentais de x̃ usaremos (1.8),(2.6) e (2.3), daí

ṽ1 = v1 − 2ϕνB1

= v1 +
ϕ

mϕβ
B1

= v1 −
1

β
A1

= v1 − v1 +
V1ϕ

β

=
V1ϕ

β

=
`ϕ

vβ
(2.10)

Analogamente ṽ2 = − `ϕ
vβ

. Como a transformação de Ribaucour preserva linhas

de curvatura temos que F̃ = 0 e f̃ = 0, então segue (2.8). Para a segunda forma temos

que
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Ṽi = Vi + 2νβBi

= Vi −
2β

2mϕβ

(
− γjhji −mβvi + (mϕ+ β)Vi + γjhji − βVi

)
=

βv

ϕ
. (2.11)

Logo de (2.10) e (2.11) segue que Ṽ1ṽ1 = `, analogamente Ṽ2ṽ2 = −`, ou seja

ĨI = `(du2
1 − du2

2)

Observação 2.4. Um fato interessante que será visto com mais ênfase no capítulo seguinte

é que se pode mostrar que nossa transformação de Ribaucour para superfícies mínimas

é conforme e reverte orientação. Para isso veja a equação (3.4) que dá uma condição

necessária e su�ciente e note que ṽ1 + ṽ2 = 0.

2.2 Uma abordagem diferente

Nesta seção baseada em [3] adaptaremos o sistema de equações (2.1) com a notação de

formas diferenciais. Depois disso com ferramentas de análise complexa encontraremos um

sistema de equações equivalente a este. Em seguida, iremos resolvé-lo quando o coe�ciente

de conformidade da superfície mínima satisfaz uma condição adicional.

Sejam {e1, e2} um referencial ortonormal de direções principal e {ω1, ω2} o

referencial dual de {e1, e2}. Denotaremos por ωij, 1 ≤ i, j ≤ 2 as formas de conexão de ei

[18]. Como podemos supor sem perda que a superfície mínima é parametrizada por linhas

de curvaturas, a primeira forma fundamental é dada por I =
∑

i ω
2
i , em que ωi = ψdui

e ψ é uma função diferenciável real. As direções principais são dadas pelos campos de

vetores ei =
1

ψ

∂

∂ui
. Então,

ωij =
1

ψ2

(
− ∂ψ
∂uj

ωi +
∂ψ

∂ui
ωj

)
=

1

ψ

(
− ∂ψ
∂uj

dui +
∂ψ

∂ui
duj

)
. (2.12)
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Agora podemos reescrever o sistema (2.1) na linguagem de formas diferenciais obtendo

dϕ =
2∑
i=1

γiωi, (2.13)

dβ = −
2∑
i=1

γikiωi (2.14)

dγi(ej) = γjωij(ej), i 6= j (2.15)

dγ1(e1) = −mβ +mϕk1 + βk1 − γ2ω21(e1) (2.16)

dγ2(e2) = −mβ +mϕk2 + βk2 − γ1ω12(e2) (2.17)

Agora reescreveremos o sistema de equações acima utilizando a notação de análise

complexa.

Proposição 2.5. Seja S uma superfície mínima de R3, sem pontos umbílicos com uma

parametrização isotérmica cuja as curvas coordenadas são linhas de curvaturas então o

sistema (2.1) com a condição adicional (2.2) é equivalente ao sistema

dϕz =

(
`
(
mϕ+ β

)
2

+ 2ϕzψzψ
−1

)
dz − mβψ2

2
dz̄ (2.18)

dϕz̄ = −mβψ
2

2
dz +

(
`(mϕ+ β)

2
+ 2ϕz̄ψz̄ψ

−1

)
dz̄ (2.19)

dϕ = ϕzdz + ϕz̄dz̄ (2.20)

dβ = −`ϕz̄
ψ2

dz − `ϕz
ψ2

dz̄ (2.21)

onde z = x+ iy ∈ U ⊂ C e as primeira e segunda forma de S são

I = ψ2dzdz̄ e II =
`

2
(dz2 + dz̄2) (2.22)

Demonstração: 1 Da observação 1.10 temos

I = ψ2(dx2 + dy2) = ψ2dzdz̄

e

II = `(dx2 − dy2) =
`

2
(dz2 + dz̄2).

1A demonstração desse resultado etá na tese [3]. Para uma melhor compreensão do trabalho, iremos
expor tal demonstração.
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Mas

I = ω2
1 + ω2

2

então, podemos considerar

ω1 = ψdx =
ψ

2
(dz + dz̄), (2.23)

ω2 = ψdy =
ψ

2i
(dz − dz̄) = −iψ

2
(dz − dz̄). (2.24)

Derivando as equações acima, obtemos:

dω1 =
1

2
(ψzdz ∧ dz̄ + ψz̄dz̄ ∧ dz)

=
ψz − ψz̄

2
dz ∧ dz̄

dω2 =
1

2i
(−ψzdz ∧ dz̄ + ψz̄dz̄ ∧ dz)

= −ψz + ψz̄
2i

dz ∧ dz̄.

Por outro lado, as direções principais da superfície isotérmica são dadas por1:

e1 =
1

ψ
(
∂

∂z
+

∂

∂z̄
),

e2 =
i

ψ
(
∂

∂z
− ∂

∂z̄
)

logo,

dz(e1) =
1

ψ
, dz(e2) =

i

ψ
,

dz̄(e1) =
1

ψ
, dz̄(e2) = − i

ψ
.

e, portanto,

dz ∧ dz̄(e1, e2) =

∣∣∣∣∣∣ dz(e1) dz(e2)

dz̄(e1) dz̄(e2)

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣ ψ
−1 iψ−1

ψ−1 −iψ−1

∣∣∣∣∣∣ = −2iψ−2.

1Para mais detalhes sobre o operador diferencial de Wirtinger veja [17].
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Contudo,

ω12(e1) = dω1(e1, e2) =
ψz − ψz̄

2

(
−2iψ−2

)
= −i(ψz − ψz̄)ψ−2 (2.25)

ω12(e2) = dω2(e1, e2) = −ψz + ψz̄
2i

(
−2iψ−2

)
= (ψz + ψz̄)ψ

−2 (2.26)

e

ω12 = ω12(e1)ω1 + ω12(e2)ω2

=
−i(ψz − ψz̄)

2
ψ−1(dz + dz̄)− i(ψz + ψz̄)

2
ψ−1(dz − dz̄)

= −iψzψ−1dz + iψz̄ψ
−1dz̄.

Agora estamos em condições de reescrever o sistema (2.13)- (2.17). Usando (2.23) e (2.24),

segue de (2.13) que

dϕ = γ1ω1 + γ2ω2

=
γ1ψ

2
(dz + dz̄)− iγ2ψ

2
(dz − dz̄)

=
(γ1 − iγ2)ψ

2
dz +

(γ1 + iγ2)ψ

2
dz̄.

Mas, dϕ = ϕzdz + ϕz̄dz̄, temos então que

ϕz =
(γ1 − iγ2)ψ

2
e ϕz̄ =

(γ1 + iγ2)ψ

2
. (2.27)

Segue de (2.14), (2.23) e (2.24) que

dβ = −γ1k1ω1 + γ2k1ω2

= −γ1k1ψ

2
(dz + dz̄)− iγ2k1ψ

2
(dz − dz̄)

=
ψ

2
(−γ1k1 − iγ2k1)dz +

ψ

2
(−γ1k1 + iγ2k1)dz̄

= −ϕz̄k1dz − ϕzk1dz̄

= −`ψ−2ϕz̄dz − `ψ−2ϕzdz̄.
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Além disso, sabemos por (2.15) que

dγi(ej) = γjωij(ej), para i 6= j.

Utilizando (2.25) e (2.26), temos que:

dγ1(e2) = γ2ω12(e2)

= γ2(ψz + ψz̄)ψ
−2, (2.28)

dγ2(e1) = γ1ω21(e1)

= iγ1(ψz − ψz̄)ψ−2 (2.29)

Segue de (2.16) e (2.17) que

dγ1(e1) = −mβ +mϕk1 + βk1 − γ2ω21(e1),

= −mβ +mϕk1 + βk1 − iψ−2γ2(ψz − ψz̄)

= −mβ +mϕ`ψ−2 + β`ψ−2 − iψ−2γ2(ψz − ψz̄), (2.30)

dγ2(e2) = −mβ +mϕk2 + βk2 − γ1ω12(e2),

= −mβ +mϕk2 + βk2 − ψ−2γ1(ψz + ψz̄)

= −mβ −mϕ`ψ−2 − β`ψ−2 − ψ−2γ1(ψz + ψz̄). (2.31)

Queremos encontrar dϕz e dϕz̄, em termos de dz e dz̄. Para isso, vamos calcular

dϕz(v1), dϕz(v2), dϕz̄(v1) e dϕz̄(v2), onde

v1 = ψ−1 ∂

∂z
=
e1 − ie2

2
e v2 = ψ−1 ∂

∂z̄
=
e1 + ie2

2
.

Como

ϕz =
(γ1 − iγ2)ψ

2

segue que

dϕz =
1

2
[(γ1 − iγ2)dψ + ψ(dγ1 − idγ2)].
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Aplicando em v1 temos

dϕz(v1) =
1

2
[(γ1 − iγ2)ψzψ

−1 + ψ(dγ1(v1)− idγ2(v1))]

= ψzψ
−2ϕz +

ψ

2
[(dγ1(v1)− idγ2(v1))].

Precisamos então calcular dγ1(v1) e dγ2(v1), mas

dγ1(v1) =
1

2
[dγ1(e1)− idγ1(e2)]

=
1

2
[−mβ +mϕ`ψ−2 + β`ψ−2 − iψ−2γ2(ψz − ψz̄)− iγ2(ψz + ψz̄)ψ

−2]

=
1

2
[−mβ +mϕ`ψ−2 + β`ψ−2 − 2iγ2ψzψ

−2], (2.32)

dγ2(v1) =
1

2
[dγ2(e1)− idγ2(e2)]

=
1

2
[iγ1(ψz − ψz̄)ψ−2 + imβ + imϕ`ψ−2 + iβ`ψ−2 + iψ−2γ1(ψz − iψz̄)]

=
i

2
[mβ +mϕ`ψ−2 + β`ψ−2 + 2γ1ψzψ

−2] (2.33)

onde usamos de (2.28) a (2.31). Com isso, temos

dϕz(v1) = ψzψ
−2ϕz +

ψ

4

[(
−mβ +mϕ`ψ−2 + β`ψ−2 − 2iγ2ψzψ

−2
)]

+
ψ

4

[(
mβ +mϕ`ψ−2 + β`ψ−2 + 2γ1ψzψ

−2
)]

= ψzψ
−2ϕz +

(
mϕ`+ β`

)
ψ−1

2
+

(
γ1 − iγ2

)
ψzψ

−1

2
.

Portanto, de (2.27) temos

dϕz(v1) =

(
mϕ`+ β`

)
ψ−1

2
+ 2ϕzψzψ

−2, (2.34)
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analogamente, temos

dϕz(v2) =
1

2
[(γ1 − iγ2)ψz̄ψ

−1 + ψ(dγ1(v2)− idγ2(v2))]

= ψz̄ψ
−2ϕz +

ψ

2
[(dγ1(v2)− idγ2(v2))], (2.35)

dγ1(v2) =
1

2
[dγ1(e1) + idγ1(e2)]

=
1

2
[−mβ +mϕ`ψ−2 + β`ψ−2 − iψ−2γ2(ψz − ψz̄) + iγ2(ψz + ψz̄)ψ

−2]

=
1

2

[
−mβ +

(
mϕ`+ β`

)
ψ−2 + 2iγ2ψz̄ψ

−2
]
, (2.36)

dγ2(v2) =
1

2
[dγ2(e1) + idγ2(e2)]

=
1

2

[
iγ1(ψz − ψz̄)ψ−2 − imβ − imϕ`ψ−2 − iβ`ψ−2 − iψ−2γ1(ψz + iψz̄)

]
=

i

2

[
−mβ −

(
mϕ`+ β`

)
ψ−2 − 2γ1ψz̄ψ

−2
]
. (2.37)

Portanto,

dϕz(v2) = ψz̄ψ
−2ϕz +

ψ

4

[(
−mβ +

(
mϕ`+ β`

)
ψ−2 + 2iγ2ψz̄ψ

−2
)]

+
ψ

4

[
−mβ −

(
mϕ`+ β`

)
ψ−2 − 2γ1ψz̄ψ

−2
]

= ψz̄ψ
−2ϕz +

ψ

4

[
− 2mβ − 2(γ1 − iγ2)ψz̄ψ

−2
]

= −mβψ
2

.

Mas dϕz = dϕz(v1)ψdz + dϕz(v2)ψdz̄. Logo

dϕz =

[(
mϕ`+ β`

)
ψ−1

2
+ 2ϕzψzψ

−2

]
ψdz − mβψ2

2
dz̄,

=

(
`
(
mϕ+ β

)
2

+ 2ϕzψzψ
−1

)
dz − mβψ2

2
dz̄.

De modo análogo de (2.27) temos que

dϕz̄(v1) =
1

2
[(γ1 + iγ2)ψzψ

−1 + ψ(dγ1(v1) + idγ2(v1))]

= ψzψ
−2ϕz̄ +

ψ

2
[dγ1(v1) + idγ2(v1)],

dϕz̄(v2) =
1

2
[(γ1 + iγ2)ψz̄ψ

−1 + ψ(dγ1(v2) + idγ2(v2))]

= ψz̄ψ
−2ϕz̄ +

ψ

2
[dγ1(v2) + idγ2(v2)].
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Segue de (2.32) a (2.37) que

dϕz̄(v1) = ψzψ
−2ϕz̄ +

ψ

2
[(dγ1(v1) + idγ2(v1))]

= ψzψ
−2ϕz̄ +

ψ

4
[−mβ +mϕ`ψ−2 + β`ψ−2 − 2iγ2ψzψ

−2]

+
ψ

4
[−mβ −mϕ`ψ−2 − β`ψ−2 − 2γ1ψzψ

−2]

= ψzψ
−2ϕz̄ −

mβψ

2
− (γ1 + iγ2)ψψzψ

−2

2

= −mβψ
2

,

dϕz̄(v2) =
1

2
[(γ1 + iγ2)ψz̄ψ

−1 + ψ(dγ1(v2) + idγ2(v2))]

= ψz̄ψ
−2ϕz̄ +

ψ

4

[
−mβ +

(
mϕ`+ β`

)
ψ−2 + 2iγ2ψz̄ψ

−2
]

+
ψ

4

[
mβ +

(
mϕ`+ β`

)
ψ−2 + 2γ1ψz̄ψ

−2
]

=
`(mϕ+ β)ψ−1

2
+ 2ϕz̄ψz̄ψ

−2.

Como dϕz̄ = dϕz̄(v1)ψdz + dϕz̄(v2)ψdz̄. Logo

dϕz̄ = −mβψ
2

2
dz +

[
`(mϕ+ β)

2
+ 2ϕz̄ψz̄ψ

−1

]
dz̄.

Desse resultado originam-se dois corolários, o primeiro adapta a condição inicial

(2.3) ao sistema reformulado e o segundo dá a expressão da parametrização ao novo

sistema.

Corolário 2.6. A condição (2.3) pode ser expressa por

4ϕzϕz̄ψ
−2 + β2 = −2mϕβ (2.38)

Demonstração: Segue de (2.27) que

γ2
1 + γ2

2 = 4ϕzϕz̄ψ
−2, (2.39)

portanto (2.3) se reduz a (2.38).

Observação 2.7. Segue do corolário anterior que
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(
4ϕzϕz̄ψ

−2 + β2 + 2mϕβ
)
(z0) = 0. (2.40)

para algum z0 ∈ U passa a ser a condição inicial do sistema de equações (2.18)-(2.21).

Corolário 2.8. Se S é uma superfície mínima de R3, sem pontos umbílicos, orientável

que tem uma parametrização x isotérmica por linhas curvatura, então a família x̃ de

isotérmicas associadas a x por uma transformação de Ribaucour é dada por

x̃ = x +
2ϕz̄
mψ2β

xz +
2ϕz
mψ2β

xz̄ +
1

m
N (2.41)

Demonstração: Considere a parametrização x(x, y) = x(z, z̄) onde z = x + iy. Pelo

Corolário 2.3 segue que

x̃ = x +
1

mβ

(
γ1e1 + γ2e2 + βN

)
(2.42)

Como x é parametrizada por linhas de curvatura, temos que e1 = xxψ
−1 e e2 = xyψ

−1

logo

x̃ = x +
γ1xxψ

−1

mβ
+
γ2xyψ

−1

mβ
+

1

m
N

Considerando x como aplicação de (z, z̄) temos que xx = xz + xz̄ e xy = i(xz − xz̄), logo

x̃ = x +
γ1ψ

−1

mβ
(xz + xz̄) +

iγ2ψ
−1

mβ
(xz − xz̄) +

1

m
N

= x +
(γ1 + iγ2)ψ−1

mβ
xz +

(γ1 − iγ2)ψ−1

mβ
xz̄ +

1

m
N

= x +
2ϕz̄ψ

−2

mβ
xz +

2ϕzψ
−2

mβ
xz̄ +

1

m
N

Agora consideraremos uma classe especial de superfícies em R3 parametrizadas

por coordenadas isotérmicas cujo fator de conformidade satisfaz uma condição adicional.

E mostraremos que uma superfície mínima sob essas condições tem-se que ` = k1ψ
2 é

uma constante real.

Proposição 2.9. Seja x(z, z̄) uma superfície parametrizada por coordenadas isotérmicas,

isto é, I = ψ2dzdz̄, e com curvatura gaussiana K. Se ψ satisfaz ψzz = A2ψ, A ∈ C

então Kψ4 é uma constante real. Em particular se x(z, z̄) é mínima então ` = k1ψ
2 é
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uma constante real.

Demonstração: Desde que x é uma parametrização ortogonal temos que

K = − 1

2
√
EG

{(
Ey√
EG

)
y

+

(
Gx√
EG

)
x

}
= − 1

2ψ2

{
ψ2(ψ2)yy − (ψ2)y(ψ

2)y
ψ4

+
(ψ2)xxψ

2 − (ψ2)x(ψ
2)x

ψ4

}
.

Note que

∂ψ2

∂x
= (ψ2)z + (ψ2)z̄

∂2ψ2

∂x2
= (ψ2)zz + 2(ψ2)zz̄ + (ψ2)z̄z̄

∂ψ2

∂y
= i((ψ2)z − (ψ2)z̄)

∂2ψ2

∂y2
= −(ψ2)zz + 2(ψ2)zz̄ − (ψ2)z̄z̄.

Então segue das equações acima que

K = − 1

2ψ2

{
4(ψ2)zz̄ψ

2 − 4(ψ2)z(ψ
2)z̄

ψ4

}
= − 1

2ψ2

{
(8ψz̄ψz + 8ψψzz̄)ψ

2 − 16ψ2ψz̄ψz
ψ4

}
=

4ψz̄ψz − 4ψψzz̄
ψ4

. (2.43)

Suponha que ψ satisfaz ψzz = A2ψ,A ∈ C. Se A 6= 0, então

ψ = a1e
Az+Az̄ + a2e

−(Az+Az̄) + a3e
Az−Āz̄ + ā3e

−(Az−Āz̄) (2.44)

onde a1, a2 ∈ R e a3 ∈ C. De fato, note que

ψzz =
ψxx − ψyy − 2iψxy

4

ψz̄z̄ =
ψxx − ψyy + 2iψxy

4
,

como ψ é real, segue das equações acima que ψzz = ψz̄z̄ e portanto

ψz̄z̄ = Ā2ψ, (2.45)
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assumindo que ψzz = A2ψ temos

ψ = C(z̄)eAz +D(z̄)e−Az, (2.46)

desta forma segue que

ψz̄z̄ = Cz̄z̄e
Az +Dz̄z̄e

−Az.

Usando (2.45) temos

Cz̄z̄ = Ā2C e Dz̄z̄ = Ā2D,

ou seja,

C(z̄) = c1e
Āz̄ + c2e

−Āz̄,

D(z̄) = d1e
Āz̄ + d2e

−Āz̄,

em que c1, c2, d1 e d2 ∈ C. Portanto,

ψ = c1e
Az+Az̄ + c2e

Az−Az̄ + d1e
−Az+Az̄ + d2e

−Az−Az̄

e ainda por ψ ser real temos que ψ = ψ̄, o que implica que c1 = c̄1, d2 = d̄2 e c2 = d̄1 e

concluímos que

ψ = a1e
Az+Az̄ + a2e

−Az−Az̄ + a3e
Az−Az̄ + a3e

−Az+Az̄.

em que a1, a2 ∈ R e a3 ∈ C. Segue que

ψzz̄ψ − ψz̄ψz = 4|A|2(a1a2 − |a3|2). (2.47)

Nós concluímos de (2.43) e (2.47) que

Kψ4 = −16|A|2(a1a2 − |a3|2). (2.48)
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Similarmente, se A = 0 temos ψzz = 0 então

ψ = C(z̄)z +D(z̄) (2.49)

o que implica que

ψzz = Cz̄z̄z +Dz̄z̄

de (2.45) temos que Cz̄z̄ = 0 e Dz̄z̄ = 0, daí

C(z̄) = c1z̄ + c2,

D(z̄) = d1z̄ + d2,

em que c1, c2, d1 e d2 ∈ C então

ψ = c1zz̄ + c2z + d1z̄ + d2,

como ψ é real segue que ψ = ψ̄ por conseguinte c1 = c̄1, d2 = d̄2 e c2 = d̄1 e temos

ψ = a1zz̄ + a3z + ā3z̄ + a2, a1, a2 ∈ R, a3 ∈ C. (2.50)

Assim, ψzz̄ψ − ψz̄ψz = −4(a1a2 − |a3|2). Ou seja,

Kψ4 = −4(a1a2 − |a3|2).

No próximo teorema apresentaremos a solução para o sistema (2.18) − (2.21)

quando o fator de conformidade da superfície mínima satisfaz a condição adicional vista

acima. Esta solução ajudará a construir exemplos de superfícies mínimas.

Teorema 2.10. Seja ψ : U ⊂ C→ R uma função diferenciável tal que

ψzz = A2ψ, A ∈ C. (2.51)

Considere o sistema de equações (2.18)− (2.21) onde ` 6= 0 e m 6= 0 são números reais e
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seja

η = 2σ

√
`m

2
+ A2, σ = ±1 (2.52)

Então ϕ, ϕz, ϕz̄ e β são soluções do sistema (2.18)− (2.21) satisfazendo a condição inicial

(2.40)

ϕ = −ψF
2m

[
4

`2

(
ψz̄
ψ
− Fz̄
F

)(
ψz
ψ
− Fz
F

)
+

1

ψ2

]
(2.53)

ϕz =
ψF

`

(
ψz̄
ψ
− Fz̄
F

)
, ϕz̄ =

ψF

`

(
ψz
ψ
− Fz
F

)
e β =

F

ψ
(2.54)

Onde se η 6= 0, F é dado por

F (z, z̄) = a1e
ηz+η̄z̄

2 + a2e
− ηz+η̄z̄

2 + a3e
ηz−η̄z̄

2 + ā3e
− ηz−η̄z̄

2 , a1, a2 ∈ R, a3 ∈ C (2.55)

e se η = 0, F é dado por

F = a1zz̄ + a3z + ā3z̄ + a2, a1, a2 ∈ R, a3 ∈ C (2.56)

em que

a1a2 − |a3|2 = 0. (2.57)

Demonstração: De (2.21) nós temos

βz = −`ψ−2ϕz̄ (2.58)

βzz = −ϕz̄z`
ψ2

+
2ψz
ψ

(
`ϕz̄
ψ2

)
,

portanto, segue de (2.19) que

βzz =
`mβψ2

2ψ2
− 2ψz

ψ
βz

=
`m

2
β − 2ψz

ψ
βz, (2.59)

analogamente, temos

βz̄z̄ =
`m

2
β − 2ψz̄

ψ
βz̄.
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Considerando F = ψβ, temos que

Fz = ψzβ + ψβz

Fzz = ψzzβ + 2ψzβz + ψβzz

Fzz − ψzzβ = ψβzz + 2ψzβz.

Segue de (2.59) que

ψβzz + 2ψzβz =
`mψβ

2

logo ,

Fzz − ψzzβ =
`mψβ

2
=
`mF

2
,

portanto,

Fzz =
`mF

2
+
ψzzF

ψ

=

(
`m

2
+
ψzz
ψ

)
F,

analogamente,

Fz̄z̄ =

(
`m

2
+
ψz̄z̄
ψ

)
F.

Mas, por (2.51) temos

Fzz =

(
`m

2
+ A2

)
F

Fz̄z̄ =

(
`m

2
+ Ā2

)
F.

Tomando

η = 2σ

√
`m

2
+ A2

teremos

Fzz =
η2

4
F

Fz̄z̄ =
η̄2

4
F.
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Para resolver este sistema fazemos da mesma maneira que �zemos em (2.44)

obtendo se η 6= 0

F (z, z̄) = a1e
ηz+η̄z̄

2 + a2e
− ηz+η̄z̄

2 + a3e
ηz−η̄z̄

2 + ā3e
− ηz−η̄z̄

2 , a1, a2 ∈ R, a3 ∈ C

se η = 0 procedemos como em (2.50) e obtemos

F = a1zz̄ + a3z + ā3z̄ + a2, a1, a2 ∈ R, a3 ∈ C.

Agora precisamos apenas encontra ϕ, ϕz, e ϕz̄ em termos de F . Para isto, usamos

a condição inicial (2.40) e o corolário 2.6, ou seja, sabemos que

4ϕzϕz̄
ψ2

+ β2 = −2mϕβ

ou ainda,

4ϕzϕz̄ + F 2 = −2mψϕF. (2.60)

Mas de (2.58) temos

βz = −`ϕz̄
ψ2

,

segue que,

ϕz̄ = −ψ
2βz
`

= −ψ
2

`

∂

∂z

(
F

ψ

)
= −ψ

2

`

(
Fzψ − Fψz

ψ2

)
=

ψF

`

(
ψz
ψ
− Fz
F

)
.

Analogamente de (2.21)

βz̄ = −`ϕz
ψ2
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segue que

ϕz = −ψ
2βz̄
`

= −ψ
2

`

∂

∂z̄

(
F

ψ

)
= −ψ

2

`

(
Fz̄ψ − Fψz̄

ψ2

)
=

ψF

`

(
ψz̄
ψ
− Fz̄
F

)
.

Logo, demonstramos (2.54). De (2.60), temos

4ϕzϕz̄ + F 2 = −2mϕψF

utilizando (2.54) �camos com

ϕ = − 1

2mψF

[
4ψF

`

(
ψz̄
ψ
− Fz̄
F

)
ψF

`

(
ψz
ψ
− Fz
F

)
+ F 2

]
= −ψF

2m

[
4

`2

(
ψz̄
ψ
− Fz̄
F

)(
ψz
ψ
− Fz
F

)
+

1

ψ2

]
.

Da equação (2.20) temos que
∂ϕ

∂z
= ϕz, assim por um lado de (2.53) temos que

∂ϕ

∂z
= −2ψF

m`2

(
ψz
ψ
− Fz
F

)[
∂

∂z

(
ψz̄
ψ
− Fz̄
F

)]
− F

2mψ

(
Fz
F
− ψz

ψ

)
−2ψF

m`2

(
ψz̄
ψ
− Fz̄
F

)[
A2 − η2

4
−
(
ψz
ψ

+
Fz
F

)(
ψz
ψ
− Fz
F

)]
−2ψF

m`2

(
ψz̄
ψ
− Fz̄
F

)(
ψz
ψ
− Fz
F

)(
ψz
ψ

+
Fz
F

)
= −2ψF

m`2

(
ψz̄
ψ
− Fz̄
F

)(
A2 − η2

4

)
− 2ψF

m`2

(
ψz
ψ
− Fz
F

)[
∂

∂z

(
ψz̄
ψ
− Fz̄
F

)
− `2

4ψ2

]
=

ψF

`

(
ψz̄
ψ
− Fz̄
F

)
− 2ψF

m`2

(
ψz
ψ
− Fz
F

)[
∂

∂z

(
ψz̄
ψ
− Fz̄
F

)
− `2

4ψ2

]
,

por outro lado ϕz é dado por (2.54), assim segue que

2ψF

m`2

(
ψz
ψ
− Fz
F

)[
∂

∂z

(
ψz̄
ψ
− Fz̄
F

)
− `2

4ψ2

]
= 0.

Como as funções ψ e F não se anulam, além disso
(
ψz
ψ
− Fz

F

)
não se anula num subconjunto
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aberto, sendo ` 6= 0, temos que

0 =
∂

∂z

(
ψz̄
ψ
− Fz̄
F

)
− `2

4ψ2

=
ψF (Fzψz̄ + Fψz̄z − Fz̄z)− (Fψz̄ − Fz̄ψ) (ψzF + ψFz)

ψ2F 2
− `2

4ψ2

= ψF (Fzψz̄ + Fψz̄z − Fz̄z)− F 2ψzψz̄ + FFz̄ψψz − FFzψz̄ψ + ψ2FzFz̄ −
`2F 2

4

= F 2

(
ψψzz̄ − ψzψz̄ −

`2

4

)
− ψ2 (FFz̄z − FzFz̄)

de (2.43) temos que Kψ2 = 4ψz̄ψz−4ψψzz̄, como ψ satisfaz (2.51) temos que Kψ2 = −`2,

portanto

FFz̄z − FzFz̄ = 0

como Fzz = η2

4
procedemos de forma análoga com que �zemos em (2.47) temos que para

η 6= 0, FFzz̄−FzFz̄ = |η|2(a1a2−|a3|2). Se η = 0 temos que FFzz̄−FzFz̄ = −4(a1a2−|a3|2)

e segue que

a1a2 − |a3|2 = 0.

Observação 2.11. Considere F dada por (2.55) , onde η 6= 0. Então F pode ser reescrita

como

F (z, z̄) = a1e
ηz+η̄z̄

2 + a2e
− ηz+η̄z̄

2 + a3e
ηz−η̄z̄

2 + ā3e
− ηz−η̄z̄

2

= a1e
Re ηz + a2e

−Re ηz + a3e
i Im ηz + ā3e

−i Im ηz

= (a1 + a2) cosh Re ηz + (a1 − a2) senh(Re ηz)

+ (a3 + ā3) cosh(i Im ηz) + (a3 − ā3) senh(i Im ηz)

= A1 cosh Re ηz + A2 senh(Re ηz)

+A3 cosh(i Im ηz)− iA4 senh(i Im ηz), (2.61)

em que A1, A2, A3 e A4 ∈ R

Do teorema anterior originam-se dois corolários, o primeiro apresenta de maneira
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explícita as famílias de superfícies mínimas associadas por uma transformação de

Ribaucour a uma outra superfície mínima dada desde que ela satisfaça o teorema anterior.

O segundo corolário permite representar F (z, z̄) dada por (2.61) de maneira mais simples.

Corolário 2.12. Seja S uma superfície mínima de R3, orientável, sem pontos umbílicos

com uma parametrização isotérmica por linhas de curvatura x(z, z̄), com I = ψ2dzdz̄.

Suponha que ψ satisfaz (2.51), então

x̃ = x +
2

m`

(
ψz
ψ
− Fz
F

)
xz +

2

m`

(
ψz̄
ψ
− Fz̄
F

)
xz̄ +

1

m
N (2.62)

é uma família de superfícies mínimas, localmente associadas a x por uma transformação

de Ribaucour, onde ` e m são números reais não nulos e a função F (z, z̄) é dada por

(2.55) ou (2.56).

Demonstração: Segue do Corolário 2.8 que a superfície

x̃ = x +
2ϕz̄
mψ2β

xz +
2ϕz
mψ2β

xz̄ +
1

m
N

está associada x por uma transformação de Ribaucour, onde m é uma constante real não

nula, N é o vetor normal unitário de x e ϕz, ϕz̄, β são soluções do sistema (2.18)− (2.21).

Porém, de (2.51) sabemos que ψzz = A2ψ e segue do Teorema 2.10 que

ϕz =
Fψz̄ − Fz̄ψ

`
, ϕz̄ =

Fψz − Fzψ
`

e β =
F

ψ

em que F (z, z̄) é dado por (2.55) se η 6= 0 e é dado por (2.56) se η = 0. Logo, podemos

escrever x̃, da forma

x̃ = x +
2(Fψz − Fzψ)

m`ψ2β
xz +

2(Fψz̄ − Fz̄ψ)

m`ψ2β
xz̄ +

1

m
N

= x +
2(Fψz − Fzψ)

m`ψF
xz +

2(Fψz̄ − Fz̄ψ)

m`ψF
xz̄ +

1

m
N

= x +
2

m`

(
ψz
ψ
− Fz
F

)
xz +

2

m`

(
ψz̄
ψ
− Fz̄
F

)
xz̄ +

1

m
N.

Corolário 2.13. Considere S uma superfície mínima satisfazendo o teorema anterior.

Se F (z, z̄) é a função dada por (2.61) com η 6= 0 então as constantes A1, A2, A3 e A4
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satisfazem a equação

−A2
1 + A2

2 + A2
3 + A2

4 = 0 (2.63)

Além disso, se A3, A4 não se anulam simultaneamente, então F pode ser reescrita por

F (z, z̄) = λ cosh(λµ+ Re ηz) + sen(τ + Im ηz) (2.64)

em que µ, τ ∈ R, λ = ±1.

Demonstração: Se S é uma superfície mínima satisfazendo o teorema anterior então I =

ψ2dzdz̄, II = `
2
(dz2 +dz̄2) e existe A tal que ψzz = A2ψ. Além disso, F é dada por (2.61)

F (z, z̄) = A1 cosh (Re ηz) + A2 senh (Re ηz) + A3 cosh (i Im ηz)− iA4 senh (i Im ηz).

Da Proposição 2.10 temos que a1a2 − |a3|2 = 0 e da Observação 2.11

a1 =
A1 + A2

2
, a2 =

A1 − A2

2

a3 =
A3 − iA4

2
, ā3 =

A3 + iA4

2

e, portanto, segue (2.63). Considere agora B =
√
A2

3 + A2
4, se A3, A4 não se anulam

simultaneamente então B é diferente de zero e

A2
1 − A2

2 = A2
3 + A2

4 ⇔(
A1

B

)2

−
(
A2

B

)2

= 1

logo, existe µ ∈ R tal que

A1 = λB cosh µ

A2 = B senh µ

para λ = ±1. Analogamente temos

(
A3

B

)2

+

(
A4

B

)2

= 1.
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Portanto, existe τ ∈ [0, 2π) tal que

A3 = B sen τ

A4 = B cos τ,

então fazendo o uso de (2.61) temos que

F (z, z̄) = λB coshµ cosh(Re ηz) +B senhµ senh (Re ηz)

+B sen τ cosh(i Im ηz)− iB cos τ senh (i Im ηz)

= λB coshµ cosh(Re ηz) +B senhµ senh (Re ηz)

+B sen τ cos( Im ηz) +B cos τ sen ( Im ηz)

= λB cosh(λµ+ Re ηz) +Bsen(τ + Im ηz).

Note que na parametrização x̃, dada por (2.62), os únicos termos que dependem de F são

os termos Fz/F e Fz̄/F , mas eles não dependem de B então podemos considerar

F (z, z̄) = λ cosh(λµ+ Re ηz) + sen(τ + Im ηz).

Observação 2.14. Note que se A1, A2, A3, e A4 satisfazem (2.63) e A3 = A4 = 0, então

A1 = ±A2 = δ A2

onde δ = ±1. Segue de (2.61) que

F (z, z̄) = A1

[
cosh(Re ηz)± senh(Re ηz)

]
= A1e

±Re ηz

= A1e
δRe ηz.
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2.3 Exemplos: superfícies associadas à superfície de

Enneper

Nesta seção usaremos resultados das seções passadas para encontrar as transformadas de

Ribaucour da superfície de Enneper. Tais resultados ainda se aplicam ao catenoide e ao

helicoide como mostrado em [3].

Exemplo 2.15. Considere a superfície de Ennerper em R3, parametrizada por

x(x, y) =

(
x− x3

3
+ xy,−y − x2y +

y3

3
, x2 − y2

)
.

Observe que tal superfície é mínima ver [6], além disso o fator de conformidade e a segunda

forma fundamental são respectivamente ψ = x2 + y2 + 1 = zz̄ + 1 e II = −2(dx2 − dy2).

Escrevendo x = Re(z) e y = Im(z) = Re(−iz), podemos reescrever a parametrização

x(x, y) = x(z, z̄) como

x(z, z̄) = Re

(
z − z3

3
, iz + i

z3

3
, z2

)
(2.65)

então x̃(z, z̄) está localmente associada a x(z, z̄) por uma transformação de Ribaucour se

e somente se, esta é a própria superfície de Enneper ou pertence à família a 3 parâmetros

de superfícies mínimas dadas por

x̃(z, z̄) = x(z, z̄)− 1

m

(
z̄

ψ
− Fz
F

)
xz(z, z̄)− 1

m

(
z

ψ
− Fz̄
F

)
xz̄(z, z̄) +

1

m
N(z, z̄)

onde m é uma constante real não nula, ψ = 1 + zz̄ e

F (z, z̄) = λ cosh(λµ+ 2σRe
√
mz) + sen(τ + 2σ Im

√
mz)

com µ, τ ∈ R e λ, σ = ±1.

De fato, temos que ψzz = 0ψ e ` = −2. Logo podemos aplicar o Corolário 2.12 e

obter

x̃ = x +
2

m`

(
ψz
ψ
− Fz
F

)
xz +

2

m`

(
ψz̄
ψ
− Fz̄
F

)
xz̄ +

1

m
N

= x− 1

m

(
z̄

ψ
− Fz
F

)
xz −

1

m

(
z

ψ
− Fz̄
F

)
xz̄ +

1

m
N
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um família de superfícies mínimas localmente associadas a x por uma transformação de

Ribaucour com F (z, z̄) dado por (2.55) com η = 2σ
√
`m/2 + A2 temos que

η = 2σ
√
−m. (2.66)

Pelo Corolário 2.13 se A3 e A4 não se anulam simultaneamente então existe µ, τ ∈ R tais

que

F (z, z̄) = λ cosh(λµ+ 2σRe
√
−mz) + sen(τ + 2σ Im

√
−mz),

em que λ = ±1.

Se A3 e A4 são zero então a superfície associada a x é a própria superfície de

Enneper. De fato, do Corolário 2.3 as formas fundamenteis de x̃ são dadas por

Ĩ = ψ̃2dzdz̄ e ĨI =
`

2
(dz2 + dz̄2)

em que

ψ̃ =

∣∣∣∣ `ϕβψ
∣∣∣∣.

Portanto, precisamos mostrar que ψ̃ = ψ(ω(z)), onde ω(z) é um movimento

rígido. No entanto, de (2.54) temos que ψ̃ =
∣∣∣ `ϕF ∣∣∣ e de (2.53) �camos com

ψ̃ =

∣∣∣∣`ϕF
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ `ψ2m

∣∣∣∣∣∣∣∣ 4

`2

(
ψz̄
ψ
− Fz̄
F

)(
ψz
ψ
− Fz
F

)
+

1

ψ2

∣∣∣∣. (2.67)

Como A1, A2, A3 e A4 satisfazem a equação (2.63) com A3 = A4 = 0 segue de

(2.66) e da Observação 2.14 que

F (z, z̄) = A1e
2ξRe

√
−mz, (2.68)

em que ξ = ±1. Note que seja η um número complexo então η = a+ ib, portanto

∂ Re[ηz]

∂z
=
∂ Re[(a+ ib)(x+ iy)]

∂z
=
∂(ax− by)

∂z
=

1

2

∂
(
a(z + z̄) + ib(z − z̄)

)
∂z

=
η

2
(2.69)
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Logo, Fz = ξ
√
−mF , considerando ainda z = x+ iy temos que se m < 0

ψ̃ = − ψ
m

∣∣∣∣(ψz̄ψ − ξ√−m
)(

ψz
ψ
− ξ
√
−m

)
+

1

ψ2

∣∣∣∣
= − ψ

m

∣∣∣∣( zψ − ξ√−m
)(

z̄

ψ
− ξ
√
−m

)
+

1

ψ2

∣∣∣∣
= − ψ

m

∣∣∣∣(x2 + y2 − 2ψξ
√
−mx

ψ2

)
−m+

1

ψ2

∣∣∣∣
= − 1

m

∣∣∣∣ψ − 1

ψ
− 2ξ
√
−mx−mψ +

1

ψ

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ψ +
2ξ
√
−mx
m

− 1

m

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣1 + x2 + y2 − 2ξ√
−m

x− 1

m

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣1 +

(
x− ξ√

−m

)2

+ y2

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ψ(x− ξ√
−m

, y

)∣∣∣∣
= ψ

(
x− ξ√

−m
, y

)
.

Se m > 0

ψ̃ =
ψ

|m|

∣∣∣∣(ψz̄ψ − iξ√m
)(

ψz
ψ

+ xξ
√
m

)
+

1

ψ2

∣∣∣∣
=

ψ

m

∣∣∣∣( zψ − iξ√m
)(

z̄

ψ
+ iξ
√
m

)
+

1

ψ2

∣∣∣∣
=

ψ

m

∣∣∣∣ 1

ψ2

∣∣z − iψξ√m∣∣2 +
1

ψ2

∣∣∣∣
=

1

m

∣∣∣∣ 1ψ ∣∣∣x+ i(y − ψξ
√
m)
∣∣∣2 +

1

ψ

∣∣∣∣
=

1

m

(
x2 + (y − ψξ

√
m)2

ψ
+

1

ψ

)
=

1

m

(
x2 + y2 − 2yψξ

√
m+mψ2

ψ
+

1

ψ

)
=

1

m
+ ψ − 2yξ√

m

= 1 + x2 +

(
y − ξ√

m

)2

= ψ

(
x, y − ξ√

m

)
.

.



Capítulo 3

Superfícies Isotérmicas em R3

O objetivo principal deste capítulo é a obtenção de novos exemplos de superfícies

isotérmicas em R3, utilizando a transformação de Ribaucour, através da integração de

um sistema de EDPs para uma classe de superfícies mínimas.

3.1 A transformação de Darboux-Bianchi

Nesta seção encontraremos condições necessárias e su�cientes para que a transformação

de Ribacour associe duas superfícies isotérmicas. Esta é uma generalização da clássica

transformação de Bäcklund para superfícies isotérmicas que foi originalmente estabelecida

por Darboux [20] e subsequentemente discutida em detalhes por Bianchi [9]. Este

resultado permite obter exemplos de superfícies isotérmicas a partir de uma superfície

isotérmica conhecida.

De�nição 3.1. Uma aplicação Ψ : S → S̃ entre superfícies regulares orientadas S e S̃ é

uma transformação de Darboux-Bianchi se Ψ é uma transformação de Ribaucour conforme

que reverte orientação1.

Ao longo desta seção mostraremos que a transformação de Darboux-Bianchi �ca

inteiramente determinada pela solução do sistema de equações diferenciais apresentado

na próxima proposição.

Proposição 3.2. Seja S uma superfície isotérmica e x : U ⊂ R2 → V ⊂ S um sistema

de coordenadas principal em um aberto simplesmente conexo U ⊂ S com par associado

1A hipotése de inverter orientação é crucial para a existência de soluções (garante a integrabilidade
do sistema de EDP's a seguir).

37
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(v, V ). Então dado m ∈ R, o sistema linear de EDP ′s2



(i)
∂ϕ

∂ui
= vγi

(ii)
∂γj
∂ui

= hjiγi, i 6= j,

(iii)
∂γ1

∂u1

= −γ2h21 +m(vρ+ v−1ϕ) + βV1

(iv)
∂γ2

∂u2

= −γ1h12 +m(vρ− v−1ϕ) + βV2

(v)
∂β

∂ui
= −Viγi

(vi)
∂ρ

∂u1

= v−1γ1,
∂ρ

∂u2

= −v−1γ2

(3.1)

é completamente integrável e possui a integral primeira

γ2
1 + γ2

2 + β2 − 2mϕρ = C ∈ R. (3.2)

Demonstração: O sistema formado pelas equações (i), (ii) e (v) é totalmente integrável

pelo Teorema 1.14. A única diferença é que neste caso em que a superfície é isotérmica,

então, podemos usar v1 = v2 = v. Desta forma, precisamos mostrar apenas que

∂2ρ

∂u1u2

=
∂2ρ

∂u2u1

e
∂γi

∂ui∂uj
=

∂γi
∂uj∂ui

, i 6= j.

Segue de (vi) e (ii) que

∂2ρ

∂u1u2

=
∂

∂u1

(
− v−1γ2

)
= h12v

−1γ2 − v−1h21γ1,

∂2ρ

∂u2u1

=
∂

∂u2

(
v−1γ1

)
= −h21v

−1γ1 + v−1h12γ2.

De (ii) temos que para i 6= j

∂2γi
∂ui∂uj

=
∂

∂ui

(
hijγj

)
= γj

∂hij
∂ui

+ hij
∂γj
∂ui

= −γj
∂hji
∂uj

+ γihijhji − γjViVj.

2Nos trabalhos de Darboux e Bianchi se usou eϑ ao invés de v para o fator de conformidade.
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Por outro lado de (iii) temos que

∂2γ1

∂u2∂u1

= −
(
− γ1h12 +m(vρ− v−1ϕ) + βV2

)
h21 − γ2

∂h21

∂u2

+m(h21vρ− γ2 − v−1h21ϕ+ γ2)− V1V2γ2 + βh21V2

= −γ2
∂h21

∂u2

+ γ1h12h21 − γ2V1V2

e de (iv) temos que

∂2γ2

∂u1∂u2

= −
(
− γ2h21 +m(vρ+ v−1ϕ) + βV1

)
h12 − γ1

∂h12

∂u1

+m(h12vρ+ γ1 + v−1h12ϕ− γ1)− V1V2γ1 + βh12V1

= −γ1
∂h12

∂u1

+ γ2h21h12 − γ1V1V2.

Donde segue a integrabilidade do sistema [14]. Para a integral primeira, temos

∂

∂u1

(γ2
1 + γ2

2 + β2 − 2mϕρ) = 2γ1
∂γ1

∂u1

+ 2γ2
∂γ2

∂u1

+ 2β
∂β

∂u1

− 2mϕ
∂ρ

∂u1

− 2mρ
∂ϕ

∂u1

= 2γ1

(
− γ2h21 +m(vρ+ v−1ϕ) + βV1

)
+ 2γ2h21γ1

−2βV1γ1 − 2mϕv−1γ1 − 2mρvγ1

= 0,

analogamente

∂

∂u2

(γ2
1 + γ2

2 + β2 − 2mϕρ) = 2γ1
∂γ1

∂u2

+ 2γ2
∂γ2

∂u2

+ 2β
∂β

∂u2

− 2mϕ
∂ρ

∂u2

− 2mρ
∂ϕ

∂u2

= 2γ1h12γ2 + 2γ2

(
− γ1h12 +m(vρ− v−1ϕ) + βV2

)
−2βV2γ2 + 2mϕv−1γ2 − 2mρvγ2

= 0.

Logo γ2
1 + γ2

2 + β2 − 2mϕρ = C, onde C ∈ R.

Observação 3.3. Aqui B1, B2 são dados por (i) B1 = m(vρ+ v−1ϕ)

(ii)B2 = m(vρ− v−1ϕ)

em que �zemos o uso de (1.7) e das equações (iii) e (iv) do sistema (3.1), respectivamente.
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No próximo teorema mostraremos que a transformação de Darboux-Bianchi é

inteiramente determinada pela solução do sistema (3.1).

Teorema 3.4. Seja S uma superfície isotérmica e x : U ⊂ R2 → V ⊂ S um sistema

de coordenadas principal em um aberto simplesmente conexo U ⊂ S com par associado

(v, V ). Se Ψ : x(U)→ x̃(U) a transformada de Ribaucour de x determinada pela solução

(ϕ, γ, β, ρ) := (ϕ, γ1, γ2, β, ρ) de (3.1) é conforme e reverte orientação e as funções Bi,

i = 1, 2, dadas por (1.7) são não nulas em todos os pontos de U , então (ϕ, γ1, γ2, β, ρ)

satisfaz

γ2
1 + γ2

2 + β2 − 2mϕρ = 0. (3.3)

Reciprocamente, se (ϕ, γ1, γ2, β, ρ) é uma solução de (3.1) satisfazendo (3.3) em

um aberto simplesmente conexo U ⊂ R2 como no Teorema 1.14, então a transformação

de Ribaucour de x em x̃ determinada por (ϕ, γ1, γ2, β, ρ) é conforme e reverte orientação.

Demonstração: Temos que Ψ : x → x̃ é conforme se, e somente se, ∃λ : U → (0,∞) tal

que

〈
dΨ(Xi), dΨ(Xj)

〉
= λ2

〈
Xi, Xj

〉
, 1 ≤ i, j ≤ 2.

Aplicando respectivamente nos vetores da base e notando que
〈
dΨ(X1), dΨ(X2)

〉
= 0, pois

Ψ preserva linhas de curvatura, que são ortogonais entre si, e que dΨ(Xi) = dΨ

(
xui
v

)
=

1

v
dΨ(xui) =

1

v
x̃ui =

ṽi
v
X̃i , obtemos que

λ2 =
ṽ1

2

v2
, λ2 =

ṽ2
2

v2

que é equivalente a

ṽ1 = ±ṽ2.

Mas Ψ reverte orientação se, e somente se, o determinante da matriz jacobiana de Ψ

det(dΨ) =

∣∣∣∣∣∣ṽ1 0

0 ṽ2

∣∣∣∣∣∣
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é negativo. Logo ṽ1ṽ2 < 0 e portanto Ψ ser conforme e reverter orientação é equivalente a

0 = ṽ1 + ṽ2. (3.4)

Por (2.3), isto é,

0 = v − 2ϕνB1 + v − 2ϕνB2

que por (3.3) é

0 = 2v − 2ϕν
(
mvρ+mϕv−1

)
− 2ϕν

(
mvρ−mϕv−1

)
= 1− 2mϕνρ

= ν−1 − 2mϕρ.1

Deste teorema obtemos o seguinte corolário que dá a expressão da parametrização

da transformada de Darboux-Bianchi de x e suas respectivas formas fundamentais.

Corolário 3.5. Seja x : U ⊂ R2 → V ⊂ S um sistema de coordenadas isotérmico principal

de uma superfície regular isotérmica S e (v, V ) seu par associado. Se (ϕ, γ1, γ2, β, ρ) é

uma solução de (3.1) satisfazendo (3.3) em U ⊂ R2 como no Teorema 1.14, então a

transformação de Darboux-Bianchi de x determinada por (ϕ, γ1, γ2, β, ρ) é dada por

x̃ = x− 1

mρ
(γ1X1 + γ2X2 + βN) (3.5)

e suas respectivas formas fundamentais são dadas por

Ĩ =

(
ϕ

ρv

)2

(du2
1 + du2

2) (3.6)

ĨI = −
(
k1
ϕ

ρ
+
β

ρ
+

βϕ

ρ2v2

)
du2

1 +

(
k2
ϕ

ρ
+
β

ρ
− βϕ

ρ2v2

)
du2

2 (3.7)

Demonstração: Temos que (3.5) decorre diretamente de (1.5) e (3.3). De fato, desta temos

1A recíproca é obtida usando as mesma equações mas partindo de (3.3) e obtendo (3.4).
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que ν−1 = 2mϕρ e daquela temos

x̃ = x− 2νϕ (γ1X1 + γ2X2 + βN)

= x− 1

mρ
(γ1X1 + γ2X2 + βN) .

Para encontrarmos as formas fundamentais de x̃ note que

ṽ1 = v1 − 2ϕνB1

= v − 1

mρ
B1

= v − 1

mρ

(
m(vρ+ v−1ϕ)

)
= − ϕ

ρv

analogamente, ṽ2 = ϕ(ρv)−1. Como a transformação de Ribaucour preserva linhas de

curvatura temos que F̃ = 0 e f̃ = 0, portanto, segue (3.6). Para a segunda forma

fundamental de x̃ temos que

Ṽ1 = V1 + 2νβB1

= V1 +
βB1

mϕρ

= V1 +
vβ

ϕ
+
v−1β

ρ

assim,

Ṽ1ṽ1 = −
(
k1
ϕ

ρ
+
β

ρ
+

βϕ

ρ2v2

)

analogamente

Ṽ2 = V2 + 2νβB2

= V2 +
βB2

mϕρ

= V2 +
vβ

ϕ
− v−1β

ρ
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portanto,

Ṽ2ṽ2 =

(
k2
ϕ

ρ
+
β

ρ
− βϕ

ρ2v2

)
,

daí, segue (3.7)

A próxima proposição estabelece condições necessárias e su�cientes para as quais

a transformada de Darboux-Bianchi de uma superfície mínima seja uma superfície mínima.

Proposição 3.6. Seja x : U ⊂ R2 → V ⊂ S um sistema de coordenadas isotérmico

principal de uma superfície regular mínima S e (v, V ) seu par associado. Então a

transformada de Darboux-Bianchi de x determinada por (ϕ, γ1, γ2, β, ρ) é uma superfície

mínima se, e somente se

V1v = −β
ρ

(3.8)

Demonstração: x̃ é mínima se, e somente se, 0 = ṽ2Ṽ1+ṽ1Ṽ2, donde segue (3.8), utilizando

que ṽ2 = −ṽ1 e as expressões de Ṽi, i = 1, 2 junto com o fato que V1 = −V2.

3.2 A Transformação de Darboux-Bianchi: uma

abordagem diferente

Nesta seção adaptamos o sistema de equações (3.1) encontrando um sistema de equações

equivalente. Em seguida, iremos resolvé-lo quando o coe�ciente de conformidade da

superfície satisfaz uma condição adicional e superfície isotérmica é mínima.

De maneira análoga �zemos com o sistema (2.1) na Seção 2.2 reescrevemos o

sistema (3.1) usando a linguagem de formas diferenciais, obtendo

dϕ =
2∑
i=1

γiωi, (3.9)

dβ = −
2∑
i=1

γikiωi (3.10)

dρ = ψ−2(γ1ω1 − γ2ω2) (3.11)

dγi(ej) = γjωij(ej), i 6= j (3.12)

dγ1(e1) = mψ−1(ψρ+ ψ−1ϕ) + βk1 − γ2ω21(e1) (3.13)

dγ2(e2) = mψ−1(ψρ− ψ−1ϕ) + βk2 − γ1ω12(e2) (3.14)
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Agora reescreveremos o sistema de equações acima utilizando análise complexa.

Teorema 3.7. Seja S uma superfície isotérmica em R3, sem pontos umbílicos,

parametrizada por linhas de curvaturas, então o sistema (3.9)-(3.14) com a condição

inicial

γ2
1 + γ2

2 + β2 = 2mϕρ (3.15)

é equivalente ao sistema:

dϕ = ϕzdz + ϕz̄dz̄, (3.16)

dβ = −1

2

(
ϕz(k1 + k2) + ϕz̄(k1 − k2)

)
dz − 1

2

(
ϕz(k1 − k2) + ϕz̄(k1 + k2)

)
dz̄ ,(3.17)

dρ = ψ−2ϕz̄dz + ψ−2ϕzdz̄, (3.18)

dϕz =

[
mϕ

2ψ
+
βψ(k1 − k2)

4
+

2ψzϕz
ψ2

]
ψdz +

[
mρψ

2
+
βψ(k1 + k2)

4

]
ψdz̄ (3.19)

dϕz̄ =

[
mρψ

2
+
βψ(k1 + k2)

4

]
ψdz +

[
2ψz̄ϕz̄
ψ2

+
mϕ

2ψ
+
βψ(k1 − k2)

4

]
ψdz̄ (3.20)

onde z = x+ iy ∈ U ⊂ C e as formas quadráticas de S são dadas por

I = ψ2dzdz̄ e II = ψ2(k1dx
2 + k2dy

2).

Demonstração: Temos que

I = ψ2(dx2 + dy2) = ψ2dzdz̄.

Mas

I = ω2
1 + ω2

2

então, podemos considerar

ω1 = ψdx =
ψ

2
(dz + dz̄), (3.21)

ω2 = ψdy =
ψ

2i
(dz − dz̄) = −iψ

2
(dz − dz̄). (3.22)
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Derivando as equações acima, obtemos:

dω1 =
1

2
(ψzdz ∧ dz̄ + ψz̄dz̄ ∧ dz)

=
ψz − ψz̄

2
dz ∧ dz̄

dω2 =
1

2i
(−ψzdz ∧ dz̄ + ψz̄dz̄ ∧ dz)

= −ψz + ψz̄
2i

dz ∧ dz̄.

Por outro lado, as direções principais da superfície isotérmica são dadas por:

e1 =
1

ψ
(
∂

∂z
+

∂

∂z̄
),

e2 =
i

ψ
(
∂

∂z
− ∂

∂z̄
)

logo,

dz(e1) =
1

ψ
, dz(e2) =

i

ψ
,

dz̄(e1) =
1

ψ
, dz̄(e2) = − i

ψ

e, portanto,

dz ∧ dz̄(e1, e2) =

∣∣∣∣∣∣ dz(e1) dz(e2)

dz̄(e1) dz̄(e2)

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣ ψ
−1 iψ−1

ψ−1 −iψ−1

∣∣∣∣∣∣ = −2iψ−2.

Contudo,

ω12(e1) = dω1(e1, e2) =
ψz − ψz̄

2

(
−2iψ−2

)
= −i(ψz − ψz̄)ψ−2 (3.23)

ω12(e2) = dω2(e1, e2) = −ψz + ψz̄
2i

(
−2iψ−2

)
= (ψz + ψz̄)ψ

−2 (3.24)

e

ω12 = ω12(e1)ω1 + ω12(e2)ω2

=
−i(ψz − ψz̄)

2
ψ−1(dz + dz̄)− i(ψz + ψz̄)

2
ψ−1(dz − dz̄)

= −iψzψ−1dz + iψz̄ψ
−1dz̄.



Superfícies Isotérmicas em R3 46

Agora estamos em condições de reescrever o sistema (3.9)- (3.14). Usando (3.21) e (3.22),

segue de (3.9) que

dϕ = γ1ω1 + γ2ω2

=
γ1ψ

2
(dz + dz̄)− iγ2ψ

2
(dz − dz̄)

=
(γ1 − iγ2)ψ

2
dz +

(γ1 + iγ2)ψ

2
dz̄

mas, dϕ = ϕzdz + ϕz̄dz̄, temos então que

ϕz =
(γ1 − iγ2)ψ

2
e ϕz̄ =

(γ1 + iγ2)ψ

2
. (3.25)

Segue de (3.10), (3.11)(3.21) e (3.22) que

dβ = −γ1k1ω1 − γ2k2ω2

= −γ1k1ψ

2
(dz + dz̄) + i

γ2k2ψ

2
(dz − dz̄)

=
ψ

2
(−γ1k1 + iγ2k2)dz − ψ

2
(γ1k1 + iγ2k2)dz̄

=
1

2

(
− (ϕz + ϕz̄)k1 + (ϕz̄ − ϕz)k2

)
dz − 1

2

(
(ϕz + ϕz̄)k1 + (ϕz̄ − ϕz)k2

)
dz̄

= −1

2

(
ϕz(k1 + k2) + ϕz̄(k1 − k2)

)
dz − 1

2

(
ϕz(k1 − k2) + ϕz̄(k1 + k2)

)
dz̄,

dρ = ψ−2(γ1ω1 − γ2ω2)

= ψ−2γ1
ψ

2
(dz + dz̄) + iψ−2γ2

ψ

2
(dz − dz̄)

= ψ−2ϕz̄dz + ψ−2ϕzdz̄.

Além disso, sabemos por (3.12) que

dγi(ej) = γjωij(ej), para i 6= j.
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Utilizando (3.23) e (3.24), temos que:

dγ1(e2) = γ2ω12(e2)

= γ2(ψz + ψz̄)ψ
−2 (3.26)

dγ2(e1) = γ1ω21(e1)

= iγ1(ψz − ψz̄)ψ−2. (3.27)

Segue de (3.13) e (3.14) que

dγ1(e1) = mψ−1(ψρ+ ψ−1ϕ) + βk1 − γ2ω21(e1)

= mψ−1(ψρ+ ψ−1ϕ) + βk1 − iγ2(ψz − ψz̄)ψ−2, (3.28)

dγ2(e2) = mψ−1(ψρ− ψ−1ϕ) + βk2 − γ1ω12(e2)

= mψ−1(ψρ− ψ−1ϕ) + βk2 − γ1(ψz + ψz̄)ψ
−2. (3.29)

Queremos encontrar dϕz e dϕz̄, em termos de dz e dz̄. Para isso, vamos calcular dϕz(v1),

dϕz(v2), dϕz̄(v1) e dϕz̄(w2), onde

v1 = ψ−1 ∂

∂z
=
e1 − ie2

2
e v2 = ψ−1 ∂

∂z̄
=
e1 + ie2

2
.

Como

ϕz =
(γ1 − iγ2)ψ

2

segue que

dϕz =
1

2
[(γ1 − iγ2)dψ + ψ(dγ1 − idγ2)].

Aplicando em v1 temos

dϕz(v1) =
1

2
[(γ1 − iγ2)ψzψ

−1 + ψ(dγ1(v1)− idγ2(v1))]

= ψzψ
−2ϕz +

ψ

2
[(dγ1(v1)− idγ2(v1))].
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Precisamos então calcular dγ1(v1) e dγ2(v1), mas

dγ1(v1) =
1

2
[dγ1(e1)− idγ1(e2)]

=
1

2

[
mψ−1(ψρ+ ψ−1ϕ) + βk1 − iγ2(ψz − ψz̄)ψ−2 − iγ2(ψz + ψz̄)ψ

−2
]

=
1

2

[
m(ψρ+ ψ−1ϕ)

ψ
+ βk1 −

2iγ2ψz
ψ2

]
, (3.30)

dγ2(v1) =
1

2
[dγ2(e1)− idγ2(e2)]

=
1

2

[
iγ1(ψz − ψz̄)ψ−2 − i

(
mψ−1(ψρ− ψ−1ϕ) + βk2 − γ1(ψz + ψz̄)ψ

−2
)]

= − i
2

[
m(ψρ− ψ−1ϕ)

ψ
+ βk2 −

2γ1ψz
ψ2

]
. (3.31)

Com isso, temos

dϕz(v1) =
ψzϕz
ψ

+
ψ

4

[
m(ψρ+ ψ−1ϕ)

ψ
+ βk1 −

2iγ2ψz
ψ2

−
(
m(ψρ− ψ−1ϕ)

ψ
+ βk2 −

2γ1ψz
ψ2

)]
=

ψzϕz
ψ2

+
ψ

4

[
2mϕ

ψ2
+ β(k1 − k2) +

2(γ1 − iγ2)ψz
ψ2

]
=

mϕ

2ψ
+
βψ(k1 − k2)

4
+

2ψzϕz
ψ2

.

Analogamente,

dϕz(v2) =
1

2
[(γ1 − iγ2)ψz̄ψ

−1 + ψ(dγ1(v2)− idγ2(v2))]

=
ψz̄ϕz
ψ2

+
ψ

2
[(dγ1(v2)− idγ2(v2))],

dγ1(v2) =
1

2
[dγ1(e1) + idγ1(e2)]

=
1

2

[
mψ−1(ψρ+ ψ−1ϕ) + βk1 − iγ2(ψz − ψz̄)ψ−2 +

iγ2(ψz + ψz̄)

ψ2

]
=

1

2

[
m(ψρ+ ψ−1ϕ)

ψ
+ βk1 +

2iγ2ψz̄
ψ2

]
, (3.32)

dγ2(v2) =
1

2
[dγ2(e1) + idγ2(e2)]

=
1

2

[
iγ1(ψz − ψz̄)

ψ2
+ i

(
mψ−1(ψρ− ψ−1ϕ) + βk2 − γ1(ψz + ψz̄)ψ

−2

)]
=

i

2

[
m(ψρ− ψ−1ϕ)

ψ
+ βk2 −

2γ1ψz̄
ψ2

]
. (3.33)
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Portanto,

dϕz(v2) =
ψz̄ϕz
ψ2

+
ψ

4

[
m(ψρ+ ψ−1ϕ)

ψ
+ βk1 +

2iγ2ψz̄
ψ2

+

(
m(ψρ− ψ−1ϕ)

ψ
+ βk2 −

2γ1ψz̄
ψ2

)]
=

ψz̄ϕz
ψ2

+
ψ

4

[
2mρ+ β(k1 + k2)− 2(γ1 − iγ2)ψz̄

ψ2

]
=

mρψ

2
+
βψ(k1 + k2)

4

Mas dϕz = dϕz(v1)ψdz + dϕz(v2)ψdz̄. Logo

dϕz =

[
mϕ

2ψ
+
βψ(k1 − k2)

4
+

2ψzϕz
ψ2

]
ψdz +

[
mρψ

2
+
βψ(k1 + k2)

4

]
ψdz̄

De modo análogo de (3.25) temos que

dϕz̄(v1) =
1

2
[(γ1 + iγ2)ψzψ

−1 + ψ(dγ1(v1) + idγ2(v1))]

= ψzϕz̄ψ
−2 +

ψ

2
[dγ1(v1) + idγ2(v1)]

dϕz̄(v2) =
1

2
[(γ1 + iγ2)ψzψ

−1 + ψ(dγ1(v2) + idγ2(v2))]

= ψz̄ϕz̄ψ
−2 +

ψ

2
[dγ1(v2) + idγ2(v2)]

segue de (3.30) a 3.33) que

dϕz̄(v1) = ψzϕz̄ψ
−2 +

ψ

4

[
m(ψρ+ ψ−1ϕ)

ψ
+ βk1 −

2iγ2ψz
ψ2

+

(
m(ψρ− ψ−1ϕ)

ψ
+ βk2 −

2γ1ψz
ψ2

)]
=

ψzϕz̄
ψ2

+
ψ

4

[
2mρ+ β(k1 + k2)− 2(γ1 + iγ2)ψz

ψ2

]
=

mρψ

2
+
βψ(k1 + k2)

4
,

dϕz̄(v2) = ψz̄ϕz̄ψ
−2 +

ψ

4

[
m(ψρ+ ψ−1ϕ)

ψ
+ βk1 +

2iγ2ψz̄
ψ2

−
(
m(ψρ− ψ−1ϕ)

ψ
+ βk2 −

2γ1ψz̄
ψ2

)]
= ψz̄ϕz̄ψ

−2 +
ψ

4

[
2mϕ

ψ2
+ β(k1 − k2) +

2(γ1 + iγ2)ψz̄
ψ2

]
=

2ψz̄ϕz̄
ψ2

+
mϕ

2ψ
+
βψ(k1 − k2)

4
.

Como dϕz̄ = dϕz̄(v1)ψdz + dϕz̄(v2)ψdz̄, temos

dϕz̄ =

[
mρψ

2
+
βψ(k1 + k2)

4

]
ψdz +

[
2ψz̄ϕz̄
ψ2

+
mϕ

2ψ
+
βψ(k1 − k2)

4

]
ψdz̄.
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Do teorema anterior originam-se dois corolários, o primeiro adapta a condição

inicial (3.15) ao sistema reformulado e o segundo da a expressão da parametrização ao

novo sistema.

Corolário 3.8. A condição (3.15) pode ser agora expressa por

4ϕzϕz̄
ψ2

+ β2 = 2mϕρ (3.34)

Demonstração: Segue de (3.25) que

γ2
1 + γ2

2 =
4ϕzϕz̄
ψ2

(3.35)

portanto (3.15) se reduz a (3.34).

Observação 3.9. Segue do corolário anterior que

(
4ϕzϕz̄
ψ2

+ β2 − 2mϕρ

)
(zo) = 0 para algum zo ∈ U (3.36)

passa a ser a condição inicial do sistema (3.9)-(3.14).

Corolário 3.10. Se S é uma superfície isotérmica de R3, sem pontos umbílicos, orientável

que tem uma parametrização x, então a família x̃ isotérmicas associadas a x por uma

transformação de Darboux-Bianchi é dada por

x̃ = x− 2ϕz̄
mρψ2

xz −
2ϕz
mρψ2

xz̄ −
β

mρ
N (3.37)

Demonstração: Considere a parametrização x(x, y) = x(z, z̄), onde z = x + iy. Pelo

Corolário 3.5 segue que

x̃ = x− 1

mρ

(
γ1e1 + γ2e2 + βN

)
, (3.38)

como x é parametrizada por linhas de curvatura, temos que e1 = xxψ
−1 e e2 = xyψ

−1,

logo

x̃ = x− γ1xxψ
−1

mρ
− γ2xyψ

−1

mρ
− β

mρ
N.
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Considerando x como aplicação de (z, z̄) temos que xx = xz + xz̄ , xy = i(xz − xz̄) e,

portanto,

x̃ = x− γ1ψ
−1

mρ
(xz − xz̄)−

iγ2ψ
−1

mρ
(xz − xz̄)−

β

mρ
N

= x− (γ1 + iγ2)ψ−1

mρ
xz −

(γ1 − iγ2)ψ−1

mρ
xz̄ −

β

mρ
N

= x− 2ϕz̄ψ
−2

mρ
xz −

2ϕzψ
−2

mρ
xz̄ −

β

mρ
N.

A �m de tornar este capítulo independente do anterior, enunciaremos novamente

a proposição seguinte para a demonstração do principal resultado desta seção.

Proposição 3.11. Seja S uma superfície regular cuja primeira forma fundamental é dada

por I = ψ2dzdz̄ e com curvaturas principais k1 e k2, satisfazendo k1 = −k2. Se ψ satisfaz

ψzz = A2ψ, A ∈ C, então ` = k1ψ
2 é uma constante real.

Demonstração: Ver Proposição 2.9.

No próximo teorema, integramos o sistema (3.16) - (3.20), satisfazendo a condição

inicial (3.36), para uma classe de superfícies mínimas.

Teorema 3.12. Seja ψ : U ⊂ C→ R uma aplicação diferenciável tal que

ψzz = A2ψ, A ∈ C. (3.39)

Suponha que S seja uma superfície mínima e considere o sistema de equações (3.16) -

(3.20) onde m 6= 0 e ` 6= 0 são números reais e seja

η = 2σ

√
m

2
+ A2, σ = ±1. (3.40)

Então

ϕ =
ψF

2m

[
4

(
Fz
F
− ψz

ψ

) (
Fz̄
F
− ψz̄

ψ

)
+

(
α

F
− `

ψ

)2]
(3.41)

ϕz̄ = ψF

(
Fz
F
− ψz

ψ

)
, ϕz = ψF

(
Fz̄
F
− ψz̄

ψ

)
, (3.42)

ρ =
F

ψ
e β = −`ρ+ α, α ∈ R, (3.43)



Superfícies Isotérmicas em R3 52

em que, se η 6= 0, F é dado por

F (z, z̄) = a1e
ηz+η̄z̄

2 + a2e
− ηz+η̄z̄

2 + a3e
ηz−η̄z̄

2 + ā3e
− ηz−η̄z̄

2 , a1, a2 ∈ R, a3 ∈ C (3.44)

satisfazendo

|η|2(a1a2 − |a3|2) +
α2

4
= 0 (3.45)

e, se η = 0, F é dado por

F = a1zz̄ + a3z + ā3z̄ + a2, a1, a2 ∈ R, a3 ∈ C, (3.46)

satisfazendo

α2

4
− 4a1a2 + 4|a3|2 = 0 (3.47)

são soluções do sistema (3.16) - (3.20) satisfazendo a condição inicial (3.36).

Demonstração: De (3.18) temos

ρz = ψ−2ϕz̄ (3.48)

ρzz =
ϕz̄z
ψ2
− 2ψz

ψ

(
ϕz̄
ψ2

)
,

portanto, segue de (3.19) que

ρzz =
mρ

2
+
β(k1 + k2)

4
− 2ψz

ψ
ρz

=
mρ

2
− 2ψz

ψ
ρz (3.49)

em que na última passagem usamos o fato que S é mínima. Analogamente, temos

ρz̄ =
ϕz
ψ2

(3.50)

ρz̄z̄ =
ϕz̄z
ψ2
− 2ψz̄

ψ

(
ϕz
ψ2

)
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e por (3.19)

ρz̄z̄ =
mρ

2
+
β(k1 + k2)

4
− 2ψz̄

ψ
ρz̄

=
mρ

2
− 2ψz̄

ψ
ρz̄.

Considerando F = ψρ, temos que

Fz = ψzρ+ ψρz

Fzz = ψzzρ+ 2ψzρz + ψρzz

Fzz − ψzzρ = ψρzz + 2ψzρz.

Segue de (3.49) que

Fzz − ψzzρ =
mF

2
.

Portanto,

Fzz =
mF

2
+
ψzzF

ψ

=

(
m

2
+
ψzz
ψ

)
F

=

(
m

2
+
ψzz
ψ

)
F,

analogamente,

Fz̄ = ψz̄ρ+ ψρz̄

Fz̄z̄ = ψz̄z̄ρ+ 2ψz̄ρz̄ + ψρz̄z̄.

Assim

Fz̄z̄ − ψz̄z̄ρ =
mF

2

Fz̄z̄ =

(
m

2
+
ψz̄z̄
ψ

)
F
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mas, ψzz = A2ψ, então

Fzz =

(
m

2
+ A2

)
F

Fz̄z̄ =

(
m

2
+ Ā2

)
F.

Tomando

η = 2σ

√
m

2
+ A2

em que σ = ±1, teremos

Fzz =
η2

4
F

Fz̄z̄ =
η̄2

4
F.

Para resolver este sistema procedemos de maneira análoga a demonstração da

Proposição 2.9 obtendo se η 6= 0

F (z, z̄) = a1e
ηz+η̄z̄

2 + a2e
− ηz+η̄z̄

2 + a3e
ηz−η̄z̄

2 + ā3e
− ηz−η̄z̄

2 , a1, a2 ∈ R, a3 ∈ C

e se η = 0 obtemos

F = a1zz̄ + a3z + ā3z̄ + a2, a1, a2 ∈ R, a3 ∈ C.

De S é mínima, da Proposição 3.11 e das equações (3.17) e (3.18) temos que

dβ = −k1ϕz̄dz − k1ϕzdz̄

= −`
(
ϕz̄
ψ2
dz +

ϕz
ψ2
dz̄

)
= −`dρ

em que ` = k1ψ
2 é uma constante real. O que implica que β = −`ρ+ α onde α ∈ R.Pois

β é real. Agora precisamos apenas encontrar ϕ, ϕz, e ϕz̄ em termos de F . Mas de (3.48)

temos

ρz =
ϕz̄
ψ2
,
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segue que,

ϕz̄ = ψ2ρz = ψ2 ∂

∂z

(
F

ψ

)
= ψ2

(
Fzψ − Fψz

ψ2

)
= ψF

(
Fz
F
− ψz

ψ

)

analogamente de (3.50)

ρz̄ =
ϕz
ψ2

segue que

ϕz = ψ2ρz̄ = ψ2 ∂

∂z̄

(
F

ψ

)
= ψ2

(
Fz̄ψ − Fψz̄

ψ2

)
= ψF

(
Fz̄
F
− ψz̄

ψ

)
,

logo, demonstramos (3.42). Usamos a integral primeira (3.34) ou seja,

4ϕzϕz̄
ψ2

+ β2 = 2mϕρ

ou ainda,

4ϕzϕz̄ + (−`ρ+ α)2 ψ2 = 2mψϕF. (3.51)

fazendo o uso de (3.42) �camos com

ϕ =
1

2mψF

[
4ψ2F 2

(
Fz
F
− ψz

ψ

) (
Fz̄
F
− ψz̄

ψ

)
+ (−`F + αψ)2

]
=

ψF

2m

[
4

(
Fz
F
− ψz

ψ

) (
Fz̄
F
− ψz̄

ψ

)
+

(
− `

ψ
+
α

F

)2]
.
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Agora faremos o uso de (3.16) tomando a derivada de (3.42) com respeito a z1 temos que

ϕz =
2ψF

m

(
Fz
F
− ψz

ψ

)[
∂

∂z

(
Fz̄
F
− ψz̄

ψ

)]
+
ψF

2m

(
Fz
F
− ψz

ψ

)(
`2

ψ2
− α2

F 2

)
+

2ψF

m

(
Fz̄
F
− ψz̄

ψ

)[
η2

4
− A2 −

(
Fz
F
− ψz

ψ

)(
Fz
F

+
ψz
ψ

)]
+

2ψF

m

(
Fz̄
F
− ψz̄

ψ

)(
Fz
F
− ψz

ψ

)(
Fz
F

+
ψz
ψ

)
=

2ψF

m

(
Fz̄
F
− ψz̄

ψ

)(
η2

4
− A2

)
+

2ψF

m

(
Fz
F
− ψz

ψ

)[
∂

∂z

(
ψz̄
ψ
− Fz̄
F

)
+

1

4

(
`2

ψ2
− α2

F 2

)]
= ψF

(
Fz̄
F
− ψz̄

ψ

)
+

2ψF

m

(
Fz
F
− ψz

ψ

)[
∂

∂z

(
Fz̄
F
− ψz̄

ψ

)
+

1

4

(
`2

ψ2
− α2

F 2

)]

por outro lado ϕz é dado por (3.42), assim segue que

2ψF

m

(
Fz
F
− ψz

ψ

)[
∂

∂z

(
Fz̄
F
− ψz̄

ψ

)
+

1

4

(
`2

ψ2
− α2

F 2

)]
= 0.

Como as funções ψ e F não se anulam, além disso
(
ψz
ψ
− Fz

F

)
não se anula num subconjunto

aberto temos que

0 =
∂

∂z

(
ψz̄
ψ
− Fz̄
F

)
− 1

4

(
1

`ψ2
− α2

F 2

)
=

ψF (Fzψz̄ + Fψz̄z − Fz̄zψ − Fz̄ψz)− (Fψz̄ − Fz̄ψ) (ψzF + ψFz)

ψ2F 2
− 1

4

(
1

`ψ2
− α2

F 2

)
= ψF (Fzψz̄ + Fψz̄z − Fz̄zψ − Fz̄ψz)− (Fψz̄ − Fz̄ψ) (ψzF + ψFz)−

1

4

(
F 2`2 − α2ψ2

)
= F 2

(
ψψzz̄ − ψzψz̄ −

`2

4

)
− ψ2

(
FFz̄z − FzFz̄ −

α2

4

)

de (2.43) temos que Kψ4 = 4ψz̄ψz− 4ψψzz̄, como ψ satisfaz (3.39) temos que Kψ4 = −`2

e de forma análoga temos que para η 6= 0, FFzz̄ − FzFz̄ = |η|2(a1a2 − |a3|2) segue que

|η|2(a1a2 − |a3|2)− α2

4
= 0

para η = 0, FFzz̄ − FzFz̄ = −4(a1a2 − |a3|2) e segue que

4|a3|2 − 4a1a2 −
α2

4
= 0

1Derivar com respeito a z̄ produz os mesmos resultados e é análogo.
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Observação 3.13. Considere F dado por (3.44) com α = 0, então podemos reescrever F

como

F (x, y) =



2σ
√
a1a2 cosh(Re ηz + µ) + 2|a3| sen(Im ηz + ν) se a1a2 > 0

2σ
√
−a1a2 senh(Re ηz + µ) + 2|a3| sen(Im ηz + ν) se a1a2 < 0

a1e
Re ηz + 2|a3| sen(Im ηz + ν), se a2 = 0

a2e
−Re ηz + 2|a3| sen(Im ηz + ν) se a1 = 0

(3.52)

em que z = x + iy, Re ηz = (Re η)x − (Im η)y, Im ηz = (Re η)y + (Im η)x. Se F é dado

por (3.46) então podemos reescrever F como

F (x, y) = a1zz̄ + a3z + ā3z̄ + a2

= a2 + 2 Re a3x− 2 Im a3y + a1(x2 + y2). (3.53)

O próximo resultado, que é a união de resultados anteriores, apresenta de maneira

explícita as famílias de superfícies isotérmicas associadas por uma transformação de

Darboux-Bianchi a um superfície mínima que satisfaz o Corolário anterior.

Teorema 3.14. Seja S uma superfície mínima de R3, orientável, sem pontos umbílicos

com uma parametrização isotérmica por linhas de curvatura x(z, z̄), com I = ψ2dzdz̄.

Suponha que ψ satisfaz (3.39), então

x̃ = x− 2

m

(
Fz
F
− ψz

ψ

)
xz −

2

m

(
Fz̄
F
− ψz̄

ψ

)
xz̄ −

1

m

(
αψ

F
− `
)
N (3.54)

é uma família de superfícies isotérmicas, localmente associadas a x por uma transformação

de Darboux-Bianchi, onde ` e m são números reais não nulos e a função F (z, z̄) é dada

por (3.44) ou (3.46).

Demonstração: Segue do Corolário 3.10 que a superfície

x̃ = x− 2ϕz̄
mρψ2

xz −
2ϕz
mρψ2

xz̄ −
β

mρ
N

está associada x por uma transformação de Darboux-Bianchi, onde m é uma constante

real não nula, N é o vetor normal unitário de x e ϕz, ϕz̄, β, ρ são soluções do sistema
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(3.16)− (3.20). Porém, de (3.39) sabemos que ψzz = A2ψ e segue do Teorema 3.12 que

x̃ = x− 2F

mψρ

(
Fz
F
− ψz

ψ

)
xz −

2F

mψρ

(
Fz̄
F
− ψz̄

ψ

)
xz̄ −

−`ρ+ α

mρ
N

= x− 2

m

(
Fz
F
− ψz

ψ

)
xz −

2

m

(
Fz̄
F
− ψz̄

ψ

)
xz̄ −

1

m

(
αψ

F
− `
)
N.

O corolário seguinte dá a expressão da transformação de Darboux-Bianchi de x

em função de variáveis reais.

Corolário 3.15. Seja S uma superfície mínima de R3, orientável, sem pontos umbílicos

com uma parametrização isotérmica por linhas de curvatura x(x, y), com I = ψ2dzdz̄.

Suponha que ψ satisfaz (3.39) com η dado por (3.40) então

x̃ = x− 1

m

(
Fx
F
− ψx

ψ

)
xx +

1

m

(
Fy
F
− ψy

ψ

)
xy −

1

m

(
αψ

F
− `
)
N (3.55)

é uma família de superfícies isotérmicas, localmente associadas a x por uma transformação

de Darboux-Bianchi, em que F (x, y)1 é dado por (3.44) se η 6= 0 ou (3.53) caso contrário.

Demonstração: Como F, ψ são reais temos que Fz = F z̄ e ψz = ψz̄ e segue que

Fz
F
− ψz

ψ
=
Fz̄
F
− ψz̄

ψ

fazendo ξ = − 2

m

(
Fz
F
− ψz

ψ

)
e J = − 1

m

(
αψ

F
− `
)
e de (3.54) temos que

x̃ = x− 2

m

(
Fz
F
− ψz

ψ

)
xz −

2

m

(
Fz̄
F
− ψz̄

ψ

)
xz̄ −

1

m

(
αψ

F
− `
)
N

= x + ξxz + ξ̄xz̄ + JN

= x + (Re ξ)xx + (Im ξ)xy + JN

e percebendo que

Re ξ = − 1

m

(
Fx
F
− ψx

ψ

)
e Im ξ =

1

m

(
Fy
F
− ψy

ψ

)
.

1Estamos considerando z = x + iy.
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3.3 Exemplos de Superfícies Isotérmicas associadas ao

Catenoide

Nesta seção obteremos um exemplo de superfície isotérmica localmente associada ao

cateonoide utilizando o Corolário 3.15 , tal método ainda se aplica ao helicoide e a

superfície de Enneper.

Exemplo 3.16. Considere o catenoide parametrizado por

x(x, y) =

(
− cosx cosh y,− senx cosh y,−y

)
em que x ∈ (0, 2π) e y ∈ (0,∞) segue que

xx = (senx cosh y,− cosx cosh y, 0), xxx = (cosx cosh y, senx cosh y, 0)

xy = (− cosx senh y,− senx senh y,−1), xyy = (− cosx cosh y,− senx cosh y, 0)

N =
1

cosh y
(cosx, senx,− senh y), xxy = (senx senh y,− cosx senh y, 0).

Assim,

E = 〈xx,xx〉 = cosh2 y, e = 〈xxx, N〉 = 1,

F = 〈xx,xy〉 = 0, f = 〈xxy, N〉 = 0,

G = 〈xy,xy〉 = cosh2 y, g = 〈xyy, N〉 = −1.

Logo o fator de conformidade e a segunda forma fundamental são dados respectivamente

por ψ = cosh y = cosh

(
z − z̄

2i

)
e II = (dx2−dy2). Dessa forma temos que ψzz =

(−i
2

)2
ψ

e ` = 1. Portanto, podemos aplicar o Corolário 3.15 com η = σ
√

2m− 1 e F (x, y) dado

em (3.44) satisfazendo o Teorema 3.12 com a1 = a2 = m = η = 1, α = 2 e a3 = 0 e, por



Superfícies Isotérmicas em R3 60

conseguinte F = 2 cosh(x), segue que F = 2 cosh x, Fx = 2 senh x, Fy = 0 e

x̃ =


− cosx cosh y

− senx cosh y

−y

− tanhx


senx cosh y

− cosx cosh y

0



+ tanh y


cosx senh y

senx senh y

1

+ (sech y − sechx)


cosx

senx

− senh y

 ,

em que x ∈ (0, 2π) e y ∈ (0,∞). Veri�caremos que x̃ é, de fato, isotérmica, para isso,

temos que

x̃x =


sechx senx(1− cosh y sechx) + cos x tanhx(− cosh y + sechx)

cosx sechx(−1 + cosh y sechx) + (− cosh y + sechx) sen(x) tanhx

− sechx senh y tanhx



x̃y =


− senx senh y tanhx

cosx sinh y tanhx

cosh y sechx− 1

 x̃yx =


− senh y(sech2 x senx+ cosx tanhx)

senh y(cosx sech2 x− senx tanhx)

− cosh y sechx tanhx



Ñ =



cosx sech3 x cosh2 y − 2 cosx sech2 x cosh y + senx tanhx cosh y

+ cosx tanh2 x sechx senh2 y − senx tanhx sechx cosh2 y

+ senx tanhx sech2 x cosh y + cosx sechx− senx tanhx sechx

senx sech3 x cosh2 y − cosx tanhx cosh y − 2 sen(x) sech2(x) cosh y

+ cosx tanhx sechx cosh2 y − cosx tanh(x) sech2 x cosh y

+ senx tanh2 x sechx senh2 y + senx sechx+ cosx tanhx sechx

tanh2 x senh y(sechx− cosh y)



isso dá E = G = (cosh y − sechx)2 e F = f = 0 e portanto x̃ é isotérmica. Note que

o fator de conformidade é consistente com o previsto pelo Corolário 3.5 com auxílio do

Teorema 3.12 que fornece o fator de conformidade de x̃ dado por

ψ̃ =

∣∣∣∣ ϕρψ
∣∣∣∣ = |cosh y − sechx| . (3.56)
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Além disso, pela Proposição 3.6, x̃ é mínima se e somente se ` = −β
ρ
isto é,

1 = −−ρ+ α

ρ

que é equivalente a α = 0. Dessa forma x̃ expressa acima não é mínima. Uma superfície

mínima pode ser obtida considerando η = m = a1 = 1 e a2 = a3 = 0 em (3.52. As �guras

abaixo mostram exemplos das superfícies associadas ao catenoide pela transformação de

Darboux-Bianchi. A primeira mostra uma superfície isotérmica não mínima e a segunda

mostra uma superfície mínima.

Figura 3.1: superfície isotérmica associada ao catenoide com α = 2

Figura 3.2: superfície mínima associada ao catenoide
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