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Resumo

Neste trabalho obtemos um método de obtencao de novos exemplos de superficies
isotérmicas em R3, aplicando a transformacao de superficies em R3, devida a Darboux e
Bianchi, a uma classe de superficies minimas. Como consequéncia desse método, obtemos
novos exemplos de superficies isotérmicas em R?, aplicando tal método ao catenoide.
Palavras-chaves: Superficies Isotérmicas, Transfomada de Ribaucour,

Transformada de Darboux-Bianchi, Superficies minimas.



Abstract

In this work we obtain a method of obtaining new examples of isothermal surfaces in R3
by applying the surface transformation in R3, due to Darboux and Bianchi, to a class
of minimum surfaces. As a consequence of this method, we obtain new examples of
isothermal surfaces in R?, applying this method to the catenoid.

Keywords: Isothermal surfaces, Ribaucour transform, Darboux-Bianchi

transform, Minimal surfaces.
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Introducao

Uma superficie regular S C R3 é isotérmica se em uma vizinhanca de qualquer ponto nao
umbilico existe um sistema de coordenadas conforme cujas curvas coordenadas sao linhas
de curvatura. Sao exemplos classicos de superficies isotérmicas em R3, as superficies com
curvatura média constante, as quédricas e as superficies cujas linhas de curvatura tém
curvatura geodésica constante.

E um problema classico, da teoria de superficies em R®, a obtencdo de novos
exemplos de uma dada classe de superficies em R3®. Uma ferramenta bem aplicada com
esse proposito é a Transformagao de Ribaucour utilizada, inicialmente, por Bianchi [§]
para obter novos exemplos de superficies com curvatura Gaussiana constante a partir de
uma dada superficie com curvatura gaussiana constante, em termos de solucoes de um
sistema linear de EDP’s. Classicamente, duas superficies em R? estdo relacionadas por
uma transformacao de Ribaucour quando existe um difeomorfismo entre elas preservando
as linhas de curvatura tal que as retas normais em pontos correspondentes se interceptam
em um ponto que esti equidistante de ambos.

A teoria geométrica classica de transformacoes de superficies isotérmicas em
R3 foi desenvolvida, inicialmente, por Bianchi [9] e Darboux [20]. Eles, com auxilio
de uma transformacao de Ribaucour conforme e que reverte a orientacao, denominada
Transformacao de Darboux-Bianchi, desenvolveram um método de gerar familias de novas
solucoes de um sistema nao linear de EDP’s, associado a uma superficie isotérmica em
R3, a partir de uma dada, em termos de solucoes de um sistema linear cujas equacoes de
compatibilidade sao precisamente as equacoes do sistema original. Essas novas familias
de solugoes geram, via Teorema Fundamental, novas superficies isotérmicas em R3. Uma,
apresentacao dessa teoria pode ser encontrada em [2].

Tais teorias geométricas de transformacdes foram estendidas por Dajczer e Tojeiro

[5] para subvariedades holonémicas de formas espaciais pseudo-Riemannianas de dimensao
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e codimensao arbitrarias, isto é, subvariedades com fibrado normal plano e que admitem
um sistema de coordenadas principais global. Como consequéncia derivaram um método
de obter novos exemplos de subvariedades de R**~! de dimensdo n e com curvatura
seccional constante, em termos de solucoes de um sistema linear de EDP’s.

O principal objetivo desse trabalho é obter novos exemplos de superficies
isotérmicas, com auxilio da teoria de transformagoes desenvolvida por Dajczer e
Tojeiro. Inicialmente, obtemos um método de obter novas parametrizacoes de superficies
isotérmicas em R3, a partir de uma dada, em termos de solucoes de um sistema linear
de EDP’s. Posteriormente, integramos o sistema linear de EDP’s para uma classe de
superficies minimas, utilizando a técnica utilizada por Lemes e Tenenblat [3], e obtemos
novos exemplos de superficies isotérmicas em R3.

Descrevemos a seguir o contetido de cada capitulo deste trabalho.

No primeiro capitulo, apresentamos algumas definicoes e teoremas que serao
utilizados ao longo de todo esse trabalho. Afim de tornar o texto mais conciso e limpo,
omitimos as demostracoes dos teoremas dessa secao e apresentamos as referéncias em que
elas podem ser encontradas.

No segundo capitulo,apresentamos a transformagao de Ribaucour, descrita em [5]
e obtemos um método de obter novas superficies minimas, a partir de uma dada em termos
de solugoes de um sistema linear em EDP’s. Posteriormente, reproduzindo as técnicas de
Lemes e Tenenblat [3], integramos o sistema linear de EDP’s para uma classe de superficies
minimas cujo fator de conformidade satisfaz uma condicao adicional, possibilitando, desta
maneira aplicar o método a Superficie de Enneper e reobter os exemplos de superficies
minimas [3].

No terceiro e ultimo capitulo, apresentamos os nossos principais resultados e

cumprimos os objetivos tracados neste trabalhos.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo introduziremos algumas definicoes e conceitos. Entre as definicoes estao
as superficies regulares, superficies minimas e superficies isotérmicas e a transformada de
Ribaucour. Tais defini¢oes serao tteis ao longo deste trabalho, as demonstragoes ao longo
deste capitulo foram, em sua maior parte, omitidas, no entanto, colocamos a referéncia

onde o leitor podera encontra-las.

1.1 Superficies Regulares em R’

Nesta secao apresentamos alguns conceitos e resultados basicos sobre superficies regulares

no espaco euclidiano R3.

Definicao 1.1. Um subconjunto S C R3 é uma superficie regular se, para cada p € S,
existe uma vizinhanca V de p em R3 e uma aplicacdo x : U — VN S de um aberto U de

R? sobre V € S C R? tal que

1. x é diferenciavel. Isto significa que se escrevemos
x(u,v) = (2(u,v), y(u,v), 2(u,0)),  (w,v) €U

as fungoes x(u, v), y(u,v), z(u, v) tém derivadas parciais continuas de todas as ordens

em U.

2. x ¢ um homeomorfismo. Como x é continua pela condicao 1, isto significa que x

tem inversa x ' : VNS — U que é continua.
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3. Para todo ¢ € U, a diferencial dx, : R* — R® & injetiva.

Observagao 1.2. Uma superficie S é dita compacta se S vista como um subconjunto do

R3 é compacto, isto é, fechado e limitado.

Definicao 1.3. Seja S C R3 uma superficie regular. Um sistema de coordenadas x : U C

R? — x(U) C S ¢ dito isotérmico se x ¢ uma aplicagio conforme.

O significado geométrico da definicdo acima ¢é que angulos (mas nao
necessariamente comprimentos) sao preservados (ver [2]). A proxima proposi¢ao da uma
caracterizacao dos sistemas de coordenadas isotérmicos em termos dos coeficientes da

primeira forma fundamental (ver, por exemplo, Proposi¢ao 2.4 em [2]).

Proposigao 1.4. Seja S C R?® uma superficie reqular. Um sistema de coordenadas X :
U CR?*— x(U) CS € isotérmico se, e somente se, 0s coeficientes da primeira forma

fundamental satisfazem E =G e F = 0.

As expressoes da primeira e segunda formas fundamentais em coordenadas locais
é particularmente ttil para estudar as direcoes principais e as curvaturas principais.
Por exemplo, uma condicao necessaria e suficiente para que curvas coordenadas de uma
parametrizacao sejam linhas de curvatura é que F' = f = 0. E isso motiva a seguinte

definicao.

Defini¢ao 1.5. Um sistema de coordenadas x : U C R? — x(U) C S é dito principal se

as curvas coordenadas sao linhas de curvatura.

Seja x : U C R? — x(U) C S um sistema de coordenadas principal em S e
{X1, X5} um referencial ortonormal principal dado por Ullﬁiul =Xie v;la—w = X5, em
que v;, i = 1,2 sao fungoes diferenciaveis que nao se anulam em U. Defina V; € C*(U)
por

em que dN é a diferencial da aplicacao de Gauss. Sejam v = (v,v3) e V = (V, V%),
denominamos (v, V') o par associado a x. Observe que as curvaturas principais de S em

x(U) sao dadas por
k’l = E (& k?g = E

(%1 %)
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e os coeficientes das formas fundamentais sao dados por
E=v F=0,G=v3e=vVi, f=0, e g=uVs. (1.2)

Sabemos que o conhecimento da primeira e segunda formas fundamentais
determinam a superficie localmente, aliando a isso as equacoes de Gauss e Codazzi-
Mainardi em um sistema de coordenadas principais temos a seguinte proposicao (Ver,

por exemplo, Teorema 1.3 em [2]).

~ . (% . . -
Proposigao 1.6. A tripla (v,h,V), em que h;; = _8_j’ satisfaz o sistema de equagoes
V; OU;
diferenciais parciais
ov; __
Ou; hjivj’
Ohij  Ohys
6};1-] - 8};]]- +ViV; =0, (1.3)
vy _
au = 14iVi,

em que 1 <1 # 75 <2.

Reciprocamente, se (v,h,V) é uma solu¢ao de num aberto U C R?
simplesmente conexo no qual v; nao se anula para nenhum 1 < 1 < 2, entao existe
um difeomorfismo x : U — x(U) C R3, o qual é um sistema de coordenadas principal na

superficie reqular que possui (v, V') como par associado.

Introduziremos agora a classe de superficies que estudaremos ao longo deste
trabalho. Sua origem esta ligada ao problema de Christoffel [12], que buscava encontrar
superficies regulares S C R3 para as quais existe uma outra superficie regular ScR¥e
um difeomorfismo conforme ¥ : S — S, o qual ndo é a composicdo de uma homotetia
e uma translagao, tal que os planos tangentes a S e S em pontos correspondentes sdo
paralelos. Uma apresentacao dessa caracterizacao das superficies isotérmicas pode ser

encontrada em [2].

Definicao 1.7. Uma superficie regular S C R3 ¢é isotérmica se, no subconjunto aberto
de S formado por pontos nao umbﬂicosE]7 a rede ortogonal determinada por suas linhas
de curvaturas é isotérmica. Equivalentemente, S é isotérmica se, em uma vizinhanca de
qualquer ponto nao umbilico, existe um sistema de coordenadas isotérmico cujas curvas

coordenadas sao linhas de curvatura.

!Pontos umbilicos sao pontos em que as curvaturas principais sao iguais.
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A proxima classe de superficies que estudaremos sao as superficies minimas que
foram estudas por J.L.Lagrange(1736 - 1813) juntamente com L.Euler (1707-1783) em
problemas envolvendo méaximos e minimos. Porém, o estudo sistematico dessas superficies
teve inicio apenas no século XIX com J.A.F.Plateau (1801-1883) que conduziu extensivas
pesquisas com bolhas de sabao e o problema ji conhecido por Euler e Lagrange foi

determinado Problema de Plateau[13].

Definicao 1.8. Uma superficie regular S C R3 é minima se sua curvatura média é nula

em todos os pontos.

A proxima proposicao estabelece a relacao entre superficies isotérmicas e

superficies minimas (Ver, por exemplo, Proposi¢ao 2.13 em [2]).
Proposicao 1.9. Toda superficie minima € isotérmica

Observagao 1.10. Se S é uma superficie regular minima entao pela proposicao anterior
podemos admitir que S possui um sistema de coordenadas isotérmico principal x e suas

formas fundamentais sao dadas por

I = v*(du? + du3)

IT = ((du? — du3)

em que v; = vy = v e £ = Vjv.
Veremos agora a uma definicdo que nos auxiliard a definir a completude em

superficies.

Definigao 1.11. Uma curva divergente em S é uma aplicacao diferenciavel v : [0,00) — S
tal que para qualquer conjunto compacto K C S existe um ¢y € [0,00) com «a(t) ¢ K
para t > t, (i.e, a "sai"de todo subconjunto compacto de S). O comprimento de uma,

curva divergente é definido como

/Ooo o (8)|dt. (1.4)

A defini¢ao de completude que usaremos ¢ a seguintd']

!Ela é equivalente & condicdo de completude do ponto de vista topolégico, de que toda sequéncia de
Cauchy converge.
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Definicao 1.12. Uma superficie S C R? nao Compactaﬂé dita completa se o comprimento

de qualquer curva divergente é ilimitado.

Essa defini¢do de completude dada por R. Osserman em [16] é equivalente a dada
por M.P.do Carmo em [6], na qual uma superficie regular conexa S é completa quando
para qualquer ponto p € S, qualquer geodésica parametrizada v : [0,¢) — S de S,
comecando em p = y(0), pode ser estendida em uma geodésica parametrizada 7 : R — 5,
definida sobre toda a retal real R. A demonstracao desse fato pode ser encontrado em

I15].

1.2 Transformacao de Ribaucour

Nesta se¢ao, baseada em [5], apresentaremos alguns fatos basicos sobre a transformagao
de Ribaucour que serao tuteis na secao seguinte. Considere duas superficies regulares
orientaveis, S e S, em R?, {X, X5} um referencial ortonormal principal em S, e N e N

suas respectivas aplicacoes de Gauss.

Definicao 1.13. Dizemos que S estd associada a S por uma transformacao de Ribaucour
em relagio a { X1, Xa} se existe uma funcdo diferencidvel r : S — Ry e um difeomorfismo
U:S — S tais que

i) p+r(p)N(p) = ¥(p) +r(p)N(¥(p)), para todo p € S;
ii) U preserva linhas de curvaturas;
ii) Para todo p € S, r~Y(p) nao é uma curvatura principal de S em p.

Observe que a condigao (i) significa geometricamente que as retas normais a S e
S em p e U(p), respectivamente, se interceptam em um ponto cuja distancia comum a p e
U(p) é r(p).. A condigao (iii) aparece por razdes técnicas para garantir a integrabilidade
do sistema (existéncia de solugao).

Fixada uma superficie regular S C R3, o proéximo teorema, provado por Dajczer
e Tojeiro [5], determina todas as superficies regulares SCR3 que sao transformadas de

Ribaucour de S.

2Uma superficie compacta é completa, aqui usamos a condicio de completude do ponto de vista
topologico, ver [6].
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Teorema 1.14. Sejam S uma superficie reqular e x : U C R? — V C S um sistema
de coordenadas principal em um aberto simplesmente conexo U C R? com par associado

(v,V). Entaox:U C R? — S, dada por,
X =x—2vpF, (1.5)

¢ um sistema de coordenadas principal na superficie S associada a S pela transformacao
de Ribaucour, em que F =Y, vX; + BN, vt =(F,F) =13 e (¢,7,B) = (¢, 7,72 5)

€ uma solucdo do sistema linear de equagoes diferenciais parciais

(2% _ 4,
gul T /1y
Y . .
%%JZ = h;ivi, para iF# j, (1.6)
= —Vin
\ auz K

Reciprocamente, dada uma solugao (¢,71,72, ) de defina

07 o,
B; = % +y;hji — BVi, i # 7, (1.7)

e seja U C R? um subconjunto aberto tal que v; := v; — 2pvB; # 0 e x definida por (1.5)),
seja injetora. Entao x define um sistema de coordenadas principal de uma transformada

de V =x(U). Além disso, o par (0,V) associado a X é dado por:

v =v; — 20vB; e ‘71 =V, +2upB; (1.8)



Capitulo 2

Superficies Minimas em R?

O objetivo deste capitulo é encontrar de forma explicita exemplos de superficies minimas,
para este fim utilizaremos a transformacao de Ribaucour. Por conseguinte resolveremos

um sistema de equacgoes diferenciais para uma classe de superficies minimas.

2.1 A transformacao de Ribaucour para superficies
minimas.

Nesta secao, encontraremos condicoes necessarias e suficientes para que transformacao de
Ribaucour associe duas superficies minimas. Este resultado permite obter exemplos de

superficies minimas a partir de uma superficie minima conhecida.

Proposicao 2.1. Seja S uma superficie minima e x : U C R?> — V C S um sistema
de coordenadas principal em um aberto simplesmente conexo U C R? com par associado

(v, V). Entao, dado m uma constante real diferente de zero, o sistema linear de EDPs

r . 890
(Z) 8UZ = Ui

L0 L
(“)83 = hji%i, U # J, (2.1)
(z'ii)a—:; = —;hji — mPBv; + (mp + B)V;,

(2

(iv)gi = —Vivi
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€ completamente integravel e possut a integral primeira
V24424 B2+ 2mpB =C € R. (2.2)

Demonstracao: O sistema formado pelas equagoes (7), (i) e (iv) é totalmente integravel

pelo Teorema Desta forma, precisamos mostrar apenas que

0 Py
= , 17
auﬁuj 8u]8u2
Derivando (i7) temos que
0%y, 0 Oh; 0v; Oh;
= — | hpy | =i —2L + hy—L = =y —L — VIV + hyihivi.
auiauj (9uz ( ]’Vg) fYJ 8ul + J ﬁul % 8uj % J + I 7

Por outro lado, derivando (#i7)

82% o 87j E)hﬂ 0
D00 _8_ujhji — % du, + au, ( — mpBv; + (mp + 5)‘/@)
3hji
= —< — yihij — mpBu; + (me + 5)Vj)hji Vi,
j
+a% ( — mpv; + (me + 6)\4)
Ohi
j
9p dv; D oV; op oV
i an mﬁau] * m‘/l an * mwauj * Vlauj + ﬁ(?u]
ahji
= —< — ihij — mpBu; + (me + 5)Vj)hﬁ Vg,
j

+mu; Viy; — mBhjv; + mVivyy; + mphyVy — ViViy; + BhyiV;

Oh i
= —< — vihij — mpBuj + (mp + B)V}>hji — Y — mBhjv; + meh;V;

/ 8Uj
=ViViv; + BhyiV;
8hjl-

= Yihijhj — ’Yj%
j

— ViV

Donde segue a integrabilidade do sistema [14].
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Para a integral primeira, note que para (i # j)

i 9 op 9p dp
— + 2, 2 2

= 27%’( — vjhji — mBv; + (mep + ﬁ)%) + 2v5hjivi — 268Vivi

—2mpViy; + 2mpBuy;

B
(VF+77+ B8 +2mpB) = 2v +28

aui

= 0

Logo 72 + 3 + % + 2mpB = C, onde C € R ]
O proximo teorema déa condigoes necessarias e suficientes para que a transformada

de Ribaucour de uma superficie minima seja minima.

Teorema 2.2. Seja x : U C R? — V C S um sistema de coordenadas principal de
uma superficie reqular minima S, em um aberto simplesmente conexo U C R? com

par associado (v,V). Se a transformada de Ribaucour de x determinada pela solugdo

(9.7, 8) := (2,711, 72, B) de @) é minima e as funcies By, i = 1,2, dadas por (L) sio

nao nulas em todos os pontos de U, entao (p, V1,72, 3) satisfaz
i+ 75 + B2 + 2mepB = 0. (2.3)

Reciprocamente, se (p,71, 72, 3) € uma solugao de (2.1) satisfazendo (2.3) em
um aberto U C R? como no Teorema entao a transformada de Ribaucour de x

determinada por (v, 71,72, 5) € minima.

. = i . .1
Demonstracao: Usando o fato que k; = — e que um superficie minima a curvatura média
Uj

¢ zero temos que X é minima se, e somente se
Vi + 01V = 0 (2.4)
que por (|1.8) é equivalente a

0 = (v — 2pBy) (Vi + 20BBy) + (v1 — 200 By) (Vs + 208 B)
= 2uB1v8 — 2uB1 Vo 4+ 2vByv1 8 — 2vByVip — 87/2BIB2<,05

By (Uzﬁ - V2<P) + B, (Ulﬁ - VMO) + QVBle( - 2905)-
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Faca
Ai=vf—=Vip e p=—2pp
Portanto, temos
0 = BlAQ + BQAl + QI/Blng, (25)
note que

em que m é uma constante real diferente de zero. De fato,

i
o, + i — BVi = —m (v — Vi)
i
83- = —v;hji — mpBv; + (mp + B)V;

Entao de (2.5)) e (2.6) temos
—2m(1 — vpm)A Ay = 0.

Como B; nunca se anula e m é diferente de zero segue que v—1

=

=mp = —2mpp. Logo

vt =(F, F) =91 + 95 + 57 = —2med]

Do resultado anterior temos o seguinte Corolario que da a expressao da

parametrizacao da transformada de Ribaucour de x e suas respectivas formas

fundamentais.

Corolario 2.3. Seja x : U C R*> — V C S um sistema de coordenadas isolérmico

principal de uma superficie reqular minima S e (v, V') seu par associado. Se (@, 1,72, )

¢ uma solugao de satisfazendo em U C R? como no Teorema entao a

LA reciproca é obtida usando as mesma equacoes mas partindo de li e obtendo 1}
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transformagao de Ribaucour de x determinada por (¢, 71,72, 0) € dada por

- 1
X=x+ mB (X1 4+ 72X2+ BN) (2.7)

e suas respectivas formas fundamentais sao dadas por

I = (é—i) (du? + du3) (2.8)
IT = ((dd? — dud) (2.9)

em que v = vy =0 e L = Vju.

Demonstragao: Temos que ([2.7) decorre diretamente de (1.5)) e (2.3). De fato, desta temos

que v~ = —2mypf e daquela temos

X = x—2vp (X1 + 72X+ BN)

1
= x+ — (X1 +7Xe+ 6N)
mp
Para encontrarmos as formas fundamentais de X usaremos (1.8),(2.6) e (2.3), dai

v = v — 2pvB;

¥
= ——B
U1 + mgoﬁ 1
L A
= U1 — 5
g
v
= V1 — VU1 -+ 1790
_ Ny
g
by
= 2.10
- (210)
- ly . ) .
Analogamente v, = ——ﬁ. Como a transformacao de Ribaucour preserva linhas
v

de curvatura temos que F=0e f: 0, entao segue 1) Para a segunda forma temos

que
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V, = Vi+2BB,

2
= Vi— m( — Yihji = mpBuv; + (mp + B)V; + ki — BV)
_ & (2.11)
¥
Logo de 1) e 1) segue que Vit = ¢, analogamente Vol = —/¢, ou seja
IT = ((du? — du?)
|

Observagao 2.4. Um fato interessante que serd visto com mais énfase no capitulo seguinte
é que se pode mostrar que nossa transformacao de Ribaucour para superficies minimas
¢ conforme e reverte orientagdo. Para isso veja a equacdo (3.4) que d& uma condicdo

necessaria e suficiente e note que v; + vy = 0.

2.2 Uma abordagem diferente

Nesta se¢ao baseada em [3] adaptaremos o sistema de equagoes com a notacgao de
formas diferenciais. Depois disso com ferramentas de analise complexa encontraremos um
sistema de equacoes equivalente a este. Em seguida, iremos resolvé-lo quando o coeficiente
de conformidade da superficie minima satisfaz uma condicao adicional.

Sejam {e;, ez} um referencial ortonormal de dire¢oes principal e {w;, ws} o
referencial dual de {e;, es}. Denotaremos por w;;, 1 <1i,j < 2 as formas de conexao de e¢;
[18]. Como podemos supor sem perda que a superficie minima é parametrizada por linhas
de curvaturas, a primeira forma fundamental é dada por I = Y w?, em que w; = Ydu;

e 1 é uma funcao diferenciavel real. As direcOes principais sao dadas pelos campos de

1
vetores e; = a o Entao,
1 0 o, 1 oY o
= | 2+ 2 = S 2 dus - Ldus ) 2.12
w” w2 ( 0uj Wi + anWJ) w ( 311,]- Ui + 8ul UJ ( )
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Agora podemos reescrever o sistema (2.1]) na linguagem de formas diferenciais obtendo

dop = 22:%”"’ (2.13)
i:12

dB ==Y ikiw; (2.14)

di(ej) :;jwz‘j(ej% i # (2.15)

dyi(e1) = —mpB + mpk + Bk — Yawai (€1) (2.16)

dya(e2) = —mpB + mpks + Bk — y1wiz(e2) (2.17)

Agora reescreveremos o sistema de equagoes acima utilizando a notacao de anéalise

complexa.

Proposicdo 2.5. Seja S uma superficie minima de R3, sem pontos umbilicos com uma
parametrizacao isotérmica cuja as curvas coordenadas sao linhas de curvaturas entao o

sistema (2.1) com a condicao adicional (2.2) é equivalente ao sistema

dp, — (w + 2¢Z¢Z¢1)dz - m;p? dz (2.18)
dpz = _mﬁ;/)Q dz + (w + 2§0z¢z1/11>d5 (2.19)
dp = ,dz+ pzdz (2.20)
B = —éf;dz = if;dz (2.21)

onde z=x+1y € U C C e as primeira e sequnda forma de S sao
25 - to o o 2
I =1°dzdz e II= E(dz + dz?) (2.22)
Demonstragao: [[] Da observacao temos

I = (da* + dy?) = Y*dzdz

IT = ((d2® — dy?) = g(

LA demonstragio desse resultado etd na tese [3]. Para uma melhor compreensio do trabalho, iremos
expor tal demonstragao.

dz? +dz%).
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Mas
I = w% + w%
entao, podemos considerar
_ _¥ .
wp = tdr = E(dz + dz), (2.23)
_ _ N _
wy = Ydy = 2—(dz —dz) = —ZE(dZ —dz). (2.24)
i

Derivando as equacoes acima, obtemos:

1
dw, = é(wzdz NdZ +pzdz N dz)

- wz;%dz/\dz

1
dwy = 5(—¢Zdz NdZ +zdzZ Ndz)
i

_ —%;rwzdz A dz.

7

Por outro lado, as direcoes principais da superficie isotérmica sao dadas poﬂ

1,0 0

€1 = E(& + g),
_i,0 0
2= "%
logo,
dz(e;) = 1 dz(e)—i
1 - wa 2) — wa.
dz(er) = % d5(er) = =
e, portanto,
1 -1
dz N\ dZ(ey, es) = dz(er) dz(ea) = VoW = 22

di(el) di(eg) w—l —il/J_l

'Para mais detalhes sobre o operador diferencial de Wirtinger veja [17].
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Contudo,

w12(€1) =

w12(€2) =

Wig =

dw(e1,e5) = % (—2i7?) = =iy, —s)Y ™2 (2.25)
V. + 1z

dwgler,es) = =0 (<207) = (s + sy (2.26)

wiz(e1)wr + wiz(ez)ws

—i(% - %)
2

—itpp e 4 inpsap .

bV (dz + dz) — ww_l(dz —dz)

Agora estamos em condigdes de reescrever o sistema (2.13)- (2.17)). Usando (2.23)) e (2.24)),

segue de (2.13) que

dp = vwi + Yows

= %(dz +dz)

_ (1 —2172)¢d2+

- Z%(dz —dz)

(m +2272)w iz

Mas, dy = ¢,dz + @sdz, temos entao que

z

(M —Qi’YQW . e = (71 + Z"Yz)lff' (2.27)

Segue de (2.14)), (2.23)) e (2.24) que

dp

= —mkiwi + Yakiwo

k
= —7121¢(dz +dz) —i

k

= %(‘%lﬁ — iy2ky)dz + %(—%/ﬁ + ivyoky)dz

= —pzkidz — p.kidz
= W 2pzdz — p 2. dz.
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Além disso, sabemos por (2.15) que
dvie;) = yjwij(e;), para i # j.
Utilizando e (2.26), temos que:
dyi(e2) = mawiz(ea)
= (. + )2, (2.28)
d%(el) = 710021(61)
= i, — )Y (2.29)
Segue de e (2.17) que
d’}/l (€1> == —mﬁ + mgokl -+ 5k1 — "}/20.)21<€1),
= —mpB+mek, + Bk — i (. — ¥z)
= —mB+mpl ™ + BT — i) (¢ — ), (2.30)
dy(e2) = —mpB+mpky + Bk — 1wiz(e2),
= —mfB+ meky + Bky — (¢ + V)
= —mf —mplp™? — Bl — Py (s + ). (2.31)

Queremos encontrar dy, e dys, em termos de dz e dz. Para isso, vamos calcular

dp,(v1), dp,(vs), dps(v1) e dps(vy), onde

€1 — i@g

2

e1 + tey

0
=y g =

0
Ul = wila =

Como

_(n—m)¢
= 2

segue que

dp, = %[(’Vl — i) d + (dyy — idrys)].
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Aplicando em v; temos

douv) = l0n— i)t + bldn(vr) — ida(on)]

= 6o+ D[l — i)

Precisamos entao calcular dvy;(v1) e dys(vy), mas

o) = Slin(er) — idnes)

= SlomB b mpl ™ B — il — ) — il + )

= lmB Mt 4 B — 2int ™), (232
dam) = gldnfer) = idva(es)

= %[z’%(wz — Y)Y +imB A imepl) ™ 4 BT + i (s — i)

= LmB oty + Bl + 2y (2.33)

onde usamos de a . Com isso, temos
dov) = vt 2 [(—mp + moty= + B0~ — 2inm.07?) |
F2 [(ms + meptw 4 50 + 2700.072) |
(msoé + ﬁf)iﬁ*l n (71 — i%)iﬁzl/fl'

_ —2
= Y "0, + 5 9

Portanto, de ([2.27)) temos

(mgpﬁ + 56) =t

do., (Ul) =
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analogamente, temos

dp-(v2) = 1[(’71 — i72) s+ h(dyr (ve) — idya(v2))]

2
= Ge .+ Sldm(es) — idn(o)], (2.35)
dnfm) = sldn(er) +idn(es)
= lmB el B — (s — ) + (s + )
= % —mB+ (mpl + BOY > + 2@'72%@0—2] , (2.36)
dafer) = ldnler) +idn(es)
= 5[ v — i — ity — 506 i (i)
- %[ —mB — (mepl + BY — 2muap?). (2.37)
Portanto,
do(vs) = Ve u 2 [(=mB 4 (mpt + 5092 + 2inaz~?)]
FE [ mB — (mt + B0 — 2077
= e+ L[ 2mB — 2 — i)
_ _mbY
2

Mas dy, = dp,(v1)Ydz + de,(v2)1dz. Logo

-1
do. — [(m@ﬁ +25€)¢ n 2%1@@/)_2] e — m2¢2 .
= (w + 2¢Z¢Z¢_1) dz — m 2w2 dz.

De modo andlogo de ([2.27)) temos que
1 , _ .
dez(v1) = Sln +iv)y:y L (dn () + idya(v))]
= G+ Dldm(w) +idn(o)],

doe(on) = Sl + i)™+ (dm (v2) + ida(e))]

= Y 2ps + %[d%(vz) + idryz(v2)].
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Segue de (2.32) a (2.37) que

dox(n) = bet s+ Sl (o) + idra(on)]

= et Llom 4 mpty 4 B0~ 2inyy

+%[—mﬁ —mplp ™ — BIYT2 — 2y

mpy (i) Yy
2 2

= ¢z¢_2902 -

_mby
2 Y

dps(on) = 300+ ir)st™ + (e (v2) + ida(on))]
= st 2 [ mB + (mpl 4 0%+ 2™

+% [mﬁ + (mpl + Be)p—2 + 271%@@—2}

—1
_ é@”@gﬂ)w 422,

Como dys = dps(v1)Ydz + dpz(vs)1pdz. Logo

2
dpz = _mﬁ;ﬁ dz + [

{(my + B)
2

+ 29021@@0_1} dz.

|
Desse resultado originam-se dois corolarios, o primeiro adapta a condigao inicial
(2.3) ao sistema reformulado e o segundo d& a expressdo da parametrizacdo ao novo

sistema.

Coroldrio 2.6. A condigdo pode ser erpressa por
4.0 + B2 = —2mepf (2.38)
Demonstracao: Segue de que
T+ = 4t (2.39)

portanto (2.3)) se reduz a (2.38)). [ |

Observagao 2.7. Segue do corolario anterior que
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(405072 + B2 + 2mpP) (20) = 0. (2.40)
para algum zy € U passa a ser a condigao inicial do sistema de equagoes ([2.18))-(2.21]).

Coroldrio 2.8. Se S € uma superficie minima de R3, sem pontos umbilicos, orientdvel
que tem uma parametrizacio X isotérmica por linhas curvatura, entdo a familia X de
isotérmicas associadas a X por uma transformacao de Ribaucour € dada por

o 2@2 2()07;

X=X+ X, +

my?f my?f3

1
m

Demonstragao: Considere a parametrizacdo x(z,y) = x(z,2z) onde z = x + iy. Pelo

Corolario segue que

~ 1
X=X+ — (7161 + Vo€ + 5]\7) (2.42)
mf

Como x é parametrizada por linhas de curvatura, temos que e; = X9~ " e eg = X, ™"

logo
-1 -1
~ 1
X =x+ ’71X$¢ + 72wa + —N
mp mp m

Considerando x como aplicagdo de (z, Z) temos que x, = X, + X; € X, = i(x, — Xz), logo

= my! P
== z z z T Xz —N
X X + e (x, +xz) + e (x )+
. -1 . -1
S YN €l N
mf3 mf3
205072 2 -2 1
X+ SOZQ/} XZ + szw Xg + _N
mp mp m

|

Agora consideraremos uma classe especial de superficies em R3 parametrizadas

por coordenadas isotérmicas cujo fator de conformidade satisfaz uma condicao adicional.
E mostraremos que uma superficie minima sob essas condicoes tem-se que ¢ = k)? é

uma constante real.

Proposicao 2.9. Seja x(z,z) uma superficie parametrizada por coordenadas isotérmicas,
isto €, I = *dzdz, e com curvatura gaussiana K. Se 1 satisfaz 1., = A%, A € C

-

entio Kyt é uma constante real. Em particular se x(z,z) é minima entao { = kyp? é
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uma constante real.
Demonstracao: Desde que x é uma parametrizacao ortogonal temos que
K - ~wri(7ee),* (75) )
- 2VEG EG/, EG)/,
I N (U il C M U P U P el CO P
292 P! (Ch
Note que
O )+ )
8$ z z
O*? 2 2 2
pr— 2 = —
52 (V)22 + 2(1%)2z + (V%) 2
o 2
oy i((¥%): — (¥%)3)
0*? 2 2 2
= - 2z 2 2z zz
o = W2 - ()
Entao segue das equacoes acima que
L L (AR - A0
2¢? (Ch
L[ (st + Sy — 1607y,
292 (Ch
4%% - 4¢¢z2
= 0 . (2.43)
Suponha que v satisfaz ¢,, = A%, A € C. Se A # 0, entdo
¢ _ aleAz—l—ZE + a2€—(Az+ZE) + a3€Az—AE + d3€—(Az—fl2) (244)

onde ay,as € R e a3 € C. De fato, note que

w:m - wyy - inmy

e = .
%D" _ l/Jm - wyy + 2iwxy
zZ 4 )

(2.45)
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assumindo que 1),, = A*) temos
¥ = C(2)e™ + D(2)e, (2.46)

desta forma segue que

A —A
Yzz = Czze™" + Dz ™7

Usando ((2.45) temos

ou seja,

C(g) = (e 7+62€_ ,

D(Z) = dleAEerQe_Ag,
em que cq,co,dy e dy € C. Portanto,
)= CleAz-s-Zz + CzeAz—Zz + dle—Az+Zz + d2€—Az—Zz

e ainda por ¢ ser real temos que ¥ = 1, o que implica que ¢; = é,dy = dy € ¢o = d; e

concluimos que
Y = &1€Az+22 + aze—Az—Zz + ageAz—Zz +a—36—Az+ZE.
em que aj,as € R e az € C. Segue que
Vosth — Ystp, = 4| AP (102 — |as]?). (2.47)
Nos concluimos de e que

Ky* = —16|A*(a1az — |as)?). (2.48)
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Similarmente, se A = 0 temos 9., = 0 entao
Y =C(2)z+ D(Z) (2.49)

o que implica que

Yy, = Csz2 4 D33

de (2.45)) temos que Cs; =0 e Dz; = 0, dai

C(E) = 2+ Co,

D(z) = dizZ+ds,
em que ¢, o, dy e dy € C entao
WV =c12Z+ oz + di1Z + dy,
como 1) é real segue que ¥ = 1 por conseguinte ¢; = é1,dy = ds € ¢ = d; e temos
V= a12Z+ a3z + dzZ +as, aj,as €R, ag e C. (2.50)
Assim, ¥,20) — :0, = —4(araz — |ag]?). Ou seja,
Ki* = —4(ar1ay — |as]?).

|
No préximo teorema apresentaremos a solu¢ao para o sistema (2.18) — (2.21))

quando o fator de conformidade da superficie minima satisfaz a condigao adicional vista

acima. Esta solucao ajudara a construir exemplos de superficies minimas.

Teorema 2.10. Seja ¢ : U C C — R uma funcao diferencidvel tal que
Vor = A2¢7 AeC. (2.51)

Considere o sistema de equacoes (2.18)) — (2.21)) onde £ # 0 e m # 0 sao nimeros reais e
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seja

n=20\—+A% o=4%I (2.52)

Entao ¢, @., ¢z e 5 sao solugoes do sistema (2.18)) — (2.21)) satisfazendo a condi¢ao inicial

(2.40)
Fl4 (v F; F 1
- _YF1A (P (Y. E 4+ (2.53)
2m |2\ Y F v F )2
VF (¢ 3 VF ¢y, F F
L= (22, = (=2 = 2.54
P \o T =\ "F) ¢ P73 (2.54)
Onde se n # 0, F € dado por
F(z,2z) = wme™ T 4 ape T age™ T +ase 7, aa3 €Roaz € C (2.55)
esen=20, F ¢ dado por
F=azz+a3z+a3z+as, a,ax€R, aze€C (2.56)
em que
a1a9 — |CL3|2 = 0. (257)
Demonstracao: De (2.21]) nés temos
B. = —W7%p: (2.58)
Ezg 2 z é K
/Bzz = _('02 + 77Z) (902)7
(8 v \v
portanto, segue de (2.19) que
(mpByY* 29,
ﬁzz = 5 _ﬁz
29 (0
‘m 21,
= —p-—E23,, 2.59
8- 22 (2.59)
analogamente, temos
Im 2¢5
Bzz = B ——=p:.

2 v 7
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Considerando F' = 13, temos que

Fz = ¢z5 + 'lvbﬂz
Fzz - Q/}zzﬁ = 1/)57;,2 + 21/}262

Segue de (2.59)) que

Ima B
wﬁzz + szﬂz - T
logo ,
mypp  ImF
Fzz — WP = = )
(LG 5 5
portanto,
mF . F
Fzz - T4
> Ty
tm Y.,
= | — F
( 2> Ty ) |
analogamente,
m sz
Fgg - - F
( 2 "y )
Mas, por (2.51)) temos
F, = <@ + A2> F
2
/ _
Fgg — <ﬁ + A2> F
2
Tomando
14
n =204/ Ny 42
2
teremos
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Para resolver este sistema fazemos da mesma maneira que fizemos em ([2.44))
obtendo se 1 # 0

nz+nz nz+nz nz—nz nz—nz

F(z,2) =aje 2 +4age” 2 H4aze 2 +ase 2 , aja;€R a3€C

se 1 = 0 procedemos como em (2.50]) e obtemos
FICL122+CL32+0732+CL2, ay, a9 ER, a3€C.

Agora precisamos apenas encontra ¢, ¢, € ¢z em termos de F. Para isto, usamos

a condigdo inicial (2.40]) e o corolério ou seja, sabemos que

4 Z¥Zz
T = —2mp
ou ainda,
4o,z + F? = —2mapoF. (2.60)

Mas de (22.58)) temos

los

Bo= 2%,
(G

segue que,

VB 4?0 (F>
pr = ———=—7 (=

¢ 40z \
_ w2 sz_sz
- S
_ WF (i, F
- 7<E_7>'
Analogamente de (22.21])
by,
Bz = — d

wQ
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segue que

_ ¥ __w_QQ(E>
o = = ;

14 { 0z
PP (F - Fys
- ()
WP (Y.

a 7<E_F)'

Logo, demonstramos (2.54)). De (2.60]), temos
dp.pz + F? = —2mpy F

utilizando ([2.54) ficamos com

oo k(B (s R ]

“omyF| ¢ \¢v F) ¢ \yv F
YE 4 (Y F: v, F, 1
‘%{ﬁ(wﬂ (z‘f) *@]'

Da equacao (2.20) temos que a_ga = ., assim por um lado de (2.53]) temos que
z

dp A

1/& % FZ F Fz 1/},2
() (Y
IR
me2 \ ¢y F 4 v F v F
20F (ZUZ Fz> <¢z 1 (% N Fz)
me2 \ ¢y F v F v F
D
mez \ Y 4 me? F)|loz\v F 44)?

F (G

_ YE (¥ BN O WF (4. F) (O

0 \y F me2 \ ¢ F ) |0z
por outro lado ¢, é dado por (2.54)), assim segue que

WF (6. N[O (v _F\_£]_,

m2 \¢y F)|0z\¢v F 4op2|

Como as funcgoes ¢ e F' nao se anulam, além disso (% — %) nao se anula num subconjunto
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aberto, sendo ¢ # 0, temos que

o O (v _EY_ £

YF (Fops + Fipz, — Fyp) — (Fz — o) (V. F + o F) &

'1/12 F2 4w2

- ¢F<FZ¢5+F¢EZ_F2)_F2w2¢§+FFE¢¢Z_FFZ¢Z¢+¢2FZF§_

€2
= F2 <¢¢z2_¢z¢2_1)_¢2<FF52_FzF5)

2F?
4

de (2.43) temos que Kv? = dipz1p, — 4,5, como 1 satisfaz (2.51) temos que Ki? = —¢?

portanto
FFZZ — FZFZ - 0

como F,, = % procedemos de forma analoga com que fizemos em 1} temos que para
n#0,FF,.—F.F, =|n*(aias—|az|*). Sen = 0 temos que FF,;—F,F, = —4(ajay—|a3|?)

€ segue que
a1y — |(l3|2 = 0.

Observacao 2.11. Considere F' dada por (2.55) , onde n # 0. Entao F pode ser reescrita

como

_ nz+nz _nz+nz nz—mnz _ _nz—nz
F(z,Z) = aie 2 H4age” 2 +asze 2 +ase 2
)

= e f gy RenE 4 gogitmnz 4 g o—iTmne
= (a; + ag) coshRenz + (a1 — az) senh(Renz)

+ (a3 + az) cosh(i Imnz) + (as — a3) senh(i Im nz)
= AjcoshRenz + Ay senh(Renz)

+ Ascosh(ilmnz) — iAy senh(iImnz), (2.61)

el que Al,AQ,Ag e A4 eR

Do teorema anterior originam-se dois coroldrios, o primeiro apresenta de maneira
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explicita as familias de superficies minimas associadas por uma transformacao de
Ribaucour a uma outra superficie minima dada desde que ela satisfaca o teorema anterior.

O segundo corolario permite representar F'(z, z) dada por (2.61) de maneira mais simples.

Coroldrio 2.12. Seja S uma superficie minima de R3, orientdvel, sem pontos umbilicos

com uma parametrizagao isotérmica por linhas de curvatura x(z,2), com I = *dzdz.

Suponha que ¢ satisfaz (2.51)), entao

N NN AV N AN
X=X+ (w F)XZ+m£<w F)xz+mN (2.62)

¢ uma familia de superficies minimas, localmente associadas a X por uma transformac¢ao

de Ribaucour, onde { e m sdo numeros reais ndo nulos e a funcao F(z,Z) € dada por

Demonstracao: Segue do Corolario que a superficie

- 2p5 20, 1
= 2 z _N
X X+m¢2ﬁx +m1/12BX +m

estd associada x por uma transformacao de Ribaucour, onde m é uma constante real nao
nula, N ¢ o vetor normal unitario de x e ¢,, ¢z, 5 sdo solucoes do sistema ((2.18)) — (2.21]).
Porém, de (2.51)) sabemos que 1, = A*) e segue do Teorema que

Fipz — F Fiy, — F.¢ F
Y = pe=——7p ¢ 5:E

em que F(z,z) é dado por (2.55)) se n # 0 e é dado por (2.56|) se n = 0. Logo, podemos

escrever X, da forma

g _ g 2P0 ) 2(F¢;—sz)xz+%N

ml? 3 ml?f3
2(Fp. — Frv) 2(Fpz — Fxip) 1

z z _N
mloF T T gE T,

_ 2 (¢, F, 2 (s F: 1
= X+—<— —)Xz—i‘m(E F)Xg—i‘aN

:X+

Coroldrio 2.13. Considere S uma superficie minima satisfazendo o teorema anterior.

Se F(z,2) € a funcdo dada por (2.61) com n # 0 entdo as constantes Ay, As, Az e Ay
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satisfazem a equacao

AT+ A5+ A+ AT=0 (2.63)

Além disso, se As, Ay nao se anulam simultaneamente, entdo F' pode ser reescrita por
F(z,z) = Acosh(An + Re nz) + sen(t + Im nz) (2.64)

em que 4, T € R\ = +1.

Demonstracao: Se S é uma superficie minima satisfazendo o teorema anterior entao I =

V2dzdz, 11 = L(dz? + dz?) e existe A tal que 1., = A%. Além disso, F' é dada por (2.61)
F(z,z) = Ay cosh (Renz) + Agsenh (Renz) + Ascosh (i Imnz) — iAysenh (i Imnz).

Da Proposigao temos que ajas — |az|?> = 0 e da Observagdo [2.11]

o Ay A
1 — 9 ) 2 — 9

Ag—iA4 _ A3+ZA4

as = ——F5 > 3= —7—"
2 2

e, portanto, segue 1) Considere agora B = /A2 + A%, se Az, A4 ndo se anulam

simultaneamente entao B é diferente de zero e
A2 A=A+ Al
AN (AN
B B)
logo, existe p € R tal que

Ay = ABcosh pu

Ay = Bsenh p

para A = £1. Analogamente temos

()
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Portanto, existe 7 € [0, 27) tal que

A3 = BsenrT

Ay = BecosT,
entao fazendo o uso de (2.61) temos que

F(z,Z) = ABcoshu cosh(Re nz) + Bsenh u senh (Re nz)
+ Bsent cosh(i Im nz) — iBcos T senh (i Im 7z)
= ABcoshpu cosh(Re 7z) + B senh i senh (Re nz)
+ BsenT cos(Im nz) + BcosT sen (Im 7z)

= ABcosh(Au+ Re nz) + Bsen(t + Im 7z).

Note que na parametrizacao X, dada por (2.62)), os @nicos termos que dependem de F' sdo

os termos F,/F e F;/F, mas eles nao dependem de B entdo podemos considerar

F(z,z) = Acosh(Ap + Re nz) + sen(r + Im nz).

Observagao 2.14. Note que se Aq, Ag, A3, e Ay satisfazem (2.63)) e A3 = A, = 0, entdo
Al - :i:AQ = 6142

onde § = £1. Segue de (2.61)) que

F(z,z2) = A [Cosh(Re nz) £ senh(Re nz)]

— Aleﬂ: Renz

— Aleé Renz
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2.3 Exemplos: superficies associadas & superficie de
Enneper

Nesta secao usaremos resultados das secoes passadas para encontrar as transformadas de
Ribaucour da superficie de Enneper. Tais resultados ainda se aplicam ao catenoide e ao

helicoide como mostrado em [3].

Ezxemplo 2.15. Considere a superficie de Ennerper em R3, parametrizada por

z? 2 3/3 2 2
x(x,y) = T ey, Y — Y+ et =yt )

Observe que tal superficie ¢ minima ver [6], além disso o fator de conformidade e a segunda,
forma fundamental sdo respectivamente ¢ = 2% + y? + 1 =2z + 1 e I = —2(dz* — dy?).
Escrevendo © = Re(z) e y = Im(z) = Re(—iz), podemos reescrever a parametriza¢ao

x(z,y) = x(z,Z) como
23 23
x(z,%) = Re (z - g,iz + ig, 22) (2.65)

entao X(z, z) estd localmente associada a x(z, Z) por uma transformacao de Ribaucour se
e somente se, esta é a propria superficie de Enneper ou pertence a familia a 3 parametros

de superficies minimas dadas por

(2, %) = x(2,7) — ~ <— _ —) x.(2, ) — %(% _ %)xg(z,i) + %N(z,z)

onde m é uma constante real nao nula, v =1+ 2z e
F(z,%z) = Acosh(Au + 20 Re vmz) + sen(7 + 20 Im /m2)

com u, 7T € Re \o==+1.
De fato, temos que 1, = 0 e £ = —2. Logo podemos aplicar o Corolario 2.12] e
obter
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um familia de superficies minimas localmente associadas a x por uma transformacao de

Ribaucour com F(z, z) dado por 1) com n = 20+/fm/2 4+ A? temos que
n =20y —m. (2.66)

Pelo Corolario se Az e A4 nao se anulam simultaneamente entao existe u, 7 € R tais

que
F(z,z) = Acosh(Au + 20 Re v/—mz) + sen(T + 20 Im /—mz),

em que \ = +1.
Se As e Ay sao zero entao a superficie associada a x é a propria superficie de

Enneper. De fato, do Corolario as formas fundamenteis de x sdo dadas por

—~

~ o~ 14
I =4%dzdz e II= §(dz? + dz*)

em que
- |ty
Y=\ 50|

Portanto, precisamos mostrar que ¥ = ¥(w(z)), onde w(z) é um movimento

rigido. No entanto, de (2.54]) temos que 1 ’7“’ e de (2.53)) ficamos com

‘ ' 52(@_7><?_7)+@'

Como Ajp, Ay, Az e Ay satisfazem a equacdo (2.63) com Az = Ay = 0 segue de
(2.66)) e da Observagao que

(2.67)

F(z,7) = AjeXRev=mz, (2.68)

em que £ = £1. Note que seja 7 um nimero complexo entao n = a + b, portanto

ORe[nz]  ORe[(a+ib)(z +1y)]  O(ax —by) la(a(z +2) 4+ ib(z — 2))

0z 0z N 0z 2 0z (2.69)

l\3|3
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Logo, F, = £&/—mUF', considerando ainda z = = + 1y temos que se m < 0

b= -2l (Y-evmm) (B - evmm) + o
e

Sem >0

e+ ity —vevm| + 2

2+ (y = veym)?® |
Efc +y ¢2yw£\/_+:f3ﬁz )
(0 w




Capitulo 3

Superficies Isotérmicas em R?

O objetivo principal deste capitulo é a obtencao de novos exemplos de superficies
isotérmicas em R3?, utilizando a transformacdo de Ribaucour, através da integracao de

um sistema de EDPs para uma classe de superficies minimas.

3.1 A transformacao de Darboux-Bianchi

Nesta secao encontraremos condicoes necessarias e suficientes para que a transformacao
de Ribacour associe duas superficies isotérmicas. Esta é uma generalizacao da classica
transformacao de Backlund para superficies isotérmicas que foi originalmente estabelecida
por Darboux [20] e subsequentemente discutida em detalhes por Bianchi [9]. Este
resultado permite obter exemplos de superficies isotérmicas a partir de uma superficie

isotérmica conhecida.

Definicao 3.1. Uma aplicacao ¥ : S — S entre superficies regulares orientadas S e S é
uma transformacao de Darbouz-Bianchi se U é uma transformacao de Ribaucour conforme

que reverte orientacad]

Ao longo desta secao mostraremos que a transformacao de Darboux-Bianchi fica
inteiramente determinada pela solucao do sistema de equacgoes diferenciais apresentado

na proxima proposicao.

Proposicdo 3.2. Seja S uma superficie isotérmica e x : U C R?> — V C S um sistema

de coordenadas principal em um aberto simplesmente conexo U C S com par associado

LA hipotése de inverter orientagao é crucial para a existéncia de solugoes (garante a integrabilidade
do sistema de EDP’s a seguir).

37
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(v,V). Entio dado m € R, o sistema linear de EDP'{]

(. Oyp
(Z) 88151 = U7
. 0% . .
(”) auj = hjzfyzv ? 7é 7
671 - 1
(m)a— = —yh9 +m(vp +v 1) + V]
] a%l (3.1)
(iv)% = —71hiz + m(vp — v~ lp) + BV%
2
op
= Vi
(v) 818” v ,
NP, 9P
\ (UZ>8U1 —v 8u2 v
é completamente integravel e possui a integral primeira
i+ + B2 —2myep=C €R. (3.2)

Demonstragao: O sistema formado pelas equagoes (i), (i) e (v) é totalmente integravel
pelo Teorema [1.14] A tunica diferenca é que neste caso em que a superficie é isotérmica,

entao, podemos usar v; = v, = v. Desta forma, precisamos mostrar apenas que

p  Ip ov O .,
e 1 # 7.

8U1U2 N 8u2u1 8u18uj N aujaui’

Segue de (vi) e (i7) que

*p 0 1
= —(—v" = hiav vy — v hoy e,
Duiuy  Ouy ( v 72) 120 Y2 — U Nain

0%p 0

aU2U1 5u2

(v7') = —harv” ' + v haae.

De (ii) temos que para i # j

0% 0 Ohi; 0v; Ohj;
Ou;0u;  Ou, ( jw) St h : 2t yihiihg — ViV
1 ¥ 7

- v ﬁuz Uﬁ_uz - ﬁuj

0

2Nos trabalhos de Darboux e Bianchi se usou e? ao invés de v para o fator de conformidade.
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Por outro lado de (i7i) temos que

Py —1 Ohgy
Duni, —< — Y1hia +m(vp —v ) + ﬁVz> ha1 — 72 Dty
+m(hoyvp — 2 — U_1h2190 +72) — ViVays + Bha Vs
Ooh
= =7 B 24 Yihiohot — 72 ViVa
U

e de (iv) temos que

s Ohis
= —( —~h -1 >h B
Ou10us ( Yohot +m(vp + v @) + BV1 ) his — 7 9,
+m(h121),0 + 7+ U71h12g0 — 71) — ViVoy + BhiaVi
oh
= N ) - + y2ho1hia — 1 ViVa.
Uy

Donde segue a integrabilidade do sistema [14]. Para a integral primeira, temos

9 . 5 2 2 o 2 op dp i
7 ) — 2y T 00, 92 L 9g P 0o P 9y TF
B, (71 +72 + B° = 2mpp) Ny, T 205, T3, — 2y -~ 2mpg -
= 271( — yohar +m(vp + v ) + 5‘/1) + 272ha1m
—26Vim = 2mpv” iy — 2mpoy
= 0,
analogamente
O o5 o, om vz op op O
(PR B2 = 2 I 90, T2 4 9390 9 P 9 ZE
B, (L 2 57— 2mep) Ny, T2, + 205 - = 2meg - —2mps -
= 2v1h1aye + 272 (— Yhae + m(vp — v~ lp) + BV3)
—2BVayys + 2mepv 'y, — 2mpuy,
= 0.
Logo 72 + 72 + 8% — 2mypp = C, onde C € R. [ |

Observagao 3.3. Aqui By, By sao dados por

(1) By = m(vp +v~'p)
(11) By = m(vp — v~ ')

em que fizemos o uso de (1.7)) e das equagbes (iii) e (iv) do sistema (J3.1)), respectivamente.
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No proximo teorema mostraremos que a transformacao de Darboux-Bianchi é

inteiramente determinada pela solugao do sistema ({3.1)).

Teorema 3.4. Seja S uma superficie isotérmica e x : U C R? — V C S um sistema
de coordenadas principal em um aberto simplesmente conexo U C S com par associado
(v, V). Se U :x(U) = xX(U) a transformada de Ribaucour de x determinada pela solugdo
(0,7, B,p) == (©,7,7%,0,p) de é conforme e reverte orientacdo e as func¢oes B;,
1 = 1,2, dadas por sGo ndo nulas em todos os pontos de U, entio (v,v1,72,5,p)

satisfaz
2, .2 2 _
Y+ v+ BT —2mpp = 0. (3.3)

Reciprocamente, se (@, 71,72, 3, p) € uma solugao de (3.1) satisfazendo (3.3) em
um aberto simplesmente conexo U C R?* como no Teorema entao a transformacao

de Ribaucour de x em X determinada por (¢, 71,72, B, p) € conforme e reverte orientacao.

Demonstragao: Temos que ¥ : x — X é conforme se, e somente se, I\ : U — (0, 00) tal

que
(dU(X;), dU(X;)) = N(X;, X;), 1<i,j<2

Aplicando respectivamente nos vetores da base e notando que <d\I/(X1), d\I/(X2)> = 0, pois
X,
U preserva linhas de curvatura, que sdo ortogonais entre si, e que d¥(X;) = d¥ - | =
v
1 1. Vi
—d¥(x,,) = —X,, = —X,; , obtemos que
v v v

~ 2 ~ 2
)\2 — U1 )\2 — U2
v?’ v2
que é equivalente a
U1 = 0.

Mas W reverte orientacao se, e somente se, o determinante da matriz jacobiana de ¥

v 0
det(dV) =
0 o
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é negativo. Logo v102 < 0 e portanto W ser conforme e reverter orientacao é equivalente a
0= v + vs. (3.4)
Por (2.3), isto é,
0=v—2¢pvB) +v—2pvDB,

que por (3.3) é

0 = 2v-— 2g0y(mv,0 + mgpv’l) — 2<pu(mvp — mgmfl)
= 1—-2myprvp

— v = amgf]

|
Deste teorema obtemos o seguinte corolario que da a expressao da parametrizacao

da transformada de Darboux-Bianchi de x e suas respectivas formas fundamentais.

Coroldrio 3.5. Sejax : U C R? =V C S um sistema de coordenadas isotérmico principal

de uma superficie reqular isotérmica S e (v,V) seu par associado. Se (¢, 71,72, 5,p) €
uma solugao de satisfazendo em U C R? como no Teorema entao a

transformacao de Darbouz-Bianchi de x determinada por (¢, V1, Ve, 8, p) € dada por
~ 1
X =x— — (X1 + 71X+ ON) (3.5)
mp

e suas respectivas formas fundamentais sao dadas por

2
7 ¥ 2 2
T = (£) @+d 3.6
(£) @t +ai (5.6)
~ o B, By 2 B By 2
T = (k24290 s ) P 3.7
(1p+p+p2v2) ul+(zp+p o2 ) (3.7)

Demonstracao: Temos que ([3.5)) decorre diretamente de (1.5)) e (3.3). De fato, desta temos

'A reciproca ¢ obtida usando as mesma equagdes mas partindo de (3.3) e obtendo (3.4).




Superficies Isotérmicas em R3

42

que 1 = 2mypp e daquela temos

Para encontrarmos as formas fundamentais de X note que

v =

X—_
mp

v, — 2pv By

X = x—2vp (X1 + X+ BN)

(X1 +1Xe+ BN).

analogamente, Uy = p(pv)~t. Como a transformagdao de Ribaucour preserva linhas de

curvatura temos que F=0ce f = 0, portanto, segue 1D Para a segunda forma

fundamental de X temos que

assim,

Vivp =

analogamente

Vs

_(k1£+é+5_90)

= Vi+2vBB;
B
. BB
mep
-1
VAL
v p

p o p P2

== ‘/2+2]//8B2
BB
mpp
vB  viB

= Voot — —
¥ P

= Vit
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portanto,

dai, segue (3.7)) [ |
A proxima proposicao estabelece condicoes necessarias e suficientes para as quais

a transformada de Darboux-Bianchi de uma superficie minima seja uma superficie minima.

Proposicio 3.6. Seja x : U C R? — V C S um sistema de coordenadas isotérmico
principal de uma superficie reqular minima S e (v,V) seu par associado. FEntdo a
transformada de Darbouz-Bianchi de x determinada por (p,7v1, 72, 5, p) € uma superficie

minima Se, e somenle se

s
Viv=-C 3.8
1v P (3.8)

Demonstracao: X é minima se, e somente se, 0 = 05V +07 V5, donde segue 1} utilizando

que 9y = —7; e as expressoes de Vi, i = 1,2 junto com o fato que V; = —V5. [ |

3.2 A Transformacao de Darboux-Bianchi: uma
abordagem diferente

Nesta secao adaptamos o sistema de equagoes encontrando um sistema de equacoes
equivalente. Em seguida, iremos resolvé-lo quando o coeficiente de conformidade da
superficie satisfaz uma condicao adicional e superficie isotérmica é minima.

De maneira analoga fizemos com o sistema na Secao reescrevemos o

sistema (3.1]) usando a linguagem de formas diferenciais, obtendo

2
dp = ~iw;, (3.9)
i=1

2
dp = — Z Yikiw; (3.10)
i=1

dp = V72 (11w1 — Yaws)

@
—
[N}

dri(e;) = vwij(e;), @ #7j
dyi(er) = mp~ (WYp + ¢~ ) + Bki — Yowan (e1)
dya(e2) = myp (Yp — ') + Bhy — iwia(e2)

o
—_
w
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Agora reescreveremos o sistema de equagoes acima utilizando anélise complexa.

eorema 3.7. Seja uma superficie 1sotérmica em sem pontos umbilicos
T 3.7. S S t R3, t bilicos,
parametrizada por linhas de curvaturas, entdo o sistema ([3.9)- com a condi¢io
inictal

7+ + 8% = 2mepp (3.15)

€ equivalente ao sistema:

dp = p,dz + pzdZ,

(3.16)
1 1
dﬁ = —E(wz(lﬁ + kQ) + (Pg(kl - kg))dz — 5(90z(k1 - kg) + QDg(kl + kQ))d2 (317)
dp = 2psdz + 1 2p.dz, (3.18)
_[me | Bk —ky) | 2. mpy | BYki+ k)|
dp, = {2?/) + 1 + e Ydz + 5 + 1 Ydz (3.19)
| mp | Bk A E) 2202 myp | Bk — k) -
dps = { 5 + 1 wdz + e + 20 + 1 vdz  (3.20)
onde z =x +1iy € U C C e as formas quadrdticas de S sao dadas por
I = %dzdz e IT = ?(kyda? + kody?).
Demonstracao: Temos que
I = ¢?(d2® + dy?) = *dzdz.
Mas
I=wi+ws
entao, podemos considerar
_ _¥ .
wy = Ydr = §(dz +dz), (3.21)
o W ]
wy = Ydy = 2—Z(dz —dz) = —zg(dz —dz). (3.22)
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Derivando as equacoes acima, obtemos:

1
dw, = §(wzdz NdZ +zdzZ N\ dz)

= wz;wzdz/\dz

1

5@%@Aﬁ+%ﬁA@)
7

~ Y

21

dwg =

Por outro lado, as direcoes principais da superficie isotérmica sao dadas por:

1.0 0
e = E(& +52)
i, 0 0
2= "%
logo,
dz(e;) = 1 dz(e)*i
o=y 2) = ¢7.
d5(ey) = i dz(es) = —i
e, portanto,
|
dz Ndz(ey, es) = dz{er) dz(ea) = VoW = 22
dz(e1) dz(e) it
Contudo,
- _ ¢z_¢2 952 . . —2
wiz(er) = dwi(eg,en) = 5 ( 201 ) = —i(¢, — 5)Y (3.23)
w12(€2) = dw2(€17€2) = —¢z ;;wz (—2i¢_2) = <¢z + ¢z)¢_2 (3-24)
e

wie = wia(er)wr + wia(e2)ws

Y (ds + dz) — (W= F Y2 ;L Y2) 1 (dz — az)

_Z<¢z - ¢§)
2
—itpp Nz 4 inpsrp .
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Agora estamos em condigoes de reescrever o sistema (3.9)- (3.14). Usando (3.21)) e (3.22)),
segue de (3.9) que

dp = mwi + Yews

= M(dz +dz) — i%(dz —dz)

2
_ —2i72)1/1dz n (M1 +2i72)¢

dz

mas, dy = ¢,dz + @zdz, temos entao que

0. — (n —22'72)¢ ¢ 0, = w (3.25)

Segue de (3.10)), (3.11))(3.21)) e (3.22) que

dﬁ = —’ylklwl—'ygkgwg

_ —%l;lw(dzjtdz)—{—i%?w

= %(_'Vlkl + iyoks)dz — %(71% + iy2ko)dZ
1
2

(dz — dz)

(= (0= +p2)k1 + (s — @2 )ko)dz — %((wz + z)k1 + (0z — @2) ko) dZ

_ —l(wz(kl + ko) + pz(ky — ka))dz — 1(saz(/lﬁ — k2) + @z(k1 + k2))dz,

2
dp = ¢_2(71w1 — Yaws)
- ¢—271%(dz +dz) + iw‘%%(dz — dz)

= ¢ pzdz + Y 2p.dz.

\V)

Além disso, sabemos por (3.12) que

dyi(e;) = yjwij(e;), para i # j.
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Utilizando e , temos que:
dyi(e2) = vawiz(es)
= 7. +¢)p~° (3.26)
dya(er) = mwailer)
S G (3.27)
Segue de e que
dyi(er) = mp~ (hp+ 1~ ) + ki — Yawa (e1)
= my T (W +U7rp) + Bk — ina(. — Y)Y (3.28)
dyaea) = mp™ (1hp — ™ ) + By — Vrwia(es)
= mp~ (Yo — ¢ TH9) + By — (v + )Y (3.29)

Queremos encontrar dy, e dyz, em termos de dz e dz. Para isso, vamos calcular dp. (v;),

dp,(ve), dps(v1) e dps(ws), onde

8 €1 — Z.62

8 e+ ieg
= _1— e = _1— o
- w az 2 € V2 w .

0z 2

Como

V=5
segue que

dpx = 5l(n — )y + Y(dn — ids)].

Aplicando em v; temos

dox(or) = gl0n— i)™ + ldn(wr) — idra(on)]

= e+ (o) — idvlv)]
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Precisamos entao calcular dvy,(v1) e dys(vy), mas

dnlen) = Slnler) — idn(es)

= [ W+ 47+ B — (s — ) — i + Y)Y

_ %{m(w 210190) o Bk — 2@'7;%]7 (3.30)
Dalor) = Slna(er) — idaes)

_ ! [i’h(’(ﬂz — Y% — i(”ﬂ/fl(wr’) — 1) + By — 11 (¢ + %)1#2)}

[\

_ _%' [m(w q—ﬁ@blsz?) Bk, - 23;;#} 3.3
Com isso, temos
do(vy) = % N % [m(@bpzwlw) Bk - 21'3;2% B <m(¢p z_bd)l(p) t By — 2231)]
= ¢;fz + % {2%0 Bk — k) + 2 )0 ;2%)%}
- e Bl k)
Analogamente,

dor(on) = Sln = i)™+ (don(es) — ida(on))]

— 1/];% + %[(d% (v2) — idya(v2))],

) = ldner) +idnes)

= % my ™ (Yp+ 9 ) + By — e (Y. — Y)Y+ m(?ﬁ;—;—w»}

_ 1[m(gp+ute) 20720

- et gy 2 } (3.32)
dofws) = glaler) +idu(en)

= % m(w;—;%) +1 (m@/)_l(wp — 7o) + Bky — 11 (1, + ¢2)¢_2)]

ot :m(wp — Y1) 2mvs

- 3| w + Bk == ] (3.33)
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Portanto,
Yz, Y [mpp+! 21721z Yp —P~) 2m1vs
dp.(vs) = wf +Z{m< pw @>+ﬁk’1+ zziz +(m( pw )\ gk, 1;2 )}
z¥z 2 —1 z
_ ¢wf —i—%{Zmp—l—ﬂ(kl%—kg)_ (n w;mw}
- mpw+ﬁw(/€1+k2)
2 4

Mas dy, = dp,(v1)dz + dp,(v2)1dz. Logo

_ me 6¢<k1 - k?) 2¢z902 mp¢ 6¢(k1 + k2) _
dz—{mp—k . + = ]wdz+{2 + . }wdz

De modo andlogo de (3.25)) temos que

dos(n) = Slon + i + wldn(on) + idna(0))]

= oot + Lm(wn) + id(on)]
(wxw>zzéwn+wa@w*+wm%wa+m%@an

= spetr 4 Ll (v2) + ida(vs)]

segue de a que

dpz(v1) = ¢z¢2¢_2+z v 1 02 ” 2 02
Z¥'Z 2 J z
_ wwf + % [2m,o+5(k1 +ky) — (m J;;Vz)w ]

mpw n ﬁw(/ﬁ + kz)

_ _ —1 ~
dos(v2) = Pspstp> + — [m Yoty y) + Bk + 2@2;/’2 _ <m(W ww ©) Bk, 23;;&)}
= Yo+ — { )+ 2(m 22%)%}
_ 20 Bip(ky — ka)
T +3 20 S

Como dys = dpz(vi)pdz + dps(ve)1hdZ, temos

dyp, = [mpl/; i 5¢(k1 + k2)}wdz + {21/12902 me + &p(/ﬁ - k2)1wdi.

2 4 MR W) 4
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|
Do teorema anterior originam-se dois corolarios, o primeiro adapta a condicao
inicial (3.15) ao sistema reformulado e o segundo da a expressao da parametrizacao ao

novo sistema.

Coroldrio 3.8. A condigdo pode ser agora erpressa por

4o,z
e

+ 8% = 2mypp (3.34)

Demonstragao: Segue de (3.25) que

4,0z
B+ = e (3.35)

portanto (3.15) se reduz a (3.34)). |

Observagao 3.9. Segue do corolario anterior que

(490z90z

i + 5% — 2mg0p> (z0) =0 para algum z, € U (3.36)

passa a ser a condigao inicial do sistema (3.9)-(3.14]).

Coroldrio 3.10. Se S € uma superficie isotérmica de R3, sem pontos umbilicos, orientdvel
que tem uma parametrizacao X, entdao a familia X isotérmicas associadas a X por uma

transformacao de Darbouz-Bianchi € dada por

~ 20z 2¢,
X=x— % 5X: — L4 2Xg—£N (3.37)
mpy mpy mp

Demonstra¢ao: Considere a parametrizagao x(z,y) = x(z,2), onde z = = + iy. Pelo

Corolario [3.5] segue que

- 1
X=X—— (7161 + Y2€2 + 5—7\7)7 (3.38)
mp

como x é parametrizada por linhas de curvatura, temos que e; = x,9"! e e5 = x,97,

logo
—1 ~1
X=x— W/lxmw _ 72wa . ﬁN
mp mp mp
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Considerando x como aplicacdo de (z, Z) temos que X, = X, + Xz , X, = (X, — Xz) €,

portanto,
-1 1
i — X—’YI@Z) (XZ_XE)_Z’7277Z) (Xz_ 2>_£N
mp mp mp
. —1 o —1
S 0L k)L 2
mp mp mp
_ 209" 20,972 B
= X— X, — xz; — —N.
mp mp mp

|
A fim de tornar este capitulo independente do anterior, enunciaremos novamente

a proposi¢ao seguinte para a demonstracao do principal resultado desta secao.

Proposicao 3.11. Seja S uma superficie reqular cuja primeira forma fundamental ¢ dada
por I = 2dzdz e com curvaturas principais ki e ko, satisfazendo ky = —ko. Se 1 satisfaz

V., = A%, A € C, entio { = k9? é uma constante real.

Demonstragao: Ver Proposicao [2.9 [ ]
No proximo teorema, integramos o sistema (3.16)) - (3.20)), satisfazendo a condi¢ao
inicial (3.36]), para uma classe de superficies minimas.

Teorema 3.12. Seja ¢ : U C C — R uma aplicacao diferencidvel tal que

Suponha que S seja uma superficie minima e considere o sistema de equacgoes -

3.20) onde m # 0 e £ # 0 sao numeros reais e seja

n:2a,/%+A2, o= +1. (3.40)

Entao
WF[ (F. 4\ (Fr 4 AN
o= (F%) (F-8) (5 v) 40
F, P Fs z
o = vF(F-%) emvr (-, (342)
p = l e B=-lp+a, acR, (3.43)

(4
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em que, sen # 0, F € dado por

nz+iz nz+nz nz—1i% _nz—ijs

F(z,Z2) =a1e 2 +ase 2 +4aze = +aze 2z , aj,a€RazeC (3.44)
satisfazendo
2 2 a’
In*(a1az — [as]”) + 7 =0 (3.45)

e, sen =20, F é dado por

F=a1zZ+a3z+ a3z +as, ay,a0 €R, az€C, (3.46)
satisfazendo
o2
L daron + af? =0 (3.47

sao solugoes do sistema - satisfazendo a condi¢ao inicial .

Demonstragao: De (3.18]) temos

Pz = ¢_2902 (348)

2z wz ¢ 7702 )

portanto, segue de (3.19) que

mp i B(k1 + ko) 2,

Pzz = 9 4 ¢ Pz
mp 29,
= — — e 3.49
T (3.49)
em que na ultima passagem usamos o fato que S é minima. Analogamente, temos
L (3.50)

o = P W (s';)
T e\
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e por (3.19))

Considerando F' = ¢p, temos que

Segue de (3.49) que

Portanto,

analogamente,

Assim

mp Bk + ko) 213
2

+ 4 _wpz

= Y.p+Yp.
= ¢zzp + 2¢zpz + Q/J)Ozz

= wpzz + szpz-

= —+

Yzp + Yz

Yzzp + 20zp5 + Ypzs.

Foz —Yzp = ——

_ m Pz
re = (50
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mas, 1., = A%, entao

SIS

Tomando

em que 0 = +1, teremos

Fzpz: = —

Para resolver este sistema procedemos de maneira analoga a demonstragao da

Proposicao obtendo se n # 0

z—NZ _ _nzfﬁi
2+ aze , ai,as € Roaz € C

nz+nz nz+nz

— N=tt= — n
F(z,2) =ae 2 +aze” 2 +age

e se 1 = 0 obtemos
F=azZ+a3z4+azzZ+as, a,a0 €R, azeC.

De S é minima, da Proposigao e das equagoes (3.17) e (3.18)) temos que

df = —kypszdz — kyp.dz
Pz Pz
= —ldp
em que ¢ = k2% é uma constante real. O que implica que 8 = —fp + a onde o € R.Pois

B é real. Agora precisamos apenas encontrar @, ., e @z em termos de F'. Mas de (3.48)

temos

_ v
pz_w27
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segue que,
o (F
_ = 2 — 2_ —_
sz B F¢z
- (F)
F,
- (5 5)
analogamente de (3.50))
Pz
Pz E
segue que

N
o, = Ypz= 82(w>

_ <F¢;F¢)

Fr s
— oF( 22 _ Y2
or(7-5)
logo, demonstramos (3.42)). Usamos a integral primeira (3.34) ou seja,

4o,z

2 T B = 2mpp

ou ainda,
4202 + (—lp+ @)* §* = 2mypF. (3.51)

fazendo o uso de (3.42)) ficamos com

Fz z FZ z
o = ggr WP (F %) (F-5) o ra]

_ wF Fz 2/}2 Fz z f (8] 2
= F ) )R]
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Agora faremos o uso de (3.16) tomando a derivada de (3.42) com respeito a 2] temos que

2 F (F, .\ |0 [(Fr 9 VF (F, 4.\ (¢ o
o W(f‘a) k(?‘%)]*%(f‘z) (Wﬁ)

2F z 7]2 2 F. 4, F, .
S ) G
2¢F Fro s\ (F. ¥\ (F: | 9.
m <F z)(F‘ﬂ(Fw)
L E(L ) () B () [0 (v B 1(E ]
m \(F 9 4 m \(F ¢ ) |0z\¢v F 4 \y? F?

. F2 1/}2 2¢F Fz % FZ ¢2 1 62 a2
—or(F-5) A ()R 8) (G R)

por outro lado ¢, é dado por (3.42), assim segue que

20F (F, 4, 0 (F; s n 1/ B a? _0
m \F ) |0z\F 4 \y2 F2)| 7
Como as func¢oes ¢ e F' nao se anulam, além disso (% — %) nao se anula num subconjunto

aberto temos que

0 — (PR 171 o?
o))
YF (szz + Fps, — F0p — lebz) - (F@/Jz - F;@D) (¢ZF+ ¢Fz) _ 1 L _ 04_2>
2 W2 F?
= YF (Fp; + Faps, — Fotp — Fp,) — (Fop; — Fop) (0, F + 9 F,) — i (F?0% — o?y?)

2 a

- F2 (wwzz %%-—) —¢2 <FFZZ—FZFZ_Z2>

de (2.43)) temos que K" = dipz1p, — 4a)n).-, como 9 satisfaz (3.39)) temos que Kt =
e de forma anéloga temos que para n # 0, FF.; — F,F: = |n|*(a1as — |az|?) segue que

aQ

|77]2(a1a2 - ]a3|2) e =0

paran =0, FF,; — F.F, = —4(a1ay — |as|?) e segue que

2

4|CL3’2 — 4@1@2 - % =0

!Derivar com respeito a Z produz os mesmos resultados e é analogo.
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Observagao 3.13. Considere F' dado por (3.44) com o = 0, entdo podemos reescrever F

como
(
20\/ajay cosh(Renz + p) + 2|ag| sen(Imnz +v)  se ajas >0
20+/—ajaz senh(Renz + p) + 2jas| sen(Imnz + v) se ajas <0
F(z,y) = (3.52)
a1eRe"” 4 2|as| sen(Imnz + v), se az =0
| a2e” Renz 4 2laz|sen(Imnz + v) se a3 =0

em que z = x + iy, Renz = (Ren)x — (Imn)y, Imnz = (Ren)y + (Imn)z. Se F é dado

por (3.46) entao podemos reescrever F como

F(z,y) = a12Z+ a3z + azz + as

= ay+2Reasr — 2Imagy + ay(2? + 3?). (3.53)

O proximo resultado, que é a uniao de resultados anteriores, apresenta de maneira
explicita as familias de superficies isotérmicas associadas por uma transformacao de

Darboux-Bianchi a um superficie minima que satisfaz o Corolario anterior.

Teorema 3.14. Seja S uma superficie minima de R3, orientdvel, sem pontos umbilicos

com uma parametriza¢io isotérmica por linhas de curvatura x(z,z), com I = ?dzdz.

Suponha que ¢ satisfaz (3.39), entao

~ 2 (F, - 2 (F; 5 1
x:x—E(F—%)XZ—E(F—%)XE—E(%— )N (3.54)

¢ uma familia de superficies isotérmicas, localmente associadas a x por uma transformagao

de Darbouz-Bianchi, onde { e m sao nimeros reais nao nulos e a fun¢do F(z,z) € dada

por @) ou (19).

Demonstracao: Segue do Corolario que a superficie

~ 20z 20, B
X =X— 5Xs — 5Xz — —N
mp mpp mp

estd associada x por uma transformacao de Darboux-Bianchi, onde m é uma constante

real nao nula, N é o vetor normal unitario de x e ., ¢s, 3, p sdo solugoes do sistema
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(3.16) — (3.20)). Porém, de (3.39) sabemos que ., = A% e segue do Teorema que

SR R R
B myp\ F )7 myp\F ¢ )~ mp

_ X_z(z_&)x _3<§_%)X_i(%—e)N
N m\F )7 m\F ¢/)7 m\F '

O corolario seguinte d4 a expressao da transformacao de Darboux-Bianchi de x

em funcao de variaveis reais.

Coroldrio 3.15. Seja S uma superficie minima de R3, orientdvel, sem pontos umbilicos
2 2

com uma parametrizacao isotérmica por linhas de curvatura x(z,y), com I = *dzdz.

Suponha que ¢ satisfaz (3.39) com n dado por entao

- L (F L (F, 4y L (fay
=X——|—=——|x,+— (= - — ——|—=—-¢|N 3.55
X=X m(F w)x+m<F v ) T\ F (3:55)
¢ uma familia de superficies isotérmicas, localmente associadas a x por uma transformacao

de Darbouz-Bianchi, em que F(x, y)[] ¢ dado por sen#0 ou caso contrdrio.

Demonstragio: Como F,1) sdo reais temos que F, = 'z e ¢, = 1), e segue que

2 (F, ; 1
fazendo £ = ——(— — TP_) e J=—— v _ f) e de (3.54)) temos que
m m

~ 2 Fz wz 2 FE Q/)E ]— O“vzj f N
t X_E(F_?)X”E(F_E)XFE(F_)

= X—l—gXZ—i-ng‘i‘JN

= x+ (Red) x, + (Im¢)x, + JN

e percebendo que

1 (F, " 1 [ F
ree=— (F-%) ¢ me= g (2-3)

IEstamos considerando z = z + iy.
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3.3 Exemplos de Superficies Isotérmicas associadas ao

Catenoide

Nesta secao obteremos um exemplo de superficie isotérmica localmente associada ao
cateonoide utilizando o Corolario |3.15| , tal método ainda se aplica ao helicoide e a

superficie de Enneper.

Exemplo 3.16. Considere o catenoide parametrizado por

x(x,y) = ( — cosx coshy, — sen x cosh y, —y)

em que z € (0,271) e y € (0,00) segue que

X, = (senzcoshy,—coszcoshy,0), Xye = (cosz coshy, senz coshy, 0)
x, = (—cosxsenhy,—senzsenhy,—1), x,, = (—coszcoshy, —senx coshy,0)
1
N = (cosx,senz, —senhy), X,y = (senx senhy, — coszsenhy, 0).
coshy
Assim,

= (X;,X,) =cosh’y, e= (Xg, N) =1,
F = (x;,%,) =0, f= (X4, N) =0,

= (xy,Xy) = cosh’y, g¢g= (Xyy, N) = —1.

Logo o fator de conformidade e a segunda forma fundamental sdo dados respectivamente

por 1) = coshy = cosh <,z2;z) e Il = (dz? — dy?). Dessa forma temos que v, = (_71')21/)
i

e { = 1. Portanto, podemos aplicar o Corolario com n =ov2m—1e F(x,y) dado
em (3.44)) satisfazendo o Teorema coma; =ay=m=n=1a=2ea3=0e, por
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conseguinte F' = 2 cosh(z), segue que F' = 2coshz, F,, = 2senhx, F,, =0 ¢

— cos x coshy sen x cosh y
X = | —senzcoshy | —tanhz [ —cosz coshy
—y 0
cos z senh y cos T

+tanhy | senzsenhy | + (sechy — sechx) sen x ;

1 —senh y

em que x € (0,27) e y € (0,00). Verificaremos que X é, de fato, isotérmica, para isso,

temos que

sech z sen (1 — cosh y sech x) 4 cos z tanh x(— cosh y + sech x)
X; = | cosxsechxz(—1+ coshysechz)+ (— coshy + sech x) sen(x) tanh

— sech x senh y tanh x

—senx senh y tanh x — senh y(sech’® z sen z + cos x tanh z)

Xy = cos x sinh y tanh x Xye = | senhy(coszsech® x — sen z tanh )

coshysechz — 1 — cosh ysech x tanh x

cos x sech® z cosh? y — 2 cos x sech? z cosh y + sen z tanh = cosh y
+ cos = tanh? z sech 2 senh? y — sen - tanh « sech « cosh? y

+ sen & tanh - sech? z cosh y + cos x sech  — sen - tanh z sech x

N = | senzsech®zcosh?y — cosz tanh z coshy — 2 sen(x) sech?(x) cosh y

+ cos o tanh x sech z cosh? y — cos x tanh(z) sech? z cosh y

+ sen z tanh? z sech x senh? y + sen x sech « 4 cos x tanh z sech x

tanh® 2 senh y(sech x — cosh y)

isso dd& F = G = (coshy — sech x)2 e ' = f = 0 e portanto X é isotérmica. Note que
o fator de conformidade ¢é consistente com o previsto pelo Corolario 3.5 com auxilio do

Teorema [3.12 que fornece o fator de conformidade de x dado por

e ¥
= ‘—’ = |coshy — sech z|. 3.56
il | (3.56)
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Além disso, pela Proposicao , X é minima se e somente se { = —é isto &,
p
—pt+a
| __—pta
P

que & equivalente a o = 0. Dessa forma X expressa acima ndo é minima. Uma superficie
minima pode ser obtida considerando n =m =a; =1 e ay = a3 =0 em As figuras
abaixo mostram exemplos das superficies associadas ao catenoide pela transformacao de
Darboux-Bianchi. A primeira mostra uma superficie isotérmica nao minima e a segunda

mostra uma superficie minima.

Figura 3.1: superficie isotérmica associada ao catenoide com a = 2

Figura 3.2: superficie minima associada ao catenoide
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