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Resumo

Nesta dissertagao apresentamos sinteticamente a teoria acerca da estabilidade pa-
ramétrica em sistemas Hamiltonianos lineares , mais especificamente, sistemas Hamil-
tonianos com um grau de liberdade. Para tanto, fornecemos definigoes e resultados
gerais sobre sistemas Hamiltonianos, espagos vetoriais simpléticos e estabilidade de
pontos de equilibrios de sistemas Hamiltonianos lineares periddicos. Posteriormente,
analisamos a estabilidade paramétrica de sistemas Hamiltonianos lineares, o conceito
de ressonancias paramétricas e juntamente com o auxilio do método de Deprit Hori,
construimos as curvas que delimitam as regioes de estabilidade e instabilidade no plano
dos parametros para a classica equagao de Mathieu. Este texto é finalizado com a
descricao e estudo do artigo ”Parametric stability of a charged pendulum with oscil-
lating suspension point”desenvolvido pelos pesquisadores Hildeberto Eulalio Cabral e
Adecarlos Carvalho, no qual concebemos a construgéo das superficies que limitam as

regioes de estabilidade e instabilidade no espaco dos parametros.

Palavras Chaves: Estabilidade paramétrica, Sistemas Hamiltonianos lineares,

péndulo carregado com suspensao oscilante, regioes de estabilidade e instabilidade.



Abstract

In this thesis, we present the theory of parametric stability in linear Hamiltonian
systems with a degree freedom. Therefore, we provide definitions and results on Hamil-
tonian systems, symplectic vector spaces and stability of equilibrium points of linear
Hamiltonian systems. Subsequently, we analyzed the parametric stability of linear Ha-
miltonian systems and, with the aid of the Deprit Hori method, constructed the curves
that delimit the regions of stability and instability in the plane of the parameters of the
Mathieu equation. This text ends with the description and study of the article ” Para-
metric stability of a pendulum loaded with an oscillating suspension point” developed
by researchers Hildeberto Eulalio Cabral and Adecarlos Carvalho, as cite adecarlos,
in which the construction of the limiting surfaces is conceived regions of stability and

instability in the parameter space.

Key words: Parametric stability, Hamiltonian linear systems, pendulum with

oscillating suspension, regions of stability and instability.
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Introducao

Intmeros fenémenos das ciéncias naturais sao explicados categoricamente por te-
orias e conceitos rigorosos advindos da Matemaética. Muitos dos quais sao descritos por
sistemas de equacoes diferenciais, fazendo-se necessario o uso de métodos matematicos
sofisticados que possibilitem solucionar problemas oriundos da complexidade destes sis-
temas. Muitos destes métodos, (como determinar solucoes de equilibrios, ou analisar
a estabilidade dos pontos estaciondrios de um modelo que norteiam uma situagao co-
tidiana) s@o utilizados na Mecanica Cléssica, Mecanica Celeste, Sistemas Dinamicos
e outras areas afins. Uma grande vantagem dos métodos e técnicas avancadas em-
pregadas na pesquisa de determinados eventos da natureza descritos por sistemas de
equagoes diferenciais é a possibilidade de resolver problemas complexos de maneira mais

sistematica, classificando-os em categorias de problemas ja estudados na literatura.

Fendomenos naturais concebidos matematicamente por sistemas de equacgoes dife-
renciais, como amostra, os sistemas massa-mola, os péndulos simples com ponto de
suspensao oscilante, péndulos com comprimento varidvel, péndulos acoplados por mo-
las, sistemas que apresentam comportamento cadtico, dentre outros, podem ser estu-
dados e analisados com o auxilio de algum formalismo adequado, como o formalismo

Hamiltoniano advindo da Mecanica Hamiltoniana.

A Mecanica Hamiltoniana é uma reformulagdo da Mecanica Classica que foi elabo-
rada por volta de 1833 pelo matematico irlandés William Rowan Hamilton. O forma-
lismo Hamiltoniano é o estudo geométrico dos espacos de fase de sistemas mecanicos,
com a finalidade de analisar problemas utilizando a geometria de suas solugées. Um
sistema Hamiltoniano é dado por uma variedade de dimensao par (espago de fase), uma
estrutura simplética nesse espago e uma fungao definida nesse mesmo espago (a fungao
Hamiltoniana). Portanto, o formalismo Hamiltoniano é a estrutura matemadtica fun-

damental para se desenvolver a teoria de sistemas mecanicos conservativos, pois para

12



INTRODUCAO 13

esse tipo de sistemas mecanicos temos todas as estruturas requeridas. O tratamento
Hamiltoniano simplifica o estudo de uma série de problemas mecanicos, que tratados
por outra teoria apresentaria um grau de complexidade maior(de forma exemplar, o
problema de atracao de dois centros fixos). O ponto de vista Hamiltoniano tem ainda
mais valor pelo fato de algumas teorias importantes terem sido formuladas utilizando-se
desse conceito, como a teoria de perturbagoes, a teoria ergddica, a Mecanica Estatistica,

a Mecanica Quantica, etc.

Como mencionado no paragrafo anterior, os sistemas Hamiltonianos aparecem na-
turalmente em diversas teorias importantes, por exemplo, o problema dos n-corpos,
problema fundamental da Mecanica Celeste, ou no problema do péndulo de Kapitza
na teoria das oscilagbes da Mecanica Classica. O estudo de tais sistemas tem sido
uma das principais dreas de pesquisa das ultimas décadas e entre os problemas mais
importantes, destaca-se o fato de estabelecer se uma determinada solucao destes tipos

de sistemas sao estdveis ou nao.

Historicamente, uma motivagao inicial a teoria da estabilidade foi dada por Newton
(1642-1727), ao questionar sobre a estabilidade do sistema solar. Diversos cientistas
ao longo dos séculos XVII, XVIII e XIX, acrescentaram resultados imprescidiveis a
cerca da teoria da estabilidade, como, Euller, Halley, Laplace, Lagrange, entre outros
filésofos da natureza. Mas, tudo que temos de mais concreto na atualidade & respeito
de conceitos e resultados formais sobre os fundamentos de estabilidade de sistemas de
equacoes diferenciais, tem como maior precursor o notavel matematico Henry Poincaré
(1854-1912). Poincaré é considerado o maior matematico de sua geragao, produziu
nada menos que 30 livros técnicos de fisica matematica e Mecanica Celeste. Sobre este
ultimo assunto, trabalhou com resultados do astronomo americano George Hill (1838-
1914), investigando a estabilidade das 6rbitas planetdrias e iniciou a teoria qualitativa

de equacoes diferenciais nao lineares.

Ao longo de todo século XX, célebres matematicos se dedicaram a desenvolver re-
sultados significativos para a teoria, como concluir que a estabilidade de certas solucoes
de um sistema Hamiltoniano pode ser reduzido a estabilidade de um ponto de equilibrio
que, podemos supor sem perder generalidade, ser a origem do espaco de fase. E impor-
tante enfatizar que o problema de detectar a estabilidade de uma solugao de equilibrio
de um sistema Hamiltoniano é, em geral, um problema aberto demasiadamente dificil e
somente em casos particulares existem métodos para conhecer aestabilidade dos pontos

de equilibrios estudados.

Apés esta modesta discussao sobre a evolugao do estudo de estabilidade em sistemas
Hamiltonianos, explanaremos as nuances do nosso trabalho. Pretendemos ao longo
deste texto, realizar um analise referente a um tipo especial de estabilidade, denominada

estabilidade paramétrica. De forma mais explicita, o principal objetivo deste texto é
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estudar a teoria de estabilidade paramétrica em sistemas Hamiltonianos, especialmente
no problema do péndulo com ponto de suspensao S oscilando verticalmente, através
de uma lei harmonica estabelecida, que possui um bulbo com carga elétrica g, no
qual, a partir de uma certa distancia definida, esteja uma linha horizontal infinita
que possua uma distribuicao elétrica uniforme com cargas elétricas positivas. Nossa
abordagem aqui serd norteado pelo trabalho cientifico realizado pelos pesquisadores,
Hildeberto Euldlio Cabral e Adecarlos C. carvalho, publicada na conceituada revista

Jornal Differential Equations em 2021, ver [11].

Faremos, no primeiro capitulo, com base nas referéncias [8], [9], [20], [28], uma
exposicao de maneira sucinta sobre os conceitos e resultados béasicos a respeito da
teoria de establidade de sistemas Hamiltonianos, tais como defini¢ées e propriedades
de sistemas Hamiltonianos lineares, espagos vetoriais simpléticos, transformagcoes de
coordenadas que possuem as caracteristicas de preservarem a estrutura Hamiltoniana

do sistema e alguns resultados quanto a estabilidade no sentido de Lyapunov.

J& no segundo capitulo , baseando-se nas referéncias [9], [30], definimos e apre-
sentamos os principais resultados de estabilidade forte e estabilidade paramétrica em
sistemas Hamiltonianos lineares e algumas situagoes que evidenciam suas peculiarida-
des. Ao realizarmos o estudo da estabilidade paramétrica de sistemas Hamiltonianos
lineares periddicos, surge naturalmente os principios da ressonancias de Krein e o Teo-
rema de Krein Gel’fand Lindiskii. No caso do problema que abordaremos no capitulo
6, as ressonancias paramétricas encontradas, estabelecem intervalos de estabilidade li-
near para o sistema Hamiltoniano linear autonomos estudado, fato imprescidivel para

a continuidade do estudo.

No terceiro capitulo propomos o estudo da estabilidade de sistemas Hamiltonianos
lineares e apresentamos um algoritmo para obtencao da forma normal de sistemas Ha-
miltonianos lineares com coeficientes constantes ou peridédicos, que tomamos como base
da teoria, as referéncias [9], [19]. Veremos no decorrer da se¢ao que para realizarmos o
estudo da estabilidade de um sistema Hamiltoniano, precisamos linearizé-lo em torno
de pontos de equilibrios. Entretanto, para executarmos o processo de linearizagao de
sistemas Hamiltonianos necessitamos da expansao da funcao Hamiltoniana associada
ao sistema, mais especificamente, da sua forma quadréatica. Mas nem sempre a forma
quadratica das fungbes Hamiltonianas sao de facil compreensao. Neste contexto, surge
o algoritmo de normalizagao de sistemas Hamiltonianos lineares, que através de uma
mudanca de coordenadas simplética, busca obter um sistema Hamiltoniano linear equi-

valente, cuja fungdo Hamiltoniana associada estd em uma forma mais simples.

O problema do péndulo carregado com ponto de suspensao oscilante descrito acima,
que ¢é a aplicabilidade de nossos estudos, é um fenémeno da Mecanica Cléssica estabele-
cido de maneira natural, e o sistema Hamiltoniano nao linear que o representa é um sis-

tema Hamiltoniano periédico. E como consequéncia deste fato, a fungao Hamiltoniana
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associada ao sistema Hamiltoniano também depende do tempo, fato este que dificulta
por ventura a construcao das fronteiras das regides de estabilidade/instabilidade para
o sistema no espago dos parametros. A partir dai, baseado no livro do Markeev [19], no
quarto capitulo, apresentamos o método de Deprit-Hori para sistemas Hamiltonianos
lineares, método restrito ao universo das fungoes Hamiltonianas quadraticas. O método
de Deprit-Hori permite determinar uma fungao geradora periddica e assim obter uma
mudanca canonica linear periddica de coordenadas que transforma a funcao Hamilto-
niana dependente do tempo em uma fun¢gdo Hamiltoniana auténoma. Esta formulacao
autonoma permite descrever um algoritmo para construir as curvas ou as superficies

que delimitam as regioes de estabilidade e instabilidade.

No quinto capitulo, fizemos a formulacdo matemédtica do problema exibido pelo
cientista Emile Léonard Mathieu (1873 — 1890) que o descobriu enquanto estudava ba-
terias elipticas vibrantes no estudo da teoria eletromagnética. Este problema se tornou
conhecido como equacgdo de Mathieu e tem aplicagdoes em muitos campos das ciéncias
fisicas, como 6ptica, Mecanica Celeste, Mecanica Quantica e Relatividade Geral. Em
seguida, fundamentado na referéncia [19], vamos aplicar o método de Deprit-Hori com
o objetivo de construir as curvas que separam as regioes de estabilidade e instabilidade
relacionadas a equagao de Mathieu no plano dos parametros. Tal estudo é relevante,
visto que, a equagao de Mathieu serd um caso particular do problema do péndulo carre-
gado com ponto de suspensao oscilante[11], quando a carga elétrica no bulbo do péndulo

for nulo.

Concluimos a dissertagao com o sexto capitulo, no qual formularemos matematica-
mente o problema do péndulo carregado com ponto de suspensao oscilante. Posterior-
mente é obtido o sistema Hamiltonino com um grau de liberdade associado ao problema,
seus pontos de equilibrios, em seguida, encontraremos a estabilidade linear do sistema
Hamiltoniano e definimos os intervalos de estabilidade no caso autonomo. Veremos
quais as condigoes sobre os parametros teremos as ressonancias paramétricas. Por fim,
com o estudo da estabilidade paramétrica do sistema Hamiltoniano linear associado
e com o auxilio do método de Deprit-Hori, através de mudancas canonicas, transfor-
mamos a funcao Hamiltoniana peridédica, em uma funcdo Hamiltoniana autonoma e
finalmente construimos as superficies que delimitam as regioes de estabilidade e insta-

bilidade no plano dos parametros.



Capitulo 1

Teoria Inicial

Ao decorrer deste capitulo, apresentaremos definicoes e resultados gerais da teoria
para o estudo introdutorio da estabilidade linear de sistemas Hamiltonianos. Fare-
mos um estudo sobre espagos vetoriais simpléticos, transformacdes simpléticas e suas
funcoes geradoras. Além disso, exibiremos algumas técnicas de equacdes diferenciais

abordando conceitos de estabilidade e instabilidade.

Permita-nos enfatizar que todo este capitulo sao baseados nas referéncias [8], [9],
[20], [28]. Mais precisamente, apresentamos observagoes e explicagoes dos contetidos
desenvolvidos nestas bibliografias supracitadas, para wm entendimento introdutorio da

teoria de estabilidade de sistemas Hamiltonianos, que veremos nas se¢ées posteriores.

1.1 Sistemas Hamiltonianos

O sistema Hamiltoniano é um sistema com 2n equagoes diferenciais ordinarias da forma

{ a= (11)

P = _Hq

onde H = H(q,p,t) é uma funcdo escalar definida em um aberto O C R x R" x R"”
denominada fungao Hamiltoniana do sistema. Os vetores q = (g1, - ,qn) € P =
(p1, -+ ,pn) sdo chamadas de posigdo e momento, respectivamente, e t é o tempo. O
namero natural n é dito grau de liberdade do sistema. As varidveis q e p sao ditas
varidveis conjugadas. Quando a funcao Hamiltoniana depende do tempo, dizemos que

o sistema Hamiltoniano tem n graus e meio de liberdade.

Podemos descrever o sistema Hamiltoniano de forma matricial, para isto, defina
OH

0 I 921
z:(q>’ J:< ”)eVzHZVHZ : , (1.2)
p —In 0 OH

O0z2n

16



logo o sistema (1.1) pode ser reescrito da seguinte forma
z = JVH(z,t), (1.3)

onde J é denominada matriz padrdo. Temos que J é uma matriz anti-simétrica J! =
—J, ortogonal J~! = J7T e além disso, J? = —1I e det J = 1.

Observacgao 1.1.1. Pelo Teorema de existéncia e unicidade de equagoes diferenciais

L um dos resultados cldssicos da teoria de equacées diferenciais ordindrias,

ordindrias
para cada (z,to) em O, existe uma unica solugcdo z= @(t, zp,to) de (1.3) definida em

uma vizinhanga de ty que satisfaz a condigao inicial p(ty, zo,t0) = 2.

No caso especial em que a funcdo Hamiltoniana H independe do tempo, ou seja,
H: 0O — R, onde O C R?" é um conjunto aberto, a equ¢do diferencial (1.3) é auténoma
e o sistema Hamiltoniano é dito conservativo.. Neste caso, se ¢ € solugdo de (1.3),
para qualquer a em R, a funcdo ¢* : I +a — O C R"™ x R" definida no intervalo
I+a={s+a:s€l} porp®t) = p(t—a) também é solucio de (1.83), ou seja, as

translagoes no tempo nao alterem as solucoes. Em particular, tomando a = ty temos

@(t —to, 20,0) = (¢, 20, to)-

Neste caso, também pode-se eliminar a depéndencia de ty na solucao, podendo-se es-
crever a solu¢ao como @(t, zy) assim podemos dizer que as solu¢oes sao curvas para-

metrizadas em O C R*™, e O é denominado de espaco de fase.

A seguir exibiremos uma definicdo e um resultado referente a sistemas Hamiltonia-

nos autonomeos.

Defini¢ao 1.1.2. Uma integral primeira para (1.1) é uma fun¢ao nao constante F :
U — R, onde U € aberto de R™ xR"™ de classe C™° que é constante ao longo das solugoes
de (1.1), ou seja,

5L (et 20) =0, Vel

onde p(t, z) € a solugao de (1.1) com condigdo inicial
(0, 20) = 2.

Proposigao 1.1.3. Em um sistema Hamiltoniano autéonomo a fungao H é uma integral

primeira.

!Teorema de existéncia e unicidade de equacdes diferenciais ordindrias: Seja f : W — R™ continua
e localmente Lipschitziana em uma aberto W. Dado (zo,t0) € U x I, existe uma tnica solucao ¢(t)
de z = f(z,t) definida em um intervalo maximal w_ < ¢t < w4, contendo t = to, com condigao inicial

(to) = zo (ver com mais detalhes em [28]).

17



Demonstragao: Consideremos a fun¢do Hamiltoniana H = H(q,p) e seja p(t) =

(q(t), p(t)) solugao de (1.1). Defininamos H a longo de ¢ por

Assim, para todo t temos,

CH0) = SH@O. () pilt), - pa(t)

dt = Hg -qi+---+Hg, Gn+ Hp -pr+---+ Hp, - pn
= (Hq-9q,Hp D)
= (-P-9,9'D)
= 0.

Desta forma, H(¢(t)) = H(q(t),p(t)) é uma quantidade preservada ou uma cons-
tante de movimento, ou seja, H(q(t), p(t)) = h, para qualquer ¢ no intervalo da solugao,
onde h é uma constante em R. Neste caso, dizemos que o sistema Hamiltoniano (1.1) é
conservativo, e dizemos simplesmente que H representa a energia do sistema. E ainda,
o conjunto definido por ), = {(q,p) € U/H(q,p) = h}, para um valor arbitrario de

h € R, é chamado de superficie (ou variedade) de energia.

Notemos que, o fato de H ser uma integral primeira implica que as solucgoes estao
contidas em alguma superficie de energia h, ou seja, se (q(t), p(t)) denota uma solugao
de (1.1) entao H(q(t), p(t)) = h, onde h pode ser negativo, nulo ou positivo dependendo
da solugao. Portanto, ), é um conjunto invariante, isto ¢, se uma solucéo com condicao

inicial estd sobre ), entao ela permanecera em ) ,, para todo t.

1.1.1 Colchete de Poisson

Muitas das propriedades dos sistemas Hamiltonianos sao formuladas em termos do
operador Colchete de Poisson, como o método de Deprit-Hori, que veremos no capitulo
4 e serd de suma importancia para compreensao do contexto desenvolvido nos capitulos
5 e 6. Vejamos a seguir a defini¢ao formal e algumas propriedades deste tema, que podem

ser vistos com maiores detalhes em [28].

Definicao 1.1.4. Sejam F,G e H fungdes de classe C*° definidas no aberto W C
R™ x R" x R em R, definimos o colchete de Poisson de F' ¢ G por

(F,G}: W >R,
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onde {F, G} leva o ponto (¢,p,t) em

T T
IF\ 0G OF\ 0G <~ [0FO0G OF 0G
_ T _ _ — E _
{FG) = (VE) VG = ( dq ) op ( op ) dq (8% opi  Op; 8%’) '

i=1

Observagao 1.1.5.

o {F,G} é uma fun¢ao C*° de W em R, pois a sua lei € formada por derivadas parciais
de funcdoes C'°.

e Observa-se também que {F,G} = (Fy, Gp) — (Fp, Gq), onde (-,-) representa o produto

interno canonico sobre o espaco vetorial estudado.

Proposicao 1.1.6. Sejam F,G e H fungoes de classe C*° definidas no aberto W C
R"xR"xR em R. O operador Colchete de Poisson é uma forma bilinear antissimétrica

que satistaz a identidade de Jacobi
{FAG H}} +{GA{H, F}} +{H {F.G}} =0.

E além disso, 2{F,G} = {3L,G} + {F, %1
Teorema 1.1.7. Sejam F,G e H fungées de classe C* definidas no aberto U C R™xR"
em R (independentes de t), entao

1) F ¢é uma integral primeira para (1.3) se, e sé se {F,H} = 0;

2) Se F' e G sdo integrais primeiras, entao {F, H} também é;

3) {F,H} ¢é a taxza de variagio de F' com respeito ao tempo, ao longo das solugoes

de (1.3).

Demonstracao: Para verificar 1) considere p(t) = (q(t),p(t)) solucao de (1.3) e

defina F' ao longo da solug@ao como,

Dal,
d _OFT oFT - OFTOH OFT 0H

%F(t)—aiqq(t)‘F ap p(t) = 94 %—TP%Z{F7H}~

Logo, F' é integral primeira se, e s6 se {F, H} = 0.

Para o item 2), vamos mostrar que a definicdo da derivada {F, H} aplicada na

solugao do sistema (1.3) é nula para todo ¢. Com efeito, escreva inicialmente

F(t) = Fq(t),p(t)) e G(t) = G(q(t),p(t)).
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Assim, usando a definigdo da derivada do Colchete de Poisson vista na proposi¢ao 1.1.6

aliado com o fato de F' e G serem integrais primeiras de (1.3), e do itém 1) deste
teorema, segue que

jt{F(t)’G(t)} = agit) G(t }—F{F(t),agit)}
(

{ )
T T
- {20+ 25 i, o0}
+

)
T T
{ro. 25 M+ 25 P
OFT(t)0H(t) OFT(t) 0H(t)
{ d¢ Op  dp Oq ’G(t)}

OGT(1) OH(t)  OGT (1) OH (1)
+{F(t)’ ¢ dp  dp g }
= {{F(), H®)}, G} +{F(t),{G{),H(t)}} = 0.

1.1.2 Sistemas Hamiltonianos lineares

Na literatura, a maioria dos fenémenos estudados que tem como formulagdao matemaética
os sistemas Hamiltonianos, prevalecendo os sistemas Hamiltonianos nao lineares que sao
complexos de serem estudados. Sabendo disto, tenta-se recorrer de alguma forma a um
sistema linear correspondente. Assim, nesta secdo, apresentaremos alguns resultados

sobre sistemas Hamiltonianos lineares.

Dizemos que o sistema Hamiltoniano (1.3) é linear quando for possivel escrevé-lo

na forma
z=JS(t)z = A(t)z, (1.4)

onde A(t) = JS(t) é chamada de matriz dos coeficientes do sistema e S(¢) uma matriz
simétrica para cada t. Neste caso, a fungao Hamiltoniana é uma forma quadratica dada

por

H=H(zt) - %ZTS(t)z. (1.5)

Vamos verificar que de fato a fungao (1.5) é a fungao Hamiltoniana do sistema

(1.4) para o caso 2 x 2. Isto é, z = V,H. Inicialmente vamos denotar S, uma matriz

(07)
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Assim, para z = < q
p

() () G ()
(g>:<—?zq+f§p>>'
G (50) (1)

1
H = _(aq” + 2bpq + cp?).

(3)-(%)

A seguir, enunciaremos a defini¢do de matrizes Hamiltonianas e alguns resultados

), o sistema (1.4) pode ser reescrito da forma,

ou seja,
Por sua vez,

ou seja,

Consequentemente,

como queriamos verificar.

relevantes para compreensao de certos aspectos que abordaremos no texto.
Definigdo 1.1.8. Uma matriz A € Ma,x2,(R) € dita Hamiltoniana se satisfaz AT.J +
JA=0.

Observe que a matriz A(t) do sistema (1.4) é Hamiltoniana. Pois,

JA(@t) = J?S(t) = =S(t) = S(t)J> = S(t) T JJ = —(JS@t)) T J = —A@)TJ.

Agora, vejamos alguns resultados que caracterizam matrizes Hamiltonianas.

Teorema 1.1.9. As sequintes afirmacdes sao equivalentes:

1. A ¢é Hamiltoniana;
2. A=JATJ;
3. A= JR, com R simétrica;

4. JA € simétrica.
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Demonstragao: Inicialmente, suponhamos que a matriz A seja Hamiltoniana. Lem-
bremos que J~! = —J. Entdo, usando a definicio de Hamiltoniana

ATJ+JA=0

JA=—-A"J

A=J Y (=A"T)

A=JATJ.

Isto mostra que 1. implica 2.. Agora, consideremos A = JAT.J. Tome R = ATJ,

notemos que R é simétrica, pois
RT =JTA=—JJAT)) = —J*(ATJ) = ATJ = R.

Suponha A = JR, com R simétrica. Entdo, JA = J?R = —R. Dai, como —R é
simétrica, segue que JA é simétrica. Por fim, se JA é simétrica entdo JA = (JA)T =
ATJT = —ATJ. Assim, ATJ + JA = 0 e pela Definicdo (1.1.8) A é Hamiltoniana. §

Como consequéncia deste teorema e da definicao de sistemas Hamiltonianos line-
ares, a matriz A(t) dos coeficientes de um sistema Hamiltoniano linear é uma matriz

Hamiltoniana.

Proposicao 1.1.10. O polinémio caracteristico de uma matriz Hamiltoniana A €

Moy xon(R) € uma funcao par.

Demonstragao: Considere o polindmio caracteristico de A
p(A) = det(A — \I), (1.6)

Pelo teorema 1.1.9 temos que A = J.S, onde S é uma matriz simétrica e pelas proprie-
dades da matriz padrao .J, segue
p(\) = det(JS — \I) = det([JS — N\]T) = det(STJT — XI) = det(—SJ — \I)
= det(J*SJ 4+ \J?) = det(J(JS + \I).J)
= detJ -det(JS + N) - detJ = det(JS + X\I) = p(—A).

Segue da proposigdo acima que o polindmio caracteristico p(A) dado em (1.6),
contém apenas poténcias pares de A. Portanto, se este tem uma raiz do tipo A = a +ib,
necessariamente, —\ = —a — ¢b também sera raiz. Se A = 0 é um autovalor, este tera
multiplicidade par. Por outro lado, desde que A é uma matriz com coeficientes reais,

entdo )\ também serd um autovalor de A. De fato,
p(A) = det(A — M) = det(A — \I) = 0.

Resumindo, se A é um autovetor de A entdo —\, A, —\ também serao.
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Teorema 1.1.11. Sejam A e B matrizes Hamiltonianas de mesma ordem. Entio AT,
aA (e eR), A+ B e[A,B]| = AB — BA também sao Hamiltonianas.

Demonstracao: Observe que, pelo fato de A ser Hamiltoniana, usando o teorema
1.1.9 pordemos afirmar que A = JATJ e pelo fato de J? = —1,

(AT 4+ JAT = AJ + JAT = (JAT )T + JAT = —JAT + JAT = 0.
Assim, AT é Hamiltoniana.
Por sua vez, para aA, temos (aA)TJ + J(aA) = a(ATJ + JA) = 0.

Note que (A+ B)TJ +J(A+B) = ATJ+BTJ+JA+JB =0, logo A+ B ¢é

Hamiltoniana, e de maneira analoga mostra-se que A — B é Hamiltoniana.

Por fim, consideremos o caso de [A, B]. Como A e B ¢é Hamiltoniana, temos que
A=JRe B=JS com R e S simétricas. Entao,

[A,B] = JRJS — JSJR = J(RJS — SJR).
Escrevendo P = (RJS — SJR) temos que P é simétrica. De fato,
PT =STJTRT - RTJ'ST = -SJR+ RJS = P.

Com isso, pelo teorema 1.1.9 concluimos que [A4, B] é Hamiltoniana. |

A seguir vamos caracterizar uma matriz Hamiltoniana quadrada de ordem 2.

Proposicao 1.1.12. A matriz
a b
A= ( d ) S M2n><2n(R)
¢ Hamiltoniana se, e somente se, a’ +d =0 e b e ¢ sdo simétricas.

Demonstracgao: Escrevendo a matriz A em forma de blocos,

b
A= ( a j ) La,b,¢,d € Myxn(R),

c

T T
ATT 4 JA—0 e [ ¢7¢ @ +d) (00
—a—dr T —p 00

= c—c' =0, —-b=0eal +d=0

temos

—=c=c' , b=b"ea’ +d=0.
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Observagao 1.1.13. Quando n = 1, as condi¢oes se reduzem a dizer que o trago €

nulo e b = c.

Existem alguns eventos naturais classicos formulados por sistemas de equacoes di-
ferenciais que podem ser posto na forma de sistemas Hamiltonianos, como sistemas
mecanicos, oscilador harménico simples (o qual encontra-se o sistema massa-mola sem
atrito e o péndulo simples), oscilador nao linear e sistemas newtonianos. Em seguida,

vejamos alguns exemplos classicos da Mecanica Classica e Mecanica Celeste.

Exemplo 1.1.14. (Cordenadas rotatorias). Consideremos no plano com um sistema
fixo de coordenadas (x,y), um sistema de coordenadas rotatérias (§,m) que gira em

relacdo ao fizo com velocidade angular constante w.

Vamos obter, nas coordenadas rotatorias (&,m), as equagdes do movimento de um
sistema de pontos materiais T1,...1T, de massas mi,...,my, que se movem no plano

xy sob a acao das forcas que provém de um potencial U = U(ry,... 7).

Introduzamos o refencial ortogonal

Figura 1.1: Referencial ortogonal. Figura retirada da referéncia [14]

e; = (coswt, sen wt) ey = ( sen wt,coswt),
e observemos que

é1 = weg é2 = —wez.

Sejam &;, 1; as coordenadas do vetor r; no sistema rotatorio, isto €

rj =§e1 +njez, (G=1,...,n). (1.7)

Derivando (1.7) com relagdo a t,

7 = (& —wnj)er + (05 — wéj)ea, (1.8)
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assim como, deriwando (1.8), obtemos

i = (& — 2wij — w?&)er + (i + 2wE; — w?n;)es.

Observemos que

ViU = (Vy,U-e)er + (ViU - es)es

or; ar;
= (DU(7)- =2L)ey + (DU(7) - —L)es
9¢; M
8Ue . 8Ue
= Sz €1+ €
9¢; on;
Assim, as equacdes do movimento
mﬁ‘j = —VTjU, (j = ].,' .. ,n),
sao escritas nas coordenadas rotatorias (&1, ,&ny My, M), S0b a forma
c ou
m; (& — 2wy —w’&) = —55 (1.9)
. . 8U ) .
m;(fij + 2wé; — w?n;) = — o,
com j=1,--- ,n. Introduzindo as varidveis,
Toj1 =&, Toj =My, Yai—1 = mi(§; —wny), yo; = mi(n; +wé;),
com j=1,---,n. Consequentemente, o sistema (1.9) toma a forma
Toj—1 = m%.yzj—l + wra;
Tyj = m%.yzj — Wiy
. .y . . oU ouUu ’
Yaj—1 = my(&G —wiy) = wm(n; +wEj) — G5 = w2y — gy
. - : : ou ou
Yoj = my(ilj +w&y) = —wmy(§ +winy) = g- = WY1~ gy
e concluimos que nas varidveis (1, -+ , Ton, Y1, - ,Yon) ele € um sistema Hamiltoniano

com 2n graus de liberdade

jjl:Hyl) yl:HZla (l:1>72n)

com fun¢ao Hamiltoniana H = H(x1, -+, Zon, Y1, - , Yon) dada por:
n 2 2 n
(Y251 + ¥3;)
H= ; ~om, ¢ ;(932j1y2j — T25y2j-1) + U(21, .., Tom).

O termo adicional —w Z;L:l(acgj_lygj — 295Y2j—1) € chamado o termo de Coriolis

e provém do fato de usarmos um sistema rotatorio de coordenadas.
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Agora, vamos abordar um exemplo relevante no estudo que pretendenmos estabe-
lecer neste texto, tal exemplo se encaixa na classe chamada de oscilagoes paramétricas
que é caracterizada quando a acao de uma forga externa sobre o oscilador harmonico
resulta em uma variagao temporal dos parametros do sistema. Veja [17] para maiores
detalhes sobre a formulacao de problemas com esta natureza. Por exemplo, no péndulo
simples, quando aplicamos uma forga que varia o comprimento periodicamente, esta-
mos provocando oscilagoes paramétricas no sistema. Esse tipo de oscilagao encontra-se
também em circuitos elétricos investigados por Mandelstam e Papalexi (1934), conforme
[18]. Diferente dos osciladores harmonicos, a equacao de movimento dos sistemas pa-
ramétricos é formada por equagoes diferenciais com coeficientes variando no tempo, em

geral, de forma periédica. Ver maiores detalhes [21].
Exemplo 1.1.15. (Péndulo com oscilagées verticais do ponto de suspensao)

Nosso primeiro objetivo neste exemplo € formular o problema, em sequida, vamos
encontrar a equacao que modela o movimento do péndulo com oscilacdes verticais do
ponto de suspensdo e escrevé-la como um sistema Hamiltoniano. Vamos concluir o

exemplo apresentando a fun¢do Hamiltoniana associada ao sistema.

Consideremos um péndulo com uma haste inflexivel de massa desprezivel, de com-
primento [, movendo-se em torno de uma de suas extremidades em um plano verti-
cal com o ponto de suspensao sujeito a oscilagoes verticais dada pela lei harmonica
p(t) = Acos(wt), onde A € a amplitude e w a frequéncia. Com uma massa pontual m
na outra extremidade, conforme pode ser visto na figura 1.3. Fixemos um sistema de
coordenadas Oxy, com a origem na linha vertical que contém o ponto de suspensdo, o
eizo Ox direcionado verticalmente para baizo e o eixo Oy orientado horizontalmente
para a direita. Seja r = OP o vetor de posicdo da massa m colocada no ponto P,
extremidade livre da haste do péndulo. Para o sistema inercial de coordenadas, consi-
deremos a base ortonormal § = {Ey, Es}, fixa no ponto O, o primeiro vetor direcionado
para baizo e o sequndo para direita. Sejam 0 = 0(t) o angulo que a haste faz com o
vetor By e p = pEy o vetor de posicao do ponto de suspensao. Insere-se um sistema
de coordenadas mdvel, tendo como base ortonormal B’ = {ey1, ea}, como pode-se ver na
figura 1.3.

Para obter a equacao que modela o movimento do péndulo notemos que, pela figura

1.3 podemos extrair as sequintes relagoes entre as bases 3 e [3':

e1 = cosOFE; + senbFE, (1.10)
eo = — senfEq + cosOEs, '
e’
E;, = cosfe; — senfley (1.11)
Ey; = senfe; + cosfes.

Derivando as equagoes (1.10) com relagao ao tempo (lembre-se que 0 = 6(t) ), obtemos

26



mg

Figura 1.2: Péndulo com ponto de suspensao oscilante. Figura retirada da referéncia
8]

Figura 1.3: Representacao das bases 8 e 8/ com o mesmo ponto de origem

él = 962 (1 12)
ég = —061. ’

Por sua vez, pela soma de vetores, o vetor posicao r do bulbo no instante t é descrito
por,

r=lei+p=Ile + pkE.

Pelo fato de E; = 0, (1 = 1,2), temos que, 7 = le; + pE; e usando (1.12), obtemos

r=10es + pE1. Consequentemente,

(Gey + Oey) + (PE)
= (pcos® —1(0)*)er + (16 — j senf)ey.

~:
I

Desejamos saber a forga total deste sistema mecanico. Ao desconsiderarmos a re-
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sisténcia do ar, a forca total presente no bulbo € a soma:
F=F,+T (1.13)

na qual, T = —Tey € o vetor tragio da haste. Jia Fy é a forca gravitacional, que em

coordenadas giratorias assume a forma
F, = mgE; = mg(cosfe; — senfey).

Por sua vez, pela lei da dindmica de Newton F = mi. Assim, por (1.13) temos a

decomposic¢ao,

(pcos® —1(0)%) = —mgcost — ||T|],

.. 1.14
(160 — p senf) = —mg send. (1.14)

A primeira equag¢ao em (1.14) determina a tensio na haste em cada instante, e a
sequnda,

é—i—(%—?) senf = 0,

define a dindmica da massa m que se encontra na extremidade da haste.

Lembremos que, o movimento harménico do ponto de suspensao é dado por p(t) =
Acos(wt) onde A é a amplitude e w a frequéncia. Fagamos T = wt e denotemos por’

as derivadas com relacao a T, dai temos que % = w. Destes fatos, seque que

. dfd .
0= %d—; = 0w, logo, 6 =w?0"(1).
- . dp dr ! - 2 1 2
Assim como, p = I dt = pw, e portanto p = w?p" (1) = —w*AcosT. Desta forma,
T
a equacdo que modela o movimento do péndulo com o ponto de suspensdo oscilante €
dada por
0" + (i + = Ccos 7') senf =0 (1.15)
w1 ’ ’

Para obter o sistema Hamiltoniano associado a equacgdio (1.15), fagamos 0’ = y.

Desta forma o sistema € dado por

{ " =y . (1.16)

y = —(ﬁ + %cosr) senf

Vamos obter a fungdo Hamiltoniana associado ao sistema (1.16), ou seja, uma fungdo

H tal que,
¢ =H,
y = —Hy
Note que,
OH ( g n A > 9
— ==+ —cosT) sen
00 w1 ’
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integrando com relagdo a 6 temos,

H8,y) = (% + ?COST) cosf + &£(y).

2
Por outro lado, H, = £'(y) =y e portanto, £(y) = L + ¢, tomando ¢ = 0, temos que a

fung¢ao Hamiltoniana associada ao sistema (1.16) é dada por:

A 2
H(0,y) = —(% —1—70057') COSH—F%.

Exemplo 1.1.16. (Problema dos N -corpos) Consideremos N pontos materiais movendo-
se em um sistema de referéncia Newtoniano em R3, em que a unica forca atuante, seja
a forca gravitacional entre os mesmos. Seja q; o vetor posicao da i-ésima particula com
massa m;, entdo pela sequnda lei de Newton e pela lei da gravitagcao universal temos a

sequinte equacdo do movimento para a t-ésima massa,

i\[: Gmim;(g —q;) _ OU (1.17)

lai —qllP 0q’

m;G; =
=1y

onde U =U(q1, -+ ,qn) € o potencial Newtoniano definido por,

Gm;m,;
U= Y (1.18)
e G € a constante gravitacional universal.
O sistema de equagoes diferenciais (1.17) define o problema de N corpos (for-

mulag¢do Newtoniana). Seja q = (q1,--- ,qn) € R3N. O sistema (1.17) escrito em

sua forma vetorial € dado por:

Mg—VU(q) =0, (1.19)
com M = diag(myi,ma,--- ,mpy). A formulacao Hamiltoniana do problema é obtida
introduzindo os vetores dos momentos lineares. Defina p = (p1,--+ ,pN) € R3N por

p = Mgq, portanto p; = m;q; ¢ o momento da i-ésima particula. As equacdes do

movimento dadas em (1.19) assumem a forma,

1 1
onde M~ 1—dzag( —

ml m2 ’ mn

‘ -

) e a funcdo Hamiltoniana associado ao sistema

acima tem a forma

z : 7
—
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Exemplo 1.1.17. (O problema de Kepler ou o problema de for¢a central) Este fenomeno
cldssico, consiste em estudar o movimento de uma particula ou corpo celestial sendo
atraido por um centro atrator. Este principio serve para estudar o movimento de um
planeta (ou um satélite) em torno do sol (em volta de um planeta), sendo este o centro
atrator. Em suma, a equacdo que modela o problema de Kepler é descrito por

- Hq
q:
lql?

(1.20)

em que q € R —{(0,0,0)} € o vetor posi¢do do corpo de massa m em um sistema de

coordenadas fixa, p € uma constante GM.

Se definirmos o movimento p = q € R3, entdo a equag¢do Newtoniana (1.20) pode

ser escrita em sua forma Hamiltoniana

q =H,=p (1.21)
nq .
po=—H,= 1L
T gl
2
onde H(q,p) = HP;H — ﬁ A funcao H € chamada de funcdo Hamiltoniana do

problema de Kepler. A formulagao Newtoniana (1.20) é um sistema de trés equagoes
diferenciais de sequnda ordem, enquanto (1.21) consiste em seis equagoes diferenciais

de primeira ordem.

Exemplo 1.1.18. (Oscilador for¢ado nao linear) Este problema consiste em estudar
um sistema mola-massa, sem amortecimento e no qual uma for¢a externa g(t) é apli-
cada. Assim, a equacdo do movimento € dada pela equacdo diferencial de sequnda

ordem
i+ f(x) = gt (1.22)

onde x € um escalar e f, g sao funcdes diferencidveis de uma varidvel escalar. O sistema
se diz nao linear, se a fungao f(x) nao € linear e supomos que nao existe atrito atuando.

A equagao (1.22) equivale ao sistema Hamiltoniano,

{3

e a funcdo Hamiltoniana associada € dada por:

I
Q<
I
| @m

H(e,,t) = 57 + F() — g(0),

onde F(x) = [ f(s)ds.
Muitos problemas podem ser modelados por este tipo de equacao, a saber,

(1) O oscilador harménico: i + w?x = 0;
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2) A equacio do péndulo simples: 6 + I sing = 0;
( l

(3) A equagio de Duffing: & + 2oz = cos(wt).

Notemos que, no caso em que g € desprezado, g = 0, H é uma integral primeira,
pois

1
H(J“)y) = 5?/2 + F(JZ‘)7

ndo depende de t. Assim as solugdes ficam nas curvas de nivel de H.

Exemplo 1.1.19. (Péndulo com dois osciladores acoplados) Grande parte dos siste-
mas advindos da natureza ndo sdo isolados, e além disso interagem entre si. Neste
sentido, vamos considerar o sistema que representa o comportamento de dois oscilado-
res acoplados. Em seguida, vamos realizar uma mudanga de varidveis para apresentar

o sistema Hamiltoniano correspondente.

Consideremos dois péndulos simples idénticos, com bulbos A e B, unidos por uma
mola cujo comprimento d no repouso € igual a distancia de equilibrio entre os bulbos

de massa m nos dois péndulos. Vejamos a representacao 1.4.

d
[ [
B k A
8- VIS
m> L m
s X4
0 0

Figura 1.4: Péndulos simples acoplados em repouso. Retirado de [24].

No péndulo simples a frequéncia angular de oscilacdo € dada por:

wo = % (1.23)

Denotemos por x4 e xpg os deslocamentos dos dois bulbos de massa m em relacdo as suas
respectivas posi¢oes de equilibrio (ver figura 1.4). Suponhamos que I é o comprimento
das hastes dos péndulos, 04 e Op respectivamente, os angulos entre as hastes e as

posigoes de equilibrios, como podemos ver na figura 1.5.

Observemos que, para um instante arbitrdrio, na qual a posicdo do bulbo A € x

e a posi¢ao do bulbo B é xp, o comprimento da mola é dado por d + (x4 — xp).

31



Figura 1.5: Péndulos simples acoplados com pequeno deslocamento. Retirado de [24].

Consequentemente, a deformagao da mola é dada por (x4 —xp). No caso onde (x4 —
xp) > 0, como na figura 1.5, a mola estd esticada e gera uma for¢a —k(xa — xp)
(para a esquerda) sobre o bulbo A e uma for¢a de mesmo mddulo e sentido contrdrio,
k(xa—xp) (para a direita), sobre o bulbo B. No caso onde (xg —xp) <0, a mola estd
comprimida e gera uma for¢ca —k(xa —xp) > 0 (para a direita) sobre o bulbo A e uma
for¢a de mesmo mddulo e sentido contrdrio, k(xa —xp) < 0 (para a esquerda), sobre
o bulbo B.

Notemos que nos dois casos a forca realizada pela mola sobre o bulbo A € descrita

pela lei de Hooke,
Frra = —k(xg —xp), (1.24)

e no bulbo B,
Fyp =k(xa —xp). (1.25)

Além dessas forcas, os dois bulbos estdo sujeitos as tensoes exercidas pelas hastes e
a forca gravitacional. As componentes radiais das forcas gravitacionais se cancelam
com as tensdes, mas as componentes tangenciais das forcas gravitacionais constituem
forcas restauradoras sobre os bulbos (que sempre tendem a levd-los de volta a posi¢ao

de equilibrio). Elas sao dadas por,

Fga = —mgsenfya,

Fep = —mg senfp.

x x
Podemos extrair da figura 1.5 as relagoes, senfq = TA e senfp = TB. Desta forma,

obtemos,
mg
Fea = _T$A7
m
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Agora, utilizando a frequéncia angular apresentada em (1.23), seque que,

F = —mwiza,
o4 oA (1.26)
Fep = —mwjrp.

Desta forma, pela lei da dinamica a forga resultante é dada por, F = mia e F = mip.
Utilizando (1.24), (1.25) e (1.26), podemos escrever as equagoes de movimento (sem

amortecimento) como,

. 2
miy = —mwira—k(xa—2xB),
. oA (@4~ 25) (1.27)
mip = —mwiep+k(za—xp).
. . 9o  k
Ao dividirmos ambos os lados das equagoes em (1.27) por m e denotando w; = —,
m
Tp = —(wg+w3)a:A+w(2:xB,
ip = —(W3+wdrp+wira,
ou equivalentemente,
jiA—l—(wS—l—wz):UA—wsz = (1.8)
i+ (Wi +whHrp —w?zs = 0.

O sistema de equagoes diferenciais em (1.28) constitui um sistema de duas equagoes
diferenciais lineares de sequnda ordem acopladas. A primeira equagdo, descreve a ace-
leracdo de A, e depende de xp, enquanto a sequnda equacdo, descreve a aceleracdo de

B e depende de x 4.

Matematicamente, isto significa que as duas equacdes nao podem ser resolvidas de
forma independente. Jd, fisicamente, o movimento de A afeta o movimento de B e

Vice-versa.

Para facilitar a compreensao e resolucao do sistemas de equacoes diferenciais aco-
pladas, vamos encontrar um novo sistema, tal que, neste novo sistema de coordenadas,
as equagoes diferenciais sejam desacopladas. Para isto, somando as equagoes em (1.28),

temos,

iA+iB+wg(:EA+:EB):0. (1.29)

Por outro lado, ao subtrairmos as equagoes de (1.28), obtemos,

ig—ig+ (W4 2w (za —zp) =0. (1.30)
FEscrevamos,
g1 = TA+TB, (1.31)
@2 = TA—TB,
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realizando a substituicdo (1.31) em (1.29) e (1.30), temos,

(jl + ngI = 07

. (1.32)
go + (wE +2w2)g2 = 0.

Definindo @?* = w% + 2w?, na sequnda equagdo em (1.32), chegamos as equagoes

(1.33)

g1 +wiqr =0,
o + W3qa = 0.

As equagoes em (1.83) sao duas equagoes diferenciais desacopladas de oscilagoes harmonicas
simples. Na primeira, a frequéncia angular € wy e, na sequnda, a frequéncia angular é

~

W.

Podemos resolver as equagdes do sistema (1.33) de maneira independente. Natu-
ralmente, determinamos dois sistemas Hamiltonianos independentes. Para a primeira

equacdo fazemos a substituicao p1 = ¢1, dai obtemos o sistema Hamiltoniano,

(jl = pP1= le
b T (1.34)
P11 = —wiq = —Hg,

cuja fungao Hamiltoniana € dado por,

1
Hi(g1,p1) = = (p} + wia}).

2
Analogamente, para a sequnda equagdo em (1.33), tomando pa = G2, obtemos o sistema
Hamiltoniano,
T T e (1.35)
P2 = —Woge=—Hy,,
com funcao Hamiltoniana,
1 ~
Hy(q2,p2) = 5(?% +0°g5).

1.2 Espacos Vetoriais Simpléticos

Antes de definirmos um espago vetorial simplético, vamos relembrar alguns conceitos
importantes, como o de forma bilinear, quando esta é alternada (ou anti-simétrica), e

quando é nao-degenerada. Deste modo, considere as seguintes definigoes:

Definicao 1.2.1. Seja V' um espago vetorial sobre um corpo F (F = R ou C). Uma

forma bilinear sobre V' € uma funcdo

w:VxV-—>F
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e que satisfaz as sequintes propriedades :
i) wAu+v,w) = Iw(u,w) + w(v,w)
1) w(u, \w+w) = Aw(u,v)+w(u,w).

para todo u,v,w € V e A € F. Ou seja, w € linear com relagcdo as duas entradas.

Na literatura, é dito que a forma w é alternada se w(u,u) = 0, para todo u em V.

E dizemos que w é anti-simétrica se w(u,v) = —w(v,u), para todo u e v em V.

Além disso, dizer que uma forma bilinear é alternada equivale a dizer que esta é
anti-simétrica, visto que w(u,u) = 0 para todo u em V e do fato de V' ser um espago

vetorial, temos que
0=w(u+v,u+v)=w,u)+wu,v)+w,u) +w,v),

portanto w(u,v) = —w(v,u) para todo u,v € V. Se w(u,v) = —w(v,u) para todo

u,v € V, entdo w(u,u) = —w(u,u), ou seja, w(u,u) = 0.

Dizemos que uma forma bilinear w é nao-degenerada (ou nao singular) se para cada

u#0em V), existe v em V tal que w(u,v) # 0.

Por fim, dizemos que uma forma bilinear w é simplética, quando w ¢ anti-simétrica

e nao-degenerada.

Com as defini¢oes acima podemos agora definir um espaco vetorial simplético.

Definigao 1.2.2. Um espaco vetorial simplético é um par (V,w), onde V é um espago

vetorial sobre R de dimensdo finita e w € uma forma bilinear simplética.
Exemplo 1.2.3. A forma bilinear wg sobre R*™ definida por,

wo(u,v) = ul Jv = (u, Jv),
onde

0o I
J = € Mo, xon(R),
(—IO) onx2n(R)

€ uma forma bilinear simplética denominada forma simplética padrdo. Denominamos

o par (R?",wg) de "Espaco Simplético Padrdo”. E invidvel fazer tais cdlculos para

demonstrar tal exemplo, mas verifica-se sem tanto esforco quando V = R? que
wo((u1,u2), (v1,v2)) = urve — ugvy

€ uma forma bilinear anti-simétrica. Para mostrar que € ndao degenerada, facamos

wo((u1,u2), (v1,v2)) = 0, ¥(v1,v2) € R?,

entdo uive — usvy = 0. Portanto, ao considerarmos vi = 0 e vo # 0, obtemos que

u1 = 0. Procedendo de forma andloga obtemos que us = 0.
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A seguir vamos ver alguns resultados da dlgebra linear para espacos vetoriais simpléticos.

Lema 1.2.4. Seja V uma espaco vetorial qualquer, denotamos V* pelo espago vetorial

dual de V. Consideremos w nao-degenerada, a aplica¢do
A A (1.36)
v = w(-,v)

é um isomorfismo e w(-,v) = w*(v).

Demonstracao: De fato, como w é bilinear, segue que w* é linear. Agora considere
u € ker(w*), ou seja, w*(u) = w(-,u) = 0, e assim, pelo fato de w ser nao degenerado,
temos que u = 0 para qualquer u € ker(w*), logo w* é injetiva. Além disso, pelo fato

de dimV = dimV™* conclui-se que w* é um isomorfismo. |

Outro resultado interessante é a relacao entre as matrizes que representam a aplicacao
w* e a forma simplética w. Seja w uma forma simplética e considere a aplicacao
w* : V.= V* como abordado anteriormente, com dimV = m. Seja (w;;) a matriz
de w* relativa a uma base {vq,--- ,v,,} de V cuja base dual {v!,--- 0™} C V* onde
Ui(vj) = 0;; ( 0i5 é o delta de Kronecker, ou seja, d;; = 1 e §;; = 0 para i # j). Desta

forma, temos o funcional

onde,
w*(vj)(vi) = w(vi,vj) = Zwkjvk(vi) = Wiy
k=1

Entao concluimos que,

wij = w*(v)(vi) = w(vi, v;).
Recordemos da Algebra Linear que quando tomamos a base candnica {v1,- -+ ,v,,} de
V', podemos representar uma forma simplética w por uma matriz A = [A;;], onde
Aij = w(v;,v;), de modo que w(u,v) = ul Av. Assim, A = (w;;), com 1 <i,j <méa
matriz da forma bilinear w na base {v1,- -, vy }. Dessa forma, temos que a matriz de

ambas aplicagoes sao iguais quando considerada a mesma base.

Proposigao 1.2.5. Todo espago simplético (V,w) de dimensao finita tem dimensdo

par.

Demonstragao: Pelo fato de w* ser um isomorfismo segue que a matriz A é invertivel,

e como
AT = (wiy)" = wji = w(v), ) = ~w(vi,vj) = —(wig) = —4,

resulta que detA = det AT = det(—A) = (—1)™detA, logo (—1)™ = 1 e, consequente-

mente, m é par. |
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Teorema 1.2.6. Seja w uma forma bilinear anti-simétrica e A sua matriz associada.

Entao, w € simplética se, e somente se, A € invertivel.

Demonstragao: Se w é simplética, temos que w* é um isomorfismo e consequente-
mente sua representacao matricial é invertivel que é a mesma representagao matricial
para w, relativo a base de V. Reciprocamente, como por hipdtese w é anti-simétrica
precisamos mostrar que w é nao degenerada para encerrar a demonstracao. Para isto,
tome v € V' e suponha que

w(u,v) =0,YVueV,

isto é, uT Av =0,V u € V, assim, Av =0,V v € V. Como A por hipStese é invertivel,
o kerA = {0}, logo v = 0. Portanto, w é nao-singular. |
O teorema acima nos permite obter formas simpléticas a partir de matrizes anti-

simétricas invertiveis.

Exemplo 1.2.7. Considere a matriz

0 0o 2 -1
= 0O 0 O
—2 0 0
1 -1 0 0
Naturalmente, AT = —A e pelo fato de detA = 4 # 0 seque que A é uma matriz

invertivel, consequentemente a forma bilinear w : R* x R* — R associada a esta matriz

é uma forma simplética. Assim, para u = (a1, a2, a3,a4) e v = (b1, ba, b3, by), temos que

wu,v) = ulAv
0o 0 2 -1 by
B 0 0 0 1 b2
= (el g g bs
1 -1 0 0 by

= a1(2b3 — bs) + agby — 2a3by + as(by — ba),

é uma forma simplética.

Definigao 1.2.8. Sejam (V,w) um espago vetorial simplético e {uy, -+ ,up,v1, - ,0n}
uma base de V. Dizemos que B é uma base simplética para V' se valem as sequintes
relacoes

w(ui,u;) =0, w(us,vj) =0 e w(vi,v;)=0. (1.37)

Assim, a forma w numa base simplética é representada pela matriz J = (J;;) que € a

matriz simplética padrao definida em (1.2).

37



Exemplo 1.2.9. Consideremos o espago vetorial V. = F?*" com sua base canonica

B={e1, - ,ea}. Afirmamos que B é uma base simplética para (F?",wp). De fato,
w(e;,ej) = (ei)TJej
0
0 0 1 0 '
0
0 1 '
= (0100 | . | =y
1
0 -1 0 0 ‘
0

A partir de agora, abordaremos alguns resultados preliminares de espagos vetoriais
de natureza geral, com o intuito de verificar que em todo espaco vetorial simplético

podemos extrair uma base simplética.

Definicao 1.2.10. Seja W subespago vetorial de V. O anulador de W (denotado por
W*°) é dado por
We={feV*/f(w)=0,Yw e W}.

Lema 1.2.11. W° ¢ subespago vetorial V* e

dimV = dimW*° + dimW. (1.38)
Demonstragao: De fato, seja k a dimensao de W e {a1, - ,ax} uma base de W.
Tomemos vetores a1, -, em V tais que {aq,- - ,a,} seja uma base de V. Seja

{f1,--+, fn} a base de V* que é a dual desta base de V. Afirmamos que {fx+1, -, fn}

é uma base do anulador W°.

Desta forma, f; € W° para i > k + 1, visto que

filaj) = by,
assim d;; = 0se i > k+1ej <k, disto decorre que, para i < k+ 1, fi(a) = 0
sempre que « seja uma combinagao linear de aq,- -+, a. Ou seja, fi(a) =0,V a € W.
Os funcionais fi+1,---, fn s@0 independentes por fazerem parte da base de V, assim

resta-nos mostrar que eles geram W°. Suponhamos que f esteja em V*. Ora,
n
F=Y" fle)fi.
i=1
de modo que, se f estd em W°, temos f(«;) = 0 para i < k, dai

f=Y" flaif

i=k+1
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Mostramos assim que se dimW =k e dimV = n entao

dimW?°® =n — k.

De maneira andloga, define-se o anulador de um subespago X de V* por
X°={veV/f(v)=0,Vfe X}

Se verifica, assim como em (1.38), que dimV = dimX + dimX°. Além disso, temos
que W =W.

Definigao 1.2.12. Sejam (V,w) um espago vetorial simplético e E um subespago ve-

torial de V. O complemento ortogonal simplético de E € definido por
EY ={ueV; w(u,v) =0, paratodo v € E}.

Definicao 1.2.13. Dois vetores u,v € V sdao ditos ortogonais em relagdo a forma

simplética w se w(u,v) = 0.
Lema 1.2.14. O conjunto E“ € subespaco vetorial de V, onde E* = (w*)~1(E°),

dimE + dimE® = dimV e (w*)"1(E°) ¢ a pré-imagem de E° por meio de w*.

Demonstragao: Consideremos a aplicagao linear 7' : V. — E* dada por T'(u) =

w(u,-)|g. Como E¥ = ker(T), temos que E“ é subespaco vetorial de V. Observe que

EY = {veV/ww,u)=0,VueE}
= {veV/w'(v)u=0,YueckE}
= {veV/w*'(v) € E°} = (w*)YE").
Por outro lado, sabemos que

dimFE + dimE° = dimV,

e como w* é isomorfismo, temos dimE° = dim/[(w*) "1 (E°)], assim dimE° = dimE“. E
portanto,
dimFE + dimE* = dimV.

Definigao 1.2.15. Sejam (V,w) um espago vetorial simplético e E um subespago ve-

torial de V. E € dito um subespaco vetorial simplético de V se E N EY = {6}

A seguir vamos dar uma caracterizagao de subespaco vetorial simplético.
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Proposicao 1.2.16. O conjunto E é um subespago wetorial simplético de V se, e

somente se, w|g € nao degenerada.
Observagao 1.2.17. Se E € subespago vetorial simplético de V', entao V = E @ E“.

Teorema 1.2.18. Todo espaco vetorial simplético admite uma base simplética.

Demonstragao: Seja (V,w) um espago vetorial simplético de dimensao 2n. Tome
vy € V, com vy # 0. Como w é nao degenerada, existe Up11 € V, com 0,41 # 0, tal

que w(v1,0p41) # 0. Tomando

1

— < Upn+1,
w(vla Un+1)

Un4+1 =

temos w(vy,vp41) = 1. Seja By = [v1,vp41] 0 espaco gerado por esses vetores. Desde
que w|g, ¢ nao degenerada, segue que E; é simplético. Assim, E; N EY = {0}. Como
dimE; + dimEY = dimV, segue que V = Ey @ EY. Portanto, dimEY = 2n —2. Agora,
se u € EY e w(u,v) = 0, para todo v € EY, entdo, como w(v,v1) = w(v,vp41) = 0,
se segue que w(u,z) = 0, para todo x € V, logo, u = 0. Isto mostra que W\Ef é
nao degenerada e, portanto, EY é um espago simplético. Assim, E}Y é um espaco
vetorial simplético de dimensao 2n — 2. Podemos repetir a construgao até obtermos
uma decomposicao
V=E1®E & - ®E,,

onde cada E; é gerado por v;, vn4; tal que w(v;, vp4i) = 1. Portanto, segue por (1.37)

que vy, ..., V2, € uma base simplética de V. |

Definigao 1.2.19. Sejam (Vi,w1) e (Va,w2) espagos vetoriais simpléticos. Um iso-

morfismo simplético ou simplectomorfismo € um isomorfismo linear
TV — W

tal que
w2 (T(u)7 T(U)) = w1 (u> U)a
para todo u,v € V1. Ou seja, T preserva as formas simpléticas.

Teorema 1.2.20. Todo espacgo vetorial simplético de dimensao 2n é simplectomorfo a

(R2", wy), onde wy € a forma simplética padrao.

Demonstragao: Seja (V,w) um espago vetorial simplético e B = {v1,v9, ..., v2,, } uma
base simplética de V. Dado v € V, existe a = (a1, @2, ..., a2,) € R?" ndo nulo tal que

v = a1v1 + aovg + ... + QopUa,. A funcao

T:V — R®™
v o= (aq,q9,...,q9,)
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¢é simplectomorfismo. Com efeito, se u = B1v1 + f1v1 + ... + Bonvon,

w(v,u) = w(z (7R Zﬁj@j) = Zaiﬁjw(vi,vj) = Zazﬂjjij
= a"JB =wo(a, B) = wo(T(v), T(w)).

Segue do teorema acima o seguinte resultado:

Corolario 1.2.21. Dois espagos vetoriais simpléticos de mesma dimensdo sao simplec-

tomorfos.

Exemplo 1.2.22. (Gradiente simplético) Consideremos o espaco de fase R? = {(x,y);z,y €
R} e H : R? — R uma funcdo diferencidvel. Esta fun¢do define um campo de vetores

Hamiltoniano Xy : R? — R? dado por,

Xpr(x,y) = <8H(§3;’y), _agff’ y)>. (1.39)

Sabemos que a aplicacio linear dH : R? — R, a diferencial de H, pode ser representada
por:
dH(-)=(VH,"),

ou seja, dH(v) = (VH,v),V v € R2.
Podemos reescrever (1.39) de maneira matricial,
Xy =—-JVH, (1.40)
onde J € a matriz padrdo de ordem 2. Como J~' = —J, temos que VH = JXy.
Podemos também escrever as equacdes do sistema 1.1 como:
a(t) = X (a(t)), (1.41)
onde a(t) = (x(t), y(t)) € R*™, para cada t. Com efeito,

alt) = <m<t>,y<t>>=(M(mg;’y(t)),—8H<:g<;>,y<t>>>

= Xu(a(t), y(t) = Xu(a(t).

Desta forma, as solugdes do sistema 1.1 sao dadas por curvas integrais do campo de
vetores Xg (curvas que satisfazem a equagio 1.41). E importante observar que as cur-

vas integrais de Xp estao contidas nas superficies de energia da fun¢do Hamiltoniana
H.
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Para escrever a equacdo 1.41 de modo ”geométrico”, definamos a forma bilinear
wo @ RZxR? — R
(u,v)  —  wolu,v) = —ulJuv.

Observamos que wg € antissimétrica, pois,

wo(u,v) = —ulJv=(—ulJv)"
= RTITWEYT] = [T (— Ty = [T T
= —wo(v,u),

para todo u e v em R%. E além disso, wy € ndo degenerada. Visto que, se wo(u,v) =0
para todo u em R? entdo v = (0,0). Com efeito, considere v = (x,y) € R?, como a

forma bilinear é nula para qualquer u € R?, consideremos u = (1,0), entdo

wo(u,v) = —uTJv:—<1 0)(_01 é)(ggj):O

- (0 —1)(5):0,

consequentemente, wo(u,v) = —y = 0, ou seja, y = 0. De maneira andloga, tomando

u = (0,1) obtemos x = 0. Portanto, v é o vetor nulo.

Desta forma, Xg pode ser interpretado geometricamente como o gradiente de H
com respeito a wy, isto €, Xg € o unico campo que verifica a equagao
wo(Xp,v) = dH(v),Y v e R?.
Com efeito, sabendo que J?> = —I e JT = —J, temos:
wo(Xg,v) = —XEJv=—(—JVH)T Jv

= (VHE)"J")Jv = [(VH)" (=J)]Jv

= (VH)'(=J*)v = (VH)"(I)v

= (VH)"v=(VH,v) =dH.

Para mostrar a unicidade, notemos que o campo Hamiltoniano X encontra-se no
niicleo da aplicacdo linear dH, pois, Ker(dH) = {v € R?/dH (v) = 0}. Entdo,

dH(Xy) = (VH, Xg) = <<8£, %ZI>’ <%§I, _§f>> = 0.

Assim, se exitir outro campo Y, de maneira que,

wo(Y,v) = dH(v),V v € R?,
entdo, para qualquer v € R?,
wo(Xg —Y,v) = wo(Xu,v) —wo(Y,v) =dH(v) — dH(v) = 0.

E pelo fado de wg ser ndo degenerada, seque que Xg =Y .
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1.2.1 Matrizes Simpléticas

Vamos incialmente abordar o caso de matrizes 2 x 2 e depois a ideia serd generalizada.

«
Estamos interessados em matrizes T = ( s ) € Mayo(F) que satisfaca a
Y
seguinte relagao
TV JT = pJ (1.42)

com p # 0. Realizando a multiplicagdo das matrizes obtemos que

TTJT = 0 a0 —f7 )
—ad + By 0

Consequentemente, T' satisfaz (1.42) se, e s6 se o seu determinante ad — 5y = p.
Generalizando tais conceitos,

Definicao 1.2.23. Uma matriz quadrada, T, de ordem 2n sobre um corpo F, € dita
simplética com multiplicador p se satisfaz (1.42) com pu # 0. Se u = 1, dizemos

simplesmente que T € simplética.

O conjunto de todas as matrizes simpléticas de ordem 2n sobre o corpo F é denotado
por Sp(n,F).

Vamos abordar algumas propriedades das matrizes u-simpléticas.

Teorema 1.2.24. Se T ¢ p-simplética, entdo T é nao singular e T~' = —p~'JTJ.
Se T e R sdo pu e v simpléticas, respectivamente, entdo TT, T~ e TR sdo simpléticas

com multiplicador i, =% e pv, respectivamente.

Antes da demonstracao do teorema, vamos mostrar uma propriedade de matrizes
simpléticas que sera util durante a demonstracao.
Lema 1.2.25. Se T' é uma matriz simplética entdo detT? = 1.

Com efeito, usaremos que det TT = det T e detJ = 1, suponhamos T simplética,

entio por (1.42), temos que TTJT = J, consequentemente,
1 =detJ = det(TT JT) = detT" det.JdetT = detT" detT,

portanto detT? = 1.

Obtemos assim que detT = 41, mostraremos mais a frente que detT = 1. Vamos

agora a demonstracao do teorema:
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Demonstracao: Suponha T p-simplética, entao

det(TTJT) = det(uJ),

consequentemente, (detT)? = p?"detJ = p*" e como p # 0 segue que T' é ndo singular.

Sabendo que T é nao singular, da equacao (1.42) segue que T!

= —p gt .

Observe que ao isolarmos 77 na expressao T—' = —p ' JT7TJ, temos que

T = —pJg vyt = —pJr=1J.

Agora, para mostrar que 77 é p-simplética facamos,

(rHTjrt = 1Tt
= TJ(—pJT1)
= —uTJ*T1J
= ud.

Por sua vez, para mostrarmos que 7! é p~1

(T HTgr=t = (@ HY'J(—par?y)
= (") (= taTt )
=

-simplética, observe que,

Agora, usando as hipdtese do teorema temos que T'R é pv-simpléticas. Com efeito,

(TR\*J(TR) = R'TTJTR

= (—vJR'N)(—pJT7YI)JTR

= vud.

Observagao 1.2.26. Fazendo agora um estudo andlogo ao que fizemos para o caso de

a b

c d
blocos, onde cada bloco tem ordem n. Teremos que,

TT T ( ale—cla a¥d—cTb )

matrizes 2 X 2, consideremos uma matriz T =

2nx2n

b'e—dla b'd—d'b

Dessa forma, T € u-simplética se, e somente se,

alc=c"a
bv'd =d"b
ald —cTb =l

ble—dla=—pl
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com, a,b,c e d € Myxn(F), a’c e bTd sdo simétricas e a’d — c'b = pl, visto que a
terceira equacdo do sistema € equivalente a quarta. De fato, como a¥d — ¢Tb = ul, ao
tomarmos a transposta em ambos os lados da equagdo, obtemos (a’d —c'b)T = (uI)7,

ou seja, d'a —bTe=pl e assim bl'c —d'a = —pul.

Consideremos o sistema Hamiltoniano linear dado por
2=JV.H(t,z) =JS(t)z = A(t)z (1.43)

isto é, com A(t) uma matriz Hamiltoniana. Assim, considerando a mudanga de coor-

denadas induzida pela matriz p-simplética T', da forma v = T'z, temos que
4 =T2="T(A(t)z) = TA@t)T 1.

Observe que a matriz B(t) = TA(t)T~! também ¢é Hamiltoniana. Com efeito, por
(1.42) obtemos que JT = p(TT)"1J e TTJ = pJT1, dai,

BTJ+JB = (T HYTATTT)J + J[TATY
= (T AT (TN + (TP ) AT
= T HTATT +JAT!
= 0.

Temos assim provado que uma transformacao de coordenadas induzida por uma matriz
p-simplética leva sistemas Hamiltonianos lineares em sistemas Hamiltonianos lineares.

Além disso, sabemos que a funcao Hamiltoniana associada ao sistema (1.43) é dada por
L 7
H(t,z) = 37 S(t)z,

onde A(t) = JS(t) & S(t) = —JA(t). Dessa forma, a funcdo Hamiltoniana associada
ao sistema 4 = B(t)v, é dada por

1
H(t,v) = §7TR(t)%

onde B(t) = JR(t) < R(t) = —JB(t), pelo fato de T~! = —uJTTJ segue que
R(t) = —JTANT ' = —p YJTAt)JTT J.

O resultado a seguir caracteriza a matriz fundamental de um sistema Hamiltoniano

linear.

Teorema 1.2.27. A matriz solu¢ao fundamental Z(t,ty) do sistema Hamiltoniano
linear (1.43) € simplética, para todost, tog € I. Reciprocamente, se Z(t,tg) é uma fun¢ao
diferencidvel de matrizes simpléticas, entdo Z ¢ uma matriz solu¢do fundamental de

um sistema Hamiltoniano linear.
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Demonstragao: Seja Z(t,tp) matriz solu¢ao fundamental do sistema (1.43), tal que
Z(to,to) = I. Fazendo U(t) = Z(t,t0)T JZ(t,t0), temos que U(ty) = J. Derivando U(t)

obtemos

Uity = z%jz+2z%jz2
= (AW2)TJZ +ZTJA(t)Z
= ZTATjz + 7" JAZ
= 78 AT T+ JA) 2
= 0.

Logo, U(t) é constante, e como U(tg) = J, segue que U(t) = J, Vt, tg € I, ou seja,
Z(t,t0)TJZ(t,ty) = J, assim Z(t,ty) é simplética Vt, to € I.

Reciprocamente, suponha que Z(t, o) é tal que ZTJZ = J, Vt € I. Entdo, ZTJZ +
ZTJZ = 0. Notemos que,

(zYWrzTjz+JZ =0,

dai,
(zz Wiz +Jz =0,

e consequentemente,
(ZzzWog+Jz2z71 = 0.

Com isso, temos que A = ZZ~ ! é Hamiltoniana. Além disso, Z = ZZ71Z, ou seja,
Z=AZ. n

Coroldrio 1.2.28. A matriz constante A é Hamiltoniana se, e somente se, etd ¢

simplética para todo t € R.

tA

Demonstragao: Suponha que ¢(t,z) = €z é o fluxo do sistema linear Z = Az.

A — collp(t,er), ..., o(t, e,)] é uma matriz

Como ¢(t,e;) é a j-ésima coluna de €4, e
fundamental do sistema z = Az, logo, ela é simplética se, e somente se, A é Hamilto-

niana. [ |

Proposicao 1.2.29. Seja T uma matriz simplética. Se X\ € um autovalor (nao nulo)

de T, entdo A=t € também autovalor de T, com mesma multiplicidade.

Demonstragao: Como T é simplética temos que 77 = —JT~1J. Seja p()\) polinémio
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caracteristico de T', assim

p(A) = det(T — \)
= det(T — \I)T
= det(TT — \I)
= det(—JT T+ AJ?)
= det(J)det(—T' 4+ \)det(J)
(=T '+ AT7'T)
(

— det(\T~ 1)det<T - XI)

= det

—  A2et (T _ 11)

A
1
= (5 )
PAX
1
Logo, p(\) = 0 se, e somente se p(x) = 0, donde segue o resultado. |

Proposicao 1.2.30. O determinante de uma matriz simplética é 1.

Demonstragao: Os autovalores de uma matriz simplética T' sao nao nulos, uma vez
que (detT)? = 1. Assim, se A1, - - , A\, sdo autovalores entdo )\1_1, “ee ,/\,;1 sao os demais

autovalores. Logo,
detT:)\l"')\k/\fl"')\El —

1.2.2 Transformacgoes Simpléticas

As transformacdes simpléticas possuem um papel importante na teoria de sistemas Ha-
miltonianos, pois sGo um tipo de mudanca de coordenadas que preservam a estrutura

Hamiltoniana.

De maneira geral os sistemas Hamiltonianos variam de acordo com as transformacgdes
de coordenadas. Entretanto, existem transformacoes de coordenadas que preservam
a estrutura Hamiltonana do problema, e estamos interessados meste tipo de trans-

formagoes. Vale salientar que esta se¢ao baseia-se no estudo realizado do livro [9].

Nosso propdsito é investigar sobre quais condi¢oes a mudanga de coordenadas

x = ¢(u,v)
{y — b)) (1.44)
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leva o sistema (1.1) ao sistema Hamiltoniano,

{1.1 = " (1.45)
A% — _,Hu

onde u(t) e v(t) sao fungoes suaves e H(u,v) = H(x,y).

Inicialmente consideremos H(u,v) = H(x,y). Observe que, derivando as equagoes

do sistemas (1.44) temos,

X=XgUu+XyV ey =y,u+y,Vv, (1.46)
0¢ o : :
onde xy = u e Xy = v analogamente para as derivadas de y. Pela regra da cadeia
u v
temos também,
Hy = xLHy +yLHy , Hy = xLHy +yL Hy,. (1.47)

Substituindo (1.45) em (1.46) e usando (1.1), chegamos as expressoes,

Hy = xyHv — xXyHu
y = XuHy — xvH (1.48)
_HX = yqu - vau
Usando (1.47), o sistema (1.48), pode ser escrito na forma
T
0 I Hy | Xu Xy 0 I Xu Xv Hy
—-I 0 Hy B Yu Yv -I 0 Yu Yv Hy ’
isto é, JVH = MJMTVH, onde,
M= | (1.49)
Yu Yv

é a matriz Jacobiana da transformacao (1.44) que é nao singular e J é a matriz

simplética padrao de ordem 2n.

Portanto, se a mudanca de varidveis (1.44) preserva a forma Hamiltoniana H, entao
a matriz M satisfaz a equagao

MIMT = J. (1.50)

Proposigao 1.2.31. Se a matriz Jacobiana (1.49) satisfaz a equagdo (1.50), entdo a

mudanga de variqveis (1.44) leva o sistema (1.1) para o sistema (1.45), onde H(u, v) =
H(z,y).

Demonstragao: De fato, perceba inicialmente que (1.46) é equivalente a
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Assim como, (1.47) é equivalente a equagao

][]

Aliado a estes fatos, por (1.50), M~! = JMTJ~! assim temos

1 o ]3]
v y Hy Hy Hy

= [ j;‘v ] (1.51)

0 que prova a proposicao. |

Observe que a matriz Jacobiana da transformacao é uma matriz simplética. Se a
matriz Jacobiana M de (1.44) é p-simplética, a transformagao ainda leva o sistema
Hamiltoniano (1.1) para o sistema Hamiltoniano (1.45), mas agora a nova fungao Ha-

miltoniana é definida por

Hu,v) = ;mx, y),

pois, temos que, M~ = iJ/\/lTJ_l, haja vista que MJMT = pJ. Pela cadeia de

célculos (1.51) obtemos
‘., M _Hv '

Mas nao é isso que estamos interessados. Queremos obter o sistema (1.45), para con-

tornar este fato é necessario multiplicar os lados direitos das equagoes em (1.47) por

—, e assim verifica-se a afirmacao.

Desta forma, definimos a mudanga de varidveis (1.44) como uma mudang¢a canénica
de varidveis ou transformacdo simplética, chamaremos também de transformacgao canénica,
se sua matriz Jacobiana for simplética. Se u # 1, chamamos de transformac¢ao candénica
com multiplicidade g ou transformacao p-simplética. Formalmente temos a seguinte

definicao:

Definigao 1.2.32. (Transformacgdo simplética) Dizemos que uma transformagdao
de coordenadas E : U x I — R*(C?") onde U C R?*" (ou subconjunto de C?) é
simplética ou uma transformacdo canonica onde parat € I fizo, E € um difeomorfismo
e satisfaz

[D.E(z,t)|T J[DE(zt)] = J (1.52)

onde z= (g, p).

Exemplo 1.2.33. Consideremos R*" de coordenadas z= (q, p) e seja a transformagio

de coordenadas:
E: R — R?

(¢p) — (Q,P) :=(agq,Sp)
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onde o e B sdo constantes nao nulas. Logo,

Moo= aiE _ alpxn  Opxn
az Oan 5171»)(77,
Deste modo, MTJM = afJ, ou seja, a transformacao é afB-simplética.

Neste ponto, é importante apresentar um resultado que faremos uso no método de
Deprit-Hori, cuja demonstragdo pode ser encotrada em [16], que serd omitida neste

trabalho pela grande cadeia de cédlculos que compoem a demonstragao.

Observagao 1.2.34. Consideremos a transformacdo canénica

{Q = Q(g,p) ’ (153)

P = P(qp

~—

as fungoes escalares F' e G, de maneira que
F(q,p) = F(Q(q.p), P(q,p)),

G(q,p) = G(Q(q,p), P(q;p))-

Entao o colchete de Poisson € invariante por mudanca de coordenadas, isto €,

So(9F 96 0F 06\ _~(0F0GoF oG
0Q; 0P, 0P 0Q; | dq; Op;  Op;i 0q; |

7 7

1.2.3 Funcoes Geradoras

Nesta secao, veremos que a partir de uma funcao escalar com determinadas restricoes,
podemos obter uma aplicacao simplética. Uma funcao com tais propriedades é cha-
mada de funcdo geradora. E assim, teremos uma forma de construir transformagoes

simpléticas por meio da fungao geradora.

Para este intuito, vamos considerar uma funcio W (x, v) de classe C? tendo Hessiana

diferente de zero, ou seja det[Wy,,,] # 0, e definimos y e u pelas equagoes

{y = Wxxv) (1.54)
u = Wy(x,v).

Como a Hessiana é diferente de zero, podemos usar o Teorema da Funcao Implicita
)
para resolver u = W5 (x, v) localmente e obter x = ¢(u, v). Inserindo isto na primeira

equagao de (1.54), obtemos,

y = Wi(x,v) = Wx(p(u,v),v) = ¢(u,v).
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Proposicao 1.2.35. A transformacdo
y = Y(uv),

definida no pardgrafo anterior é uma transformacgdo simplética.

Demonstragao: Vimos anteriormente que uma transformacao é simplética quando
a matriz Jacobiana é simplética. Assim, vamos calcular a matriz Jacobiana de (1.55).

Inicialmente, derivando as equagoes de (1.54) com respeito a u e v temos

Yu = WxxXu
== Wxxx + Wx
Y v v (1.56)
Ju WyxXu
% = Wixxy + Wiy

e vemos que a matriz jacobiana da transformacao (1.55) tem a forma,

Wv_xl _Wv_xl va

M= -1 1 :
Wxvax va - Wxvax va

Sabendo que W é C?, pelo Teorema de Schwartz, obtemos o fato das matrizes Wy,
Wex, Wxyv € Wyy serem simétricas, assim, verifica-se que as condigdes na observagao

1.2.26 sao satisfeitas. De fato, como

¥ XgYu = (W) TWaadWod = Wil Wi Wi = yixu;
¥ XYy = (Wl Wan)T (Wi = WaaWo il Wiy
= W Wl Wiy + Wou W W Wl Wy ) = yixy;
* XEYV -y va = Wv_xl(va - VVxxI/Vv_x1 Wyy) + (WXXWV_xl )TWV_XIWVV

— I+0,

segue que M é simplética. |

Agora suponha que tenhamos uma transformacao simplética dependente do tempo,

ou seja,

y = w(uavvt)a
as fungoes ¢ e ¥ em (1.44) dependem também do tempo ¢. Entdo, em vez de (1.46)

{x = ¢(u,v,t)

agora temos,

X=XgU+XyWVW+X ey =y, ,u+Yy,V+Yy, (1.57)

Também podemos considerar a funcao Hamiltoniana dependente do tempo. Agora

modificamos a definicdo de H adicionando um termo extra,

H(uavvt) = H(XaY7t) + R(u,v,t). (158)
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Entao, em (1.47) temos que adicionar R,, a primeira equagao e Ry a segunda equagao,

obtendo assim

Hy =x:Hy +yLHy + Ry , Hy = XL Hy +yL Hy + Ry. (1.59)

Como fizemos no sistema auténomo, fagamos as seguintes substituicoes, trocaremos
x,y,u e vpor Hy,, —H,, ", e —H, respectivamente. Em seguida, usando (1.59) nas

equacoes obtidas temos

Hy = (XuX\Tr - XVX?;)HX + (Xuyg - vaﬁ)Hy + xu Ry — Xy Ry + x4,

(1.60)
—Hy = (yuXi — yyXu)Hx + (oYt — yo¥h)Hy + yoRy — yyRu + y:-

T

x
Sabemos pelo teorema 1.2.24 que a matriz [ y; ] é simplética. Assim, pela
v

<HEN

X
observacao 1.2.26, que nos fornece uma caracterizacao a respeito das entradas de uma

matriz simplética, temos as seguintes relacoes

T T T T
XuXy = XXy = 07 XuYv = XvYu = Ia
T T T T
YuXy = ¥vXu = -1, YuYv = ¥Yv¥Yu = 0,

e usando tais relagoes nas equagoes em (1.60) obtemos

Xy Ry — xRy = X4,
vau - yuRV =Y
ou na forma matricial —MJVR = z;. Do fato de M ser uma matriz simplética

(MIMT =), obtemos
VR = MTJz,. (1.61)

(Para verificar, substitua este fato na forma matricial). Ou seja,

_ XEYt - ygxt
xly, — yIx

RT
RT

O campo vetorial M7T Jz;(u,v) tem uma matriz Jacobiana simétrica. Portanto, lo-
calmente ou globalmente em um dominio aberto a funcao R existe. E é chamada de

funcdo restante.

Proposicao 1.2.36. Se a transformagdo € gerada por W (x, v,t), entio a func¢do res-

tante € a derivada com relacdo ao tempo da fungao geradora

R(u,v,t) = Wi(p(u, v,t), v, t). (1.62)
Demonstracao: Diferenciando as equagoes y = Wx(x,v,t) e u = Wy (x,v,t) com
respeito a t, entao temos

y = Wxxj( + vaV + Wxta u= va)‘( + vav + th-
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Substituindo as equagoes de (1.57) nas relagoes obtidas acima e reorganizando, obtemos

(yu - VVxqu)l'1 + (yv — Wixxy — va)v +y:— Wixxi = Wi,
(I - I/vaxu)il - (vaxv + va)‘.’ - vaxt = th-

Por (1.55) vemos que os coeficientes de 1 e v desaparecem, de modo que as equagoes

acima se reduzem a

Yt — Wixxe = Wiy, —Wyxxy = Wy (163)

Por outro lado as derivadas parciais da fungao fB(u,v,t) = Wy(é(u,v,t),v,t) com

respeito a u e v sao dadas respectivamente por
Bu =X, Wik, By =X, Wix + Wiy
Assim, por (1.63) e (1.55) obtemos a seguinte expressao para o gradiente de /3
VB =M"TJz.

Comparando isso com (1.61) temos que R = 3+ k, onde k é uma constante. E como a

constante é irrelevante para a dindmica, terminamos a prova. |

Exemplo 1.2.37. Consideremos ¢(z,y) = (z,y) com (z,y) € R*™. Seja S : R*" — R

dada por S(x,y) = (x,y). Calculando suas derivadas parciais temos

0 0

oz oy
2
Note também que det 8:B3y(m’ y) | =1, dessa forma S € uma funcao geradora de .
a2
Exemplo 1.2.38. Seja S : R*® — R dada por S(x,n) = _HfBQUH' Calculando suas

derivadas parciais temos

2
onodx
v :(&,m) — (x,y), simplética, da sequinte forma

Assim, seque que det (xz,m) |= 1. Desta forma, podemos construir uma aplica¢ao

0
Y = %MS(CE, n) =1 —
& = ams(w, Y) = T — 1.

Vamos determinar ¢ explicitamente, pela sequnda equacdo do sistema obtemos x; =
& + ;e substituindo o wvalor de x; na primeira equacao obtemos a expressio de y;,

consequentemente, temos que

(& m) = (&+n,-&).
53



Exemplo 1.2.39. Considere a fungao Hamiltoniana

1
H = 9 <y% + y%) +V(x17$2)7

e suponha que a forma do potencial V' sugera uma mudanc¢a para coordenadas pola-
res, por evemplo, se V(x1,29) = f(x2 + 22). Vamos obter a funcdo Hamiltoniana
associada ao sistema apos a transformacdo canénica. Para isso, vamos completar a
transformacao

r1=rcos , x5 =rsinb,
para uma transformacdo simplética de R*.
Considerando a funcao geradora
S(r,0,y1,y2) = y1rcos O + yarsin b,

observe que x1 = Sy, = rcosf, ro = Sy, = rsinf, e em conformidade com a trans-
formacdo dada, consideremos R,© como os momentos conjugados de r,0 respectiva-

mente. Assim

R=S,=yy1cos0+yssinf, © =Sy=—y;rsind + yorcosb,

donde

.

T, = rcos

Ty = rsinf
e |

y1 = Rcosf — —sinf
T
©

yo = Rsinf+ —cosb,
r

€ a transformacao canonica gerada por S e a nova funcao Hamiltoniana fica escrita na

forma
2

1
H(r,0,R,0) = 2<R2 + %

Jevien

Exemplo 1.2.40. (Fung¢do geradora dada pela aplicagdo rotagdo) Neste exemplo des-
creveremos alguns passos do processo de obtengdo da funcdo geradora da rotagao, mai-
ores detalhes veja [6]. Em vdrias ocasioes € importante conhecer a fun¢ao geradora da

transformacao simplética dada por uma rotacao

{x = &coswt+ nsinwt (1.64)

y = —Esinwt+ ncoswt.

Seja W(x,n,t) a fungdo geradora dessa transformagao. Entao,

y=W, e =W,
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Segue que

. r —nsinwt | x sin wt n
Wy = —€sinwt + ncoswt = ————  sinwt + ncoswt = — ,
coswt coswt coswt

e integrando o ultima equagcao com respeito a x, temos

1 ,sinwt nx
W(z,n,t) = —=a* .
(x n ) 23: coswt  coswt + 9(77)
Como ot
T T —nsinw
W p— / p— T ——
T coswt +g(n)=¢ coswt
seque que
, nsinwt 1 5sinwt
_— - e = — — .
g.(n) cos wt 9(m) 277 cos wt
Portanto, a funcdo geradora é
1 ,sinwt nx 1 ,sinwt
W(z,n,t) = —=z? — —p?
(2., 1) 2% coswt | coswt 2" coswt
1, 5 9y Sinwt nx
- 2(x o )coswt coswt

Agora calculando Wy, obtemos

w 1 wxn sin wt
Wt:_§(12+772) n

cos?wt cos? wt

e usando a expressdo de x encontramos

Wi=—3 (& + ).

Usaremos com frequéncia a transformacao simplética (1.2.40) nos préximos Capitulos,

pois quando nos depararmos com uma funcao Hamiltoniana da forma
H(q,p,t;) = Ho(q,p) + eHi(q,p,t) + €2 Ha(g,p, t) + -+,

w
onde Hy = E(q2 + p?), por meio de uma rotacio pelo angulo wt, podemos anular o
termo independente de €, visto que, pela teoria estudada nesta se¢cdo para obter a nova

funcdo Hamiltoniana devemos adicionar Wy na antiga.

1.3 Teoria da estabilidade de solucoes

Sabemos que para maioria dos sistemas de equagdes diferenciais ordindrias € invidvel
obter as solugdes de maneira explicita, por este motivo fazemos uma andlise qualitativa
das solugoes, o que nos permite ter nocdo do seu comportamento. Uma importante
ferramenta para andlise qualitativa é o estudo da estabilidade de solugoes. Com esta
motivacao, neste capitulo, vamos apresentar alguns resultados cldssicos da teoria de

estabilidade de solugdes de sistemas de equagdes diferenciais ordindrias.
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1.3.1 Estabilidade no Sentido de Lyapunov

Nesta secao, veremos inicialmente a definicao de estabilidade no sentido de Lyapunov,
em seguida abordaremos o segundo método de Lyapunov ou método direto em sistemas
autonomos. Tal método é utilizado para tirarmos conclusoes a respeito da estabilidade
de um ponto de equilibrio do sistema de EDO’s por meio de uma funcao auxiliar

apropriada, chamada de fun¢do de Lyapunov.

Considere a equacao diferencial ordinéria
x = f(x,1), (1.65)

onde f: U — R™ é uma aplicacdo de classe C'! no aberto U € R™ x R. Seja a > 0 real

e suponhamos que U contém a vizinhanga Q, = B,(xq) X [to, +00).

Verifica-se que ¢(t) = xg é uma solugao da equagao (1.65) se, somente se f(xg,t) = 0
para todo t. Dai, dizemos que o ponto xg € U é um equilibrio ou ainda ponto de
equilibrio de (1.65).

Sabemos da teoria de EDO que cada solugao ¢ = ¢(t) de (1.65) em U depende
continuamente de f e das condigdes iniciais (xq,tp). Ademais, pequenas mudangas ou
perturbagdes, em x( produzem pequenas mudangas em ¢(t) e no intervalo ao redor de
top. Uma questao que surge naturalmente é a seguinte: cada solucao ¢ que inicia-se
préximo do ponto inicial de ¢, ou seja, @(tg) = X¢ estd préximo de xg, permanece
préxima da solugao ¢ = ¢(t) para todo tempo, ou existem solugoes que eventualmente
desviam-se de ¢(t) ndo importando quao préxima elas estivessem de x¢ 7 Vejamos

algumas definigoes e resultados desta teoria:
Definigao 1.3.1. (Estabilidade seqgundo Lyapunov) Seja ¢(t) uma solugdo de equilibrio
de (1.65) de maneira que ¢(to) = xg. Dizemos que p(t) €:

1. Estdvel em t = to, se para todo € > 0, existe 6 = (e, tg) > 0 tal que, para
qualquer ponto x € Bs(xy), a solugdo p(t) que tem como ponto inicial T, ou seja,
o(tg) = x, estd definida para todo t > to e satisfaz a desigualdade

o) — @)l <e,
para todo t > to (ver figura 1.6);
2. Assintoticamente estdvel, se ela € estdvel e além disso, existe um niumero positivo

01 <6 tal que ||z — || < b1 implica tlim lle(t) — @(t)|| = O0(ver figura 1.7);
—00

3. Instdvel, quando ndo € estdvel, isto €, se existe um numero € > 0 tal que, para
todo numero positivo 0 < €, existe algum ponto x € Bs(xy) posicao inicial de uma

solugdo ¢(t) que ou ndo estd definida para todo t > 0 ou

o) = (D) = &,
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Figura 1.6: Ilustragao de ponto estdvel no sentido de Lyapunov. Figura retirada e

modificada da referéncia [28]

Figura 1.7: Ilustracao de ponto asintoticamente estavel no sentido de Lyapunov. Figura

retirada e modificada da referéncia [28]

para algum t > 0.

Considere ¢(t) uma solugao de (1.65) e a mudanca de coordenadas no tempo @(t) =
z(t) + ¢(t). Segue que @(t) é solucao de (1.65) se, e somente se, z(t) = @(t) — p(t) é
uma solugao de

z = g(z,t) (1.66)

onde g(z,t) = f(z(t) + ¢(t),t). A solucao de equilibrio da equagao (1.66) corresponde
a z* = 0. Assim, a menos de uma translagdo, podemos considerar a origem como o

equilibrio do sistema em questao.

Observagao 1.3.2. Dizemos que um sistema linear de equacdes diferenciais ordindrias

€ estdvel no sentido de Lyapunov se a solucdo de equilibrio nula for estdvel.

Vamos a partir de agora tratar de algumas preliminares para abordarmos o método

direto de Lyapunov.
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Definigcao 1.3.3. Seja U C R", aberto, com xg € U. Uma fun¢ao escalar V : U — R
é dita:

(i) Semi-definida positiva sobre U se é continua sobre U e V(x) >0, x € U;

(i) Definida positiva sobre U se é continua sobre U, V(xg) = 0 e V(x) > 0,z €

U—A{zo};
(i13) Uma fungao escalar V(x) € semi-definida negativa (definida negativa) sobre U se

—V(x) € semi-definida positiva (definida positiva) sobre U.

Exemplo 1.3.4. (a) Considere g = (0,0), a funcio V(z1,x2) = 22 + 23 € definida
positiva sobre R?, pois, V(x1,z2) > 0,V (21, 22) € R?2 — {(0,0)} e V(0,0) = 0.

(b) Jd a funcio V(x1,x2) = (z1+12)? € semidefinida positiva sobre R?, pois V (x1,z2) =
0 na reta xo = —x1 e V(x1,22) > 0,V (21,22) € R2, com (1, 72) # (z1, —71).

(¢) A funcio V(x1,20) = —a3 é semidefinida negativa uma vez que V(x1,x9) <
0,Y(z1,72) € R2. Note que V(z1,72) =0,V (21, 22) = (0,72) € R2.

Exemplo 1.3.5. Considere U C R? aberto, de maneira que zo = (0,0) € U. A funcio
V:U—R
V(zy,xg) = a:r% + bxrixzo + cx%, (1.67)

€ definida positiva sobre U se, e somente se,
a>0 e 4ac—b*> >0, (1.68)
e € definida negativa sobre U se, e somente se

a<0 e 4ac—b*>0. (1.69)

Demonstracao: Observemos inicialmente que,

V(zy,z1) = az?+brixy + cxd
b? b?
= azi +bri7o + ﬁxg + cx3 — @xg

2 b 4 2 b
azry + brizo + a2 +x5| c— i
2
_ Lhe) | afdac—b?
I = 4a '

Assim, se V' é definida positiva entao V(0,0) =0 e V(z1,22) > 0, V (21, 22) # (0,0) €

U, consequentemente,

2
b 4ac — b
a(:rl + 23;2) +a3 <ac4a> >0,V (z1,22) # (0,0) € U. (1.70)
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2
b
Pelo fato de <x1+;2) >0ex3 >0,V (x1,22) # (0,0) € U, temos que, a desigualdade
a
(1.70) é satisfeita apenas se a > 0 e 4ac—b® > 0. Reciprocamente, se a > 0 e 4ac—b* > 0

2
b 4ac — b
entao a(wl + ;;) +x3 ac4a> > 0,V (z1,22) # (0,0) € U e V(0,0) = 0. Logo

V(x1,x2) é definida positiva em U.

Por outro lado, se V' é definida negativa entao V' (0,0) = 0e V(z1,x2) < 0,V (21, 22) #
(0,0) € U, ou seja,

2
b 4ac — b?
a(azl + ;;) +a2 (“1@) <0, (z1,22) % (0,0) € U. (1.71)

2
Novamente, pelo fato de (:1:1 + b2$2> >0e x>0,V (z1,72) # (0,0) € U, entdo
a

para termos V(x1,22) < 0, devemos ter a < 0 e 4ac — b*> > 0. Reciprocamente, se
b.%’g

2
dac — b?
a <0 e 4ac—b*> > 0 entdo a<x1—|—2> —}—m%(az><0,v (x1,22) # (0,0) € U e
a a

V(0,0) = 0. Logo V(x1,z2) é definida negativa em U.

Agora, consideremos o sistema de EDO auténoma de primeira ordem

% = f(x) (1.72)

onde f : U — R™ é de classe C' no aberto U C R" e 0 € U tal que f(0) = 0, isto
é, ¢(t) = 0 é uma solucao de equilibrio. Denotaremos por ¢(x,t) solugdo do sistema

(1.72) com condicao inicial ¢(x,0) = x.

ov
Seja V : U — R uma funcao continua e definida tal que — também seja continua.

X
Notemos que a fungao V' ao longo de uma solugao de (1.72), isto é, V(p(x,t)) depende

d .
da varidvel ¢, assim faz sentido falar em —V (p(x,1)) . Definimos V' por,
t=

dt

V(x) = v

= o (). (1.73)

Consequentemente, dada ¢(x,t) solugdo de (1.72), temos,

SVipn)| =

ov dp(x,t)
&(@(& ) - dt]

= Vipx, )|

O (ol 1) - Flolx t))]

t=0 t=0
=0

Definigao 1.3.6. Seja xy um equilibrio de (1.72). Uma fungio V € dita de Lyapunov
para xy se € definida positiva em uma vizinhaca U de xgy e V(:B) < 0 para todo x em U.
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Teorema 1.3.7. (O método direto de Lyapunov) Seja xy equilibrio do sistema (1.72)
e U vizinhaga de xy. Seque que,

(i) Se ezistir uma fungdo de Lyapunov V para xy, entdo xy € estdvel;

(ii) Se existir uma funcao de Lyapunov V para xy de maneira que V(a:) < 0 para

todo x em U — {xp}, entao xy € assintoticamente estdvel;

(iii) Seja V uma fungdo escalar de classe C' definida positiva em uma vizinhanca
U de xy, tal que V(:n) € definida positiva para todo x # xg em U, entdo xy € instdvel.
Demonstragao: Ver [27].

Exemplo 1.3.8. Vamos estudar a estabilidade do ponto de equilibrio dos sistemas

abaizo.
d d
%:m%—xl(x%—i-acg) %:m—xl(w%—l—x%)
() (4i)
d d
% = —x1 + 29(23 + 73) % = —x1 — o(2? + 23)

Percebe-se que em ambos os sistemas (0,0) é um ponto de equilibrio, vamos analisar a
estabilidade do ponto de equiibrio em questdo. Para ambos os sistemas, vamos consi-
derar a funcio V : Q C R2 — R, onde Q é um aberto de R? contendo a origem e V é
definida por V (z1,x2) = 23 + 3.

Para o sistema (i), note inicialmente que V' satisfaz as condi¢oes do item (ii3) do

teorema anterior. Note que,

V(xlv-%?) = lei'l + Vmgi?
2x1[xe + a:l(x% + :1:%)] + 29[—x1 + $2($% + a:%)]

= 2(95% + a:%) >0,

onde V(x1,22) > 0,V (x1,22) € Q— (0,0) e V(0,0) = 0. Logo, V € definida positiva e

pelo teorema 1.3.7 o ponto de equilibrio (0,0) € instdvel.

Ja para o sistema (it), vimos no Exemplo 1.3.4 que V € definida positiva, e obser-

vemos

V(zr,2) = V@1 + Vo
= 2331[1‘2 — X1 (QZ% + 56%)] + 21‘2[—:61 — $2($% + x%)]

onde V(xy,z9) < 0,V (x1,22) € 2 — (0,0) e V(0,0) = 0. Logo, V ¢ definida negativa,

portanto, pelo teorema 1.3.7, o ponto de equilibrio (0,0) € assintoticamente estdvel.
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Corolério 1.3.9. Se o sistema (1.72) possui uma integral primeira F definida posi-
tiva (ou negativa) numa vizinhanga da solugdo de equilibrio e todas as solugdes estao

definidas para todo tempo, entdo a solugdo de equilibrio ¢ estdvel.

Demonstragao: Ao definirmos V(x) = F(x) segue que V = 0, consequentemente V’

¢ uma funcao de Lyapunov e assim pelo teorema 1.3.7 a solucao de equilibrio é estavel.

Teorema 1.3.10. (Dirichlet) Considere um sistema auténomo com fun¢iao Hamiltoni-
ana H = H(q,p). Se z* € um ponto de minimo (ou mdzimo) local isolado de H, entao

o equilibrio z* € estdvel (no sentido Lyapunov).

Demonstragao: Sem perda de generalidade podemos supor que z* =0 e H(0) = 0.

Sendo z* = 0 minimo local isolado de H, segue que existe um nimero ¢ > 0 tal que
H(z)> H(z) =0

sempre que ||z|| < §. Com isso temos que H é definida positiva em B(0,d). Como
H =0, em particular, H(z) = 0, para todo z em B(0,4). Logo, H|p(o,5) ¢ uma fungao

de Lyapunov para z* = 0. Portanto, z* é estavel.

Caso z* = 0 seja méximal local isolado de H, considerando a funcao V(z) = —H(z)

)

para z € B(0,0), donde segue o resultado. |

Observagao 1.3.11. Vimos na secao 1.1.2 que trata de sistemas Hamiltonianos linea-
res que a fun¢do Hamiltoniana associada a um sistema Hamiltoniano linear auténomo
€ da forma:

H(z) = %zTSz, (1.75)

ou seja, a funcio Hamiltoniana é uma forma quadrdtica em R*™. Além disso, prova-
mos que H € uma integral primeira para tal sistema, e se H for definida positiva (ou
negativa) pelo coroldrio 1.3.9 temos que o ponto de equilibrio € estdvel. No caso em
que H nao € definida positiva (ou negativa) ainda ndo podemos afirmar nada quanto a

estabilidade do ponto de equilibrio.

Suponhamos agora que H é uma fun¢cdo Hamiltoniana com n graus de liberdade,
analitica numa vizinhaca da origem e tal que a origem é um equilibrio para o sistema

associado. Desenvolvendo H em série de Taylor numa vizinhanga da origem obtemos,

H(q,p) = Ha(q,p) + H3(¢,p) +---, (1.76)

onde Hg, s > 2 € um polinémio homogéneo de grau s nas varidveis q e p. Se assumirmos

que a parte quadrdtica é definida positiva (ou negativa) temos que H é uma integral
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primeira definida positiva (ou negativa) numa vizinhanga da origem, visto que podemos

O(q, ‘ L
considerar H = Hy + O(q, p), onde Lp) vai para zero quando (q, p) estd prdximo

(g, p)I|
da origem. E, pelo corolario 1.3.9, seque que a origem é um equilibrio estdvel para

o sistema Hamiltoniano associado a H. Assim, podemos usar o coroldrio 1.5.9 para

qualquer sistema Hamiltoniano autéonomo que se encaixze nas condicoes exigidas.

1.3.2 Estabilidade de Sistemas Lineares com Coeficientes Constantes

Nesta secao vamos abordar estabilidade da solucdo de equilibrio x(t) = 0, do sistema
de equacées diferenciais linear
T = Az, (1.77)

onde A é uma matriz n X n com entradas reais constantes.

A matriz A pode ser vista como um operador linear no R, x —— Az, o qual pode
ser estendido a um operador linear Ac no espago complexo C" definido por Ac(z+iy) =
Az + iAy.

Veremos alguns resultados que sao importantes para a teoria de estabilidade estu-
dada.

Definigao 1.3.12. Dizemos que P € M, xn(R) conjuga as matrizes A, B € M, xn(R)
se A= PBP™!

Teorema 1.3.13. Se P € M, x,(R) conjuga as matrizes A, B € My,xn(R), entao P
transforma as solucdes de §y = By nas solucdes de © = Ax. Mais precisamente, se
A = PBP™!, entdo sio equivalentes as afirmacoes:

(a) y(t) € solugdo de y = By;

(b) x(t) = Py(t) é solugdo de & = Ax.

Demonstragao: Seja z(t) = Py(t) com y(t) solugao de y(t) = By, logo
x(t) = Py(t) = PBy(t) = APy(t) = Az(t).
Reciprocamente, se z(t) = Py(t) é solugao de #(t) = Ax(t), temos
A(Py(t)) = PBy(t) = Pj(t)

= 5(t) = P *APy(t) = P~'PBy(t) = By(t).

A partir deste resultado é possivel afirmar que encontrar solucdo de & = Ax é

equivalente a obter solucoes de y = By, a menos de uma mudanga de coordenadas.
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Teorema 1.3.14. (Forma Canédnica de Jordan). Se A € Mpxn(R), entdo A pode ser

conjugada a uma matriz real
j - diag(‘]b J27 e 7J7') S Man(R)

em que cada J; é um bloco de Jordan real ou complexo. A matriz J € tunica, a menos

da ordem dos blocos da diagonal.

Uma cadeia de Jordan para Ac com autovalor A é uma sequéncia de vetores em
C,z1, -, 2k, tal que Acz1 = Az1 + 29, Aczo = Azo + 23, -+, Aczr = Az,. Dizemos que
2 ¢ um autovetor de A e que z1,--- , zp_1 sao vetores associados de A\. Cada autovalor
de A determina um certo niimero de cadeias de Jordan a ele associadas e o Teorema da
Decomposicao de Jordan diz que o conjunto formado por todas as cadeias de Jordan
formam uma base de C". Cada cadeia de Jordan de A gera um subespago invariante por
Ac e, relativamente a base formada pelos vetores da cadeia, a matriz de Ac¢ é formada
com o autovalor A na diagonal, o nimero 1 na subdiagonal (se a cadeia tem mais de
um vetor) e 0 no restante das entradas. Tal matriz é chamada uma matriz elementar

de Jordan.

As cadeias de Jordan que tém s6 um vetor geram um subespaco invariante por Ac

e formam uma base deste subespaco relativamente a qual a matriz de Ac é diagonal.

Se C" = E; @ Fy é uma decomposicao invariante por Ac, isto é, Ac(E1) C Ei,
Ac(FE2) C Ea, e se z = z1 + 29, com z; € Ej, a equagao 2 = Acz é equivalente ao
par de equacoes 21 = Ayz1, 22 = Aazg, onde A; é a restricao de Ac a E;. Assim, as
solugoes z(t) da primeira equagao correspondem a pares de solugoes 21 (t), z2(t) das duas
ultimas. Por essa observagao podemos reduzir o problema de se encontrar as solucoes
da equacao & = Az ao da decomposicao de Jordan de Ac e a solucao do problema nos

dois casos seguintes:
(a) Caso de um subespaco invariante por Ac gerado pelos autovetores corresponden-
tes aos autovalores que tem cadeia de Jordan com um tunico elemento.
(b) Caso de um subespago invariante por Ac¢ gerado por uma cadeia de Jordan de

um autovalor que tem uma cadeia com mais de um elemento.

No primeiro caso, o sistema de equagoes em termos das coordenadas i, -- ,Vk

relativamente a base de autovalores 21, - , 2k, se escreve na forma,
1= TR = ARk
e a solucao com condicao inicial z = 121 + - -+ + Y2, é dada por,

2(t) = €A1t7121 +---+ e)"“t’ykzk.
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No segundo caso, o sistema tem a forma,

J1=M192 = M2 71T = A+ Y-t

e a solugao com condicao inicial z = 121 + - -+ + Y2k é dada por,

2(t) = e

/2
Y121 + (11t +72)z2 + (712, + 2t + 73) 3t +

tkfl
+ (71M ot -t +'Yk>2k] :

No caso diagonalizavel, se o autovalor A; é real podemos tomar o autovetor z;
real e a solugao de 4; = Aj;7v; também serd real. Se \; = a; + i; é complexo entao

R . . ’ . . s . ~ . At .
zj = xj + 1y; serd um vetor complexo e as partes real e imagindria da solucao ~;e""z;
formarao um par de solugoes reais linearmente independentes contidas no subespago

gerado pelos vetores z;,y;. Se v; = £ + i, elas sao dadas por,

e [(&; cos Bt — m; sin Bt)z; + (€ sin Bt + n; cos Bt)y;],

e
e [(&; sin Bt — n; cos Bt)z; — (€ cos Bt + n; sin Bt)y;].
No segundo caso, se o autovalor A é real, a cadeia de Jordan z1,- - - , z; pode ser for-
mada por vetores reais. Se A = a+ i é complexo com cadeia de Jordan z, ..., zx entao

os vetores conjugados Z1, ..., Z; formam uma cadeia de Jordan do autovalor conjugado

A e a cada solucdo,

2

t
2(t) = e |y + (71t 4+ 72)22 + <712, +’Y2t+’73> z3+ -+

k1
4. it
+<’Yl(k_1)!+ + V-1 +7k>zk]7

corresponde outra solucao,

t2

Z(t) = & |Fz+ (it +72)72 + (712, + 79t +’Y3>Z3 +o 4+

k=1
~N— e ~ t ~ = .
1 _ . o 1 N~ - .
A parte real, z(t) = 5(2 +7Z) e a parte imagindria, y(t) = 5(2 —Z) sao solugodes reais de
& = Az contidas no subespago gerado pelos vetores x1,y1,- - - , Tk, Yk, onde z; = x;+iy;.

A partir disso, temos demonstrado o seguinte teorema.
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Teorema 1.3.15. (Caracterizacao das solugoes). As solugoes da equagao (1.77) onde
A € uma matriz real n xXn com entradas constantes, sGdo combinagoes lineares de funcdes
do tipo t™e™ cos Bt e t™e sin Bt. Mais especificamente, uma solugao geral do sistema
linear (1.77) € da forma,
k mj—1

Z (Ajjt'e® cos B;t + Byjt'e™i'sin Bt), (1.78)

j=1 1=
onde \j = o + if8j sao os autovalores de A, m; é a dimensdo do bloco de Jordan
associado ao autovalor \; e Aj;, By sao vetores fizos do R™ para j = 1,--- k el =

1,--,mj.

O préximo teorema classifica a estabilidade no sentido de Lyapunov dos sistemas

lineares com coeficientes constantes.

Teorema 1.3.16. Sejam A1, ..., A\, 0s autovalores da matriz A e suponha que Jy € o
bloco de Jordan (em C) associado a X\. Tem-se para a solugdo nula do sistema & = Az

as sequintes afirmagoes:

1. A € uma matriz ndao singular:

(a) Assintoticamente estdvel se, e somente se, Re(\;) < 0 para todo k =1,...,n;
(b) Estavel, mas nao assintoticamente estdvel se, e somente se, A tem pelo menos
um par de autovalores imagindrios puros e sempre que cada bloco de Jordan Jy
(em C) associado a cada autovalor imagindrio puro \ € diagonal e o resto dos
autovalores possui parte real negativa;

(¢) Instdvel nos demais casos.

2. A € uma matriz singular:

(a) Assintoticamente estdvel se os autovalores nao nulos tem parte real negativa
e o bloco de Jordan assoctado ao autovalor nulo é diagonal;

(b) Estavel no caso em que A tem ao menos um par de autovalores imagindrios
puros, e cada bloco de Jordan Jy (em C) associado a cada autovalor imagindrio
puro A seja diagonal, o bloco de Jordan associado ao autovalor nulo € diagonal e
o resto dos autovalores possui parte real negativa;

(¢) Instdvel nos demais casos.

Demonstragao: Ver na referéncia [27]. |

1.3.3 Estabilidade de Sistemas Lineares com Coeficientes Peri6dicos

Abordamos anteriormente as equacoes diferenciais lineares com coeficientes constantes e

vimos que todas as suas solugdes podem ser efetivamente encontradas e sao expressas em
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termos de polinémios, senos, cossenos e exponenciais. Entretanto, encontrar solucoes
de equagoes lineares com coeficientes varidveis é complexo. Para facilitar a obtencao de
informagoes a respeito da estabilidade de sistemas com coeficientes periédicos vamos
recorrer ao Teorema de Floquet que nos permite obter um sistema com coeficientes

constantes equivalente em cada tempo, ao sistema original.

Vamos considerar um sistema linear de equacgoes diferenciais,
x=Atx , x'=(z1,22, .. Tm), (1.79)
onde A(t) = A(t + 27), ou seja, A é 2m-periddica, real e continua em ¢.

A seguir apresentaremos algumas definigoes e resultados que nos auxiliarao na prova

do Teorema de Floquet.

Definigcao 1.3.17. Dizemos que uma matriz C de ordem m x m tem um logaritmo se
existe uma matriz de mesma ordem B tal que C' = eP. Neste caso, dizemos que B €

o logaritmo de C e escrevemos B = logC.

Lema 1.3.18. Toda matriz C de ordem m x m inversivel, ou seja det C' £ 0, possui

logaritmo.

Demonstracao: Para justificar a afirmacao mostremos que toda matriz C' na forma
de Jordan tem um logaritmo, pois se C é a forma de Jordan de A e tem um logaritmo,
digamos a matriz B, entdo temos que C = P~'AP, onde P é uma matriz inversivel, e
eP = C. Logo

P = PTAP = A= PePpP~t = PBPT

ou seja, A possui logaritmo.

Suponhamos que C' é uma matriz elementar de Jordan. Assim, C é diagonal em
blocos, isto é,
C = diag|C1, ..., Ck],

onde cada C; é uma matriz quadrada inversivel, uma vez que D ¢é inversivel, e se existem

matrizes By, ..., By com e = C;, para j = 1,--- ,k, escrevendo B = diag|By, ..., B]
temos que

eB = diagle?', ..., eP*¥] = diag|Cy, ..., Cy] = C.
Com isso é suficiente mostrar que cada bloco de C' possui um logaritmo. Digamos que
C; tenha a forma Cj = diag[\i,--- , A\p], assim, a matriz B; = diag[p1,- - - , ptm] onde

p; ¢ uma das determinacoes do logaritmo de )j, satisfaz o desejado. Agora, se C; tem

a forma -~ _
A0 -+ 00
1 A
C;i=01 0 0 ,
00 --- 1 X
L 4 mXm
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entao podemos reescrever C; = Al + N, onde

0 0 0
0 0
N=]01 00
00 --- 10
L 4 mXm

onde N ¢ uma matriz nilpotente tal que N = 0. Dessa forma, escrevendo C; =
AI+R), com R = N/ considere a matriz B; = uI+S, onde p1 é uma das determinacoes

do logaritmo de X e
m—1

_ _ j+1£j
S=> (-1 -

j=1
Observemos que S = log(I + R), pois substituindo R pela varidvel z na série.

[e.9]

log Z ]+1 ZJ
7j=1
donde obtemos
o) j m—1 j
fog(1-+ R) = Yo~/ = 37 (-1 s,

onde usamos o fato de R? = 0 para todo j > m. Portanto, como pul e S comutam,
temos
eBi = enI+S — gnpelogI+R) AMI+R)=0Cy.

Lema 1.3.19. Considere X (t) e Y (t) tais que, X(t) = A(t)X(t) e Y () = A(t)Y (),
sendo X(t) matriz fundamental do sistema (1.79). FEntao existe uma inica matriz

constante C € My, «,, tal que para todo t

para todo t. C' € ndo singular se e somente se Y (t) € matriz fundamental.

Demonstragao: Sabemos que X (t) é inversivel, pois é matriz fundamental. Dali,

derivando a expressao X ~1(t)X(t) = I, obtemos

G| xo 4 xtmanxe - 1
= ;lt[X_l(t) = —X"Yt)A(t)



Assim,

% [Xl(t)Y(t)] = - X"THOA®)Y(t)+ XL )AQD)Y (t) =0,
donde segue que X 1 ()Y (t) = C e dessa forma Y (t) = X (¢)C. |

Lema 1.3.20. Se X(t) ¢ uma matriz fundamental do sistema (1.79), com X (0) = I,
entao
X(t+2r) = X)X (27),

para todo t.

Demonstracao: Sejam U(t) = X(t + 2m) e V(t) = X(¢)X(27), como ambas sao

matrizes fundamental do sistema (1.79) temos que
Ut) = AU(t) e V() = At)V (1),

e como U(0) = X(2r) = V(0), segue do Teorema de existéncia e unicidade para

equagoes diferenciais ordindrias que U (t) = V(t), para todo t. |

Teorema 1.3.21 (Liouville). Se X(t) é uma matriz fundamental de (1.79) em I C R,

e setg € I, entao

t
det X (t) = det X (t) - oty tracoA(s)ds

para todo t € 1.
Demonstragao: Ver demonstracao em [4]. [

Teorema 1.3.22 (Floquet). Seja X(t) uma matriz fundamental do sistema (1.79),
com condi¢ao inicial X (0) = Ip,, onde A(t) € 2m-periddica. Entdo existem B e Y (t),
matrizes mxm, sendo B matriz constante e Y (t) 2n-periddica tais que X (t) = Y (t)etB.
Demonstracao: Note que X (¢ 4 27) também é matriz fundamental de (1.79). De

fato,

X(t+2m) = At +2m) X (t+ 27) = A(t) X (¢t + 27).
Além disso, det X (¢ + 2m) # 0 (pelo teorema (1.3.21) para to = 0),

t
det X(t+27) = det X(0) - o tracoAls)ds
— detI. eftto tragoA(s)ds £0.
Pelo lema anterior, X (t+27) = X (t) X (27), e pelo lema 1.3.19 existe matriz constante
C invertivel tal que X (¢t 4 27) = X (¢)C. Assim, como C é inversivel segue do lema

1.3.18 que existe B tal que
r™P = ¢ = X (2n). (1.80)
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Defina Y (t) = X (t)e"*P. Dessa forma,

Y (t)el® = X(t)e tBe!B = X (1).

Resta mostrar que Y (t) é 2m-periédica. De fato,

Y(t42n) = X(t+2m)e B8 = X(t) X (2n)e 2B tB
= X(OX2r)X'2n)e B = X (t)e P =Y ().

Corolério 1.3.23. Sejam X (t), A(t), B e Y(t) como no Teorema de Floquet. A mu-
danga de varidveis x =Y (t)y transforma o sistema & = A(t)x, com A(t) 2m-periddica

em y = By com coeficientes constantes, pois B é uma matriz constante.

Demonstragao: Substituindo z = Y (t)y, onde Y () = X (t)e B, no sistema & =
A(t)x teremos:
Po= Yy + V(0§ = (X(e ™ — X(0)BeB)y + X(t)e P
= AW)X(t)e By — X(t)e BBy + X (t)e By
= AW)Y(t)y — X(t)e "By + X (t)e By

Por outro lado,

donde obtemos

e assim

Observagao 1.3.24. A transformagio x = Y (t)y transforma um sistema Hamiltoni-

ano periddico em um sistema Hamiltoniano auténomo.

Definicao 1.3.25. A matriz X(2m) € chamada de matriz de monodromia da equagdo
(1.79).

Definicao 1.3.26. Os autovalores A\j de B sao chamados expoentes caracteristicos do
sistema (1.79). Jd os autovalores p; de ™8 = X(2m) sio chamados multiplicadores

caracteristicos de A(t), ou simplesmente multiplicadores.
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27

Observacao 1.3.27. Pela igualdade €*™8 = X (27), seque que pj = e*™, ou ainda,

Aj = o= Inp; = o(In|p;| + i arg(2nk)], com j =1,2,...,m.

Assim, fica claro que os valores dos expoentes caracteristicos sao definidos a partir

dos valores dos multiplicadores e nao sao unicos.

Observagao 1.3.28. Os expoentes caracteristicos \;j, sao as raizes da equagdo ca-
racteristica do sistema 1y = By, e assim os problemas de estabilidade dos sistemas,
& = A(t)x e y = By sdo equivalentes, facilitando o estudo da estabilidade de solugdes
para o sistema periddico por termos agora um sistema autonomo equivalente. Dessa

forma, pelos estudos desta segcdo e pelo teorema 1.5.16, o sistema & = A(t)x € assin-

1
toticamente estdvel se e somente se Re()\j) < 0, Vj, ou seja Re(anpj>< 0, Vj,
T

1
considerando p; # 0, pelo estudo dos nimeros complexos, temos que Re(2lnpj><
m

0 & Inlpj| < 0 & |pj| < 1. Jd para o sistema ser estdvel todos os multiplicadores
devem estar no disco unitdrio |p;| < 1, além disso, no caso de alguns multiplicadores
estarem no circulo |p| = 1, o bloco de Jordan associado a tais multiplicadores devem

ser diagonais.

Observacgao 1.3.29. Os multiplicadores caracteristicos ndo dependem da escolha de

uma matriz de monodromia, isto €, de uma matriz fundamental.

De fato, se X(t) e Y(t) sdo duas matrizes fundamentais, entao para cada t, existe
wma matriz ndo singular, D(t), tal que Y (t) = X(t)D(t). Como X(t) = A(t)X(t) e
Y (t) = A(t)Y (t), temos que

o que implica em X (t)D(t) = 0. Como X (t) é inversivel, temos que D(t) = 0 para todo

t, ou seja, D € uma matriz constante. Assim,
Xt)X2m)D=X({t+2m)D=Y(t+27) =Y (t)Y(27r) = X(¢)DY (27)

de onde seque que as matrizes X (2m) e Y (2m) sao semelhantes, ou seja, X (2m) =
DY (27)D~t. Assim, temos o desejado, pois matrizes semelhantes possuem 0s mesmos

autovalores.

Com base nos resultados acima podemos enunciar o seguinte teorema:
Teorema 1.3.30. A solugdo nula do sistema (1.79) é:

o Assintoticamente estdvel no sentido de Lyapunov se, e somente se, todos os ex-

poentes caracteristicos tém parte real negativa.
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e FEstdvel se, e somente se, todos os expoentes caracteristicos tém parte real menor
ou igual a zero, enquanto 0s expoentes caracteristicos com parte real nula possuem

bloco de Jordan (sobre C) diagonal.
o Instdvel, se e somente se, existe algum expoente caracteristico com parte real posi-

tiva ou algum expoente caracteristico nao nulo com bloco de Jordan nao diagonal.

Assim, concluimos que o sistema (1.79) é estavel se, e somente se, todos os seus
multiplicadores tiverem mddulo menor ou igual a um, no caso de |[p| = 1, a matriz

X (2m) deve ser redutivel a forma diagonal.
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Capitulo 2

Estabilidade paramétrica na

teoria de sistemas Hamiltonianos

A estabilidade linear dos pontos de equilibrios de sistemas Hamiltonianos tem uma
extensa gama de situagoes em diversas areas do conhecimento cientifico, pois podemos
trabalhar com sistemas que possuem um grande ntmero de varidveis ou mais preci-
samente, parametros. Mais do que isso, pode-se fortalecer o conceito de estabilidade,
exigindo que nao apenas um sistema de equagoes diferenciais ordindrias linear especifico
seja estdavel, mas todos os sistemas de equacgoes diferenciais ordindrias lineares préximos
também sejam estaveis. Isso é importante porque os experimentos e as observagoes
nunca fornecem o sistema que descreve um fenémeno real com exatidao. Entao, se
o sistema de equacoes diferenciais ordindrias linear é estavel neste sentido mais forte,
isto nos fornece consequéncias robustas provenientes das equagdes que descrevem o

fenomeno estudado.

A funcao Hamiltoniana de um problema especifico em mecénica pode depender de
parametros, por exemplo as massas, a excentricidade de uma Orbita periddica em um
problema de Mecanica Celeste, o periodo da orbita peridédica, o comprimento de um

péndulo, a forca de uma mola, entre outros.

Neste capitulo, temos por objetivo, tratar de maneira preliminar conceitos a res-
peito da estabilidade forte e estabilidade paramétrica, mostrando as sutilezas de tais
definigoes. Falaremos de forma simpléria sobre o estudo de ressonancias paramétricas
de Krein. Também discutiremos sobre um dos principais teoremas de estabilidade pa-
ramétrica, a saber, o teorema de Krein Kel’fand Lindskii e por fim, expor de maneira
suscinta a forma de construcao das curvas que delimitam as regioes de estabilidade e

instabilidade de um sistema Hamiltoniano que descreve um problema.

Permita-nos informar que, toda teoria exposta neste capitulo, provém das referéncias
[9], [30].
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2.1 Nocoes elementares de estabilidade forte e estabili-

dade paramétrica para sistemas Hamiltonianos

Nesta secao, nosso objetivo é apresentar o conceito de estabilidade paramétrica para
sistemas Hamiltonianos lineares. Para isto, vamos inicialmente definir e apresentar re-
sultados sobre sistemas Hamiltonianos lineares fortemente estaveis, visto que o conceito

de estabilidade paramétrica advém do conceito de estabilidade forte.

Lembremos inicialmente que na segao 1.3.1 estabelecemos que um sistema z = A(t)z
é estdvel se a origem é um equilibrio estével do sistema. Consideremos A(t) uma matriz

de ordem 2n continua, T-periédica e o seguinte sistema linear,
z = A(t)z. (2.1)
Antes de definirmos estabilidade forte, é preciso falarmos de distancia de uma ma-

triz, e para isto denotamos o espago A formado pelas matrizes A(t), 2n x 2n, continuas

e T-periédicas com a seguinte norma,

|All = sup |A(t)]. (2.2)
0<t<r
Como A tem dimensao finita o espago (A, || - ||) é um espago de Banach. Além disso,

pelo fato de A(t) ser T-periddica, é suficiente a considerarmos em [0, 7].
Agora podemos definir estabilidade forte.

Definicao 2.1.1. Dizemos que o sistema (2.1) € fortemente estdvel se ele é estdvel e

se existe € > 0 tal que qualquer outro sistema da mesma natureza, z= A(t)z, € estdvel
para todo A(t) € B-(A(t)), ou seja

14— Al = sup [(A—A)(t)] <e.
0<t<r

Observagao 2.1.2. Quando dizemos sistemas de mesma natureza queremos dizer que:
e Se a matriz do sistema (2.1) for constante, exigimos que a matriz A do sistema
prozimo também seja constante.

e Se a matriz do sistema (2.1) é Hamiltoniana, os sistemas proximos devem ser Ha-

maltonianos.

A siguir um resultado referente a matrizes Hamiltoniana com coeficientes constantes

Proposicao 2.1.3. Seja A uma matriz Hamiltoniana linear com coeficientes constan-
tes. Se a fungdo Hamiltoniana do sistema z = Az for definida positiva (ou definida

negativa), entio o sistema Hamiltoniano linear associado € fortemente estdvel.
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Demonstragao: Seja S = JA uma matriz simetrica quadrada de ordem 2n defi-
nida pela fun¢ao hamiltoniana H(z). Segue que S é definida (positiva ou negativa), e
consequentemente qualquer matriz simétrica S proxima de S é definida (positiva ou
negativa). ! Feito estas consideracdes, podemos garantir que a funcio hamiltoniana
H (z) = %zng é um integral primeira definida positiva (ou definida negativa) do sis-
tema linear auténomo z = Ez, A=JS que ¢é estavel pelo corolario 1.3.11, e portanto,

z = Az é fortemente estavel.

Para continuarmos com os resultados a respeito de estabilidade fortemente estavel,

vamos relembrar alguns fatos obtidos a partir da teoria de Floquet na Secao 1.3.3.

Vimos que a matriz fundamental do sistema (2.1), Z(t), pode ser escrita na forma
Z(t) = Q(t)e!?, onde Q(t) é T—periédica e B é uma matriz constante. Lembremos que
a matriz fundamental é uma matriz solucdo de (2.1) na qual det Z(t) # 0 2. Outro fato,
é que podemos transferir o estudo da estabilidade de sitemas periédicos z = A(t)z para
o sistema constante ( = B¢ mediante & seguinte mudanca de varidveis Z(t) = Q(t)((t).
De fato, como Q(t) é 7— periddica, entao Q(t) é limitada para todo ¢t € R. Além
disso, como Z(t) = Q(t)e!® podemos expressar Q(t)~! = Z(t)"'et? que também é
limitada por ser periédica. Para ver este ultimo fato, usamos que para toda matriz
fundamental, existe uma matriz constante e inversivel, C, tal que Z(t+7) = Z(t)C, na

verdade, C' = P denominada matriz de monodromia, como foi dito na secdo anterior.

Lembremos que, os autovalores, p, da matriz de monodromia C' sao denominados
multiplicadores caracteristicos de (2.1), ou simplesmente multiplicadores, e os autova-
lores de B sado denominados expoentes caracteristicos de (2.1). Note que se A é um

expoente caracteristico de (2.1), entdo p = ",

No caso do sistema (2.1) ser Hamiltoniano, temos uma propriedade adicional para
os autovalores a saber, que é o fato de serem reciprocos, isto é, para todo multiplicador

caracteristico, o conjugado inverso também o é.

7 o multiplicador correspondente.

Seja A = i3, o expoente caracteristico, p = e
Um autovetor v de B para A é também um autovetor de Z(t) para p (para maiores

informagoes ver [9] e [30]). Dizemos que p é um multiplicador de primeira espécie ou de

LCom efeito,
(2,82) = (2,52) 4 (2,(S — 8)z) e (z,82) > 6 > 0 para todo ||z] = 1.

Pelo fato de,
—I8 = S|ll=l* < (2, (S = 8)z) < |IS = S|ll|=I%,

temos que, para todo valor de z, com ||z|| = 1. Naturalmente,
(2,82) > 6 —||S — S|| > 0, desde que, \|§— S|| < 8, ou seja, S é definita positiva.

Zaqui basta que seja para algum to, pelos seguintes fatos: 1) os vetores Z;(t) da matriz fundamental
sao linearmente independentes se, e somente se, det Z(t) # 0; 2) se {Z1(to), ..., Zn(to)} é linearmente

independente para algum to, entdo é linearmente independente para todo t € R.
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segunda espécie se o produto simplético (r,s) = (r, Js) é positivo ou negativo, respec-
tivamente, qualquer que seja o autovetor v =r + is de p. Dizemos que o multiplicador
p € definido se ele é de primeira ou de sequnda espécie. Dizemos que o multiplicador
p € indefinido se ele nao for de nenhuma espécie sugerida acima. Neste caso, existem

autovetores de p dando produtos simpléticos de sinais contrarios.

Abaixo enunciaremos o principal resultado deste capitulo que caracteriza a esta-
bilidade forte do sistema Hamiltoniano (2.1) através dos seus multiplicadores carac-

teristicos.

Teorema 2.1.4. (Krein-Gelfand-Lidskii) O sistema Hamiltoniano real linear e periddico
como (2.1) € fortemente estdvel se, e somente se, todos os seus multiplicadores estao

no circulo unitdrio e todos eles sao definidos.

Demonstracao: A demonstragao pode ser vista em, [30], [9] e [19].

Partindo para o estudo da estabilidade paramétrica, considere P C R* um conjunto
de parametros e seja A : P — A de maneira que, o — A(t, ), uma familia de ma-
trizes, cujo sistema associado a cada elemento da familia, z = A(t, )z, é um sistema

Hamiltoniano linear 7-periédico parametrizado por ¢ € P.

Definig¢ao 2.1.5. Seja A(t,0) € A, onde o pardametro o varia no conjunto P C R¥.
Dizemos que o sistema linear z = A(t, 0*)z, € parametricamente estdvel se ele € estdvel
e se existe § > 0, tal que para qualquer o € Bs(0*) NP C R* o sistema z = A(t, 0)z é

estavel.

Observagao 2.1.6. Se o sistema z = A(t, 0%)z € fortemente estdvel, entao ele € pa-
ramétricamente estavel. De fato, como z = A(t, 0*)z é fortemente estdvel, existe uma
vizinhanga W de A(t, 0*) tal que 2 = A(t,0)z € estavel para qualquer A(t,p) € W.
Por continuidade, consideremos § > 0 tal que A(t,0) € W para o € Bs(o*). Entao,
z= A(t, 0)z € estdvel para qualquer o € Bs(0*), logo 2= A(t, 0*)z € paramétricamente
estavel. Veremos mais a frente que nem todo sistema parametricamente estdvel € for-

temente estavel.

Vimos anteriormente, por meio da observagao (2.1.6), que todo sistema fortemente
estavel que depende de um parametro é paramétricamente estavel. Para ampliarmos
esta discussao, vamos inicialmente apresentar a versao do teorema 2.1.4 para sistemas
Hamiltonianos lineares, z = Az com matriz constante A. E a partir dele obter condigoes
para que sistemas sejam parametricamente estdveis mas nao fortemente estdveis e por
fim, vamos expor um exemplo concreto de um sistema parametricamente estavel que

nao é fortemente estével.

Coroléario 2.1.7. Seja 2= Az um sistema Hamiltoniano linear estdvel com a matriz
constante real A. Entdo, tal sistema € fortemente estdvel se, e somente se 0 nao € um

autovalor de A e cada Hj em (2.7) é definido positivo ou definido negativo.
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Dessa forma, com base no teorema 3.2.2 obtemos duas condi¢oes para um sistema
Hamiltoniano linear z = A(p*)z, onde a matriz A depende de um pardmetro A = A(p)

e tal que para o = p*, nao ser é fortemente estavel, mas ser parametricamente estavel:
1) A(p*) é diagonal, todos os seus autovalores sdo imagindrios puros e a fungao
Hamiltoniana correspondente tem sinal indefinido.

2) A(p*) é diagonal, tem zero como autovalor e todos os outros autovalores sao

imagindrios puros.

Exemplo 2.1.8. Considere o sistema

T = oy
To = —QyY2
o= —or
Yo = o2

que € equivalente ao sistema z= Az, onde z= (x1,%2,Y1,Y2), €

0 0o O
a_| 0 00 -0
—0 0 0 0
0 00 0

Deste modo, a fungdo Hamiltoniana correspondente €
H I oy L 9 2
= 2@(@“1 +y71) 2@(952 +y3).

O sistema nao é fortemente estdvel, pois H ndo possui sinal definido. A tem como
autovalores \1 = 10, Ao = 10, A, = —10 € Ay = —ip e seus autovetores associados sao,
respectivamente, v1 = (0,4,0,1), vo = (—4,0,1,0), v3 = (0,—,0,1) e v4 = (4,0,1,0),

que forman uma base e assim A € diagonalizdvel.

2.2 Ressonancias de Krein

Nesta segao, nosso objetivo é apresentar de maneira breve um estudo sobre a esta-

bilidade paramétrica de sistemas Hamiltonianos lineares (para mais informagoes ver

[9])-

Em problemas especificos de mecéanica nos deparamos com a fungao Hamiltoniana
real T-periddica H=H (x,t,1,€), onde x € R> e H depende de dois parametros
escalares i e €, sendo o ultimo um parametro pequeno. Seja x* um ponto de equilibrio

do sistema Hamiltoniano que tem como fun¢ao Hamiltoniana H, para quaisquer valores
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dos parametros p e €. Vamos investigar os casos em que H depende do tempo, pois, é
o caso que serd abordado nos dois ultimos capitulos deste trabalho. O estudo do caso
autéonomo foi apresentado no capitulo 5 da referéncia [9]. Podemos portanto, ter que

analisar a estabilidade do sistema linearizado sobre os equilibrios encontrados.

Considere a translagdo z = x —x*, tendo z = 0 ponto de equilibrio. Entao o sistema
Hamiltoniano,
x = JD*H(x* t,pu,€) - (x —x*) + O(|x — x*?),

linearizado em uma vizinhanca de x* fornece o sistema Hamiltoniano linear real e 7-
periédico,
z = A(t, u, €)z, (2.3)

onde, A(t,u,€) = JDQfI(x*,t,,u, €). Geralmente obter a estabilidade do sistema nao
perturbado (e = 0) tem menor grau de dificuldade. Assim, vamos supor que o sistema
nao perturbado z = A(t, 1,0)z é estével para p em um intervalo I. Surge a questao da

estabilidade do sistema perturbado (2.3) para € pequeno.

Pois bem, se para algum p*, o sistema
z = A(t, ", 0)z, (2.4)

¢é fortemente estavel, entao, pela observacao 2.1.6, ele é parametricamente estavel e
além disso, para qualquer (u,€) em uma pequena vizinhanca de (©*,0) o sistema z =
A(t, pu, €)z é estavel. Portanto, a questao acima é interessante apenas se o sistema (2.4)

nao for fortemente estavel.

Como o sistema nao perturbado (2.4) é estavel, entao pelo teorema 1.3.30 os mul-
tiplicadores p1(u*), ..., pan(p*) estdo todos na circunferéncia unitéria. Se todos multi-
plicadores sao simples, isto é, tém multiplicidade igual a um, entao para p préximo a
w1 e € pequeno, o sistema z = A(t, p, €)z, tém multiplicadores simples e todos estao no
circulo unitério, ou seja, esse sistema é estdvel para (u, €) em uma pequena vizinhanga

de (u*,0).

Entao, para continuarmos a investigacao, podemos assumir que existe pelo menos
um multiplicador multiplo, digamos pr = pg(p*) entre p1(u*), ..., pon (). Seja A\ =
iwg, wg > 0 (as quantidades wy sdo ditas as frequéncias), um expoente caracteristico de
z = A(t, u*,0)z, e pp = ™ o multiplicador miltiplo correspondente a Ay, pelo fato do
sistema Hamiltoniano ser reciproco se p; é multiplicador multiplo temos que i também
Tw

¢ com a mesma multiplicidade, segue que px = p; = €’“* ou pp = é =e”

algum [. Isto é, €™k = eT7™ ou seja, €™k = 1, Isto equivale a igualdade vetorial

k. para

cos|(Twy = Twy)] + isen[(Twy, + Twy)] = (1,0). Portanto, a existéncia de multiplicador
multiplo ocorre quando
wy, £ wy :Nz, com N € Z. (2.5)
T
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Esta relagao é denominada de ressondncias de Krein e possui a seguinte classificacao
quanto a seu tipo:
(1) ressonancia bésica: se 2w, = N, isto é, se k = [;

(17) ressonancia combinada se k # [.

Uma ressonancia é simples se houver apenas ua de seu tipo entre as relacoes de
ressonancia (2.5), caso contrario, dizemos que é uma ressonancia multipla. Quando
o sistema z = A(t, u*,0)z, tem um multiplicador multiplo para algum valor p*, dize-
mos que este é o valor de ressonancia paramétrica. Vamos assumir que os valores de

ressonancia paramétrica sao isolados no intervalo I.

Assumindo que p* é um valor de ressonancia paramétrica. Em decorréncia do teo-
rema de Krein-Gelfand-Lidskii, o sistema nao pertubado z = A(t, 1, 0)z para este valor
de ressonancia, ainda pode ser fortemente estdvel. No caso em que seja parametri-
camente estavel, temos que para (u,€) na vizinhanca de (u*,0) o sistema perturbado

z = A(t, u, €)z, é estavel, para € pequeno.

Agora, assumimos que o sistema nao perturbado ndo é fortemente estavel. Isto
é, na vizinhanca deste sistema, existem sistemas estdveis e instdveis. Além disso, na
familia de sistemas paramétricos z = A(t, p, €)z, podemos ter parametros que fornecem

sistemas estaveis e parametros que fornecem sistemas instdveis.

Existe uma teoria de estabilidade, que no espago dos parametros, podemos estabele-
cer margens que delimitam regides estaveis e regides instaveis para familia de sistemas.
No plano paramétrico as margens sao obtidas na forma de curvas continuas. No caso

dos sistemas depender de trés parametros as margens delimitadoras serao superficies.

A seguir dissertaremos sobre os procedimentos de estabelecer a divisao das regices

de estabilidade e instabilidade partindo de ressonancias de Krein.

2.3 Visao geral para construcao de curvas fronteira das
regioes de estabilidade e instabilidade de sistemas Ha-

miltonianos com pequeno parametro.

Nesta secao temos por objetivo, descrever brevemente sobre as curvas continuas no
plano de parametros (u, €), que originam de pontos que hé ressonancias paramétricas.

Utilizaremos como texto base o livro [9].

Seja S = DZﬁ(x*,t,u, €) = JA(t, i, €). Entao, a forma quadratica,

1
H(Z7 2 6) = §ZTS(7§, My E)Z,
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¢ a funcao Hamiltoniana associada ao sistema linear,
z = A(t, p, €)z. (2.6)
Ao expandirmos a fungdo Hamiltoniana em série de poténcia de € obtemos,
H(z,t,pi,€) = Ho(z, 1) + eHy(z,t, 1) + €2 Ho(z, t, ) + - - - (2.7)

Onde Hy, H1, Ho, - - - sao formas quadréticas na variavel z, além disso, os coeficiententes
da forma Hj sao constantes e os das formas Hy, Ho, - - - sao continuos em ¢t com o periodo

comum 7. Tomaremos \; = iw;, j =1,---,n com w; = w;(u) > 0, para p € 1.

Seja g € I um dos valores onde hé ressonancia de Krein. Como assumimos que esses
valores sao isolados, as frequéncias wy (), -+ ,wn (1) sao distintas para g # po em uma
vizinhanca de pg. Portanto, para cada um desses valores de u podemos encontrar uma
aplicacao linear simplética z = Ny, para a qual vimos a construcao no capitulo anterior,
dependendo continuamente de pu, que transforma Hy(z, ) em sua forma normal, isto

é, em uma soma algébrica de osciladores harmonicos,

RS 2 2
j=1
onde o; sao dados por g; = Jw;(p), com w;j(p) > 0 e os §; = +1 sdo completamente
determinados no processo de construcao da matriz N e assim, a fungdo Hamiltoniana

em (2.7) é levada na funcao Hamiltoniana

1 n
H =3 0j(y] +¥nsy) +eHi+ Hy oo (2.9)
j=1
onde, agora Hi, Hs,--- sao formas quadraticas na varidvel y ainda com coeficientes

continuos e T-peridédicos em t.

No entanto, em p = o para algumas ressonancias de Krein, a forma normal de
Hy(z, ;1) ndo pode ser escrita desta maneira. No livro de Hildeberto, referéncia [9], é
mostrado usando a teoria de normalizagao linear como encontrar a forma normal de
Hy(z, 1) para cada tipo de ressonancia de Kerin. A forma normal ainda serd trans-
formada em uma forma conveniente adequada para usar o método Deprit-Hori, que

falaremos a seguir.

O objetivo é usar este método, que é valido no universo restrito de Hamiltonianos
quadraticos, para encontrar uma fungao geradora 7T-periédica para obter uma mudanca
canonica linear T-periddica de coordenadas que transforma a fungdao Hamiltoniana de-
pendente do tempo em uma funcao Hamiltoniana auténoma. A estabilidade da origem
para o sistema Hamiltoniano 7-periédico linear inicial é equivalente a estabilidade da
origem para o sistema Hamiltoniano autonomo. A imposicao da condigdo de estabili-

dade para este sistema, apds desenvolver a teoria para encontrar as curvas mencionadas
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no espago de parametros, nos permitira encontrar as expressoes para essas curvas. Este

método sera apresentado no capitulo 4.

Procuraremos essas curvas como curvas que emanam do ponto (uo,0), esperando
encontra-las no plano de parametros que delimita os conjuntos de sistemas estaveis e os
conjuntos de sistemas instdveis. Procuraremos essas curvas na forma de uma expansao
em série

[= po + €1 + g+ -+

e procuramos encontrar os coeficientes fi1, o, - - - .

No capitulo 4 exploraremos o método de Deprit-Hori, que destacamos no paragrafo

anterior.
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Capitulo 3

Estabilidade e forma normal de
sistemas Hamiltonianos lineares
com coeficientes constantes e

periddicos

Durante este capitulo, vamos apresentar resultados referentes a estabilidade de
sistemas Hamiltonianos com coeficientes constantes e peridédicos, tomando como base
o estudo apresentado no capitulo anterior. Ao mesmo tempo, iremos expor algoritmos
para obtencao da forma normal dos mesmos sistemas, forma esta, que nos fornece uma

funcao Hamiltoniana de melhor compreensao referente a dinamica do sistema associado.

Como principais referéncias adotamos [19], [6], [9]. Outras referéncias relevantes

foram [13], [20], [28], [29].

3.1 Premissas do processo de linearizacao de sistemas Ha-

miltonanos nao lineares

Dado um sistema Hamiltoniano,
2=JVH(z), (3.1)

e um equilibrio zy desse sistema, na busca de responder perguntas acerca da dinamica
deste sistema é bastante comum, primeiramente, tentarmos entender como o sistema se
comporta préximo de um ponto de equilibrio. Dessa maneira, linearizamos o sistema

em torno do equilibrio e obtemos,
5= JD*H(%)(z — 20) + O((z — 20)?). (3.2)
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Dizemos que o sistema (3.2) é um sistema perturbado ou nao linear. J& o sistema linear
associado
3= JD*H(%)(z — ), (3.3)

¢ denominado sistema nao perturbado. Observe que o sistema em (3.3) é um sistema
Hamiltoniano linear e vimos na secao 1.1.2 que a funcao Hamiltoniano associada é
da forma H = %ZT D?H () z. Se H for uma forma quadrética positiva ou negativa
definida, a estabilidade desse sistema associado foi comentada na observagao 1.3.11 na
Secao 1.3.1. O sistema sera estdvel uma vez que H serd uma integral primeira definida

positiva ou negativa.

Em alguns casos, mesmo apds a linearizagdo do sistema a funcao Hamiltoniana
associada nao apresenta uma lei de facil interpretagao quanto ao seu comportamento,
por este motivo o estudo da dinamica na vizinhanca do equilibrio é convenientemente
feito através da forma normal do sistema Hamiltoniano, forma esta, que através de
uma mudanca de coordenadas nos fornece um sistema Hamiltoniano equivalente cuja

funcdo Hamiltoniana possui uma lei mais simples de analisar.

Neste capitulo e no seguinte descrevemos o processo de normalizagao linear com
o intuito de decidirmos sobre a estabilidade linear de um sistema Hamiltoniano, mais

precisamente sobre a estabilidade paramétrica desse sistema.

3.2 Estabilidade de sistemas Hamiltonianos lineares com

coeficientes constantes.

Considere o seguinte sistema Hamiltoniano linear
x = JSx, (3.4)

onde x'' = (21, ..., Zn, Tpi1, ..., T2n) € a matriz S é real simétrica com coeficientes reais

e de ordem 2n.
A equagao caracteristica de (3.4) é dada por

p(\) = det(JS — Aap) = 0. (3.5)

Pela proposicao 1.1.10 da Secao 1.1.1, temos que o polindmio caracteristico de uma
matriz Hamiltoniana é par. Consequentemente, se A é um autovalor de A, temos que

—\, A\, =\ também sao.

Portanto, se A é raiz de (3.5) com parte real negativa (ou positiva), entdao —A
também é raiz, e com parte real positiva (negativa). Assim, usando o teorema (1.3.16)

concluimos que o sistema (3.4) ¢ instéavel.
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Dessa forma, concluimos que uma condigdo necessaria para o sistema (3.4) ser
estavel é que as raizes da equagao caracteristica sejam numeros imagindrios puros.
A condigao de suficiéncia é garantida quando a matriz J.S é redutivel a uma forma

diagonal.

Observagao 3.2.1. Quando a fun¢do Hamiltoniana H do sistema (3.4) € definida
positiva (ou negativa) temos pelo coroldrio 1.3.9 as condi¢oes para a estabilidade do
sistema (3.4).

Com isso, temos o teorema a seguir, que nos fornece uma caracterizagao da estabi-

lidade de um sistema Hamiltoniano.

Teorema 3.2.2. Seja o sistema & = Az, onde A € uma matriz Hamiltoniana constante.
As condicoes da solucdo de equilibrio nula advém da equacdo caracteristica de A, isto

€,

(a) se A é uma matriz nao singular, nunca pode ser assintoticamente estdvel e sé
pode ser estdvel se todos os autovalores sdo imagindrios puros e a matriz A for

diagonalizdvel. E instavel nos demais casos.

(b) se A € uma matriz singular, nunca pode ser assintoticamente estdvel e sé pode
ser estdvel se os autovalores ndo nulos sao imagindrios puros e o bloco de Jordan
associado a cada autovalor € diagonal, ou seja, a matriz A for diagonalizdvel. E

mstdvel nos demais casos.

Vimos na observagao 3.2.1 anterior que o fato da fungdo Hamiltoniana H ser definida
positiva (ou negativa) nos garante a estabilidade do sistema. No entanto, no exemplo
a seguir, veremos que é possivel o sistema ser estavel mas a fungdo Hamiltoniana nao

ter sinal definido.

Exemplo 3.2.3. Considere o sistema linear

dzi _ dvair _
dt dt

FEquivalentemente na forma matricial, temos

(=)t wpao s, (- *wpzr,  (wp >0, k=1,2). (3.6)

’

1 0 0 w O 1
To B 0 0 0 —wo T2
T3 B —w; 0 0 0 zs |’
T4 0 wy O 0 T4
JS

donde



A equagao caracteristica do sistema (3.6) tem dois pares de raizes imagindrias puras.

De fato,
p(\) =det(JS —A) =0 = X' 4 (w? + wi)I\? +wiwd =0,

cujas raizes sao Tiwy e tiws. Apesar delas serem imagindrias puras temos que a fun¢do
Hamiltoniana . ) )
H= §mTSm = 5w (23 + 23) — iwg(x% + 22)

nao possui sinal definido. Em outras palavras, existem inimeros casos no qual a fun¢ao

H nao tem sinal definido e o sistema € estdvel.

3.3 Normalizagao de um sistema Hamiltoniano linear com

coeficientes constantes

Em diversos problemas matemaéticos e fisicos que é necessario a resolucao de um sistema
Hamiltoniano linear, como por exemplo na construcao de solugoes aproximadas de um
sistema Hamiltoniano nao linear quando se toma as solucoes do sistema linear associado
como primeira aproximagao. Dessa forma, para adquirir informagoes das solucoes mais
facilmente é conveniente escolher coordenadas para as quais as solugoes do problema
linear assumem a forma mais simples. A forma real mais simples é sua forma normal.
Vamos abordar o caso em que o sistema ¢é estavel, ou seja, todas as raizes da equacao

caracteristica sao imagindrias puras.

Suponha que as raizes da equagao caracteristica do sistema x = JSx s@o imagindrias

puras da forma

A = W, )\nJrk = —iwy (wk >0,k=1, ,n)

Vamos obter uma transformagao canodnica real, linear, z; — y; (7 = 1,2,...,2n)
que leva o sistema (3.4) em sua forma normal. Neste caso, por forma normal do
sistema de equagoes (3.4) designamos o sistema de equagoes diferenciais cuja fungao
Hamiltoniana H ¢ igual a soma algébrica das fun¢oes Hamiltonianas de n osciladores

lineares desacoplados

RS 2, .2
H = 5 Z Ok (Vi + Yna)s (3.7)
k=1
com & = *1. Os valores concretos de § aparecem no processo de construcao da
transformacgao da forma normal z; — y; (j = 1,2,...,2n). Ou seja, mostraremos a
existéncia de uma matriz de normalizacdo N que transforma a funcao Hamiltoniana

do sistema (3.4), através da transformagdo x = Ny, na funcdo Hamiltoniana (3.7).
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Para isso, utilizaremos o algoritmo descrito no livro do Markeev [19]. Tal algoritmo,
é interessante porque quando aplicado a um problema concreto, depende apenas da

obtencao dos autovalores da matriz J.S.

Levando-se em consideragao (3.7), encontramos que a forma normal do sistema

linear se escreve na forma do seguinte sistema Hamiltoniano de equagées:
y = JS*y, (3.8)

onde S* é uma matriz diagonal real, cujos elementos da diagonal sdo determinados

pelas igualdades
ik = Mk = 0k (K=1,2,...,n).

A mudanca das varidveis x para as variaveis y é dada por meio da matriz N, na forma

da equacao x = Ny. Note que
NJS*y = Ny =x=JSx=JSNy,
e portanto, a matriz IN satisfaz a seguinte equacao matricial,
NJS* = JSN. (3.9)

Além disso, para que a transformacido x = Ny seja candnica, a matriz N deve ser

simplética, isto é, ela deve satisfazer a equacao matricial

NTJN =J. (3.10)

A solugao da equagao matricial (3.9) ndo é unica. Para obter a transformacao
normalizadora é necessario escolher, dentro do conjunto infinito de solugoes da equacao
(3.9) uma que seja real e satisfaga a condicdo de ser simplética. Ou seja, desejamos

encontrar N que seja solucao do sistema

NJS* = JSN
NTJN = J.

A solugdo N da equagao (3.9) serd procurada na forma do produto de duas matrizes

N = N N,, onde a matriz Ny é invertivel e dada por

Ny = o, I, .
—il, I

Substituindo N = N; N3 na equacao (3.9), temos,
N1NyJS* = JSN1No,

NNy JS*Ny ' = JSNy.
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Logo,
NG = JSNy,

onde G = NaJS*Ny 1 ¢ a forma diagonal da matriz JS e suas entradas na diagonal
satisfazem as igualdades grr, = —Gntkntk = 0pwr (K = 1,2,...,n). Deste modo, é

necessario encontrar uma matriz N1 que leve a matriz J.S a forma diagonal.

A matriz N7 serd tal que suas colunas serdao os autovetores da matriz J.S, usaremos

a seguinte notacao

N1 = COl( €1y s €my ey Ently eeey Endmyy -o- )2 s
n

onde o autovetor e, é correspondente ao autovalor A\, = 0w, € 0 autovetor e,
é correspondente ao autovalor \pim = —i0mwm, (M = 1,2,...) . Denotaremos e} =
;. +is;, um autovetor qualquer da matriz J.S correspondente ao autovalor iwy, ou seja,
JS(ry +is;) = iwg(ry + is;). Deste fato, segue que suas partes reais e imagindrias

satisfazem o sistema de equacoes

JSr, = —wisy, ,  JSsp=wrrp (k=1,2,..,n). (3.11)

Os autovetores ey, € €4y, sao tomados da seguinte forma
em = Cm(OmT, +1805) 5 €ngm = Cm(Omrp, — iSy,), (3.12)

onde ¢, € R. As constantes ¢, serao escolhidas com a finalidade de garantir que a
matriz N seja real, e elas serdao obtidas a partir da condicao de N ser uma matriz
(NTJIN = J).

Substituindo N = N;N» na condicdo NTJN = J, temos
N3 N{ JN1Ny = J, portanto,
Ny FNy = J, (3.13)
onde F'= N{ JNj. A entrada f}; desta matriz é dado pelo produto interno
fu = (ex; Jer). (3.14)
Mas, como (a, Jb) = —(Ja,b), para todo vetor a e b, segue que F' é anti-simétrica.

Vamos provar ainda que se |k — I| # n, entdo fi; = 0. De fato, como ST = S e
JT' = —J, temos que,
Mfe = Nilew, Jer) = (ex, J(Nier)) = (e, J(JSer)) = (—Sey, er)
= <J(J56k),€l> = <J()\kek),el> = )\k<J6k7€l> = —)\k<€k, Jel> = _)\kfkl'
Entao,
(A + A) fr = 0, (3.15)
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onde A\, + \; = 0 somente se || — k| = n, por causa do ordenamento dos autovalores
tomados da definicao da matriz Ny, logo segue que fx; = 0, se |l — k| # n. Assim, a

matriz F' terd a seguinte estrutura

D
F={ " :
-D 0

onde D é uma matriz diagonal de ordem n com elementos dg; = (eg, Je, ). Nenhum
dos elementos di é igual a zero, caso contrario, o determinante da matriz F' seria nulo.
Perceba que,

det F = det N{ . det J. det Ny = (det N1)? # 0,

pois N7 é composta de autovetores correspondentes aos autovalores da matriz JS, que

sao distintos.

Levando em consideragdo as expressoes de ey € e, em (3.12), temos que,
dpp = —2iciop(ry, Jst) , (k=1,..,n). (3.16)

Por (3.13), vimos que N é simplética se NJ F'Ny = J, isto é

il, —il, 0 D il, I, \ 0o I,
I, I, -D 0 —il, I, -1, 0 )’
0 2D\ 0 I,

—2iD 0 -\ -1, 0 )’

usando a definicao de igualdade de matrizes, temos

dai,

2idyy, = 1.
Desta forma, por (3.16),
4c61 (s, Jst) = 1. (3.17)
A partir desta iltima equacao obtemos por um lado, a condicdo para normalizar os
autovetores e, por outro, a condigao para escolha do sinal de g, ou seja,

o = sign{ry, Jsg) , (k=1,..,n). (3.18)

Para que a quantidade cj, seja real, é tomado ¢, = %, no qual,
K = __ , (k=1,..,n). (3.19)
(k> Jsp)
Temos que a matriz N da transformacgao normalizadora nao-singular é real, sua k-ésima

coluna sendo os vetores —rysjy, e sua (n + k)-ésima coluna, o vetor dyri7}
_ * * * *
N = col( —K18], *++ ,—KnSy, O1KITY, *-+, Opknl), ) .

Vejamos agora como normalizar um sistema Hamiltoniano linear com um grau de

liberdade através do processo descrito acima.
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Exemplo 3.3.1. Considere um sistema Hamiltoniano linear x = JSx com um grau

de liberdade, cuja funcao Hamiltoniana € escrita como
H = hgoz? + hiiz132 + hoaa.

1
Pelo fato de H = izTSz, temos,

1 2h h h
g 0 . 20 11 JS = 11
-1 0 hi1 2hgo —2hap

(3.20)

2ho2
—h11 )

Vimos que para o processo de normalizacdo, precisamos dos autovalores da matriz J.S

e dos autovetores correspondentes. De posse desses dados podemos construir a matriz

normalizante N. Calculando os autovalores através da equacdo

hip — A 2h
p(A) = det 1 02 =0,

otemos

A = iy /dhogheg — h2| = +i/ A = Fiw,

onde /\ = dhgghog — h3| e w = /A € a frequéncia das oscilagdes. Suponhamos que se

verificam as desigualdades hgahog >0 e A > 0.

Usando as equagoes JSr* = —ws* e JSs* = wr* para encontrar a parte real e

mmagindria do autovetor e = r* 4 is* correspondente ao autovalor iw da matriz JS

obtemos, respectivamente, que

" —2ho2 . 0
rt = e s*= .
h11 —Ww
Temos ainda, através das equagoes (3.18) e (3.19), que:

0 = sign(r*,Js*) = sign(2whoz) = sign(ho2)
T
\/’<7“*a Js*)| \/’2Wh02\ \/2w|h02|

e assim, a matriz N da transformacao normalizante ¢ dada por

0 —2d0ho2 0

N = ( —ks*  Okr* ) = v 2wlhoz|

w Shi1 w
\/2w|h02\ \/Qw\hml 2|ho2|

Portanto, a transformacdo €= Ny, ¢ dada por,

—20hg2

e, portanto obtemos a funcdo Hamiltoniana normalizada

1
H = §5W(yf +v3).
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2|h02‘

w
11, / hoz|
02 2w
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3.4 Estabilidade de sistemas Hamiltonianos lineares periédicos

Nesta secao, estudaremos a teoria dos sistemas Hamiltonianos lineares periédicos, por
meio do teorema de Floquet e forneceremos, alguns resultados a respeito da estabili-
dade desse tipo de sistema. Comecaremos por listar alguns dos principais resultados

relacionados a representacao de Floquet.
Considere o sistema Hamiltoniano linear
x = JS(t) x, (3.22)

xT = (21, ..., Tn, Tpy1, ..., Ton ), onde S(t) é continua, real, simétrica e 27-periédica em
t

Para tratarmos do problema de estabilidade para sistemas lineares com coeficientes

periddicos, é necessario algumas definicoes e resultados apresentados a seguir.

Definicao 3.4.1. A equacdo
f(2) =apz™ +a12™ 4 .+ am_12 4 am = 0 (ag # 0) (3.23)

€ chamada reciproca se os seus coeficientes que sao equidistantes dos extremos sao

1guais, isto €, ag = Guy—_g-

Observacao 3.4.2. A identidade

r=1(1) . o (3.24)

€ verdadeira para equacdes reciprocas. De fato, usando o fato de ap = am_i, temos

1 n\" 1\ ! 1
z z z z
= apt+a1z+ .t am12™"" + apz™

= am+ amo12—+ ... +a12™ " + ag2™

= f(2).

Reciprocamente, se esta identidade é verdadeira seque que a equagao (3.23) é reciproca.

1
m — =
»r(2) = s
o+ a1z + oo+ am_12""+ amz™ = apz™+a12™ + o am_12 + am,

donde ay = ap,—. Podemos acrescentar ainda, por (3.24), que se z € raiz, entao %

também o €.

89



Se uma equacao reciproca tem grau impar, entao segue de (3.24) que z = —1 é uma

raiz. De fato,
f(=1) = (=D)"f(=1) == f(-1),

dai, f(—1) = 0. Temos ainda que se a equagao tem raiz z # £1, entao z; = i também

serd raiz e com a mesma multiplicidade.

Teorema 3.4.3. Considere o sistema Hamiltoniano linear &€ = JS(t)x. Se a matriz

S(t) é 2m-periddica em t, entdo a equacgdo caracteristica
F(p) = det(X(27) — plsa) = 0 (3.25)

€ reciproca.

Demonstragao: Primeiramente mostraremos que a X (¢) é simplética. De fato,

d d d
%(XTJX) = <thT> JX +XTJ (th> =XTsTJTgx + XTJJSX

= XTS(-)X +XT2sXx = XTSX - XTsx =o0.

Assim, temos que X7 JX = D, onde D é uma matriz constante. Como X7 (0)JX(0) =
J, temos que D = J para todo t. Portanto, a matriz fundamental X (¢) é simplética,
pois satisfaz a identidade X7 JX = J.

Em segundo lugar, observa-se do teorema (1.3.21) que det X (27) = 1.
Por fim, mostraremos que a equagao (3.25) é reciproca, haja vista que,

f(p) = det(X — play,) = det[X (Izn, — pX )] = det[X (To,, — pJ 1 XTT)]
= det(Iy, — pJ 1 XTJ) = det J LIy, — pXT)J = det(Io, — pXT)

1
= det(lzn — pXT)T = det(Iz, — pX) = det (ﬂ(fzn -X ))
P

1 1
= detpla,. det(Ign — X): p2"f(>.
p p

Observagao 3.4.4. Lembremos do teorema 3.2.2, onde vimos que se B € uma matriz
ndo singular, entdo o sistema (3.22) € estdvel apenas se todos os autovalores sdo ima-
gindrios puros e a matriz B for diagonalizavel. Desta forma, podemos caracterizar a
estabilidade do sistema (3.22) a partir dos multiplicadores caracteristicos da sequinte
forma,

o O sistema Hamiltoniano linear (1.79) é estdvel se, e somente se, todos os seus mul-
tiplicadores caracteristicos estiverem no circulo unitdario, ou seja, |p| = 1 e a matriz

X (2m) € redutivel a forma diagonal;
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e Jd pelo teorema 3.4.3 e pelos resultados apresentados quanto a equacdes reciprocas,
seque que:

Os multiplicadores caracteristicos p; e p% tem a mesma multiplicidade.

3.5 Normalizagao de um sistema Hamiltoniano linear periédico

Considere o sistema Hamiltoniano linear periédico (3.22) com n graus de liberdade. De
acordo com o corolario 1.3.23 do teorema de Floquet existe uma mudanca de variaveis
x = Y (t)y que transforma o sistema periédico em um sistema com coeficientes constan-
tes. Mas tal matriz Y (¢) ndo é definida de forma tnica. Seguindo [19], vamos descrever
o algoritmo que constréi a matriz Y (¢) de forma que seja real, simplética e 2m-periddica
em t e que reduza o sistema (3.22) a sua forma normal. Assumiremos ainda que os
expoentes caracteristicos do sistema (3.22) sdo imaginérios puros, xx = +i\g, € que
os multiplicadores caracteristicos pp = ei2m M o Ptk = e~ 2™ g30 todos distintos
(k = 1,2,...,n). Da mesma forma que na se¢ao 3.3 queremos obter um sistema que

possui a funcdo Hamiltoniana da forma

IR 2 2
H= 5 ; 5k:)\k:(yk + yn+k)> (3-26)

onde §; = £1. Seus valores concretos serao determinados na construcao da matriz

x; — yj paraj =1,---,2n.

De maneira parecida com o caso constante, tomaremos a transformacao normali-
zante como sendo,
x = Ny. (3.27)

Aqui, escrevendo N como o produto de duas mudancas de varidveis

r = Nz, com Ny =X(t)Ae Ple, (3.28)
z = Ny, (3.29)
onde, X(¢) é uma matriz fundamental do sistema (3.22), A é uma matriz constante

que serd obtida mais a frente, B é uma matriz diagonal cujas entradas diagonais sao

definidas pelas igualdades by, = —bptpntk = 10x A, (K =1,2,...,n) e Ny é a matriz,

A substituigao (3.28) leva o sistema (3.22) para a forma diagonal

# = Baz. (3.30)
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Com efeito, fazendo a substituicao obtemos

d
%(le) = JS(t)le.

Desenvolvendo o lado esquerdo da igualdade, substituindo V1, usando o fato de A ser
constante e X (t) = JS(t)X (t), segue que

X(t)Ae Ptz = X (t)ABe B2

Assim, multiplicando pelas inversas e usando Be B! = ¢ B!B, obtemos o resultado

esperado.

Logo apéds a substituicao (3.29) o sistema (3.30) assume a forma normal com fungao
Hamiltoniana (3.26). Podemos escolher a matriz A de maneira que a transformacao
(3.27) seja real, simplética e 2m-periddica em ¢. Para escolher A, observe inicialmente

que a transformacao z = Naoy é 2i-simplética. De fato,

il, —ily 0, In o, I, 0 0, In
= 1 s
I, I, -1, 0O, —il, I I, 0O,

NJJINy = 2iJ.

Desta forma, para que a transformagao (3.27) seja simplética é necessario e suficiente
que a matriz A seja %—simplé‘cica. Pois, como N = N1 N3y e Ny é 2i—simplética, segue
que N1 precisa ser %—simplética. Pelo teorema 1.2.27 a matriz X (t) é simplética e da
forma que a matriz diagonal B foi definida, segue por (1.1.12) que B é Hamiltoniana e
consequentemente usando o corolario (1.2.28) obtemos que e~ 5 também é simplética.
Entao, Ny é simplética apenas se A for %—simplética. Ou seja, a matriz A deve satisfazer

a equacao

1

T

= . 31
AT JA 2iJ (3.31)

Além disso, como estamos procurando uma transformacao 27- periddica, temos
X(2m)Ae ™ BNy = X (0)Ae "B Ny = X (0) A, Ny,
donde segue que
ATIX (27)A = 2B, (3.32)

com €28 = diag(p1, ..., pn, Put1, - P2n), (lembre que B é uma matriz diagonal). Nota-

se que a matriz A leva a matriz X (27) a forma diagonal, onde a m-ésima coluna da ma-

27 B 6i2775m Am

triz e é o autovetor e,, correspondente ao multiplicador caracteristico p,, =

e na (n + m)—ésima coluna é o autovetor e, i.,, correspondendo ao multiplicador ca-

—2m0mAm (), =1,2,...,n).
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Se T},,s;, sao as partes reais e imaginarias de e;, = 7 + 15z, um autovetor da matriz

Z2Tl'§k)\k
)

X (2m) relacionado ao multiplicador e entao pode-se calcular os vetores e, e

en+tm da mesma maneira como foi calculado no caso constante, ou seja,
—% p— —% p—
em = Cm(OmTr, +150), €ntm = Cm(0mTr, — iS,,),

onde ¢, sao coeficientes reais a serem encontrados. Tal escolha da matriz A garante

que a transformacao (3.27) seja real.

Para encontrar os coeficientes ¢, e os valores de 9,,, substitui-se a matriz A a ser
construida da maneira descrita acima na equagao matricial (3.31), a qual é equivalente
as n igualdades escalares 4cz5k<r,’;, Jsy) = 1 da segao 3.3 deste capitulo. Dai, temos
ainda que as quantidades ¢, = %, 5, e £, sdo dadas pelas férmulas mencionadas no

processo de normalizagao descrito anteriormente.

Assim, encontramos a matriz A e J; na forma normal da funcao Hamiltoniana

(3.26), onde a matriz de normalizacdo N tem a forma,
N = NNy = X (t)Ae BNy,

e apoOs algumas transformagoes esta pode ser representada como o produto de trés
matrizes
N = X(t)PQ(t). (3.33)

A matriz P denota uma matriz constante na qual a k-ésima coluna ¢é o vetor —rysjy e

a (n+k)-ésima coluna é o vetor 0pkx7%. A matriz Q(t) tem a forma,

cos A1t 01 sen\it
Dy (t) = e D(t) =

€os Apt On sen,t

Com isto, construimos através de formas normais fungdes Hamiltonianas mais simples.

3.6 Estabilidade e forma normal de sistema Hamiltoniano

linear periédico com um grau de liberdade

Nesta segao, iremos investigar como obter a normalizagao do sistema (3.22) no caso de
um grau de liberdade e entao resultados a respeito da estabilidade. Para isto, vamos
utilizar fortemente a observagao 1.3.28 e o algoritmo de normalizagdo apresentado na

secao anterior.
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3.6.1 Estabilidade

Seja X (t) a matriz fundamental do sistema (3.22), satisfazendo a condigao inicial
X(0) =1,

x11(0) = 292(0) = 1, 212(0) = x21(0) = 0. (3.34)

Como a matriz X (t) é simplética, entdo det X (¢) = 1 para todo t. Sendo assim, para

t = 27 temos
211 (2m) @22 (2m) — 212(27) 221 (27) = 1. (3.35)
Pelo teorema 3.4.3 a equagao caracteristica da matriz X (27) é dada por
F(p) = det(X (2m) — plz) = 0
que é o mesmo que
p? — (211(270) + 229(27))p + (211 (27)220(27) — 212(27) 201 (27)) = 0.
Dessa forma, usando 3.35 a equacao caracteristica de X (2m) se reduz a
p?—2ap+1=0, (3.36)
onde
2a = x11(27) + z22(27). (3.37)

Observe que os multiplicadores caracteristicos que sao as raizes da equagao (3.36) sao

dadas por
pr2=at++Va?-1 (3.38)

Portanto temos quatro possiveis casos,

i) Caso |a| > 1. Neste caso, os multiplicadores caracteristicos (3.38) sao reais e o
moédulo de um deles é maior do que 1. Assim, pela observacao 1.3.28 o sistema (3.22)

¢é instavel.

ii) Caso |a| < 1. Temos que as raizes da equacao (3.36) que sao os multiplicadores
caracteristicos, sao numeros complexos conjugados distintos, onde |p| = 1. Além disso,

usando a relagao entre os expoentes caracteristicos e os multiplicadores temos

pr = €2 =cos(2nA) + i sen(27w)\),
pa = e ™A = cos(2mA) — i sen(27)),
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onde +iA é a parte imaginaria do expoente caracteristico. Nota-se que A e o coeficiente

a sao ligados pela relacao
cos(2w\) = a. (3.39)

Neste caso, como as raizes pi2 sao distintas, temos que 2\ nao é um inteiro, pois
caso contrario, sen(2wA) = 0 e terfamos p;2 = cos(27\). Logo, no sistema nao ha

ressonancia basica e nem combinada,

2AX# N, A # N, onde N é um inteiro.

Com relagdo aos dois casos, quando a = +1, existem ressonancias. A condigéo
la] = 1 nos fornece os limites das regides de estabilidade e instabilidade no espago
de parametros do problema mecanico considerado. Os expoentes caracteristicos £iA
também satisfaz a relacdo cos(2r\) = a. Observemos que, se |a| = 1 entao |p;| =1 e

pela observacao 1.3.28 o sistema serd estavel se a matriz X (27) é diagonalizdvel.

iii) Caso a = 1. Usando a equagao cos(27A) = a = 1 deduzimos que a frequéncia
A = N, onde N é um inteiro, ou seja, temos ressonancia béasica simples. Aqui p; =
p2 = 1. E a questao de estabilidade, neste caso, esta relacionada com o fato da matriz
X (2) ser redutivel a forma diagonal ou nao. A saber, se os divisores elementares para
essas raizes s@o simples (ou seja, a matriz X (27) é diagonalizavel), entdo o sistema
linear ¢ estavel. Se os divisores elementares nao sdo simples (ou seja, a matriz X (27)

nao ¢ diagonalizavel), entao o sistema linear (3.22) ¢é instédvel.

iv) Caso a = —1. Neste caso, cos(2m\) = a = —1, ou seja, 2\ = 2N + 1, onde
N é um inteiro. A equagao caracteristica (3.36) possui raiz dupla p; = pa = —1.
Novamente, o sistema (3.22) é estavel se X (27) é redutivel a forma diagonal e instavel

caso contrario.

Nos trés dltimos casos, distinguidos pela condigao |a| < 1, a solugao rigorosa do
problema de estabilidade requer a andalise das equacbes nao lineares do problema per-
turbado.

Observacgao 3.6.1. Para realizar os cdlculos necessdrios em um problema especifico
de mecanica ou fisica, pode ser conveniente as sequintes consideracoes sobre os valores

numéricos das entradas da matriz X (2m).

Na regiao |a| < 1 de estabilidade do sistema linear, seque que o produto x12(2m)x21(27)
¢ sempre diferente de zero, este fato se dd pois a condi¢ao |a| < 1 e a equagdo (3.35)

sao incompativeis.

Se x12(27) = x91(27) = 0, entdo pela equagao (3.35), w11x22 = 1, dai a matriz

X (2m) tem as formas diagonais:
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Paraa =1

Para a = —1

Se para |a] = 1 a matriz X(27) nao ter forma diagonal, nem ser redutivel a uma,
entdo x12(27) e x21(27) nao podem ser ambas zero. Logo, Temos trés casos,
a) x12(2m) # 0, z21(27) = 0;
b) x12(2m) = 0, x91(27) # 0;
¢) x12(27m)x21(27) < 0.
Os dois primeiros casos sequem do fato da matriz X (27) nao ser redutivel a forma

diagonal. Para verificarmos o terceiro caso, facamos
p? — (211(270) + 229(27))p + (211 (270)220(27) — 212(27) 201 (27)) = 0,
consequentemente,
A = (211(27) + 222(27))% — 4 - 1 - (@11(27)292(27) — 212(27) 21 (27)) = 0,
donde seque que
(211(27) — 292(2m))% = —4x19(27) 201 (270,
equacao esta que € equivalente a c), como queriamos concluir.
Vejamos um exemplo do caso ¢) abordado anteriormente.
Exemplo 3.6.2. Consideremos um sistema com fungao Hamiltoniana
H= %(x% +23) + %[(2 cos(t) + sen(t))xy + (cos(t) — 2 sen(t))xa)?.
A matriz fundamental € dada por

s

X(t) = ( t t
— sen(t) — ~(2cos(t) + sen(t)) cos(t) — 5=(2cos(t) + sen(t))

xen=( 2 L)

Consequentemente, f(p) = det(X (2m—pl2)) = 0 € equivalente a p>—2p+1 = 0. Assim,

cos(t) + L(cos(t) — 2 sen(t)) sen(t) + 5= (cos(t) — 2 sen(t)) ) ‘

Desta forma,

a=1, p1 =p2=1 e como o posto da matriz X(2n) — I € igual a um, a matriz X (2m)

nao pode ser diagonalizdvel.
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3.6.2 Normalizagao

Vamos construir a transformacdo que normaliza o sistema (3.22) no caso que o sistema
tem um grau de liberdade (n = 1). A construgao desta transformagao depende de trés
casos, |a| < 1, a =1 e a = —1, estes casos descritos sao descritos no livro do Markeev
[19].

Consideremos o caso em que |a| < 1. Vamos inicialmente calcular o autovetor v
da matriz X (27) associado ao multiplicador caracteristico p; = €?*™ = cos(27\) +

i sen(27w\). Para isso, fagamos
1'11(27'(') — pP1 x12(27r) U1 _ 0
.CI}21(27T) .1’22(271’) — pP1 V2 0 ’

{ (x11(2m) — cos(2w\) — i sen(2wA))v1 + x12(27)ve = 0

ou seja,

x21(2m)v1 + (w22(27) — cos(2w\) — i sen(27wA))ve = 0

Donde obtemos,

U1 i —$12(27T) — is
< vy ) B ( x11(27) — cos(2w\) — i sen(27w\) > S

- —.%‘12(2#) 05— 0
x11(27) — cos(27wN\) —sen(27\) )

Dentro da regido de estabilidade do sistema, onde |a| < 1, a transformagao normali-

com

zadora pode ser obtida por meio do algoritmo descrito anteriormente. Vamos usar a

notagao
1
VIVl

Vimos que, a matriz da transformacao normalizadora N é real, simplética, 2m-periddica

v={r,Js) =x12(2m) sen(2w\), 6 =signv, k= (3.40)

em ¢ e pode ser escrita da forma N = X (¢)PQ(t), em que

B B 0 —0Kx12(2™)
P= ( —Hs Okr ) B ( k sen(2wA)  0k(x11(27) — cos(27N)) > ’ (3.41)

B cos(At) =4 sen(At)
Q) = ( 0 sen(At)  cos(At) ) ' (3.42)

O sistema normalizado tera a fungao Hamiltoniana da forma

1
H = 20Mwi +u3)- (3.43)
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Para a normalizacdo no limite da regidao de estabilidade |a| = 1 consideraremos que

a matriz fundamental X (¢) avaliada em 27 nao é diagonalizdvel.

No caso a = 1, ocorre ressonancia de primeira ordem. Como no caso anterior a

matriz normalizadora N pode ser escrita como o produto de trés matrizes
N = X(t)PQ(1),

onde neste caso,

O ntmero § e a matriz P sdo definidos por:
Se x12(2m) # 0, entao

] K12 0
0 = sign(z12(27)), P = seu@m-1 1 (3.44)

2m|z12(27)| F12

e se x21(2m) # 0, entao

111(27r)71 L
§ = —sign(w91(27)), P = 2mlz12(2m)] 2] (3.45)
—K21 0
Em ambos os casos acima, x;; = lm"]é(:”)l. Logo, o sistema (3.22) normalizado é dado
pela funcao Hamiltoniana
1
H= 553/%, onde § = +1. (3.46)
No caso a = —1, ocorre ressonancia de segunda ordem, aqui o periodo da matriz

de normalizagio é 47 e ndo de 27 como nos casos anteriores. A matriz N novamente é
dada por N = X (t)PQ(t), sendo necessario na definicao do § e da matriz P mudar nas
férmulas a quantidade 27 para 4w. Os cdlculos podem ser simplificados se notarmos
que X (47) = X?%(27). O ntimero § e a matriz P sdo definidos por:

Se z12(27) # 0, entao

|2122(27f)| 0
§ = —signz12(2m), P = B 3022(27;)4-1 o (3.47)
V/27|z12(2m)| [z12(27)]
e se x21(2m) # 0, entao
¢ z11(2m)+1 27
0 = signzo (27), P = V2w (2m)] 212 ) (3.48)
_ /|J»’212(27r)| 0

e assim, o sistema (3.22) normalizado corresponde a fungao Hamiltoniana (3.46).
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Capitulo 4

Método de Deprit-Hori

A teoria da perturbacdo baseadas mo uso de colchetes de Poisson obteve vantagens
provenientes do método usual feita por Hori, em 1966 e Deprit, em 1969. O método de
Deprit-Hori, possui uma relevancia significativa no universo restrito de funcées Hamil-
tonianas quadrdticas, com o intuito de determinar uma fungdo geradora T—periddica
com a finalidade de obter uma mudanca canédnica linear T-periddica de coordenadas que
transforma a fungdo Hamiltoniana dependente do tempo em uma funcdo Hamiltoniana

autonoma. Para maiores detalhes desta teoria sugerimos as referéncias [9], [19], [30].

A partir de agora vamos abordar o método de Deprit-Hori para sistemas Hamil-
tonianos lineares, com o intuito de descrever a construcdo das curvas que limitam as

regioes de estabilidade e instabilidade.

4.1 Algoritmo do Método de Depri-Hori

Consideremos o sistema Hamiltoniano
v _ _ OH
X=-%%
com Hamiltoniano analitico em € de modo que
[e.e]
H(x,X,t,e) =Y  —Hp(x,X,1), (4.2)

m)
m=0

em

onde xT = (1, ...,z,), X = (X1, ..., X,,) sdo os vetores de posicao e momento, respec-

tivamente, e € é um parametro pequeno (0 < € < 1).
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. - o D .
Vamos agora construir a tranformacao candnica x,X — y,Y que leva a funcao

Hamiltoniana (4.2) na funcao Hamiltoniana normalizado

X m
€
K(y.Y.t,e) =Y OgKm v, Y, 1). (4.3)
m=

O método é baseado no uso da série de Lie e da transformacao de Lie. A trans-
formagao canénica D surge como a solugao ¢ do sistema auxiliar de equagoes diferenciais

dado abaixo,

dx oW (x,X,t;n) ax _OW(x, X, t;n) (4.4)
dn X ’ dn ox )
dt 0 dR oW (x,X,t;n)
dn ’ dn ot ’

O sistema (4.4) estd sujeito as condigdes iniciais (para n = 0)
x=y, X=Y, t=t, R=0,

onde R = K(y,Y,t;e) — H(x,X,t;¢) é a fungao resto, n é um parametro pequeno
variavel (0 < n <€) e W é a funcao geradora da transformacao ¢ dada por

X m

3

W:

m=0

W1 (%, X, 1), (4.5)

E

A transformagao ¢ obtida por esse processo é uma transformacao simplética proxima

da identidade. O novo Hamiltoniano K as vezes é dito transformada de Lie de H.

Vamos expor a técnica usada para construir a fungao geradora (4.5) e consequen-
temente a fungao Hamiltoniana transformado (4.3). Usaremos as seguintes relagdes de

recorréncia encontradas no livro do Markeev [19]

Ko = Ho, (4.6)
m—1 i1 DWm
K, =H,, + (G L;jHp, C 1 Km—j) — ~Dr (4.7)
j=1
onde o oW
=" _L.H 4.
Dt at 0 ( 8)
j—1
Kj;=L;K; — Z C]S':llLsKjfs,ia (4.9)
s=1
r!
[/ — 4.10
"kl (r— k) (4.10)

Ao se resolver as equagoes em (4.7) para encontrar, recursivamente, K,, e Wy,

(m=0,1,2,---) supdem-se que K,, é autonoma e W, 7-periédica em ¢.
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A notacao L;f usada acima é para o colchete de Poisson entre f e W; isto é,

_wy =S (2L o5 0w,
Lif ={f,Wi} = ;(ayi oY; 0Y; dy; )

(4.11)

A partir das relagoes (4.6-4.11) , teremos as seguintes equagoes de aproximagao:
Para m =0,

Ko(y,Y,t) = Hy(y, Y,t). (4.12)

Para m = 1, usaremos a equagao (4.7), para obter os termos de primeiro grau com

relagao a €, obtendo

gy . DW.
Ky = Hi+Y (C{_{LiH_j+C]_K;1_; 21
1 1+j71( 1 LiH1—j + C_1Kj1-5) Dt
0 DW
—1 1 1
= H1+j§1(08 LiHi—j + CyKja—j) = —p;
DWW
- H — . 4.13
T (4.13)

Impondo a fungao K7 os requisitos advindo do problema considerado, de (4.13) pode-se

calcular Wj.

No caso em que m = 2, para obter os termos de ordem dois primeiramente en-
contremos K11 = Li1K;. Analogamente para m = 1 podemos obter W5 a partir da

equacao (4.7) que nos fornece a igualdade:

2—-1 DW-
- A ,
Ky = Hy+Y (CJ{LjHy j+C)_Kjs ;) — D
7j=1
1
- ) DW,
= Ha+ ;(C{ LiHz—j + C1Kj2—j) = —=
DW.
= Hy+ CYLHy + ClKyy —
DW.
= Hy+ L H + Ky — TtQ' (4.14)

Para m = 3, inicialmente devemos determinar as funcoes K12 = L1Ky e Ko =

LyKy — L1Kq 1, e assim podemos obter as fungoes K3 e W3 pela equacao,

2 DW.
. . 3
Ky = Hy+Yy (C37'LiHy j+CiKj3 ;) — i
Jj=1

DW.

= H3+CSL1H2+021K172+021L2H1+022K2’1 — Dt3
DW-

= H3+L1H2+2K172+2L2H1+K2’1 — Tts (415)
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O procedimento para construir as expansoes (4.5) e (4.3) (para n = €) pode ser
continuado. Vamos escrever as relagoes explicitas necessarias para obter essas expansoes

até o quinto grau em e.

Para m = 4,

DW,

—_— 4.1
()

Ky=Hy+ L1H3+3K13+ 3LaHy +3K29 +3L3H1 + K31 —

onde

Ky 3= L1Ks,

Koo = LoKy — L1 Ky 9,

K31 =L3Ky — L1Ko1 — 202Ky 1.

Para m = 5,

K5 = H5 + L1H4 + 4K1’4 + 4L2H3 =+ 6K273 =+ 6L3H2 + 4K3’2 (417)
DW;
4L, H Kij1 — —
+ aH1 + Ky Dt
onde
K14 = L1 Ky,
Koz = LoK3 — L1 K3,
K39 = L3Ky— L1Ks2 —2L2K1 9,
Ky = LyKy — L1 K31 —3LoKo1 — 3L3Ky 1.

Seguindo com esse processo construtivo e recorrente podemos escrever relagoes para

qualquer m, isto é, podemos obter K,, e W,, para todo m.

Na referéncia do Markeev [19] podemos ainda encontrar as expressoes de trans-
formacoes candnica D, no inicio desta secao, em séries de e. Explicitamente as séries

tem a forma

- pwy 1,[Dw, DWWy ]
X—y+€DY +§6 DY +<W7W1> +--
pw, 1,[pw, Dw; _ ]
X=Y - i
+6DY+26 Dy +<Dy,W1> +

4.2 Construcao da fronteira das regioes de estabilidade e
instabilidade pelo método de Deprit-Hori em sistemas

com um grau de liberdade.

Suponha um sistema Hamiltoniano linear com um grau de liberdade que depende de um

ou mais parametros, seja tal que as raizes da equacao caracteristica possuem maédulo

102



maior do que um. Além disso suponha que a funcdo Hamiltoniana é continua, 27-
periddica em t, analitica com respeito ao pequeno parametro e e para € = 0 descreve
uma frequéncia w. Ou seja, estamos supondo que a fungao Hamiltoniana tem a seguinte

forma

X _m
H= ; w(@+p?) + Z %Hm, H,, = Z hl(,ﬁ)(t,a)q”p“, (4.18)

=1 vtu=2
onde w = w(a) e os Hy, = Hp,(q,p,t,a), ou seja, w e H dependem de um parametro
a. Suponhamos ainda que para a = ag a frequéncia do sistema nao perburbado (para
e = 0) é igual a um inteiro ou um meio inteiro e satisfaga a relacao de ressonéncia

2w = N # 0 (abordaremos o caso em que w = 0 mais a frente), onde N é um inteiro.

A fim de construir a equacao da curva fronteira da regiao de estabilidade/ insta-
bilidade no plano dos parametros a €, escreveremos o parametro a como uma série de
poténcia em €

a=ag+ eay + €2as + 3az + ... (4.19)

Tais curvas emanarao do ponto a = ag no eixo € = 0. O valor ag, como falamos acima,

é tal que 2w(ag) = N.

Ao substituirmos a expressao (4.19) na funcdo Hamiltoniana (4.18) e em seguida

aplicarmos a rotagao de um angulo w (se necessario for) dada pela transformacao
q = cos(wt)xr + sen(wt)X , p=— sen(wt)r + cos(wt)X, (4.20)

e desta forma estamos prontos para iniciar o processo de Deprit-Hori. Ressaltamos
ainda que essa rotagao pode mudar o fato do Hamiltoniano ser periddico. Nesse caso a
fungao Hamiltoniana somente serd periédico se a frequéncia w(ay) satisfizer a relagao de
ressonancia, por exemplo, 2w(ag) = N. Aplica-se a rotacao antes de iniciar o processo

de Deprit-Hori com o intuito de simplificar ainda mais o Hamiltoniano Hy.

Aplicando a rotagao (4.20), usando a Proposicao 1.2.36 e o Exemplo 1.2.40, o novo
Hamiltoniano tera Hg = 0. De fato,

ow
H(l‘,X,t,a,G) = H(vaauave)—’_ai
_ 2 2
_2q—|—p —1—2 m(x, X, t,a) — 2(3:+X)
- g((cos(wt)x—i- Sen(wt)X)2+(— sen(wt)z + cos(wt) X )2)
(o.9] em
+ Z—!Hm(:rXta) (x* 4+ X7)
m=1
Assim,
€2 e
H(zx,X,t,a,¢) =eHy(z,X,t,a) + gHg(x,X,t,a) + gHg(J:,X,t,a) cee
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Pelo fato de Hy = 0 a expressao (4.8) torna-se mais simples, assumindo a forma

DW,, W,
Dt ot

Utilizando as equacgoes de aproximagao descritas anteriormente, obtemos

Ky =0,
DWWy
Ki = H-—
1 1 Dt
oW1
= H ———+LH
1 It + Liido
oWy
= H ———.
T
Dividindo por 27 ambos os lados da iltima equagao e integrando de 0 a 27, temos
1 2
K1 = 27 Hl(y, Y,t)dt y W1 = /(Hl — Kl)dt. (421)
T Jo

Na aproximacao de segunda ordem, teremos

DW,

Ko = H. I1H K1 — ——
2 o+ L1ty + K11 Dt

K1 =LKy,

e novamente de acordo com as hipdteses sobre as fungoes K e W (K autéonoma e W
2m-periédica), lembrando ainda que as fungoes H,, também sao 27m-periddicas em ¢

(m=1,2,...), obtemos

1

T 2r

2T
K / (Hy+ Lo Hy + LKy )dt, W = / (Hy + Ly Hy + LKy — Ka)dt,
0

Seguindo com esse processo para m — oo obtemos o Hamiltoniano transformado

da forma
K=Ky+eKi+---= k20y2+k11yY+k02Y2, (4.22)
€™ (m) 4.(m)
onde k;; = Z —‘kzjm , k”m é constante e depende dos coeficientes aq, ao, ..., am,.
m!

m=1

Do Hamiltoniano (4.22) segue que
k 2k
JK — 11 02 ’
—2koo  —kn1
e a equacao caracteristica é dada por

det(JK — AI) = 0 ou equivalente,

M2 — (k}, — 4kaoko2) = 0, donde obtemos
104



M = k3 — dkookoo.

Desta forma, como temos instabilidade para raizes com parte real positiva, temos que

a regiao de estabilidade é definida pela inequagao
ki < dkookos,

e sendo assim, concluimos que a fronteira da regiao de estabilidade/instabilidade é dada
pela equacao
k2, = 4kaokoo. (4.23)
Como . .
_ . 21.(2) 37.(3)
kij = ek:ij + o€ k‘ij + 56 k:l.j + ..

teremos a partir da equagao (4.23) que

1 1 1 1
E? 4 3 SV 4+ 3 AEWED 4 o SEWE? 4 101 AR 4= a4k +
4 1,2 4 1,03 4 1,2 4 2, (2

*2!6314550%(()2) + *3!64’“50)]“(()2) +. *2!63’“52)14750) + 72!2!64]‘3%0)]‘3(()2) +

Igualando os coeficientes de mesmo grau em e na mesma equacao acima, obtemos

as seguintes relagoes

1)2 1), (1

kgl) - 4]‘750) k(()Q) )

1), (2 1), (2 2), (1
EYRD = 2050k + B RG),

e é através dessas sucessivas igualdades que calculamos os coeficientes a1, ao, ... da

expansao (4.19) das curvas de fronteira da regido de estabilidade/instabilidade.

De (4.21) obtemos
Ky = k52 + kY yy + k5 Y?,

onde os coeficientes k;; sao da forma w;ja; + v;;. Sendo assim, deduzimos da primeira
equacao da sequéncia acima que existem dois valores para aj, ou seja, a equagao para
a1 é quadratica. De fato,
2 _ 4. 1)1
kyy" = dkgg ko,
2
(u11a1 + v11)” = 4(u20a1 + v20)(uo2a1 + voz)

(u%l — 4U20U02)a% + (2u111)11 — 4UQOU02 — 4U20u02)a1 + (U%l — 41)021)20) = 0.

Assim a ultima equacao assume a forma,
Aa%—i—Bal—i—C:O,

onde A = u%l — 4uQ0u02, B = 2U11U11 — 4UQ()U()2 — 4v20u02 e (C = U%l — 41]02’1}20.
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Portanto, como cada Hj depende linearmente de ag, para cada valor encontrado de
a1 podemos determinar os coeficientes as, ag, ... de forma tnica. Logo, concluimos que
existem duas curvas que limitam as regides de estabilidade/instabilidade que emanam

do ponto (ag,0) no plano dos parametros ae.

Veremos agora um caso particular, quando a frequéncia de oscilacdo do sistema
nao perturbado (e = 0), para alguns valores do parametro a, se torna zero (w = 0).
Assumiremos sem perda de generalidade que o Hamiltoniano do sistema néo perturbado

tem Hy da forma
1
Ho = 5(X* +w?(a)a?),

7 . d 2
e além disso, w(ag) = 0 e - # 0 para a = ap.

O limite da regiao de instabilidade, que emanam de um ponto a = ag o eixo € = 0
serd da forma (4.19). Em seguida, para o limite ser determinado precisamos considerar

a seguinte expressao

d(/.)2 dwz 1 d2w2
2 _ 2 2
w —67@14‘6 (daa2+2 la2(11> + ... (424)

Substituindo as expressoes (4.19), (4.24) na fungdo Hamiltoniana estudado e o expan-

dindo como uma série de poténcia em e, obtemos
1y ~=e€m
H=_X?+ m}_:l mHm(:g, X, 1), (4.25)

onde H,, é uma forma quadritica com coeficientes 2mw-periédicos em ¢ e depende de
a; (i < m). Por outro lado, em relagao ao termo a,, a dependéncia de H,, é linear.
Procuraremos a funcao geradora W de periodo igual a 27 tal que o Hamiltoniano

transformado (4.3) nao dependa do tempo t.

Dessa forma para € = 0 temos

1
Ko = 5YQ. (4.26)

Para a primeira aproximacao temos a seguinte equagao

DW,
Ky = H—
1 1 Dt
oWy oW,
= H -y 1_2°L 4.27
1 5y~ ot (4.27)

Estamos considerando aqui a seguinte rotagao para Hj.

Hy = M 4 0D 4 )
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e analogas notagoes para K e Wj. Entao, comparando os coeficientes de (4.27), usando

igualdade de polinomios, obtemos as relacoes

1)
1 1) dw
Ky = by - T (4.28)
(1)
1 1 1 dw
TR (429
1 1 1 dwy
k(()z) = héo)_wgl)_ de (4.30)

De onde segue que

1 I 1 1 1
=L [ = [0
™ Jo
1 1 [ g 1 1 1 1 1
k§1) = %/0 (hg1) - 2w§0))dt, wgl) = /(hgl) - 2w§0) - kgl))dt

1 1 [ g 1 1 1 1 1
k((J2) = %/0 (hgo) - wgl))dt’ wéo) = /(hgo) - w§1) - ]“3(()2))dt-

Analogamente obtemos as demais aproximacoes e no infinito o Hamiltoniano transfor-
mado tem a forma )
K= kQQyQ + knyY + 5(1 -+ 2]@‘02)}/2, (4.31)

€ - . -
onde k;; = g —'k:gn), com k:z(jm) constante. Portanto o limite da regiao de estabili-
m!
m=1

dade/instabilidade neste caso é definido pela condicao
k2, = 2koo(1 + 2koa). (4.32)

Observacgao 4.2.1. Se Hy nao depende do tempo, os nimeros tiwg sao os autovalores
de JD?Hy. Caso Hy depender do tempo, entdo os +iwy, sdo os expoentes caracteristicos

do sistema em questao.

Em geral, considere ¢ > 0, os autovalores +iw; nao necessariamente distintos, ou

seja, multiplicadores com médulo 1 e que nao ha multiplicadores multiplos

Wik + wi 7& N. (4.33)

Logo, pela continuidade dos multiplicadores caracteristicos em relacao a €, segue
que a condigao dada por (4.33) também valerd para e suficientemente pequeno. Além
disso, para 0 < € < 1 esses multiplicadores, p; = e2™wi nao podem ter médulo maior

que 1.

Se para € = 0 existe ressonéancia, wy + w; = N, entdo para € # 0 suficientemente
pequeno pode ocorrer dos multiplicadores terem moddulo maior do que 1 ou nao, ou

seja, pode ocorrer estabilidade ou instabilidade.
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O Teorema de Krein-Gel’fand-Lidskii vem nos da condigoes necessérias e suficientes

para a estabilidade.

Podemos resumir o critério da estabilidade do Krein-Gel’fand-Lidskii da seguinte
forma. Se pelo menos uma das relagoes (4.33) nao é satisfeita, entao sempre é possivel
selecionar Hi, Hs,... do Hamiltoniano de tal maneira que o sistema linear correspon-
dente é instavel para e suficientemente pequeno. Caso a soma das quantidades wy e w;
distintas nao é um inteiro, entdo para € suficientemente pequeno o sistema Hamiltoniano

linear é estével para qualquer escolha de H,, (m =1,2,...).
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Capitulo 5

Equacao de Mathieu

As equacdes de Mathieu, foram apresentados pela primeira vez por Emile Léonard
Mathieu (1873 — 1890) que os encontrou enquanto estudava baterias elipticas vibran-
tes. Tais equagoes tém aplicagoes em muitos campos das ciéncias fisicas, como optica,
mecanica Celeste, Mecanica quantica e relatividade geral. FEles tendem a ocorrer em
problemas que envolvem movimento periddico ou na andlise de problemas de valor de

contorno de equacgao diferencial parcial que possuem simetria eliptica.

Neste capitulo, vamos inicialmente utilizar a se¢ao 13.6 do livro [1] para apresen-
tar uma formulacdo matemdtica do problema desenvolvido por Mathieu. Em sequida,
com base na referéncia [19], vamos expor a aplicagio do método de Deprit-Hori com
o objetivo de construir as curvas fronteira das regioes de estabilidade e instabilidade

relacionadas a equacao de Mathieu.

5.1 Formulacao Matematica da equacao de Mathieu

Quando equacoes diferenciais parciais como nas equacoes de Laplace, as equacoes de-
Poisson e a equacao da onda sao resolvidas com condigoes de contorno cilindricas ou
esféricas, pelo método de separacao de varidveis em coordenadas polares onde encon-
tramos solugoes radiais e solucbes angulares para os problemas referentes as Euagoes

Diferenciais Parciais.

Quando a condicao de contorno circular se torna eliptica nesses problemas cilindricos,
somos levados as fungoes angulares e radiais, que, portanto, podem ser denominadas

fungodes cilindricas elipticas.

Considere £, n, z coordenadas cilindricas elipticas, que sao adequadas para condi¢oes
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de contorno elipticas. A relagdo entre as coordenadas retangulares sdo dadas por:

x = ccosh&cosn
= csinh¢siny (5.1)
= z
onde 0 <& < e 0<n<2m em que o parametro 2¢ > 0 é a distancia entre os focos

das elipses confocais descritas por essas coordenadas. (Ver figura 5.1).

1 =3m/2

Figura 5.1: Coordenadas elipticas &,n. Figura retirada da referéncia [1]

Queremos mostrar que no limite ¢ — 0 os focos das elipses se acumulam como o
centro de circulos. Trabalhamos principalmente com coordenada z constante, digamos,
z = 0. De fato, para a varidvel radial fixa £ constante podemos eliminar a varidvel
angular 7, elevando ao quadrado a primeira equacao em (5.1) e depois dividindo por
(ccosh &)? e desta forma obtemos a equacao,

172

(Coosh &) = (cosn)?. (5.2)

De forma andloga, a partir da segunda equagao em (5.1) obtemos,

2

(csizjlihﬁ)Q = (sinn)?. (5.3)

E assim,
2 2

T Yy
n —1, 5.4
2cosh?¢  2sinh?¢ (54)

descreve elipses confocais centradas na origem do plano xy com semi-eixos maiores e

menores
a =ccosh, b=csinh, (5.5)

respectivamente. Uma vez que,

b / 1
—=tanhé=,/1— ——— =1 €2, 5.6
a anh¢ cosh? & ‘ (5.6)
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1
a excentricidade e = 7}15 da elipse (0 < e < 1), e a distancia entre os focos 2ae = 2¢
CoS

da uma interpretacdo geométrica da coordenada radial £ e do pardmetro c¢. A medida
que £ — oo e e — 0 as elipses se tornam circulos, como podemos ver na figura 5.1.
Conforme & — 0, a elipse se torna mais alongada, até que, em & = 0, ela se reduz ao

segmento de reta entre os focos.

Quando 7 é uma constante, eliminamos £ para encontrar hipérboles confocais

x2 y2

_ 2 ah2 e
ey snlp cosh® ¢ —sinh“¢ =1, (5.7)

que também estao representadas na figura 5.1.

O estudo do tambor eliptico é um caso em que as funcées de Mathieu aparecem
naturalmente, como veremos nas discurssoes que segue. Consideremos vibragoes da
camada do tambor eliptico com deslocamento vertical z = z(z,y,t), governado pela
equacao da onda

0%z 0%z 1 0%z
922 + a2 = 2or (5.8)
onde,
z = W(x,y)exp™, (5.9)

representa o deslocamento do ponto (z,y) em um instante ¢, W(x, y) descreve os modos
de vibracdes e w a frequéncia dos modos. Além disso, a velocidade ao quadrado v? =

T/p com a tensao T e a densidade de massa p sao consideradas constantes.

Nosso objetivo a partir deste momento é resolver a equagao (5.8). Para isto, vamos

derivar a equacao (5.9) duas vezes em relacdo a x, y e t, respectivamente, obtendo as

expressoes
0? L OPW
7’2 — eszwt ,
Ox? Ox?
0%z Pw
e expw‘)t 5 (510)
Oy? oy?
82
8t§ — L2w2 eXprt w.
Ao substuirmos as equacdes de (5.10), em (5.8) e como ¢? = —1, obtemos
L OPW 0*W w?
t t _ t
exp™ D + exp® 07~ o2 exp“t W. (5.11)
Dividindo ambos os lados de (5.11) por exp™?, encontramos a equacao,
PwW  PW 9 w
972 + a2 =—x"W, onde x = e (5.12)
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que é conhecida como equacdo de Helmholtz!. Para transformar a equacio (5.12)
em coordenadas elipticas é necessario calcular o Laplaciano utilizando coordenadas

generalizadas, com este intuito, calculamos as derivadas parciais de W com relacao a &

e 1, obtendo
oW _ oW or oW ay
o Oz 06 Oy O¢’
(5.13)
oW _ oW or oW ay
on  Ox On Oy On’
Consequentemente,
W W (00 oWk W (0y\' oWy
02 Qa2 \ 0¢ Oxr 062 Oy? o oy 0&2’
(5.14)
W oW 00\ oW 0W (0y)' oWy
o2 0x2 \0n Ox on? = Oy? \On Oy On?’
Substituindo as equagoes de (5.1) na equagoes em (5.14) temos,
Pw *w ow
oe2 = 52 (csinh & cosn)? + %(ccosh&:os n)
0? .y OW :
+ R (ccosh ¢ sinn) —l—a—y(csmhgsmn),
(5.15)
*w o*w ow
ar ~ on? (ccosh ¢ sinn)? + E(—ccoshfcosn)
0? . g  OW ) )
+ a5 (csinh & cosn) +87y(—csmh£s1nn).

Somando as equagoes apresentadas em (5.15),

O*wW n 0*wW
gz o
= aW(csinhfcos n)? + 0 W(c cosh € sinn)2+

2 2
2 axz

VEW(&,n) =

2

0*W
N2 - 2
22892 (ccosh&sinn)® + a7 (csinh & cosn)
= 57 [(csinh & cosn)? + (ccoshEsing)?)] +

2
+

52 [(ccosh &sinn)? + (csinh & cosn)?]

— 2I/IZ//Q-h2 2 2 W 5 . o 2 Ginh2

= W[C sinh® & + ¢“sin 77]+82[c sin” 7 + ¢® sinh” ¢|
2 2

= (c*sin?n + c?sinh?¢) <c’98xV;/ + %;g)

= (sin?n+ sinh? )V2W (2, ).

LA equacéo de Helmholtz é uma EDP que modela os fenémenos harménicos temporais de propagacio

e dispersao de ondas acusticas, eldsticas e eletromagnéticas.
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Logo,
O?W " *W
€2 on?

(5.16)

2 2
=( 251n217—i—cgsimh2§)<(9 w.,o W)

Ox? + Oy?

Pela equacao de Helmholtz (5.12), juntamente com a equagao (5.16), tem-se,

2 2
a@g + aavg — —c2x2(sin2 n+ sinh? &)W, ou melhor,
n
2 2
%4
88;2[/ + 88172 + ?x?(sin? ) + sinh? &)W = 0. (5.17)

Utilizando certas relacoes trigonométricas e relagoes de funcoes hiperbdlicas, a equacao

(5.17) assume a forma

82W+82W+ 9 9| (1—cos2n n cosh2¢ —1
aez oz T X 2 2

)] W =0, ou equivalentemente,

PW | PW |y
e + o + 5 [cosh 2 — cos 2n]WWV = 0. (5.18)

Utilizando o método de separagao de variaveis W (&,n) = R(£)®(n) a equacdo acima
assume a forma,
d’R P> Ay

(I’d£2 +Rdn2 + 5 [cosh 2 — cos 2n]|R(€)®(n) = 0, (5.19)

Divida ambos os lados de (5.19) por R(£)®(n), obtemos

1d?R  1d*® 22
R de +5d772 + 5 [cosh 2 — cos 2] = 0,

2.2
tomando, u = teremos,
1 d*R 1 d*®
R e + 2ucosh 26 = T + 2u cos 2. (5.20)

Para satisfazer (5.20), as equagdes dever se igual a uma constante, denominada,

constante de separacao . Logo

1 d*R 1 d*®
R a2 + 2ucosh 2§ = T ap

onde, o é uma constante de separacao.

+ 2ucos2n = «,

Entao, temos as seguintes equagoes, decorrente dessa separagao de variaveis

1 d*R
R + 2ucosh 2§ = a, (5.21)
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1 d*®
TS de + 2ucos 2n = a. (5.22)
Multiplique (5.21) por R e colocando-o em evidéncia, e a equagao (5.22) multiplicada

por —®. Dessa maneira, chegamos as equagoes,

d27R + [—a+2ucosh2§|R =0 (5.23)
a2 - ‘
d*®
P + [ — 2ucos2n]® =0 (5.24)

As equagoes (5.23) e (5.24) s@o conhecidas como equacdo radial e equagdo angular
de Mathieu, respectivamente. Fazendo a substituicao de varidvel £ = (n, a equacao

(5.23) fica no mesmo formato da equagao ordindria de Mathieu dada pela (5.24).

5.2 Regioes de estabilidade e instabilidade

A partir da equagao (5.24), fazendo as substituigoes, g = 49, t = 2ne f = —2u, obtemos
a equacao de Mathieu apresentada em [19], uma equagao diferencial de segunda ordem

com coeficientes periédicos da forma,
d?q
ﬁ + (Oé + ,BCOS(t))q = 0, (525)

onde « e § sao constantes. A expressao (5.25) serd a base de nossos estudos adiante.

Note que a equacao diferencial (5.25) pode ser escrita como um sistema de duas

equagoes de primeira ordem. De fato, considere z = (¢, p) tal que,

¢ = p
p = ¢"=—(a+Bcos(l))q,

e assim, obtemos o seguinte sistema Hamiltoniano linear,

()= (ot o) (5) =
j2 —(a+ Bcos(t)) 0 p

JS

g ( a + [ cos(t) 0)
0 1

¢ naturalmente uma matriz simplética, cuja funcao Hamiltoniana é da forma,

H:%(q p)<a+ﬁocos(t) (;)(;q))’
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ou equivalentemente,

H= %p2 - %(a + Bcos(t))q>. (5.27)

Consideremos o um parametro descrito pela expressao,
a = ag+ Bay + fPag + Baz + O(BY), (5.28)

onde os «j, com j > 0 sao coeficientes a determinar. Substituindo (5.28) na funcao

Hamiltoniana (5.27), temos,

H(g,p,t) = ip*+ Lo+ Bar + B2as + Baz + O(B*) + Bost)q?

1 2 3
B 2 2, B 2B 2
- Z == + t)q” + 3
p°+ saoq” + 1 2(a1 cost)q” +5r a2q” +5 N (5.29)

H. H:
Ho e 2 3

Realizaremos a normalizacao do Hy, com base no algoritmo apresentado na secao 3.5
do Capitulo 2. Com este intuito, vamos obter os autovetores da matriz J S associados
ao Hy (parte ndo pertubada do Hamiltoniano 5.29) e da matriz de normalizacao N.
Sabemos que,

1 1,
)

Hy=-p*+ =
0= 3P +2040q

G @ %Yo ye=( Y 1),
0 1 —ag O

A equagao caracteristica det(J S— A ) = 0 é equivalente a

consequentemente,

)\2—1—04020.

Portanto, A = +im, onde m = ,/ag > 0. Calculando o autovetor associado ao autovalor
A = im, teremos

JSv = imuv,

~()-(2)(2)

Mas iremos usar a caracterizagao de autovetores de um grau de liberdade, vista no

dai,

exemplo (3.3.1) e assim o autovetor sera dado por,



Ambos satisfazem JSr* = —ms* e JSs* = mr*, onde r* e s* sdo a parte real e
imagindaria, respectivamente, do autovetor v*. Tendo como base ainda o exemplo citado,

temos as seguintes quantidades:

0 = sign(r®, Js*) = sign\/ag = 1;
1 1

K = N ==

= (m) ()
7w ) T\ vm )

orr* = _\1/% :<_\/1’7”>.
0 0

Assim, a matriz N de normalizagao, é dada por

0o —-L
N = vmo)
[ )

e a transformacao canonica serd dada pela seguinte mudanga de variaveis

3

1
q= —ﬁp*y

Realizando esta mudanga na fun¢ao Hamiltoniana (5.29), teremos,

p = Vmg..

1,5 o B 1 32
H(Q*;p*v t7 B) = im(q* +p*) + 1! 2m (al -+ cos t)p* +—= 21 m Ckgp*
Hg Hy Hj
53 2 4
H,_/
Hj

Como m = ,/aq, entdo abordaremos o seguinte caso:

2
2m(ap) = 2y/ag = n, isto é, oy = ril , com n=12, ..

Desta forma, se n é um nimero par, segue que a transformagcao simplética (5.30) terd

periodo igual a 27. Caso n fmpar, a transformagao (5.30) sera 4m-peridédica em ¢.

Introduzindo a mudanga da forma,

g« = cos(mt)r+ sen(mt)X (5.30)
px = — sen(mt)x + cos(mt)X, '

iremos, através da Proposigao(1.2.36) e considerando o exemplo 1.2.40 com w = m,

1
obter uma nova funcdo Hamiltoniana em que o termo §m(:z:2 + X?) é eliminado, agora
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nas variaveis z, X, e funcdo Hamiltoniana (5.30) assume a forma

H(z,X,t,5) = /Bﬁ(al + cos(t))( sen®(mt) x> (5.31)
—2 sen(mt) cos(mt)z X + cos®(mt)X?)

+Z ———( sen”(mt)x* — 2 sen(mt) cos(mt)xX

+ cos?(mt) X?),

onde
Hy=0
/ 1
H, = Q—(al + cos(t))( sen®(mt)z? — 2 sen(mt) cos(mt)zX + cos®(mt) X?)
m
Hy = %( sen?(mt)z? — 2 sen(mt) cos(mt)zX + cos?(mt)X?)

A
H; = ﬁ( sen?(mt)z? — 2 sen(mt) cos(mt)xX + cos?(mt)X?)
m

A seguir, aplicaremos o método de Deprit-Hori com o intuito de encontrar a funcao
Hamiltoniana normalizada dado em (4.3) e assim construir as curvas que limitam as
regites de estabilidade paramétrica. Vale salientar que, neste capitulo fizemos o uso do
software Mathematica (ver apéndice) para a realizacao dos célculos aqui apresentados.
Desta forma, vamos considerar a expansao de « na forma

2
n
o= +af+0f + a3 + i’ + 058 + a8 + O(87), (5-32)
e K a fungao Hamiltoniano independente do tempo. A fungdo W serd procurada de

modo a ser 2m-periddica em t no caso de n ser par e 4r-periddica para n impar.

Paran =1 (w = %), teremos que ag = % e assim, construiremos as curvas que

emanam do ponto (%, 0) no plano «, #. Primeiramente, calculemos os K (j = 1,2,...,7)

conforme o método de Deprit-Hori, obtemos

Ky = 0,
1
K, = 2—(0[1 + cos(t))( sen®(mt)y? — 2 sen(mt) cos(mt)yY + cos?(mt)Y?)
m
oW
ot ’
Considerando K = k‘gé)y2 + kﬁ)yY + k:(();) Y2, temos,
(1)
o _ 1 2 _ dwyy
kyy = 2m(Ozl + cos(t)) sen”(mt) T
1 dwV
kgll) = _E(al + cos(t)) sen(mt) cos(mt) — dil ;
(1)
1 1 dw
by = 5+ cos(t)) cos®(mi) — = L2
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dividindo por 47 e integrando ambos os lados de 0 a 47, temos,

1 47 1 1 1
kéé) = o — (a1 + cos(t)) sen®(mt)dt = 20~
(1) 1 47 1
kiy = ), —%(al + cos(t)) sen(mt) cos(mt)dt = 0;
1 47 1 1 1
k:[%) = = ; %(al + cos(t)) cos?(mt)dt = 501 + T
temos ainda que,
. 1 11
wéo) = /(Qm(al + cos(t)) sen2(mt) — §a1 + Z)dt;
1
wﬁ) = /—m(a1 + cos(t)) sen(mt) cos(mt)dt;
1 1 1 1
w((]2) = /(2m(o¢1 + cos(t)) cos?(mt) — 201~ Z)dt’

e assim por diante até determinar o K.

Apébs encontrarmos as aproximagoes, escrevemos,

2 3 4 5
K = K0+’8K1+§'K2+%K +BK4+€' (5.33)

e em seguida o reescrevemos da forma,
K = kooy? + k11yY + koo Y2

Usando a condigao de fronteira (4.23) e igualando os coeficientes até a sexta poténcia

de 3, obtemos as seguintes equagoes,

af — ;=0

2010 + %al — 20/% = 0;

50/1L + 23001 — 5 a? 1+ éi 6a2a% + ag + 3042 = 0;

—dajog — 1404? %ggal + 2a0003 + 043 + 35 a3 1+ 20104 + 20042041 6a1a2 6a1a3 =0
3587761 of — 12010003+ 20105 + 20a1a3 — 70a1a2 — 6a1a4 — 623 0/11 +2c0004 — % 2 %gg a9+

a? + 4208 + 300203 — 203 — 33?’2 + 3y + 1P asa? — 5aga; = 0.

Resolvendo essas equagoes de maneira recursiva comecando da primeira, teremos os

coeficientes,

1 1 11

a ) a2 32" 7T T30 5T T U608

9 :—g,O@::F

Portanto, neste caso as curvas que delimitam as regices de estabilidade e instabilidade

para B > 0 suficientemente pequeno sao

95

49
@ =g+ 5B 3= g = s B o B~ T,

384 4608 36864
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11, 1, 1. 1 o, 11 o 49 55 .
=3 =58 =B+ 550 — 718~ 160s8” T 36s64° Tt 20a012°

ilustrado na figura 5.2.

Para n =2 (w = 1), temos que o = 1, e assim, construiremos as curvas que ema-
nam do ponto (1,0). De maneira andloga ao que fizemos, lembrando apenas que neste

caso W é 2m-periédica em t, chegamos as seguintes equagoes:

104 =0;
—1g01 + gaiag — gai =0;
—3asa} + Jajag + %a% + Zaj — % - %ag + a2 =0;
— a0} F 251+ 9350 §§ZQ?+ Hatar—f5a3—3arad—Lazai+Fazan+fasar = 0;
22840‘2 iala?a?) 12 oy + 2041043 - gggaw% 13385240‘% + 2oy — %0‘%044 + jaras +

5 3 32 8785 6, 1.2 1
164143 — 1280‘10‘2 + 320‘10‘2 + 20736O‘1 + 41472 + 1440‘2 + 5120‘1 + 303 — 8042 =0,

no qual segue,

_0 _ 1 E —0 9 763
ATE Ty My BTN M T au56 O T 3456
Portanto, temos as curvas
763
—1_ g2 4 -1 2 4
Qo1 = 5 + 34565 Qg = + 5 34565

Resumidamente, é possivel construir as curvas das regides de estabilidade e insta-
bilidade da equagao (5.25) para S > 0. Abaixo consta as curvas que delimitam as

regices de estabilidade e instabilidade no plano dos parametros af. Respectivamente
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estao representados as figuras 5.3, 5.4, 5.5, conforme as ressonancias estudadas.

MO _%52 + 312ﬂ4 - %667

wia = i - %/3 - %52 * 583 - ﬁﬁﬁt - 4(15(1)8/35 * 3648964ﬂ6 - 29221257’
e = i + %5 - éﬂg N %53 N 51464 * zlé(l)ésﬁ5 " 364896466 " 29231257’
Wi = 1- T;ﬁ2 + 34556B4 + 49?224056’

¥ ia = 14 %52 - 374653664 + iggéégéﬁﬁ’

Ao = Z + Tlﬁﬁz - 3%53 * %B4 * ﬁﬁf} - 1417946516056 * 323220057’
e = Z + Tlg;ﬁQ + 3%53 * %ﬁ4 B ﬁﬂ% N 1417946516056 - 3267;2200ﬂ7’
7§4) o = 4+ 3*10ﬁ2 . 21361()70064 t 17(1)?83200567

Wia = 44 %ﬁ “F 2146303005 - 17051700010005 "

W ia = % * %52 * 19;;36B4 - 1841132B5 * 5572236856 * 106176832ﬂ7’
7 = % * % * 19;;36’84 * 1811132ﬁ5 * 5573236866 N 10617683257'

Com o mesmo procedimento, é possivel obter os coeficientes da curva (5.32) com ordens
significativamente altas. Na referéncia [19] os coeficientes encontrados foram até a

ordem sete. Nos nossos estudos os coeficientes coincidem com os obtidos em [19]

A regiao de estabilidade serd denotada por g,, n = 1,2, .... As fronteiras da regiao

curvilineas go,—1 (m = 1,2,...) sdo denotadas por v2™m~2 e 42m~1 ¢ as fronteiras da
2m—1

p e y2™. As curvas 75 e 75 interceptam o

regiao gomm (m =1,2,...) sdo dadas por ~

eixo 8 = 0 no onto v = £ (k= 1.2, ...), a partir do qual para equeno originam uma
B p 7} y2,...),ap qual p peq g

regido de ressonancia paramétrica. Nas curvas 72%, v2¥ (k = 1,2,...) ocorre ressonancia
de primeira ordem e nas curvas y2¥~1, 4281 (k = 1,2, ...) ocorre ressonancia de segunda

ordem.
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Instavel

Estavel Estdvel

Figura 5.2: curvas de estabili-
dade/instabilidade que emana do ponto
(i, 0) no plano dos parametros a — 3.

Instavel

Estavel Estavel

Figura 5.4: curvas de estabili-
dade/instabilidade que emana do ponto
(%, 0) no plano dos pardmetros a — 3.

Instavel

Estdvel

Figura 5.6: curvas de estabili-
dade/instabilidade que emana do ponto
(%, 0) no plano dos pardmetros a — 3.

Instavel

Figura 5.3: curvas de estabili-
dade/instabilidade que emana do ponto

(1,0) no plano dos pardmetros a — .

Instavel

53

Estdvel Estdvel

Figura 5.5: curvas de estabili-
dade/instabilidade que emana do ponto
(4,0) no plano dos pardmetros a — 3.

instavel! L
instave
instavel instavel
instivel
04
02
estivel estavel
estavel . estivel
estavel
estavdl
[ | 94 4 251

Figura 5.7: curvas de estabilidade/instabilidade nos casos

ressonantes no plano dos parametros o — 3.
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Capitulo 6

Estabilidade Paramétrica de um
Péndulo Carregado com o ponto

de suspensao oscilante

A priori, permita-nos informar que este capitulo estd baseado no artigo [11].

Neste ultimo capitulo, investigamos os aspectos da teoria de estabilidade paramétrica
no problema do péndulo com ponto de suspensao variando através de uma lei harmonica,
onde o bulbo possui uma carga elétrica q, e abaixo uma linha horizontal eletrizada com

distribuicao uniforme de cargas com intensidade positiva.

Na se¢do 6.1 faremos toda a formulagao matemdtica do problema, exibindo a equagdo
do movimento do problema abordado. Vale salientar que, quando q = 0, reduz-se a
equacao de Mathieu. A fungdo hamiltoniana do problema é encontrada na se¢do (6.11).
O sistema hamiltoniano tem dois pontos de equilibrios, Py = (0,0) e Py = (m,0). Esses
pontos de equilibros significam que o bulbo do péndulo possui uma lei harmoénica com
oscilacao vertical do ponto de suspensao S. O o ponto P; corresponde a posi¢cao de
equilibrio com posicao angular @ = 0 do péndulo cldssico e o sequndo para a posi¢do de
equilibrio com posicao angular @ = w. Na se¢do 6.3 apresentamos o sistema Hamilto-
niano linearizado em uma vizinhanca dos dois tipos de equilibrio estdveis do sistema,
dependendo da posicao do equilibrio e do valor da carga q. estudando a estabilidade
paramétrica e encontrando as ressonancias de Krein, conforme a se¢ao 6.4. Na se¢do
6.5, construimos as superficies limites das regioes de estabilidade e instabilidade no
espaco dos parametros, analisando-os para os valores das duas ressonancias de Krein
simples. Calculamos os coeficientes de suas parametrizagoes até a quarta ordem de e
como funcdes do parametro q. Fxpomos casos especiais, quando o plano q = constante,
no qual obtemos as curvas de contorno neste plano das regides de estabilidade e ins-

tabilidade. No particular, quando fazemos a intersecao dessas superficies com o plano
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q = 0, obtemos o curvas fronteiras da equacdo de Mathieu com nossos coeficientes

concordando com aqueles apresentados em no capitulo anterior para esta equacdo.

6.1 Formulacao do Problema

Consideremos um péndulo com uma haste inflexivel de massa desprezivel e com-
primento [, cujo o ponto de suspensao S estd sujeito a oscilacOes verticais dada pela
lei harmonica p(t) = Acos(wt), onde A é a amplitude e w a frequéncia. O bulbo do
péndulo possui massa pontual m eletricamente carregada. Abaixo do péndulo, hd um
fio horizontal reto de comprimento infinito, com uma distribuicao homogénea de carga
elétrica positiva. O fio estd a uma distancia d do ponto fixo O no eixo vertical ao longo
do qual oscila o ponto de suspensao do péndulo, com d > [. Como pode ser visto na
figura 6.1. Se a carga g > 0, a projecao vertical da forga elétrica no bulbo, sempre
aponta para cima, enquanto, se for negativa ¢ < 0, ela sempre aponta para baixo,

baseando-se no conceito de forca eletrostatica.

Fixemos um sistema de coordenadas fixo Oxy, com a origem na linha vertical que
contém o ponto de suspensao, o eixo Oz direcionado verticalmente para baixo e o eixo
Oy orientado horizontalmente para a direita. Seja r = O? o vetor de posicao da massa
m colocada no ponto P. Para o sistema inercial de coordenadas, consideremos a base
ortonormal § = {e1, es}, fixa no ponto O, no qual, o primeiro vetor é direcionado para
baixo e o segundo para direita. Sejam 6 = 0(t) o angulo que a haste faz com o vetor e e
p = pe1 o vetor de posigao do ponto de suspensao. Insere-se um sistema de coordenadas
maével, tendo como base ortonormal 3 = {e, el}, onde e é o vetor unitario na direcao
do vetor SP e el é o vetor unitdrio perpendicular a e e direcionado no sentido do

crescimento de 0 (ver figura 6.1).

Neste primeiro momento, desejamos encontrar a formulacao matematica da equacao
do movimento do péndulo, em seguida, veremos que a equacao pode ser escrita como

um sistema Hamiltoniano e vamos obter a funcao Hamiltoniana associada.
Podemos extrair as seguintes relagoes entre as bases 3 e 8’ (ver figura 6.2),

e = cosfe; + senfesy

6.1
et = — senfe; + cosfes, (6.1)
¢,
e; = cosfe— senfet
i (6.2)
e; = senfe + cosfe—.
Derivando as equagoes em (6.1) com relagdo ao tempo (lembre-se que 6 = 6(t))
temos,
é=fet e &b =—fe. (6.3)



X

dx
+ + + + + o+ o+ F 4+ 4+ o+ o+ o+ o+ 4

Figura 6.1: Péndulo carregado com ponto de suspensao oscilante. retirado da referencia
[7]

Figura 6.2: Representagao das bases 8 e ' com o mesmo ponto de origem

Por sua vez, pela soma de vetores, o vetor posicao r do bulbo no instante ¢ é descrito
por,
r=le+ p=le+ pe;.
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Pelo fato de €; = 0, para i = 1,2, temos que, I = [é + pej, usando (6.3), obtemos

P =l0et + pe1. Consequentemente,

[(fet + 6et) + (per)
= (pcosf—1(0)*)e+ (16 — /- senf)e’.

i

(6.4)

Vamos trabalhar com um sistema ideal, isto €, desconsideraremos os efeitos magnéticos
e a resisténcia do ar, ou seja, tomaremos a forca magnética como zero. Desta forma,

temos que a forga total atuando sobre o bulbo é dada pela equagao,
F=F.+F,+T,

onde T=-Te ¢ o vetor forca de tracao, F. a Forca de Coulomb e F, é a forca gravita-

cional dada pela equagao F, = mge; = mg(cosf - e — senf - el).

Para obter a expressao da forga de Coulomb, definamos x como a distancia entre a

projegao do bulbo sobre fio até o incremento dx (ver figura 6.1).

—
Notemos que o vetor Pdx na base 3 é definido pela expressao (ver figura 6.3),

Pdx = (d — p—lcosf)e; + zes.

dx
LR I I N 2 S S S

Figura 6.3: Péndulo carregado com ponto de suspensao oscilante (modificada). retirado

da referencia [7]

Para calcularmos a for¢a de Coulomb entre o bulbo e o fio, precisamos obter a in-

tensidade da carga no fio, no ponto de projegao sobre a distribui¢ao uniforme. Sabendo
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que estamos trabalhando com uma distribuicao continua de carga no fio, segue que a
densidade linear da carga é o = % Pela teoria eletromagnética, a forca F. no bulbo
devido a distribuicao uniforme da carga é dada pela integral imprépria,

qo
22+ (d— p—lcosb)?]

F. = —k fj;o [ +[res + (d— p —lcosb)e|dz. (6.5)
3

Em (6.5), denote por A = [z#2 + (d — p —lcos0)?], y = (d — p—lcosf) e a = kgo. E

como o integrando em (6.5) é continuo, também é integrével. Usando as propriedaddes

de integrais improprias temos,

F, = a/o [xeg—l—(d—p—lcosﬁ)el]dx+a/+°° [zes + (d — p — lcosO)eq]dx
0

oo A3 A3
0 b
= « lim Ef%fﬁfﬂﬂf;%a lim Ef%fﬁfﬂgf.

as-oc /, A3 b—+00 Jo A3

Analizemos as primitivas que devemos calcuar. Inicialmente notemos que,

/xdx = / ° dx
A3/2 B [22 + (d — p — I cos 0)2]3/2
1
= - +c.
Va2 + (d—p—lcos)?

(Obtém-se tal resultado por substituicdo, fazendo u = 2% + (d — p — lcos6)?, temos
du = 2xdz).

x
Por sua vez, tomando y = (d—p—I[ cos §), por substituicao trigonométrica, — = tan 6
Yy

resulta na diferencial dx = ysec? 0df = LQdG, ou seja,
cos?0
1 1 Y 1 senf
—————dr = — dd = — [ cosfdf = .
/(952 +y2)3/2 e / cos? f(cos—2 0)3/2 y2/ Y2
Como senf = $, segue que
z? + y?

1 T
dx = .
/(ar:QerQ):‘/2 Y2/ x? +

Assim, pelo Torema fundamental do Céalculo em cada entrada do vetor,

0
e +

a

0
Ty

y2\/22 + 12

€1

a

/0 [rey +yeilde B 1
a A3 Vo2 + (d—p—1lcosh)?

a

EGE e

(1)

ey +

1 1
— —7—|—7
[ lyl /a2 + y2
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a

N

Dividindo o numerador e o denomidar de (i) por Va? = |a| = —a temos que —

1

yv/1+y2/a?

E utilizando o fato de y ser maior que zero, temos,

Y [zes + yei]dx

. . 1 1 1
aEIElOO a A% o agrfnoo <_y+ /a2+y2>e2+ <y 1+y2/a2>e1]
1 1
= ——e9+ —ej. (6.6)
Yy Yy
Analogamente,
" b b
/ [ze2 + (d — p — lcosB)eq]dz _ | 1 o+ xy o
0 A2 Va2 +y? ||, Va2 +y? |,
1 n 1 n 1
= | —-—=+ |2 + ————e;.
/b2+y2 Y Yy /1_|_y2/b2
Consequentemente,
b
d—p—Ilcosf)e]d 1 1
lim [zez + (d = p 3 cosf)erjd = —ey+ —ey. (6.7)
b—+oco Jo A2 Yy Yy

Finalmente, de (6.6) e (6.7) conclui-se que,

2kqo

Fo=——"—"—"—&¢€;.
d—p—lcosﬁe1

No que segue, vamos considerar a costante de proporcionalidade de Coulomb k igual a

uml.

Assim, a forga total é dada pela equacao,

2qo

F=F.+F,+ T =mg(cosbe — sen@ej‘) + (cosfe — senGeJ‘) —Te.

d—p—1lcosf
Por outro lado, pela segunda lei da mecanica F = m#, onde ¥ é apresentado em (6.4). A
primeira componente e determina a intensidade da tracao, ja comparando os componen-
tes do vetor el que define a dindmica do fenémeno, obtemos a equacio do movimento
do péndulo com carga q,

. 2
m(lf — p senf) = — <mg - d—pgalcosﬁ> senf.

Lembremos que, a lei harmonico do ponto de suspensao é dado por p(t) = acos(wt)
onde a é a amplitude e w a frequéncia. Facamos 7 = wt e denotemos por ’ as derivadas

com relacao a 7, dai temos que Cfl—; = w. Destes fatos, segue que,

. dfdr 5 9
H—dT 7 =0'w, ou melhor, = w0"(71).
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dp@

dr dt
a equacao do movimento do péndulo carregado com o ponto de suspensao oscilante é

2 1

= pw, seque que, j = w?p(1) = —w?

Assim como, p = acosT. Desta forma,

dada por,

2qo

) senf, (6.8)

mlw?0” + mw?acosTsinh = — | mg —
d—acosT —lcosf

mais precisamente, dividindo a equacdo (6.8) por miw? temos,

2qo
0" + % in6 + -2 sin 6 0 =0 6.9
TyeosTsmOE g m e +mluﬂ(d—acos7—lcos€ sen ’ (69)
e considerando a = l%’ e= %, d=2le20 =mgl em (6.9), escreve-se,

w

qo

0" + ecosTsinf + asinf + senf = 0. (6.10)

—ecosT — cosl
Quando ¢ = 0, esta equacao descreve o movimento de um péndulo sob uma oscilagao
vertical do ponto de suspensao como propomos no exemplo 1.1.15 conforme Capitulo
1.

Observacgao 6.1.1. Os walores § = 0 e 8 = w fornecem pontos de equilibrios para
a dinamica, para quaisquer valores de tempo e parametros. FEsses equilibrios sao no
sentido da variacdo de 0. De fato, para esses valores de 0, o bulbo do péndulo se move

harmonicamente na vertical para cima e para baixo entre dois limites | —a e | + a.

Posteriormente, exibiremos a equacao do movimento com a formulacao Hamiltoni-
ana, e veremos as condigoes de estabilidade dos pontos de equilibrio da equagao (6.10)

encontrados.

6.2 A funcao Hamiltoniana do sistema

Para obter o sistema Hamiltoniano, facamos 6 = u e §' = v, dai (6.10) é descrita,

v =
/ . . qo . (6.11)
v\ = —ecosT-sinu — asinu — senu

2 —ecosT —cosu

Como o sistema Hamiltoniano é escrito na forma z = JVH (z), admita,

H, = v
qo

H, = ecosT-sinu+ asinu+ senu
2 —ecosT — Ccosu

Podemos encontrar a fungao Hamiltoniana associada ao sistema, para isto, integramos

H,, com relagdo a u (usamos a substituicdo s = 2 — ecosT — cos ),

H(u,v) = —ecosT - cosu — acosu — galog(2 — ecos T — cosu) + £(v).
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2
Derivando H (u,v) com relagao a v, H, = &'(v) = v e com isso, {(v) = % Consequen-

temente, a funcdo Hamiltoniana do sistema é da forma:

2
H(u,v,7,e) = % —ecosT - cosu — acosu — qalog(2 — ecosT — cosu). (6.12)

Para obter os pontos de equilibrio do sistema (6.11), fagamos,
VH(z,T,e)=0,

onde z = (u,v) e para quaisquer 7 e e. Notemos que, os pontos de equilibrio sdo da
forma zy = (k7,0), com k € Z. Faremos uma anélise em torno dos pontos de equilibrio
P, = (0,0) e P, = (m,0) do espaco de fase definido no plano uv, e eles correspondem
ao movimento vertical do péndulo para cima e para baixo entre os limites [ —a e [ + a,

como mencionamos anteriormente.

Durante a proxima secao iremos investigar a estabilidade linear dos pontos sugeridos
P, e P, ou seja, vamos analisar a estabilidade dos equilibrios no caso nao pertubado
e = 0 (amplitude nula). Quando e = 0 o sistema definido por (6.11) descreve o

movimento do péndulo carregado com ponto de suspensao fixo.

6.3 Natureza dos Pontos de equilibrios

Almejamos estudar o caso particular quando e = 0, neste caso o sistema serd au-
tonémo. Objetivamos avaliar a natureza dos pontos P; e P, encontrados, com respeito
a estabilidade.

Consideremos a fungao Hamiltoniana associada ao sistema Hamiltoniano automomo,

ou seja,
1
H(u,v,a,q) = 5112 — acosu — aqlog(2 — cosu), (6.13)
com sistema Hamiltoniano,
u o=
/ . qo . (6.14)
v\ = —asinu — —— senu
2 —cosu

Temos o seguinte resultado.

Proposicao 6.3.1. Consideremos o sistema Hamiltoniano (6.14), afirmamos que:

(i) Se q <1, entao Py é um equilibrio estdvel;

(i) Se q > 3, entao Py é um equilibrio estdvel;
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Demonstragao: Vamos averiguar o item (i). Inicialmente linearizamos o sistema 6.14

em torno do ponto P;. Pois bem, a hessiana obtida do sistema 6.14 é dada por:

G:<a(1—q) 0>.
0 1

Logo o sistema Hamiltoniano linearizado é da forma

7 = JG(z—P)+0(z— P

(e )
(L 00

A equacao caracteristica de JG,
p(A) =det(JG — M) =0
é equivalente a,
M4 a(l—q)=0.

E como foi apresentado no Teorema 3.2.2, a estabilidade de pontos de equilibrios de um
sistema Hamiltoniano autéonomo ocorre se todos os autovalores sao imaginarios puros
e JG é diagonalizdvel, entao P é estavel se 1 — ¢ > 0. Portanto, ¢ < 1 é a regiao de

estabilidade do ponto de equilibrio P;.

Por sua vez, linearizamos o sistema 6.14 em torno de P, = (7,0). Obtemos a
Hessiana,
q
al-—1| O
G - (3 ) ’
0 1

e o sistema Hamiltoniano linearizado é dado por,

7 = JG(z—P)+0(z— P

(L) )
:<—a<§)—1> 3)()

O polinémio caracteristico de JG,
p(A) =det(JG —NI) =0

é equivalente a,
)\Z—i—a(%—l) = 0.

E pelo Teorema 3.2.2, P, é estavel se % — 1 > 0. Portanto, ¢ > 3 é a regiao de

estabilidade do ponto de equilibrio P;.
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Observacgao 6.3.2. Realizando a comparacao com o péndulo usual, ¢ = 0, o ponto de
equilibrio Py que € estavel no péndulo usual, torna-se instavel quando a carga é maior
que 1. Enquanto, no ponto de equilibrio Py que € instdvel para o péndulo usual, torna-se

estavel quando a carga € maior que 3.

Observagao 6.3.3. Para auxiliar as vdrias transformagoes de coordenadas que serao
feitas para obter a fungao Hamiltoniana periodica (6.25) conveniente para utilizar o
método de deprit-Hori para obter a funcdo Hamiltoniana auténoma para elaborar as
superficies fronteiras das regides de estabilidade, € conveniente sequir o sequinte fluzo-
grama,

(0,0') = (u,v) = (&n) = (z,9) = (X,Y).

6.4 Estabilidade paramétrica.

O caso extremamente complexo, ocorre quando e # 0, com o sistema Hamiltoniano
periédico. Para fazer a andlise da estabilidade para valores suficientemente pequenos

de e, vamos utilizar a teoria de estabilidade paramétrica vista no Capitulo 2.

Vamos analisar a estabilidade paramétrica do sistema linearizado em torno de cada
um dos pontos de equilibrios estaveis do sistema nao pertubado. Admitimos P; = (0,0)

para qualquer ¢ < 1, P, = (m,0) para q > 3.

Vamos obter a funcdo Hamiltoniana linearizada para e qualquer. Nos dois casos a

. ) 0*H(P))
diferenca estd apenas na termo ———5-—=.
ou
0*H (P, a
Para Py, temos A = & =ecosT + a+ qi, assim antes das substi-
Ou? 1—ecosT
tuicdes de varidveis obtemos H (u,v,T,q, a,e) = —(Au® + v?). Vamos reescrever A de

uma maneira mais conveniente, para facilitar a compreencao do Hamiltoniano apds a
mudanca de coordenas feita a seguir,
qu

1—ecosT
go + (eqacos T — eqa cos T)

A = ecosTt+a+

= ecosT+ o+

1—ecost

1—
_ ecos7'+oz+qa( ecosT) + eqacos T

1—ecost

= ecosT + a1 —q)+w.
1—ecost

Considerando £ = u —ug e n = v, com ug = 0 para P, e ug = 7 para P, obtemos,

1 1 1 Qg CcoST
H(&n,1,q,a,e) = 504(1 — )&%+ 5772 t3 (e CoST + el—ecos7> 2. (6.15)
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0’H(Py) qo

Para P, temos A = ———— = ecosT+a— ————, reescrevendo A de maneira
€2 1—ecosT
eqa cos
parecida como anteriormente, obtemos A = ecos7T + a(l — q) — CqaCST | Dai,
1—ecosTt
Hie )= 2ol - 9+ o0’ + T N (6.16)
T,q,a,e) = —a(l — = —lecosT—e—m—— . .
7/’77 ?q7 ) 2 q 217 2 1—€COST
O*H(P:
Para P, temos A = M = —ecosT — «a + L, reescrevendo A de
0¢? 3—ecosT

maneira conveniente,

A= —ecos¢—|—o<<q — 1)—}—3(6(1060087

3 3—ecosT)’
Dai,
He ae) = & (q 1)52+1 2 L cosr 4 e 2998 2 (617
T = o 2 - — —| — T . .
TG )= 53 2" T3 3(3 — ecosT)

Conforme o algoritmo descrito no capitulo referente a normalizacao de um sistema
Hamiltoniano com um grau de liberdade, através da matriz normalizadora N, faremos
a mudanca de varidveis (£,1) — (z,y) através da transformacado simplética exibida a

seguir

Afirmacgao 6.4.1. A transformacao de coordenadas

E=—=z, n=ywy,

7

¢ simplética, com w? = a(l — q) ou w? = a(g —1).

3

Demonstracao: De fato, para verificar tal fato é suficiente mostrar que a matriz

Jacobiana (1.49) da transformagao é nao singular e uma matriz simplética. Assim,

1
M = [ S &y ] = | Vo o1 (6.18)
Nz Ty 0 Jw

Temos que det M = 1, logo M é néo singular. E também satisfaz a relacio MTJM =
J. |

Observagao 6.4.2. Salientemos que a mesma transformagao na afirmacgdo 6.4.1 com
w? = (1 —q) ouw? = (% — 1) também é simplética. E os procedimentos a sequir sdo

andlogos para os outros pontos de equilibrios.
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Tal transformagao conduz a fungdo Hamiltoniana exibida em (6.15) na fungao Ha-

miltoniana com as novas vari[aveis (z,y),

1 a cosT
H(z,y,7,q,a,e) = Qw(xQ + %) + e(l +1 eqcosv-> 5 z?. (6.19)

Sendo a fungao Hamiltoniana (6.19) analitica com relagao ao parametro e, expandindo-a

em torno e = 0 obtemos

1
H(z,y,7,q,a,¢e) = §w(x2 +y®) +eHy + e*Hy + e*Hy + -+, (6.20)
onde,
1 1 i
Hy = iw(fng +4?), H = ;—waq costz® e Hj= % cos’ Ta%,j > 2. (6.21)

Posteriormente, para construir as superficies que separam as regioes de estabilidade e
instabilidade no espago dos parametros («, g, ) inserimos na fungao Hamiltonina (6.20)

a expressao:

a(q,e) = ao(q) + ear(q) + e*az(q) + *as(q) + O(e?), (6.22)

2
com op(q) = ————, onde a fungdo « representara a superficie emanando do ponto

4(1—q)
(qo, @0, 0). Reorganizando em poténcias de e encontramos o novo Hamiltoniano,
e? el ek
H(x,y,7,q,a,e) = Ho+ eHy + 57—[2 + §H3 + 4t H’H;~C + O(eMY), (6.23)
neste processo, convenientemente definimos,

. 1 .
Vo = ije] , —= = ZCjeJ, (6.24)
=0 \/a =0

Substituindo os valores impostos em (6.24) nas formas quadréticas em (6.21) tem-se
1
Hy = Svoy/T—q(@®+y%)
1
— 5(bo + bre + boe® + Z bmem) V1—q(z®+ %)

m>3

1 1 1
= ShoVI—a@® + %) + b1 - qe(@® +y7) + 5bay/1 - ge*(2” +y7)
1 m_m(,..2 2
+§\/1—q§ b"e™(x +y°),

m>3
1+« 1 o
H, = c cos Tz’ = — cosTx® + o cos x>
2w w 2w

1 < 2 q 2
———(cg+cre+ cmem) coSTXL" + ——— (bo + bre + bmem) COSTX
21 —¢q mZ>:2 24/1—¢q mz>:2

1 1 1
= ShoVI—a@® + %) + 51— qe(@® +y7) + 5bay/1 - ge*(2” +y7)
1
—1—5\/1 —q Z bme™(z? + o), ...
m>3
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H; = % cos’ 7% = \/2&] cos’ 7% = g(bo +bre + bae? + Z bmem) cos’ a2,

m>3
com j > 2.
Deste modo, mais uma vez, reorganizando com relagao as poténcias de e nos fornece as

seguintes expressoes para os polinomios homogéneos H; da funcao Hamiltoniana (6.23),

Ho = ~y/ao(l—g)(a® +4?);

2
b 1
2, = 51 1_q(x2+y2)+m[coc057+bgqcos7']x2;
b 1
Ho = 52 1—q(x2—|—y2)—|—27 1%_q[clcosT+b1qcos7'+boqCOSQT]ﬂ?Q;
- bn 2 2
%n - 5 1_Q($ +y)
+=———[cp_1COST + by_1qCOST + - - - + boq cos” 7]z7.

241 —¢q

A frequéncia do sistema linear nao pertubado obtido a partir de (6.23) depende
dos parametros ¢, e é dado por wy = m. Se 2w nao é inteiro entao pelo
Teorema de Krein-Gelfand-Lidskii (2.1.4), diz que o sistema linear ndo pertubado é
parametricamente estdvel, ou seja, o sistema (6.20) é estével para valores pequenos de
e. O Teorema também diz que se 2w(qop, ) = N, um inteiro, o sistema linear nao
pertubado nao é parametricamente estdavel, entdo em qualquer vizinhanca do sistema
nao pertubado existe um sistema instdvel, isto é, para pequenos valores de e # 0,
podemos encontar sistemas estaveis e instaveis. Por isso, faz-se necessario construir
contornos que possam dividir as regioes de estabilidade e instabilidade. Entao, neste
caso, no espago dos parametros (g, a, e) para o ponto (qo, ag,0), com e > 0, o sistema
(6.23) pode ou nao ser estavel para pequenos valores de e. A equacdo 2w(q, ) = N
define uma curva, no plano e = 0 surgindo do ponto (qo, ap,0). Portanto, precisamos
construir superficies no espaco de parametros que separam as regioes de estabilidade e
instabilidade, que emanam do ponto (qg, v, 0). Essas superficies interceptam o plano
e = 0 ao longo da curva 2w(q,a) = N. Salientando que, essas superficies tem como
expressao geral 6.22; isto é, uma série de poténcias de e com coeficientes dependendo

de q.

Para estabelecermos a construcao destas superficies, seguiremos o proceso de nor-
malizagdo do Hamiltoniano (6.23) pelo método de Deprit-Hori visto no capitulo 4.

Inicialmente, é conveniente eliminar o termo Hg, para isto, faremos uma rotacao de

angulo woT, onde wp = /(1 — q), na qual,

T = coswoTX +sinwyTY, y = —sinwyTX + coswyTY.
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Essa rotacao é uma transformacao simplética dependente do tempo conforme vimos

no exemplo 1.2.40, cuja funcdo geradora tem a derivada em relacdo a 7 dado por

1
W, = —icuo(X2 +Y?2), que elimina o termo H,.

N , - ~ . .
Como wy = 5 apos esta rotacao a funcdo Hamiltoniana torna-se,

H(X,Y,q,o,e,7) = eHy + eHy + e3Hz + - - -, (6.25)
onde,
H = b 1—q(X2+Y2)+;[6000ST+1)0(]COST}R2
2 2y1+¢q
b 1
Hy, = 52 1—q¢(X?>4+Y?%) + m[cl cos T + biqcos T + bog cos? 7] R

H, = %”\/1 —q(X?4+Y?)

[¢n—1COST 4+ bp_1gcosT + - - - + bgg cos” T]RZ,

1
24/1—q

N N
com R = cos (;) X +sin (;) Y.

Vejamos na proxima secao a esséncia da construgao de superficies fronteiras que

delimitam as regioes de estabilidade e instabilidade no espago dos parametros (g, a, €).

6.5 Resultado principal: Superficies limites de regioes de
estabilidade / instabilidade.

Nesta secao, descreveremos o processo de construcao de superficies fronteira de
estabilidade e instabilidade conforme realizamos para a elaboragdo das curvas limi-
tes fronteira de estabilidade e instabilidade no problema da equagao de Mathieu no
capitulo (5.2). Para isto, devemos transformar a fungdo Hamiltoniana dependente do
tempo (6.25), em uma fungao Hamiltoniana auténoma que representaremos por K. Al-
cangaremos o objetivo proposto, através do método de Deprit-Hori, conforme vimos no
capitulo 5. Para maiores informagoes sobre o processo de Deprit-Hori, ver as referéncias

[9], [19]. autonoma

Ora, aplicando o método de Deprit-Hori visto no capitulo 4, obtemos uma Hamil-

toniano autonomo em novas variaveis simpléticas p, P

K(pa P) = kQO(Q7a17a27 coey O,y €)p2+k11(Q7 A1, 02, ..., O, e)pp+k02(Q7 A1, 02, ..., Oy, €)P2,
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onde k;; = Z k:( m) ,comi,j=0,1,2.

m! 4

Em nosso caso especifico k11 = 0, entdo a equagao caracteristica torna-se
A2 + 4kogkgs = 0.

Entédo, a regiao de estabilidade é determinada pela inequacao kogkge > 0, e a fronteira

que dividem as regioes de estabilidade e instabilidade pelas equacoes abaixo

koo = k§0>e+ kge? + Y —‘kf]m = (6.26)
m>3
ou,
koz = ke +3 L@ 3 —‘kf;” = (6.27)
m>3

estamos nas superficies fronteira que dividem os setores de estabilidade e instabilidade
do sistema que representa o problema abordado. Definindo iguais a zero os coeficientes

de cada poténcia de e na expansao de kog € kg2, encontramos duas superficies no espaco
N2

4(1—q)

dos parametros (g, a, ) emanando da curva o = no plano e = 0.

6.5.1 Estabilidade no ponto de equilibrio P,

Nesta subsecao exibiremos as superficies que delimitam as regides de estabilidade e
instabilidade, emanando de retas no plano qa, que possuem ressonancias de Krein, es-
tabelecendo para valores pequenos de e, quais setores no espago dos parametros (g, a, €)
o sistema Hamiltoniano original do problema aqui estudado, com ponto de equilibrio

Py sera estavel ou instavel.

Superficies que delimitam as regioes de estabilidade para ressonancia de

Krein do tipo 2w =1

Neste caso, para N = 1, encontramos pelo processo de Deprit Hori, os seguintes coefi-
cientes para (6.26) e (6.27)

1 2
koo = ——— (4 —5q+8a1 (1 —
20 16(1—q)< g+ 8 q)>e+
1 [(4-3¢\*
1—q)—a2(1—q)? - 2 4—3¢) - — 24
+[a2( q) —ai(l —q)" = (4 =34) — 152 - +
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1 2
=~ (“445¢+8a(1+ ) n
ko2 601 =) ( 5q + 8aq ( q)°)e

2
v [a2<1 -0 - af- 0+ =30 - o (70

2.
28 \1-¢/) |7

Definindo iguais a zero os coeficientes na expansao em série de koo obtemos as superficie

S_, S+ no espago de parametros (g, a, €) emanando da curva o = ﬁ quando e = 0.
Sua parametrizagao é dada pela equagao
ot = o + are £ age? + +az T azet + O(e®)
4(1-q) ’
a 5q — 4
, =
8(1—q)?
—16 + 24q — ¢*
as = 3
128 (1 — q)
I 64 — 880q + 17564 — 901¢>
’ 2048 (1 — ¢)"
—9256 — 13056¢ + 21792¢° + 7T152¢° — 15297¢*
ay =

98304 (1 — ¢)°

A figura 6.4 mostra as superficies que sdo limites comuns de regides de estabilidade
e instabilidade. Na figura, a superficie S~ é a folha & esquerda e ST é a folha & direita.
A regido de instabilidade para P; quando N = 1 é a regiao entre as duas folhas S™
e ST. Encontrando as superficies limites para cada ressonancia, temos as regioes de
instabilidade entre as duas folhas determinadas para cada N = 1,2,3,--- . As regices
de estabilidade sdo os componentes conectados abertos determinados pelo conjunto
complementar das regides de instabilidade. O espago de parametros serao decompostas

em sucessivas regices de estabilidade / instabilidade com limites comuns.

estavel

Figura 6.4: superficies de estabilidade/instabilidade para N = 1 no espago dos pardmetros (, g, €), no ponto
P.
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6.5.2 Superficies que delimitam as regioes de estabilidade para res-
sonancia de Krein do tipo 2w = 2

Analogamente ao caso exposto na secao anterior, para o caso com ressoancia de Krein

2w(q, ap) = 2, encontramos

1 as a2 114> —11g+5
koo = -a1(1l— S P ) e ) D ———
20 qu(l-ae [2( q9)—-3(1-9q 201 — ¢

1
kog = Zal(l—q)e

as 2 , 11¢2—11¢+5 3¢*—3¢+1] ,
1221 - =%4(1 = _

G0 - da gt BT S
Neste caso, as equacoes koo = 0 e koo = 0 dardo as superficies,

1 7¢-Tq+ Lo 53¢ + 950¢3 — 1557¢% + 602¢ + 5.4

a = +O(ed
l—q¢ 12(1-¢)° 3456 (1 — ¢)° (€)
e)
N 1 5+11g+4° , N 723 + 5402q + 11541¢? + 1189443 + 4555¢*
(0% = e e
l—q  12(1+¢)° 3456 (1 + q)°
+0(e°),

que esta representado graficamente na figura 6.5.

Observagao 6.5.1. Prossequindo com N = 3,4, ..., temos a sequéncia de superficies
limite das regioes de estabilidade e instabilidade, para os demais casos de ressondancias

paramétricas.

Figura 6.5: superficies de estabilidade /instabilidade para N = 2 no espago dos parametros (a, g, €), no ponto
P
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Nas ilustracoes a seguir, obtemos as superficies fronteira quando N =1e N = 2
conforme figura 6.6. As regioes de estabilidade e instabilidade alternam com cada folha

como um limite comum. Na figura 6.7 temos se¢oes planares das regioes de estabilidade

e instabilidade para o caso de carga ¢ = —1

\In stavel

Instavel

I
estayel
'

Estivel

o0 o2 Estavel Estivel

Figura 6.6: superficies de estabilidade/instabilidade Figura 6.7: curvas de estabilidade/instabilidade
quando N = 1 e N = 2 no espago dos pardmetros quando N =1 e N = 2 no plano dos pardmetros (¢, ¢€),

(e g, €). quando g = —1

6.5.3 Estabilidade paramétrica no ponto de equilibrio P,

Na secao anterior, fizemos a andlise de estabilidade para a funcao Hamiltoniana em
que descreve o movimento em torno do equilibrio P;. A seguir estabelecemos o limiar
entre as regioes de estabilidade e instabilidade dos sistema Hamiltoniano nao linear com
ponto de equilibrio P> que é estavel linearmente para ¢ > 3, quando e = 0. Fazendo as
expressoes ko e ko2 iguais a zero, os coeficientes nas expansoes em série com relacao ao

parametro e, obtemos superficies no espago de parametros (g, @, e) emanando da curva

3N?
a=——comN>1ee=0.

4(q—3)
A andlise realizada é a mesma que no caso do equilibrio P» e nas subsec¢oes menci-

onamos os resultados obtidos.

Superficies limites para ressonancia 2w = 1 no ponto P»

Mais uma vez, pelo método de Deprit-Hori, obtemos

36 + 8ay (¢ — 3]* — 11¢q

koo =
48(q - 3)
as ay 9 ay 1 2 2
920 —3)— By M (3542 — 248¢ 4+ 432)| €2 -
+[3(q 3) 9(q 3) +36 384(q—3)2(35q 8q+432)| e ,
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—36 +8ay (¢ — 3)* — 11q
€

koo =

48(q —3)
2(q—3)— (=324 = — ———_(35¢> — 248 + 432) | &2 - --

fazendo koo = 0 e kg2 = 0, conseguimos as fungdes de contorno,

3
o= 71&164-0,262:&0,363—1—@4644-0 e’ ,
4(q—3) (€)
no qual,
a = 11qg — 36
' 8(q—3)°
—432 + 376q — 75¢>
ay = 3
128 (¢ — 3)
i5184 — 2832¢ + 28¢2 + 109¢3
a =
’ 2048 (q — 3)*
—186624 — 214272q + 201248¢% — 36464¢> + 71¢*
as =

294912 (¢ — 3)°

Superficies limites para a ressonancia 2w =2 no Ps.

Neste caso, encontramos as seguintes relacoes,

1 —405 + 36a2 (¢ — 3)* — 3a} (¢ — 3)" +153¢ — 11¢>
k = —q —3)e+ e +
20 124 (¢—3) 432 (q — 3)2
1 81 4 36az (¢ — 3)> — 3a3 (¢ — 3)" — 45¢ + 7¢*
k = —a —3)e+ e’ +
02 1M (¢—3) 432 (q — 3)2

e as superficies sao

3 11¢% — 153¢q + 405 ,
+
q—3 36(q — 3)3
_ [23179¢" — 3842104° + 2261277¢* — 56322544 + 5006043 .
93312(q — 3)5

(07

+_ 3 7¢° — 459 + 8162 _ [139¢" — 1170¢° 4 1053¢* + 13122¢ — 32805 A
q—3 36(q — 3)3 93312(¢q — 3)°

onde,

As superficies fronteiras para P» quando N = 1 e N = 2 sao mostradas na figura

6.8 e a secao definida pela curva 6.9 quando a carga elétrica no bulbo for ¢ = —1.
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nstayel

instivel

"I estivel estivel estavel

Figura 6.8: superficies de estabilidade/instabilidade Figura 6.9: curvas de estabilidade/instabilidade
quando n = 1 e n = 2 no espago dos pardmetros quando n =1 e n = 2 no plano dos parametros («, ¢),
(a, q,€), no ponto Py = (w,0). quando ¢ = —1 no ponto P> = (m,0).

Observacgao 6.5.2. Em suma, neste capitulo, encontramos as superficies no espago
dos parametros (q,a,e) que separam as regioes de estabilidade das regides de instabi-
lidade, para os dois primeiros valores ressonantes, encontrando os coeficientes de suas
parametrizacoes em funcgao do parametro q. Fazendo uma se¢cao por qualquer plano
q = constante, obtemos as curvas neste plano das regides de estabilidade e instabi-
lidade. Em particular, quando fazemos a intersecao dessas superficies com o plano
q = 0, e podemos descrever as curvas de estabilidade da equacdo de Mathieu com nos-

sos coeficientes coincindo com os apresentados no capitulo 5.

O presente trabalho foi realizado com apoio da Coordenagao de
Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior - Brasil (CAPES) -
Cédigo de Financiamento 001
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Apeéendices

Programa de Construcao das curvas da Equacao de Mathieu

maxdeg = 7;

(+Entrada- Hamiltoniano expandido normalizado e rotacionados)

p=pO+espl+er2xpu2+e*3xpudserdxpds
€r5xpuS+er6xub+erT+uT+e B xuB+e 9 xud+e” (10) #ul0;

H=Series[(1/2) » (u+exCos[t]) »x*2+ (1/2) xy~2, {e, 0, maxdeg}];

ops=H/. €~ 0//Factor // FullSimplify;

(sNormalizagdo da parte linears)

x=-1/sqrt[sqre[(k0)]] *n;
y = Sqrt[sqre[(u0)]] « &;

(*Rotagdos)
£ =x1%Cos[twSqrt[(u0)]] +yl«Sin[t«Sqrt[(u0)]];

n=-x1xSin[t«Sqrt[(u0)]] +yl«Cos[txsqrt[(u0)]];

(+Hamiltoniano normalizado e rotacionados)
HNR = H- (1/2) »Sqrt[(k0)] # (x142+y142);

(*Valor de uOx)
uo=1/4;

(*Coeficiente do Hamiltonianow)

Hdd[q_] := (q!) * TrigReduce[Coefficient[HNR, €, q]];
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2 | curvas equacao de Mathieu.nb

(*Definindo W[p] e KK[p] como polinémio
homogéneo de grau 2/ sistema com 1 grau de liberdadex)

For[p=1, p<maxdeg +1, p++,
For[l=0,1<2, 1++,
For[j=0, <2, j++, If[1l+3j# 2,

{wlpl[11[3]1 =0, h[p][1]1[3] =0, k[P][1]1[3] =0}111]

For[r=1, r <maxdeg+1l, r++,
Wlr_] :=Sum[w[r][i] [J] »x1*ixyl*], {i, O, 2}, {3, O, 2}];

KK[r_] := Sum[k[r][i][j] »x1"ixy1”~], {i, 0, 2}, {J, 0, 2}]]

(*Colchete de Poissonx)
Poisson[f_, g_] :=D[f, x1] *D[g, y1] -D[£f, y1] *D[g, x1]

(*Triangulo de Liex)
Ka[l][1] = Poisson[KK[1], W[1]];
For[m =1, m < maxdeg, m++,

F[m] = Hdd[m] + Sum[Binomial[m-1, j-1] * Poisson[Hdd[m- j], W[j]] +

Binomial[m-1, j] *Ka[j][m-3], {j, 1, m-1}] + Poisson[Hdd[0], W[m]];

For[i =1, i <maxdeg, i++,

Ka[i] [m] = Poisson[KK[m], W[i]] -
Sum[Binomial[i-1, s-1] * Poisson[Ka[i-s][m], W[s]], {s, 1,i-1}]1]
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curvas equacao de Mathieu.nb | 3

(*Processo de normalizagdo de Deprit-Horix)

For[i= 1, i <maxdeg, i++,
F[i] = TrigReduce[F[i]];

KK[i];
temp = TrigReduce[F[i] - KK[i]];

k[i][2][0] =
1/ (4 * Pi) » Integrate[Coefficient[F[i], x1*2%y1~0], {t, 0, 4%Pi}];

w[i] [2] [0] = Integrate[Coefficient[temp, x172 xyl1~0], t];

k[i][1][1]
1/ (4 * Pi) » Integrate[Coefficient[F[i], x1*1*yl1~1], {t, 0, 4%Pi}];

w[i][1][1] = Integrate[Coefficient[temp, x1*1xyl~1l], t];

k[i][0][2]
1/ (4 * Pi) » Integrate[Coefficient[F[i], x1*0*yl1~2], {t, 0, 4%Pi}];

w[i] [0][2] = Integrate[Coefficient[temp, X170 »yl~2], t];

]

Ka[cl_, c2_] :=
Coefficient[Hdd[O] + Sum[ (KK[i] / (i!)) *e”i, {i, 1, maxdeg}], x1%cl *xyl*c2];

G=({{2+Ka[2, 0], Ka[l, 1]}, {Ka[l, 1], 2#Ka[0, 2]}};
J={{0, 1}, {-1, 0}};
JG =J.G;

P = CharacteristicPolynomial[JG, A];

A=4xKa[2, 0] *xKa[O0, 2];
Ka[l, 1];

Collect[4 xKa[2, 0] *Ka[0, 2], €];
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4 | curvas equacao de Mathieu.nb

Ce2 := Coefficient[a, €, 2];

Coefficient[A, €, 2]

Solve[Ce2 == 0, ul]

e Ity
({sn>-7), (o 7))

Ce3 := Coefficient[A, €, 3];
Coefficient[A, €, 3]

ul=1/2;
Solve[Ce3 == 0, u2]

— 4 _

(l Hl][_; 34Ll N%z+§]]
({u2- )}

Ced := Coefficient[a, €, 4];

Coefficient[a, €, 4]

Solve[Ce4 == 0, u3]

5 3u2  pu22  u3
4 |- —— - —+ — + —

256 16 4 4

=)

((w3o-

Ce5 := Coefficient[A, €, 5];

Coefficient[A, €, 5]

Solve[Ce5 == 0, u4]

( 11 u3 u4]

o =,z

1536 4 4
1

{{ua--271

384
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Ce6 := Coefficient[A, €, 6];
Coefficient[A, €, 6]

1
pd = -—;
384
Solve[Ce6 == 0, u5]

18432 4 4
11

>
4608

23 4 5
4[ U+H)

{{us 1

Ce7 := Coefficient[A, €, 7];

11
pus5 = —;
4608

Solve[Ce7 == 0, u6]

Ce8 := Coefficient[A, €, 8];

49
ué = ;
36864

Solve[Ce8 == 0, u7]

55
L
294912

{n7 I3
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6 | curvas equacao de Mathieu.nb

1 7 29
In[9]:= ContourPlot[{u =-—%x€2+ —xed -
2

1
* €26, u=1/4-1/2%xe-—xe 2+
32 144 8

1 11 49 55
—x €e*3 - *xe™d - *€™5 + * €Er6-——x e,

32 384 4608 36864 294912

1 1 1 11 49
l-l==1/4 +—%xE-—%€e”r2-—x €*3 - *xe™d + *€”5 + * €26+
2 8 32 384 4608 36864

55 1 5 289
—— % €T, u=1-—%€"2+ *x€eE"4 - ——x €6,
294912 2 3456 4976 640
5 763 1002401
pu=1l4+—=xe”2- *xerd + ——
12 3456 4976 640

A — i AD -
* € G,u--9/4+ *xer2
16

5 1961 609
—x €e*3 + *xe€™d + *e”5b - * €6+ *xe’™7,

32 5120 2408 1474560 3276800

1 1 13 5 1961
l-l==9/4 +— %2+ — % €73 + xerd - *e”5 - *€N6 -
16 32 5120 2408 1474560
609 1 317 10049

*€”T, u==4+ —%xe"2- *xe™d + *x€™6
3276800 30 216000 170100000
1 433 10049 1
U=4+—%xe*"2+——*xe"d -———%xe™6, U= 25/4+—*e"2+
30 216000 170100000 48

11 1 37
* €4 - *€”5 + * €N

- + *
193536 18432 55738368 10616832

1 11 1 37
u==25/4 +— %x€2+ ———x €4 + *€”5 +
48 193536 18432 55738368

’

e*7,

*€N6 -
7

————e*7}, {u, -1, 6.7}, {¢, 0, 0.8}];
10616 832
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curvas equacao de Mathieu.nb | 7

In6]:= ContourPlot[

1 1 11
{u==1/4—1/2*e——*e"2+—*e"3— €4 - *€”5 + * €26 -
8 32 384 4608 36864
55 1 1 1 1
—*x e, u==1/4 +—%*€-—%€*2-— % €3 -—xe™d +
294912 2 8 32 384
11 49 55
*x€”5 + * €"6+———% "7}, {u, -0.3, 0.6}, {, 0, 0.9}]
4608 36864 2940912
0.8 i
0.6 i
out[s]=
041 E
0.2 4
0.0 . | . . . | . . . | A . . | . . . |
-0.2 0.0 0.2 0.4 0.6
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8 | curvas equacao de Mathieu.nb

1 289
In(8):= ContourPlot[{u =1-—%e"2+ *xer4 - ——x €”6,
2 3456 4976 640
5 763 1002401
p=1l+—%er2-——xe”4 + ———— = €"6}, {1, 0.8,1.2}, {¢, 0, 0.9}]
12 3456 4976640
0.8 4
0.6 4
out[g]=
0.4 B
021 4
0'07\ L L L L L L L L L L L L L L L L L L L \7
0.8 0.9 1.0 1.1 1.2
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