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Resumo

Neste trabalho, vamos estudar a teoria de semigrupos de operadores lineares e aplica-la
em problemas nao lineares do tipo

{ Z’((é; z fOU(t) + f(tu(t), t>0, (0.0.1)

onde A : D(A) C X — X ¢é um operador setorial e f : [0,7] x X — X é uma funcéo
Lipschitz continua em relacdo a segunda varidvel em qualquer subconjunto limitado de
X. Abordaremos problemas néo lineares do tipo (0.0.1]) e provaremos resultados relativos
a regularidade e existéncia de solucdo. Nao obstante, usaremos o pincipio do maximo
para encontrarmos estimativas para as solu¢des das varias equacoes diferenciais parciais
de primeira ou segunda ordem e provarmos propriedades qualitativas das solucoes.

Palavras-chave: Semigrupos de Operadores lineares, Problema Abstrato de Cauchy, Gera-
dor infinitesimal de um Cj-semigrupo, Sistemas de reacao-difusao.
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Introducao

A teoria de semigrupos de operadores lineares foi consideravelmente impulsionada
a partir de 1948 com a generalizacdo do famoso Teorema de Hille-Yosida. A posterior
participacdo de importantes pesquisadores assim como o avanco de outras dreas da ma-
tematica permitiram consolidar a teoria dando para ela autonomia e inimeras aplicacoes
em diversas dreas tanto da matematica aplicada como da pura. Hoje, a situacdo é ca-
racterizada por muitas aplicacdes desta teoria, ndo somente em dreas tradicionais, como
equacoes diferenciais parciais ou processos estocasticos, mas também é uma importante
ferramenta para equacoes integro-diferenciais e equacoes diferenciais funcionais, na mecénica
quantica ou na teoria do controle de dimensao infinita. A teoria dos semigrupos ainda é
aplicado com bastante sucesso em equacoes concretas de dinamica populacional e teoria
do transporte, entre outros.

Estudamos a teoria de semigrupos de operadores lineares para aplicd-la em problemas
nao lineares do tipo

{ Z’((ég - fou(t) + f(tu(?), t>0, (0.0.2)

onde A : D(A) C X — X é um operador setorial e f : [0,7] x X — X é uma funcéo
Lipschitz continua em relacdo a segunda varidvel em qualquer subconjunto limitado de
X. Inicialmente, abordamos a teoria basica de semigrupos uniformemente continuos de
operadores lineares, com énfase nos teoremas de Hille-Yosida e Lumer-Phillips. Em se-
guida, abordamos a transformada inversa de Laplace e o problema abstrato de Cauchy.
Posteriormente, estudamos problemas néo lineares do tipo (0.0.2) e provamos resultados
relativos a regularidade e existéncia de solucdo. Por fim, abordamos equacoes e sistemas
de reacao-difusao que sdo frequentemente encontrados como modelos matematicos em
Quimica, Fisica e Biologia.

Para fins de ilustracdo, sejam di,ds,...,d,, > 0 e seja D a matriz diagonal D =
diag(dy, ds, ..., d,,). Um exemplo tipico das aplicagcdes é o problema

w(t,x) = DAu(t,x) + f(t,z,u(t,x)), t>0, z€R™,
u(0, ) = ug(x), z € R,

onde a funcdo f : [0,7] x R* x R™ — R™ e o dado inicial u, : R* — R™ sdo dados. Esse
tipo de problema é frequentemente encontrado como modelos matematicos nas ciéncias
aplicadas. A parte DAu(t, z) no sistema é chamada de parte de difusdo, sendo os niumeros
d; chamados de coeficientes de difusdo e f(¢,x,u) é chamada de parte de reacéo.



Nao obstante, usamos propriedades bem conhecidas das derivadas de primeira e se-
gunda ordem de funcoes de valor real em pontos de maximos ou de minimos relativos
para encontrarmos estimativas para as solucoes das varias equacoes diferenciais parciais
de primeira ou segunda ordem que tratamos na Secao 4. Essas técnicas sao chamadas de
principio de maximo, e também sdo utilizadas para provar propriedades qualitativas das
solucoes. Um dos problemas que aplicamos tais propriedades ¢ dado pelo sistema

u(t,z) = Au(t,z)+ f(ult,z)), t>0, €
u(t,z) = 0, t>0, z€9(Q);
uw(0,2) = wup(z), r €,

onde u é uma funcio com valores em R™, 2 é um subconjunto aberto e limitado de R¥
com fronteira C?, v, é uma fun¢io continua se anulando em () e f : R™ — R™ é uma
funcao localmente Lipschitz tal que

(y, f(y) <CA+yP), y e R™

Estruturamos o trabalho da seguinte maneira:

No Capitulo 1, enunciamos de forma introdutdria alguns resultados basicos sobre ope-
radores lineares em espacos de Banach, alguns resultados classicos de Andlise Funcional e
da Teoria da Medida que podem ser encontrados em [2| Brezis] e em [9] Folland]. Além
disso, abordamos alguns resultados complementares envolvendo fung¢des a valores vetori-
ais de uma variavel complexa e Operadores Setoriais que podem ser encontrados em [19,
Stein] e [12] Lunardi], respectivamente.

No Capitulo 2, estudamos os fatos basicos da teoria de semigrupos de operadores li-
neares continuos imprescindiveis ao entendimento das técnicas de solucdes de equacoes
diferenciais. Grande parte da exposicao estard concentrada na caracterizacdo dos gerado-
res de semigrupos lineares ja que nas aplicacoes da teoria, em geral, conhecemos a equacao
diferencial e ndo o operador solucdo. Para esta explanacdo, apresentamos o Teorema de
Hille-Yosida, resultado que nos permite caracterizar o gerador infinitesimal de um semi-
grupo de classe (), e o Teorema de Lumer-Phillips, que nos d4 uma condi¢do necessaria
e suficiente para que um operador linear A seja o gerador infinitesimal de um semigrupo
de contracOes. Ainda nessa secao, abordamos a caracterizacao geral de geradores inifini-
tesimais de Cj-semigrupos de operadores lineares e limitados. Além disso, como algumas
equacdes nos fornecem grupos de operadores lineares, realizamos uma abordagem sobre
esse tema. Finalizando este capitulo, a se¢do 2.7 é dedicada ao problema de representar
um semigrupo em termos de seu gerador infinitesimal. Usamos como base, as referéncias
(51, (71, [10] e [15].



No Capitulo 3, apresentamos varios conceitos de solucao para o problema abstrato de
Cauchy. Introduzimos os conceitos de solucdo classica, forte e branda e analisamos a
relacdo entre estes tipos de solucoes. Estudamos a existéncia e unicidade de solucédo para
equacoes da forma

du
E((é; = Au(t)+ f(t), t>0 (0.0.3)

onde A é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo, f : [0,7) — X uma funcéo apro-
priada em um espaco de Banach X. O capitulo 3 é realizada em trés secOes. Na primeira
secdo, estudamos o problema ((0.0.3) na sua forma homogénea, ou seja, quando f = 0,
estabelecendo o conceito de solucdo cldssica e o relacionando com as propriedades de
um gerador de um Cj-semigrupo. A segunda secéo é voltada para o estudo do problema
na sua forma ndo homogénea, tendo como um dos principais resultado a Férmula
da Variacdo das Constantes. A ferramenta principal que usaremos para tal estudo, é a
Teoria de Semigrupos de operadores lineares. Para finalizar, na quarta se¢cdo, abordamos
a existéncia local, singularidade, regularidade e a solu¢do méaxima definida para classe
de problemas de valor inicial descritos por (0.0.2). Além disso, estudamos Equacdes e
Sistemas de reacdo - difusdo com a finalidade de utilizarmos técnicas associadas a teoria
de semigrupos de operadores. As definicdes, exemplos e resultados exibidos nesta secao,
seguem [5]], [7] e [15].



indice de notacoes

e N : conjunto dos nimeros naturais;
e C : conjunto dos numeros complexos;
e R : conjunto dos numeros reais;

e N*, R}, R*, R* R_ denotam, respectivamente, o conjunto conjunto dos nimeros na-
turais nao-nulos, o conjunto dos niimeros reais positivos, negativos, ndo-negativos e nao-
positivos;

e RV : espaco euclidiano N - dimensional, N € N;

e R*(I): colecdo de todas as funcoes generalizadas Riemann integrdveis em um inter-
valo I.

e X = (X,| -||) denota um espaco de Banach com norma || - || : X — Ry;

o L(X)={f:X — X;f élinear e limitada} é o espago de Banach dos operadores em
X com norma representada por || - || : £L(X) — Ry;

e X* o0 espaco dual algébrico de X;

o /() = (x,2'), paracada xr € X, 2’ € X'.

Para um operador A : X — Y, temos as seguintes notagoes:

e D(A) é o dominio do operador A, que é um subespaco de X;

e R(A) é aimagem do operador A, que é um subespaco de Y;

e Ker(A) é o nucleo do operador A, que é um subespaco de D(A);
e G(A) ={(z,Az) € X xY;x € D(A)} é o grafico do operador A.
e () é um subconjunto aberto do R¥;

e ) é o fecho de Q2 em RV,

e 0Q a fronteira de Q, isto é, 90 = Q \ Q;

ou.
ot’

ou
® Jiu = Uy, = 83:-;
(A

.u/:ut:




o 9o oo

e D= DM D5 ... DN = e € o operador de derivacdo de ordem «,
Oyo1 002 0,on
1 2 N
com o = (g, 9, -, ay) €NV |a| = a; + -+ + ay;
N
A= 7
*oT ox?’

e ('(I; X) o espaco das funcdes continuas u : I — X, onde [ é um intervalo em R;

e B(I; X) o espaco das funcdes limitadas, munidos com a norma do supremo

[ulloc = supllu(?)]]-
tel

¢ 17(Q) = {u: Q — R,u é mensurdvel e [, |ul’ < oco};

e C°(0) ={u:Q— R/D* € C(Q),V a € NV}, onde D*u é derivada no sentido das

distribuicées;

o WmP(Q) = {u € LP(Q); D*u € LP(Q),V a € NV 0 < |a] < m}.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo enunciaremos de forma introdutodria alguns resultados bdasicos sobre
operadores lineares em espacgos de Banach, alguns resultados clédssicos de Analise Funcio-
nal e da Teoria da Medida que podem ser encontrados em [2, Brezis] e em [9), Folland].
Além disso, abordamos alguns resultados complementares envolvendo func¢oes a valores
vetoriais de uma variavel complexa e Operadores Setoriais que podem ser encontrados em
[19, Stein] e [12, Lunardi], respectivamente. E importante deixar claro que a prova de
alguns Teoremas e Proposi¢oes serao ocultadas com a finalidade de deixar o texto sucinto,
j& que a aplicacdo dos mesmos é o que interessa para o desenvolvimento da dissertacgao.

1.1 Operadores Lineares

Seja X um espaco de Banach com a norma || - ||. Denotamos por £(X) o espaco de
Banach de operadores lineares limitados 7" : X — X, munido com a norma

[ T]]
[Tllex)y = sup |[Tz||= sup :
zeX:||z||=1 zeX\{0} [Eal

Ao longo do texto, iremos considerar 7’| ao invés de ||7'||(x). Do mesmo modo, se Y ¢é
um outro espaco de Banach, denotamos por £(X,Y) o espaco de Banach de operadores
lineares limitados de 7" : X — Y, munido com a norma

[Tl exyy = sup  |[Tfly.
zeX:||z||=1

Definicao 1.1.1. Um operador linear A : D(A) C X — Y é limitado se existe ¢ > 0, tal que

[Azlly < cllzllx  Va e D(A).



Caso contrdrio, A é um operador ilimitado , isto é, se existe uma sequéncia {z,} C
D(A) tal que

[Aznly

||xn”X

— oo quando n — oo.

Lema 1.1.1. Se A: D(A) C X — Y é um operador linear; entdo as seguintes condigdes sdo
equivalentes:

(i) A é globalmente Lipschitz continuo em D(A), isto é,

3L > 0; | Ax — Aylly < Llz —yllx, Va,y € D(A)

(i) A € uniformemente continuo em D(A);
(iii) A é continuo em D(A);
(iv) A é continuo em xy € D(A);

(v) A é um operador linear limitado.

Prova: Ver [6, Proposicao 1.4].
Definicao 1.1.2. Um operador linear A : D(A) C X — Y é fechado se satisfaz uma das
seguintes propriedades equivalentes.

() O grdfico G(A) = {(x,Az) € X x Y : x € D(A)} é um subespaco fechado de X x Y.

(i) Se, para a sequéncia {x,} € D(A) os limites limz, =z € X e limAzx, =y €Y

n—o0 n—o0

existem, entdo x € D(A) e Ay = x.

Se A: D(A) C X — Y é um operador fechado, munimos D(A) com a norma do grafico

[zl = llzllx + [[Az]ly.

Lema 1.1.2. (Lema de Dini) Seja ¢ : [a,b] — R uma fungdo continua e diferencidvel a direita
no intervalo [a,b). Se D¢ é continua em [a,b), entdo ¢ é continuamente diferencidvel em
[a,b).

Prova: Ver [13, Lema 3.1.2].



1.2 Resultados de Analise Funcional e da Teoria da Me-
dida

Teorema 1.2.1. (Banach-Steinhaus, Principio da Limitagcdo Uniforme) Sejam X e Y espagos
de Banach. Seja {1} cr uma familia de operadores lineares limitados de X em Y. Suponha
que

sup||Thz|ly < +o0 Vz e X.
Aer

Entdo,

sup|[Thleexyy < 400,
Aer

isto é, existe C' > 0 tal que
[Tazlly < Cllf|x,

para todo x € X e para todo \ € T'.

Prova: Ver [2, Teorema 2.2].

Teorema 1.2.2. Seja Y C X um subespaco vetorial tal que Y # X. Entdo, existe f € X*,
f # 0 tal que

f(z)=0 paratodo z €Y.

Prova: Ver [2, Corolario 1.8]

Teorema 1.2.3. (Teorema do Grdfico Fechado) Sejam X e Y espacos de BanacheT : X —
Y um operador linear. Se o grdfico de T € fechado em X x Y, entdo T é continuo.

Prova: Ver [2, Teorema 2.9].

Teorema 1.2.4. (Teorema do Ponto Fixo de Banach) Sejam (X, d) um espagco métrico com-
pleto e F': X — X uma contragdo, isto é,

d(F(z), F(y)) < kd(z,y) 0<k<1.
Entdo existe um tinico ponto fixo p de F, isto é,

F(p) = p.

Prova: Ver [2, Teorema 5.7].



Teorema 1.2.5. (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja €2 um conjunto
e (f,) uma sequéncia de fungdes mensurdveis de Q em C, f : X — C com

(@) < g(@) qtp z€QevneN,

onde g é uma fungdo integrdvel e

Entdo,

n—-+o0o Q Q

Prova: Ver [1, Teorema 5.6].

Existe uma versdo mais geral para o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,
que € a seguinte:

Teorema 1.2.6. (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue Generalizado) Seja
(fn) uma sequéncia de fungdes mensurdveis de 2 em C com

lim f.(x) = f(z) q.t.p em Q.

n—-+00

Suponha que existe uma sequéncia de fungdes integrdveis (g, ) verificando

Nfu(@)] < g(x) YneN egqt.p em(.

lim g,(x) =g(x) q.t.p em Q.

n—-+o00

lim [ g,(z)dx = [ g(x)dx < +o00.

n—-+4o0o

Entdo, f é integrdvel e
lim /fn(x)dm:/f(a:)da:
n—-+0o00 Q Q

Prova: Ver [9, Exercicio 20, pag.59]

Teorema 1.2.7. (Desigualdade de Gronwall - Forma Diferencidvel) Seja 1(-) uma fungdo
de classe C'([0,T]) ndo - negativa satisfazendo para quase todo t a desigualdade

' (t) < o(t)n(t) + (), (1.2.1)



onde ¢(-) e 1(-) sdo fungdes integrdveis, ndo-negativas em [0, T]. Entdo

t
1(t) < e oo [n<o> -/ w<s>ds] |
0
para todo 0 < t <T. Em particular, se
n <¢n eml0,T] e n(0) =0,
entdo

n=0 em [0,T].

Prova: Multiplicando por e~ Jo ¢ obtemos

(s)e™ OO — (s)n(s)e™ OO < Iy (s)
isto é,

d

£(n<s>ef$ W) < e B0 y(s) qtp em [0,T).

Integrando em [0, ¢], com 0 < ¢t < T, obtemos pelo Teorema Fundamental do Célculo,

t
<n(s)e—fo ¢<r>dr> < / e 0 g ()

t
e 1o ) < [ w(ss,
0

t

o que implica,

donde,

00 < 520 )+ [ uts)as).
demonstrando a primeira parte da desigualdade de Gronwall. Agora, se
W <¢n em [0,T] e n(0) =0,
temos,
n(t) < el ?0(0) = 0;
logo,

n=0 em [0,T].



Teorema 1.2.8. (Desigualdade de Gronwall - Forma Integrdvel) Seja £(t) uma fungdo
continua, ndo negativa em [0, T, satisfazendo para quase todo t a desigualdade integral

para constantes C', Cy > 0. Entdo,
£(t) < Cy(1 + Cyter),

para quase todo 0 < t < T. Em particular, se
t
d = [ e
0
para quase todo 0 < t < T, entdo

Et)=0 q.t.p em][0,T].

Prova: Defina
77(75) /O €(S> s

Temos 7(-) é ndo negativa e de classe C', entdo pelo teorema fundamental do célculo,

#@=ﬂﬂsa/§@®+@=0m®+@,
0
isto é,

n'(t) = Cin(t) +Cy gtp em|[0,T].

Logo, pela Desigualdade de Gronwall (forma diferenciavel) obtemos

¢
/ £(s)ds < CoteCrt,
0

multiplicando por C e somando com C, a ultima desigualdade e usando (1.2.2) con-
cluimos que

E(t) < Co(1 + Cite®t),  q.t.p em [0,T].

A segunda parte é imediata. O



1.3 Funcoes a valores vetoriais de uma variavel complexa

Sejam 2 um subconjunto aberto de C, X um espaco de Banach com a norma || - ||,
f: © — X uma funcdo continua e v = {A(t);h : [a,b] — Q} uma curva de classe C"' por
partes. A integral de f ao longo de « é definida por

b
/f(z)dz:/ F(h(E))R (t)dt. (1.3.1)

Consideremos I' um subconjunto aberto C e f : 2 — X uma funcao continua. Como usual,
denotamos por X’ o espaco dual de X, consistindo de todos os operadores lineares de X
em C. Para cada z € X, 2’ € X', fixamos 2'(z) = (z,2').
Definicao 1.3.1. Dizemos que f : Q2 — X é holomorfa (ou analitica) em ) se para cada
20 € Q o limite

Zlm f(Z) - f(Z()) = f/<ZO)

Z—r20 z — ZO
existe em X. Dizemos que f é fracamente holomorfa se f é continua em () e a fungdo a
valores complexos z — (f(z),z') é holomorfa em (, para todo ' € X'

Claramente, uma funcéo holomorfa é fracamente holomorfa. O teorema a seguir mos-
tra que a reciproca também é verdade e iremos demonstra-lo visando enunciar a Férmula
da Integral de Cauchy, ja que a utilizaremos ao longo da dissertacao.

Teorema 1.3.1. Seja f : Q2 — X uma fungdo fracamente holomorfa. Entdo f é holomorfa.

Prova: Seja B(zp, z) uma bola fechada contida (2. Mostraremos que para todo z € B(z, x),
vale a seguinte formula da integral de Cauchy:

1 f(€)
fz) = 27T JoB(zor) § — #

Em primeiro lugar, observamos que o lado direito de (1.3.2)) estd bem definido, porque f
¢é continua. Sendo [ fracamente holomorfa em (2 a funcao a valores complexos

dé. (1.3.2)

z — (f(z),2") é holomorfa em Q, para todo 2’ € X',

€ consequentemente,

n_ 1 (f&,) /1 SE) .
<f(Z)’ ! > N % /BB(ZO,T) f -z dg N <27T /(93(,20,1") f - Zdﬁ?x >

Sendo »’ € X' arbitrario, obtemos ((1.3.2). Podemos diferenciar com respeito a = sobre o
sinal de integracao , de forma que f é holomorfa e

= /a IO

N 27 B(zo,r) (5 - Z)n—H

para todo z € B(zy,r) en € N. O



Definicao 1.3.2. Seja D um aberto conexo. Dizemos que D ¢é simplesmente conexo se o0
interior de qualquer contorno contido em D, estd contido em D.

Teorema 1.3.2. (Teorema de Cauchy) Seja f : D — C uma fung¢do holomorfa num dominio
simplesmente conexo D C C. Entdo, para toda curva fechada v que possui seus pontos e seu
interior pertencentes a D, temos

/yf(z)dz = 0.

Prova: Para cada ' € X', a funcdo de valores complexos z — (f(z),z’) é holomorfa em

e, portanto,
0= /W(f(z),x’>dz = <Lf(z)dz,x’>.

Proposicao 1.3.1. (Série de Newman) Se T' € L(X), entdo a série de poténcias
F(z) = ZZka, z € C,
k=0

(chamada série de Newman de (I — zT)~! ) é convergente no disco B(0,1/r(T)), onde

r(T) = lim sup /| T"||.

n—oo
Além disso, |z| < 1/r(T) implica F(z) = (I — 2T)7%, e |z| < 1/||T|| implica

1

I =2T)7M < s—
L=z [T

Prova: Ver [17, Proposicao B.7]



Capitulo 2

Teoria de Semigrupos

2.1 Semigrupos Uniformemente Continuos de Operado-
res Lineares Limitados

Nesta secdo, X é um espaco de Banach e £(X) representa o espaco dos operadores
lineares continuos de X em X.

Definicdo 2.1.1. Uma familia {T(t)}:>¢ de operadores lineares limitados de X em X é um
semigrupo de operadores lineares limitados em X se

1. T(0) = I, onde I é o operador identidade em X;
2. T(t+s)=T(t)T(s), para todo t,s > 0.

Definicao 2.1.2. Um semigrupo de operadores lineares limitados, {T'(t)}i>0, € uniforme-
mente continuo se

lim ||T(t) —I|| =0 (2.1.1)
t—0t

Definicao 2.1.3. Seja {T'(t)}:>o um semigrupo uniformemente continuo de operadores line-
ares limitados em X e

D(A) = {x € X; lim w existe}. (2.1.2)

t—0t
O operador A : D(A) C X — X definido por

_ +
e — lim Tt —x _d T(t)x

S y I , para todo = € D(A), (2.1.3)

t=0

¢ chamado de gerador infinitesimal do semigrupo {T'(t)}:>o

9



Esta secdo ¢ dedicada ao estudo de semigrupos uniformemente continuos de operado-
res lineares limitados. A partir da definicdo, é claro que se 7'(¢) é um semigrupo uniforme-
mente continuo de operadores lineares limitados, entao

lim ||T'(s) — T(¢)|| = 0. (2.1.4)

s—t

Com efeito, fazendo s =t + h.0, temos que

lim | 7(s) =T = lim [T+ B) —T(0)]
=l [ T()T(h) — T(0)|
= Jim [ 7()(T(h) - )]
< Jim [ 7)) 1 T(h) ~ 1) =

isto é,
lim [|7'(s) = T(®)]| = 0,
s—tt
o limite pela esquerda ¢ andlogo. Portanto, lirrtlHT(s) —T(t)|| =0, ou seja, T'(t) é continuo
s—

em cadat > 0.

O préximo teorema nos dd uma relacdo entre um operador linear limitado e um semi-
grupo de operadores lineares limitados uniformemente continuo. Mas para demonstra-lo
precisamos de alguns resultados os quais apresentamos a seguir.

Lema 2.1.1. Seja A um operador linear limitado em X e considere os operadores

T(t)=e"=>)" <tA)n, t>0. (2.1.5)

n!
n=0

Entdo, sdo vdlidas as seguintes afirmagdes sobre T'(t):

(a) Estd bem definido;
(b) E linear;
(c) E limitado;
(d) Satisfaz as condicdes 1 e 2 da Definigdo
Observe que os itens (a), (b), (¢) e (d) garantem que a familia {7'(¢) };>¢ € um semigrupo
de operadores lineares limitados para todo ¢ > 0.

Prova:: Para provar o item (a), note que como A € £(X) segue que

Al _ (A"

n! n!

<

10



como a série do membro direito da desigualdade acima converge, segue que a série do
membro esquerdo também converge. Dai, a série

1=y S

n!
n=0

converge absolutamente e como £(X) é de Banach, a série acima é convergente para todo
t > 0. Logo, T'(t) estd bem definida.

Para provarmos o item (b), observemos que dados z,y € X e o,/ € K, temos

T(t)(azx + By) = (Z tnjn) (o + By)

n=0
AN AN
= () S
= ol (t)x+ BT (t)y
Logo, T'(t) é linear.
Para mostrarmos o item (c), notemos que
IS ] i S S A"
ITON = |12 70 || = ] i 2 | = i || 2

N ! 00 !
< _— _— = > .
]\}lm 2 nl 2 ol e s t 0

Isto é,
||etA|| < el para todo t > 0. (2.1.6)
Logo, T'(t) é limitado.
Finalmente, provaremos (d). Primeiramente, note que,
0%2A2
2!

Logo, mostramos que vale (1). Para mostrarmos que vale (2), lembremos da férmula de
Cauchy para produto de séries;

(i“n) (gbn) = iiakbn—m (2.1.7)

n=0 n=0 k=0

oT(0) =™ =T+ 0A+ +..=1

e do Bindmio de Newton;

n |
(z+y)" = (W) " RyR, (2.1.8)
— \ k! !

11



Dai,

k
= A =T(t45).
Logo, provamos o item (d) e consequentemente, concluimos a demonstra¢do do lema. [

Lema 2.1.2. Se {T'(t)}+>0 € um semigrupo de operadores lineares limitados uniformemente
continuo em X, entdo existe p > 0 tal que

[y

Prova: pela relagao - T(s) é contmuo em cada s > 0, assim a integral, no

<1

sentido de Riemann, fo s)ds, existe. Deﬁna o(t) fo s)ds, com ¢ : [0,4+00) = X, pelo
do(t
Teorema Fundamental do Calculo, temos Zi ) = T'(t) e, portanto,
B . o(0+h)— /
I=17(0) = lim h = im

ou seja, dado ¢ > 0, temos

1 [h
H—/ T(s)ds—[H<e,
h Jo

em particular, parae =1 e h = p > 0, obtemos

1 P
H[——/ T(t)dtH <1
P Jo

como queriamos. O

12



Lema 2.1.3. Seja A € L(X). Se ||A]| < 1, entdo (I — A)~! existe e é um operador linear
limitado.

Prova : Para cada n € N, definimos

Sy = AP,

k=0

Sabemos que
|A™]| < ||A|l", paratodon € N.

Assim, para p,q € N, com p < ¢, obtemos
p q

> A=) A

k=0 k=0

Agora, fazendo a mudanca i = k — p, temos

q q
< ST A< D Ak @1.9)

k=p+1 k=p+1

”Sp - Sq” =

> a

k=p+1

Z 1AII* = ZHAII [A[”. (2.1.10)

k=p+1

De (2.1.9) e (2.1.10), adquirimos a seguinte desigualdade

q q—p . o0 . 1
1S, = Sell < > IAIF =D IAIFIAIP < D IAIFIAIP = (1 A IIAH”),
=1 i=1

k=p+1

pois, por hipdtese, ||A|| < 1. Consequentemente, ||S, — S,|| = 0 quando p — oo, ou seja,
(Sn)nen € uma sequéncia de Cauchy em £(X). Portanto, S,, — S, para algum S € L£(X).
Além disso, como A comuta com qualquer uma de suas poténcias, temos que para todo
n €N,

n+1 n+1
Sp1 = ZAk_[+ZAk_I+AZAk_I+AS =1+ 5,4,
k=0 k=1 k=0

fazendo n — oo, segue que
S=T+S8A = I=S8(I-A)=(I-A)S,

donde, I — A é invertivel. E mais

im =(I-A)""

13



Teorema 2.1.1. Um operador linear A é o gerador infinitesimal de um semigrupo uniforme-
mente continuo se, e somente se, A é um operador linear limitado.

Prova: : Seja {7T'(¢)};>0 um semigrupo de operadores lineares limitados uniformemente
continuo em X. pelo Lema [2.1.2} existe p > 0 tal que

1 P
HI——/ T(t)dt
P Jo

Disso e pelo Lema[2.1.3} o operador

- (1 - %/OPT(t)dt) _ %/Op T(t)dt,

é invertivel e, consequentemente, [ 7T'(t)dt também o é. Agora para todo h > 0 e h < p,

< 1.

tem-se
%/jﬂwdt _ %(/OpT(tJrh)dt—/OpT(t)dt)
_ %( /h " - /0 pT(t)dt)
_ H( /0 " ey — /0 hT(t)dt) - ( /0 " ey — /p p+h:r(t>dt>]
- 1 /p p+hT(t)dt—% /0 "ot
donde,
W -1 (% /p " iyt - . /O hT(t)dt) < /O pT(t)dt>_1
Assim,

hlﬂ% = lim K% /p p+hT(t)dt—% /0 hT(t)dt) ( /0 pT(t)dt)_l]. 2.1.11)

Mostraremos mais adiante, no Teorema [2.2.2] que
1 t+h
lim —/ T(s)ds =T(s), para todo t > 0.
t

Dai, usando a afirmacdo acima em (2.1.11)), obtemos

tim, "L () - f)( / pT(t)dt>_1,

h—0t

14



que é, por definicdo, o gerador infinitesimal de {7'(¢)};>(. Portanto,

A= (T(p) - 1) ( /0 ’ T(t)dt) B

¢ um operador linear limitado, ja que T'(t) € £L(X).

Reciprocamente, seja A : D(A) C X — X um operador linear limitado em X. Defini-
mos o operador

H
=
I
CDOF
=
I
()2
-~
=
. 3
~
V
o

n!
n=0
Mostraremos que {7'(¢)}:+>o ¢ um semigrupo uniformemente continuo gerado por A. Para
isso, notemos que pelo Lema {T'(t)}+>0 é um semigrupo de operadores lineares
limitados definidos em X. Resta provarmos que {7'(t)};>o é uniformemente continuo em
X. Para tanto, notemos que

Dai,
= (tA)"]| _ — (tA)"!
Z n! a tAZ n!
n=1 n=1
e (tA>n—1

< ||tA —
< ey
i(m)’"

m!
m=0
LAl
t| Al < oo,

ITt) — 1] = lle* = 1| =

IN

£ Al

IA A

para todo ¢ > 0. Logo, ||T'(t) — I|| — 0, quando ¢t — 0". Concluimos que {7'(t)}:;>o € um
semigrupo de operadores lineares limitados uniformemente continuo.

Por fim, como para todo ¢ > 0,

(S ) S )

n=1 n=1 n=1
segue que,
T(h)—1 AT AT
|5 - =l () - | = [l 5| < v~
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mas ||7'(t) — I]| — 0, quando ¢t — 0*. Assim

T(h)—1
POl o=
h
quando t — 0. Isto é,
fim L=,
t—0+

Em outras palavras, o operador linear limitado A é o gerador infinitesimal de semigrupo
uniformente continuo {7'(¢)};>o em X. O

Veja que da Definicao é claro que um semigrupo {7'(¢) };>o tem um dnico gerador
infinitesimal. Ainda, pelo Teorema todo operador linear limitado A é o gerador
infinitesimal de um semigrupo uniformemente continuo {7'(¢)};>o. O préoximo resultado
se refere a unicidade desse semigrupo.

Teorema 2.1.2. Sejam {T'(t)}i>0 e {S(t)}+>0 semigrupos de operadores lineares limitados

uniformemente continuos. Se
lim
h—0+ t h—0+ t

entdo, T'(t) = S(t) para todo t > 0.

Prova: Mostremos que dado a > 0, T'(t) = S(t) para todo 0 < ¢t < a. Seja a > 0 fixado.

Como as funcoes f,g : R, — R, dadas por f(t) = ||T'(¢)| e g(t) = ||S(t)|| sdo continuas em
t € R, existe C' € R tal que

[T 1S(s)ll < C, Vs, t € [0,a].

Além disso, para ¢ > 0, existe > 0 tal que

L) - s < H%—A'MH%—AH
< % Vh € (0, 4). (2.1.12)

Seja0 <t < a e escolhan > 1tal que L < 4. Entdo da propriedade de semigrupo e de

16



(2.1.12) segue que

I7@) = SOOI =

~
N
3
S|
"
n
N
3
~
N~

i
L

IN

T (n—k:)—)S(%) —T((n—k— 1)%)5(““21%)”

T T
I
= o

(]
S

IN
3
LIl

~

/\ /\ /\ 7N\

3IH~
N————

~
7 N\

S|+
N————"

N

k=0
n—1
n n n
k=0
€t
< —— <e.
< nC’aCn_e

Como ¢ ¢ arbitrario, concluimos que 7'(t) = S(¢) para 0 < ¢t < a. Para s > a, escreva
s =na+r,onde 0 < a en € N. Nestas condicoes, obtemos

T(s) =T(na+r)=T(na)T(r) =[T(a)|"T(r) =[S(a)]"S(r) = S(na+r) = S(s).
O que prova que 7'(t) = S(t), para todo ¢ > 0. O
Coroldrio 2.1.1. Se {T'(t)}:>o € um semigrupo de operadores lineares limitados uniforme-

mente continuo em X, entdo

(a) Existe uma constante w > 0 tal que | T(t)|| < e** para todot > 0 ;

(b) Existe um tnico operador linear limitado A tal que T(t) = e'4 ;
(c) O operador A de (b) é o gerador infinitesimal de T'(t) ;
(d) A fungdot — T(t) é diferencidvel em t > 0 na topologia uniforme de operadores e

(o)

—— = AT(t) = T(H)A.

Prova: (a) Como 7T'(t) = ', para cada t > 0, entdo

o0

1T =

= ' n=0 n=0

ja que ||A]| < w, para algum w > 0, pois A € L(X).

17



(b) Por hipétese, {1'()}:>o € um semigrupo de operadores lineares limitados uniforme-
mente continuo em X, entdo pelo Teorema o gerador infinitesimal A de {7'(¢)}+>0
¢ um operador linear limitado, o qual € Unico. Por esse mesmo teorema, sabemos que A
também é o gerador infinitesimal de {e¢“};5,. Portanto, pelo Teorema segue que
T(t) = e,

(c) De (b), segue que A é o gerador infinitesimal de ¢4 e T(t) = e'4. Portanto, A é o
gerador infinitesimal de 7'(t).

(d) pelo item (c), A € o gerador infinitesimal de {7'(¢)};>0, ou seja

lim M — A

h—0+ h
Como T'(t) € L(X), entdo A € L(X) e T'(t) é derivavel a direita no ponto O,

dTT(0)
pra A.
Ainda mais, para todo h > 0, temos
Tt+h)=T(t) T@T(h)—T(t) (T'(h) —1)
? = h =T)——F—

como o segundo membro da igualdade converge para T'(¢)A, resulta que T é derivavel a
direita em todo ¢t > 0 ;
dTT(t)
dt

= T(t)A.

Além disso,

T(t—h)—T()  T(t—h)—T({t—h+h)
—h - —h
T(t — h) — T(t — h)T(h)

“h
= 7w (7).

como o segundo membro da igualdade converge para 7'(¢)A, resulta que 7' é derivavel a
esquerda em todo ¢ > 0 ;

d-T(t)
= A.
dt

Logo, T'(t) é diferenciavel e

dT(t

dr(t) =T(t)A = AT(t),

dt

e a prova do Teorema esta completa. O
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2.2 Semigrupos fortemente continuos de operadores line-
ares limitados

Nesta secdo, introduzimos uma classe de semigrupos de operadores lineares, estrita-
mente maiores do que a de semigrupos uniformemente continuos, classe que se mostra
muito util no estudo de muitas equacgoes diferenciais parciais. Ao longo desta secdo, X
serd um espaco de Banach.

Definicdo 2.2.1. Um semigrupo de operadores lineares limitados {1'(t) }:>o em X é um semi-
grupo fortemente continuo, ou um Cy - semigrupo, se para todo = € X, tem-se

lim T(t)x =« (2.2.1)

t—0t

O teorema a seguir mostra que todo semigrupo fortemente continuo possui uma limitacao
exponencial.

Teorema 2.2.1. Seja {T(t) };>0 um Cy - semigrupo. Entdo existem constantes w > 0e M > 1
tais que

IT@t)|| < Me** para 0<t< oo (2.2.2)

Prova: Com a continuidade forte do semigrupo em ¢ = 0, mostremos que existem constan-
tesn > 0e M > 1 tais que

1T < M, vt € [0,7],

em outras palavras, ||7°(¢)| é uniformemente limitada em [0,7]. De fato, suponhamos o
caso contrdrio, ou seja, que existe uma sequéncia {t, },eny C R, tal que

t, >0VneN, limt,=0 e ||[T(t,)|| >n, VneN,
n—oo

com isso, teriamos que sup ||7(t,)|| = oo e assim, pelo Principio da Limitacdo Uniforme
neN
(ver Teorema|1.2.1)), existiria = € X tal que sup ||7'(t,)x| = oo . Dai, o conjunto {||7°(t,)|| :
neN
n € N} € ndo limitado, contrariando o fato de {7'(¢) };>o se um Cj - semigrupo. Portanto,

|T(t)] é limitada em [0, 7|, para algum n > 0, isto é, para algum M > 0, temos que

IT@)] < M, vt € [0,7].
Desde que 7'(0) = I, entdo M > 1. Definimos, entdo

M
w = M > 0. (2.2.3)

Ui
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Sabemos que dado qualquer ¢ > 0, podemos escrevé-lo da forma ¢t = nn + §, para alguns
n € Ned € [0,n]. Além disso, de|2.2.3] vem que

n:—t_5<E e Wt = etn M —
n n

Dai, disso e usando a propriedade de semigrupo, concluimos que

M

1T = NT(nn+0)| = [T (nn)T(6)]
< [T (rp)|[[IT(S) ]
< T @)
= M"M
< MM~
= Me",

resumindo,
|IT(t)|| < Me**, paratodot > 0.
]

Coroldrio 2.2.1. Seja {T'(t)}+>o um Cy - semigrupo. Entdo para cada x a fungdo f : Ry — X
dada por

ft) =T(t)z, Vo € X,

¢ uma fung¢do continua.

Prova: Pelo Teorema [2.2.1] existem M, w > 0 tais que ||7'(¢)|| < Me"' para todo ¢ > 0. Dai,
paraz € X, t,h > 0 temos que
Lf(E+h) = FOI = T+ h)z = T(t)
= NTOT(h)x = T(t)x|
7T (h)x — )
< T@IIT )z — |
< Me"|T(h)x — 2,

como ||T'(h)x — z|| — 0, quando h — 07, pois {T'(t) };>0 € um Cj - semigrupo, segue que
I£(t+R) = f(OIl < Me*|T(h)x — || =0,
quando h — 0. Além disso, para 0 < h < ¢, obtemos

If(t=h) = F@OI = T = h)x = T(t)«]
< [Tt = h)ll[lz =T (h)x]|
< Me" ||z —T(h)z|.
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Novamente, pelo fato de {7'(¢) };>o ser um C - semigrupo, é verdade que
1£(t) = f(t = W)l < Me™|T(h)x — || — 0,
quando h — 0*. Portanto, f é continua. O

Teorema 2.2.2. Sejam {T'(t) }+>0 um Cy - semigrupo e A seu gerador infinitesimal. Entdo, as
seguintes propriedades sdo vdlidas

(a) Para todo x € X,

t+h

o1
’1113(1) ) T(s)xds =T(t)x

(b) Paratodox € X et > s> 0, fStT(T)xdT €ED(A)e

A/ T(T)xdr =T(t)x —T(s)x.

(c) Para todo x € D(A), T(t)x € D(A) e

d
aT(t)as = AT(t)x =T(t)Ax

(d) Paratodo xz € D(A)et>s>0,

Tt — T(s)x = A / T(r)adr = / () Awdr

Prova: (a) Defina ¢(t) = fot T'(s)ds, onde ¢ : [0, +00) — X. Pelo Teorema Fundamental do
do(t)

Calculo, temos 3 = T(t) e, portanto,

pt+h)—ot) .. 1 t+hT(S>de_

h—0t h—0t ¢

(b) Sejam x € X e h > 0. Entado

%( / tT(T)xdT) -

~

(T(t 4+ h)x — T(r)x)dr

1 t
T(t + h)xdr — E/ T(T)zdr

~+
+
=

— — —

T(7)xdr — %/ T(7)xdr

s+h

S sl Nl e

1 s+h
T(r)xdr — E/ T(7)xdr.

e\“
*
>

N
—



Dai, fazendo h — 0%, segue por (a) que

lim LM =1 ( / t T(T)xdr) ~ T(t)x — T(s)a.

h—0t+ h

Portanto, da definicéo de gerador infinitesimal obtemos [’ T'(r)xdr € D(A) e que A [ T(r)adr =
T(t)x —T(s)x.

(c) Sejam x € D(A) e h > 0. Entao,

T(h) — IT(t)x _Tt+n)-T®) _ T(t) (M)x — T(t) Az,

h h h

quando h — 0". Logo, T'(t)x € D(A) e AT (t)x = T(t)Azx. Além disso, também concluimos
que dﬁ# = AT(t)x = T(t)Az. Vamos mostrar agora que % = T(t)Ax para t > 0.
Com efeito,
lim Tt)z—T(t—h)x T(t) Az — lim Tt—h+hz-Tt—-hz T(t) Az
h—0+ h h—0+ h

_ lim (T(t —WT(h)z—T({—h)z T(t)Ax) H

h—0*t h
: T(h)x —x
< — 77—
< Jim Jre - ||(FEE - )|

li T(t—h)Ax —T(t)Ax]|.
+ T [[T(— h)Av — T(t) Ag]|

como ambos os termos do lado direito da desigualdade acima estdo tendendo a zero,

o primeiro porque = € D(A), hlh}ﬁ% = A(x), e |[T(t — h)|| é limitado quando

0 < h <teosegundo é em virtude da continuidade de 7'(¢t) em cada ¢ > 0 (veja (2.1.4)).
Portanto,

%T(t)x = AT(t)x = T(t)Ax, Yz € D(A) et > 0.

(d) Sejam = € D(A) e s,t > 0. Por (a) e (c) temos que

Tt)x—T(s)x = /%T(T)l’dT

_ /:T(T)AxdT
_ A / T(r)adr.

O

No préximo resultado mostraremos duas propriedades bdsicas do gerador de um Cj-
semigrupo: a densidade do dominio e o fechamento do grafico.
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Corolario 2.2.2. Se A é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo {T'(t)}i>o , entdo A é
um operador linear fechado e D(A) é denso em X.

Prova: Para x € X et > 0 definimos z; = %fg T(s)zds. Pela parte (b) do Teoremam
sabemos que z; € D(A) para todo ¢t > 0 e pelo item (a) do mesmo teorema

1 t
limz, =lim— [ T(s)zds =T(0)x =z,
t—0 t—0 t 0

ou seja, x; — z, quando ¢t — 0. Dai, z € D(A). Logo, D(A) D X. Portanto, D(A) = X, isto
é, D(A) é denso em X.

Vejamos agora que A é um operador linear fechado. A linearidade de A é 6bvia. Para
provarmos que A é um operador fechado, consideremos {z,},cny € D(A), z,y € X, tais
que z,, — = e Az, — y quando n — oco. Da parte (d) do Teorema segue que

t
Tz, — x, = / T(s)Az,ds. (2.2.4)
0

Afirmamos que 7'(t)Az,, — T(s)y, quando n — oo. De fato, pelo Teorema [2.2.1} existem
M >1ew >0, tais que ||T(s)|| < Me™* para todo s € [0, 1], logo, se s € [0, t], entdo

IT(s) Az, = T(s)yll < [T ()] | Az — yll < Me™ || Az, — g,

ou seja, T'(t)Az,, — T(s)y uniformemente em [0, ¢] no limite n — oo. Entdo, tomando o
limite em (2.2.4) e usando o que fizemos anteriormente, temos

Tt)r —x= /0 T(s)yds,

dai, pelo item (@) do Teorema [2.2.2] concluimos

. T —z . !
fim == = tim | T(s)yds = T(O)y =
Logo, x € D(A) e Az = y. Portanto, A € um operador linear fechado. O

O préximo resultado nos garante a unicidade do semigrupo associado a um gerador
infinitesimal para o caso de semigrupos fortemente continuos

Teorema 2.2.3. Sejam {T'(t)}+>0 e {S(t)}+>0 Co-semigrupos com geradores infinitesimais
A:D(A)C X - XeB:D(B)CX — X, respectivamente. Se A = B, entdo T'(t) = S(t)
para todo t > 0

Prova: Seja x € D(A) = D(B). Do Teorema [2.2.2] a fun¢do f : R, — X dada por
f(s)=T(t—s)S(s)z, paratodot > 0 e s € [0,¢], é diferencidvel e que

%T(t —5)S(s)r = —AT(t—s)S(s)r+T(t—s)BS(s)x
= —T(t—s)AS(s)x+T(t—s)BS(s)x =0,
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ja que A = B. Consequentemente, a funcdo f é constante, em particular, para s = 0 e
s = t. Assim, obtemos

£(0) = T(H)x = S(t)x = f(t), Vo € D(A).

Mostraremos agora que a propriedade é valida para todo x € X, para isso, usaremos o fato
de D(A) ser denso em X (veja Coroldrio [2.2.2). Com efeito, para z € X, tomemos uma
sequéncia {z, },en em D(A) tal que z,, — x. Como T'(t) e S(t) sdo limitados (continuos),
temos que 7'(t)z, — T(t)x e S(t)z, — S(t)x, quando n — oo. Usando isto, e o fato que
T(t)x, = S(t)x,, para todo n € N, seque que T'(t)r = S(t)x. Portanto, T'(t) = S(t) para
todo ¢t > 0. O

Teorema 2.2.4. Seja A o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo {T'(t)}:>o. Se D(A™) é o
dominio de A", entdo ﬂ D(A™) é denso em X.

n=1

Prova: Seja D o conjunto das funcdes de classe C*°(R) com suporte compacto em (0, c0).
Para cada = € X e ¢ € D, considere o elemento

v~ [T

Para h > 0, suficientemente pequeno, tem-se

%% . %/OOO o(8)[T(s + h)x — T(s)a]ds
= %/0 o(8)T (s + h)xds — %/0 T(s)xds
_ %/h o(€ — h)T(€)xde — %/0 T(s)zds
9] h 9]
= 5 [ ete=mr@uas— [ ole - nT©ud— 5 [ T(5)aas
- %/000 o(s — h)T(s)xds — %/0 o(s — h)T(s)xds — %/000 T(s)xds
= 5 [ oI~ e TGalds = 4 [ ol ~ T (ads
= /OOO %[gp(s —h) — @(s)]T(s)zds. (2.2.5)

Observe que usamos o fato de ¢(s —h) =0se 0 < s < h, jd que a  tem suporte compacto
em (0, 00). Agora, note que o integrando do lado direito de converge uniformemente
em [0, 00) para —¢ (s)T'(s)x, quando h — 0*. Logo, =, € D(A) e

T(h) — 1
lim L) =1

A
o h—0t h

(,0:

v, = — /0 S ()T (s)wds.
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Desde que ¢ € D, entdo ", a n-ésima derivada de ¢, também pertence a D para n =
1,2, .... Por inducdo, conclui-se que z, € D(A")

Az, = (—1)"/ ©"(s)T(s)xds, ¥V n €N,
0

o0
e consequentemente, ., € ﬂ D(A™). Agora, consideremos Y o subespaco vetorial gerado

n=1

por {z,;x € X, ¢ € D}. Do que provamos até agora, segue-se que Y C ﬂ D(A™).

n=1

Para concluir a prova, mostraremos que Y € denso em X. Suponha que Y néao é denso
em X, entdo pelo Teorema [1.2.2] existe um funcional linear z* € X*, z* # 0 tal que
z*(z,) = 0 para toda =, € Y, logo

/000 o(s)r™(T(s)x)ds = x*(/ooo cp(s)T(s)xds) =0, (2.2.6)

para todo = € X, ¢ € D, isto implica que para z € X a fung¢do continua s — x*(7T'(s)z) é
nula em em [0, 00), caso contrdrio, teria sido possivel escolher ¢ € D tal que o lado direito
de (2.2.6) ndo fosse zero. Em particular, para s = 0, z*(x) = 0. Isto vale para todo x € X
e, portanto, z* = 0, o que é uma contradicao. Logo, Y é denso em X e consequentemente,
oo

ﬂ D(A") é denso em X, como queriamos provar. N

n=1

Definicao 2.2.2. Se A é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo, definimos
D(A?) = {x € D(A); Axr € D(A)},
e de forma geral, para k > 2
D(A*) = {z € D(A*Y); Az € D(A* 1)L

Lema 2.2.1. Seja A um gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo {1'(t)}:>o satisfazendo
|T(t)|| < M parat > 0. Se x € D(A?), entdo

| Az|? < M2 A% |z (2.2.7)
Prova: Para z € D(A?) e t > 0 temos pelo Teorema item (d) que
t
T(t)r —x =tAz + / (t — 8)T(s)A*xds, (2.2.8)
0
ou seja,
t
tAr =T(t)xr —x — / (t — )T (s)A%xds.
0
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Da Desigualdade Triangular, segue que

[Az] - < t’l(HT(t)xH+HwH)+t‘1/0(t—S)\|T(8)A2:de8

IA

Mt
T||37H + THAQSUH, (2.2.9)

jd que M > 1 (||T(0)|| = 1). Note que se A%z = 0, entdo (2.2.9) implica que Az = 0 e
(2.2.7)) é satisfeita. Se A%z # 0, tomemos ¢ = 2|z z[|A2z|| = em 2.2.9b. Dai

|Azl| < M]lz|?|A%|2 + M||z|? || A%| 2
= 2M||z||? || A%| .

Portanto

[Az* < 4M%|| A| ||]).

Exemplo 2.2.1. Consideremos o espago de Banach
X ={f:R — R f élimitada e uniformemente continua }

com a norma
1fllx = suglf(w)lR Vf e X.
xe

Para f € X, definimos
(T()f)(s) = f(t+s), Vt >0, seR.

Assim, {T'(t) }+>0 € um Cy-semigrupo de operadores lineares limitados satisfazendo ||T'(t)|| <
1, paratodot > 0. E

(suplf (s)])* < 4(sup| " (s)) (sup| £ (s)])

Solucdo: Inicialmente, mostraremos que {7'(¢)};>o ¢ uma familia de operadores lineares
limitados em X. Com efeito,

(1) T(t) é linear.

Sejam f,g € X, t > 0 e s € R quaisquer, assim
(T@(f +9)(s) =(f+g)t+s)=f{t+5)+g(t+s)=(T)f)(s)+ (T(t)g)(s)-
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(ii) T(t) é limitada.

Para f € X, temos

IT(8) fI| = sup[T'(¢) f(x)| = sup|f(z + 1)] < sup |f(z+1)] = [[f]],

weR v€R (z+t)eR
consequentemente, 7'(¢) é limitada e ||7'(¢)|| < 1 e, portanto, {T'(¢)}>0 C L(X).
(iii) {7'(t) }+>0 € um Cj-semigrupo.
e Dados quaisquer f € X e s € R, tem-se

(T0)f)(s) = f(0+5) = f(s) = T(0) = I.

e Sejamt,w > 0, f € X e s € R arbitrarios. Assim

(Tt +w)f)(s) = [t +w+s) = (TA)f)(w+s) = TE)(T(w)f)(s),

ouseja, T'(t +w) = T(t)T(w).

e Por ultimo, |(T'(t)f)(x) — f(x)| = |f(x+1t) — f(x)|, como |x+t— x| = |t| e sabendo que
f € uniformemente continua, dado € > 0 existe § > 0 tal que |z + ¢ — z| = |t| < ¢ implica
que |f(x +t) — f(z)| <€ ou seja, |t| < 0 implica que |(T'(t)f)(z) — f(x)| < € e, portanto,
lim (T'(t) f)(x) = f(x).

t—0t+

De (i)-(iii) seque que {7'(t)}+>0 é um Cj-semigrupo de operadores lineares limitados,
satisfazendo ||7°(¢)|| < 1, para todo ¢ > 0.

A seguir, apresentaremos o gerador infinitesimal do Cy-semigrupo {7'(¢)}:+>o. Seja A :
D(A) C X — X o gerador infinitesimal de {7'(t) }+>o. Vamos determinar o operador linear
A e o seu dominio D(A). Para isso, sejam f € D(A), s € Re h > 0 quaisquer, assim

ICE IO

h—s0+ h h—0+ h et h = f (S)

Logo, A(f(s)) = f'(s), para todo f € D(A), em que D(A) = {f € X, f existee f € X}.
Ainda, A é linear em virtude da linearidade da derivada.

Finalmente, como ||T'(¢)|| < 1, segue pelo Corolario [2.2.1]que
(sup| f'(s)[)* < 4(supl|f" (s)])(suplf ()])-
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2.3 O Teorema de Hille - Yosida

O Teorema de Hille-Yosida caracteriza operadores lineares que geram semigrupos com
geradores ndo necessariamente limitados. Em outras palavras, este teorema nos fornece
uma condic¢do suficiente e necessdria para que um operador A : D(A) C X — X seja o ge-
rador infinitesimal de um C-semigrupo. A priori, definiremos alguns conceitos necessarios
para enuncia-lo e demonstra-lo.

Seja {T'(t) }+>0 é um Cp-semigrupo. Pelo Teorema existem constantes w > 0 e
M > 1 tais que ||T(t)|| < Me** para ¢t > 0. Disto, temos a seguinte definicao

Definicdo 2.3.1. Um Cy-semigrupo {T'(t)}:>o é chamado de uniformemente limitado se w =
0, além disso, se M = 1, entdo ele é chamado de semigrupo de contragées.

Definicao 2.3.2. Seja X um espago de Banach sobre o corpo Ke A : D(A) C X — X um
operador linear. O conjunto resolvente de A é o subconjunto p(A) de todos niimeros complexos
A tais que A\ — A é injetor, R(A\ — A) =

RA:A)= (M —A)" :RM-A)C X > X

)
¢ limitado. Para A € p(A), o operador R(\ : A) = (M — A)~! é chamado de operador
resolvente. O espectro do operador A é definido por o(A) = C\ p(A).
) #

Definicao 2.3.3. Seja A um operador linear com p(A) # @. Definimos para A € p(A) a

aproximagdo de Yosida por
Ay = MR\ : A) = NXR(\: A) — Al

Proposicao 2.3.1. (Equagdo do Resolvente) Se A : D(A) C X — X é um operador fechado,
entdo

RAN:A)—R(p:A)=(u—ANRAN: AR(u:A), Yu,\ € p(A).

Prova: Para \ € p(A), tem-se

ARN:A) = AN — A)7!
= (A= XM+ XM - A)!
= MM —A)7 =M - A\ - AT
= MM -A) -1
= AR(\:A) - L (2.3.1)

De , segue que para \, u € p(A) as seguintes identidades valem
RA:A)=R\: A)[pR(u: A) — AR(u : A)]
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R(p:A)=R(p: AARN: A) — AR(X : A)]

Subtraindo as equacgoes, obtemos
RA:A)—RA:A) = RAN:A)pR(p:A)—
— R(u: A)AR(: A) —
uRu A)R(u: A) -
— AR(p: A)R\: A)+ AR
= (n=MRMA:A)R(u: A),

AR(p: A
(

Proposicao 2.3.2. Seja A : D(A) C X — X um operador fechado. O conjunto resolvente,
p(A), é aberto em C, e para i € p(A) a identidade

o0

ROV A) =3 (u— N"Riu: Ay

n=0

1
vale para todo \ € C satisfazendo | — A| <

[R(A = A
1
Prova: Seja 1 € p(A) e tomemos ¢ = TRGC A pois R(u : A) # 0. Tomemos
o
to € B(u,€). Assim
pol — A=pul — A+ pol —pl =1 — (pp— po)R(p: A)](ul — A). (2.3.2)
1
Como |py — p| < € = ———, temos
! IR = Al

(1 = po) R(p = A < [ — pol [R(pe = A)|| < 1.
Seja G := (u — po)R(p = A). Temos ||G|| < 1, entéio pela Proposi¢do(2.3.2), (I — G)~! =
[I — (u— po)R(p : A)]7! existe e

[L = (1 — po) R( Z G" = Z p— po)" R(p : A)".

n=0

Assim, de (2.3.2) temos que

(ol — A)™ = (ul — A)7MI = (u— po) R(u: A7 = R(p - A)(I = G)™"

isto é, (gl — A)~! existe e é continua, entdo pg € p(A). Logo, B(u,€) C p(A) e assim p(A)
€ aberto.
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Ainda,
Rpo: A) = (po—A)"

= Rl ) S RO AY)

n=0
= > (= po)"Rlp: A",
n=0

]

A seguir, iremos enunciar o teorema de Hille Yosida, um dos mais importantes teore-
mas da teoria de Cy-semigrupos. A priori, iremos demonstrar a "condicdo necessdria”do
teorema mencionado e em seguida enunciaremos e provaremos trés lemas que irdo nos
auxiliar com a prova da ”condic¢éo suficiente”do mesmo teorema.

Teorema 2.3.1. (Teorema de Hille - Yosida) Um operador (ilimitado) A é um gerador infi-
nitesimal de um Cy-semigrupo de contragoes {T'(t)}:>o se, e somente se,

(a) Aéfechadoe D(A) = X;

(b) O conunto resolvente p(A) de A contém (0,00) e para cada A > 0

[1R(A = A <

> =

Prova: (Necessidade). Se A é um gerador infinitesimal de um Cj-semigrupo, entdao A é
fechado e D(A) = X, pelo coroldrio Logo, (a) é satisfeito. Agora, mostraremos (b).
Para A > 0 e x € X seja

R(\)x = / h e MT(t)adt. (2.3.3)
0

Como para todo 2z € X a funcdo f : Rt — X dada por f(t) = T(t)z, é continua e
uniformente limitada, existe a integral imprépria de Riemann, que por sua vez define o
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operador R(\). Agora, oberve que

IROallx = \

/ e MT(t)xdt

0

< [ el
0

/0 e MT ()] 2o ]t

/e_)‘tHa:Hth

0

_ Hx||X/ e
0

1

)\ Y

onde a segunda desigualdade é vélida pelo fato de 7'(¢) ser limitada e a terceira porque
T'(t) € uma contracao, isto &,||T'(t)||zx) < 1. Dali,

X

IA

IN

= lzllx

1
RN < <
IRV < 5.
isto é, R(\) é um operador linear limitado. Além disso, para h > 0
T(h)—1 1 [
%R(A)x = E/ e M(T(t+ h)x — T(t)x)dt
0

= —/ e_’\t(T(t—kh)xdt—l/ e MT(t)adt
h Jo h Jo

1 [ 1 [
= —/ e AN (D) adr — —/ e MT(t)zdt
h Jn h Jo

I I I
= —/ e M (H)adt — —/ e M (t)adt — —/ e MT(t)zdt
h Jo h Jo h Jo
_ M —1 [ Xt _ﬁ " At
= e M(t)xdt e M(t)xdt,
hJo hJo
donde
T(h)—1 o Ah 1 Ah h
lim LR(A)x = / lim (< e MT(t)wdt — lim / e~ MT(t)adt
h—07+ h o h—07T h h—0+t h 0
= )\/ e MT(t)wdt — x
0
= AR(\)z — =z,
ja que
M L A0 20 o
e B



e)\h h 1 h
lim (—)/ e MT(t)zdt = lim e lim —/ e MT(t)zdt
h /) Jo h Jo

h—0*t h—07+ h—07+
1 h+0 v
= hlggh E/o e T (t)xdt
= .
Portanto, R(\) € D(A) e
AR(N) = AR(\) — 1, (2.3.4)
ou seja,
(A—A)R(\) = 1. (2.3.5)

Veja ainda que para z € D(A)

T(h) — IR(/\)x _ /°° e NT(t + h)$dt B /°° eAtT(t)xdt

h h
_ /°° (e NT(t + h)x — eNT(t)x)
0 h

_ / N e"\tT(t)—(T(h)}f “ gt

dt

Dali,

Entdo, para todo = € D(A), temos que
r=A—A)RNz = ARN)z—AR\)x
= AR(AN)z — R(\)Ax
= RA\)(M —A)z. (2.3.6)

Por conseguinte, de (2.3.5) e de (2.3.6), concluimos que R(\) € a inversa de (A — A) para
todo A > 0, ou seja, R(\ : A) = R(\). Portanto, as condigdes (a) e (b) sdo necessdrias.

Agora, para mostrarmos que as condicOes (a) e (b) s@o suficientes para que A seja um
gerador infinitesimal de um Cj-semigrupo de contracoes, necessitamos de trés lemas, os
quais serdo enunciados e provados a seguir.

32



Lema 2.3.1. Seja A um operador que satisfaga as condigbes (a) e (b) do Teorema (2.3.1)e
R(\: A) = (M — A)~L. Entdo

lim AR(\: A)z = x, para todo x € X.

A—00
Prova: Primeiramente, suponhamos = € D(A), assim
1
IAR(A = A)z — x| = [AR(A : A)af| = [[R(A - A)Az]| < ]| Aw]| =0,

quando A — oo, onde a primeira igualdade é justificada por (2.3.4) e a segunda por
(2.2.7), a desigualdade é devido a hipétese.

Seja agora x € X. Como D(A) é denso em X, existe {z, },en € D(A) tal que z,, — z.
Logo, dado ¢ > 0, existem n, € d(¢) tais que ||z — z,| < ¢, para todo n > n,, e

INRON - Ay, — 2 || < g para todo \ > d(e),

dai, para A > J(¢) temos que

IAR(A: A)z — zf| < AR A)|| ||lx — zp, < €.
—————

<1

AR : A)zn, — 2 || + [l = 20,

Portanto,

lim AR(A: A)z =z, para todo x € X.

A—00

O

Lema 2.3.2. Seja A um operador que satisfaca as condigdes (a) e (b) do Teorema Se
Ay € uma aproximacdo de Yosida de A, entdo

lim Ayz = Az, para todo = € D(A).

A—00

Prova: Para x € D(A), pelo Lema e pela definicdo de aproximacao de Yosida
lim Ayz = Alim AR(A: A)Ax = Ax.
—00

A—00

]

Lema 2.3.3. Seja A um operador que satisfaca as condigbes (a) e (b) do Teorema Se
A, € uma aproximagdo de Yosida de A, entdo A, é o gerador infinitesimal de um semigrupo
uniformemente continuo de contragbes {e'}i>o. Além disso, para cada x € X e )\, pu > 0,
temos que

e g — || < t)| Ay — Al
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Prova: Da definicdo da Aproximacao de Yosida, temos que A, é um operador linear e
limitado. Além disso, pelo Teorema [2.1.1, A, é um gerador infinitesimal do semigrupo
uniformemente continuo {e!4*};5,. Temos também que

tA,\H _ ||€t(>\2R()\:A)—)\I)| —AtHet(/\QR()\:A)H < e—Atet/\2||R()\:A)|| <1,

e | =e <
onde usamos na primeira desigualdade a inequecdo (2.1.6)). Isto prova que {e*};5q é
um semigrupo de contracOes. Portanto, A, é o grador infinitesimal de um semigrupo
uniformemente continuo de contragdes {e'**},~,. Agora, pelo Teorema Fundamental do

Calculo, temos que
td
etA)\x o etA#x — _(etSA)\et(lfs)A#)de’
o ds

dai,

1
HetAAx_etAux“ _ H/ di(etsAket(l—s)Au)de
0 S
1

< / t]jel et ( Ay — A,2)||ds
0
< tf|Ave — Ayl

]

(Suficiéncia). Continuando a prova do Teorema Sejax € D(A)t > 0, do Lema
segue que

leha — e ]| < | Ase — Azl < tllAve — Azl +t]| Az — A, (2.3.7)

De (2.3.7) e do Lema segue para * € D(A), ez converge uniformemente em
intervalos limitados, quando A — co. Como D(A) é denso em X e cada || < 1,
podemos afirmar que {e'**},5, é convergente para todo r € X e que a convergéncia é
uniforme para ¢ intervalos limitados. De fato, para x € X, t € [0,a] e a > 0, existe
x, € D(A), tal que z,, — z, isto é, dado ¢ > 0, existe ny > 0 tais que

€

o=l < &

e |, — e, < %, para todo \, pu > ny.

Dai, para A\, u > ng e t € [0,a] obtemos

et — el < e (@ = )| + e, — et | + [, — etdral
€
< 2w — || + 3

€,

A\

como ¢ é arbitrdrio, segue a veracidade da nossa afirmacao.
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Considerando o que acabamos de fazer, definimos a familia de operadores {7'(¢)};>0
por

T(t)z = lim eMz; 2 € X. (2.3.8)

A—00

E claro que T'(t) é um operador linear em X para todo ¢ > 0. Além disso, usando o fato de
que {e'}5 ser de contracdo, vemos que

IO = |l lim ezl < 2], (2.3.9)

o que implica que ||7'(¢)|| < 1 para todo ¢ > 0. Agora, vamos provar que {7'(t)}:>o € um
Cy-semigrupo. Com efeito,

Como, para cada \ > 0, {e!"*};5 é um semigrupo, temos

T(0)r = lim ("2 = Iz = 1,

A—00
logo, T'(0) = I, para todo z € X.
Agora, sejam x € X, s,t > 0, entao

T(s+t)z = lim et g = lim ety

A—00 A—00
no entanto, da desigualdade
lePeba —T(s)T (]| = [le*™ (e a = T(t)z) + (e = T(s))T(t)z]
< e e e = T#)z]| + ||(e = T(s))T(t)2]
< ez = T()a| + [[(e = T(s)T (1),

segue facilmente que e*4*e!z converge para T'(s)T'(t)x, quando A — oo. Logo, T'(t+s) =
T()T(s).

Assim, {T'(t)}:> satisfaz as propriedades de um semigrupo. Além disso, por (2.3.9),
garantimos que é um semigrupo de contracdo em X. E mais, como ¢4 z converge uni-
formemente para t € [0,a], a > 0, obtemos que 7'(-)x é uma fun¢do continua em [0, al.
Portanto, {7'(¢) };>0 € um Cj-semigrupo de contracdo em X.

Finalmente, mostremos que A é o gerador infinitesimal do Cy-semigrupo {7'(¢)}:>o.
Sejam x € D(A) et > 0. Observe inicialmente que da desigualdade

lev Ay = T(s)Az|| < || (Are — Az)|| + [[(e" = T(s) Ax]|
e [ Ase = Az + [i(e* = T(s)) Axl|

lAxz = Az]| + [|(e* = T(s)) Az

VAN VANVAN
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segue que e*“* A,x converge uniformemente para s em intervalos limitados para T'(s) Az,
quando A — co. Agora, usando (2.3.9) e o item (d) do Teorema [2.2.2] temos que

T — 1 1 t
—(t)x Y~ lim ("M —x) = = lim s Ay ads,
t t A—oo t A\=oo 0
donde podemos concluir que
T(t)x — I
% - 2/ T(s)Azds, =€ D(A). (2.3.10)
0

Seja B : D(B) C X — X o gerador infinitesimal de {7'(¢) };>¢ e seja z € D(A), de (2.3.10),
obtemos

_ ¢
B(z) = lim Tz -z = lim ! T(s)Axds = Ax,

t—0+ t t—0t t Jo

consequentemente, x € D(B) e que Bx = Az. Assim, B D A. Note que B é o gerador
infinitesimal de {7'(¢) };>¢, € como vale (a) e (b), entdo 1 € p(B). Por outro lado, assumimos
que 1 € p(A), por hipdtese (item (b)). Desde que B D A, entdo B|D(A) = A e como

1 € p(A) N p(B), segue que
(I -=B)D(B) =X = (I = A)D(A) = (I - B)D(A),
e assim
D(B)= (I - B)'X = D(4),
e portanto, B = A. O

Coroldrio 2.3.1. Seja A o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragbes {1 (t)}+>o
. Se A, € a aproximagdo de Yosida de A, entdo

T(t)z = lim ez, paratodo x € X (2.3.11)
—00

Prova: Pela prova do Teorema de Hille-Yosida, sabemos que a familia {S(t)};>o dada por

S(t)x = Alim ety é um Cy-semigrupo de contragdo e que A é seu gerador infinitesimal. Logo,
—00

pelo Teorema (2.1.2), segue que S(t) = T'(t). O

Corolario 2.3.2. Seja A o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragdes {T'(t)}+>o.
O conjunto resolvente de A contém o semiplano aberto direito, isto é, p(A) D {\ € C; Re\ >
0} e para cada A

1
IRO: )] < 7 (2.3.12)
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Prova: O operador R(\)z = [~ e MT(t)xzdt estd bem definido para ), tal que ReA >
0. Usando o mesmo argumento da prova da parte da necessidade do Teorema de Hille-
Yosida, podemos mostrar que R(\) = (A — A)~!, ou seja, p(A) 2 {\ € C; ReX > 0}. A
desigualdade é provada do seguinte modo

IR\)z|| = H /Oooe_”T(t)xdtH

< / e~ BN T (1)t
0

< [ et el
0

< / e—Re)\tHdet
0

=l [ e var
0

—!|H1
= I Rex
O

O exemplo a seguir mostra que o conjunto resolvente de um gerador infinitesimal de
um Cj-semigrupo nao necessariamente contém mais que um semiplano direito aberto.

Exemplo 2.3.1. Seja X espago de todas as fungdes limitadas, uniformemente continuas em
[0, 00). Defina

(T@)f)(s) = f(t+s), feX,

Para todo t > 0 e s > 0. pelo Exemplo sabemos que {T'(t)}s>0 é um Cy-semigrupo de
contracoes em X. Seu gerador infinitesimal em X ¢é dado por

D(A)={feX;f X}

(Af)(s) = f (s), para todo f € D(A).
pelo Coroldrio p(A) D {X € C; ReX > 0} e para cada um desses A a equagdo
(A—A)pa(s) =0 (2.3.13)
tem solugdo ndo trivial. De fato, para py(s) = €**, temos
(A= A)pa(s) = (A= A)e™ =A™ — XeM = 0.

Agora, se ReX < 0, entdo p,(s) é limitada por 1 e uniformemente continua, onde a limitagdo
¢ em s e a uniformidade em \. Ou seja, se ReX < 0, entdo ¢,(s) € X € solugdo de
e portanto, o operador (A — A) ndo € injetivo e consequentemente ndo é invertivel. Logo,
{\ € C; ReX < 0} C o(A), isto é, o semiplano fechado esquerdo estd no espectro o(A) de A.
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Observacao 2.3.1. Dado um Cy-semigrupo {T'(t)}:>o satisfazendo || T (¢t)|| < e*!, para w > 0
e S(t) = e ™ T(t). Afirmamos que {S(t)}:>0 € um Cy-semigrupo de contragdes. Com efeito,

. S(0) = e*0T(0) = I;
St +s) = eI (t+ 8) = e Ve T(8)T(t) = e T (t)e *T(s) = S(t)S(s);
. Eparatodo r € X,

ISt)x — x| = |e“'T(t)x — |
= |e™'T(t) — e a4+ e iy — 1
< |eT™T(t) — e x| + le ' —

= |e™IT®)x -z +[e™" = 1||].
Dat, como {T'(t) }+>0 é um Cy-semigrupo, segue que

lim |[S(t)xr —z| = tli%}* le™"|T(t)x — x| + |e™™" — 1]|z| = 0.

t—0+

cS@zl = e T < e = 1.

Portanto, {S(t)}+>0 € um Cy-semigrupo de contragoes.

Observacido 2.3.2. Se A é o gerador infinitesimal de {T'(t)};>0, entdo S(t) = e vt =
eA=wDt Logo, A — wl é o gerador infinitesimal de {S(t)};>o. Por outro lado, se A é o
gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragbes {S(t)}iq, entdo e = e “'T(t) e
consequentemente, T(t) = e!4e®t = A+wDt oy seja, A+ wl é o gerador infinitesimal de um

Co-semigrupo {T'(t)};>0 e que satisfaz || T(t)| < e, pois |T(t)| = [le!te ]| < ev!|le™d| <
e™t.

Corolario 2.3.3. Um operador linear A é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo satis-
fazendo ||T'(t)|| < e se, e somente se,

(a) Aéfechadoe D(A) = X;
(b) O conjunto resolvente p(A) de A contém {\ € C;ImA\ =0,\ > w} e para cada A > w

1

: <
IRO: Al < +—

Prova: (Necessidade) Defina S(t) = e “!T(t), para todo ¢t > 0. Pela Obervagio
temos que {S(t)}+>0 € um o Cp-semigrupo de contracdes. Além disso, pela Obervacdo
A —wl é o gerador infinitesimal de {S(¢)}:>o. Logo, aplicando o Teorema de Hille -
Yosida no semigrupo {S(t)}+>0, temos que A —w/ satisfaz as condi¢des (a) e (b) do mesmo
teorema . Em particular, § € p(A —wI) para todo § > 0, o que implica que [(§ +w)I — A]~!
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existe e é limitado para todo § > 0. Dai, segue que {J +w,d > 0} C p(A). Mais ainda, da
parte (b) do Teorema Hille Yosida, segue que

1

A )
N0 > w

IR A = |RA —w: A= wl)]| <

(Suficiéncia) Suponhamos que as condicdes (a) e (b) sejam validas. Como D(A) =
DA—-wl)e RA+w: A) = R(A: A—wl) para todo A > 0, segue que as condicdes
(a) e (b) do teorema de Hille-Yosida sdo verificadas para A — wl e consequentemente,
A — wl € o gerador infinitesimal de um Cj-semigrupo de contracdo que denotaremos por
{S(t)}+>0. Definimos agora T'(t) = e**S(t), para todo ¢t > 0. Analogamente a Obervacéo
2.3.1} mostra-se que {7'(t) }:+>o ¢ um Cy-semigrupo. Além disso, A é o gerador infinitesimal
de {T'(t) }+>0. De fato, se B é o gerador infinitesimal de {7'(t) };>0 € x € D(B), entdo T'(t)z
é diferencidvel pela direita em ¢ = 0, o que implica que S(t) = e "'T'(t) é diferenciavel
pela direita em ¢t = 0 e que x € D(A — wI). Mais ainda, pelo Teorema [2.2.2]item (c) segue
que

_ dtT(t)x

Bz dt ‘t:O

= (e""(A — w)S(t)x + we S(t)x)|,_, = Az

Logo, D(B) € D(A — wl) e que Bx = Ax para todo z € D(B). Por outro lado, se
x € D(A — wl) é ébvio que t — T'(t)x é diferencidvel pela direita em ¢ = 0, o que
implica que D(A — wl) C D(B) e Ax = Bx para todo z € D(A — wl). Dessa forma,
D(A —wl) = D(B) e para todo © € D(A — wl) = D(B), tem-se B = A. Portanto, A
é o gerador infinitesimal do semigrupo T'(¢t) = e*'S(t) que satisfaz ||T(¢)|| < €', ja que
IS@Il < 1. 0

A seguir, apresentaremos um resultado que é muitas vezes ttil para provar que se um
determinado operador A satisfaz a condicdo de suficiéncia do Teorema de Hille-Yosida,
entdo este operador é o gerador infinitesimal de um Cj-semigrupo de contracdes, mas
antes temos a seguinte definicao.

Definicao 2.3.4. Seja X um espago de Banach e seja X* seu dual. Denotamos o valor de
¥ € X*emx € X por (z*,z) ou (z,x*). Se A é um operador linear em X, sua imagem
numeérica S(A) é o conjunto

S(A) = {{a", Az); x € D(A), [lz] =1, 2" € X7, |lz7| = 1, (2", 2) = 1}.

Teorema 2.3.2. Seja A um operador linear fechado com dominio denso D(A) em X. Seja
S(A) a imagem numérica de A e seja »_, o complemento de S(A) em C. Se A € )_ entdo
M — A é injetiva e tem imagem fechada. Além disso, se ), é uma componente conexa de ) |

satisfazendo p(A) N, # @, entdo o espectro de A estd contido no complemento Sy de ), e

—_

RA: A € ———r 2.3.14
122 )Héd(A:S( 5 ( )
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Prova: Seja A € ). Sex € D(A), ||z|]| =1, z* € X*, ||z*]| = 1 e (z*,z) = 1, entdo

0<d\:S(A) < |\—(z*, Az)|

= [{(a", \x — Ax)|
< lz*| Az — Az||
< [[Az — Azl (2.3.15)

e portanto A/ — A é injetiva.

Mostraremos agora que A/ — A tem imagem fechada. Com efeito, tomemos d = d( :
S(A)). Seja {y,} c Im(\ — A) tal que y, — y para y € X. Iremos mostrar que y €
Im(A\ — A). Para isto, tomemos n € N, z,, € D(A) tal que y,, = (A — A)z,,. Entdo, para
todo m,n € N,

Y

0<d< H(/\I—A)(M>'

|Zn — Zml|

ou seja
0 <dllzn — zm| < A = A)(@n — 2| = [y = Ymll-

Como ||y, — Ym|| — 0 quando m,n — oo, temos que ||z, — z,|| — 0 também, isto é,
{z,,} € D(A) é de Cauchy. Entdo a sequéncia {(x,, (Al — A)x,)} C Graf(\] — A) converge
para (z,y). Visto que o Graf(\ — A) é fechado, entédo (z,y) € Graf(\ — A). Logo, y =
(M — A)x € Im(A — A).

Além disso, A € p(A), entdo existe R(\: A) = (A : A)~'. D4i, de (2.3.15), temos

d(X, S(A)) < Az — Az| = [R(A: A7 = [R(A - A

Resta mostrar que se ), € uma componente de > que tem uma interse¢do ndo vazia
com o conjunto resolvente p(A) de A entdo o(A) C Sy. Para tanto, considere o conjunto
p(A)NY_,. Sabemos que p(A) é aberto em C e consequentemente, temos que p(A)N ), é
aberto em ) . Agora, mostraremos que p(A) N, € fechado em ) . Para isso, considere
A €p(A)NDY ,e N, = A€ ), Dai, para n suficientemente grande, temos

1 _

d(\, : S(A)) > Sd(1: S(A)) > 0

e consequentemente, para n suficientemente grande,

A — M| < d(\, 0 S(A))

Sabemos que a distancia é continua, assim para n grande, temos que d(\, : S(A4)) —
d(X: S(A)). Logo, por (2.3.15) e tomando n suficientemente grande, obtemos

A=Al <d(An m) < IR(A A)H_l
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segue que \ estd na bola de raio ||[R(\, : A)||~! centrada em ), o que implica A\ € p(A),
pois p(A) € um conjunto aberto e )\, € p(A). Portanto, p(A) N>, € fechado em ) ;. Como
>, € uma compontente conexa e p(A) N ), € um subconjunto aberto e fechado em ),

segue que p(A) D p(A) N>, =>,oup(A)N) , = 2. Mas por hipétese, p(A) N>, # I,
e portanto, p(A) D >, ouseja, o(A) C Sy, e a prova estd completa. O

2.4 O Teorema de Lumer-Phillips

Na secdo anterior, vimos que o Teorema de Hille-Yosida é uma caracterizacao do ge-
rador infinitesimal de um Cj-semigrupo de contracoes. Nesta secdo, apresentaremos uma
outra caracterizacdo para geradores infinitesimais de um C-semigrupo de contragdes. An-
tes, porém, necessitamos de algumas definicoes e resultados preliminares que enumciare-
mos no que segue.

Definicdo 2.4.1. O conjunto
X" ={z": X =K}

onde z* é funcional linear, em que K = R ou K = C, é chamado de espago dual de X. E,
para todo =* € X*, denotamos por

(x*,x) = (z,2"),Vr € X,
a imagem de x € X por x*.
Definicao 2.4.2. O conjunto
F(z) = {z* € X*; (2%, 2) = (x,2*) = ||z]]* = ||=*||*},Vx € X, (2.4.1)

¢ chamado de conjunto dual de X*.

Pelo Teorema de Hahn-Banch [18, Teorema 4.3-2], segue que F'(x) # @ para todo
r e X.
Definicao 2.4.3. Um operador A : D(A) C X — X ¢ dito dissipativo se, para todo = €
D(A), existe z* € F(x) tal que Re((Ax,xz*)) <0

O préximo Teorema nos dd caracterizacao de operadores lineares dissipativos.

Teorema 2.4.1. Seja A : D(A) C X — X um operador linear. Entdo A é dissipativo se, e
somente se,

(AL = A)z|| = Al|z]|, Vz € D(A), A>0. (2.4.2)
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Prova: Seja A dissipativo, entdo dado qualquer = € D(A), existe z* € F(x) tal que
Re({(Ax,z*)) <0, entdo

(AL = A)]| [|]] [(Az — Az, %)
Re({\x — Ax,x™))
R€(</\I,ZL‘*> - <A(ZL‘), >)

Re(Mz*, x) — (A(x),x")).

AVARAVARAYS

Como z* € F(z), entdo (z*, ) = ||z||?. Disso, do que fizemos anteriormente e de Re((Az, z*)) <
0, segue que

1A = Azl 2l > Re(All=[|* — (2", A(x)))

= Alz]* = Re({z", A(x)))
Al )%,

v

ou seja,
I(A = A)e]| > Allz, Vo€ D(A), A>o.

Reciprocamente, suponha que ||(A] — A)z|| > A||z||, para todo x € D(A) e A > 0, tem-se
(M — A)x € X e F((M — A)z) estd bem definida. Agora, para cada A > 0, sejam

; f_ W
yy € F((M —A)x) e z/\:m.
A

para todo z € D(A). Assim, ||z5|| = 1, e mais, para todo A > 0, temos

Alell < [JM = Azl] = (Aw = Alx), 23)
= ARe(z,z)) — Re(Ax, 23)
< M|z|| — Re(Az, 23).

Portanto,
Re((Az, z})) < 0. (2.4.3)
Como —Re({A(x), 23)) = Re((A(x), —23)) < [|A(@)[lllz3]] < [[A(z)|. Entdo
Azl < ARe((z, 23)) + | A=),

ou seja

1
Re({z, %)) 2 [l2ll = 7 A(2)]. (2.4.4)
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pelo Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki [4, Teorema 3.36], a bola unitaria em X* é
compacta na topologia fraca*, 2§, A — oo, tem um ponto limite z* € X* com ||z*|| < 1. Por
(2.4.3) e (2.4.4), temos

Re({(Ax,2")) <0 e Re((z,z%)) > ||z]. (2.4.5)
Mas Re((z,z2*)) < [(x, 2*)| < ||z|| e portanto, (z, z*) = ||z||. Tomando z* = ||z||2* temos

(@, 2%) = (. ||2]|z") = ||,

* 1
0 > Re({(Ax,z%)) = R6<Aac, ”x—”> = —R6<Ax,x*>.
T
Assim, z* € F(x) e Re({(Az,2*)) < 0. Portanto, para todo x € D(A) existe um z* € F(x)
tal que Re({Az,z*)) <0, ou seja, A é dissipativo. O

Teorema 2.4.2. (Lumer-Phillips) Seja A : D(A) C X — X um operador liner tal que
D(A) = X. Entdo as seguintes afirmagdes sdo verdadeiras

(i) Se A é dissipativo e existe Ay > 0 tal que X = R(\I — A), entdo A é o gerador
infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragbes em X.

(ii) Se A é o gerador inifinitesimal de um Cy-semigrupo de contragbes em X, entdo R(\ —
A) = X, para todo \ > 0 e A é dissipativo. Além disso,

Re({(A(x),x")) <0,V € D(A), 2" € F(x).
Prova: (i) Primeiramente, mostraremos que A é fechado. Com efeito, como, por hipotese,
A é dissipativo, segue do Teorema [2.4.1] que
|(A — A)x|| > A||z||, Vz e D(A), X>0. (2.4.6)

o que prova que {(AI — A)} >0 é uma familia de operadores injetivos. Por hipdtese, temos
que

R(\I — A) = X,

para algum )\, > 0. Assim, dado y € X, existe x € X tal que (Aol — A)z = y. Disso e
tomando A = )\ em (2.4.6), obtemos

IR Al = RO : A)(Aol — A
= Jal
< Lror — Ax)
= ox x
< Lyl
= )\0 Yli,



ou seja, R(\g : A) = (Aol — A)~! é um operador linear e limitado, e assim fechado. Logo,
Mol — A é fechado e, portanto, A é fechado.

Note que, se R(A\] — A) = X para cada A > 0, entdo p(A) D (0,00) e ||R(A] — A)|| <
A~! por (2.4.6) (mostraremos, também, estas implicacdes). Segue-se entfo do teorema de
Hille-Yosida que A é o gerador infinitesimal de um Cj-semigrupo de contragcdes em X.
Portanto, para concluir a prova do item (i), mostraremos que R(\ — A) = X para cada
A > 0. Com efeito, considere o conjunto

F'={\:0<A<o0 e RN —A)=X}. (2.4.7)

Seja A\ € T" qualquer. Por (2.4.6), A € p(A). Como p(A) é aberto, entdo existe § > 0 tal
que Bs(A\,R) C p(A)(em Bs(\,R) denota a bola aberta de centro A\ > 0 e raio 6 > 0 em R)
e, consequentemente, Bs(A\,R) "R C I' e, assim I" é aberto em R. Provaremos, a seguir,
que I' é fechado em (0, o).

Seja {\}neny € T, Ay, — A > 0, quando n — oo, assim, R(/\, — A) = X, para todo
n € N, logo, para todo y € X, existe {z, },en C D(A), tal que

Ay — Alz,) =y, VneN. (2.4.8)

De (2.4.6), obtemos
lyll = [IAnzn = Alza)ll = Aallzall = llzall < Ayl < C, V€N,
para algum C > 0, ja que {Ai}n oy € limitada. Assim, para quaisquer n,m € N, tem-se

)‘mHQSn_mmH < ”)‘m(xn_wm) _A(xn_mm)H
= [ Ann — AT — (A(2y) — A(2)|
= [ A — AT — A(T)) —A(2,)|

(.

-~

y
= [PAman —y — Az
= [Amazn = (y + Alzn))]
[Am@n = Aninl|
= A = Aal flzall
< Ol — A\l

Logo, {z,}nen € uma sequéncia de Cauchy em D(A) C X, assim, z, — z, quando
n — oo, para algum x € X, pois X é um espaco de Banach. Disso e de (2.4.8]), obtemos
A(x,) — Ax —y, quando n — oo. Como A é fechado, z € D(A) e \x — A(z) = y, segue
quey € R(A — A), logo X C R(AI — A) e, portanto, X = R(A] — A), com A € I'. Nesses
termos, I' é fechado em (0, c0) e como A\ € I' temos que ' # & e portanto I' = (0, c0).
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Nesses termos,
RN —-A)=X, VA>0 = (0,00) C p(A),

jd que (A — A)~! existe para todo A > 0 e por (2.4.6)), para todo z € X, temos
_ 1
IR : Az = (A = A) " a|| < Tzl v e X

Portanto, a prova do item (i) estd completa.

(ii) Temos, por hipdtese, que A é o gerador infinitesimal de um Cj-semigrupo de
contracdes {7'(t) };>o. Entdo, pelo teorema de Hille-Yosida, tem-se (0,00) C p(A) e A é fe-
chado entdo R(A\] — A) = X, para todo A > 0. Além disso, dados quaisquer z € D(A) C X
e x* € F(x), tem-se

Re({T(t)x — x,z*)) Re({T(t)x,x*)) — Re({x,x"))
(T (t)z, z*)| = [|l?
1T Nl =] = =]

|

lz[I* = fl]1* = 0.

IA A CIA

Desta ultima desigualdade, obtemos

T(t)r —
Re<w,x*> <0, Vt>0. (2.4.9)
. Tt —x
Tomando-se o limite quando ¢t — 0", tendo em mente que — Az quandot — 07,
obtemos
Re(A(z),z*) <0, Vo € D(A), z* € F(x).
E assim, provamos (ii) e a prova do teorema esta completa. O

Definicdo 2.4.4. Sejam A : D(A) C X — X um operador linear e D(A*) = {z* € X*;
existe y* € X* que verifica (z*, Az) = (y*,z), para todo x € D(A)}. E bem sabido que
se D(A) é denso em X, entdo, o y* corresponde ao x* € tinico , o que nos permite definir o
operador adjunto A* pondo-se A* : D(A*) C X* — X* tal que, A*(z*) = y*.

Corolario 2.4.1. Seja A : D(A) C X — X um operador linear fechado tal que D(A) = X.
Se ambos A e A* sdo dissipativos, entdo A é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de
contragbes em X.

Prova: pelo item (i) do Teorema de Lumer-Phillips, é suficiente mostrar que R(I —A) =
X, ja que A é dissipativo e podemos tomar )\, = 1. Para isso, observamos em virtude da
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hipétese de que A é dissipativo e fechado, temos que R(/ — A) C X é um subespaco
fechado de X. Com efeito,

Sabemos que y € R(I — A) se existe uma sequéncia {y,},en C R(I — A), tal que
Yn — y. Como y,, € R(I — A), existe z,, € X talque y,, = (I — A)(x,). Queremos mostrar
quey € R(I — A), isto é, que existe v € X tal que (/ — A)(x) = v.

Primeiro, perceba que {z,},cny € uma sequéncia Cauchy, pois como A é dissipativo,
podemos aplicar (2.4.6) a seguir para n,m € N

[0 — x|l < [[(I = A) (@0 — @]
= [[({ = A)(zn) — (I = A)(@n)]]
= [|Yn — Ymll

como {y, }.en € uma sequéncia convergente, {y, } .y serd de Cauchy e consequentemente,
{Zn}nen serd de Cauchy pela desigualdade acima. Sendo X Banach, {z,}.cy é uma
sequéncia convergente, digamos z,, — x € X.

Agora, como A é fechado, segue que (I — A) é fechado e portanto Graf(/ — A) é fechado.
Sendo assim, {(z,, y») }nen € uma sequéncia em Graf(/ — A) que converge

(Tn, Yn) = (x,y) € Graf(I — A),

na topologia usual do grafico. Logo, y = (I — A)(x), como queriamos. Logo, temos que
R(I — A) C X é um subespaco fechado de X.

Suponhamos, por um momento, que R(/ — A) # X, ou seja, X C R(I — A). Assim,
pelo [2, Corolario 1.8] existe z* € X*, z* # 0 tal que

("2 — A(x)) =0,V € D(A)
o que implica,

(x*,z) — (2", A(z)) =0 = (2", x) = (", A(x)).

Logo, pela definicdo (2.4.4), segue que z* € D(A*) e
A*(z*)=a" = 2" — A*(z") =0.
Como, por hipétese, A* é dissipativo, pelo Teorema [2.4.1] obtemos
0=/ =A@ =z =0 = |lz*| =0 = 2" =0.

o que é uma contradicdo. Portanto, R(/—A) = X e a prova do coroldrio estd completa. [

Concluiremos esta secdo com algumas propriedades dos operadores dissipativos
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Definicao 2.4.5. Um operador linear A é chamado de fechdvel quando dada uma sequéncia
{z,} € D(A) com x,, — 0 em D(A), e a sequéncia { Az, } também convergir em X, tivermos
{Az,} — 0.

Teorema 2.4.3. Seja A um operador dissipativo em X.

(i) Se R(M\oI — A) = X, para algum \g > 0, entdo R(A\ — A) = X, para todo A > 0;

(ii) Se A é fechdvel, entdo A, fecho de A, é também dissipativo;

(iii) Se D(A) = X, entdo A é fechdvel.

Prova: (i) A prova deste item segue da prova da parte (i) do Teorema de Lumer-Phillips.

(ii) Seja x € D(A), assim, y = A(z), para algum y € X. Por definicdo de A, existe
{Zn}nen C D(A) tal que z,, — x € A(x,) — y, quando n — co. Assim, como A é dissipativo,
segue do Teorema [2.4.1 que || Az, — A(z,,)|| > ||z, || para todo A > 0, e fazendo n — oo,
temos que

| Az — A(z)|| > A||z||, para todo A > 0. (2.4.10)

Como (2.4.10) é valida para cada = € D(A), A é dissipativo pelo Teorema [2.4.1]

(iii) Suponhamos, por um momento, que A nao é fechavel, isto é, existe uma sequéncia
{In}neN C D<A) tal que

r, =0 e A(x,) — y, quando n — oo,

para algum y € X, com ||y|| = 1. Como, por hipdtese, A é dissipativo, para todo ¢t > 0 e
x € D(A), segue

1 1 1 1 1
“W‘“(“W)H - Ht{%(“z%)‘fl(“%%)m
t

+1
T+ —-x,
t

+1
T+ —x,
t

>
-t

fazendo n — oo e t — 0, obtemos ||z — y|| > ||z||, para todo = € D(A). Por hipdtese,D(A)
é denso em X, ou seja, existe uma sequéncia {y, },en C D(A) tal que y, — y e satisfaz
|lyn — yl| > |lyn||. Como a norma é continua, podemos fazer n — oo obtendo, assim,
0 > ||ly|l = 1 o que é um absurdo. Portanto, A é fechdvel. O

Teorema 2.4.4. Seja A dissipativo com R(I — A) = X. Se X é reflexivo, entdo D(A) = X
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Prova: Seja z* € X* de modo que (z*,x) = 0 para todo z € D(A). Mostraremos que
x* =0.Jadque R(I— A) = X é suficiente mostrar que (z*, x — Az) = 0 paratodo x € D(A),
que é equivante a (z*, A(z)) = O paracadax € D(A). Sejax € D(A), entdo pelo item (i) do
Teorema [2.4.3] existe uma z,, tal que z = z,, — (1\ n)Az,. Como Az, = n(z, —z) € D(A),
r, € D(A?*) e

Az = Az, — (1\ n)A%z, ou Az, = (I —(1\n)A) Az
Do Teorema [2.4.1]segue que ||(I — (1\n)A)~!|| < 1 e portanto || Az, | < ||Az||. Além disso,
[n — af] < (L\ n)[[ Az, || < (1\ n)[| Az (2.4.11)
e portanto, x,, — x quando n — oc.

Como ||Az,|| < C e X é reflexivo, entdo por [2, Teorema 3.18], existe uma sub-
sequéncia Az,, de Az, tal que Az,, — y na topologia fraca. Como A é fechado (ver
prova do Teorema de Lumer-Phillips, (i)) segue que Az = y. finalmente, como (z*,z) =0
para todo z € D(A), temos que

(x*, Axp, ) = ng(z*, 2y, —x) =0 (2.4.12)

fazendo n;, — oo em (2.4.12), obtemos (z*, Az) = 0. Isto vale para todo z € D(A) e
portanto z* =0 e D(A) = X. O

O préximo exemplo mostra que o Teorema |2.4.4| ndo é verdadeiro para espacos de
Banach em geral.

Exemplo 2.4.1. Seja X = C([0,1]), isto é, o espago das fungbes continuas em [0, 1] com a
norma do supremo. Seja D(A) = {u:u € C'([0,1]) e u(0) =0} e Au = —u/ para u € D(A).
Para casa f € X a equagdo \u — Au = f tem uma solugdo u dada por

u(x) = / AT f(€)dg. (2.4.13)
0

para ver essa solugdo, basta aplicar o método do fator integrante na equagdo diferencial de

primeira ordem v’ + \u = f.

Isso mostra que R(A — A) = X. Mostraremos que A é dissipativo. Com efeito, de
segue que

u(z)] =

[ e

0

/0 N 7€)
’ A(Eﬂ’v)d

151 / M) e

= Sl - e

IN

IN
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ou seja,
Nu(a)] < (1=e )| f]| < M — Aull (2.4.14)

tomando o supremo sobre x € [0,1] no lado esquerdo de (2.4.14), obtemos que M|ju| <
| A\u — Aul| e, portanto, A € dissipativo pelo Teorema|2.4.1} Mas D(A) ={u:u € X e u(0) =
0} # X = C([0,1))

2.5 A Caracterizacao dos Geradores Infinitesimais de (-
semigrupos

Nas duas se¢Oes anteriores, apresentamos caracterizacoes diferentes de geradores in-
finitesimais de Cjy-semigrupos de contracdes. Vimos no final da secdo (2.3) que estas
caracterizacOes produzem caracterizagcdes de geradores inifinitesimais de Cj-semigrupos
de operadores lineares e limitados satisfazendo || 7(¢)|| < e“'. Passaremos agora para a
caracterizacdo geral de geradores inifinitesimais de Cj-semigrupos de operadores linea-
res e limitados. pelo Teorema |2.2.1], segue que para tal semigrupo existe uma constante
real M > 1 e w tal que ||T(t)|] < Me“'. Usando argumentos semelhantes aos usados na
secdo (2.3)), mostraremos que para caracterizar o gerador infinitesimal no caso geral, é
suficiente caracterizar o gerador infinitesimal de um Cj-semigrupo uniformemente limi-
tado. Isso sera feito por renormalizacdo do espaco de Banach X para que o Cyy-semigrupo
uniformemente limitado torna-se, na nova norma, um Cj-semigrupo de contracoes e, em
seguida, usando as caracterizacdes anteriormente provadas dos geradores inifinitesimais
de Cy-semigrupos de contracdes.

Lema 2.5.1. Seja A um operador linear para o qual p(A) D (0, 00). Se

IN"R(A\: A)"|| < M, paratodo n=1,2,..,\>0, (2.5.1)
entdo existe uma norma | - | em X que € equivalente a norma original || - || em X e satisfaz
llz|| < |z| < M||z||, paratodo x € X. (2.5.2)
e
IAR(\ : A)x| < |z|, paratodo = € X, X > 0. (2.5.3)

Prova: Sejam p > 0 e

[/l := sup||p"R(A = A)"z|.
n>0

Por (2.5.1)) temos para todo = € X
]l = [le"R(X = A) || < sup||u"R(A - A)"z|| = . < M]|z]],

n>0
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ou seja,
2]l < =l < Mlz][.
Além disso,

lnB(p = A)zll,, = supllp"R(A = A)"pR(A - Az

n>0

— sup||u" ' R(A: A

n>0
<zl

Afirmamos que

IARN = Az, < |lzllp, Yz e X, Ae (0,u].

(2.5.4)

(2.5.5)

(2.5.6)

De fato, seja x € X qualquer. Se y = R(\ : A)x, entdo pela Proposi¢éo [2.3.1], obtemos

Y

R(p: A)(z+ (p—Ny) =

Il
=

(p 2 A)
(p:A)x
(b Az
(A: Az,

|
T X

isto é, y = R(u: A)(x + (n— \)y). Disto e de (2.5.5)), segue que

[R(p = A)(x + (1= Ny)llu
[ R(p: A)aolly + | — AR = Al

(ip

IN

IN

1 1
||zl + (1 = X) =]y
u‘ |+ ( )uH "

1 A
Ll + (1——)||y|| .
po p) o

A 1
ol — 1——)|y| <Lzl = Al < ]
Il ( 2ol < ol I, < llzl.

Donde concluimos,

ou seja,

Myl = AR : Al < flzfly, Vee X e 0<A <y,

como afirmamos. Usando (2.5.4) e (2.5.6) segue que

IA"R(A = A)[| < [IA"R(A : A) ||, < ||, paratodo0 < A < .
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Tomando o supremo quando n > 0 no lado direito de (2.5.7), segue que ||z|/, < ||z||, para
0 < A < p. Finalmente, definimos | - | : X — R™ por

|z| = lim ||z]|,, Vo € X.
U—>00

De (2.5.1), segue que
lim 2] < lim 2], < lim Ma
ou seja,
]l < || < Ml[zf], Vo € X,
e tomando n = 1 em temos
IARA = Azl < (],
fazendo ;1 — oo provamos (2.5.3)).

Observacao 2.5.1. Sejam {T'(t)}+>0 um Cy-semigrupo em um espaco de Banach X e seja A
o seu gerador infinitesimal. Se a norma em X € alterada para uma norma equivalente, entdo
{T'(t)}+>0 permanece um Cy-semigrupo em X com nova norma. O gerador infinitesimal ndo
mudard, nem o fato de A ser fechado ou densamente definido, pois todas essas propriedades
sdo topoldgicas e com isso independem da norma em X.

Teorema 2.5.1. Um operador linear A é um gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo
{T'(t) }+>0, satisfazendo || T(t)|| < M(M > 1) se, e somente se,

(a) Aéfechadoe D(A) = X;

(b) O conunto resolvente p(A) de A contém (0,00) e para cada A > 0

M
|R(A: A" < T para todon =1,2, ...

Prova: Seja A um gerador infinitesimal de um Cj-semigrupo {7'(t) }+>0, satisfazendo ||T'(¢)|| <
M (M > 1). Definimos | - | : X — R" por

|z| = sup||T(t)z||,Vz € X. (2.5.8)
t>0
Entdo
o]l < fa] < Mllz]], (2.5.9)
assim | - | € uma norma equivalente a norma || - || em X. Além disso, para todo = € X
[7(t)a] = supl| T(&)T(t)e] < supl|T (s + t)al = . (2.5.10)
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ou seja,
T(t)x] < [x.

Logo, {T'(t) }+>0 € um Cy-semigrupo de contracdes em X com norma |-|. Segue do Teorema
de Hille-Yosida e das observacgoes no inicio da sua prova que

(i) Aéfechadoe D(A) = X;

(ii) O conjunto resolvente p(A) de A contém R* e |[R(\: A| < 1 para A > 0.

Assim, por (2.5.9)

2] _ Ml

IRO: Ayl < 1RO Al < o) < 220

ou seja,
1RO A < T

Logo, as condic¢des (a) e (b) sdo necessdrias. Reciprocamente, se as condicoes (a) e (b)
sdo satisfeitas, pelo Lema[2.5.1] existe uma norma | - | em X satisfazendo (2.5.2)) e (2.5.3).
Considere X com essa norma, pela Observacao A é um operador fechado, densa-
mente definido com p(A4) D (0,00) e |R(A : A)| < 5 para A > 0. Logo, pelo Teorema de
Hille-Yosida, A € o gerador inifinitesimal de um Cj-semigrupo de contrag¢oes em X munido
da norma | - |. Retornando a norma original, pela Observacéo temos ainda que A o
gerador infinitesimal de 7'(¢) e

1Tz < [T(t)z] < |z] < M|z
ou seja,
|T@)| < M.
Portanto, as condicoes (a) e (b) sao suficientes. O

Agora, se {T'(t)}:+>o € um Cp-semigrupo em X, pelo Teorema existem M > 1le
w < 0 tais que | T(¢)| < Me*, para todo ¢ > 0. Além disso, ja vimos que {S(¢)}>0 € um
Co-semigrupo e A : D(A) C X — X é o gerador inifinitesimal de {7(¢)},>0 se, e somente
se, A —wl é o gerador infinitesimal de {S(t)}:>0. Com essas condicdes feitas e o teorema
anterior , temos o préximo resultado.

Teorema 2.5.2. Um operador linear A é um gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo
{T(t) }1>0, satisfazendo ||T(t)|| < Me“* se, e somente se,

(a) Aéfechadoe D(A) = X;
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(b) O conunto resolvente p(A) de A contém o raio (w,c0) e para cada A > w

IR\ A" < —, paran=1,2,.. (2.5.11)

M
(A—w)
Prova: =) Consideremos o Cy-semigrupo S(t) = e “'T'(t). Logo, ||S(t)|| < M, para todo

t>0,B:DA) C X - X,dado B = A — wl, é o gerador infinitesimal de {S(¢) };>o.
Portanto, pelo Teorema |2.5.1, A = B + wI é fechado, D(A) = D(B) é denso em X,

(w,00) = (0,00) +{w} C p(B +wl) = p(A)

IR : A" = |R(A—w: B)"|| < YA > w,n € N*.

(A —w)™’

<) Definimos o operador B = A —wl. Como A é fechado e D(A) é denso em X, entdo
B é fechado e D(B) é denso em X. Além disso, pelo

M
(0,50) € p(B) e RO : A)"| < 7. YA € Ry n € N,

Portanto, pelo Teorema B ¢ o gerador infinitesimal de Cj-semigrupo {S(¢)};>¢ tal
que ||S(t)]| < M, para todo ¢t > 0 e algum M > 1. Consideremos o Cj-semigrupo
{T(t) = e**S(t) }+>0, entdo o seu gerador infinitesimal é o operador A = B + wlI, disso, das
propriedades do operador B e de ||T(t)|| < Me**, para todo t > 0, segue o resultado. [

Observacao 2.5.2. A condi¢do que todo real A\, A > w, estd no conjunto resolvente de A
junto com a estimativa implica que todo complexo )\, satisfazendo Re\ > w, estd no
conjunto resolvente de A e para todo Re\ > w temos

|R(A: A" < —~, paratodon =1,2,... (2.5.12)

M
(ReX\ —w)
Prova: Defina
R(MN)x :/ e MT(t)xdt.
0

desde que ||T'(t)|| < Me*!, R()\) esta bem definido para todo ), satisfazendo Re\ > w. De
fato,

IRVl < [ ez
0

S MHZEH/ e—Re)\—wt
0
M||z|]
Re\ —w
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Usando argumentos analogos ao da prova do Teorema Hille - Yosida (ver Teorema [2.3.1])
mostra-se que R(\) = R(\ : A). Para provar (2.5.12), assuma que Re\ > w, entdo

%R(/\:A)x = %/0 e MT(t)xdt
T0 o n
= —e "T(t)zdt
| e
= — / te MT(t)xdt (2.5.13)
0
Por inducao, obtemos
;}\nR(}\ c Az = (—-1)" / t"e M (t)xdt (2.5.14)
0
De fato, para
on =1,
0

ER(A A = — /000 te ™ NT () adt,
a igualdade ¢é vélida por (2.5.13).
Agora temos por hipdtese de inducao, a seguinte igualdade
on =k,
o

SERO A= (1) / e NT (1)t
0

en==Fk+1,

O R A = % <8—kR(/\ : A)x)

ONFH
— 3((—1)’“/00 tke_’\tT(t)xdt)
B3 o

= (—1)’“/oo(—l)t’f“e—“T(t)xdt
— (_1)k+l /Ootk+16_)‘tT(t)xdt

Portanto, a identidade (2.5.14) é valida para todo n € N.

Por outro lado, pela Proposicdo [2.3.2] segue que, para todo A € p(A), A — R(A: A) é
andlitica. Afirmamos que a aplicacdo

NeEp(A) = RN : A) € £(X)

54



¢é continua, diferenciavel e

0
— A = — - A)2.
SRV A) = —R(\: A)
Além disso, por inducdo, para todo n € N, obtemos
aa)\nR(/\ cA) = (=1)"nIR(\ : A" (2.5.15)
De fato, fixemos \g € p(A) tal que |A — \o| < ﬁ Dai, disso, da Equacao do
o -
Resolvente, proposicao [2.3.1}, e da proposicao [2.3.2, obtemos
[R(A:A) = R(Ao: A = [[(Ao = AMR(A: A)R(Xo : A)||

< Ao = AR A)[[ [[R(Ao - A)]
< o= ARG = A Y I = o™ RO = )™
n=0

o= Al TR = AP D (1A= Aol IR = A)|)"
n=0
Ao = ALIRAA: A)°
T L= A= ][R0 s A

IN

Assim, )\lln}'\l |R(A: A) — R(XAo : A)|| =0, e portanto, a aplicacdo
— A0

A€ p(A) = R(\:A) € L(X)
é continua. Agora, veja que

Ro+h:A) — R : A) RO +h: AR : AN — (ho + h))

lim = lim
h—0 h h—0 h
h—0 h
= —R(A\o: A

Logo, a aplicagcdo R(\ : A) é diferencidvel.

Passaremos agora a demonstracdo de (2.5.15). Para isso, usaremos o principio de
inducao finita.
Para n = 1 acabamos de ver que a igualdade é verdadeira.

Vamos supor que (2.5.15)vale para n = k, ou seja, que a seguinte igualdade vale para
todo k € N.
dk

WR(A cA) = (=DFEIR(X : A)FTL
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Agora, paran = k + 1, temos

dk+1

WR()\:A) =
y (—DFEIR(X - A)F

= (=D*E(k+ 1R\ : AF(=R(\: A)?)
(=D (ke + 1)IR(X - A)FH2,

Logo, (2.5.15)vale para n € N.
Comparando (2.5.14) e (2.5.15)), temos

(—=1)"n!R(\ : A)"Ma = (—1)" /OO t"e M (t)zdt

ou seja,
. >~ n—1_—M\t
R(\: A) (n—1)!/0 LN () 2t
Donde obtemos
IRO: Ayl < = e T

S n_l '/0 " 1 —Re)\tMewt”IHdt

< M||.T| Ootn 1 _—(ReA— wtdt

- (n=11J,

Fazendo a = ReA — w > 0, segue

M o
1RO Ayl < M1 / gnle=atgs.
0

(n—1)!
Usando o método de integracdo por partes onde u = t"!, ou sjea, du = (n — 1)t" 2 e
dv = e~ %dt, o que implica v = —%t. Usando esse método n — 1 vezes obtemos

tn—le—at 0 (n o 1)tn—16—at

a2

o — 1 [
e (n 1> / e dt.
0 a"- 0

Todas as parcelas sdo claramente iguais a zero, exceto

_(n—l)!/ooe_atdt: (n—1)!

an—l an—l

a 0

56



Isto prova que para Re\ > w obtemos

M

IRO: AV S e

n=12..

como queriamos mostrar. O

Concluimos esta secdo com a extensdo da representacdo da férmula do Coroldrio[2.3.1]
para o caso geral.

Teorema 2.5.3. Seja A o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo {T'(t)}:;>o em X. Se A,
¢ a aproximagdo de Yosida de A, isto é, Ay = NAR(X : A), entdo

T(t)r = lim e . (2.5.16)

A—00

Prova: Comecamos com o caso que ||7(¢)|| < M. Na prova do Teorema exibimos
uma norma | - | em X que é equivalente a norma || - || em X e consequentemente {7(¢)}:>o
€ um C-semigrupo de contracoes. Usando o Corolario segue que | —T'(t)z| — 0
quando A\ — 0, para todo x € X. Como as normas sao equivalentes, vale (2.5.16) em todo
X. Para o caso geral quando [|T'(t)|| < Me**, onde w < 0, | T(¥)|| < Me“t < M, e pelo
que acabamos de ver o resultado é vélido. Para o caso que w > 0, temos que \ — |[e*|| é
limitado para A > 2w. De fato,

AAH ||€t(>\2R()\;A)—)\I)H

le
efAtHe)\QR(A;A)tH

AR R(N 2 AR
-\t
e il ’

IN

k=0
disso e do item (ii) do Teorema [2.5.2] temos

00 )\thk M

e < ey
k=0 '

A2¢
= Me MeO-w
Aw
= Me(kfw)t.
Observe que

AW <>\—w—2w
A —w -

/\>2w<:>%>w<:>%—/\>w—>\<:>_7/\>w—/\<:>%</\—w<:>

2>

e portanto,

e < Me*t Vi <. (2.5.17)
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Agora, considere o semigrupo uniformemente limitado S(¢) = e “'T'(t), com seu gerador
infinitesimal A — w/. Da primeira parte da prova do teorema, temos

T(t)z = lim etAwintwly vy g € X, (2.5.18)
em que
(A—wl)y+wl=Ax;w+ H(N)
onde
H\) = 2wl —w(w+ 2 )R(A+w: A)
= WwRA+w:A)—24AR\+w: A).
Com efeito,

(A—wl)y = MA—-—wl)R\: A—wl)
MA = wl + A= MM +wl — A)7!
= Atw—w)(A—wl+ X =AM +wl—A)"

Tome v = A\ + w, assim
(A—wl)y = (a—w)(A—al +X)(al —A)™!
= af(A—al +X)(af — A —w(A—al +M)(al — A)™?
= al(A—al)(al — A)_l +aXal — A —w(A—al + X)(af — A)7!
= Ay —?(al — A +aral — A7 —w(A—al + M) (al — A)7!
Ariw — a?(af — AP aal — A7 +wl —wal — A
Ayt — (ol — A+ ar(al — A7 2wl —wl —wh(al — A)™?
= Ay —wl — (WP + 2w+ M) (A +w) — A

+ (WA (A +w) ] — A+ 20l —wA(A+w)l —A)7!
= Ay —wl —w(@+22) (A + ) — A= N(AN+w) —A)™!
+ A+ =AM+ — A+ 2wl —wA(A+w)] — A
= Ayio —wl —w(w+22) (A +w)l — A7+ 2w.
Assim,
(A—wl))y+wl=Axiw+ H(N), (2.5.19)
onde,

HQ\) = 2wl —ww+ 2\ (A +w)l — A)!
= w2l — (W+ 2 )R(A+w: A)]
= WRRA+w:A)A+w—A) — (wW+ 2R\ +w: A)
= w2A+w—A) = (w+2N)]RA+w: A)
= w[(w—-24)]RA+w:A)
[WRA+w:A)—2ARN+w : A)].

= W
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Dai,

IHMI < w(lwRO +w: A + 2| ARA +w : A)])

W(|lwRA+w: A)|| + 2IARAN+w: A) —I|)
W(|lwRA+w : A)|| + 2| AR\ +w : A)|| + 2||1]])

M +2)\M—|—2
wlw—mm e
At w—w A

2
2w + (wy +2w>M,

VAN VANRPAN

IN

ouseja, ||H(\)|| < 2w+ (2w? + A 'w?)M e, paratodo z € D(A), ||[H(N)z|| < MA ! (w?||z] +
2wl||A||) = 0 quando A — oc. Portanto, H(\)z — 0 quando A — oo, para todo x € X. Uma
vez que

1
d

|etF Vg — z|| = H/ d—(etSH()‘)xds
o ds

1
= H/ tH(N)e*TNads
0

1
< / [tH(N)e!*H Nz | ds
0

1
— [tHO\al / |10 g | ds
0

1

< HHW] [ Ods
01

< O [ s
0

< HH)] O ds

ou seja,
[Nz — || < t|H(A)z]| M ]|ds
temos
lim Ny =g Ve X. (2.5.20)
— 00

Finalmente, desde que H(\) e A, para quaisquer A > 0 e w > 0, temos que

HetA’\.%' . T(t)l’” _ HetA,\thH()\fw)x . etAAthH()\fw)x + etAkx . T(t)l’”

< et DOy — T()al + e + [l e — af.
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Quando A — oo a primeira parcela do lado direito tende a zero por (2.5.18) e a segunda
tende a zero por (2.5.17) e (2.5.20). Portanto

lim Mz = T(t)z, Vo € X.

A—00

2.6 (-grupos de Operadores Lineares e Limitados

Passaremos agora para a caracterizacdo geral de geradores infinitesimais de Cj-grupos
de operadores lineares limitados. Além de semigrupos de operadores lineares, algumas
equacdes nos fornecem grupos de operadores lineares. Um exemplo simples é quando
o gerador infinitesimal do semigrupo é um operador A limitado, e vimos que neste caso
temos de fato um grupo de operadores. Vamos estudar mais profundamente este conceito,
e encontrar condi¢cdes para que um operador linear ndo-limitado A : D(A) C X — X gere
um grupo de operadores lineares.

Definicao 2.6.1. Uma familia {T(t)}_oo<t<co de operadores lineares e limitados em um
espaco de Banach X é um Cy-grupo de operadores lineares e limitados se

(i) T(0) =1 (I é o operador identidade de X);

(ii) T(t+ s) = T(t)T(s) para todos —co < t,s < 00;
(iii) lir% T(t)x = x, para todo v € X

*)
Para o caso de grupos de operadores lineares também podemos definir o seu gerador

infinitesimal, da seguinte maneira:

Definicao 2.6.2. O gerador infinitesimal A do grupo {T'(t)} _co<t<oo € definido por

Mg — i LT~
t—0 t

(2.6.1)

quando o limite existe; o dominio de A é o conjunto de todos os elementos © € X para os

quais existe o limite (2.6.1).

Note que em (2.6.1) ¢ — 0 de ambos os lados e ndo apenas ¢ — 0" como no caso do
gerador infinitesimal de um Cj-semigrupo.

Seja {T'(t)}—co<t<co um Cy-grupo de operadores lineares e limitados. Das definicoes
acima, fica claro que parat > 0, 7'(t) € um Cy-semigrupo de operadores lineares e limitados
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com gerador infinitesimal A. Além disso, para ¢t > 0, S(t) = T'(—t) é também um Cjy-
semigrupo de operadores lineares e limitados com gerador infinitesimal —A. Assim, se 7'(¢)
€ um Cjy-grupo de operadores lineares e limitados em X, tanto A quando — A sdo geradores
infinitesimais de Cy-semigrupos que sdo denotados por 7', (¢) e T_(t), respectivamente. Por
outro lado, se A e —A sdo os geradores infinitesimais dos Cy-semigrupos 7', (t) e T (t),
entdo veremos que A é o gerador infinitesimal de um Cj-grupo 7'(¢) dado por

T (t) se t > 0
T(t):{ T_JE—t) se t < 0.

Teorema 2.6.1. O operador linear A é o gerador infinitesimal de um Cy-grupo de operadores
lineares e limitados {T(t)}_.o<i<o0 Satisfazendo ||T(t)|| < Mel*l se, somente se

(i) Aéfechadoe D(A)=X;
(ii) Todo real )\, |\| > w, estd no conjunto resolvente p(A) de A e para cada A

IR : A" < M(A] —w)™, n=1,2,.. (2.6.2)

Prova: A necessidade segue do fato de que ambos A e — A sdo geradores infinitesimais de
Cy-semigrupos de operadores lineares e limitados satisfazendo ||T(¢)|| < Mell. Desde que
A é o gerador infinitesimal de tal semigrupo, segue pelo Teorema que A ¢ fechado,
D(A)=Xe é satisfeita para A > w. Além disso, como —A é também um gerador
inifinitesimal de tal Cy-semigrupo e R(A: A) = —R(—\: —A), pois

—R(—=A:A)=— eMNT (—t)zdt
0

fazendo —t = v, temos
—R(—=\:A) = / e T (v)zdy = R(A : A)
0

Segue que o(—A) = —o(A) e que (2.6.2) é satisfeita para —\ < —w e, portanto, as
condicoes (i) e (ii) sdo necessarias.

Se as condicoes (i) e (ii) sdo satisfeitas, segue do Teorema que A e —A sdo
geradores infinitesimais dos C-semigrupos 7' (t) e T"(t), respectivamente e que

T ()] < Me". (2.6.3)

pelo Teorema [2.5.3) T, (t)x = lim ez e T_(t)z = lim e z, onde A, sdo aproximacdes
A—+00 A—r00

de Yosida de A e claramente 7', (¢) e T"_(¢) comutam.
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Se W(t) :=Ty(t)T_(t), entdo W (t) é um Cj-semigrupo de operadores lineares e limita-
dos parat > 0. Para z € D(A) = D(—A), temos
W(t)r — T,(O)T-(t)x —T-(t)xc+T-(t)xr —x
t t
_ 7 <t>T+(t)x —T T (t)r —x

— [Ax — Az =0, quando t — 0.

Assim, para x € D(A) temos W (t)x = z. Como D(A) é denso em X e W (t) é limitado,
temos que W (t) = I ouT_(t) = (T, (t))~'. Definindo

T (t) se t > 0
T(t):{ T (—t) se t < 0.

obtemos um Cy-grupo de operadores lineares e limitados satisfazendo ||T'(t)|| < Me“I.
Portanto, as condicoes (i) e (ii) sdo suficientes. O

Lema 2.6.1. Sejam {T'(t) };>0 um Cy-semigrupo de operadores lineares e limitados, e A seu
gerador infinitesimal. Se para cada t > 0, T(t)~! existe e é um operador limitado, entdo
S(t) = T(t)~* é um Cy-semigrupo de operadores lineares e limitados e tem como gerador
infinitesimal o operador — A. Além disso, se

T(t) se t > 0
U(t):{ T(—t)™' se t < 0,

entdo {U(t)} _oo<i<oo € um Cy-grupo de operadores lineares e limitados.
Prova: As propriedades de semigrupos para S(t) sdo ébvias:

e S(0)=1;
o S(t+s)=T{t+s) L =(TH)T(s)) P =T(s)'T(t)~' = S(s)S(t);

e Para provar a continuidade forte de S(¢), note que para s > 0 a imagem de T'(s) é
todo X. Sejam x € X e s > 1, existe y € X, tal que T'(s)y = = parat < 1, temos

IT(t) " e = af| = |T() ' T(OT (s — )y — T(s)yll = I T(s — t)y — T(s)yl — 0,

quando ¢ — 0. Portanto, S(¢) é uniformemente continuo.

Finalmente, para x € D(A) temos que

T(t) e — Tt) ‘e —

lim Tt)z—x = lim T'(t) t) -
t—0+ t t—0+ t

_ hm £ T(t)x

t—0t t
T(t)x —
= — lim () — =
t—0+ t
= —Azx,



ou seja, —A é o gerador infinitesimal de {7'() ™' };>¢. Agora, vamos mostrar que {U(f)} _so<t<oo
é um Cy-grupo de operadores lineares e limitados e assim concluiremos a prova. Com
efeito, sabemos que A é gerador inifitesimal de {7'(¢)};>0, € —A é o gerador infinitesi-
mal de {T_(t)}>0 € T(—t)"', para ¢t < 0, logo T_(t) = T(—t)"!, para t < 0, portanto,
{U(t)} —co<t<oo € um Cy-grupo de operadores lineraes e limitados. N

Teorema 2.6.2. Seja {7T'(t)}+>0 um Cy-semigrupo de operadores lineares e limitados. Se
0 € p(T(to)) para algum t, > 0 entdo 0 € p(T'(t)) para todo t > 0 e T'(t) pode ser estendido a
um Cy-grupo.

Prova: Se 0 € p(7'(t)) para todo ¢ > 0, entdo, por definicdo, (T'(t))"! existe e é limitado
para todo ¢ > 0. Logo, pelo Lema [2.6.1] podemos estender 7'(¢) ao um Cp-grupo. Assim,
tendo em vista essa andlise, basta mostrarmos que 0 € p(7'(t)) para todo ¢ > 0. Para
isto, como, por hipdtese, 0 € p(T'(ty)), T(to)" = T'(nt,y) € injetiva para todo n > 1. Seja
T(t)x = 0, escolha n tal que nt, > t. Dali,

T(nty)x =T (ntg —t +t)x =T(nty —t)T(t)x =0,

o que implica que = = 0. Logo, T'(t) € injetiva, para todo ¢ > (. Agora, mostraremos
que R(7T'(t)) = X, paratodo t > 0. Para t < to, R(T(t)) D R(T'(to)), pela propriedade de
semigrupos. Para ¢t > tg, sejat = kty +t; com 0 < ¢, < ty. Dali,

T(t) = T(kto +t1) = T(kto)T(t1) = T(to)*T(t1),

ou seja, concluimos que R(7'(t)) = X. Portanto, 7'(t) € injetiva e R(7'(t)) = X para todo
t > 0 e pelo Teorema do Gréfico Fechado, 0 € p(7(t)), para todo ¢t > 0. O

Teorema 2.6.3. Seja {T'(t)}+>o um Cy-semigrupo de operadores lineares e limitados. Se para
algum sy > 0, T(sg) — I é compacto entdo T'(t) é invertivel para todo t > 0 e T'(t) pode ser
estendido a um um Cy-grupo.

Prova: Tendo em vista o Teorema[2.6.2] é suficiente provar que 7'(s) é invertivel. Se T'(s)
é ndo invertivel, entdo 0 € o(T'(sy)), mas por hipdtese T'(sy) — I é compacto e assim, 0 é um
autovalor de 7'(so) com multiplicidade finita. Pois se 0 tem multiplicidade infinita entdo o
N(T(sp)) tem dimensdo infinita. Mas T'(sg) — I é compacto, isto é, dado uma seguéncia
xn, € N(T'(so)) limitada, existe uma =z,, tal que (7'(s¢) — I)(x,,) é convergente, ou seja,
I(x,,) é convergente e concluimos que o operador / € compacto, o que € um absurdo.
Agora, seja x # 0 tal que T'(so)x = 0. Fazendo s, = 3, temos T'(s1)T'(s1)x = T'(so)x = 0
, € 0 é ainda um autovalor de 7'(s;). Por inducdo, definimos a sequéncia {s,} tal que
0 € um autovalor de 7'(s,). Se N(T'(t)) é o nucleo de T'(t), entdo N(T'(s)) C N(T(t)),
para s < t. Seja @, = N(T(s,)) N{z € X;||z|| = 1}. Note que @,, € uma sequéncia de
subconjuntos ndo vazios de X. Uma vez que N (7'(sy) tem dimensao finita, ()o é compacto
e consequentemente N> (), # &. Se x € N2 ,(Q),,, entao

T (s,)x — x| = ||z|| = 1, paratodo s, (2.6.4)
Mas s, — 0 quando n — oo, logo (2.6.4) contradiz a continuidade forte de 7'(¢). Isso
mostra que 7'(sq) € invertivel. O
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2.7 A Transformada Inversa de Laplace

Um dos problemas fundamentais na teoria dos semigrupos de operadores lineares é a
relacdo entre o semigrupo e seu gerador infinitesimal. Dado um semigrupo 7'(t) obtém-se
seu gerador infinitesimal, por defini¢do, como
Tt)r —x

Az = lim
t—0t

paraz € D(A).

Uma maneira diferente de obter A, ou melhor, o resolvente de A, é pela Observacao
L4 n6s mostramos que ||7(¢)|| < Me®“! entdo

R(A:A)x = / e MT(t)xdt parax € X, Re(\) > w. (2.7.1)
0

Do ponto de vista das aplicacoes as equacoes diferenciais parciais, € mais interessante
obter 7'(¢) de seu gerador infinitesimal. A razdo para isso é que para z € D(A), T(t)z é a
solucédo do problema do valor inicial

du

%—Au:O, u(0) = z.

Esta secdo é dedicada ao problema de representar 7'(¢) em termos de seu gerador in-
finitesimal. Uma maneira de fazer isso ja foi exibida no Teorema Aqui, usaremos
um método diferente. Se T'(t) satisfaz | T(¢)|| < Me™, entdo o resolvente de A satisfaz
(2.7.7), isto é, o resolvente de A ¢ a transformada de Laplace do semigrupo. Portanto, es-
peramos obter o semigrupo 7'(¢) do resolvente de A invertendo a Transformada de Laplace.
Comecamos com algumas preliminares.

Lema 2.7.1. Sejam B um operador linear limitado e v € R tal que v > || B||, entdo

1 y-+ioco
ef = — eMR(\: B)d\ (2.7.2)
2T oo
onde a integral é calculada ao longo do segmento de reta Re\ = ~. Além disto, a convergéncia
da integral é uniforme em qualquer intervalo limitado com relagdo a t.

Prova: Como 7 > ||B||, escolha r tal que v > r > ||B|| e seja C, um circulo de raio r
1 1

—| = — < -. Dai, pela
MNT P
Proposicao [1.3.1|[série de Neumann, onde estamos considerando z = X e T = B], temos
que

centrado na origem (veja figura 1). Se A\ # 0 e |A\| > r, entdo

e 1 J ; 1 -1
Z (X) Bi = (I— XB) , (2.7.3)



multiplicando ambos os lados da igualdade acima por (\)~},

> A'ATB) = (M - B)™" para |\ >,

ou seja,
R(\:B)=)Y_ 17 para|A[ > (2.7.4)
7=0
Como |\| > r > || BJ|, entdo, pela Proposicdo|l.3.1[[série de Neumann], obtemos
1\ 1
[(=32) [l =
X - LB
Assim,
1\ 1
p(r=5o) | < vt
X I L8]
1
< W —1
L=Z1Bll

= |M\7'C, paratodo |\ > > ||B].
onde C é uma constante positiva. Em outras palavras, para todo |\| > r > || B||, temos que
IR(X: B)|| < C|AI™. (2.7.5)

Agora, multiplicando ambos os lados de 2.7.4 por (L)e’\t e integrando sobre C)., obtemos

1 )\t
o |, € RO Bydr = sz/w

observe que a troca da integral com o somatério (no lado direito da igualdade acima) é
valida pelo fato de (2.7.5) garantir a convergéncia uniforme da série (2.7.4). Assim, pela
férmula dos coeficientes da série de Taylor, para todo & =0, 1,2, ...,

1 eM t7

o Jo NG

Dai,

1 N = B / eM
— A:B)d\ = — d\
271 c, € R( ) Z 271 pVa

o0

Jj=
B



reescrevendo,

1
eB=_— [ eMR(\:B)d\. (2.7.6)
21 Jo,

Visto que fora de C, o integrando de é analitico e |[R(\ : B)|| < C|A|"!, podemos
mudar o caminho de integracdo de C, para a reta Re(z) = -, usando o Teorema de Cauchy
(ver Teorema[1.3.2)). De fato, considere a regido 2 exterior a C, e interior a curva C* por
partes A, dada por

onde,
AL = {MA=q+is,—k <s <k},
A = {MA=s5—ik, —k<s<nl,
A = {NA=—k+is,—k <s <k},
A = A =s5+ik, —k<s<nAl,

sendo a curva, orientada no sentido anti-horario (Veja figura 2.1).

A
Im(X)
v+ ik
A} i
>~ i > f e Im(N) = k
Q
1 ]
A
-k Cr -~
‘ v Re(\)
Aj
A
Y
- - - Im(\) = —k
K A? :
v —ik

Figura 2.1: A regiao
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Ja que o integrando em ([2.7.6) é analitico em (2, entao pelo Teorema de Cauchy ( ver
Teorema|l.3.2)), podemos trocar o caminho de integracdo C, por Ay

/ MR\ : B)d\ = / MR(N: B)d\ (2.7.7)
Ag .

Denotemos
y—1i00

lim [ eMR(\: B)d\ = / eMR(\ : B)d\ (2.7.8)
ol

k—o0 Allc oo

Observe que se mostrarmos a veracidade de

lim [ eMR(\:B)d\ =0, Vj=2,3,4. (2.7.9)

k—o0 j
Ay

garantimos (2.7.2)), pois passando o limite em (2.7.7) com k& — oo e utilizando (2.7.8) e
(2.7.9), teremos

1 Y+i00
e = — eMR(\ : B)dA.

270 oo

Assim, provaremos (2.7.9). Com efeito, vimos em como determinar a integral de

uma funcdo continua definida sobre um aberto de (C ao longo de uma curva de classe C!
por partes. Dai, usando este fato e a informacio |e"| < e obtemos

k
H / MR : B)d)\H < / RN R(X : B)||ds
A3 —k

k
C
< e M ds
o /k ’)\|

<

- / vV k2 + 52
1

< kg

< (e /_k ? S

= 20 -0,

quando k — oo. Logo, mostramos a veracidade de (2.7.9) para a curva A$.

Para a curva A} e A7 iremos abordar uma andlise diferente. Note que

ol
H/ e’\tR(/\:B)d)\H < /eRe’\tHR()\:B)HdS
A4 —k
T L0
< et —ds
/ RY

eSt—ds
/—k VEk? + 52

IN

(2.7.10)
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Fixando P > 0 e —k < —P, temos

o7 est -P est ¥ e
O/ —ds:C/ —ds+C/ —ds,
escolhendo P > 0, suficientemente grande, de maneira que
et < é, para todo s € [—k, —P],
obtemos,

ds

(]/76—“ < Ci/_PLagst(j/7 _ & 4
e VE2+ $2 - VE2 + s2 _pVEZ+$2

P dS ¥ est
< ¢ —ds+C ——ds
- /—k k PV k2 + 52

< S—P+k) +c/

FC Wi

e—i-C'/ —ds
_P \/k2+52

Dai, dado ¢ > 0, fixamos P > 0 tal que (2.7.11) ocorra; consequentemente

<

Y est Y est
klim sup (C —ds) < e+C hm sup
—00

'yt
< e—i—Chmsup(k(fy—i—P))
< ¢

pelarbitrariedade de ¢ > 0, segue

Y est
lim sup| C ———ds | = 0.
k—oo p( & VK2 + 2 )

Portanto,

lim

v e
C ———ds | =
k_>°°< /k VE? 4 52 S)

Por conseguinte, fazendo k£ — oo em (2.7.10) e usando (2.7.12), obtemos

lim [ eMR(\: B)d\ — 0,

k—o0 A4

como querlamos Analogamente para Ak’ garantlmos

lim [ eMR(\: B)d\ — 0,

k—o0 2
Aj

como queriamos provar.
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Lema 2.7.2. Seja A o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo {T'(t)}:>o satisfazendo
|T(t)|| < Me™. Sejam p € R, > w > 0, e seja

A, =pAR(u: A) = p*R(pu: A) — pl (2.7.14)

a aproximacdo de Yosida de A. Entdo, para Re\ > w“ , temos

RON:Ay) = (M4 ) (ul — A)R(% : A) (2.7.15)
e
-1
IR(A: A < M(Re)\ - M“’_"w) . (2.7.16)

Para ReX > €+ & e 11 > 2w, existe uma constante C' dependendo somente de M e e tal que
para todo = € D(A)

IR Al < < (el + Az ). (2.7.17)

Al

Prova: Primeiramente, vamos provar (2.7.15). Com efeito,

AT
A= pAR(p: A))~
A — pA(pl — A)~H™

RA:A,) = (A—
(
(
(1 4+ X)) (+ XN = pA(pl — A~
(
(
(

)"
AN T+ NIl — A) — pA) (pl — A)” ] '}
ot )T e+ N (I = ANl = A) - MA)]
)" ) —
)"

g+ N)"H(1d = A)(p A+ N[(A(u] - A

A\l !
= (u+A 1{,u A+ N+ )" { o A)] }

— e AR( G a),

Agora, vamos provar (2.7.16). Para isto, note que A, é o gerador infinitesimal de ¢!~ e

por (2.5.17))
et SMexp[t( i )}
n+w

Logo, pelo Teorema segue que

M
Re\ — '

/H-w

[RA = A <
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Finalmente, vamos provar (2.7.17). Dado ReX > e + -2, segue de ( m que || R(\
A,)|l < Me™*. Note que, se z € D(A) e 1 > 2w, entdo
[Auell = l[pR(p - A)Az|
= plR(u: A)|l || Az

IN

M
p— || Az
= w
2M || Ax||

IN

Portanto,

T R(A:A))A,x
A A

1 2M? )
< — || Ax
< (1t + 25 e

C
< —(||lz|| + | Az|]).
|>\!(” |+ [[Az])

[R(A: Ap)e] =

]

Lema 2.7.3. Seja A nas condigbes do Lema A =+ in, onde v > w + ¢ fixado. Para
todo x € X, temos

lim R(A: A,)z=R\: Az (2.7.18)

H—00

e para todo Y > 0, o limite é uniforme em n para |n| < Y.

Prova: Seja v = ’M . De (2.7.15)), para y suficientemente grande, temos

R(A:A,)—RAN:A) = Yl — A)R(v: A) — R(\: A)
) (1l = A)R(v = A) = (A + ) R(A + A)]
A p) Nl = A)R(v = AT = (pl = A)7 o = A)(p+ A (A = A)7]
)l — A)R(w < A — AY(ul — A)
(ol — A)R(s - RO - A)

A ) (ul — AR (U.A)[AMJ—AA—MA+A2
— Ml + XA+ pAJR(p: A)R(X : A)
= AN+p)Hul — AR : A)A’R(p: A)R(X - A)
= A +p) tTAR(p: A)(ul — A)R(v: A)R(\ : A)
= (A+p) tAR(w: A)R(N : A).

Para v > w + ¢ implica que 7 — w > €. pelo Teorema |R(A : A)|| < Me™'. Dado
Y > 0, podemos encontrar um p, dependendo de Y e ytalquese A = v +in, |n| <Y e
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> o, entao ReM"TAA > w+ 5. Entdo, para ;1 >y temos ||R(v : A)|| < 2Me™'. Portanto, se
x € D(A%) e pn > pyp, temos

1
|+ wl
1202

poe
e (2.7.18) é verificada para = € D(A?). Como D(A?) é denso em X (ver Teorema [2.2.4)),
do Lema [2.7.2 ||[R(\ : A,)|| é uniformemente limitado para Re(\) > w + € desde que

p > w+ % e pelo Teorema o mesmo € valido para ||R() : A)||, (2.7.18) é valida para
todo z € X.

RN Ap)e = R(A - Az < IR(v - A IR Al | A%]|

1A%

Teorema 2.7.1. Sejam A o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo T(t) satisfazendo
|T(t)|| < Me* ey > max(0,w). Se x € D(A), entdo

t 1 y+ioco d\
/ T(s)xds = — MR\ A)xT (2.7.19)
0

20 oo

e a integral no lado direito converge uniformemente em intervalos limitados com relagdo a t.

Prova: Seja i > 0 fixado e seja § > || Aul|. Defina

1 d+ioco
pr(s) = — / MR\ A)wd). (2.7.20)
2mi d—1ico
Integrando ambos os lados de (2.7.20) de 0 a t e trocando a ordem de integracdo encon-
tramos
t t 1 d+ico N
ds = — SR(N: A,)xd\d
[ s = [ o= [ R0 Arinas
1 d+io00 t \
= — A 5
ol R(A u)x(/o e ds)d)\
1 d+ioco 1 N
= — c A —(e=1)|d
s [ RO A 5@ - 0o
ou seja,
/t (s)ds = Lo MR(N:AY) A 6+iooR()\-A) ) (2.7.21)
Opks 5= 5 5_7;006 AT = o . F AT 7.
Afirmamos que
' 0+ik d\
klgg@ - R(\: A“)xT = 0. (2.7.22)
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Com efeito,
Considere I';, um caminho composto do segmento vertical
T = {64 in;—k < n <k}

e do semicirculo

R

Fl(f) _ {5 + ke = § 4 kcos(yp) + isin(p); _TW <p<

|

como na Figura 2.2.

0+ ik

Figura 2.2: Caminho I';

Assim, integrando A\"'R()\ : A,) no caminho por partes I'; e usando o Teorema de
Cauchy (ver Teorema [1.3.2]), temos que

/ AR Az =0,
I
o que implica

lim AR A)xd) + lim AR A)zdh =0 (2.7.23)

k—o0 FI:L k—oo I‘%
7 . 2 ~
Além disso, se \ € F; ), entao

A = \/(6 + kcos(y))2? + k2sin’(y)
= /02 + 20kcos(p) + k2

02 2dcos(y)
R

k ey

72



Logo, sendo ||R(\: A,)|| < C,|A|!, para |\| > ¢, uma vez que A, é um operador limitado,
R(A: A)

temos
/Fk(Q) A

[ Gb el

A
-1
: C ( 52 26(:05 24cos(p) + 1)

IN

[[z]|dA

ATR(N: Au)diH

LING)

IN

< x||d
< [ W=
1 1
< -C / z|| = d
k 123 _T”” H%_'_%%S(%)_'_l 2
1
< LGl (= o)
onde utilizamos na ultima desigualdade o fato de
1
k:h—>1£10 (52 + 250(;:(@) +1 =L
Assim, para k — oo, obtemos
/ B A L\ o (2.7.24)
LNE) A

Dali, utilizando (2.7.23)) e (2.7.24) segue que

s+ik
lim R(A: A,z )

— O,
k=00 Js—ik By

como tinhamos afirmado. Agora, utilizaremos o Teorema da Convergéncia Dominada de
Lebesgue (ver Teorema [1.2.5]) para mostrar que

t t
lim pr(s)ds = / e ds. (2.7.25)
k—oo [ 0
Para isto, definimos Ay (s) := ||p(s) — e*4#||. Dai, note que

(i) {hx} é uma sequéncia de funcées mensurdveis em |0, |, pois, é uma sequéncia de
funcoes continuas;

(ii) hs — 0 quando k — oo, pois R(u : A) e I sdo lineares e limitados. A, € um operador
linear e limitado, donde, pelo Lema [2.7.1] px(s) — ez, quando k — oc;
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(iii) |hx(s)| < g(s fo s)ds < o0o. Com efeito, pela desigualdade triangular,

[hi(s)] < llpw(s) Il + [le* A, (2.7.26)
Considere,

Ty = {MA=m—ik,—k<m <}
Ty, = {MA=—-k—im,—k<m<k}
Ts = {MA=m+ik,—k <m <4}

e o ciculo C, de raio r e centro na origem (veja Figura 2.3).

A
0+ ik
1
T 1
-------- — ¢ bommmm e m () = b
A4 N
C, o
—k 5 B
% T
Ty
-------- > > m—mmmmm==Im(\) = —k
—k Ty :
6 — ik

Figura 2.3: 11,75, T3 e C,.

Segue do Teorema de Cauchy (ver Teorema|1.3.2)), que
/ MR AN = / MR\ AL)dA
Ti Cr

ou seja,

6—ik 3
/ RN A,)dA :/ MR AL)dN — Z/ RN AN, i =1,2,3.
J i=1 /T

—ik r
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Logo, para: = 1,2, 3,

H/ eMR(N: AL d)\H H/ RN AL d)\H

ASR A A dAH(Z 7.27)

Além disso, utilizando ideias semelhantes como na prova do Lema [2.7.1} segue que

‘ < /k e’kSLdm
Sk V k% +m?
k
S Cefks @
i k
= 207",

/ MR\ AL)dA
To

isto é,

‘/ MR AM)dAH <2C = (.
To

Agora, sobre T3, temos que

MR A d)\H /
‘/Tg \/k2+m2

Fixando P > 0 e —k < —P segue que

- ms )
e e
C / ———dm+C / —————dm
_r VEZ+m? —p Vk?+m?
Escolhendo P > 0, suficientemente grande, de maneira que

e < i, Vm e [—k, P|

C
obtemos
O/ée—msdm < Ci/_ _dm 6€—mdm
_k VK2 +m? - CJ_ VE2+m? _pVk2+m2
< e/_Pd—m+c/6 " am
- &k —p VkZ+m?
P
e
< e—i-C'/ ——dm
B P Vk2+m?
ou seja,
é ems 4 ems
C ———dm < e¢+C ———dm
/_k‘/k2+m2 =~ € _ 1/]{;2_’_,,,”2
m5
< e+C’{ ? (5+P)]
N Ez J/
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Logo,

H/ eASR(A:AM)dAchg. (2.7.29)
T3

Analogamente, obtemos

H/ eASR(A:AM)dAchg. (2.7.30)
T

Agora, vamos analisar sobre o cicrulo C,. Para isso, note que Ayp é um operador linear
limitado, entdo, pela prova do Lema e da Equacao [2.7.6| segue

Dai, utilizando (2.7.27)), (2.7.28), (2.7.29)), (2.7.30), seque que

low(s)]| =

271

/ RN Au)d)\H = ||12miet|| < 2meltl 14ell = Oy (2.7.31)

T

/ GASR()\ . A’u)l’d/\H S %(01 + CQ + 02 + 03) == 04. (2732)
v

—100
Com relagéo a ||e*4|| temos

sAu I s(p? R(p:AI)—pl) I

le = e

e—s,uHes;ﬂR(u:AI) ||
s i pns" | R(p Al

n!

n=0

pelo Teorema |2.5.2} obtemos para p > w,

e

e 2n .n
SAHH S —SMZM S HRM A) H

M
i n
S e SH § ,U (;u,—w)
n.

n=0
o 2n8n
= Me sth:; (Mliw>nn|
— Me_Ste(:fz)
= Me™s)
< Me**® =C (2.7.33)



Logo, substituindo (2.7.32)) e (2.7.33)) em (2.7.26]), obtemos

()] < Ca+ C5 = g(s),

/Otg(s)ds < 00

Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (ver Teorema [1.2.5), ga-
rantimos que

t t
lim [ hg(s)ds = / ( lim hk(s)>d3 =0
0 0

k—o00 k—o00

o que implica

t t
lim pk(s)ds:/ e s,
0

k—o0 0

como tinhamos afirmado em (2.7.25]).

Dai, fazendo & — oo em (2.7.21)) e usando (2.7.22) e (2.7.25| obtemos

t 1 d+ioco d)\
/0 eSnds = - 6)‘tR()\ : AM)[ET (2.7.34)

d—1i00
Se v > max(w, 0), entdo pelo Lema existe po > 0 tal que o > o, {\: Red > v} €
p(A,) eparaxz € D(A)

IR : A < %mxu iy

onde C' depende somente de M e ~. Para ;. > i, podemos trocar a curva de integracao

do lado direito de (2.7.34) de Re\ = ¢ para Re\ = ~ para obter

t 1 Y+100 d\
/ etrds = — eMR(N: AY) (2.7.35)
0

- T—
270 Sy oo A

Para justificar essa troca de curva de integracdo, considere a regido © delimitada pela
curva

4
T =J7k
=1
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A
§+ik v+ ik
1 Ti 1
1 1
S — - Im(\) =k
Ti WV ™ T}f
B v B
Tz v ™
e I ! ) R
k : > . Im(\) = —k
5 ik T v =ik

Figura 2.4: Curva A,

onde

Te = {(NA=q+in,—k<n<k},
T, = {MA=n—ikd<n<n},
T = {MA=d0+in,—k <n <k},
T, = {MA=n+ikd<n<n~}

como pode ser visto na Figura 2.4.

Sendo, gbu( ) = A 'eMR(A : A,)z é analitica em O, pelo Teorema de Cauchy (ver
Teorema , temos que

/gbu d>\+/ Gu(A d)\+/ Gu(A d)\+/ Gu(AN)dA =0 (2.7.36)
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v dn et
| et < G = 0. (b o)

onde mostra-se (utlizando técnicas anteriores) que

CPu(N)dX — 0, (k~o0), para j = 2,4. (2.7.37)
Ty

Usando (2.7.36) e (2.7.37)), segue que

1 §+ico 1 Y+ioco
— MR(N: AY) A MR : Au)x%

: T— = :
2710 )5 ino A 2710 S oo

e, portanto, (2.7.35) é verificada. Agora, mostraremos que vale a seguinte igualdade

t t
lim [ erxds = / T(t)zds. (2.7.38)
MO0 0 0
Para isso, defina g,(s) := ||e*»2 — T(s)x||. Note que

(1) {g,} € uma sequéncia de fun¢bes mensuraveis, pois g,(-) € uma sequéncia de funcoes
continuas;

(i) e*x — T(s)x, quando p — oo (pelo Coroldrio [2.3.1)) ;
(iii) [gu| < k-

Dessa forma, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (ver Teorema|l1.2.5)),
temos (2.7.38]). Agora, mostraremos que

1 y+ioco A\ d\ 1 y+ioco N d\
% e & R()\ . Au)LE’T — %/’y_mo (& R()\ . A)IL’T
quando p — oo. Defina
]
FulN) = P IROV 4) = RO A)yal, (2.7.39)

onde temos

(i) {f.} € uma sequéncia de fun¢cbes mensuraveis, pois f,(-) € continua;

(i) f.(A\) — 0, quando p — oo (pelo Lema[2.7.3);
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(iii) f,, € dominada por uma funcéo integravel. Com efeito,

1]

ful < o T R A+ RO A))|]

e)xt
< 20(|l2]l + ||Ax||>“—|2‘ — (V). (=~ oo);

e, considerando C7 = 2C(||z|| + ||Az]|), temos
y4ico Y4100 ’e)\tl
/ ' g(N)dX = / . Cr——> e

y—1i00 y—1i00

>~ d
== 076715/ i
oo VAT

k
d
= Cre" lim — il 5
k—oo J_p 7Y —I—n

= —hm/ ﬂ
v

d
= Cre"= lim : ,
v k—oo ;kl—l—zz
Y

ou seja,
Y4100 1
/ gAN)d\ = 076715; lim [arctan(k: \ 7) — arctan(—k \ 7)]
y—100

= 07677[( m\2) = (=7 \ 2)]

1
= Cre"' =1 < o0,

para todo ¢ em intervalos limitados. Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue
(ver Teorema(1.2.5)),

i [ 1 RO\ : A))z|ldh =0
tin [ TSI A = RO A)aflar = o,
o que implica
Y+ioco e/\t
lim T[(RO\ tA,) — R(A: A))zxld\ =0,
K00 Y—100
dai,
1 y+ioco N d)\ 1 y+ioco d)\
— R\ :A)r— — — MR\ Az —
270 Sy oo R n)T A - 2mi /V_Z»OO ( )z A
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quando ;. — oo. Usando (2.7.38)) e (2.7.35), segue que

t t 1 y+ioco d\
/ T(t)zds = lim [ e*Mads = — eMR(N: A)
0

omi N
p= Jo X y—100

como queriamos provar. O

Coroldrio 2.7.1. Seja A o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo {T'(t)}:>o satisfazendo
|T(t)|| < Me*t. Seja v > max(0,w). Se x € D(A?), entdo

1 y+ic0 N dA
T(t)r = — VRN A)r— (2.7.40)
270 Sy A

200

e para todo ¢ > 0, a integral converge uniformemente para t € [d, %]

Prova: Sabemos que se z € D(A?), entdo Az € D(A), por defini¢do. Utilizando o Teorema
para Az, segue do item (d) do Teorema a seguinte igualdade

t 1 y+ioco d\
Tt)x —x = / T(t)Axds = — eMR(\ A)AZBT
0

270 )y

Pela identidade do resolvente R(\ : A)Ax = AR(\ : A)x — x, obtemos

1 y+ioco d\
Tt)r—x = — MR(N: A)Ax——
(t)r —x o) eV R( )Azx 3
1 y-+ioco N d\
= — AR\ : A)x — x)—
i ] ORO A0S
_ LT ROV: Az — 2 ) dx
2w y—ico c FAE A
1 Y+ioco 1 y+ioco
= MR\ A)wd\ — — ME AN,
270 S oo T Sy —ioo A
isto é
1 vy+ico 1 Y+ico T
Tt)r — 2= — MR\ A)zd\ — — eMd\. (2.7.41)
270 Sy ico T Jy—ioo A

Mostraremos agora que para ¢t > 0 a igualdade a seguir é verdadeira

1 Yy+i00
— ektfd)\ = .
270 Sy oo A

Com efeito, considerando C, e A, como no Lema |2.7.1], mostramos que

At

e eM o
—d\ = / d\ = 2mie”" = 27i; (2.7.42)
A A o A—0
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onde a penﬁltima igualdade € valida pela féormula da integral de Cauchy (veja[1.3.2) para
a funcdo f = ¢*. Dessa forma, aplicando o limite em (2.7.42), obtemos

y+ioco T
/ Md\ = 2mi,
Y—100 A
Dali,

1 Y+i00

xtL
—_— —d\ = x. 2.7.
i | e )\d)\ z (2.7.43)

Y—100

como afirmamos. E (2.7.42) converge uniformemente em ¢ para t € [4,1 \ J]. Portanto,
substituindo o que acabamos de mostrar em (2.7.43), obtemos

1 [rfiee d\
T(t)r = — MR : Azl
B =5 e R(A = A)w

]

Coroldrio 2.7.2. Se A o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo {1'(t)}:>o satisfazendo
|T(t)|| < Me*. Seja v > max(0,w). Para cada x € X, temos

t 1 y+ioco )\t d\
/ (t —s)T(s)xds = Py R(\: A)x—. (2.7.44)
0

2
y—100 A

e a convergéncia € uniforme em t para intervalos limitados.

Prova: Integrando (2.7.19) de O a t, obtemos

t Yy+ioco d\
/ (t— §)T(s)eds — / / MR Az ds
0 y— /\

vy+i00
= / ( ASds) (A A)x@
y—100 A

1 y+ioo M d)\
—— A Az
27T Y—100 (6 )R( )x)\2
1 Yy+ioco ,\t d\ 1 y+ioco d\
- A Aass - = A A2,
27 o ioo il ):1:)\2 27 J—ioo R )x/\2
Mas
1 y+ioco d\
— A)r— =
o ) R(A )x)\2 0,

J4 provamos isso no Lema Portanto, (2.7.44) vale para todo x € D(A). O lado
direito de (2.7.44) converge na topologia uniforme para um operador e portanto define
um operador linear. Desde que D(A) é denso em X, (2.7.44) vale para todo = € X.
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Concluimos esta secao com uma importante condicdo de suficiéncia, mas ndo ne-
cessaria, para um operador A ser o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo. Em con-
traste com os Teoremas (2.5.1) e (2.5.2), a condicdo do Teorema que apresen-
taremos a seguir , muitas vezes sdo mais faceis de verificar para exemplos. Mas para
apresentarmos este Teorema , precisamos de alguns resultados.

Seja A um operador densamente definido de um espaco de Banach X satisfazendo as
seguintes condi¢des onde 0 < 0 < 7,

S = {reCilagrAl < g +51U0C p(A) (2.7.45)
é

e para cada 0 < a < § existem 0 < § < & e My > 1 tal que

M(S/

1RO A < 73

LAED LA (2.7.46)
6/

As condicgoes (2.7.45) e (2.7.46) sdo condicoes para que um operador A ser o gerador
infinitesimal de um Cj-semigrupo. Iremos justificar esta afirmacdo, mas antes precisamos
de alguns resultados auxiliares que passamos a considerar.

Para cada r > 0, definimos a familia de operadores {S(t)}:>o dada por

= oo e R(u:t)dp, se t > 0
— 2 Jy(r,6") ’ 2.7.
S0 { I, se t = 0. (2.7.47)

onde (r,8') = y1(r,8 ) Ua(r,8 ) Us(r, &) é a curva C, por partes definida por

n(r,8) = {pel™ D p e [r,o0]},
Yo(r,8") {re?; (—m\2) =0 << (m\2)+6} (2.7.48)

Ya(r,8) = {pe DT p e [r 00},

¢ orientada no sentido anti-horario, como na figura 2.5.
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Figura 2.5: Curva v(r,d)

Lema 2.7.4. Se A verifica (2.7.45) e (2.7.46), entdo o operador S(t) estd bem definido e é
independente de r > 0 ede 0 < § < 6.

Prova: Seja t > 0. Estudemos, inicialmente, a convergéncia da integral em (2.7.47)

sobre a curva y(r',m/)onde ' = 1, m =6 —a, 0 < @ < 6,0 <& < 2. Se pp € % (r',m)

entdo p = pe'®*), com 6 = I+ e p € [r',00). Consideremos n, = argu(n., = 0 — a).
Definindo f(u) = e R(u : A) e fazendo

x = pcos(n.) = ¢(p) = ¢'(p) = cos(na.)
= psin(n.) = &(p) = €' (p) = sin(na).

Temos, por (2.7.46),

l

/(, /)et“R(u:A)wduH < //OO 1f(¢(p) +i&(p))[¢' (p) + i (P)II |zl dp

- / e R(pe™= = A)e™ || ||zl dp

o0 ina, My |
< / e | le™ llldp
- |pete]
o0 M,
< / etreos(na) p HdelO (2.7.49)

Sendo, 7/2 < n, < 37/2, existe uma constante positiva C' tal que cos(n,) < —C'. Logo,

> e=tC 1 [ 1 ,
dp < = “tCy = — 7t 2.7.50
/T’ p IO - 'I“/ /T‘/ € p T/Cte ( )
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Segue de (2.7.49) e de (2.7.50),

oo —tpC
H / MR (1 A)deH < M|z / C _ap<a, (2.7.51)
'Yl(rlym/) T‘l
onde C; = M,y||z||-5e "¢, para t > 0.
Analogamente, para yu € v3(r’,m’) se = # 0, obtemos
H / "R A)xd,uH <y, parat > 0. (2.7.52)
v3(r’,m

Para o caso em que i € y»(r’,m’), observamos que
M as 1
/ PR A)adp|| < Mm// |efre —|ir’ Pl ||x||dp
r’,m/ 0 ‘T elﬁ‘

27
M¢/|wm@mwﬁ
0
< M, 2met". (2.7.53)

Assim, de (2.7.51)), (2.7.52) e (2.7.53) a integral definida em (2.7.47) converge em £(X),
para cada t > 0.

IN

No que segue mostraremos a independéncia da curva. Sejam r, /. ', m’ > 0 e considere
D, a regido delimitada pelas curvas I', R, A, S,, dadas por

Cw

I'=T(p,r ) i(pyr,0'),
7=1
onde,
Lo d) = (s 5 € [r, o]},
Fg(p,T,(Sl) _ {7”6“/ 7r/26 ’/T/2—5 <I/<7T/2—|—5/}
Ts(p,r,8) = {se /245 ¢ r pl}.
3
A=Ap,7,m') = U Aj(p,r', 8",
j=1
em que,
mmﬂM>f{wW%“sﬂwm,
Ao(p,r',m') = {r'ei™/2 m’ —m/2—m' <v<7/2+m'}

As(p,r',m') = {se /M) 5 e[y p]}.
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&
I

{pe'ng € (n/2+m',7/2 + ")},
Sy = {pe™in, € (—m/2+ 8, —m/2+m')}.

A fronteira D, é orientada no sentido anti-hordrio, como na figura 2.6.

. V(' m)
(ro)s,
7'- A Y
’-Y ) \\
\ ’)/l(r/vm/
r\ 2
’)/2(7“/,771/
A
) Y3(r',m’)
4
/l S,

Figura 2.6: Curva v(r,d’)

Da analiticidade da funcdo A — e™R(\ : A) em ), (veja Proposicdo [2.3.2) e do
Teorema de Cauchy (ver Teorema|1.3.2) resulta que

/ eMR(N: A)d\ = 0,
oD,
ou seja,

/Fe”R(/\:A)dAJr/Ae”R(/\:A)d)\+/

Ry

MR(N - A)d\ + / MR\ A)d\ = (2.7.54)
Sp
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Além disso, as integrais sobre os dois arcos R,, S, tendem a zero quando p — oo; pois, se
A € R, temos A = pe" com — K, < cosng < —K, onde K, e K sdo constantes positivas.
Neste caso,

w/2+8
H / MR(X A)CD\H < Mg// e "Kdns = Kie " dns — 0, quando p — oo.
R, w/24+m/

com K; = My (0 —m’). Se A € S,, o calculo é andlogo. Portanto, passando o limite em
(2.7.54) quando p — oo, concluimos que

/ MR A)d) = lim [ eMR(\: A)d\ = lim [ eMR(\: A)d\ = / eMR(A: A)dA
y(r';m’)

p=o0 )y p=oe Jr 2 (r,)

o que conclui a prova do Lema. O

Lema 2.7.5. Suponha que A verifica (2.7.45) e (2.7.46). Se {S(t)}+>0 € a familia de opera-
dores definida em (2.7.47), entdo as seguintes propriedades sdo verificadas

(i) O operador S(t) é linear e limitado em X. Além disso, existe uma constante C' > 0
independente de t, tal que ||S(t)|| < C;

@ii) S(0) =1I;
(iii) S(t+s) = S(t)S(s) para todo t,s > 0;

(iv) Paracada x € X, S(t) — x quando t — 0.

Prova: Mostraremos cada item de forma separada.

(i) A linearidade segue da linearidade de R(y : A) e da linearidade da integral. A
continuidade segue diretamente de (2.7.51)), (2.7.52) e (2.7.53) e do fato que para ¢ > 0,

3

1
ISl < 5= >

i=1

[ cr A)duH < &)l
’Yi(rlfml)

Agora, mostraremos a limitacao uniforme. Se ¢ > 0, de (2.7.47),
1

T or

S(t) / e R(p: A)dp, (2.7.55)
~(r,6")

fazendo a mudanca de varidveis { = ut, em (2.7.55) e usando o Lema [2.7.5] temos

_ b ep(€. 4\ %
S(t) = o /W)e R(=:a) (2.7.56)
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Seja & € y,(r,d) e considere 1 = arg¢. Definindo f(¢) = efR(é : A)% e fazendo

x = peos(n) = ¢(p) = ¢'(p) = cos(n),
Si

= psin(n) = ¥(p) = ¢'(p) = sin(n),
temos,
egRG:A)%H = /oo 1f((p) = iv(p)[¢' (p) + it (p)]l|dp
1 () r | |
< /Oo epei”R(pim :A)% dp

o) ) ! in
< / et MOl
. |pet|

< My / - epcos(n)@
B r P

Sendo, /2 < n, < 37/2, existe uma constante positiva C tal que cos(n) < —C. Logo,

M(Sl/ 60005(77)@ < %/ e_pcdp = %6—7”0‘

p T rC
Assim,
d o° d My
' / fR( ) fH < M(;, ereosm 28 o 28 e (2.7.57)
y1(r,8") 1% T'C

Note que C; ndo depende de t.

Analogamente, se £ € v3(r, '), obtemos,

53( )dgH < (. (2.7.58)
(r,8)

Agora, se £ € y,(r,d'), entdo £ = re” e usando a parametrizacio

= rcos(v) = ¢(v) = ¢'(v) = —rsin(v),

= rsin(v) = ¢¥(v) = ¥'(v) = —rsin(v)

§,+§ v w - 1
/ egR(é : A) —= / et R(re : A) z're“’—‘
() t t -z t t

/6’+§ veiv) MO |ire™|
6 —

5/7% |T€iU’ t

temos

IN

dv

IN

dv

IN

6/+7\'
Mé’/ e dy < Cf, (2.7.59)
-z
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onde Cj5 independe de ¢. Assim, de (2.7.57), (2.7.58) e de (2.7.59)),

1 < d¢
— : —= < > 0.
|S(t) 2 El /, <t A> ; H < (4, paratodot >0

(ii) E imediata da definicao.
(iii) Sejam ¢, e to > 0, y(r, &), v(r+c,d), ¢ > 0, curvas de classe C! por partes definidas
pta
como (2.7.48). Para u € v(r,d'), A € y(r + ¢,¢') definamos f(u) = o g(\) = ez,

Consideremos as regioes = e O, delimitadas, respectivamente, por T UA, e T U A, ., com

3
= U Fl (7’, 5/)7
=1

Ty(r,6) = {sel™D+) 5 ¢ [r g},
) = {ref(—m\2) -0 <B< (r\2)+4)
[3(r,6) = {selMD+0] 5 [r o]},

AT:{rem:ne <g+5/,3§—5'>},

3
T="(r+c¢d) = UFl(r—i-l,(S’)

—
no
—~
3
(@)
Il

Ti(r+c¢é) = {sei[(”\z)M,];SE[7"+c,p]},
To(r+¢,0) = {re’;(-=m\2) =8 <B<(w\2)+6}
Ts(r+c0) = {se” ™I s e [r4c pl},

Ay = {(r+c)ei9 10 € (g —1—5',37# - (5’)},

como nas Figuras 2.7 e 2.8.

Claramente, a funcéo f(-) é andlitica em = e ¢(-) é andlitica em ©. Assim, pelo Teorema
de Cauchy (ver Teorema|1.3.2)),

i f(w)dp =0,
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1(r+ed) D+ ,9)

Figura 2.7: A regido =. Figura 2.8: A regido O.
ou seja

/f(u)dwr/ f(p)dp = 0. (2.7.60)
N A

Sendo |u — A| < |u| — |\ =7 — |A\| > 0 para r — oo; donde,

roo 1
r—Al 1B

— 1; (r = 00). (2.7.61)

. r .
Logo, existe M > 0 tal que < M, para r suficientemente grande e, portanto,
7"‘ J—

RY

H/ f( )d H ’€t1rein d
o <[5
e T 7“_|>"
S M/ tlrcos ’f’— |>\|d7’]
LY
< Me"*2(r/2 —6,) = 0; (r = o).

onde k = —ko; ko = max(cos(n)); n € [5 + &, 2 — &].

Logo,
/ f()dp — 0; (r = 00). (2.7.62)
Ar
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De (2.7.47), (2.7.60), (2.7.62)) deduzimos

1 ertt

27 y(r,8") )\ — U

du =0, Ae~n(r+ed). (2.7.63)

Também, pela Formula da Integral de Cauchy (ver igualdade|1.3.2), obtemos

/ EICY / G —— (2.7.64)
TA— M%A—M

Usando o mesmo raciocinio para provar (2.7.62)), temos

A
/ 9 d\ = 2met? = 0; (r ~ 00).
Arge A—p
Assim,
1 eM2
d\ = e para todo u € y(r,d). (2.7.65)

27 y(r+c,8’) A— 2

Por outro lado,

1\2
S(t1)S(ty) = (%) /( . MR A) +/ M R(p: A)ddp.
y(r,d’

Y(r+e,d')

Usando a seguinte Identidade do Resolvente (ver Proposi¢do|2.3.1))

R(ju: A)— R(\: A)

R(u: AR\ : A) = N

Y

segue que

2 . .
S(t1)S(ty) = L / / e“tle“tQR('u A) = B(A: A)d)\du
21 ) Jrret) St A= p

1 Nth( A) ( 1 / €>\t2 d}\) d
= — e T — 1
27 Sy 2T Jotrtesy A — 1
1 1 X
1 AR A) (— / ¢ d)\> d\.
27 Jy(rte) 27 Jyirony A — 1

Assim, de (2.7.63) e (2.7.65) e da ultima identidade deduzimos que

1
S(t)St) = o /( &) T R(p s A)dp = St + ta),
(6’

0 que prova o item (iii).
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‘\‘*y(r y m’)

Iy

Figura 2.9: Curva I' e o circulo C,

(iv) Seja x € D(A). Da representacdo de S(t) com

1
St)yr —z=— e R(p: Az — .
27 Sy o)

Considerando, 2 =T"U A, e C, o circulo de raio r centrado na origem(Ver Figura 2.9).

Pelo Teorema de Cauchy (ver Teorema (1.3.2)),

et eht
/ —dp = / dp = 2mie™,
Q M c =0

onde a dltima igualdade ¢é vélida pela férmula da Integral de Cauchy (ver igualdade|1.3.2).
Assim,

ekt
—dp = 2mi;
Q M

e, portanto, seguindo raciocinio analogo ao item anterior, concluimos que

— Cdu=1. (2.7.66)



Usando a identidade do resolvente, R(yu : A)Ax = uR(p : A)x — x, obtemos

1 1
St)r—x = — e“t(R :A——)xd
(t) o7 s (1 A) ik
1 ert
= — —R(p: A)Axdp. (2.7.67)
21 Jyirory M

Vamos mostrar que para cada x € X, temos que S(¢)z — 2 quando ¢ — 0.
Seja x € D(A). Entao, de (2.7.67) temos

S(t) ! R A)Azd
tr—x = — —R(p: Tdp.
2 y(r,5") 12

Vamos estimar a igualdade acima.Desejamos aplicar o Teorema da Convergéncia Domi-
et

nada de Lesbegue para {f;(1)}:>0, onde f; = o (u : A)Az. Para isso, verifiquemos as
hipéteses do Teorema mencionado.

Note que
etr
[PAVDI 73(#3A)A$
€]
< WHR(MZA)H [Az]|
etfe(u)

Afirmacéo : Existe § > 0 tal que e'f“™ < ¢! 4 1, para todo ¢ € (0,6). De fato, considere
Re(p) = a € R (t > 0) e consideremos dois casos:

(i) Se a <1, entdo ta <t e assim, €' < ¢' < e + 1, como queriamos.

(ii) Se a > 1, defina f(t) = (1 +¢') — e*. Sabemos, de andlise na reta, que se f(zg) > 0e
f é continua, existe 6 > 0 tal que f(x) > 0, para todo x € (zo — d,zo + ). Logo, para
a f definida, tomando z, = 0, temos que existe § > 0 tal que f(t) > 0, para todo
t € (0,6). Isto é, para todo t € (0,6), temos que e < e’ + 1.

entao,

ethie(n) e +1 el +1 K

em que a constante K é dada por (e° + 1)My/|Az|. De (]2.7.68|) e (]2.7.69|) temos que a
sequéncia de funcoes { f;(11) }+>0 € dominada ( para todo ¢ > 0) pela funcdo g(u) definida.
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Mostremos agora que g(u) € integrdvel sobre ~(r,+’). De fato,

K
/ g(pdp = / T du
~(r,d") ~(r,8") |/L|
1 1
= K(/ u—l—/ du—i—/ 5 u)
(r,0") |:U" v2(r,8") ‘:u’ (r,0") ’M|

/ +6/ - N iy ! p
= K< 5+0) lim / —ds + / ePdp + el(fﬂs) lim / —2d5>
pP—r00 —5/ p—00 r S
= K(e_i(fr‘y) lim ( — 1 + 1) + 1 (ei(gﬂy) — ei(;_‘y)) + ei(%Jr‘s/) lim

p—r00 p T r p—r00

_ K[Gei(w)) N Gei(w)) _ (%@i(z”ﬁ’)) N Gei(;w'))},

Agora, observemos que

et 1
1 = lim —R(pu: A)Axr = —R(u : A)Ax.
Jim fi(p) = Jim = (n:A)Az . (p: A)Ax
Assim, satisfeitas todas as hipdteses fo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue
(ver Teorema [1.2.5), temos que

1 etr
lim S(t)r —x = — i —R(p: A)Axd
ti}g}r ( )‘T v 211 ti)%Er y(r,8") ,LL (/L ) vap
1

= — lim —R(u A)Azdp

2mi 7(7«5/)t—>0+ Ju

1
= — —R(,u : A)Azdp. (2.7.70)
270 Jy () B

Resta mostrar que a integral dada em (2.7.70) tende a zero. Afim de utilizarmos o Teorema
de Cauchy (ver Teorema|l.3.2), considere a curva fechada I'(p, r,0') = Y(p,r,0") UA(p, "),
com Y (p,r,0') e A(p,d) curvas de classe C! por partes descritas na forma

A(p,d") = {pe”;—g -0 <p< g+6’},

3
p,?"d UTZ /077"5/
=1

onde

Yi(p,r,0') = {s'™**;s € r, p]};
To(p,r,0) = {re;—m/2 -8 <B<7m/2+0);
Ts(p,r,0") = {se /25 ¢e [ p)},
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)\

Ti(p,r,d)

Y

Tg(p, T, 6l)

A(p.d")

Figura 2.10: Curva I'(p,r,¢’)

conforte Figura 2.10.

Segue dai que }%R(u : A)Ax é andlitica em toda regido demitada por Y (p,r, 6 )UA(p, &').
Assim, pelo Teorema de Cauchy (ver Teoremal.3.2)),

1
/ —R(p: A)Azdu = 0,
Y(p,r,6")UA(p,6") M

isto é,

1 1
/ —R(p: A)Azxdp +/ —R(pu: A)Axdp = 0. (2.7.71)
Y(p,r,s") M Ap,s') M

Afirmamos que

1
/ —R(p: A)Axdp = 0. (2.7.72)
Ap,s') M
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Com efeito,

2+6/ . .
—R(p: A)A:z:duH = H/ ﬁ R(pe A)Aa:(—z'pe"ﬁ)dﬁH
7\' _s PE K

145
1 M .
< [T Al ipelag
—z_§ Pe |pe=P|
Moldel 7
P -z
P

1
- -C
p

em que a ultima expressao tende a zero quando p — oo, provando a afirmacao.

De (2.7.70), (2.7.71) e (2.7.72)

1 1 1
0 = —( lim [/ —R(p: A)Axdu —l—/ —R(u : A)Axdu})
2m \ ptoo [ (o) M Aoy M

1 1
= — —R(p: A)Axdp
210 Sy (rary 1 ( )
= lim S(t)r — =z

t—0+

Até aqui mostramos que lim; ,o+ S(t)z — x = 0, para todo z € D(A). Para concluir a
demonstracdo, basta verificar tal afirmacao para todo = € X.

Considere {t,},cy uma sequéncia em R, com ¢, — 0 quando n — +oc. Entdo, pelo
que acabamos de provar,

S(tp)xr — S(0)x =z, Vo € D(A).
ou seja, dado € > 0, temos
I|1S(tn)x — z|| < €,V € D(A). (2.7.73)
Além disso, pelo item (i) desde Lema, vem que
II1S(tn)]] < C. (2.7.74)

Assim, para o mesmo ¢ > 0 dado y € X, como D(A) é denso em X, garantimos a existéncia
de yo € D(A) tal que

ly — voll < e (2.7.75)
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Dessa forma, de (2.7.73), (2.7.74) e de (2.7.76) segue que

1S(E)y —yll = [1S(t)y — S(ta)yo + S(tn)yo — Yo + yo — ¥l
< [[S(n)y = SE)woll + 15(En)yo — yoll + vo — yll
< (S Ny = woll + [1S(En)yo — yoll +vo — yll
< (C-et+e+te
= (C+2)e,
O que encerra a prova. [l

Teorema 2.7.2. Suponha que A verifica (2.7.45) e (2.7.46) Entdo A é um gerador de um
Cy-semigrupo T'(t) satisfazendo ||T'(t)|| < C para alguma constante C. Além disso,

T(t) = L MR(N - A)dA (2.7.76)

n 211 y(r,8")
onde ~y(r, ") definida como em .

Prova: Seja

1
U(t) = —/ e R(p 2 A)dp. (2.7.77)
v(r,0")

- 2mi

Novamente, vamos considerar a curva fechada I'(p, r, §") = T (p, r, 0" )UA(p, '), com Y (p, r, ")
e A(p,d) curvas de classe C'! por partes descritas na forma

Ap,8') = {pew;—g —§<B< g+5’},

3

T(ﬂ) r, 5,) = U Tl(pv T, 6/)’

=1

onde

Ti(p,r,0) = {se™* 5 ¢ [r p|};
To(p,r,6) = {re¥:—n/2 -8 <p<n/2+};
Ty(p,r,8) = {se” s € [r, ]},

como na Figura 10 (vista anteriormente).

Pela Formula da Integral de Cauchy (ver igualdade|1.3.2)),

o1 R(p: A)
R 4) = 2mi /r(r,af) (1 —=2A) i
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ou seja,

1 R(p: A) 1 R(p: A)
R(\: A) = —/ Vel . (2.7.78)
( ) 210 Jy ooy (=) 270 Ja(poy (= A)
Ao longo da curva A(p, §') sendo, | — A| > |u| — |A| = p — |\| > 0 para p — oo, temos
R(p: A) H H/ 2R A) .
e P picidp
‘ /A(p,a/) (=N L ,0616 =)
7\'+6/
M5/ L
< A __|pie®|d
/ oo — Nlpe] ¢
ERRI V™
< ————df
/_g—a’ [pe'®| — [A|
£+6/
S /2 Mé’ dﬁ
5 ol = A
< My /2+5, a5
(=MD Sz

My ( )
< +9
(p =12
quando p — oo; donde, passando o limite com p — oo em ([2.7.78) obtemos

ooy b R(u: A)
RO A) = o /y e (2.7.79)

Por outro lado, da representacdo de U(t) e do Teorema de Fubini, obtemos

o0 o 1
/ e MUYt = / e”(—,/ e Rp A)du) dt
0 0 211 y(r,8")

1 oo
= — R(u : A)(/ e(“)‘)tdt) du
211 (r,6") 0

1 R(p:4),

: L4 (2.7.80)
211 y(r,8") o — A

De (2.7.79) e (2.7.80),

R(\:A) = / e MU(t)dt (2.7.81)
0
Do Lema|2.7.5} U(t) é um Cy-semigrupo tal que
U@ <C. t>0;
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Na Observacdo (2.5.2), tomando w = 0 mostra-se que ||[R(A : A)|] < logo,

_c
(Re\)™’
pelo Teorema [2.5.2] A é gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo {7'(¢) },< satisfazendo
|T(t)|| < C. Resta-nos provar (2.7.76). Seja z € D(A?). pelo Coroldrio[2.7.1] segue que

T(t)r = Lo MR(N: A) a\ (2.7.82)
x_27rz ’y_iooe . ZE)\ VS
Agora, considere o caminho
4
A =A%
=1
onde
Ay = {NA=q+is,—k <s <k},
A = {MA=s—ik,—k<s<q},
3
AY = ik, r, &),
=1
onde
Ti(k,r, &) = {se ™25 € [k, p]};
To(k,r,8) = {re?,—n/2 -0 <B<m/2+0};
Tylk,r,d) = {se /205 ¢ [k, g},
e

Ay ={MA=s+ik —k<s <A},
orientado no sentido anti-horario(Veja Figura 2.11).

Denotamos
y+ioco

lim RN A)d\ = / RN A),
k—o0 Allc ~—ioo

de modo analogo ao que fizemos para obter (2.7.13), temos que
lim [ eMR(A: A)d\ — 0 (k= o00), j =2,4.

k—o0 j
A

Dessa forma, podemos trocar o caminho de integracdo em ([2.7.82)) para v(r, d’) e, portanto,
1

T(t)r = — MR A)d) = U(t)x. (2.7.83)
271 y(r,5")

para todo z € D(A?). Sendo D(A?) denso em X, segue que (2.7.83)) vale para todo = € X,
o que conclui a demonstracao. O
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v+ ik
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Al 5
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N
A,
—k -
~
/N
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" AR :
'
v —ik

Figura 2.11: Caminho Ay
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Capitulo 3

O Problema Abstrato de Cauchy

Nessa secdo, apresentamos varios conceitos de solucdo para o problema abstrato de
Cauchy. Nomeadamente, introduzimos os conceitos de solucao classica, forte e branda e
analisamos a relacdo entre estes tipos de solucoes.

3.1 O Problema de Valor Inicial Homogéneo

Seja X um espaco de Banach e seja A : D(A) C X — X um operador linear de X.
Dado x € X, o problema abstrato de Cauchy para A com dados iniciais em X consiste em
encontrar uma solu¢do u(t) para o problema de valor inicial

du
{a“) = Au(t), t>0 (3.1.1)
U,(O) = T,

A definicéo a seguir esclarece com outras palavras o que entendemos por solucdo de (3.1.1)

Definicdo 3.1.1. Dizemos que uma fun¢do u : R, — X é uma solugdo cldssica de (3.1.1)) se
u € continua para todo t > 0, continuamente diferencidvel para t > 0, u(t) € D(A) para todo
t > 0 e u satisfaz .

Note que uma vez que u(t) € D(A) para todo ¢t > 0 e u é continua em ¢ = 0, (3.1.1)
ndo pode ter solucdo cldssica para « ¢ D(A).

Proposicao 3.1.1. Se A € o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo {T'(t) };>¢, entdo para
todo x € D(A),

é a tnica solugdo cldssica de
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Prova: Sendo A o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo {7'(¢)};>p, mostramos no
Corolério [2.2.1]que
T(t)x € C([0,00); X),

provamos, também, no Teorema que para todo x € D(A), T'(t)xr € D(A) e

d
ET(t)x = AT (t)x

e, como
uw(0) =T(0)x = Iz =z,

segue que u(t) = T(t)x verifica (3.1.1) e u € C*([0,0); X) N C([0,00); D(A)). Logo,
u(t) = T'(t)z é solucdo classica para o problema de valor inicial (3.1.1). Agora, provaremos
a unicidade da solucdo. Para isso, suponha que v seja outra solucdo e escolha ¢t e s em
[0,00) de modo que ¢ < s, entdo

d

d—S[T(t —s)u(s)] =T(t — s)Av(s) — AT(t — s)v(s) = T(t — s)Av(s) — T(t — s)Av(s) = 0.

Logo, T'(t — s)v(s) ndo depende de s. Tomamos assim, s = 0 e s = ¢ a fim de obtermos
T(t—0)v(0) =T(t—t)(t),
ou seja, v(t) = T'(0)v(t) = T'(t)z, como queriamos provar. O

O ponto importante é que as solucdes (classicas) existem se (e, pela definicdo de D(A),
somente se) o valor inicial x pertencer a D(A). Porém, modificando ligeiramente o con-
ceito de ”solucao”’e requerendo diferenciabilidade apenas para ¢ > 0, obtemos tais solucoes
para cada = € X assim que o semigrupo {7'(¢)};>o € imediatamente diferencidvel. Isso j4
sugere que diferentes conceitos de “solu¢des’podem ser uteis. O mais importante renuncia
a diferenciabilidade e substitui a equagao diferencial por uma equacdo integral.

Defini¢do 3.1.2. Uma fungdo continua u : Ry — X é chamada de solu¢do branda de
se fot u(s)ds € D(A) paratodot > 0e

t
u(t) = A/ u(s)ds + x.
0
Lema 3.1.1. Seja u(t) uma fungdo continua com valores em [0, 7). Se

T
’ / e™u(s)ds
0

< M paran=1,2,... (3.1.2)

entdo u(t) = 0em [0, T].
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Prova: Seja x* em X* e defina

p(t) = (27, u(t)) = 2" (u(t)).

entdo p(t) é claramente continua em [0, 7], j4 que z* é continua em X e u(t) tem valores
em [0, 7). E mais, paran = 1,2, ..., temos que
T
(x*,/ e™u(t)ds)
0

T

/ e™p(s)ds
0

Mostraremos que (3.1.3) implica que ¢(t) = 0 em [0,7] e jd que z* € X* é arbitrdrio,

segue que u(t) = 0 em [0,7]. Com efeito,

< |la*|M = M, (3.1.3)

_ ‘/OT e (3" u(t))ds

Sabendo que

k

7z
e’ = g —,
k!

k=0

considere a série

-1 k—1
Z ( k>' ekm— —1— exp{—e”T}.

k=1

o0

Note que a séria acima converge uniformemente em 7 em intervalos limitados. Portanto

T (_1)k71 e 1 T
/ Z i 6kn(t_T+S)g0(8)dS < denk(t—T)/ €’msg0(8)d8
— ' — k! 0
< M (exp{e"®1} —1). (3.1.4)

Para t < T o lado direito de (3.1.4) tende para zero quando n — oo. Por outro lado, temos

T °° (_1)k—1 T
/ Z Tek”(t_T+s)g0(s)ds = / (1 — exp{—e" T+ p(s)ds. (3.1.5)
O k=1 ‘ 0

Agora, observe que para 7' — t > 0 fixo, temos que
T T—t
| el T pds = [ (1 expl-en T (s)as
0 OT
+ [ - exp(=ent T (s)as
T—t

Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada Generalizado (ver Teoremal.2.6)), temos

T T
lim | (1 —exp{—e"""T+)V)p(s)ds = / o(s)ds. (3.1.6)

n—oo 0 T—¢

103



Observe que utilizamos o Teorema da Convergéncia Dominada Generalizado, pois (1 —
exp{—e"""T+*)})(s) converge pontualmente para ¢(s)Xr_. 1}, porque se t — T + s < 0,
entao

(1 — exp{—e""T+9)p(s) — 0, quando n — oo,
por outro lado, se t — 7'+ s > 0, entao
(1 — exp{—e" T} p(s) — ¢(s), quando n — oco.

Também temos que (1 — exp{—e"*"T+9)})p(s) é uma sequéncia de fun¢des mensuraveis,
pois é uma sequéncia de funcdes continuas. Sobre a dominacdo da sequéncia, note que a
sequéncia (1 — exp{—e"*~7**)})(s) é dominada por ela mesmo, ji que é uma sequéncia
de funcoes integrdveis e que convergem para ¢(s).

Portanto, de (3.1.5) e (3.1.6) concluimos que para para 0 < t < T, fg_tgp(s)ds =00
que implica que ¢(s) = 0 em [0, 7. O

Teorema 3.1.1. Seja A um operador linear densamente definido. Se R(\ : A) existe para
todo N e R; A > Nge

Jim sup\tog||R(A: A)|| <0 (3.1.7)
—00

entdo, o problema de valor inicial tem no mdximo uma solu¢do para cada = € X.

Prova: Primeiramente, note que u(t) é solucdo de (3.1.1)) se, e somente se, v(t) = e* u(t)
¢ uma solucao do problema de valor inicial

dv
{g(t) — (A+z2D)(t), t>0
v(0) = «x,

De fato, se u(t) satisfaz

d d
—u(t) = E(ez':u(t)) = ze®'u(t) + e Au(t) = (A + 2D)e* u(t) = (A + zD)v(t).
Reciprocamente, seja v(t) = e*u(t), entdo u(t) = e *v(t). Dai, u(0) = e *v(0) = Iz = z,
e

du

a(t) = —ze—ztv(t) + e (A + 2D)v(t) = Ae o (t) = Au(t).
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Assim, podemos transladar A por um multiplo constante da identidade e assumindo que
R(\: A) existe para todo A real; A > 0 e que (3.1.7) é satisfeita.

Sejam u;(t) e uy(t) solugdes de (3.1.1)), entdo u(t) = uy(t) — uz(t) também é solucdo
satisfazendo u(0) = 0. Nds provaremos que v = 0 o que implica que u; = uy e a unicidade
estard provada. Para este fim, considere a funcdo ¢t — R(\ : A)u(t) para A > 0. Como u(t)
é solugdo de (3.1.1)), segue que u é continua para todo ¢ > 0 o que implica que a funcdo
e*u(t) é continua para todo ¢ > (. Assim, a integral abaixo estd bem definida

¢ ¢
/ ek(t”)u(r)dr = e)‘t/ 67)\TU(T)dT.
0 0

Porém, tomando w = u(7) e dv = e *dr implica que dw = Au(r)dr e v = —
Aplicando a integracdo por partes e usando o fato de «(0) = 0, obtemos

t
/e_’\Tu(T)dT = A Yu(r)e™) / e Au(T)dr
0

)\7167)\7'

— _)\ U )\t

ou seja,

e
u(t)e™ = A/Ote YT — A / Ay

- (M- A)/O e u(r)dr.

Dai, multiplicando a igualdade por ¢* e em seguida aplicando (A — A)~! = R(\ : A),
obtemos

t
R(\: Au(t) = — / Ay (7)dr (3.1.8)
0

Da suposicao (3.1.7) segue que para cada o > 0
lim e "*|R(\ : A)|| =0 (3.1.9)
A—00

Agora, multiplicando (3.1.8)) por e~ para o > 0 e depois aplicando a norma, segue que

t
RO A Jult)] = H / AT ()

t
= H/ Alt—o=) )d7'+/ A=y (T)dr ||
t—o

Porém, note que se t — o — 7 < 0 implica que e’*~=7) — 0 quando A — oco. Portanto,
usando (3.1.9), obtemos

t—o
0= Alim e RO : A)|l||u(®)]| = || lim / ATy (r)dr
—00

A—00 0
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ou seja,

t—o
lim A=y (r)dr = 0,
A—o0 [

pelo Lema concluimos que u(7) =0 para 0 < 7 <t —o. Como t e 7 sdo arbitrarios,
u(t) = 0 para todo t > 0. O

Do Teorema segue-se que para obter a unicidade das solucoes do problema de
valor inicial ndo € necessario assumir que A € o gerador infinitesimal de um Cj-
semigrupo ou, equivalentemente, que para algum w € R, p(A) D (w,00) e [[(A — w)"R(\ :
A)"|| < M para A > w, muito menos do que isso € suficiente para a unicidade.

Também para obter a existéncia de solucoes de para alguns subconjuntos den-
sos D de valores inciais, ndo é necessdrio assumir que A é o gerador infinitesimal de um
Cy-semigrupo. Dependendo do conjunto D de valores iniciais, os resultados de existéncia
podem ser obtidos sob suposicdo mais fracas. Entretando, para obter a existéncia e uni-
cidade para todo = € D(A) bem como diferenciabilidade da solucdo em (0, 0c), deve-se
assumir que A é o gerador infinitesimal de um Cj-semigrupo. Este é o contetido do nosso
proximo teorema.

Lema 3.1.2. Seja A um operador fechado. Para cada x € D(A), seja ||z|qc = ||z| + || Az].
Entdo, || - || € uma norma em D(A) e (D(A),| - |c) é um espaco de Banach. A norma || - ||
é conhecida como norma do grdfico.

Prova: A demonstracdo de que || - || ¢ uma norma segue do fato de (|| - ||) ser norma.
Mostraremos entao que (D(A), |- ||¢) € um espaco de Banach. Para isso, considere (x,,),en
uma sequéncia de Cauchy em (D(A), | - ||¢) onde ||z||¢ = ||z|| + ||Az||. Entéo,

|Tn — Zm|lc = 0 quando m,n — oo.
Dai,
|20 — zmlle = (|20 — || + [|Az, — Azp|]) — 0 quando m,n — oc.

Logo, ||z, — o || — 0 e || Az, — Az,,|| — 0 quando m,n — co. Como X é Banach, temos que
existem z,y € X, tais que z,, — = e Az,, — y. Entretando, como (z,, Az,) € G(A) e G(A)
é fechado, vem que (z,y) € G(A), ou seja, y = Az. Assim, z, — z em (D(A), || - |lc). O

Teorema 3.1.2. Seja A um operador linear densamente definido em um espago de Banach
X tal que p(A) é ndo vazio. O problema de valor inicial tem uma solugdo tinica u(t),
que é continuamente diferencidvel em [0, o), para cada valor incial x € D(A) se, e somente
se, A for o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo T'(t).

Prova: Suponhamos a principio que A é o gerador infinitesimal de Cjy-semigrupo. pela
Proposicao|3.1.1} temos que u(t) = T'(t)x é a Unica solucdo cldssica de (3.1.1).

106



Reciprocamente, se tem uma solucdo Unica continuamente diferenciavel em
[0,00) para cada valor inical © € D(A), entdo veremos que A é o gerador inifinitesimal de
um Cj-semigrupo 7'(t). Para verificarmos este fato, assumimos que para cada = € D(A) o
problema de valor inicial tem uma solucdo unica continuamente diferencidvel em
[0, 00) que denotamos por u(t; ).

Para © € D(A), definimos a norma do grafico por ||z||¢ = ||z|| + ||Az||. Uma vez que
p(A) # @ A é fechado e portanto D(A) munido com a norma do grafico é um espaco
de Banach (ver Lema que denotaremos por [D(A)]. Seja o espaco de Banach
Xy, = C'([0,t0];[D(A)]) com a norma ||ullx, = sup (||u(t)|| + [[Au(t)||). Consideremos

te[0,to]
a aplicacdo S : [D(A)] — X, definida por S(z) = u(t;z) para 0 < t < t;, onde u(t,z) é a
Unica solucao de

~—

dt
u(0,z) = =,

{du(t;x = Au(t;z), t>0

pela linearidade do problema de Cauchy acima e unicidade da solucdo, concluimos que S
¢ um operador linear definido em todo o espago D(A). Afirmamos que S é um operador
fechado. De fato, sejam =, — = em [D(A)] e S(z,) — v em X;,. Como w;(t;x) = Au(t; x),
segue que

t t
/ Au(T; x,)dT = / U (T 20)dT = u(t; ) — u(0;2,) = u(t; x,) — xy,
0 0

ou seja,
¢
u(t; x,) = x, +/ Au(T; x,)dT. (3.1.10)
0

Note que u(t;x,) = S(x,) — v(t). Como A é fechado, segue que Au(t;z,) — Au(r;z).
Assim, fazendo n — oo em (3.1.10)), obtemos

o(t) =z + /Ot Av(r)dr.

E como v(t) também ¢é solucdo de (3.1.1), segue pela unicidade que v(t) = u(¢; ), o que
implica que S é fechado. Portanto, pelo teorema do grafico fechado (1.2.3), S é limitada,
e

sup |u(t; x)|¢ < Clz|q. (3.1.11)

t€[0,to]

Agora, definimos a aplicacdo T'(t) : [D(A)] — [D(A)] por T(t)z = u(t; x), onde u(t;x) é a
Unica solucdo de (3.1.1). Observe que 7'(¢)z é um semigrupo, pois

T(0)xr =u(0;z) =x = T(0)= I (operador identidade),
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e, considerando ¢, s € [0, c0), temos

T)T(s)(x) = T(s)(T(t)x) = T(s)(ult; x)) = uls; u(t; x)).

Por outro lado tambem temos que 7T'(t + s,z u(t + s; $) Dai, como u(t; ) € a tnica

) = u(
solucéo de (3 , segue que T'(t+s,z) = T(t)T(s)(z). De (3.1.11)) segue para 0 < ¢ < ¢,
T(t) é uniformemente limitada. Isso implica (ver, por exemplo, prova do Teorema

que T'(t) pode ser estendido por,
T(t)x =Tt — nty)T (to)"x
para nty < t < (n + 1)t, para um semigrupo em [D(A)] satisfazendo
T(t)zle < Me"|za
A seguir, mostraremos que
T(t)Ay = AT (t)y paray € D(A?). (3.1.12)

Defina

¢
v(t) ::y+/ u(s; Ay)ds (3.1.13)
0

temos

t
V'(t) = u(t; Ay) = Ay—l—/ iu(s;Ay)ds
o ds
t
= A(y+/ u(s;Ay)ds)
0
= Av(t). (3.1.14)

Como v(0) = y segue pela unicidade da solucdo de (3.1.1), v(¢t) = u(t;y) e, portanto,
Au(t;y) = ' (t) = u(t; Ay) que é o mesmo (3.1.12)).

Agora, como D(A) é denso em X e pela nossa suposicio p(A) # & também D(A?) é
denso em X. Seja \y € p(A); fixo, e sejay € D(A?). se x = (\gI — A)y entdo, por (3.1.12)),
T(t)x = (Aol — A)T'(t)y e portanto,

IT@)z]| = |l — AT @)yl < CIT(t)yla < Cre[yle. (3.1.15)
Mas,
lyle = llyll + 1Ayl < Cal]]
o que implica que

IT()z| < Cye||z]. (3.1.16)
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Portanto, 7'(t) pode ser extendido para todo o X de forma unica por continuidade, ja que é
um operador limitado definido em um subespago denso. Apds essa extensdo, 7'(t) torna-se
um Cj-semigrupo em X. Para completar a prova, temos que mostrar que A é o gerador
infinitesimal de 7'(¢). Para isso, denote A; : D(A;) C X — X o gerador infinitesimal de
T(t). Se x € D(A), entdo, pela definicdo de T'(¢) temos que T'(t)z = u(t,x) e, portanto,
pOr nossas suposicoes

%T(t)x = AT (t)x para t> 0.

o que implica que, em particular, que (d/dt)T(t)z|,_, = Az e portanto D(A) C D(4,) e,

t=0

consequentemente, A; | pla) = A.
Seja Re\ > w e sejay € D(A?). Segue de (3.1.12) e de Al‘D(A) = A que
e MAT(t)y = e MT(t) Ay = e MT(t) Ayy. (3.1.17)

Integrando (3.1.17) de 0 a oo e utilizando (2.3.3) (ver demonstragdo do Teorema de Hille-
Yosida), obtemos

AR\ : Ay = RO\ : A))Ay. (3.1.18)
Mas A;R(\: A1)y = R(A : A;)Ayy. Com efeito,
ATR(A: Ay = A[(M = A) 7yl = M= (M = AJ[(M = Ay) gl = (M — A7y —y
Por outro lado,
Rz A)Ayy = (M = A)7 Dy = Ay — Ayl = (M — A1) Dy — .

Portanto, usando o que acabamos de provar em (3.1.18), temos que AR(A : A))y =
AjR()\ : A))y para cada y € D(A?). Uma vez que A;R()\ : A;)y sdo uniformemente li-
mitado, A é fechado e D(A?) é denso em X, segue que AR(\ : Ay)y = A1 R()\ : Ay)y para
cada y € X. O que implica que D(A) D Im(R(X : A;)) = D(A;) e A D A,. Portanto,
A = A; e assim provamos o teorema. O

O proximo Teorema descreve uma situacdo na qual o problema de valor inicial (3.1.1]
tem uma solucdo unica para cada r € X, mas antes vamos enunciar e provar alguns
resultados que irdo compor a demonstracdo do Teorema [3.1.4]

Definicao 3.1.3. Seja T'(t) um Cy-semigrupo em um espago de Banach X. O semigrupo T'(t)
¢ chamado diferencidvel para t > t, se para cada © € X, t — T(t)x é diferencidvel para
t > to. T(t) é chamado de diferencidvel se for diferencidvel para t > 0.

Teorema 3.1.3. Sejam T'(t) um Cy-semigrupo diferencidvel para t > t, e A seu gerador
infinitesimal. Entdo as seguintes propriedades sdo vdlidas
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(a) Parat > t,, temos que T'(t) : X — D(A), T'(t) = AT(t) e T'(t) é um operador linear
limitado.

(b) Parat > ty, a fungdo t — T'(t) é continua na topologia uniforme de operadores.
Prova: (a) Por hipdtese, ¢ — T'(t)x é diferencidvel para ¢t > ¢, e todo z € X. Portanto,
T(t)x € D(A) e T'(t) = AT(t), paratodo x € X et > t,. Agora, como A é fechado e T'(t)

é limitado, AT'(t) é fechado. Para ¢t > 0, AT(¢) estd bem definido em todo X, e portanto,
pelo Teorema do Gréfico Fechado (ver Teorema|1.2.3)) é um operador linear limitado.

(b) Sety <t; <ty <t;+1e|T(s)|]| <M sobre [0,t; + 1]. Para z € X, temos que

to d
T (to)x — T(t)x| = H/ d—T(s)xds
t1 S
to
< H/ AT'(s)xds
t1

IN

[ =l AT olas
< (ts — t) M AT (0]
e portanto
IT () — ()] < (12 — ) MIAT(R)]

o que implica na continuidade de 7'(¢) para ¢ > t, na topologia uniforme de operadores.

Teorema 3.1.4. Se A € o gerador infinitesimal de um semigrupo diferencidvel entdo, para
cada x € X, o problema de valor inical tem uma solugdo tnica.

Prova: Como A é o gerador infinitesimal de um Cj-semigrupo, entdo pelo Teorema [2.2.1]
temos que || 7(¢)|| < Me** e pelo Teorema de Hille-Yosida segue que ||[R(\: A)|| < M/\ e
A é um operador linear desamente definido. Logo,

Jim supA~log(||R(\ : A)||) <0

Assim, posso usar o Teorema para garantir a unicidade . pelo teorema Hille-Yosida
garantimos também que p(A) # @ para x € D(A) e assim utilizando o Teorema [3.1.2]
garantimos a existéncia para x € D(A). Se z € X, entdo pela diferenciabilidade de 7'(¢)z
e pelo Teorema (3.1.3[segue que

%T(t)x = AT (t)x para t >0

e AT(t)z é Lipschitz continua para t > 0. Portanto, T'(¢)x € solu¢do de (3.1.1)). O
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3.2 O Problema de Valor Inicial Nao Homogéneo

Estudaremos o problema de valor inicial ndo homogéneo. Seja A o gerador infinitesi-
mal de um Cy-semigrupo {7'(¢) }+>0, f : [0,7') — X uma funcdo apropriada em um espaco
de Banach X e consideremos o problema de Cauchy abstrato

du
{dt(t) — Au(t) + f(t), t>0 G21)
u(0) = =,

Para o problema de Cauchy abstrato ndo homegéneo (3 introduzimos também duas
nocoes de solucdo e apresentaremos algumas relacoes entre elas.

Defini¢do 3.2.1. Dizemos que uma fungdo u : [0,T) — X é uma solugdo cldssica de
em [0,T) se u é continua em [0, 1), continuamente diferencidvel em (0,7), u(t) € D(A) para

t € (0,T) e u satisfaz

Lema 3.2.1. Se f € L*(0,T : X), entdo o problema de valor inicial tem no mdximo
uma solugdo cldssica. Mais ainda, se existir uma solugdo cldssica, entdo a solugdo é dada por

u(t) =T(t)x + /OtT(t —s)f(s)ds, te0,T] (3.2.2)

Prova: Seja A o gerador infinitesimal de um C} -semigrupo 7'(¢) e seja u(-) uma solucao
cldssica de (3.2.1). Entdo a funcdo g(s) = T'(t — s)u(s) com valores em X é diferencidvel
paras € (0,7) e

dg

i —AT(t — s)u(s) + T(t — s)u'(s)

= —AT(t — s)u(s) + T(t — s)Au(s) + T(t — s) f(s)
= T(t—s)f(s).

Como f € L'(0,T; X), afuncdo s — T'(t — s) f(s) é integrével sobre [0, t]. Logo, integrando
a igualdade acima entre 0 e ¢, obtemos que

g(t) — g(0) = / T(t - 5)f(s)ds.

ou ainda,

u(t) =T(t)x + /Ot T(t—s)f(s)ds (3.2.3)

A unicidade de u(-) é uma consequéncia direta da representagdo (3.2.3). E portanto,
concluimos a prova. O
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Se f € LY0,7T;X), o lado direito de (3.2.3D define uma func@o continua em [0, 7.
Logo, de maneira natural, podemos considerar (3.2.3)) como uma solucdo branda (3.2.1)
mesmo se ela ndo for diferencidvel e ndo satisfizer estritamente a equacdo no sentido da
Definicao Considerando isto, introduzimos a seguinte definicao

Definicao 3.2.2. Seja A o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo T'(t). Seja x € X e
f €LY 0,T; X). Afungdo u € C([0, T); x) dada por

t
u(t) =T(t)x +/ T(t—s)f(s)ds, 0<t<T,
0
¢ chamada de solugdo branda do problema de valor inicial em [0, T].

A definicdo da solugéo branda do problema de valor inicial coincide quando f =
0 com a definicdo 7'(¢)z como a solu¢do branda da equacdo homogénea correspondente.E,
portanto, claro que nem toda solucao branda de (3.2.1) é de fato uma solucdo classica,
mesmo no caso em que f = 0.

Agora, estamos interessados em impor ainda mais condicoes em f de forma que para
x € D(A), a solucdo branda se torne uma solucdo cldssica e, assim, provando, nessas
condicles, a existéncia de solucdo (3.2.1)) para z € D(A).

Comecamos mostrando que a continuidade de f, em geral, ndo é suficiente para ga-
rantir a existéncia de solugdes de (3.2.1) para x € D(A). De fato, seja A o gerador
infinitesimal de um Cy-semigrupo 7'(¢) e seja x € X tal que T'(t)x ¢ D(A) para qualquer
t > 0. Seja

f(s)=T(s)x & D(A); € X
entdo f(s) é continua para s > 0. Considere o problema de valor inicial
du
E(t) = Au(t)+Tt)z, t>0 (3.2.4)
u(0) = 0,

Afirmamos que (3.2.4) ndo tem solucdo embora u(0) = 0 € D(A). Com efeito,

u(t) = /OT(t—s)T(s)ds

= /Ot T(t)zxds

= tT(t)x

é uma solucdo branda de (3.2.4), mas ¢7'(¢)x ndo é diferencidvel para ¢t > 0 e, portanto,
nao pode ser a solucao de (3.2.4). Assim, para que uma solucao branda seja uma solucédo
classica é necessario que A ou f satisfacam condi¢Oes adicionais, conforme veremos a
seguir.
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Teorema 3.2.1. Seja A um gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo T'(t), seja f € L*(0,T; X)
continua em (0, T e seja

v(t) = /OtT(t —s)f(s)ds, 0<t<T. (3.2.5)

o problema de valor inicial tem uma solugdo cldssica u(-) em [0,T) para cada x €
D(A) se uma das condigdes é safisfeita;

() v(t) é continuamente diferencidvel em (0,7).

(i) v(t) € D(A) para 0 <t < T e Av(t) é continua em (0, 7).
Mais ainda, se tem uma solugdo cldssica, entdo v satisfaz ambos (i) e (ii).

Prova: Suponhamos primeiro que (3.2.4) tem uma solucdo classica u(-) para = € D(A).
Do Lema([3.2.1]e (3.2.5) podemos escrever

Sendo, por definicdo, u continua para ¢t > 0, u(t) € D(A) parat > 0 e u continuamente
diferencidvel para ¢ > 0. Também, pelo fato de = € D(A) resulta, em virtude do item (c)
do Teorema [2.2.2] que T'(t)x € D(A), para todo ¢t > 0, e além disso,

V() = (t) + T(t)Ax

que € continua para ¢t > 0. Logo, v é continuamente diferenciavel e (i) esta provado.
Além disso, novamente, como = € D(A), temos que T'(t)r € D(A) parat > 0 e entdo
v(t) =u(t) —T(t)x € D(A) para0 <t < T. Logo

Av(t) = Au(t) — AT (t)x =o' (t) — f(t) — T(t) Az
que é continua em (0,7"), como queriamos para provar que v satisfaz a condicdo (ii).

Suponha agora que a condicao (i) é verificada. Observe inicialmente que para t €
(0,7),eh>0talquet+h € (0,T), temos que

WLy = %/0 T(t+h—s)f(s)ds—%/0 T(t — 5)f(s)ds

t+h sk .
- %/0 T(t+h_3)f(3)d5—%/t T(t+h—s)f(s)ds—%/0 T(t —s)f(s)ds

= b ) (s)ds — / Tt - 9feas| - T 9 )

u(t+h) o) 1 th
— ; - /t T(t+ h—s)f(s)ds. (3.2.6)

113



Afirmamos que
lim % T(t+h—s)f(s)ds = f(t). (3.2.7)
Com efeito,

1 t+h 1 t+h

B[ e n-aneas - ol < [ iTesn- 956 - rols

mas, para h suficientemente pequeno, temos que (t + h — s) tende para 0 e assim

[Tt +h—=s)f(s) = fOI < [T(E+h—=s)f(s) =Tt +h—s)fOI+TE+h—s)f(t) = f)

< NTE+h=s)[[f(s) = fON+ NTE+h—s)f(t) = fQ)
< Z2e,

ja que f(-) é continua e {7'(t) };>¢ € um Cj-semigrupo. Dai,

‘ < %[ |T(t+h— 5)f(s) — f(t)]|ds

1 t+h
< —/ 2eds
h J,

= Z2e,

H T(t 4+ h— s)f(s)ds — £ (1)

para e suficientemente pequeno, temos o que afirmamos. Como v(-) é diferencidvel em
(0,T) segue de (3.2.6) que

v(t) € D(A) e Av(t) ='(t) — f(t) parat € (0,T). (3.2.8)
Isto, juntamente com o fato de v(0) = 0, implica que u(t) = T'(t)x + v(t) é solugdo cldssica

de (3.2.1).

Suponhamos agora que a condicdo (ii) é satisfeita. De (3.2.6) obtemos

y o _ t+h
(t+h2L (t):T(th Iv(t)+%/t T(t+h — s)f(s)ds

Como v(t) € D(A) entdo

lim T =T 0y = aue). (3.2.9)

Logo, de (3.2.7), (3.2.8) e (3.2.9) resulta que v é diderenciavel pela direita para0 <t < T
e

d+
%U(t) = Av(t) + f(1).

pela continuidade de Av e f em (0,7), por hipdtese, vem que %v(t) é continua em (0, 7).
Dai, pelo Lema de Dini (veja Lemal.1.2) segue que v é continuamente diferencidvel em
(0,T) e portanto, do item (i) resulta que o problema tem uma solucao classica para
todo x € D(A) que é dada por u(t) = T(t)x + v(t). O
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Corolario 3.2.1. Seja A o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo T'(t). Se f(s) é conti-
nuamente diferencidvel em [0, T, entdo o problema de valor inicial tem uma solugdo
cldssica para todo x € D(A).

Prova: Seja v(-) a funcdo definida em (3.2.5), ou seja

v(t) = /0 T(t—s)f(s)ds = /o T(s)f(t — s)ds,

Sete (0,7)eh > 0sdotaisquet+ h € (0,7), temos que

olt + h;l —v®) % /0t+hT(s)f(t +h— s)ds — %/OtT(s)f(t ~ §)ds
= [ resan—sas— 1 [T rese- i+ [T e - s
- /OtT(s)f(t +h— s)ds + /tHh T(s)f(t + h — 5)ds
_ %/OtT(s)f(t — §)ds — %/tHhT(s)f(t — s)ds + % /tt+hT(s)f(t — §)ds

_ Ag@ﬂﬂum—i—ﬂpwq%+%l“z%ﬁ@_@$

+ %/t T s)(f(t+h—s)— f(t—s))ds

_ /otT@ [f(t +h— SZL — flt- 8)} ds + % /ttJrhT(S)f(t — s)ds (3.2.10)

t+h
A

onde v € (t—s,t—s+h), pelo Teorema do Valor Médio, pois f(t+h—s)— f(t—s) = f'(y)h,
para algum v € (t—s,t—s+h). Utilizando o fato de f(-) ser continuamente diferencidvel em
(0,T) e {T(t)}+>0 ser um semigrupo, mostra-se (analogamente como mostramos (3.2.7))
que o termo direito de (3.2.10) converge para

/0 ") (¢ — $)ds + T()£(0)

quando h — 0T. Concluimos que %v(t) existe em [0,7] e que

Too(t) = T(0)£(0) + /0 T(t - 5)f'(s)ds.

Mais ainda, %v(t) é continua em [0, 7"]. Dai, segue que v(-) é continuamente diferencidvel
em (0,7"). Logo, v satisfaz a condicdo (i) do Teorema e assim o problema de valor

inicial (3.2.1) tem uma solucéo cléssica. O

115



Lema 3.2.2. Seja A : D(A) C X — X um operador linear fechado. Se f : [0,T] — X é tal
que f([0,T]) € D(A)e Af € L'([0,T], X), entdo

a [ sas= [ aseas

Prova: Seja P = {s; : i = 1,2,...,n} uma particdo do intervalo [0, 7] e definamos
Z f 51 317 31+1]
s;EP

Como D(A) é um subespago vetorial, temos que S(f, P) € D(A), para toda particdo P.

Além disso, S fo s)ds, quando AP — 0 e como AS(f,P) = S(Af, P), temos
que AS (f,P) — fo Af(s)ds, quando AP — 0. Usando agora que A ¢é fechado, segue que
) f(s)ds € D(A) e que A [ f(s)ds = [, Af(s)ds, como queriamos mostrar. O

Corolario 3.2.2. Seja Ao gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo T'(t). Seja f € L'(0,T; X)
continua em (0,7). Se f(s) € D(A) para 0 < s < T e Af(s) € L'(0,T;X) entdo para
x € D(A) o porblema de valor inicial tem uma solugdo cldssica em [0, 7).

Prova: Seja v(-) a funcdo definida em (3.2.5). Do fato que f(s) € D(A) , vem do
Teorema [2.2.2] que T'(t — s) f(s) € D(A) e AT(t — s)f(s) =T(t — s)Af(s). Como Af(s) €
LY(0,T; X), segue que AT(t — s)f(s) = T(t — s)Af(s) é integravel. Além disso, como A é
fechado, segue do Lema [3.2.2]

/OtT(t—s)Af(s)ds = /OtAT(t—s)f(s)ds = A/OtT(t— s)f(s)ds = Av(t).

ou seja, v(t) € D(A) para0 < t < T e Av(-) é continua em (0, 7). Portanto, v(-) verifica a
condicdo (ii) do Teorema(3.2.1} o que mostra que existe uma solucgéo classica para (3.2.1)).
O

Como consequéncia dos resultados anteriores e da densidade de D(A) em X, temos o
seguinte resultado

Teorema 3.2.2. Sejam f € L'(0,T;X) e x € X. Se u(:) € solugdo branda de m

[0, T), entdo para T" < T, u(-) é o limite uniforme em [0, T'] de solucdes cldssicas de :

Prova: Sejam x € X e M,w constantes positivas tais que || 7(¢)|| < Me** parat € [0,T].
Sejam {z, }n,eny € D(A) tal que 2, — z € {f, }nen uma sequéncia em C'([0, 7]; X) tal que
fn — fem LY([0,T]; X) [C*> é denso em L*(1 < p < oo) (veja Proposicdo 8.17, [9]]. Do
Corolario sabemos que, para cada n > 1, o problema de valor incial

du,,
{%(t) = Auy(t) + fu(t), (3.2.11)

un<0) = Tn,

116



tem uma solucdo cléssica u,(-), a qual é dada por
un(t) =T(t)z, + /OtT(t —s)fa(s)ds, 0<t<T.
Por outro lado, se u(-) é uma solucao branda de (3.2.1)), entédo
u(t) =T(t)r + /tT(t —s)f(s)ds, 0<t<T.
0

Disto, para 0 < ¢ < T, obtemos que

[un(t) —u(®)l| = HT(t):Cn—T(t)H/OT(t—S)[fn(S)—f(S)}dSH

IN

1T (t)2n =T ()| + /0 IT(t = 8)[fnl(s) = f(s)]llds

IN

t
M, = ol [ M (5) = £ (5) s
0
t
< Moy —all+ [ MeTf(s) - £(5)]ds
0

< 0 (=l + [ 15205) - 51 )

Donde, a partir das nossas hipéteses concluimos facilmente que u,, — u. O

Concluimos esta se¢do com algumas observacdes sobre outra no¢do de solucdo do pro-
blema de valor incial (3.2.1]), nomeadamente a solucdo forte.

Definicéo 3.2.3. Uma fung¢do u é uma solugdo forte de (3.2.1), se u(-) € diferencidvel q.t.p
em [0,7]; v € L0, T; X); u(0) = z e v'(t) = Au(t) + f(t) q.t.p em [0, T].

Note quese A=0e f € L'(0,T; X) o problema de valor inicial (3.2.1) ndo possui, em
geral, solucdo classica a menos que f seja continua. Contudo, tera sempre uma solucao
forte dada por

u(t) =z + /tf(s)ds. (3.2.12)
0

Oberve que se u é uma solugdo forte de (3.2.1) e f € L'(0,7; X), entdo u é dada por
(3.2.2) e portanto é uma solucdo branda de (3.2.1) (a partir da demonstracdo do Lema
mostramos isto facilmente).Por outro lado, Como feito no caso cldssico, uma questédo
natural é determinar quando uma solucdo branda de (3.2.1)) é uma solucéo forte.

Teorema 3.2.3. Seja A um gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo T'(t) e consideremos
f e LY0,T; X). Tomando

v(t) = /OtT(t —s)f(s)ds, 0<t<T. (3.2.13)
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o problema de valor inicial tem uma solugdo forte u(-) em [0, T) para cada x € D(A)
se uma das condigoes € safisfeita;

(1) v(t) é diferencidvel g.t.p sobre [0, T] e v'(-) € L*(0,T; X).
(ii) v(t) € D(A) g.t.p sobre [0,T] e Av(t) € L'(0,T; X) .

Mais ainda, se tem uma solugdo forte, entdo v satisfaz ambos (i) e (ii).

Prova: Primeiramente, observe que (i) e (ii) sdo equivalentes. De fato,

(i) = (ii) Note que

(%)U(@ = %T(h) /{:T(t—s)f(s)ds—%/OtT(t_S)f(S)dS

- %/0 T(t“‘h_S)f(S)dS—%/t T(t—i—h—s)f(s)ds—%/o T(t—s)f(s)ds

1

_ ot h}z —u®) %/t T(t+h — s)f(s)ds.

observe que a primeira igualdade é possivel pois T'(t — s)f(s) € L'(0,T;X) e T(h) é
limitada em X. Assim,

<T(h})1_j)v(t> — U(t+h2_v(t) _%/t T(t+h—s)f(s)ds.

Agora, como v € diferenciavel g.t.p, o limite, quando h — 0", do primeiro termo a direita
existe q.t.p. Ja o segundo termo também tem limite f(¢) q.t.p quando h — 0. Assim,
quando h — 0" temos que

v(t+h)—ov(t) 1

t+h
h B E/t T(t+h—s)f(s)ds = v'(t) — f(t) qtp em [0,7].

Portanto,
v(t) € D(A) e Av(t) =v/'(t) — f(t) € L'(0,T; X).
o que prova (ii).

(ii) = (i) Como v(t) € D(A), entdo existe

lim (%)U@ — Av(t).

h—0t
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Agora, por (3.2.14)), temos que

v(t+h)—o(t)  (T(h)—1
e

Logo, quando h — 07,

d+

%v(t) = Av(t) + f().

Considerando h < 0 e substituindo h por —h em (3.2.14)), segue que

q-
= v(t) = Av(t) = f(2).
Ou seja, v(t) é diferencidvel q.t.pem [0,7] e

V'(t) = Av(t) + f(t) € L'(0,T; X).

O que conclui a equivaléncia entre (i) e (ii). Agora, vamos provar o Teorema. Suponha
que (i) ocorra (e, consequentemente, (ii)). Como u(t) = T'(t)x + v(t) é diferencidvel q.t.p
em [0, 7], ja que v(t) é diferencidvel q.t.p e T'(t)x é diferencidvel, pois = € D(A). E mais,

%u(t) = T(t)z +v'(t) € L0, T; X). (3.2.15)

Por fim, para mostrar que « satisfaz o problema (3.2.1)), basta seguir os mesmos argumen-
tos utilizados no Teorema [3.2.1]

Reciprocamente, se (3.2.1)) possui solu¢do forte u, entdo
ult) = T()w + v(?)

donde segue que v € diferencidvel q.t.p, visto que u e 7'(-)Az o sdo. Além disso, como
T()Az,u'(t) € L' e v'(t) = u/(t) — T(t)Ax, temos que v'(t) € L*(0,T; X). O que prova (i)
(consequentemente (ii)) e o teorema esta provado. O]

Como consequéncia do Teorema temos

Corolario 3.2.3. Seja A o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo T'(t). Se f é diferencidvel
qtpem[0,T)e f' € L'(0,T; X) entdo para cada x € D(A) o problema de valor inical
possui uma unica solugdo forte em [0, T'.

Prova: Considere



entdo, a partir de(3.2.10)), obtemos

v —v t —35)— — s t+h
Erh v _ /OT(S)V“”L ) )}der%/t T(s)f(t — 5)ds

+ %/tH T s)(f(t+h—s)— f(t—s))ds

Logo, v ¢ diferencidvel q.t.p e
dt t
Ev(t) =T(t)f(0)+ / T(t—s)f'(s)ds.
0

Como f(0) € X, o operador S(-)f(0) € L'(0,T; X). Note também que

o) = [ T =sas = [ 1=

[t = [ ['1rie- s
/OT / 17 = )1 f'(s) | dsdt
/OT / Me'|| f'(s) | dst
/oT /OT Me™ | f'(s) || dsdt

T
Me™ / 1/(s)l|dsdt
0

entao

IA

IN

IN

IN

assim, fOT T(t —s)f'(s)ds € L'(0,T; X). Portanto, pelo Teorema seque que O pro-
blema de valor inical tem uma solugéo forte u(-) em [0, T) e ela é Unica, pois caso
contrdrio, se u(-) e v(-) sdo solucdes fortes entdo, em particular, também sdo solucdes
brandas e pelo Lema sdo iguais. O

Com o intuito de anunciarmos mais um coroldrio do Teorema |3.2.3] faremos a seguir
uma definicdo e alguns comentdrios.

Definicao 3.2.4. Diz-se que uma fungdo f : R, — X ¢é continua no sentido de Holder para
t>0se

1f@t) = f(s)]| < L(t—s)", 0<s<Ht,

onde L e k sdo constantes com 0 < k < 1. Quando k = 1 dizemos que f é Lipschitz continua.
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Observacao 3.2.1. Em geral, a continuidade Lipschitz de f sobre [0, T ndo é suficiente para
assegurar a existéncia de uma solugdo forte de (3.2.1) para x € D(A). Contudo, se X é
reflexivo e f é Lipschitz continua sobre [0, T, entdo, por resultados cldssicos, f é diferencidvel
gtpe f'e L'(0,T;X).

Diante das informacda acima, o coroldrio implica em

Corolario 3.2.4. Seja X um espaco de Banach reflexivo e consideremos A o gerador infini-
tesimal de um Cy-semigrupo T'(t) sobre X. Se f é Lipschitz continua sobre [0, T] entdo para
todo x € D(A) o problema de valor inicial possui uma tnica solugdo forte sobre [0, 7]
dada por

u(t) =T(t)r + /0 T(t—s)f(s)ds.

Prova: Como X é um espaco de Banach reflexivo e f é Lipschitz continua sobre [0, 7],
entdo pela Observacio segue que f ¢ diferencidvel q.t.p e f' € L'(0,T; X). Portanto,
pelo Coroldrio 3.2.3] seque que

v(t) = /0 T(t—s)f(s)ds = /o T(s)f(t — s)ds,
é diferencidvel q.t.pem [0,7] e
0 =T+ [ Ta= 57 = 400

Como f(0) € X e {T'(t)}+>0 € um Cy-semigrupo, seque que 7'(t)f(0) é limitado, digamos
por N e utilizando a ideia da prova do Corolério [3.2.3} obtemos

lg@ < HT(t)f(O)|]+/O IT(s)f'(t — s)||ds
< N+MeT“/0 1f(s)|dsdt

< C

Assim, ¢(t) é continua e consequentemente, v é continuamente diferencidvel em (0, 7).
Portanto, pelo Teorema segue o que queriamos. O

3.3 Problema Nao Linear

Nesta secdo, temos como objetivo garantir a existéncia local, singularidade, regulari-
dade e a solucdo maxima definida para classe de problemas de valor inicial descritos em
(3.3.1). Além disso, mais adiante, iremos abordar sobre sistemas de reacéo - difuséo.
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3.3.1 Alguns fatos basicos sobre Operadores Setoriais

Iremos introduzir alguns resultados complementares que utilizaremos no decorrer desta
secdo. Para maiores detalhes ver [12]] e [5]

Definicao 3.3.1. Um operador linear A : D(A) C X — X é setorial se existem constantes
weR, 0e€ (r/2,m), M >0 tais que

p(A) D Spw ={A e C: XN # w,|arg(A —w)| < 6},

RN, A)lex) < A€ Sp.

M
A =l

Lembramos que se Y é um espago de Banach arbitrdrio e a < b € R, entdo B([a,b];Y) e

C(la, b];Y) sdo espacos de Banach munidos com a norma do supremo || f||.c = sup || f(s)|ly-
a<s<b

Além disso, definimos C“([a,b];Y) como um espaco de Banach de todas as fung¢des a-
Holder continuas de [a, b] para Y, munido com a norma

| fllceapyy = | flloo + [flcoap;yy,

onde [flcausy) = SUp [I£(1) = F(5)l/ (¢ = 5)"

a

Proposi¢do 3.3.1. Dado z € X, a fungdo t — ez pertence a C*(|0, 1]; X) se, e somente se,
x pertence a D a(a, 00). Nesse caso, t — ez pertence a C([0,T]; X) para cada T' > 0.
Prova: Ver [12, Corolario 3.1.3].

Proposicao 3.3.2. Seja A : D(A) — X um operador setorial, e seja 0 < o < 1, a < b € R.
Se u pertence a C***([a, b]; X) N C*([a, b]; D(A)) entdo u' é limitada em [a, b] com valores em
D(A).

Prova: Ver [[12, Pagina 61].

Proposicio 3.3.3. Seja 2 um conjunto aberto em RY com fronteira C*, e seja xo € OQ um
ponto de mdximo relativo para uma funcdo C* v : Q — R. Se a derivada normal de v se
anula em x, entdo todas as derivadas parciais de v se anulam em x,. Além disso, se OS2 e v
sdo C?, segue que Av(zy) < 0.

Prova: Ver [5, Pagina 145]
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3.3.2 Nao Linearidades Definidas em X

Considere o problema de valor inicial

{ u(t) = Au(t)+ F(t,u(t), t>0 (3.3.1)

u(0) = wug

onde A : D(A) C X — X é um operador setorial e F' : [0,7] x X — X. Ao longo desta
subsecdo devemos assumir que F' é continua, e que para cada R > 0, existe L > 0 tal que

|1F(t,z) — F(t,y)| < Lz —yll, t€0,T]; z,y € B(0, R). (3.3.2)

Isto significa que F' é Lipschitz continua em relacdo a x em qualquer subconjunto limitado
em X, com a constante de Lipschitz independente de ¢.

Como no caso de problemas lineares, dizemos que uma funcdo « definida em um in-
tervalo I = [0,7) ou I = [0, 7], com 7 < T, é uma solugdo estrita do problema em
I, se é continua com valores em D(A) e diferencidvel com valores em X no intervalo I, e
satisfaz (3.3.1). Dizemos que é uma solugdo cldssica se é continua com valores em D(A) e
diferencidvel com valores em X no intervalo 7\ {0}, é continua em / com valores em X, e
satisfaz (3.3.I). Dizemos que é uma solucdo branda se é continua com valores em [ \ {0}
e satisfaz

t
u(t) = e“tug + / AR (s, u(s))ds, tel (3.3.3)
0

Por conveniéncia de notacéo, ao longo desta secdo, definimos
My = sup |le" zix) (3.3.4)

0<t<T

Existéncia local, singularidade, regularidade

Teorema 3.3.1. As seguintes afirmagoes sdo vdlidas

(i) Se u,v € Cy([a,b]; X) sdo solugbes brandas para algum a € (0, T), entdo u = v.

(ii) Para cadauw € X, existe r,§ > 0, k > 0 tal que para ||uy —u|| < r problema tem
uma solugdo branda u = u(-; ug) € Cp((0,0]; X). A fungdo u pertence a C(]0,0]; X) se,
e somente se, uy € D(A).

Além disso, para cada uy,u; € B(u,r) temos

Nu(t; uo) — u(t;ur)|] < Kllug —uy|l, 0<t <4 (3.3.5)
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Observacao 3.3.1. Seja I C R um intervalo. Denotamos C(I; X) o espago vetorial das
fungdes continuas u : I — X; por B(I; X) o espago das fungbes limitadas, munido com a
norma do supremo
[l = supllu(t)]]
tel
Também definimos o conjunto

Co(; X)=C(I; X)NB(I; X)

Prova de (i). Sejam u,v € Cy([a,b]; X) solugcdes brandas de (3.3.1)), e consideremos w =
u — v. Por (3.3.3), a funcéo w satisfaz

w(t) = /0 e F (s, u(s)) — F(s,v(s)))ds, 0<t< a.

Usando (3.3.2) e (3.3.4) com R = max{ sup |ju(t)||, sup Hv(t)H}, obtemos

0<t<a 0<t<a

lw(t)]| < LM, / Jo(s) |ds.

pela Desigualdade de Gronwall na Forma Integravel (Teorema (1.2.8)) segue que w = 0 em
[0, al.

Prova de (ii): Fixe R > 0 tal que R > 8M,||z||, de modo que se ||ug — @l < r = R/(8M,),
temos que

leuoll < [le ] Nluoll = e[| luo — @ +al| < lle™| (luo — wl| + |1al]).
Dai, de (3.3.4) e das informacbes acima, obtemos

sup [[e"tuol| < R/4

0<t<a
Além disso, seja L > 0 tal que
|F'(t,v) — F(t,w)|| < Lljv—wl||, 0<t<T, v,we B(0,R).
Procuramos uma solucéo fraca pertencente ao espago métrico
Y ={ue Cy((0,0]; X) : Ju(t)]| < R Vte (0,4},
onde § € (0,7] deve ser escolhido corretamente. Y é a bola fechada com centro em 0

e raio R no espago C((0,]; X), e para cada v € Y a funcdo t — F(t,v(t)) pertence a
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Cy((0,0]). De fato, t — F(t,v(t)) é naturalmente continua, ja que é a composicido de
funcoes continuas. Por outro lado, para ¢t € (0,4] e s fixo, temos

£, v())l

[1E(E,v(t) = F(t,v(s)) + F(t, v(s))]
1E(E 0(t) = E @ v(s)]| + [[F(E v(s))]
Llfo(t) = v(s)|| + [[E(t, v(s))]

LM + |[E(t,v(s))]],

INIAIA

note que A = [0,t] x v(s) é compacto, assim F' é limitada em A. Como (0,4) x v(s) C A,
temos que ||F'(t,v(s)|| < sup ||F(t,v(s)||. Portanto, t — F'(t,v(t)) é limitada e consequen-
0<t<T

temente pertence a C,((0, 0]). Definimos o operador I"' em Y, por meio de
t
L(v)(t) = eug +/ e =P (s v(s))ds, 0<t <. (3.3.6)
0
Claramente, a funcdo v € Y é uma solucdo branda de (3.3.1) em [0, ] se e somente se é

um ponto fixo de I'.

Queremos utilizar o Teorema do Ponto Fixo de Banach (ver Teorema [1.2.4). Para isto
devemos mostrar que I' é uma contracdo e mapeia Y em si mesma, desde que § seja
suficientemente pequeno.

Sejam vy, vy € Y. Temos

t
T (v1) — L(v2)ly(0.01:x) < /O 1€ oy 0.01:3) 1F(s,01(8)) — F(s,02(3)) | oy (0,63 ds
< OM||F (- vi(-) — F(,v2() lleyio.61:x)
S 5MQLH111 — 'UQHCb((O’a];X). (337)

Portanto, se
§ < 6= (2MyL) ",
entao
[T (v1) = L(va) |y 0610 < (1/2)[[v1 = valley0,.0:%)

isto é, I" é uma contracdo com constante (1/2) em Y. Além disso, se § < d,, para cada
v €'Y, temos que

IT(W)llcy001:x) < IT() = T0)|ley0.1:x) + IT0)] ey (0.51:x)
t
< lwll/2 + [leuolleyo.5:x) +/ 1€ o013 11F(8,0)llcyc0,61:)ds
0
< R/2+4 R/4+ MS|| F(-,0)]|c,(0,5:x)- (3.3.8)
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Portanto, se ¢ < ¢y € tal que
Mod||F (-, 0)|ley0.01,x) < R/4,
entao
1T () ley0,01:x) < R-

Logo, I mapeia Y em si mesmo, de modo que ele tenha um tnico ponto fixo pelo Teorema
da Contracéo.

Em relacéio a continuidade de u até t = 0, observamos que a funcéo t — u(t) — eug

pertence a C([0, 6]; X ), enquanto a aplicacdo t — e'4u, pertence a C([0, 6]; X) se e somente

se ug € D(A) (ver [12, Proposicdo 1.3.6]). Portanto, u € C([0,6]; X) se e somente se
Ug € D(A)

Agora, vamos provar a afirmacdo sobre a dependéncia dos dados iniciais (3.3.5)). Sejam
ug, u1 € B(w,r). Como I' é uma contracdo com constante 1/2 em Y e ambos u(-; ug), u(-;uq)
pertencem a Y, temos que

[u(-5u0) — s un)leyomx) < lle (uo — w)lleyo.:x)
+ /O 1€ e, o0.a1:x) I1F (s, u(s3u0)) — F (s, u(s;ur) ||y 0,638
< le(uo — w)lley0.8x) + SMoLlu(;uo) — u(s ur)|loyo6x)
< let(uo — w) ey + (1/2) w3 u0) — w5 u)|loyo6:x)
ou seja,
a3 u0) — w3 un)lley o) < 2l (uo — ur)lley o) < 2Mollug — ua,

entdo (3.3.5) estd provada, com K = 2M,. Consequentemente, o teorema esta provado.
[

A solucao maxima definida

Agora, podemos construir uma solucdo maximamente definida como segue. Considere
0 conjunto

7(ug) = sup{a > 0: problema (3.3.1) tem uma solucéo u, em [0,al},
u(0) = wuu(t), set<a.

Relembrando pelo teorema([3.3.1)), v é bem definida no intervalo
I(ug) := U{[0, a]; problema tem uma solucdo branda u, em [0, a]},
e nds temos 7(ug) = sup! (uo)
Vamos agora provar os resultados relativos a regularidade e existéncia na grande parte

da solucao.
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Proposicao 3.3.4. Suponha que existe 6 € (0,1) de modo que para cada R > 0, temos
|F(t,2) — F(s,2)[| <C(R)(t—s)?, 0<s<t<T, ||z| <R. (3.3.9)

Entdo, para cada uy € X, u € C%([e, 7(ug) — ¢]; D(A)) N C*™([e, T(ug) — €; X). Além disso,
as seguintes afirmagcoes sdo verificadas.

(i) Se ug € D(A) entdo u é uma solugdo cldssica de .

(i) Se up € D(A) e Aug + F(0,up) € D(A) entdo u é uma solugdo estrita de .

Prova: Seja a < T(Uo) e 0 < € < a. Uma vez que t — F(t,u(t)) pertence a Cy((0,a]; X),
entdo a funcdo v(t) := f (t=)AF (s, u(s))ds pertence a C?([0,a]; X), para todo 6 (veja
[12, Proposicdo 4. 1 5]) Além disso, t ~ e'uy pertence a C*([e,a]; X). Resumindo,
descobrimos que u pertence a C%([e, a]; X). As suposicdes (3.3.2) e (3.3.9) implicam que
a fungfo t — F(t,u(t)) pertence a C?([¢,a]; X), tal que § € (0,1). Com efeito; como u
pertence a C%([e, a]; X), entdo u, em particular, é limitada. Assim, escolnemos R grande o
suficiente para que qualquer valor de u esteja na bola B(0, R). Dai

£t () = E(s uls))[| < [[F(8 u(t)) = F s, u@)|| + [ £(s, ult)) = F(s,uls))]-
Note que, por (3.3.9), temos
1E(t, u(t)) — Fs, u())]| < C(t = 5)",

e por
1F (s, u(t)) = F(s,uls))ll < Llu(t) = u(s)|| < LC(t — s)”.
Assim, a partir dessas duas andlises, concluimos
| F(t,u(t)) — F(s,u(s))|| < C(t—s)? + LO{t —5)? < K(t—s),
onde K = C + LC. Portanto, t — F(t,u(t)) pertence a C%([e, a]; X).

Agora, mostraremos que u satisfaz
t
u(t) = e 9u(e) +/ (s, u(s))ds € <t <a. (3.3.10)

De fato; fixemos ¢ € [¢, a] e notemos que t + e(*=9y(s) é uma funcéo continua em [e, a] e
diferencidvel em (¢, a). Assim, para s € (¢, a), temos

%(eA(te)u(s)) = eAlt=e dz;i) + Ae? (s)

e <d1;i)+,4()>
= M7 f(s,u(s)),
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disto e do fato da funcéo s — f(s,u(s)) ser continua em [e, a], concluimos que

¢ t—n
[ atnis = tm [ L@ )

n—=0t Jo_,

= lim [e™u(t —n) — AT yle — n))
n—0+t

= u(t) — e Mu(e),
0 que mostra (3.3.10).

Uma vez que v satisfaz [3.3.10| nds temos u € CY([2¢,al; D(A)) N C**9([2¢, a]; X) para
cadae € (0,a/2), e
u'(t) = Au(t) + F(t,u(t)); e <t < a.

Como a e ¢ sdo arbitrdrios, entdo u € C%([e, 7(ug) — €]; D(A)) N CY([e, T(up) — €; X)
para cada e € (0,7(ug)/2). Finalmente, se uy € D(A), entdo t — e'4uy é continua até 0.
Portanto, a afirmacéo (i) segue.

Agora provaremos (ii). Sabemos que a funcdo v definida acima é 6-Holder continua
até t = 0 com valores em X. J4 que uy € D(A) C D4(0,00), entdo pela Proposicdo
(3.3.1) a funcdo t — e'tuy é H-Holder continua até ¢ = 0, também. Portanto, u é 6-
Holder continua até ¢ = 0 com valores em X, de modo que t — F(t,u(t) é #-Holder
continua em [0, a] com valores em X. O [12, Teorema 4.1.7] nos diz que para 0 < o < 1,
f e C0,T]; X), = € X, e u satisfazendo a férmula da variacdo das constantes, temos
que u pertence a C*([¢, T]; D(A)) N C*™*([¢, T]; X), para cada e € (0,T) ese x € D(A) e
Az + f(0) € D(A), entdo u é uma solucdo branda do problema de Cauchy n4o homogéneo.
Portanto, a afirmacao (ii) segue agora do teorema mencionado. O

Proposicao 3.3.5. Seja uy tal que I(ug) # [0,T]. Entdo t — |lu(t)|| € ilimitada em I (uy).

Prova: Assuma por contradicdo que u é limitada em I(ug) e defina 7 = 7(u). Entdo
t — F(t;u(t;up)) € limitada e continua com valores em X no intervalo (0,7). Uma vez
que u satisfaz a formula da variacdo das constantes (3.3.3)), ela pode ser estendida conti-
nuamente até t = 7 de modo que a extensao seja Holder continua em cada intervalo [¢, 7],
com 0 < e < 7. De fato, t — e'u, é bem definida e analitica em todo o intervalo (0, +o00),
e u — e pertence a C*([0, 7]; X ) para cada « € (0,1).

pelo Teorema (3.3.1}, o problema

{ V() = Av(t)+ F(to(t), t>7
U(T) = u T)?

tem uma unica solucgéo branda v € C([r, 7+4]; X ) para algum § > 0. Note que v é continua
até t = 7 porque u(1) € D(A).
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A funcéo w definida por

{w(t) = u(t), se 0 <
<

t < T
w(t) = wv(t), se T t < 7+9,

é uma solucao branda de (3.3.1) em [0, 7 + 4]. De fato; se ¢t € [0, 7) entao
w(t) =u(t) = euy+ /t eI (s u(s))ds
0
= ey + /t e DA (5, w(s))ds.
0
Por outro lado, se t € [, 7 + ¢ entdo
w(t)=v(t) = ey, + /t e=IAE (s, 0(s))ds
= =74 {eTAuo + /T e(T_S)AF(s,u(s))ds} + /t e(t_S)AF(s, v(s))ds
0 T

t
= My —I—/ e AR (s, w(s))ds.
0
Isso é uma contradicdo com a definicdo de 7, pois conseguimos uma solucao branda de
(3.3.1) que supera a solucdo maximal 7. O

Note que a prova da Proposicao mostra também que se I(uy) # [0,7], entdo
T(ug) = supl(ug) & I(ug).
Proposicao 3.3.6. Assuma que existe C' > 0 de modo que
|F(t, )| <C(1+|z]|) ze€ X, tel0,T]. (3.3.11)
Seja u : I(ug) — X uma solugdo branda em (3.3.1). Entdo u é limitada em I(u,) com valores

em X. Consequentemente, I(ug) = [0, T].

Prova: Como u : I(ug) — X é uma solugdo branda de (3.3.1) temos

t
u® = ||+ [ M E (s u)ds
0

= o+ [t s, s s

= Mol + M0 [ 1+ o))

= Mofuol + 24,0 (7+ [ uts)as)

= (Mol + MCT) + () [ sl
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Aplicando a Desigualdade de Gronwall na Forma Integravel (veja Teorema [1.2.8) para a
funcdo de valores reais ¢ — ||u(t)||, obtemos

t
lu@l < (Molluol| + MoCT)exp (MOC’ / ds)
0
= (M()HU()H + MOCT)eXp(MOCt),
parat € I(uop). Portanto, temos o que queriamos. O

Observe que (3.3.11) é satisfeita se I’ for globalmente Lipschitz continua em relagéo a
x, com a constante de Lipchitz independente de ¢.

3.3.3 Equacao e Sistemas de reacao-difusao

Sistemas de reacao-difusdo tém sido largamente estudados em diferentes contextos e
através de diferentes métodos, motivados pela constante apari¢cdo em modelos de interacao
em contextos quimicos, bioldgicos e ainda em fenémenos ecolégicos. Diversas ferramentas
sdo empregas na literatura para o estudo de sistemas de quacoes de reacdo-difusao. Al-
guns envolvem aspectos da teoria dos operadores, outras envolvem no¢oes como principios
de comparacdo e, ainda, ha aquelas dedicas ao emprego dos métodos de computacao
numérica. Uilizaremos aqui técnicas associadas a teoria de semigrupos de operadores.

Vamos considerar um sistema diferencial em [0, 7] x R". Seja d;, ds, ...,d,, > 0 e seja D
a matriz diagonal D = diag(d,, ...d,,). Considere o problema

{ w(t,x) = DAu(t,x)+ f(t,z,u(t,z)), t>0, zeR"

uw(0,2) = wug(x) xr e R (3.3.12)

onde u = (uy,...,u,) € desconhecido, a funcéo regular f : [0,7] x R* x R™ — R™ e o
limitado e continuo u, : R® — R™ sdo dados.

E importante destacar que u(t, z) representa a densidade ou concentracio de alguma
substancia ou populacdo, no tempo ¢ > 0 e na posicao z € R™. A denota o laplaci-
ano de u com respeito a variavel espacial . A parte DAu no sistema é chamada de
parte de difusdo, os numeros d; sdo chamados de coeficientes de difusdo, f(t,x,u) é cha-
mado de parte de reagdo.

Considere o conjunto
X = Cp(R™;R™).
O operador linear A definido por

D(A) = {u € W2P(R";R™), p>1:u, Aue X},

loc
A:D(A) —» X, Au= DAu,

130



¢ setorial em X e

D(A) = BUC(R™R™).

Assumimos que f é continua, e que existe § € (0,1) tal que para cada R > 0 ha
K = K(R) > 0 tal que

If(t,z,u) — f(s,2,0)|zm < K(t—8)" + |u — v|gm, (3.3.13)
para0 < s <t <T,z € R", u,v € R™, |u|gm, |v|gm < R. Além disso, assumimos que

sup  f(t,z,0) < 400, (3.3.14)
0<t<T,z€R™
de modo que para cada ¢ € C,(R";R™) et € [0,7] a composicdo estd em C,(R";R™).
De fato; denotemos ¢(-) = f(¢,-,¢(-)). Como ¢ € C,(R™;R™), entdo, em particular, ¢
¢ continua e portanto ¢(-) é continua, ji que é uma composicao de fungdes continuas.
Agora, fixemos s. Por (3.3.13)), (3.3.14)) e pelo fato da ¢ ser limitada, temos

19(2)[rm = | f(t, 7, d(2)|rm |f(t,z, () — f(s,2,0[rm + [f(s,2,0)[gm
K((t—s)" + |¢(z)|gm) + sup|f(s, 2, 0)|zm
3K,

IA N CIA

onde K = méx {K (t—s)?, Ksup|é(x)|gm,sup|f(s, z,0)|g=}. Consequentemente, f(t,-, () €
Cy(R™; R™). Entdo, podemos aplicar os resultados gerais da subsecao (3.1).

Proposicao 3.3.7. Sob as premissas acima, para cada uy € Cy(R"; R™) existem um intervalo
mdximo I(ug) e uma solugdo tinica u para em I(ug) x R", tal que u € C'(I(ug) %
R™ R"™), u, Dyu, e Au sdo limitadas e continuas no intervalo [e, 7(ug) — €| para cada € €
(0,7(up)/2), onde T(uy) = supl(up).

Prova: Fixando

F(t,¢)(z) = f(t,z,¢(x)), 0<t<T,xeR"¢eX,

a funcdo F : [0,7] x X — X é continua e satisfaz (3.3.2) e (3.3.9). De fato, fixemos
qualquer ¢, ¢ € B(0, R) C X. Entdo, para todo = € R, |¢1(x)|gm < R,|¢2(z)|gm < R, de
modo que para 0 < s <t < T obtemos de (3.3.13)

|E(t, 01)(x) — F(s, da(2)] = [f(E,2,01)(x) = f(s, 2, p2()]
< K((t—3)" + |o1(2) — d2(2)|rm,

o que implica
I (t, 1) = F(s,02) o0 < K((t = 5)" + [|é1 — ¢a]oc)-
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O Teorema de existéncia local e unicidade implica que existe uma unica solucéo
branda ¢t — u(t) € Cy((0,4]; X) de (3.3.1), que pode ser estendida a um intervalo de
tempo maximo /(uyg).

pela Proposicao u,u’, Au sdo continuas em (0, 7(up)) com valores em X (na ver-
dade, eles sdo Holder continuas em cada subintervalos compacto). Entdo a funcéo (¢, z) —
u(t,x) := u(t)(z) é limitada e continua em [0, a] x R" para cada a € I(uy) e é continuamente
diferencidvel em relacdo a t em I (ugp) \ {0} x R™.

Como D(A) estd continuamente mergulhado em C}(R™;R™), segue-se que todas as
derivadas espaciais de primeira ordem D;u sdo continuas em (0, 7(up)) x R™ também. As
derivadas espaciais de segunda ordem D;;u(t,-) estdo em L} (R™;R™), Au é continua em

loc

I(ug) x R™, e u satisfaz (3.3.1). O

Com relacdo a existéncia global, a Proposi¢cdo implica que se v é limitada em
I(ug) x R™ entdo I(ug) = [0,7].

Uma condicéo suficiente para u ser limitada é dada pela Proposicéo [3.3.6}
|f(t,z,u)|gm < C(1+ |ulgm), t €[0,T], z € R", ue R™. (3.3.15)
Na verdade, neste caso, a funcao nao linear
F:0,T)|x X = X, F(t,0)(x) = f(t,z,¢(z))
satisfaz para
IE'(t, 0)lloo = sup|f(t, z, ¢(z)[rm < C(1 + 9] -

reR”™

A estimativa (3.3.15) é satisfeita se (3.3.13]) for valida com uma constante indepen-
dente de R. Com efeito;

|f(t, 2, u) — f(s,2,0) + f(s,2,0)|rm
|f(t, 2, u) = f(s,2,0)[rm + [ (s, 2,0)|rm
K((t = )" + ulgm + sup| f(s, 2, 0)|gm
K|u|gm + KT? + sup|f(s,z,0)|gm
K|ulgn +C

K(1+ |ulgm),

Lf@’xauﬂRm

VAN VAN VAN VAN VAN

onde K = max{K, C}, tal que C := KT% +sup|f(s, ,0)|rn. E mais, K ndo depende de R,
ja que K nao depende.

Resultados semelhantes sdo vélidos para sistema de reacdo-difusdo em [0, 7] x ©, onde
Q2 é um conjunto aberto limitado em R™ com fronteira C?.
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O caso mais simples é uma unica equacao,

u(t,x) = Au(t,z)+ f(t,z,u(t,z)), t>0, ze€l

B (3.3.16)
uw(0,z) = wup(x), x €,
com condicdo de contorno de Dirichlet,
u(t,z) =0, t >0, x € 09, (3.3.17)
ou condicdo de contorno de Neumann,
W =0,t>0, z €00 (3.3.18)

Aqui f : [0,7] x R x R — R é uma funcio regular satisfazendo (3.3.13)); uy : Q —
R é continua e satisfaz a condicdo de compatibillidade (o dado de bordo tem que ser
compativel com a solugdo) ug(x) = 0 para x € 952, no caso da condicdo de contorno de
Dirichlet. Tal condicdo é necessdria para ter v continua até ¢ = 0.

Novamente, colocamos o nosso problema no espaco X = (C(f2). Como a realizacio
do Laplaciano em C({2) com condi¢cdes homogéneas de dirichlet é um operador setorial,
entdo o problema (3.3.16) tem uma solugdo classica em um intervalo de tempo maximo.

Argumentando como antes, vemos que se houver C' > 0 tal que
[f(t,z,u)| SC(L+|ul) t €[0,T), € QueR

entdo, para cada dado inicial ug, a solugado existe globalmente. Mas essa suposi¢do € bas-
tante restrita e nao € satisfeita em muitos modelos matematicos. Na proxima subsubsecao,
veremos uma suposicao mais geral que produz a existéncia global.

Nesta secdo, até agora, escolhemos trabalhar com fung¢oes de valor real apenas, por-
que na maioria dos modelos matematicos o desconhecido u tem valor real. Mas po-
derfamos substituir C,(R"*, R™) e C(Q, R) por C,(R", C™) e C (2, C) também sem qualquer
modificacdo nas provas, obtendo os mesmos resultados no caso de dados de valor com-
plexo. Ao contrario, os resultados da préxima subsubsecdo sao validos para funcoes de
valor real.

O principio maximo

Usando as propriedades bem conhecidas das derivadas de primeira e segunda ordem de
funcoes de valor real em pontos de maximos ou de minimos relativos, é possivel encontrar
estimativas nas solu¢oes para varias equacoes diferenciais parciais de primeira ou segunda
ordem. Essas técnicas sdo chamadas de principios mdximos.

Para comecar, damos uma condic¢do suficiente para a solucao de (3.3.16) - (3.3.17) ou
(3.3.16) - (3.3.18) ser limitada(e portanto, existir globalmente).
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Proposicao 3.3.8. Seja 2 um conjunto aberto limitado em RN com fronteira C?, e seja
f:00,T] x Q x R — R uma fung¢do continua satisfazendo

[f(t @) = f(s,2,0)] < K((t =) + |u—]),

para qualquer 0 < s < t < T, qualquer x € €, qualquer u,v € R tal que |u|, |v| < R e para
alguma constante positiva K = K(R). Assuma além disso que

uf(t,z,u) <CA4+u?); 0<t<T, 2€Q, ucR, (3.3.19)

para algum C' > 0. Entdo, para cada dado inicial u,, a solugdo para (3.3.16) - (3.3.17) ou
(3.3.16) - (3.3.18) satisfaz

sup  u(t,x)| < +oo.
tel(ug),z€Q

Se C' =0em (3.3.19), entdo

sup fu(t, x)| = [luol|oo-
tel(ug),z€N

Prova: Fixe A\ > C, a < 7(up) e 0 conjunto
v(t,2) = u(t,r)e™ 0<t<a, z€Q.
A funcéo v satisfaz

v(t,r) = w(t,x)e ™ — u(t,z)e™
= (Au(t,z) + f(t,z,u(t,x))e ™ — Au(t, z)e ™
= Au(t,)e™) + f(t, 2, u(t, 2))e™ — Au(t, z)e ™™
= Av(t,z)+ f(t,z, eMv(t,x))e™ — Xo(t,z), 0<t<a, v€Q. (3.3.20)

e satisfaz a mesma condicdo de contorno que u, e v(0,-) = uy. Como v é continua, entdo
existe (o, o) tal que v(to, xo) = =[|v{| (o 4xm)- (fo; To) € um ponto de maximo positivo ou
de minimo negativo para v. Assuma por um instante que (o, x¢) € um ponto de maximo.
Se ty = 0 segue que v(0,zo) = ug(zo) e consequentemente |[v||o = ||uo|l- S€etp > 0 €
xo € €1, temos por (3.3.20))

vy(to, 20) = Av(to, 20) + f(to, zo, €M (L, 20))e 0 — Av(to, ¢).
Multiplicando ambos os lados da igualdade acima por v(ty, o) = ||v||-0, Obtemos
vi(to, 70)|[V]|oo = Av(to, 70)||V]lce + ||Vl f (to, To, X0V (20, 20))e 0 — Av||%,. (3.3.21)
Mas v (tg, xo) > 0, Av(tg,z0) < 0e

AMvf(t, o, M) = uf(t,z,u) < C(1+u?) = O + (eMv)?),
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ou seja,

vf(t,z,eMv) < e MCO(1+ |eM]?).
Dai, usando as informacdes acima em (3.3.21]), obtemos

Al < CO A+ [eM0u(ty, zo)[*)e

< O+ o )e
< Cle™®™ 4 lv]1%),
isto é,
C
2
< —.
ol < =

Vamos considerar o caso ty > 0, o € 0f2. Se u satisfaz a condicdo de fronteira de Diri-
chlet, entdo v(ty,z9) = 0. Se u satisfaz a condicdo de fronteira de Neumann, temos que
D;v(to, xy) = 0 para cada i, Av(ty, xo) < 0 (Veja Proposicéo , e continuaremos como
no caso xg € €.

Se (ty, o) € um ponto de minimo, a prova é semelhante. Portanto, temos

[0]]c < max{[uollo; v/ C/(A = C)}, (3.3.22)

de modo que

lulloe < e max{|Juollo; v/C/ (A = C)},

e a primeira afirmacao esta provada.
Se C = 0, para cada A\ > 0 obtemos
[ulloo < 6>\T||UO||O<>~

Dal, fazendo A\ — 0 acima , obtemos ||u||o. < ||uo]|s- Por outro lado, como u(0, z) = wug(z),
ou seja, ug € a restricdo de u em t = 0, temos que ||up||co < ||1]|oo. Portanto, ||u|loc = ||2%0]]cos
como queriamos mostrar. O

Um resultado semelhante é vdlido se ) for substituido por todo o espaco RY, mas a
prova deve ser adpatada ao caso de dominio ndo compacto. De fato, se uma funcéo v é
limitada e continua em [0, a] x RY, ela pode nfo ter pontos méximo ou minimo, em geral.
Declaramos esse resultado, sem uma prova, na seguinte proposicao.

Proposi¢io 3.3.9. Se f : [0, T] xRY xR — R uma fungdo continua satisfazendo as suposicoes
da Proposicdo com ) substituido por RY. Considere o problema com m =
l,d = 1. Entdo, para cada dado inicial limitado e continuo wu,, a solug¢do para
satisfaz

sup  Ju(t,z)| < 4o0.
tel(ug),z€RN
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Se C'=0em (3.3.19), entdo

sup  Ju(t, )| = ||ul|oo-
tel(ug),z€RN

Notemos que (3.3.15) é uma condicdo de crescimento no infinito, enquanto é
uma condicao algebrica e ndo é uma condicdo de crescimento. Por exemplo, é satisfeito
por f(t,z,u) = \u — u?**! para cada k € N e \ € R. O sinal — é importante: Por exemplo,
no problema

u(t,r) = Au(t,z)+ |ultte, t>0, z€Q,

ou(t 3.3.23

Qult.r) t>0, xeon, (3.3.23)
on _

u(0,2) = 7, x € €,

com ¢ > 0 e com o dado inicial @, a solucao independe de z e coincide com a solu¢do da
equacao diferencial ordinaria

gt = ot >0,
o) = @

que explode em um tempo finito se u > 0.

(3.3.24)

Na prova das Proposicoes (3.3.8) e (3.3.8) usamos uma das propriedades da funcao
¢ € D(A), onde A é a realizacdo do Laplaciano em C,(R") ou € a realizacdo do Laplaciano
com condicéo de fronteira de Dirichlet ou de Neumann em C(Q) : se z € § (e também se
x € 02 no caso das condi¢oes de fronteira de Neumann) € um ponto de maximo relativo
para ¢, entdo Ag¢(z) < 0. Embora isso seja bvio se ¢ € C?((2), tem que ser provado se ¢
nao é duas vezes diferenciavel pontualmente. Fornecemos uma prova apenas para o caso

de pontos interiores.

Lema 3.3.1. Seja 79 € RY, r > 0, e ¢ : B(xg,r) — R uma fungé continua. Assuma que
¢ € W?P(B(zg,r)) para cada p € [1,+00), que A¢ é continua, e que xy é um ponto de
mdximo (respectivamente, ponto de minimo) para ¢. Entdo A¢(xy) < 0 (respectivamente,
A¢(xg) = 0).

Prova: Assuma que z, € um ponto de maximo. Possivelmente, substituindo ¢ por ¢ + ¢,
podemos assumir que ¢(x) > 0 para |z — x| < r. Seja § : RY — R uma fungio suave com
suporte contido em B(z,r), de modo que 0 < #(z) < 1 para cada z, 0(xy) > 6(z) para
x # 1o, € Af(xg) = 0. Defina,

- | ¢(x)0(x), z € B(wg,1),
¢_{() , xeRNgB@mw. (3.3.25)
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E ¢(z¢) é o méximo de ¢, e sé é obtido em = z,. Além disso, ¢ e A¢ sdo continuas
em todo o RY e se anulam fora de B(xy,), de modo que existe uma sequéncia (¢,, )nen C
CZ(RY) tal que ¢,, — ¢, Ap, — A uniformemente e cada ¢, tem suporte contido na bola
B(xg, 2r). Por exemplo, podemos tomar

b =1T(1/n)0,
onde o semigrupo {7'(¢)};<¢ é definido pela férmula de Gauss - Weierstrass

—le—y|?

(T#)f)(z) = m fRN e @ f(y)dy; t>0,xeRY

(TO))(x) = f(z),

e 1 é uma func¢éo suave com suporte contido em B(xg, 2r) e igual a 1 em B(xg, ). Como zg
é o tnico ponto de maximo de ¢, entdo existe uma sequéncia (z,,) C B(xo, 2r) convergindo
para z, quando n — oo tal que x,, ¢ um ponto de mdximo de ¢, para cada n. Uma vez que
¢,, € duas vezes continuamente diferencidvel, temos que A¢, (z,) < 0. Fazendo n — +oo

temos que Ap(zg) < 0.
Se xy é um ponto de minimo a prova é analoga. O

O principio do maximo pode ser usado em alguns sistemas. Por exemplo, vamos con-
siderar o caso de uma unica equacdo, onde é conviniente fixar a € (0, 7(ug) e introduzir
uma funcgdo v : [0,a] x Q — R™, v(t,z) = u(t,z)e* com \ > C, que satisfaz

v(t,z) = Av(t,z) + f(eMv(t,z))e ™ — Xo(t,x), t>0, z€Q

v(t,z) = 0, t>0 z€0Q,
v(0,2) = wup(z), x €.

aqui o desconhecido v é uma funcdo avaliada por R™, §2 é um conjunto aberto limitado
em RY com fronteira C?, f : R™ — R™ é uma funcéo continua localmente Lipchitz tal que

(w, f(w)) < CQU+yP"), y eR™ (3.3.26)
e uo € uma funcdo continua que se anula em 0.
Em vez de |v] é melhor trabalhar com ¢(¢,z) = |v(t,x)|? = Y iv, vi(t, x)?, que é mais

regular. Observamos que

¢ =2(vy,v), Djo=2(Djv,v), A¢ =2 |Dv;* +2(v, Av).

i=1

Se (to,z9) € (0,a] x w é um ponto maximo positivo para ¢ (isto, para |v|) temos que
o¢(to,v0) > 0, Ap(to, x9) < 0 e portanto, (v(to, xo), Av(te, vg)) < 0. Escrevendo o sistema
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diferencial em (¢, z¢) e tomando o produto interno com v(t¢, ), obtemos

(ve(to, zo), v(to, 20))
(Av(to, z0), v(to, o)) + (f (e v(to, v0)), v(to, xo)e ™) — Av(to, )|
< C(1+ |u(to, m0)[?) — Mu(to, z0)|?
<

ou seja, ||v]|%, < C/(A — (). Portando, ||v|le < max{||uo|,/C/(A—C)}, e consequen-
temente, ||ullo < e*méax{|jugl|, /C/(A — C)}, o mesmo resultado que no caso escalar.
Portanto, u existe globalmente.

0 <

2

O principio do maximo também €é usado para provar propriedades qualitativas das
solucdes, por exemplo, para provar que as solu¢oes sdo ndo negativas para dados inicias
ndo negativos, ou nao positivos para dados iniciais ndo positivos.

Considere, por exemplo, a equacdo do calor com a condicdo de contorno de Dirichlet
em um conjunto aberto limitado regular Q c RY,

w(t,x) = Au(t,z), t>0, z€QQ,

u(t,x) = 0, t>0, ze€od,

u(0,2) = wup(z), x € €,

com ug em 05 e ug(x) > 0 para cada x € Q. Para mostrar que u(t, z) > 0 para cada (¢, z),
consideremos a funcdo v(t, z) := e 'u(t, x) que satisfaz a mesma condi¢do de contorno que
u, v(0,z) = up(z) e ve(t,x) = Av(t,z) — v(t,z). Se v tem um minimo negativo em (g, x),
entao ty > 0, xy € e portanto v,(to, xg) < 0, Av(ty, z9) > 0, contrariando a equacdo em
(to, (L’()).

Situacoes mais gerais, mesmo em problemas nao lineares, podem ser tratadas com o
seguinte resultado da comparacao.

Proposicdo 3.3.10. Seja w C RY um conjunto aberto limitado, seja f € C'(R) e sejam
u,v € C([0,a] x Q)N ((0,a] x Q) tal que, para cada t € (0,al, u(t,-),v(t,-) € W*P(Q) para
cada p < +oo e Au(t,-), Av(t,-) € C(N).

Assuma que u; > Au+ f(u), vv < Av+ f(v) em (0,a] x , que u(0,z) > v(0,x) para
v € Qequeu(t,r) <v(t,z)para (t,x) € (0,a] x I entdo, u(t,x) > v(t,z) em [0,a] x

Prova: A funcdo w = u — v tem as mesmas propriedades de regularidades que u,v e
satisfaz

we(t, ) > Aw(t,x) + f(u(t,z)) — f(v(t,x)) = Aw(t,z) + h(t, x)w(t, x)

em (0,a] x Q, onde h(t,z) fO f(o(t,z) + E(u(t,x) — v(t,x)))d¢ é uma funcdo limitada.
Seja A > ||h||« € 0 conjunto z(¢,x) := e Mw(t,z). Entdo, 2, > Az + (h — X)z em (0,a] x €,
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2(0,7) > 0 para qualquer = € €, z(t,z) > 0 para qualquer ¢t > 0, € 9Q de modo que,
se z tem um minimo nagativo em (¢o, ), entdo ¢, > 0, o € ) e portanto, z(to, o),
Az(ty,z9) > 0. Logo, temos uma contradi¢do com a desigualdade diferencial satisfeita por
z em (tg, zg). Portanto, z > 0 em todos os lugares, isto é, u < v. O

Finalmente, vejamos um sistema da teoria da combustdo. Aqui, u e v sdo uma concentracao
e uma temperatura, respctivamente, normalizado e redimensionada. Os niumeros L], ¢, ¢
sdo parametros positivos, Le é chamado de numero de Lewis. () é um conjunto aberto
limitado em R”" com fronteira C?. O sistema é

(

w(t,z) = LeAu(t,z)—eu(t,z)f(v(t,x)), t>0, x€Q,

v(t,z) = Auv(t,x)+ qu(t,z)f(v(t,x)), t>0, r€Q,

5 (3.3.27)
%u(t,x) = 0, v(t,z) =1, t>0 x€d,

uw(0,z) = wup(z), v(0,z) =uv(x), z €Q,

f € uma funcéo de Arrhenius

f(U) = eih/v7

com h > 0. Os dados iniciais ug € vy sdo fungoes continuas ndo negativas, com vy = 1 em
0. Substituindo as incdgnitas (u,v) por (u,v — 1), o problema (3.3.27) se reduz a um
problema com condi¢des de contorno homogéneo, que resolvemos localmente usando as
técnicas acima.

As solucgoes fisicamente significativas sdo tais que uw,v > 0. Usando o principio do
maximo, podemos provar que, para dados iniciais ndo negativos, obtemos solucdes nao
negativas.

Vamos considerar u: se, por contradi¢do, existe um a > 0 tal que a restricdo de u a
[0, a] x Q tem um minimo negativo, digamos em (¢, ) temos que ty > 0, g € QN e

0 > u(to, zo) = LeAu(to, xo) — eulto, xo) f(v(to, zo)),
contradicdo. Portanto, v ndo pode ter valores negativos.

Para estudar o sinal de v é novamente conviniente introduzir a funcéo z(t, z) = e v(t, x)
com A > 0. Se houver a > 0 tal que a restricdo de z a [0, a] x € tem um minimo negativo,
digamos em (¢, zp) temos que to > 0 e xy € Qe

0 > 2(to, 20) = Az(ty, To) — Mz(to, 20) + qulto, z0) + f(2(to, zo)e0)e ™0 > 0,

contradicao. Portanto, v ndo pode ter valores negativos.
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