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SÃO CRISTÓVÃO
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Resumo

Neste trabalho, vamos estudar a teoria de semigrupos de operadores lineares e aplicá-la
em problemas não lineares do tipo{

u′(t) = Au(t) + f(t, u(t)), t > 0,
u(0) = u0,

(0.0.1)

onde A : D(A) ⊂ X → X é um operador setorial e f : [0, T ] × X → X é uma função
Lipschitz cont́ınua em relação a segunda variável em qualquer subconjunto limitado de
X. Abordaremos problemas não lineares do tipo (0.0.1) e provaremos resultados relativos
à regularidade e existência de solução. Não obstante, usaremos o pinćıpio do máximo
para encontrarmos estimativas para as soluções das várias equações diferenciais parciais
de primeira ou segunda ordem e provarmos propriedades qualitativas das soluções.

Palavras-chave: Semigrupos de Operadores lineares, Problema Abstrato de Cauchy, Gera-
dor infinitesimal de um C0-semigrupo, Sistemas de reação-difusão.
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Introdução

A teoria de semigrupos de operadores lineares foi consideravelmente impulsionada
a partir de 1948 com a generalização do famoso Teorema de Hille-Yosida. A posterior
participação de importantes pesquisadores assim como o avanço de outras áreas da ma-
temática permitiram consolidar a teoria dando para ela autonomia e inúmeras aplicações
em diversas áreas tanto da matemática aplicada como da pura. Hoje, a situação é ca-
racterizada por muitas aplicações desta teoria, não somente em áreas tradicionais, como
equações diferenciais parciais ou processos estocásticos, mas também é uma importante
ferramenta para equações integro-diferenciais e equações diferenciais funcionais, na mecânica
quântica ou na teoria do controle de dimensão infinita. A teoria dos semigrupos ainda é
aplicado com bastante sucesso em equações concretas de dinâmica populacional e teoria
do transporte, entre outros.

Estudamos a teoria de semigrupos de operadores lineares para aplicá-la em problemas
não lineares do tipo {

u′(t) = Au(t) + f(t, u(t)), t > 0,
u(0) = u0,

(0.0.2)

onde A : D(A) ⊂ X → X é um operador setorial e f : [0, T ] × X → X é uma função
Lipschitz cont́ınua em relação a segunda variável em qualquer subconjunto limitado de
X. Inicialmente, abordamos a teoria básica de semigrupos uniformemente cont́ınuos de
operadores lineares, com ênfase nos teoremas de Hille-Yosida e Lumer-Phillips. Em se-
guida, abordamos a transformada inversa de Laplace e o problema abstrato de Cauchy.
Posteriormente, estudamos problemas não lineares do tipo (0.0.2) e provamos resultados
relativos à regularidade e existência de solução. Por fim, abordamos equações e sistemas
de reação-difusão que são frequentemente encontrados como modelos matemáticos em
Qúımica, F́ısica e Biologia.

Para fins de ilustração, sejam d1, d2, ..., dm > 0 e seja D a matriz diagonal D =
diag(d1, d2, ..., dm). Um exemplo t́ıpico das aplicações é o problema{

ut(t, x) = D4u(t, x) + f(t, x, u(t, x)), t > 0, x ∈ Rn,
u(0, x) = u0(x), x ∈ Rn,

onde a função f : [0, T ] × Rn × Rm → Rm e o dado inicial u0 : Rn → Rm são dados. Esse
tipo de problema é frequentemente encontrado como modelos matemáticos nas ciências
aplicadas. A parte D4u(t, x) no sistema é chamada de parte de difusão, sendo os números
di chamados de coeficientes de difusão e f(t, x, u) é chamada de parte de reação.



Não obstante, usamos propriedades bem conhecidas das derivadas de primeira e se-
gunda ordem de funções de valor real em pontos de máximos ou de mı́nimos relativos
para encontrarmos estimativas para as soluções das várias equações diferenciais parciais
de primeira ou segunda ordem que tratamos na Seção 4. Essas técnicas são chamadas de
prinćıpio de máximo, e também são utilizadas para provar propriedades qualitativas das
soluções. Um dos problemas que aplicamos tais propriedades é dado pelo sistema

ut(t, x) = 4u(t, x) + f(u(t, x)) , t > 0, x ∈ Ω;
u(t, x) = 0, t > 0, x ∈ ∂(Ω);
u(0, x) = u0(x), x ∈ Ω,

onde u é uma função com valores em Rm, Ω é um subconjunto aberto e limitado de RN

com fronteira C2, u0 é uma função cont́ınua se anulando em ∂(Ω) e f : Rm → Rm é uma
função localmente Lipschitz tal que

〈y, f(y)〉 ≤ C(1 + |y|2), y ∈ Rm.

Estruturamos o trabalho da seguinte maneira:

No Caṕıtulo 1, enunciamos de forma introdutória alguns resultados básicos sobre ope-
radores lineares em espaços de Banach, alguns resultados clássicos de Análise Funcional e
da Teoria da Medida que podem ser encontrados em [2, Brezis] e em [9, Folland]. Além
disso, abordamos alguns resultados complementares envolvendo funções à valores vetori-
ais de uma variável complexa e Operadores Setoriais que podem ser encontrados em [19,
Stein] e [12, Lunardi], respectivamente.

No Caṕıtulo 2, estudamos os fatos básicos da teoria de semigrupos de operadores li-
neares cont́ınuos impresćındiveis ao entendimento das técnicas de soluções de equações
diferenciais. Grande parte da exposição estará concentrada na caracterização dos gerado-
res de semigrupos lineares já que nas aplicações da teoria, em geral, conhecemos a equação
diferencial e não o operador solução. Para esta explanação, apresentamos o Teorema de
Hille-Yosida, resultado que nos permite caracterizar o gerador infinitesimal de um semi-
grupo de classe C0, e o Teorema de Lumer-Phillips, que nos dá uma condição necessária
e suficiente para que um operador linear A seja o gerador infinitesimal de um semigrupo
de contrações. Ainda nessa seção, abordamos a caracterização geral de geradores inifini-
tesimais de C0-semigrupos de operadores lineares e limitados. Além disso, como algumas
equações nos fornecem grupos de operadores lineares, realizamos uma abordagem sobre
esse tema. Finalizando este caṕıtulo, a seção 2.7 é dedicada ao problema de representar
um semigrupo em termos de seu gerador infinitesimal. Usamos como base, as referências
[5], [7], [10] e [15].



No Caṕıtulo 3, apresentamos vários conceitos de solução para o problema abstrato de
Cauchy. Introduzimos os conceitos de solução clássica, forte e branda e analisamos a
relação entre estes tipos de soluções. Estudamos a existência e unicidade de solução para
equações da forma {

du

dt
(t) = Au(t) + f(t), t > 0

u(0) = x,
(0.0.3)

onde A é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo, f : [0, T ) → X uma função apro-
priada em um espaço de Banach X. O caṕıtulo 3 é realizada em três seções. Na primeira
seção, estudamos o problema (0.0.3) na sua forma homogênea, ou seja, quando f ≡ 0,
estabelecendo o conceito de solução clássica e o relacionando com as propriedades de
um gerador de um C0-semigrupo. A segunda seção é voltada para o estudo do problema
(0.0.3) na sua forma não homogênea, tendo como um dos principais resultado a Fórmula
da Variação das Constantes. A ferramenta principal que usaremos para tal estudo, é a
Teoria de Semigrupos de operadores lineares. Para finalizar, na quarta seção, abordamos
a existência local, singularidade, regularidade e a solução máxima definida para classe
de problemas de valor inicial descritos por (0.0.2). Além disso, estudamos Equações e
Sistemas de reação - difusão com a finalidade de utilizarmos técnicas associadas à teoria
de semigrupos de operadores. As definições, exemplos e resultados exibidos nesta seção,
seguem [5], [7] e [15].



Índice de notações

• N : conjunto dos números naturais;

• C : conjunto dos números complexos;

• R : conjunto dos números reais;

• N∗,R∗+,R∗−,R+,R− denotam, respectivamente, o conjunto conjunto dos números na-
turais não-nulos, o conjunto dos números reais positivos, negativos, não-negativos e não-
positivos;

• RN : espaço euclidiano N - dimensional, N ∈ N;

• R∗(I): coleção de todas as funções generalizadas Riemann integráveis em um inter-
valo I.

• X = (X, ‖ · ‖) denota um espaço de Banach com norma ‖ · ‖ : X → R+;

• L(X) = {f : X → X; f é linear e limitada} é o espaço de Banach dos operadores em
X com norma representada por ‖ · ‖ : L(X)→ R+;

• X∗ o espaço dual algébrico de X;

• x′(x) = 〈x, x′〉, para cada x ∈ X, x′ ∈ X ′.

Para um operador A : X → Y , temos as seguintes notações:

• D(A) é o domı́nio do operador A, que é um subespaço de X;

• R(A) é a imagem do operador A, que é um subespaço de Y ;

• Ker(A) é o núcleo do operador A, que é um subespaço de D(A);

• G(A) = {(x,Ax) ∈ X × Y ;x ∈ D(A)} é o gráfico do operador A.

• Ω é um subconjunto aberto do RN ;

• Ω é o fecho de Ω em RN .

• ∂Ω a fronteira de Ω, isto é, ∂Ω = Ω \ Ω;

• u′ = ut =
∂u

∂t
;

• ∂iu = uxi =
∂u

∂xi
;



• Dα = Dα1
1 Dα2

2 · · ·D
αN
N =

∂α1

∂xα11

∂α2

∂xα22

· · · ∂
αN

∂xαNN
é o operador de derivação de ordem α,

com α = (α1, α2, · · ·, αN) ∈ NN , |α| = α1 + · · ·+ αN ;

• ∆ =
N∑
i=1

∂2

∂x2
i

;

• C(I;X) o espaço das funções cont́ınuas u : I → X, onde I é um intervalo em R;

• B(I;X) o espaço das funções limitadas, munidos com a norma do supremo

‖u‖∞ = sup
t∈I
‖u(t)‖.

• Lp(Ω) = {u : Ω→ R,u é mensurável e
∫

Ω
|u|p <∞};

• C∞(Ω) = {u : Ω → R/Dαu ∈ C(Ω), ∀ α ∈ NN}, onde Dαu é derivada no sentido das
distribuições;

• Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω);Dαu ∈ Lp(Ω),∀ α ∈ NN , 0 ≤ |α| ≤ m}.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo enunciaremos de forma introdutória alguns resultados básicos sobre
operadores lineares em espaços de Banach, alguns resultados clássicos de Análise Funcio-
nal e da Teoria da Medida que podem ser encontrados em [2, Brezis] e em [9, Folland].
Além disso, abordamos alguns resultados complementares envolvendo funções à valores
vetoriais de uma variável complexa e Operadores Setoriais que podem ser encontrados em
[19, Stein] e [12, Lunardi], respectivamente. É importante deixar claro que a prova de
alguns Teoremas e Proposições serão ocultadas com a finalidade de deixar o texto sucinto,
já que a aplicação dos mesmos é o que interessa para o desenvolvimento da dissertação.

1.1 Operadores Lineares

Seja X um espaço de Banach com a norma ‖ · ‖. Denotamos por L(X) o espaço de
Banach de operadores lineares limitados T : X → X, munido com a norma

‖T‖L(X) = sup
x∈X:‖x‖=1

‖Tx‖ = sup
x∈X\{0}

‖Tx‖
‖x‖

.

Ao longo do texto, iremos considerar ‖T‖ ao invés de ‖T‖L(X). Do mesmo modo, se Y é
um outro espaço de Banach, denotamos por L(X, Y ) o espaço de Banach de operadores
lineares limitados de T : X → Y , munido com a norma

‖T‖L(X,Y ) = sup
x∈X:‖x‖=1

‖Tx‖Y .

Definição 1.1.1. Um operador linear A : D(A) ⊂ X → Y é limitado se existe c > 0, tal que

‖Ax‖Y ≤ c‖x‖X ∀x ∈ D(A).

1



Caso contrário, A é um operador ilimitado , isto é, se existe uma sequência {xn} ⊂
D(A) tal que

‖Axn‖Y
‖xn‖X

→∞ quando n→∞.

Lema 1.1.1. Se A : D(A) ⊂ X → Y é um operador linear, então as seguintes condições são
equivalentes:

(i) A é globalmente Lipschitz cont́ınuo em D(A), isto é,

∃L > 0; ‖Ax− Ay‖Y ≤ L‖x− y‖X , ∀ x, y ∈ D(A);

(ii) A é uniformemente cont́ınuo em D(A);

(iii) A é cont́ınuo em D(A);

(iv) A é cont́ınuo em x0 ∈ D(A);

(v) A é um operador linear limitado.

Prova: Ver [6, Proposição 1.4].

Definição 1.1.2. Um operador linear A : D(A) ⊂ X → Y é fechado se satisfaz uma das
seguintes propriedades equivalentes.

(i) O gráfico G(A) = {(x,Ax) ∈ X × Y : x ∈ D(A)} é um subespaço fechado de X × Y .

(ii) Se, para a sequência {xn} ∈ D(A) os limites lim
n→∞

xn = x ∈ X e lim
n→∞

Axn = y ∈ Y

existem, então x ∈ D(A) e Ay = x.

Se A : D(A) ⊂ X → Y é um operador fechado, munimos D(A) com a norma do gráfico

‖x‖D(A) = ‖x‖X + ‖Ax‖Y .

Lema 1.1.2. (Lema de Dini) Seja ϕ : [a, b]→ R uma função cont́ınua e diferenciável a direita
no intervalo [a, b). Se D+ϕ é cont́ınua em [a, b), então ϕ é continuamente diferenciável em
[a, b).

Prova: Ver [13, Lema 3.1.2].
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1.2 Resultados de Análise Funcional e da Teoria da Me-
dida

Teorema 1.2.1. (Banach-Steinhaus, Prinćıpio da Limitação Uniforme) SejamX e Y espaços
de Banach. Seja {Tλ}λ∈Γ uma famı́lia de operadores lineares limitados de X em Y . Suponha
que

sup
λ∈Γ

‖Tλx‖Y < +∞ ∀x ∈ X.

Então,

sup
λ∈Γ

‖Tλ‖L(X,Y ) < +∞,

isto é, existe C > 0 tal que

‖Tλx‖Y ≤ C‖x‖X ,

para todo x ∈ X e para todo λ ∈ Γ.

Prova: Ver [2, Teorema 2.2].

Teorema 1.2.2. Seja Y ⊂ X um subespaço vetorial tal que Y 6= X. Então, existe f ∈ X∗,
f 6= 0 tal que

f(x) = 0 para todo x ∈ Y.

Prova: Ver [2, Corolário 1.8]

Teorema 1.2.3. (Teorema do Gráfico Fechado) Sejam X e Y espaços de Banach e T : X →
Y um operador linear. Se o gráfico de T é fechado em X × Y , então T é cont́ınuo.

Prova: Ver [2, Teorema 2.9].

Teorema 1.2.4. (Teorema do Ponto Fixo de Banach) Sejam (X, d) um espaço métrico com-
pleto e F : X → X uma contração, isto é,

d(F (x), F (y)) ≤ kd(x, y) 0 ≤ k < 1.

Então existe um único ponto fixo p de F , isto é,

F (p) = p.

Prova: Ver [2, Teorema 5.7].
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Teorema 1.2.5. (Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue) Seja Ω um conjunto
e (fn) uma sequência de funções mensuráveis de Ω em C, f : X → C com

|fn(x)| ≤ g(x) q.t.p x ∈ Ω e ∀n ∈ N,

onde g é uma função integrável e

lim
n→+∞

fn(x) = f(x) q.t.p x ∈ Ω

Então,

lim
n→+∞

∫
Ω

fn(x)dx =

∫
Ω

f(x)dx.

Prova: Ver [1, Teorema 5.6].

Existe uma versão mais geral para o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue,
que é a seguinte:

Teorema 1.2.6. (Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue Generalizado) Seja
(fn) uma sequência de funções mensuráveis de Ω em C com

lim
n→+∞

fn(x) = f(x) q.t.p em Ω.

Suponha que existe uma sequência de funções integráveis (gn) verificando

· |fn(x)| ≤ g(x) ∀n ∈ N e q.t.p em Ω.

· lim
n→+∞

gn(x) = g(x) q.t.p em Ω.

· lim
n→+∞

∫
gn(x)dx =

∫
g(x)dx < +∞ .

Então, f é integrável e

lim
n→+∞

∫
Ω

fn(x)dx =

∫
Ω

f(x)dx.

Prova: Ver [9, Exerćıcio 20, pág.59]

Teorema 1.2.7. (Desigualdade de Gronwall - Forma Diferenciável) Seja η(·) uma função
de classe C1([0, T ]) não - negativa satisfazendo para quase todo t a desigualdade

η′(t) ≤ φ(t)η(t) + ψ(t), (1.2.1)

4



onde φ(·) e ψ(·) são funções integráveis, não-negativas em [0, T ]. Então

η(t) ≤ e
∫ t
0 φ(s)ds

[
η(0) +

∫ t

0

ψ(s)ds

]
,

para todo 0 ≤ t ≤ T . Em particular, se

η′ ≤ φη em [0, T ] e η(0) = 0,

então

η ≡ 0 em [0, T ].

Prova: Multiplicando (1.2.1) por e−
∫ t
0 φ(r)dr, obtemos

η′(s)e−
∫ t
0 φ(r)dr − φ(s)η(s)e−

∫ t
0 φ(r)dr ≤ e−

∫ t
0 φ(r)drψ(s),

isto é,

d

ds

(
η(s)e−

∫ t
0 φ(r)dr

)
≤ e−

∫ t
0 φ(r)drψ(s) q.t.p em [0, T ].

Integrando em [0, t], com 0 ≤ t ≤ T , obtemos pelo Teorema Fundamental do Cálculo,(
η(s)e−

∫ t
0 φ(r)dr

)∣∣∣∣t
0

≤
∫ t

0

e−
∫ t
0 φ(r)dr︸ ︷︷ ︸
≤1

dsψ(s);

o que implica,

η(t)e−
∫ t
0 φ(r)dr − η(0) ≤

∫ t

0

ψ(s)ds,

donde,

η(t) ≤ e
∫ t
0 φ(r)dr

[
η(0) +

∫ t

0

ψ(s)ds

]
,

demonstrando a primeira parte da desigualdade de Gronwall. Agora, se

η′ ≤ φη em [0, T ] e η(0) = 0,

temos,

η(t) ≤ e
∫ t
0 φ(r)drη(0) = 0;

logo,

η ≡ 0 em [0, T ].
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Teorema 1.2.8. (Desigualdade de Gronwall - Forma Integrável) Seja ξ(t) uma função
cont́ınua, não negativa em [0, T ], satisfazendo para quase todo t a desigualdade integral

ξ(t) ≤ C1

∫ t

0

ξ(s)ds+ C2, (1.2.2)

para constantes C1, C2 ≥ 0. Então,

ξ(t) ≤ C2(1 + C1te
C1t),

para quase todo 0 ≤ t ≤ T . Em particular, se

ξ(t) ≤ C1

∫ t

0

ξ(s)ds,

para quase todo 0 ≤ t ≤ T , então

ξ(t) = 0 q.t.p em [0, T ].

Prova: Defina

η(t) =

∫ t

0

ξ(s)ds.

Temos η(·) é não negativa e de classe C1, então pelo teorema fundamental do cálculo,

η′(t) = ξ(t) ≤ C1

∫ t

0

ξ(s)ds+ C2 = C1η(t) + C2,

isto é,

η′(t) = C1η(t) + C2 q.t.p em [0, T ].

Logo, pela Desigualdade de Gronwall (forma diferenciável) obtemos∫ t

0

ξ(s)ds ≤ C2te
C1t,

multiplicando por C1 e somando com C2 a última desigualdade e usando (1.2.2) con-
clúımos que

ξ(t) ≤ C2(1 + C1te
C1t), q.t.p em [0, T ].

A segunda parte é imediata.
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1.3 Funções à valores vetoriais de uma variável complexa

Sejam Ω um subconjunto aberto de C, X um espaço de Banach com a norma ‖ · ‖,
f : Ω → X uma função cont́ınua e γ = {h(t);h : [a, b] → Ω} uma curva de classe C1 por
partes. A integral de f ao longo de γ é definida por∫

γ

f(z)dz =

∫ b

a

f(h(t))h′(t)dt. (1.3.1)

Consideremos Γ um subconjunto aberto C e f : Ω→ X uma função cont́ınua. Como usual,
denotamos por X ′ o espaço dual de X, consistindo de todos os operadores lineares de X
em C. Para cada x ∈ X, x′ ∈ X ′, fixamos x′(x) = 〈x, x′〉.
Definição 1.3.1. Dizemos que f : Ω → X é holomorfa (ou anaĺıtica) em Ω se para cada
z0 ∈ Ω o limite

lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0

:= f ′(z0)

existe em X. Dizemos que f é fracamente holomorfa se f é cont́ınua em Ω e a função à
valores complexos z → 〈f(z), x′〉 é holomorfa em Ω, para todo x′ ∈ X ′

Claramente, uma função holomorfa é fracamente holomorfa. O teorema a seguir mos-
tra que a rećıproca também é verdade e iremos demonstrá-lo visando enunciar a Fórmula
da Integral de Cauchy, já que a utilizaremos ao longo da dissertação.

Teorema 1.3.1. Seja f : Ω→ X uma função fracamente holomorfa. Então f é holomorfa.

Prova: Seja B(z0, x) uma bola fechada contida Ω. Mostraremos que para todo z ∈ B(z0, x),
vale a seguinte fórmula da integral de Cauchy:

f(z) =
1

2π

∫
∂B(z0,r)

f(ξ)

ξ − z
dξ. (1.3.2)

Em primeiro lugar, observamos que o lado direito de (1.3.2) está bem definido, porque f
é cont́ınua. Sendo f fracamente holomorfa em Ω a função à valores complexos

z → 〈f(z), x′〉 é holomorfa em Ω, para todo x′ ∈ X ′,

e consequentemente,

〈f(z), x′〉 =
1

2π

∫
∂B(z0,r)

〈f(ξ), x′〉
ξ − z

dξ =

〈
1

2π

∫
∂B(z0,r)

f(ξ)

ξ − z
dξ, x′

〉
.

Sendo x′ ∈ X ′ arbitrário, obtemos (1.3.2). Podemos diferenciar com respeito a z sobre o
sinal de integração , de forma que f é holomorfa e

fn(z) =
n!

2π

∫
∂B(z0,r)

f(ξ)

(ξ − z)n+1
dξ,

para todo z ∈ B(z0, r) e n ∈ N.
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Definição 1.3.2. Seja D um aberto conexo. Dizemos que D é simplesmente conexo se o
interior de qualquer contorno contido em D, está contido em D.

Teorema 1.3.2. (Teorema de Cauchy) Seja f : D → C uma função holomorfa num domı́nio
simplesmente conexo D ⊂ C. Então, para toda curva fechada γ que possui seus pontos e seu
interior pertencentes a D, temos ∫

γ

f(z)dz = 0.

Prova: Para cada x′ ∈ X ′, a função de valores complexos z → 〈f(z), x′〉 é holomorfa em Ω
e, portanto,

0 =

∫
γ

〈f(z), x′〉dz =

〈∫
γ

f(z)dz, x′
〉
.

Proposição 1.3.1. (Série de Newman) Se T ∈ L(X), então a série de potências

F (z) =
∞∑
k=0

zkT k, z ∈ C,

(chamada série de Newman de (I − zT )−1 ) é convergente no disco B(0, 1/r(T )), onde

r(T ) = lim sup
n→∞

n
√
‖T n‖.

Além disso, |z| < 1/r(T ) implica F (z) = (I − zT )−1, e |z| < 1/‖T‖ implica

‖(I − zT )−1‖ ≤ 1

1− |z| ‖T‖
.

Prova: Ver [17, Proposição B.7]
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Caṕıtulo 2

Teoria de Semigrupos

2.1 Semigrupos Uniformemente Cont́ınuos de Operado-
res Lineares Limitados

Nesta seção, X é um espaço de Banach e L(X) representa o espaço dos operadores
lineares cont́ınuos de X em X.

Definição 2.1.1. Uma famiĺıa {T (t)}t≥0 de operadores lineares limitados de X em X é um
semigrupo de operadores lineares limitados em X se

1. T (0) = I, onde I é o operador identidade em X;

2. T (t+ s) = T (t)T (s), para todo t, s ≥ 0.

Definição 2.1.2. Um semigrupo de operadores lineares limitados, {T (t)}t≥0, é uniforme-
mente cont́ınuo se

lim
t→0+
‖T (t)− I‖ = 0 (2.1.1)

Definição 2.1.3. Seja {T (t)}t≥0 um semigrupo uniformemente cont́ınuo de operadores line-
ares limitados em X e

D(A) =

{
x ∈ X; lim

t→0+

T (t)x− x
t

existe
}
. (2.1.2)

O operador A : D(A) ⊂ X → X definido por

Ax = lim
t→0+

T (t)x− x
t

=
d+T (t)x

dt

∣∣∣∣
t=0

, para todo x ∈ D(A), (2.1.3)

é chamado de gerador infinitesimal do semigrupo {T (t)}t≥0
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Esta seção é dedicada ao estudo de semigrupos uniformemente cont́ınuos de operado-
res lineares limitados. A partir da definição, é claro que se T (t) é um semigrupo uniforme-
mente cont́ınuo de operadores lineares limitados, então

lim
s→t
‖T (s)− T (t)‖ = 0. (2.1.4)

Com efeito, fazendo s = t+ h.0, temos que

lim
s→t
‖T (s)− T (t)‖ = lim

h→0
‖T (t+ h)− T (t)‖

= lim
h→0
‖T (t)T (h)− T (t)‖

= lim
h→0
‖T (t)(T (h)− I)‖

≤ lim
h→0
‖T (t)‖ ‖T (h)− I‖ = 0.

isto é,
lim
s→t+
‖T (s)− T (t)‖ = 0,

o limite pela esquerda é análogo. Portanto, lim
s→t
‖T (s)− T (t)‖ = 0, ou seja, T (t) é cont́ınuo

em cada t ≥ 0.

O próximo teorema nos dá uma relação entre um operador linear limitado e um semi-
grupo de operadores lineares limitados uniformemente cont́ınuo. Mas para demonstrá-lo
precisamos de alguns resultados os quais apresentamos a seguir.

Lema 2.1.1. Seja A um operador linear limitado em X e considere os operadores

T (t) = etA =
∞∑
n=0

(tA)n

n!
, t ≥ 0. (2.1.5)

Então, são válidas as seguintes afirmações sobre T (t):

(a) Está bem definido;

(b) É linear;

(c) É limitado;

(d) Satisfaz as condições 1 e 2 da Definição 2.1.1.

Observe que os itens (a), (b), (c) e (d) garantem que a famı́lia {T (t)}t≥0 é um semigrupo
de operadores lineares limitados para todo t ≥ 0.

Prova:: Para provar o item (a), note que como A ∈ L(X) segue que

‖tA‖n

n!
≤ (|t‖A‖)n

n!
,
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como a série do membro direito da desigualdade acima converge, segue que a série do
membro esquerdo também converge. Dáı, a série

T (t) =
∞∑
n=0

(tA)n

n!
,

converge absolutamente e como L(X) é de Banach, a série acima é convergente para todo
t ≥ 0. Logo, T (t) está bem definida.

Para provarmos o item (b), observemos que dados x,y ∈ X e α,β ∈ K, temos

T (t)(αx+ βy) =

( ∞∑
n=0

tnAn

n!

)
(αx+ βy)

= α

( ∞∑
n=0

tnAn

n!

)
x+ β

( ∞∑
n=0

tnAn

n!

)
y

= αT (t)x+ βT (t)y.

Logo, T (t) é linear.

Para mostrarmos o item (c), notemos que

‖T (t)‖ =

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∞∑
n=0

(tA)n

n!

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣ lim
N→∞

N∑
n=0

(tA)n

n!

∣∣∣∣∣∣∣∣ = lim
N→∞

∣∣∣∣∣∣∣∣ N∑
n=0

(tA)n

n!

∣∣∣∣∣∣∣∣
≤ lim

N→∞

N∑
n=0

|t|n‖A‖n

n!
=
∞∑
n=0

|t|n‖A‖n

n!
= et‖A‖, t ≥ 0.

Isto é,

‖etA‖ ≤ et‖A‖, para todo t ≥ 0. (2.1.6)

Logo, T (t) é limitado.

Finalmente, provaremos (d). Primeiramente, note que,

•T (0) = e0A = I + 0A+
02A2

2!
+ ... = I.

Logo, mostramos que vale (1). Para mostrarmos que vale (2), lembremos da fórmula de
Cauchy para produto de séries;( ∞∑

n=0

an

)( ∞∑
n=0

bn

)
=
∞∑
n=0

n∑
k=0

akbn−k, (2.1.7)

e do Binômio de Newton;

(x+ y)n =
n∑
k=0

(
n!

k!(n− k)!

)
xn−kyk. (2.1.8)
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Dáı,

•T (t)T (s) = eAteAs =

( ∞∑
k=0

(tA)k

k!

)( ∞∑
j=0

(sA)j

j!

)
=
∞∑
k=0

∞∑
j=0

(tA)k

k!

(sA)j

j!

=2.1.7

∞∑
k=0

k∑
l=0

(tA)l

l!

(sA)k−l

(k − j)!

=
∞∑
k=0

k∑
l=0

tlsk−lAk

l!(k − l)!

(
k!

k!

)

=
∞∑
k=0

1

k!

k∑
l=0

(
k!

l!(k − l)!

)
tlsk−lAk

=2.1.8

∞∑
k=0

1

k!
(t+ s)kAk

= eA(t+s) = T (t+ s).

Logo, provamos o item (d) e consequentemente, conclúımos a demonstração do lema.

Lema 2.1.2. Se {T (t)}t≥0 é um semigrupo de operadores lineares limitados uniformemente
cont́ınuo em X, então existe ρ > 0 tal que∣∣∣∣∣∣∣∣I − 1

ρ

∫ ρ

0

T (s)ds

∣∣∣∣∣∣∣∣ < 1

Prova: pela relação (2.1.4), T (s) é cont́ınuo em cada s ≥ 0, assim a integral, no
sentido de Riemann,

∫ t
0
T (s)ds, existe. Defina φ(t) =

∫ t
0
T (s)ds, com φ : [0,+∞)→ X, pelo

Teorema Fundamental do Cálculo, temos
dφ(t)

dt
= T (t) e, portanto,

I = T (0) = lim
h→0+

φ(0 + h)− φ(0)

h
= lim

h→0+

1

h

∫ h

0

T (s)ds,

ou seja, dado ε > 0, temos ∣∣∣∣∣∣∣∣1h
∫ h

0

T (s)ds− I
∣∣∣∣∣∣∣∣ < ε,

em particular, para ε = 1 e h = ρ > 0, obtemos∣∣∣∣∣∣∣∣I − 1

ρ

∫ ρ

0

T (t)dt

∣∣∣∣∣∣∣∣ < 1,

como queŕıamos.
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Lema 2.1.3. Seja A ∈ L(X). Se ‖A‖ ≤ 1, então (I − A)−1 existe e é um operador linear
limitado.

Prova : Para cada n ∈ N, definimos

Sn =
n∑
k=0

Ak.

Sabemos que

‖An‖ ≤ ‖A‖n, para todo n ∈ N.

Assim, para p,q ∈ N, com p ≤ q, obtemos

‖Sp − Sq‖ =

∣∣∣∣∣∣∣∣ p∑
k=0

Ak −
q∑

k=0

Ak
∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣ q∑
k=p+1

Ak
∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ q∑

k=p+1

‖Ak‖ ≤
q∑

k=p+1

‖A‖k. (2.1.9)

Agora, fazendo a mudança i = k − p, temos

q∑
k=p+1

‖A‖k =

q−p∑
i=1

‖A‖i‖A‖p. (2.1.10)

De (2.1.9) e (2.1.10), adquirimos a seguinte desigualdade

‖Sp − Sq‖ ≤
q∑

k=p+1

‖A‖k =

q−p∑
i=1

‖A‖i‖A‖p ≤
∞∑
i=1

‖A‖i‖A‖p =

(
1

1− ‖A‖
‖A‖p

)
,

pois, por hipótese, ‖A‖ < 1. Consequentemente, ‖Sp − Sq‖ → 0 quando p → ∞, ou seja,
(Sn)n∈N é uma sequência de Cauchy em L(X). Portanto, Sn → S, para algum S ∈ L(X).
Além disso, como A comuta com qualquer uma de suas potências, temos que para todo
n ∈ N,

Sn+1 =
n+1∑
k=0

Ak = I +
n+1∑
k=1

Ak = I + A

n∑
k=0

Ak = I + ASn = I + SnA,

fazendo n→∞, segue que

S = I + SA ⇒ I = S(I − A) = (I − A)S,

donde, I − A é invert́ıvel. E mais

∞∑
n=0

An = (I − A)−1.
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Teorema 2.1.1. Um operador linear A é o gerador infinitesimal de um semigrupo uniforme-
mente cont́ınuo se, e somente se, A é um operador linear limitado.

Prova: : Seja {T (t)}t≥0 um semigrupo de operadores lineares limitados uniformemente
cont́ınuo em X. pelo Lema 2.1.2, existe ρ > 0 tal que∣∣∣∣∣∣∣∣I − 1

ρ

∫ ρ

0

T (t)dt

∣∣∣∣∣∣∣∣ < 1.

Disso e pelo Lema 2.1.3, o operador

I −
(
I − 1

ρ

∫ ρ

0

T (t)dt

)
=

1

ρ

∫ ρ

0

T (t)dt,

é invert́ıvel e, consequentemente,
∫ ρ

0
T (t)dt também o é. Agora para todo h > 0 e h < ρ,

tem-se

T (h)− I
h

∫ ρ

0

T (t)dt =
1

h

(∫ ρ

0

T (t+ h)dt−
∫ ρ

0

T (t)dt

)
=

1

h

(∫ ρ+h

h

T (t)dt−
∫ ρ

0

T (t)dt

)
=

1

h

[(∫ ρ+h

0

T (t)dt−
∫ h

0

T (t)dt

)
−
(∫ ρ+h

0

T (t)dt−
∫ ρ+h

ρ

T (t)dt

)]
=

1

h

∫ ρ+h

ρ

T (t)dt− 1

h

∫ h

0

T (t)dt,

donde,

T (h)− I
h

=

(
1

h

∫ ρ+h

ρ

T (t)dt− 1

h

∫ h

0

T (t)dt

)(∫ ρ

0

T (t)dt

)−1

.

Assim,

lim
h→0+

T (h)− I
h

= lim
h→0+

[(
1

h

∫ ρ+h

ρ

T (t)dt− 1

h

∫ h

0

T (t)dt

)(∫ ρ

0

T (t)dt

)−1]
. (2.1.11)

Mostraremos mais adiante, no Teorema 2.2.2, que

lim
h→0+

1

h

∫ t+h

t

T (s)ds = T (s), para todo t ≥ 0.

Dáı, usando a afirmação acima em (2.1.11), obtemos

lim
h→0+

T (h)− I
h

= (T (ρ)− I)

(∫ ρ

0

T (t)dt

)−1

,
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que é, por definição, o gerador infinitesimal de {T (t)}t≥0. Portanto,

A = (T (ρ)− I)

(∫ ρ

0

T (t)dt

)−1

é um operador linear limitado, já que T (t) ∈ L(X).

Reciprocamente, seja A : D(A) ⊂ X → X um operador linear limitado em X. Defini-
mos o operador

T (t) = etA =
∞∑
n=0

(tA)n

n!
, t ≥ 0.

Mostraremos que {T (t)}t≥0 é um semigrupo uniformemente cont́ınuo gerado por A. Para
isso, notemos que pelo Lema 2.1.1, {T (t)}t≥0 é um semigrupo de operadores lineares
limitados definidos em X. Resta provarmos que {T (t)}t≥0 é uniformemente cont́ınuo em
X. Para tanto, notemos que

etA =
∞∑
n=0

(tA)n

n!
= I +

∞∑
n=1

(tA)n

n!
.

Dáı,

‖T (t)− I‖ = ‖etA − I‖ =

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∞∑
n=1

(tA)n

n!

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣tA ∞∑
n=1

(tA)n−1

n!

∣∣∣∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣∣∣∣tA ∞∑
n=1

(tA)n−1

(n− 1)!

∣∣∣∣∣∣∣∣
≤ ‖tA‖

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∞∑
m=0

(tA)m

m!

∣∣∣∣∣∣∣∣
≤ t‖A‖‖etA‖
≤ t‖A‖et‖A‖ <∞,

para todo t ≥ 0. Logo, ‖T (t) − I‖ → 0, quando t → 0+. Conclúımos que {T (t)}t≥0 é um
semigrupo de operadores lineares limitados uniformemente cont́ınuo.

Por fim, como para todo t ≥ 0,

T (h)− I
h

=
1

t

[( ∞∑
n=1

(tA)n

n!

)
− I
]

=
∞∑
n=1

tn−1An

n!
= A

[ ∞∑
n=1

tnAn

(n+ 1)!

]
,

segue que,∣∣∣∣∣∣∣∣T (h)− I
h

− A
∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣A[( ∞∑
n=1

tnAn

(n+ 1)!

)
− I
]∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∣∣∣∣A ∞∑

n=1

tnAn

n!

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ ‖A‖ ‖T (t)− I‖,

15



mas ‖T (t)− I‖ → 0, quando t→ 0+. Assim∣∣∣∣∣∣∣∣T (h)− I
h

− A
∣∣∣∣∣∣∣∣→ ‖A‖ · 0 = 0,

quando t→ 0+. Isto é,

lim
t→0+

T (t)− I
t

= A.

Em outras palavras, o operador linear limitado A é o gerador infinitesimal de semigrupo
uniformente cont́ınuo {T (t)}t≥0 em X.

Veja que da Definição 2.1.3 é claro que um semigrupo {T (t)}t≥0 tem um único gerador
infinitesimal. Ainda, pelo Teorema 2.1.1, todo operador linear limitado A é o gerador
infinitesimal de um semigrupo uniformemente cont́ınuo {T (t)}t≥0. O próximo resultado
se refere a unicidade desse semigrupo.

Teorema 2.1.2. Sejam {T (t)}t≥0 e {S(t)}t≥0 semigrupos de operadores lineares limitados
uniformemente cont́ınuos. Se

lim
h→0+

T (t)− I
t

= A = lim
h→0+

S(t)− I
t

,

então, T (t) = S(t) para todo t ≥ 0.

Prova: Mostremos que dado a > 0, T (t) = S(t) para todo 0 ≤ t ≤ a. Seja a > 0 fixado.
Como as funções f, g : R+ → R+ dadas por f(t) = ‖T (t)‖ e g(t) = ‖S(t)‖ são cont́ınuas em
t ∈ R+, existe C ∈ R tal que

‖T (t)‖ ‖S(s)‖ ≤ C, ∀s, t ∈ [0, a].

Além disso, para ε > 0, existe δ > 0 tal que

1

h
‖T (h)− S(h)‖ ≤

∣∣∣∣∣∣∣∣T (h)− I
h

− A
∣∣∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣∣∣S(h)− I
h

− A
∣∣∣∣∣∣∣∣

<
ε

aC
, ∀h ∈ (0, δ]. (2.1.12)

Seja 0 ≤ t ≤ a e escolha n ≥ 1 tal que t
n
< δ. Então da propriedade de semigrupo e de
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(2.1.12) segue que

‖T (t)− S(t)‖ =

∣∣∣∣∣∣∣∣T(n tn
)
S

(
n
t

n

)∣∣∣∣∣∣∣∣
≤

n−1∑
k=0

∣∣∣∣∣∣∣∣T((n− k)
t

n

)
S

(
kt

n

)
− T

(
(n− k − 1)

t

n

)
S

(
(k + 1)

n
t

)∣∣∣∣∣∣∣∣
≤

n−1∑
k=0

∣∣∣∣∣∣∣∣T((n− k − 1)
t

n

)
T

(
t

n

)
S

(
kt

n

)
− T

(
(n− k − 1)

t

n

)
S

(
(k + 1)

n
t

)∣∣∣∣∣∣∣∣
≤

n−1∑
k=0

∣∣∣∣∣∣∣∣T((n− k − 1)
t

n

)
T

(
t

n

)
S

(
kt

n

)
− T

(
(n− k − 1)

t

n

)
S

(
kt

n

)
S

(
t

n

)∣∣∣∣∣∣∣∣
≤

n−1∑
k=0

∣∣∣∣∣∣∣∣T((n− k − 1)
t

n

)∣∣∣∣∣∣∣∣ ∣∣∣∣∣∣∣∣T( tn
)
− S

(
t

n

)∣∣∣∣∣∣∣∣ ∣∣∣∣∣∣∣∣S(ktn
)∣∣∣∣∣∣∣∣

≤ nC
ε

aC

t

n
≤ ε.

Como ε é arbitrário, concluimos que T (t) = S(t) para 0 ≤ t ≤ a. Para s ≥ a, escreva
s = na+ r, onde 0 ≤ a e n ∈ N. Nestas condições, obtemos

T (s) = T (na+ r) = T (na)T (r) = [T (a)]nT (r) = [S(a)]nS(r) = S(na+ r) = S(s).

O que prova que T (t) = S(t), para todo t ≥ 0.

Corolário 2.1.1. Se {T (t)}t≥0 é um semigrupo de operadores lineares limitados uniforme-
mente cont́ınuo em X, então

(a) Existe uma constante w ≥ 0 tal que ‖T (t)‖ ≤ ewt para todo t ≥ 0 ;

(b) Existe um único operador linear limitado A tal que T (t) = etA ;

(c) O operador A de (b) é o gerador infinitesimal de T (t) ;

(d) A função t→ T (t) é diferenciável em t ≥ 0 na topologia uniforme de operadores e

dT (t)

dt
= AT (t) = T (t)A.

Prova: (a) Como T (t) = etA, para cada t ≥ 0, então

‖T (t)‖ = etA =

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∞∑
n=0

(tA)n

n!

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ ∞∑
n=0

‖(tA)‖n

n!
≤

∞∑
n=0

tn‖A‖n

n!
= et‖A‖ ≤ etw,

já que ‖A‖ ≤ w, para algum w ≥ 0, pois A ∈ L(X).
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(b) Por hipótese, {T (t)}t≥0 é um semigrupo de operadores lineares limitados uniforme-
mente cont́ınuo em X, então pelo Teorema 2.1.1, o gerador infinitesimal A de {T (t)}t≥0

é um operador linear limitado, o qual é único. Por esse mesmo teorema, sabemos que A
também é o gerador infinitesimal de {etA}t≥0. Portanto, pelo Teorema 2.1.2, segue que
T (t) = etA.

(c) De (b), segue que A é o gerador infinitesimal de etA e T (t) = etA. Portanto, A é o
gerador infinitesimal de T (t).

(d) pelo item (c), A é o gerador infinitesimal de {T (t)}t≥0, ou seja

lim
h→0+

T (h)− I
h

= A.

Como T (t) ∈ L(X), então A ∈ L(X) e T (t) é derivável à direita no ponto 0,

d+T (0)

dt
= A.

Ainda mais, para todo h > 0, temos

T (t+ h)− T (t)

h
=
T (t)T (h)− T (t)

h
= T (t)

(T (h)− I)

h
,

como o segundo membro da igualdade converge para T (t)A, resulta que T é derivável à
direita em todo t ≥ 0 ;

d+T (t)

dt
= T (t)A.

Além disso,

T (t− h)− T (t)

−h
=

T (t− h)− T (t− h+ h)

−h

=
T (t− h)− T (t− h)T (h)

−h

= T (t− h)

(
T (h)− I

h

)
,

como o segundo membro da igualdade converge para T (t)A, resulta que T é derivável à
esquerda em todo t ≥ 0 ;

d−T (t)

dt
= A.

Logo, T (t) é diferenciável e

dT (t)

dt
= T (t)A = AT (t),

e a prova do Teorema está completa.
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2.2 Semigrupos fortemente cont́ınuos de operadores line-
ares limitados

Nesta seção, introduzimos uma classe de semigrupos de operadores lineares, estrita-
mente maiores do que a de semigrupos uniformemente cont́ınuos, classe que se mostra
muito útil no estudo de muitas equações diferenciais parciais. Ao longo desta seção, X
será um espaço de Banach.

Definição 2.2.1. Um semigrupo de operadores lineares limitados {T (t)}t≥0 em X é um semi-
grupo fortemente cont́ınuo, ou um C0 - semigrupo, se para todo x ∈ X, tem-se

lim
t→0+

T (t)x = x (2.2.1)

O teorema a seguir mostra que todo semigrupo fortemente cont́ınuo possui uma limitação
exponencial.

Teorema 2.2.1. Seja {T (t)}t≥0 um C0 - semigrupo. Então existem constantes w ≥ 0 e M ≥ 1
tais que

‖T (t)‖ ≤Mewt para 0 ≤ t <∞ (2.2.2)

Prova: Com a continuidade forte do semigrupo em t = 0, mostremos que existem constan-
tes η > 0 e M ≥ 1 tais que

‖T‖ ≤M,∀t ∈ [0, η],

em outras palavras, ‖T (t)‖ é uniformemente limitada em [0, η]. De fato, suponhamos o
caso contrário, ou seja, que existe uma sequência {tn}n∈N ⊂ R+ tal que

tn ≥ 0 ∀n ∈ N, lim
n→∞

tn = 0 e ‖T (tn)‖ ≥ n, ∀n ∈ N,

com isso, teŕıamos que sup
n∈N
‖T (tn)‖ = ∞ e assim, pelo Prinćıpio da Limitação Uniforme

(ver Teorema 1.2.1), existiria x ∈ X tal que sup
n∈N
‖T (tn)x‖ =∞ . Dáı, o conjunto {‖T (tn)‖ :

n ∈ N} é não limitado, contrariando o fato de {T (t)}t≥0 se um C0 - semigrupo. Portanto,
‖T (t)‖ é limitada em [0, η], para algum η > 0, isto é, para algum M ≥ 0, temos que

‖T (t)‖ ≤M, ∀t ∈ [0, η].

Desde que T (0) = I, então M ≥ 1. Definimos, então

w =
lnM

η
≥ 0. (2.2.3)
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Sabemos que dado qualquer t ≥ 0, podemos escrevê-lo da forma t = nη + δ, para alguns
n ∈ N e δ ∈ [0, η]. Além disso, de 2.2.3, vem que

n =
t− δ
η

<
t

η
e ewt = etη

−1lnM = M
t
n

Dáı, disso e usando a propriedade de semigrupo, conclúımos que

‖T (t)‖ = ‖T (nη + δ)‖ = ‖T (nη)T (δ)‖
≤ ‖T (nη)‖‖T (δ)‖
≤ ‖T (η)‖n‖T (δ)‖
= MnM

≤ MM
t
η

= Mewt,

resumindo,

‖T (t)‖ ≤Mewt, para todo t ≥ 0.

Corolário 2.2.1. Seja {T (t)}t≥0 um C0 - semigrupo. Então para cada x a função f : R+ → X
dada por

f(t) = T (t)x, ∀x ∈ X,

é uma função cont́ınua.

Prova: Pelo Teorema 2.2.1, existem M,w ≥ 0 tais que ‖T (t)‖ ≤Mewt para todo t ≥ 0. Dáı,
para x ∈ X, t, h ≥ 0 temos que

‖f(t+ h)− f(t)‖ = ‖T (t+ h)x− T (t)x‖
= ‖T (t)T (h)x− T (t)x‖
= ‖T (t)(T (h)x− x)‖
≤ ‖T (t)‖‖T (h)x− x‖
≤ Mewt‖T (h)x− x‖,

como ‖T (h)x− x‖ → 0, quando h→ 0+, pois {T (t)}t≥0 é um C0 - semigrupo, segue que

‖f(t+ h)− f(t)‖ ≤Mewt‖T (h)x− x‖ → 0,

quando h→ 0+. Além disso, para 0 ≤ h ≤ t, obtemos

‖f(t− h)− f(t)‖ = ‖T (t− h)x− T (t)x‖
≤ ‖T (t− h)‖‖x− T (h)x‖
≤ Mewt‖x− T (h)x‖.
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Novamente, pelo fato de {T (t)}t≥0 ser um C0 - semigrupo, é verdade que

‖f(t)− f(t− h)‖ ≤Mewt‖T (h)x− x‖ → 0,

quando h→ 0+. Portanto, f é cont́ınua.

Teorema 2.2.2. Sejam {T (t)}t≥0 um C0 - semigrupo e A seu gerador infinitesimal. Então, as
seguintes propriedades são válidas

(a) Para todo x ∈ X,

lim
h→0

1

h

∫ t+h

t

T (s)xds = T (t)x

(b) Para todo x ∈ X e t ≥ s ≥ 0,
∫ t
s
T (τ)xdτ ∈ D(A) e

A

∫ t

s

T (τ)xdτ = T (t)x− T (s)x.

(c) Para todo x ∈ D(A), T (t)x ∈ D(A) e

d

dt
T (t)x = AT (t)x = T (t)Ax

(d) Para todo x ∈ D(A) e t ≥ s ≥ 0,

T (t)x− T (s)x = A

∫ t

s

T (τ)xdτ =

∫ t

s

T (τ)Axdτ

Prova: (a) Defina φ(t) =
∫ t

0
T (s)ds, onde φ : [0,+∞)→ X. Pelo Teorema Fundamental do

Cálculo, temos
dφ(t)

dt
= T (t) e, portanto,

T (t)x = lim
h→0+

φ(t+ h)− φ(t)

h
= lim

h→0+

1

h

∫ t+h

t

T (s)xds.

(b) Sejam x ∈ X e h > 0. Então

T (h)− I
h

(∫ t

s

T (τ)xdτ

)
=

1

h

∫ t

s

(T (τ + h)x− T (τ)x)dτ

=
1

h

∫ t

s

T (τ + h)xdτ − 1

h

∫ t

s

T (τ)xdτ

=
1

h

∫ t+h

s+h

T (τ)xdτ − 1

h

∫ t

s

T (τ)xdτ

=
1

h

∫ t+h

t

T (τ)xdτ − 1

h

∫ s+h

s

T (τ)xdτ.
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Dáı, fazendo h→ 0+, segue por (a) que

lim
h→0+

T (h)− I
h

(∫ t

s

T (τ)xdτ

)
= T (t)x− T (s)x.

Portanto, da definição de gerador infinitesimal obtemos
∫ t
s
T (τ)xdτ ∈ D(A) e queA

∫ t
s
T (τ)xdτ =

T (t)x− T (s)x.

(c) Sejam x ∈ D(A) e h > 0. Então,

T (h)− I
h

T (t)x =
T (t+ h)− T (t)

h
x = T (t)

(
T (h)− I

h

)
x → T (t)Ax,

quando h→ 0+. Logo, T (t)x ∈ D(A) e AT (t)x = T (t)Ax. Além disso, também conclúımos
que d+T (t)x

dt
= AT (t)x = T (t)Ax. Vamos mostrar agora que d−T (t)x

dt
= T (t)Ax para t ≥ 0.

Com efeito,

lim
h→0+

∣∣∣∣∣∣∣∣(T (t)x− T (t− h)x

h
− T (t)Ax

)∣∣∣∣∣∣∣∣ = lim
h→0+

∣∣∣∣∣∣∣∣(T (t− h+ h)x− T (t− h)x

h
− T (t)Ax

)∣∣∣∣∣∣∣∣
= lim

h→0+

∣∣∣∣∣∣∣∣(T (t− h)T (h)x− T (t− h)x

h
− T (t)Ax

)∣∣∣∣∣∣∣∣
≤ lim

h→0+
‖T (t− h)‖

∣∣∣∣∣∣∣∣(T (h)x− x
h

− Ax
)∣∣∣∣∣∣∣∣

+ lim
h→0+

‖T (t− h)Ax− T (t)Ax‖.

como ambos os termos do lado direito da desigualdade acima estão tendendo a zero,

o primeiro porque x ∈ D(A), lim
h→0+

T (h)x− x
h

= A(x), e ‖T (t − h)‖ é limitado quando

0 ≤ h ≤ t e o segundo é em virtude da continuidade de T (t) em cada t ≥ 0 (veja (2.1.4)).
Portanto,

d

dt
T (t)x = AT (t)x = T (t)Ax, ∀x ∈ D(A) e t ≥ 0.

(d) Sejam x ∈ D(A) e s, t ≥ 0. Por (a) e (c) temos que

T (t)x− T (s)x =

∫ t

s

d

dt
T (τ)xdτ

=

∫ t

s

T (τ)Axdτ

= A

∫ t

s

T (τ)xdτ.

No próximo resultado mostraremos duas propriedades básicas do gerador de um C0-
semigrupo: a densidade do domı́nio e o fechamento do gráfico.
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Corolário 2.2.2. Se A é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo {T (t)}t≥0 , então A é
um operador linear fechado e D(A) é denso em X.

Prova: Para x ∈ X e t > 0 definimos xt = 1
t

∫ t
0
T (s)xds. Pela parte (b) do Teorema 2.2.2

sabemos que xt ∈ D(A) para todo t > 0 e pelo item (a) do mesmo teorema

lim
t→0

xt = lim
t→0

1

t

∫ t

0

T (s)xds = T (0)x = x,

ou seja, xt → x, quando t→ 0. Dáı, x ∈ D(A). Logo, D(A) ⊃ X. Portanto, D(A) = X, isto
é, D(A) é denso em X.

Vejamos agora que A é um operador linear fechado. A linearidade de A é óbvia. Para
provarmos que A é um operador fechado, consideremos {xn}n∈N ∈ D(A), x, y ∈ X, tais
que xn → x e Axn → y quando n→∞. Da parte (d) do Teorema 2.2.2 segue que

T (t)xn − xn =

∫ t

0

T (s)Axnds. (2.2.4)

Afirmamos que T (t)Axn → T (s)y, quando n → ∞. De fato, pelo Teorema 2.2.1, existem
M ≥ 1 e w ≥ 0, tais que ‖T (s)‖ ≤Mewt para todo s ∈ [0, t], logo, se s ∈ [0, t], então

‖T (s)Axn − T (s)y‖ ≤ ‖T (s)‖ ‖Axn − y‖ ≤Mewt‖Axn − y‖,

ou seja, T (t)Axn → T (s)y uniformemente em [0, t] no limite n → ∞. Então, tomando o
limite em (2.2.4) e usando o que fizemos anteriormente, temos

T (t)x− x =

∫ t

0

T (s)yds,

dáı, pelo item (a) do Teorema 2.2.2, concluimos

lim
t→0

T (t)x− x
t

= lim
t→0

∫ t

0

T (s)yds = T (0)y = y.

Logo, x ∈ D(A) e Ax = y. Portanto, A é um operador linear fechado.

O próximo resultado nos garante a unicidade do semigrupo associado a um gerador
infinitesimal para o caso de semigrupos fortemente cont́ınuos

Teorema 2.2.3. Sejam {T (t)}t≥0 e {S(t)}t≥0 C0-semigrupos com geradores infinitesimais
A : D(A) ⊂ X → X e B : D(B) ⊂ X → X, respectivamente. Se A = B, então T (t) = S(t)
para todo t ≥ 0

Prova: Seja x ∈ D(A) = D(B). Do Teorema 2.2.2, a função f : R+ → X dada por
f(s) = T (t− s)S(s)x, para todo t > 0 e s ∈ [0, t], é diferenciável e que

d

ds
T (t− s)S(s)x = −AT (t− s)S(s)x+ T (t− s)BS(s)x

= −T (t− s)AS(s)x+ T (t− s)BS(s)x = 0,
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já que A = B. Consequentemente, a função f é constante, em particular, para s = 0 e
s = t. Assim, obtemos

f(0) = T (t)x = S(t)x = f(t), ∀x ∈ D(A).

Mostraremos agora que a propriedade é válida para todo x ∈ X, para isso, usaremos o fato
de D(A) ser denso em X (veja Corolário 2.2.2). Com efeito, para x ∈ X, tomemos uma
sequência {xn}n∈N em D(A) tal que xn → x. Como T (t) e S(t) são limitados (cont́ınuos),
temos que T (t)xn → T (t)x e S(t)xn → S(t)x, quando n → ∞. Usando isto, e o fato que
T (t)xn = S(t)xn, para todo n ∈ N, seque que T (t)x = S(t)x. Portanto, T (t) = S(t) para
todo t ≥ 0.

Teorema 2.2.4. Seja A o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo {T (t)}t≥0. Se D(An) é o

domı́nio de An, então
∞⋂
n=1

D(An) é denso em X.

Prova: Seja D o conjunto das funções de classe C∞(R) com suporte compacto em (0,∞).
Para cada x ∈ X e ϕ ∈ D, considere o elemento

xϕ =

∫ ∞
0

ϕ(s)T (s).

Para h > 0, suficientemente pequeno, tem-se

T (h)− I
h

xϕ =
1

h

∫ ∞
0

ϕ(s)[T (s+ h)x− T (s)x]ds

=
1

h

∫ ∞
0

ϕ(s)T (s+ h)xds− 1

h

∫ ∞
0

T (s)xds

=
1

h

∫ ∞
h

ϕ(ξ − h)T (ξ)xdξ − 1

h

∫ ∞
0

T (s)xds

=
1

h

∫ ∞
0

ϕ(ξ − h)T (ξ)xdξ − 1

h

∫ h

0

ϕ(ξ − h)T (ξ)xdξ − 1

h

∫ ∞
0

T (s)xds

=
1

h

∫ ∞
0

ϕ(s− h)T (s)xds− 1

h

∫ h

0

ϕ(s− h)T (s)xds− 1

h

∫ ∞
0

T (s)xds

=
1

h

∫ ∞
0

[ϕ(s− h)T (s)x− ϕ(s)T (s)x]ds− 1

h

∫ h

0

ϕ(s− h)T (s)xds

=

∫ ∞
0

1

h
[ϕ(s− h)− ϕ(s)]T (s)xds. (2.2.5)

Observe que usamos o fato de ϕ(s− h) = 0 se 0 < s < h, já que a ϕ tem suporte compacto
em (0,∞). Agora, note que o integrando do lado direito de 2.2.5 converge uniformemente
em [0,∞) para −ϕ′(s)T (s)x, quando h→ 0+. Logo, xϕ ∈ D(A) e

Axϕ = lim
h→0+

T (h)− I
h

xϕ = −
∫ ∞

0

ϕ
′
(s)T (s)xds.
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Desde que ϕ ∈ D, então ϕn, a n-ésima derivada de ϕ, também pertence a D para n =
1, 2, .... Por indução, conclui-se que xϕ ∈ D(An)

Anxϕ = (−1)n
∫ ∞

0

ϕn(s)T (s)xds, ∀ n ∈ N,

e consequentemente, xϕ ∈
∞⋂
n=1

D(An). Agora, consideremos Y o subespaço vetorial gerado

por {xϕ;x ∈ X,ϕ ∈ D}. Do que provamos até agora, segue-se que Y ⊆
∞⋂
n=1

D(An).

Para concluir a prova, mostraremos que Y é denso em X. Suponha que Y não é denso
em X, então pelo Teorema 1.2.2, existe um funcional linear x∗ ∈ X∗, x∗ 6= 0 tal que
x∗(xϕ) = 0 para toda xϕ ∈ Y , logo∫ ∞

0

ϕ(s)x∗(T (s)x)ds = x∗
(∫ ∞

0

ϕ(s)T (s)xds

)
= 0, (2.2.6)

para todo x ∈ X, ϕ ∈ D, isto implica que para x ∈ X a função cont́ınua s 7−→ x∗(T (s)x) é
nula em em [0,∞), caso contrário, teria sido posśıvel escolher ϕ ∈ D tal que o lado direito
de (2.2.6) não fosse zero. Em particular, para s = 0, x∗(x) = 0. Isto vale para todo x ∈ X
e, portanto, x∗ = 0, o que é uma contradição. Logo, Y é denso em X e consequentemente,
∞⋂
n=1

D(An) é denso em X, como queŕıamos provar.

Definição 2.2.2. Se A é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo, definimos

D(A2) = {x ∈ D(A);Ax ∈ D(A)},

e de forma geral, para k ≥ 2

D(Ak) = {x ∈ D(Ak−1);Ax ∈ D(Ak−1)}.

Lema 2.2.1. Seja A um gerador infinitesimal de um C0-semigrupo {T (t)}t≥0 satisfazendo
‖T (t)‖ ≤M para t ≥ 0. Se x ∈ D(A2), então

‖Ax‖2 ≤ 4M2‖A2x‖ ‖x‖ (2.2.7)

Prova: Para x ∈ D(A2) e t ≥ 0 temos pelo Teorema 2.2.2 item (d) que

T (t)x− x = tAx+

∫ t

0

(t− s)T (s)A2xds, (2.2.8)

ou seja,

tAx = T (t)x− x−
∫ t

0

(t− s)T (s)A2xds.
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Da Desigualdade Triangular, segue que

‖Ax‖ ≤ t−1(‖T (t)x‖+ ‖x‖) + t−1

∫ t

0

(t− s)‖T (s)A2x‖ds

≤ 2M

t
‖x‖+

Mt

2
‖A2x‖, (2.2.9)

já que M ≥ 1 (‖T (0)‖ = 1). Note que se A2x = 0, então (2.2.9) implica que Ax = 0 e
(2.2.7) é satisfeita. Se A2x 6= 0, tomemos t = 2‖x‖ 1

2‖A2x‖−1
2 em (2.2.9). Dáı

‖Ax‖ ≤ M‖x‖
1
2‖A2x‖

1
2 +M‖x‖

1
2‖A2x‖

1
2

= 2M‖x‖
1
2‖A2x‖

1
2 .

Portanto

‖Ax‖2 ≤ 4M2‖A2x‖ ‖x‖.

Exemplo 2.2.1. Consideremos o espaço de Banach

X = {f : R→ R f é limitada e uniformemente cont́ınua }

com a norma

‖f‖X = sup
x∈R
|f(x)|R ∀f ∈ X.

Para f ∈ X, definimos

(T (t)f)(s) = f(t+ s), ∀t ≥ 0, s ∈ R.

Assim, {T (t)}t≥0 é um C0-semigrupo de operadores lineares limitados satisfazendo ‖T (t)‖ ≤
1, para todo t ≥ 0. E

(sup|f ′(s)|)2 ≤ 4(sup|f ′′(s)|)(sup|f(s)|)

Solução: Inicialmente, mostraremos que {T (t)}t≥0 é uma famı́lia de operadores lineares
limitados em X. Com efeito,

(i) T(t) é linear.

Sejam f, g ∈ X, t ≥ 0 e s ∈ R quaisquer, assim

(T (t)(f + g))(s) = (f + g)(t+ s) = f(t+ s) + g(t+ s) = (T (t)f)(s) + (T (t)g)(s).
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(ii) T(t) é limitada.

Para f ∈ X, temos

‖T (t)f‖ = sup
x∈R
|T (t)f(x)| = sup

x∈R
|f(x+ t)| ≤ sup

(x+t)∈R
|f(x+ t)| = ‖f‖,

consequentemente, T (t) é limitada e ‖T (t)‖ ≤ 1 e, portanto, {T (t)}t≥0 ⊂ L(X).

(iii) {T (t)}t≥0 é um C0-semigrupo.

• Dados quaisquer f ∈ X e s ∈ R, tem-se

(T (0)f)(s) = f(0 + s) = f(s)⇒ T (0) = I.

• Sejam t, w ≥ 0, f ∈ X e s ∈ R arbitrários. Assim

(T (t+ w)f)(s) = f(t+ w + s) = (T (t)f)(w + s) = T (t)(T (w)f)(s),

ou seja, T (t+ w) = T (t)T (w).

• Por último, |(T (t)f)(x)−f(x)| = |f(x+ t)−f(x)|, como |x+ t−x| = |t| e sabendo que
f é uniformemente cont́ınua, dado ε > 0 existe δ > 0 tal que |x + t − x| = |t| < δ implica
que |f(x+ t)− f(x)| < ε, ou seja, |t| < δ implica que |(T (t)f)(x)− f(x)| < ε e, portanto,

lim
t→0+

(T (t)f)(x) = f(x).

De (i)-(iii) seque que {T (t)}t≥0 é um C0-semigrupo de operadores lineares limitados,
satisfazendo ‖T (t)‖ ≤ 1, para todo t ≥ 0.

A seguir, apresentaremos o gerador infinitesimal do C0-semigrupo {T (t)}t≥0. Seja A :
D(A) ⊂ X → X o gerador infinitesimal de {T (t)}t≥0. Vamos determinar o operador linear
A e o seu domı́nio D(A). Para isso, sejam f ∈ D(A), s ∈ R e h > 0 quaisquer, assim

lim
h→0+

T (h)− I
h

f(s) = lim
h→0+

T (h)f(s)− T (0)f(s)

h
= lim

h→0+

f(s+ h)− f(s)

h
= f

′
(s).

Logo, A(f(s)) = f
′
(s), para todo f ∈ D(A), em que D(A) = {f ∈ X, f ′ existe e f ′ ∈ X}.

Ainda, A é linear em virtude da linearidade da derivada.

Finalmente, como ‖T (t)‖ ≤ 1, segue pelo Corolário 2.2.1 que

(sup|f ′(s)|)2 ≤ 4(sup|f ′′(s)|)(sup|f(s)|).
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2.3 O Teorema de Hille - Yosida

O Teorema de Hille-Yosida caracteriza operadores lineares que geram semigrupos com
geradores não necessariamente limitados. Em outras palavras, este teorema nos fornece
uma condição suficiente e necessária para que um operador A : D(A) ⊂ X → X seja o ge-
rador infinitesimal de um C0-semigrupo. A priori, definiremos alguns conceitos necessários
para enunciá-lo e demonstrá-lo.

Seja {T (t)}t≥0 é um C0-semigrupo. Pelo Teorema 2.2.1 existem constantes w ≥ 0 e
M ≥ 1 tais que ‖T (t)‖ ≤Mewt para t ≥ 0. Disto, temos a seguinte definição

Definição 2.3.1. Um C0-semigrupo {T (t)}t≥0 é chamado de uniformemente limitado se w =
0, além disso, se M = 1, então ele é chamado de semigrupo de contrações.

Definição 2.3.2. Seja X um espaço de Banach sobre o corpo K e A : D(A) ⊂ X → X um
operador linear. O conjunto resolvente de A é o subconjunto ρ(A) de todos números complexos
λ tais que λI − A é injetor, R(λI − A) = X e

R(λ : A) = (λI − A)−1 : R(λI − A) ⊂ X → X

é limitado. Para λ ∈ ρ(A), o operador R(λ : A) = (λI − A)−1 é chamado de operador
resolvente. O espectro do operador A é definido por σ(A) = C \ ρ(A).

Definição 2.3.3. Seja A um operador linear com ρ(A) 6= ∅. Definimos para λ ∈ ρ(A) a
aproximação de Yosida por

Aλ = λAR(λ : A) = λ2R(λ : A)− λI.

Proposição 2.3.1. (Equação do Resolvente) Se A : D(A) ⊂ X → X é um operador fechado,
então

R(λ : A)−R(µ : A) = (µ− λ)R(λ : A)R(µ : A), ∀µ, λ ∈ ρ(A).

Prova: Para λ ∈ ρ(A), tem-se

AR(λ : A) = A(λI − A)−1

= (A− λI + λI)(λI − A)−1

= λ(λI − A)−1 − (λI − A)(λI − A)−1

= λ(λI − A)−1 − I
= λR(λ : A)− I. (2.3.1)

De (2.3.1), segue que para λ, µ ∈ ρ(A) as seguintes identidades valem

R(λ : A) = R(λ : A)[µR(µ : A)− AR(µ : A)]
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e

R(µ : A) = R(µ : A)[λR(λ : A)− AR(λ : A)]

Subtraindo as equações, obtemos

R(λ : A)−R(λ : A) = R(λ : A)[µR(µ : A)− AR(µ : A)]

− R(µ : A)[λR(λ : A)− AR(λ : A)]

= µR(λ : A)R(µ : A)− AR(λ : A)R(µ : A)

− λR(µ : A)R(λ : A) + AR(λ : A)R(µ : A)

= (µ− λ)R(λ : A)R(µ : A),

Proposição 2.3.2. Seja A : D(A) ⊂ X → X um operador fechado. O conjunto resolvente,
ρ(A), é aberto em C, e para µ ∈ ρ(A) a identidade

R(λ : A) =
∞∑
n=0

(µ− λ)nR(µ : A)n+1

vale para todo λ ∈ C satisfazendo |µ− λ| < 1

‖R(λ : A)‖
.

Prova: Seja µ ∈ ρ(A) e tomemos ε =
1

‖R(µ : A)‖
, pois R(µ : A) 6= 0. Tomemos

µ0 ∈ B(µ, ε). Assim

µ0I − A = µI − A+ µ0I − µI = [I − (µ− µ0)R(µ : A)](µI − A). (2.3.2)

Como |µ0 − µ| < ε =
1

‖R(µ : A)‖
, temos

‖(µ− µ0)R(µ : A)‖ ≤ |µ− µ0| ‖R(µ : A)‖ < 1.

Seja G := (µ − µ0)R(µ : A). Temos ‖G‖ < 1, então pela Proposição(2.3.2), (I − G)−1 =
[I − (µ− µ0)R(µ : A)]−1 existe e

[I − (µ− µ0)R(µ : A)]−1 =
∞∑
n=0

Gn =
∞∑
n=0

(µ− µ0)nR(µ : A)n.

Assim, de (2.3.2) temos que

(µ0I − A)−1 = (µI − A)−1[I − (µ− µ0)R(µ : A)]−1 = R(µ : A)(I −G)−1,

isto é, (µ0I −A)−1 existe e é cont́ınua, então µ0 ∈ ρ(A). Logo, B(µ, ε) ⊂ ρ(A) e assim ρ(A)
é aberto.
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Ainda,

R(µ0 : A) = (µ0 − A)−1

= R(µ : A)

( ∞∑
n=0

(µ− µ0)nR(µ : A)n
)

=
∞∑
n=0

(µ− µ0)nR(µ : A)n+1.

A seguir, iremos enunciar o teorema de Hille Yosida, um dos mais importantes teore-
mas da teoria de C0-semigrupos. A priori, iremos demonstrar a ”condição necessária”do
teorema mencionado e em seguida enunciaremos e provaremos três lemas que irão nos
auxiliar com a prova da ”condição suficiente”do mesmo teorema.

Teorema 2.3.1. (Teorema de Hille - Yosida) Um operador (ilimitado) A é um gerador infi-
nitesimal de um C0-semigrupo de contrações {T (t)}t≥0 se, e somente se,

(a) A é fechado e D(A) = X;

(b) O conunto resolvente ρ(A) de A contém (0,∞) e para cada λ > 0

‖R(λ : A)‖ ≤ 1

λ
.

Prova: (Necessidade). Se A é um gerador infinitesimal de um C0-semigrupo, então A é
fechado e D(A) = X, pelo corolário 2.2.2. Logo, (a) é satisfeito. Agora, mostraremos (b).
Para λ > 0 e x ∈ X seja

R(λ)x =

∫ ∞
0

e−λtT (t)xdt. (2.3.3)

Como para todo x ∈ X a função f : R+ → X dada por f(t) = T (t)x, é cont́ınua e
uniformente limitada, existe a integral imprópria de Riemann, que por sua vez define o
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operador R(λ). Agora, oberve que

‖R(λ)x‖X =

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∫ ∞
0

e−λtT (t)xdt

∣∣∣∣∣∣∣∣
X

≤
∫ ∞

0

e−λt‖T (t)x‖Xdt

≤
∫ ∞

0

e−λt‖T (t)‖L(X)‖x‖Xdt

≤
∫ ∞

0

e−λt‖x‖Xdt

= ‖x‖X
∫ ∞

0

e−λtdt

= ‖x‖X
1

λ
,

onde a segunda desigualdade é válida pelo fato de T (t) ser limitada e a terceira porque
T (t) é uma contração, isto é,‖T (t)‖L(X) ≤ 1. Dáı,

‖R(λ)‖ ≤ 1

λ
,

isto é, R(λ) é um operador linear limitado. Além disso, para h > 0

T (h)− I
h

R(λ)x =
1

h

∫ ∞
0

e−λt(T (t+ h)x− T (t)x)dt

=
1

h

∫ ∞
0

e−λt(T (t+ h)xdt− 1

h

∫ ∞
0

e−λtT (t)xdt

=
1

h

∫ ∞
h

e−λ(τ−h)T (τ)xdτ − 1

h

∫ ∞
0

e−λtT (t)xdt

=
1

h

∫ ∞
0

e−λt+λhT (t)xdt− 1

h

∫ h

0

e−λt+λhT (t)xdt− 1

h

∫ ∞
0

e−λtT (t)xdt

=
eλh − 1

h

∫ ∞
0

e−λtT (t)xdt− eλh

h

∫ h

0

e−λtT (t)xdt,

donde

lim
h→0+

T (h)− I
h

R(λ)x =

∫ ∞
0

lim
h→0+

(
eλh − 1

h

)
e−λtT (t)xdt− lim

h→0+

(
eλh

h

)∫ h

0

e−λtT (t)xdt

= λ

∫ ∞
0

e−λtT (t)xdt− x

= λR(λ)x− x,

já que

lim
h→0+

eλh − 1

h
= lim

h→0+

eλ(h+0) − eλ0

h
= (eλt)

′∣∣
t=0

= λ,
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e

lim
h→0+

(
eλh

h

)∫ h

0

e−λtT (t)xdt = lim
h→0+

eλh lim
h→0+

1

h

∫ h

0

e−λtT (t)xdt

= lim
h→0+

1

h

∫ h+0

0

e−λtT (t)xdt

= x.

Portanto, R(λ) ∈ D(A) e

AR(λ) = λR(λ)− I, (2.3.4)

ou seja,

(λ− A)R(λ) = I. (2.3.5)

Veja ainda que para x ∈ D(A)

T (h)− I
h

R(λ)x =

∫ ∞
0

e−λtT (t+ h)x

h
dt−

∫ ∞
0

eλtT (t)x

h
dt

=

∫ ∞
0

(e−λtT (t+ h)x− eλtT (t)x)

h
dt

=

∫ ∞
0

e−λtT (t)
(T (h)x− x)

h
dt.

Dáı,

AR(λ)x = lim
h→0+

T (h)− I
h

R(λ)x

=

∫ ∞
0

e−λtT (t) lim
h→0+

(T (h)x− x)

h
dt

=

∫ ∞
0

e−λtT (t)Axdt

= R(λ)Ax.

Então, para todo x ∈ D(A), temos que

x = (λ− A)R(λ)x = λR(λ)x− AR(λ)x

= λR(λ)x−R(λ)Ax

= R(λ)(λI − A)x. (2.3.6)

Por conseguinte, de (2.3.5) e de (2.3.6), concluimos que R(λ) é a inversa de (λI−A) para
todo λ > 0, ou seja, R(λ : A) = R(λ). Portanto, as condições (a) e (b) são necessárias.

Agora, para mostrarmos que as condições (a) e (b) são suficientes para que A seja um
gerador infinitesimal de um C0-semigrupo de contrações, necessitamos de três lemas, os
quais serão enunciados e provados a seguir.
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Lema 2.3.1. Seja A um operador que satisfaça as condições (a) e (b) do Teorema (2.3.1)e
R(λ : A) = (λI − A)−1. Então

lim
λ→∞

λR(λ : A)x = x, para todo x ∈ X.

Prova: Primeiramente, suponhamos x ∈ D(A), assim

‖λR(λ : A)x− x‖ = ‖AR(λ : A)x‖ = ‖R(λ : A)Ax‖ ≤ 1

λ
‖Ax‖ → 0,

quando λ → ∞, onde a primeira igualdade é justificada por (2.3.4) e a segunda por
(2.2.7), a desigualdade é devido à hipótese.

Seja agora x ∈ X. Como D(A) é denso em X, existe {xn}n∈N ∈ D(A) tal que xn → x.
Logo, dado ε > 0, existem nε e δ(ε) tais que ‖x− xn‖ < ε

3
, para todo n ≥ nε, e

‖λR(λ : A)xnε − xnε‖ <
ε

3
, para todo λ > δ(ε),

dáı, para λ > δ(ε) temos que

‖λR(λ : A)x− x‖ ≤ ‖λR(λ : A)‖︸ ︷︷ ︸
≤1

‖x− xnε‖+ ‖λR(λ : A)xnε − xnε‖+ ‖x− xnε‖ < ε.

Portanto,

lim
λ→∞

λR(λ : A)x = x, para todo x ∈ X.

Lema 2.3.2. Seja A um operador que satisfaça as condições (a) e (b) do Teorema 2.3.1. Se
Aλ é uma aproximação de Yosida de A, então

lim
λ→∞

Aλx = Ax, para todo x ∈ D(A).

Prova: Para x ∈ D(A), pelo Lema 2.3.1 e pela definição de aproximação de Yosida

lim
λ→∞

Aλx = lim
λ→∞

λR(λ : A)Ax = Ax.

Lema 2.3.3. Seja A um operador que satisfaça as condições (a) e (b) do Teorema 2.3.1. Se
Aλ é uma aproximação de Yosida de A, então Aλ é o gerador infinitesimal de um semigrupo
uniformemente cont́ınuo de contrações {etAλ}t≥0. Além disso, para cada x ∈ X e λ, µ > 0,
temos que

‖etAλx− etAµx‖ ≤ t‖Aλx− Aµx‖.
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Prova: Da definição da Aproximação de Yosida, temos que Aλ é um operador linear e
limitado. Além disso, pelo Teorema 2.1.1, Aλ é um gerador infinitesimal do semigrupo
uniformemente cont́ınuo {etAλ}t≥0. Temos também que

‖etAλ‖ = ‖et(λ2R(λ:A)−λI)‖ = e−λt‖et(λ2R(λ:A)‖ ≤ e−λtetλ
2‖R(λ:A)‖ ≤ 1,

onde usamos na primeira desigualdade a inequeção (2.1.6). Isto prova que {etAλ}t≥0 é
um semigrupo de contrações. Portanto, Aλ é o grador infinitesimal de um semigrupo
uniformemente cont́ınuo de contrações {etAλ}t≥0. Agora, pelo Teorema Fundamental do
Cálculo, temos que

etAλx− etAµx =

∫ 1

0

d

ds
(etsAλet(1−s)Aµ)xds,

dáı,

‖etAλx− etAµx‖ =

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∫ 1

0

d

ds
(etsAλet(1−s)Aµ)xds

∣∣∣∣∣∣∣∣
≤

∫ 1

0

t‖etsAλet(1−s)Aµ(Aλx− Aµx)‖ds

≤ t‖Aλx− Aµx)‖.

(Suficiência). Continuando a prova do Teorema 2.3.1. Seja x ∈ D(A) t ≥ 0, do Lema
2.3.3, segue que

‖etAλx− etAµx‖ ≤ t‖Aλx− Aµx‖ ≤ t‖Aλx− Ax‖+ t‖Ax− Aµx‖. (2.3.7)

De (2.3.7) e do Lema 2.3.2, segue para x ∈ D(A), etAλx converge uniformemente em
intervalos limitados, quando λ → ∞. Como D(A) é denso em X e cada ‖etAλ‖ ≤ 1,
podemos afirmar que {etAλ}t≥0 é convergente para todo x ∈ X e que a convergência é
uniforme para t intervalos limitados. De fato, para x ∈ X, t ∈ [0, a] e a > 0, existe
xn ∈ D(A), tal que xn → x, isto é, dado ε > 0, existe n0 > 0 tais que

‖x− xn‖ <
ε

4
e ‖etAλxn − etAµxn‖ <

ε

2
, para todo λ, µ > n0.

Dáı, para λ, µ > n0 e t ∈ [0, a] obtemos

‖etAλx− etAµx‖ ≤ ‖etAλ(x− xn)‖+ ‖etAλxn − etAµxn‖+ ‖etAµxn − etAµx‖
≤ 2‖x− xn‖+

ε

2
< ε,

como ε é arbitrário, segue a veracidade da nossa afirmação.

34



Considerando o que acabamos de fazer, definimos a famı́lia de operadores {T (t)}t≥0

por

T (t)x = lim
λ→∞

etAλx; x ∈ X. (2.3.8)

É claro que T (t) é um operador linear em X para todo t ≥ 0. Além disso, usando o fato de
que {etAλ}t≥0 ser de contração, vemos que

‖T (t)x‖ = ‖ lim
λ→∞

etAλx‖ ≤ ‖x‖, (2.3.9)

o que implica que ‖T (t)‖ ≤ 1 para todo t ≥ 0. Agora, vamos provar que {T (t)}t≥0 é um
C0-semigrupo. Com efeito,

Como, para cada λ > 0, {etAλ}t≥0 é um semigrupo, temos

T (0)x = lim
λ→∞

(e0Aλ)x = Ix = x,

logo, T (0) = I, para todo x ∈ X.

Agora, sejam x ∈ X, s, t ≥ 0, então

T (s+ t)x = lim
λ→∞

e(s+t)Aλx = lim
λ→∞

esAλetAλx,

no entanto, da desigualdade

‖esAλetAλx− T (s)T (t)x‖ = ‖esAλ(etAλx− T (t)x) + (esAλ − T (s))T (t)x‖
≤ ‖esAλ‖ ‖etAλx− T (t)x‖+ ‖(esAλ − T (s))T (t)x‖
≤ ‖etAλx− T (t)x‖+ ‖(esAλ − T (s))T (t)x‖,

segue facilmente que esAλetAλx converge para T (s)T (t)x, quando λ→∞. Logo, T (t+s) =
T (t)T (s).

Assim, {T (t)}t≥0 satisfaz as propriedades de um semigrupo. Além disso, por (2.3.9),
garantimos que é um semigrupo de contração em X. E mais, como etAλx converge uni-
formemente para t ∈ [0, a], a > 0, obtemos que T (·)x é uma função cont́ınua em [0, a].
Portanto, {T (t)}t≥0 é um C0-semigrupo de contração em X.

Finalmente, mostremos que A é o gerador infinitesimal do C0-semigrupo {T (t)}t≥0.
Sejam x ∈ D(A) e t ≥ 0. Observe inicialmente que da desigualdade

‖esAλAλx− T (s)Ax‖ ≤ ‖esAλ(Aλx− Ax)‖+ ‖(esAλ − T (s)Ax‖
≤ ‖esAλ‖ ‖Aλx− Ax‖+ ‖(esAλ − T (s))Ax‖
≤ ‖Aλx− Ax‖+ ‖(esAλ − T (s))Ax‖,
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segue que esAλAλx converge uniformemente para s em intervalos limitados para T (s)Ax,
quando λ→∞. Agora, usando (2.3.9) e o item (d) do Teorema 2.2.2, temos que

T (t)x− x
t

=
1

t
lim
λ→∞

(etAλx− x) =
1

t
lim
λ→∞

∫ t

0

esAλAλxds,

donde podemos concluir que

T (t)x− x
t

=
1

t

∫ t

0

T (s)Axds, x ∈ D(A). (2.3.10)

Seja B : D(B) ⊂ X → X o gerador infinitesimal de {T (t)}t≥0 e seja x ∈ D(A), de (2.3.10),
obtemos

B(x) = lim
t→0+

T (t)x− x
t

= lim
t→0+

1

t

∫ t

0

T (s)Axds = Ax,

consequentemente, x ∈ D(B) e que Bx = Ax. Assim, B ⊃ A. Note que B é o gerador
infinitesimal de {T (t)}t≥0, e como vale (a) e (b), então 1 ∈ ρ(B). Por outro lado, assumimos
que 1 ∈ ρ(A), por hipótese (item (b)). Desde que B ⊃ A, então B

∣∣
D(A)

= A e como
1 ∈ ρ(A) ∩ ρ(B), segue que

(I −B)D(B) = X = (I − A)D(A) = (I −B)D(A),

e assim

D(B) = (I −B)−1X = D(A),

e portanto, B = A.

Corolário 2.3.1. Seja A o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo de contrações {T (t)}t≥0

. Se Aλ é a aproximação de Yosida de A, então

T (t)x = lim
λ→∞

etAλx, para todo x ∈ X (2.3.11)

Prova: Pela prova do Teorema de Hille-Yosida, sabemos que a famı́lia {S(t)}t≥0 dada por
S(t)x = lim

λ→∞
etAλx é um C0-semigrupo de contração e que A é seu gerador infinitesimal. Logo,

pelo Teorema (2.1.2), segue que S(t) = T (t).

Corolário 2.3.2. Seja A o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo de contrações {T (t)}t≥0.
O conjunto resolvente de A contém o semiplano aberto direito, isto é, ρ(A) ⊇ {λ ∈ C;Reλ >
0} e para cada λ

‖R(λ : A)‖ ≤ 1

Reλ
. (2.3.12)

36



Prova: O operador R(λ)x =
∫∞

0
e−λtT (t)xdt está bem definido para λ, tal que Reλ >

0. Usando o mesmo argumento da prova da parte da necessidade do Teorema de Hille-
Yosida, podemos mostrar que R(λ) = (λI − A)−1, ou seja, ρ(A) ⊇ {λ ∈ C;Reλ > 0}. A
desigualdade (2.3.12) é provada do seguinte modo

‖R(λ)x‖ =

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∫ ∞
0

e−λtT (t)xdt

∣∣∣∣∣∣∣∣
≤

∫ ∞
0

e−Reλt‖T (t)x‖dt

≤
∫ ∞

0

e−Reλt‖T (t)‖‖x‖dt

≤
∫ ∞

0

e−Reλt‖x‖dt

= ‖x‖
∫ ∞

0

e−Reλtdt

= ‖x‖ 1

Reλ
.

O exemplo a seguir mostra que o conjunto resolvente de um gerador infinitesimal de
um C0-semigrupo não necessariamente contém mais que um semiplano direito aberto.

Exemplo 2.3.1. Seja X espaço de todas as funções limitadas, uniformemente cont́ınuas em
[0,∞). Defina

(T (t)f)(s) = f(t+ s), f ∈ X,

Para todo t ≥ 0 e s ≥ 0. pelo Exemplo 2.2.1, sabemos que {T (t)}t≥0 é um C0-semigrupo de
contrações em X. Seu gerador infinitesimal em X é dado por

D(A) = {f ∈ X; f
′ ∈ X}

e

(Af)(s) = f
′
(s), para todo f ∈ D(A).

pelo Corolário 2.3.2, ρ(A) ⊇ {λ ∈ C;Reλ > 0} e para cada um desses λ a equação

(λ− A)ϕλ(s) = 0 (2.3.13)

tem solução não trivial. De fato, para ϕλ(s) = eλs, temos

(λ− A)ϕλ(s) = (λ− A)eλs = λeλs − λeλs = 0.

Agora, se Reλ ≤ 0, então ϕλ(s) é limitada por 1 e uniformemente cont́ınua, onde a limitação
é em s e a uniformidade em λ. Ou seja, se Reλ ≤ 0, então ϕλ(s) ∈ X é solução de (2.3.13
e portanto, o operador (λI − A) não é injetivo e consequentemente não é invert́ıvel. Logo,
{λ ∈ C;Reλ ≤ 0} ⊆ σ(A), isto é, o semiplano fechado esquerdo está no espectro σ(A) de A.
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Observação 2.3.1. Dado um C0-semigrupo {T (t)}t≥0 satisfazendo ‖T (t)‖ ≤ ewt, para w ≥ 0
e S(t) = e−wtT (t). Afirmamos que {S(t)}t≥0 é um C0-semigrupo de contrações. Com efeito,

� S(0) = e−w0T (0) = I;

� S(t+ s) = e−w(t+s)T (t+ s) = e−wte−wsT (s)T (t) = e−wtT (t)e−wsT (s) = S(t)S(s);

� E para todo x ∈ X,

|S(t)x− x| = |e−wtT (t)x− x|
= |e−wtT (t)− e−wtx+ e−wtx− x|
≤ |e−wtT (t)− e−wtx|+ |e−wtx− x|
= |e−wt‖T (t)x− x|+ |e−wt − 1‖x|.

Dáı, como {T (t)}t≥0 é um C0-semigrupo, segue que

lim
t→0+
|S(t)x− x| = lim

t→0+
|e−wt‖T (t)x− x|+ |e−wt − 1‖x| = 0.

� ‖S(t)x‖ = e−wt‖T (t)‖ ≤ e−wtewt = 1.

Portanto, {S(t)}t≥0 é um C0-semigrupo de contrações.

Observação 2.3.2. Se A é o gerador infinitesimal de {T (t)}t≥0, então S(t) = e−wtetA =
e(A−wI)t. Logo, A − wI é o gerador infinitesimal de {S(t)}t≥0. Por outro lado, se A é o
gerador infinitesimal de um C0-semigrupo de contrações {S(t)}t≥0, então etA = e−wtT (t) e
consequentemente, T (t) = etAewt = e(A+wI)t, ou seja, A+ wI é o gerador infinitesimal de um
C0-semigrupo {T (t)}t≥0 e que satisfaz ‖T (t)‖ ≤ ewt, pois ‖T (t)‖ = ‖etAewt‖ ≤ ewt‖etA‖ ≤
ewt.

Corolário 2.3.3. Um operador linear A é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo satis-
fazendo ‖T (t)‖ ≤ ewt se, e somente se,

(a) A é fechado e D(A) = X;

(b) O conjunto resolvente ρ(A) de A contém {λ ∈ C; Imλ = 0, λ > w} e para cada λ > ω

‖R(λ : A)‖ ≤ 1

λ− w
.

Prova: (Necessidade) Defina S(t) = e−wtT (t), para todo t ≥ 0. Pela Obervação 2.3.1,
temos que {S(t)}t≥0 é um o C0-semigrupo de contrações. Além disso, pela Obervação
2.3.2, A− wI é o gerador infinitesimal de {S(t)}t≥0. Logo, aplicando o Teorema de Hille -
Yosida no semigrupo {S(t)}t≥0, temos que A−wI satisfaz as condições (a) e (b) do mesmo
teorema . Em particular, δ ∈ ρ(A−wI) para todo δ > 0, o que implica que [(δ+w)I −A]−1
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existe e é limitado para todo δ > 0. Dáı, segue que {δ + w, δ > 0} ⊂ ρ(A). Mais ainda, da
parte (b) do Teorema Hille Yosida, segue que

‖R(λ : A)‖ = ‖R(λ− w : A− wI)‖ ≤ 1

λ− w
, λ > w.

(Suficiência) Suponhamos que as condições (a) e (b) sejam válidas. Como D(A) =
D(A − wI) e R(λ + w : A) = R(λ : A − wI) para todo λ > 0, segue que as condições
(a) e (b) do teorema de Hille-Yosida são verificadas para A − wI e consequentemente,
A − wI é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo de contração que denotaremos por
{S(t)}t≥0. Definimos agora T (t) = ewtS(t), para todo t ≥ 0. Analogamente a Obervação
2.3.1, mostra-se que {T (t)}t≥0 é um C0-semigrupo. Além disso, A é o gerador infinitesimal
de {T (t)}t≥0. De fato, se B é o gerador infinitesimal de {T (t)}t≥0 e x ∈ D(B), então T (t)x
é diferenciável pela direita em t = 0, o que implica que S(t) = e−wtT (t) é diferenciável
pela direita em t = 0 e que x ∈ D(A−wI). Mais ainda, pelo Teorema 2.2.2 item (c) segue
que

Bx =
d+T (t)x

dt

∣∣
t=0

= (ewt(A− w)S(t)x+ wewtS(t)x)
∣∣
t=0

= Ax

Logo, D(B) ⊂ D(A − wI) e que Bx = Ax para todo x ∈ D(B). Por outro lado, se
x ∈ D(A − wI) é óbvio que t → T (t)x é diferenciável pela direita em t = 0, o que
implica que D(A − wI) ⊂ D(B) e Ax = Bx para todo x ∈ D(A − wI). Dessa forma,
D(A − wI) = D(B) e para todo x ∈ D(A − wI) = D(B), tem-se B = A. Portanto, A
é o gerador infinitesimal do semigrupo T (t) = ewtS(t) que satisfaz ‖T (t)‖ ≤ ewt, já que
‖S(t)‖ ≤ 1.

A seguir, apresentaremos um resultado que é muitas vezes útil para provar que se um
determinado operador A satisfaz a condição de suficiência do Teorema de Hille-Yosida,
então este operador é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo de contrações, mas
antes temos a seguinte definição.

Definição 2.3.4. Seja X um espaço de Banach e seja X∗ seu dual. Denotamos o valor de
x∗ ∈ X∗ em x ∈ X por 〈x∗, x〉 ou 〈x, x∗〉. Se A é um operador linear em X, sua imagem
numérica S(A) é o conjunto

S(A) = {〈x∗, Ax〉; x ∈ D(A), ‖x‖ = 1, x∗ ∈ X∗, ‖x∗‖ = 1, 〈x∗, x〉 = 1}.

Teorema 2.3.2. Seja A um operador linear fechado com domı́nio denso D(A) em X. Seja
S(A) a imagem numérica de A e seja

∑
o complemento de S(A) em C. Se λ ∈

∑
então

λI − A é injetiva e tem imagem fechada. Além disso, se
∑

0 é uma componente conexa de
∑

satisfazendo ρ(A) ∩
∑

0 6= ∅, então o espectro de A está contido no complemento S0 de
∑

0 e

‖R(λ : A)‖ ≤ 1

d(λ : S(A))
(2.3.14)
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Prova: Seja λ ∈
∑

. Se x ∈ D(A), ‖x‖ = 1, x∗ ∈ X∗, ‖x∗‖ = 1 e 〈x∗, x〉 = 1, então

0 < d(λ : S(A)) ≤ |λ− 〈x∗, Ax〉|
= |〈x∗, λx− Ax〉|
≤ ‖x∗‖ ‖λx− Ax‖
≤ ‖λx− Ax‖, (2.3.15)

e portanto λI − A é injetiva.

Mostraremos agora que λI − A tem imagem fechada. Com efeito, tomemos d = d(λ :
S(A)). Seja {yn} ⊂ Im(λI − A) tal que yn → y para y ∈ X. Iremos mostrar que y ∈
Im(λI − A). Para isto, tomemos n ∈ N, xn ∈ D(A) tal que yn = (λI − A)xn. Então, para
todo m,n ∈ N,

0 < d ≤
∣∣∣∣∣∣∣∣(λI − A)

(
xn − xm
‖xn − xm‖

)∣∣∣∣∣∣∣∣,
ou seja

0 < d‖xn − xm‖ ≤ ‖(λI − A)(xn − xm)‖ = ‖yn − ym‖.

Como ‖yn − ym‖ → 0 quando m,n → ∞, temos que ‖xn − xm‖ → 0 também, isto é,
{xn} ⊂ D(A) é de Cauchy. Então a sequência {(xn, (λI −A)xn)} ⊂ Graf(λI −A) converge
para (x, y). Visto que o Graf(λI − A) é fechado, então (x, y) ∈ Graf(λI − A). Logo, y =
(λI − A)x ∈ Im(λI − A).

Além disso, λ ∈ ρ(A), então existe R(λ : A) = (λI : A)−1. Dái, de (2.3.15), temos

d(λ, S(A)) ≤ ‖λx− Ax‖ = ‖R(λ : A)−1‖ = ‖R(λ : A)‖−1

Resta mostrar que se
∑

0 é uma componente de
∑

que tem uma interseção não vazia
com o conjunto resolvente ρ(A) de A então σ(A) ⊂ S0. Para tanto, considere o conjunto
ρ(A)∩

∑
0. Sabemos que ρ(A) é aberto em C e consequentemente, temos que ρ(A)∩

∑
0 é

aberto em
∑

0. Agora, mostraremos que ρ(A) ∩
∑

0 é fechado em
∑

0. Para isso, considere
λn ∈ ρ(A) ∩

∑
0 e λn → λ ∈

∑
0. Dáı, para n suficientemente grande, temos

d(λn : S(A)) >
1

2
d(λ : S(A)) > 0;

e consequentemente, para n suficientemente grande,

|λ− λn| < d(λn : S(A))

Sabemos que a distância é cont́ınua, assim para n grande, temos que d(λn : S(A)) →
d(λ : S(A)). Logo, por (2.3.15) e tomando n suficientemente grande, obtemos

|λ− λn| < d(λn : S(A)) ≤ ‖R(λn : A)‖−1

40



segue que λ está na bola de raio ‖R(λn : A)‖−1 centrada em λn o que implica λ ∈ ρ(A),
pois ρ(A) é um conjunto aberto e λn ∈ ρ(A). Portanto, ρ(A)∩

∑
0 é fechado em

∑
0. Como∑

0 é uma compontente conexa e ρ(A) ∩
∑

0 é um subconjunto aberto e fechado em
∑

0,
segue que ρ(A) ⊃ ρ(A) ∩

∑
0 =

∑
0 ou ρ(A) ∩

∑
0 = ∅. Mas por hipótese, ρ(A) ∩

∑
0 6= ∅,

e portanto, ρ(A) ⊃
∑

0, ou seja, σ(A) ⊂ S0, e a prova está completa.

2.4 O Teorema de Lumer-Phillips

Na seção anterior, vimos que o Teorema de Hille-Yosida é uma caracterização do ge-
rador infinitesimal de um C0-semigrupo de contrações. Nesta seção, apresentaremos uma
outra caracterização para geradores infinitesimais de um C0-semigrupo de contrações. An-
tes, porém, necessitamos de algumas definições e resultados preliminares que enumciare-
mos no que segue.

Definição 2.4.1. O conjunto

X∗ = {x∗ : X → K}

onde x∗ é funcional linear, em que K = R ou K = C, é chamado de espaço dual de X. E,
para todo x∗ ∈ X∗, denotamos por

〈x∗, x〉 = 〈x, x∗〉,∀x ∈ X,

a imagem de x ∈ X por x∗.

Definição 2.4.2. O conjunto

F (x) = {x∗ ∈ X∗; 〈x∗, x〉 = 〈x, x∗〉 = ‖x‖2 = ‖x∗‖2},∀x ∈ X, (2.4.1)

é chamado de conjunto dual de X∗.

Pelo Teorema de Hahn-Banch [18, Teorema 4.3-2], segue que F (x) 6= ∅ para todo
x ∈ X.

Definição 2.4.3. Um operador A : D(A) ⊂ X → X é dito dissipativo se, para todo x ∈
D(A), existe x∗ ∈ F (x) tal que Re(〈Ax, x∗〉) ≤ 0

O próximo Teorema nos dá caracterização de operadores lineares dissipativos.

Teorema 2.4.1. Seja A : D(A) ⊂ X → X um operador linear. Então A é dissipativo se, e
somente se,

‖(λI − A)x‖ ≥ λ‖x‖, ∀x ∈ D(A), λ > 0. (2.4.2)
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Prova: Seja A dissipativo, então dado qualquer x ∈ D(A), existe x∗ ∈ F (x) tal que
Re(〈Ax, x∗〉) ≤ 0, então

‖(λI − A)x‖ ‖x‖ ≥ |〈λx− Ax, x∗〉|
≥ Re(〈λx− Ax, x∗〉)
≥ Re(〈λx, x∗〉 − 〈A(x), x∗〉)
= Re(λ〈x∗, x〉 − 〈A(x), x∗〉).

Como x∗ ∈ F (x), então 〈x∗, x〉 = ‖x‖2. Disso, do que fizemos anteriormente e deRe(〈Ax, x∗〉) ≤
0, segue que

‖(λI − A)x‖ ‖x‖ ≥ Re(λ‖x‖2 − 〈x∗, A(x)〉)
= λ‖x‖2 −Re(〈x∗, A(x)〉)
≥ λ‖x‖2,

ou seja,

‖(λI − A)x‖ ≥ λ‖x‖, ∀x ∈ D(A), λ > 0.

Reciprocamente, suponha que ‖(λI−A)x‖ ≥ λ‖x‖, para todo x ∈ D(A) e λ > 0, tem-se
(λI − A)x ∈ X e F ((λI − A)x) está bem definida. Agora, para cada λ > 0, sejam

y∗λ ∈ F ((λI − A)x) e z∗λ =
y∗λ
‖y∗λ‖

.

para todo x ∈ D(A). Assim, ‖z∗λ‖ = 1, e mais, para todo λ > 0, temos

λ‖x‖ ≤ ‖(λI − A)x‖ = 〈λx− A(x), z∗λ〉
= λRe〈x, z∗λ〉 −Re〈Ax, z∗λ〉
≤ λ‖x‖ −Re〈Ax, z∗λ〉.

Portanto,

Re(〈Ax, z∗λ)〉 ≤ 0. (2.4.3)

Como −Re(〈A(x), z∗λ〉) = Re(〈A(x),−z∗λ〉) ≤ ‖A(x)‖‖z∗λ‖ ≤ ‖A(x)‖. Então

λ‖x‖ ≤ λRe(〈x, z∗λ〉) + ‖A(x)‖,

ou seja

Re(〈x, z∗λ〉) ≥ ‖x‖ −
1

λ
‖A(x)‖. (2.4.4)
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pelo Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki [4, Teorema 3.36], a bola unitária em X∗ é
compacta na topologia fraca∗, z∗λ, λ→∞, tem um ponto limite z∗ ∈ X∗ com ‖z∗‖ ≤ 1. Por
(2.4.3) e (2.4.4), temos

Re(〈Ax, z∗〉) ≤ 0 e Re(〈x, z∗〉) ≥ ‖x‖. (2.4.5)

Mas Re(〈x, z∗〉) ≤ |〈x, z∗〉| ≤ ‖x‖ e portanto, 〈x, z∗〉 = ‖x‖. Tomando x∗ = ‖x‖z∗ temos

〈x, x∗〉 = 〈x, ‖x‖z∗〉 = ‖x‖2,

e

0 ≥ Re(〈Ax, z∗〉) = Re

〈
Ax,

x∗

‖x‖

〉
=

1

‖x‖
Re

〈
Ax, x∗

〉
.

Assim, x∗ ∈ F (x) e Re(〈Ax, x∗〉) ≤ 0. Portanto, para todo x ∈ D(A) existe um x∗ ∈ F (x)
tal que Re(〈Ax, x∗〉) ≤ 0, ou seja, A é dissipativo.

Teorema 2.4.2. (Lumer-Phillips) Seja A : D(A) ⊂ X → X um operador liner tal que
D(A) = X. Então as seguintes afirmações são verdadeiras

(i) Se A é dissipativo e existe λ0 > 0 tal que X = R(λ0I − A), então A é o gerador
infinitesimal de um C0-semigrupo de contrações em X.

(ii) Se A é o gerador inifinitesimal de um C0-semigrupo de contrações em X, então R(λI −
A) = X, para todo λ > 0 e A é dissipativo. Além disso,

Re(〈A(x), x∗〉) ≤ 0,∀x ∈ D(A), x∗ ∈ F (x).

Prova: (i) Primeiramente, mostraremos que A é fechado. Com efeito, como, por hipótese,
A é dissipativo, segue do Teorema 2.4.1, que

‖(λI − A)x‖ ≥ λ‖x‖, ∀x ∈ D(A), λ > 0. (2.4.6)

o que prova que {(λI −A)}λ>0 é uma famı́lia de operadores injetivos. Por hipótese, temos
que

R(λ0I − A) = X,

para algum λ0 > 0. Assim, dado y ∈ X, existe x ∈ X tal que (λ0I − A)x = y. Disso e
tomando λ = λ0 em (2.4.6), obtemos

‖R(λ0 : A)y‖ = ‖R(λ0 : A)(λ0I − A)x‖
= ‖x‖

≤ 1

λ0

‖λ0x− Ax‖

≤ 1

λ0

‖y‖,
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ou seja, R(λ0 : A) = (λ0I − A)−1 é um operador linear e limitado, e assim fechado. Logo,
λ0I − A é fechado e, portanto, A é fechado.

Note que, se R(λI − A) = X para cada λ > 0, então ρ(A) ⊇ (0,∞) e ‖R(λI − A)‖ ≤
λ−1 por (2.4.6)(mostraremos, também, estas implicações). Segue-se então do teorema de
Hille-Yosida que A é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo de contrações em X.
Portanto, para concluir a prova do item (i), mostraremos que R(λI − A) = X para cada
λ > 0. Com efeito, considere o conjunto

Γ = {λ : 0 < λ <∞ e R(λI − A) = X}. (2.4.7)

Seja λ ∈ Γ qualquer. Por (2.4.6), λ ∈ ρ(A). Como ρ(A) é aberto, então existe δ > 0 tal
que Bδ(λ,R) ⊂ ρ(A)(em Bδ(λ,R) denota a bola aberta de centro λ > 0 e raio δ > 0 em R)
e, consequentemente, Bδ(λ,R) ∩ R ⊂ Γ e, assim Γ é aberto em R. Provaremos, a seguir,
que Γ é fechado em (0,∞).

Seja {λn}n∈N ⊂ Γ, λn → λ > 0, quando n → ∞, assim, R(Iλn − A) = X, para todo
n ∈ N, logo, para todo y ∈ X, existe {xn}n∈N ⊂ D(A), tal que

λnxn − A(xn) = y, ∀ n ∈ N. (2.4.8)

De (2.4.6), obtemos

‖y‖ = ‖λnxn − A(xn)‖ ≥ λn‖xn‖ ⇒ ‖xn‖ ≤ λ−1
n ‖y‖ ≤ C, ∀n ∈ N,

para algum C > 0, já que
{

1
λn

}
n∈N é limitada. Assim, para quaisquer n,m ∈ N, tem-se

λm‖xn − xm‖ ≤ ‖λm(xn − xm)− A(xn − xm)‖
= ‖λmxn − λmxm − (A(xn)− A(xm)‖
= ‖λmxn − (λmxm − A(xm))︸ ︷︷ ︸

y

−A(xn)‖

= ‖λmxn − y − A(xn)‖
= ‖λmxn − (y + A(xn))‖
= ‖λmxn − λnxn‖
= |λm − λn| ‖xn‖
≤ C|λm − λn|.

Logo, {xn}n∈N é uma sequência de Cauchy em D(A) ⊂ X, assim, xn → x, quando
n → ∞, para algum x ∈ X, pois X é um espaço de Banach. Disso e de (2.4.8), obtemos
A(xn) → λx − y, quando n → ∞. Como A é fechado, x ∈ D(A) e λx − A(x) = y, segue
que y ∈ R(λI − A), logo X ⊂ R(λI − A) e, portanto, X = R(λI − A), com λ ∈ Γ. Nesses
termos, Γ é fechado em (0,∞) e como λ0 ∈ Γ temos que Γ 6= ∅ e portanto Γ = (0,∞).
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Nesses termos,

R(λI − A) = X, ∀λ > 0 ⇒ (0,∞) ⊂ ρ(A),

já que (λI − A)−1 existe para todo λ > 0 e por (2.4.6), para todo x ∈ X, temos

‖R(λ : A)x‖ = ‖(λI − A)−1x‖ ≤ 1

λ
‖x‖, ∀ ∈ X.

Portanto, a prova do item (i) está completa.

(ii) Temos, por hipótese, que A é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo de
contrações {T (t)}t≥0. Então, pelo teorema de Hille-Yosida, tem-se (0,∞) ⊂ ρ(A) e A é fe-
chado então R(λI −A) = X, para todo λ > 0. Além disso, dados quaisquer x ∈ D(A) ⊂ X
e x∗ ∈ F (x), tem-se

Re(〈T (t)x− x, x∗〉) = Re(〈T (t)x, x∗〉)−Re(〈x, x∗〉)
≤ |〈T (t)x, x∗〉| − ‖x‖2

≤ ‖T (t)‖ ‖x‖ ‖x∗‖ − ‖x‖2

≤ ‖x‖2 − ‖x‖2 = 0.

Desta última desigualdade, obtemos

Re

〈
T (t)x− x

t
, x∗
〉
≤ 0, ∀t > 0. (2.4.9)

Tomando-se o limite quando t→ 0+, tendo em mente que
T (t)x− x

t
→ Ax quando t→ 0+,

obtemos

Re〈A(x), x∗〉 ≤ 0, ∀x ∈ D(A), x∗ ∈ F (x).

E assim, provamos (ii) e a prova do teorema está completa.

Definição 2.4.4. Sejam A : D(A) ⊂ X → X um operador linear e D(A∗) = {x∗ ∈ X∗;
existe y∗ ∈ X∗ que verifica 〈x∗, Ax〉 = 〈y∗, x〉, para todo x ∈ D(A)}. É bem sabido que
se D(A) é denso em X, então, o y∗ corresponde ao x∗ é único , o que nos permite definir o
operador adjunto A∗ pondo-se A∗ : D(A∗) ⊂ X∗ → X∗ tal que, A∗(x∗) = y∗.

Corolário 2.4.1. Seja A : D(A) ⊂ X → X um operador linear fechado tal que D(A) = X.
Se ambos A e A∗ são dissipativos, então A é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo de
contrações em X.

Prova: pelo item (i) do Teorema de Lumer-Phillips, é suficiente mostrar que R(I−A) =
X, já que A é dissipativo e podemos tomar λ0 = 1. Para isso, observamos em virtude da
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hipótese de que A é dissipativo e fechado, temos que R(I − A) ⊂ X é um subespaço
fechado de X. Com efeito,

Sabemos que y ∈ R(I − A) se existe uma sequência {yn}n∈N ⊂ R(I − A), tal que
yn → y. Como yn ∈ R(I − A), existe xn ∈ X talque yn = (I − A)(xn). Queremos mostrar
que y ∈ R(I − A), isto é, que existe x ∈ X tal que (I − A)(x) = y.

Primeiro, perceba que {xn}n∈N é uma sequência Cauchy, pois como A é dissipativo,
podemos aplicar (2.4.6) a seguir para n,m ∈ N

‖xn − xm‖ ≤ ‖(I − A)(xn − xm‖
= ‖(I − A)(xn)− (I − A)(xm)‖
= ‖yn − ym‖

como {yn}n∈N é uma sequência convergente, {yn}n∈N será de Cauchy e consequentemente,
{xn}n∈N será de Cauchy pela desigualdade acima. Sendo X Banach, {xn}n∈N é uma
sequência convergente, digamos xn → x ∈ X.

Agora, como A é fechado, segue que (I−A) é fechado e portanto Graf(I−A) é fechado.
Sendo assim, {(xn, yn)}n∈N é uma sequência em Graf(I − A) que converge

(xn, yn)→ (x, y) ∈ Graf(I − A),

na topologia usual do gráfico. Logo, y = (I − A)(x), como queŕıamos. Logo, temos que
R(I − A) ⊂ X é um subespaço fechado de X.

Suponhamos, por um momento, que R(I − A) 6= X, ou seja, X ( R(I − A). Assim,
pelo [2, Corolário 1.8] existe x∗ ∈ X∗, x∗ 6= 0 tal que

〈x∗, x− A(x)〉 = 0,∀x ∈ D(A)

o que implica,

〈x∗, x〉 − 〈x∗, A(x)〉 = 0 ⇒ 〈x∗, x〉 = 〈x∗, A(x)〉.

Logo, pela definição (2.4.4), segue que x∗ ∈ D(A∗) e

A∗(x∗) = x∗ ⇒ x∗ − A∗(x∗) = 0.

Como, por hipótese, A∗ é dissipativo, pelo Teorema 2.4.1, obtemos

0 = ‖(I − A∗)(x∗)‖ ≥ ‖x∗‖ ≥ 0 ⇒ ‖x∗‖ = 0 ⇒ x∗ = 0.

o que é uma contradição. Portanto, R(I−A) = X e a prova do corolário está completa.

Concluiremos esta seção com algumas propriedades dos operadores dissipativos
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Definição 2.4.5. Um operador linear A é chamado de fechável quando dada uma sequência
{xn} ⊂ D(A) com xn → 0 em D(A), e a sequência {Axn} também convergir em X, tivermos
{Axn} → 0.

Teorema 2.4.3. Seja A um operador dissipativo em X.

(i) Se R(λ0I − A) = X, para algum λ0 > 0, então R(λI − A) = X, para todo λ > 0;

(ii) Se A é fechável, então A, fecho de A, é também dissipativo;

(iii) Se D(A) = X, então A é fechável.

Prova: (i) A prova deste item segue da prova da parte (i) do Teorema de Lumer-Phillips.

(ii) Seja x ∈ D(A), assim, y = A(x), para algum y ∈ X. Por definição de A, existe
{xn}n∈N ⊂ D(A) tal que xn → x e A(xn)→ y, quando n→∞. Assim, comoA é dissipativo,
segue do Teorema 2.4.1 que ‖λxn − A(xn)‖ ≥ λ‖xn‖ para todo λ > 0, e fazendo n → ∞,
temos que

‖λx− A(x)‖ ≥ λ‖x‖, para todo λ > 0. (2.4.10)

Como (2.4.10) é válida para cada x ∈ D(A), A é dissipativo pelo Teorema 2.4.1.

(iii) Suponhamos, por um momento, que A não é fechável, isto é, existe uma sequência
{xn}n∈N ⊂ D(A) tal que

xn → 0 e A(xn)→ y, quando n→∞,

para algum y ∈ X, com ‖y‖ = 1. Como, por hipótese, A é dissipativo, para todo t > 0 e
x ∈ D(A), segue∣∣∣∣∣∣∣∣x+

1

t
xn − tA

(
x+

1

t
xn

)∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣t[1

t

(
x+

1

t
xn

)
− A

(
x+

1

t
xn

)]∣∣∣∣∣∣∣∣
≥ t

t

∣∣∣∣∣∣∣∣x+
1

t
xn

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣x+
1

t
xn

∣∣∣∣∣∣∣∣
fazendo n → ∞ e t → 0, obtemos ‖x− y‖ ≥ ‖x‖, para todo x ∈ D(A). Por hipótese,D(A)
é denso em X, ou seja, existe uma sequência {yn}n∈N ⊂ D(A) tal que yn → y e satisfaz
‖yn − y‖ ≥ ‖yn‖. Como a norma é cont́ınua, podemos fazer n → ∞ obtendo, assim,
0 ≥ ‖y‖ = 1 o que é um absurdo. Portanto, A é fechável.

Teorema 2.4.4. Seja A dissipativo com R(I − A) = X. Se X é reflexivo, então D(A) = X
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Prova: Seja x∗ ∈ X∗ de modo que 〈x∗, x〉 = 0 para todo x ∈ D(A). Mostraremos que
x∗ = 0. Já que R(I−A) = X é suficiente mostrar que 〈x∗, x−Ax〉 = 0 para todo x ∈ D(A),
que é equivante a 〈x∗, A(x)〉 = 0 para cada x ∈ D(A). Seja x ∈ D(A), então pelo item (i) do
Teorema 2.4.3, existe uma xn tal que x = xn− (1 \n)Axn. Como Axn = n(xn− x) ∈ D(A),
xn ∈ D(A2) e

Ax = Axn − (1 \ n)A2xn ou Axn = (I − (1 \ n)A)−1Ax.

Do Teorema 2.4.1 segue que ‖(I − (1 \n)A)−1‖ ≤ 1 e portanto ‖Axn‖ ≤ ‖Ax‖. Além disso,

‖xn − x‖ ≤ (1 \ n)‖Axn‖ ≤ (1 \ n)‖Ax‖ (2.4.11)

e portanto, xn → x quando n→∞.

Como ‖Axn‖ ≤ C e X é reflexivo, então por [2, Teorema 3.18], existe uma sub-
sequência Axnk de Axn tal que Axnk → y na topologia fraca. Como A é fechado (ver
prova do Teorema de Lumer-Phillips, (i)) segue que Ax = y. finalmente, como 〈x∗, z〉 = 0
para todo z ∈ D(A), temos que

〈x∗, Axnk〉 = nk〈x∗, xnk − x〉 = 0 (2.4.12)

fazendo nk → ∞ em (2.4.12), obtemos 〈x∗, Ax〉 = 0. Isto vale para todo x ∈ D(A) e
portanto x∗ = 0 e D(A) = X.

O próximo exemplo mostra que o Teorema 2.4.4 não é verdadeiro para espaços de
Banach em geral.

Exemplo 2.4.1. Seja X = C([0, 1]), isto é, o espaço das funções cont́ınuas em [0, 1] com a
norma do supremo. Seja D(A) = {u : u ∈ C1([0, 1]) e u(0) = 0} e Au = −u′ para u ∈ D(A).
Para casa f ∈ X a equação λu− Au = f tem uma solução u dada por

u(x) =

∫ x

0

eλ(ξ−x)f(ξ)dξ. (2.4.13)

para ver essa solução, basta aplicar o método do fator integrante na equação diferencial de
primeira ordem u′ + λu = f .

Isso mostra que R(λI−A) = X. Mostraremos que A é dissipativo. Com efeito, de (2.4.13)
segue que

|u(x)| =

∣∣∣∣ ∫ x

0

eλ(ξ−x)f(ξ)dξ

∣∣∣∣
≤

∫ x

0

|eλ(ξ−x)||f(ξ)|dξ

≤ ‖f‖
∫ x

0

eλ(ξ−x)dξ

=
1

λ
‖f‖(1− e−λx)
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ou seja,

λ|u(x)| ≤ (1− e−λx)‖f‖ ≤ ‖λu− Au‖ (2.4.14)

tomando o supremo sobre x ∈ [0, 1] no lado esquerdo de (2.4.14), obtemos que λ‖u‖ ≤
‖λu−Au‖ e, portanto, A é dissipativo pelo Teorema 2.4.1. Mas D(A) = {u : u ∈ X e u(0) =
0} 6= X = C([0, 1]).

2.5 A Caracterização dos Geradores Infinitesimais de C0-
semigrupos

Nas duas seções anteriores, apresentamos caracterizações diferentes de geradores in-
finitesimais de C0-semigrupos de contrações. Vimos no final da seção (2.3) que estas
caracterizações produzem caracterizações de geradores inifinitesimais de C0-semigrupos
de operadores lineares e limitados satisfazendo ‖T (t)‖ ≤ eωt. Passaremos agora para a
caracterização geral de geradores inifinitesimais de C0-semigrupos de operadores linea-
res e limitados. pelo Teorema 2.2.1, segue que para tal semigrupo existe uma constante
real M ≥ 1 e ω tal que ‖T (t)‖ ≤ Meωt. Usando argumentos semelhantes aos usados na
seção (2.3), mostraremos que para caracterizar o gerador infinitesimal no caso geral, é
suficiente caracterizar o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo uniformemente limi-
tado. Isso será feito por renormalização do espaço de Banach X para que o C0-semigrupo
uniformemente limitado torna-se, na nova norma, um C0-semigrupo de contrações e, em
seguida, usando as caracterizações anteriormente provadas dos geradores inifinitesimais
de C0-semigrupos de contrações.

Lema 2.5.1. Seja A um operador linear para o qual ρ(A) ⊃ (0,∞). Se

‖λnR(λ : A)n‖ ≤M, para todo n = 1, 2, ..., λ > 0, (2.5.1)

então existe uma norma | · | em X que é equivalente à norma original ‖ · ‖ em X e satisfaz

‖x‖ ≤ |x| ≤M‖x‖, para todo x ∈ X. (2.5.2)

e

|λR(λ : A)x| ≤ |x|, para todo x ∈ X, λ > 0. (2.5.3)

Prova: Sejam µ > 0 e

‖x‖µ := sup
n≥0
‖µnR(λ : A)nx‖.

Por (2.5.1) temos para todo x ∈ X

‖x‖ = ‖µ0R(λ : A)0x‖ ≤ sup
n≥0
‖µnR(λ : A)nx‖ = ‖x‖µ ≤M‖x‖,
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ou seja,

‖x‖ ≤ ‖x‖µ ≤M‖x‖. (2.5.4)

Além disso,

‖µR(µ : A)x‖µ = sup
n≥0
‖µnR(λ : A)nµR(λ : A)x‖

= sup
n≥0
‖µn+1R(λ : A)n+1x‖

≤ ‖x‖µ. (2.5.5)

Afirmamos que

‖λR(λ : A)x‖µ ≤ ‖x‖µ, ∀x ∈ X, λ ∈ (0, µ]. (2.5.6)

De fato, seja x ∈ X qualquer. Se y = R(λ : A)x, então pela Proposição 2.3.1, obtemos

R(µ : A)(x+ (µ− λ)y) = R(µ : A)(x+ (µ− λ)R(λ : A)x)

= R(µ : A)x+ (µ− λ)R(µ : A)R(λ : A)x

= R(µ : A)x+R(λ : A)x−R(µ : A)x

= R(λ : A)x,

isto é, y = R(µ : A)(x+ (µ− λ)y). Disto e de (2.5.5), segue que

‖y‖µ = ‖R(µ : A)(x+ (µ− λ)y)‖µ
≤ ‖R(µ : A)x‖µ + |µ− λ|‖R(µ : A)‖µ

≤ 1

µ
‖x‖µ + (µ− λ)

1

µ
‖y‖µ

=
1

µ
‖x‖µ +

(
1− λ

µ

)
‖y‖µ.

Donde conclúımos,

‖y‖µ −
(

1− λ

µ

)
‖y‖µ ≤

1

µ
‖x‖µ ⇒ λ‖y‖µ ≤ ‖x‖µ

ou seja,

λ‖y‖µ = ‖λR(λ : A)‖µ ≤ ‖x‖µ, ∀x ∈ X e 0 < λ ≤ µ,

como afirmamos. Usando (2.5.4) e (2.5.6) segue que

‖λnR(λ : A)n‖ ≤ ‖λnR(λ : A)nx‖µ ≤ ‖x‖µ, para todo 0 < λ ≤ µ. (2.5.7)
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Tomando o supremo quando n ≥ 0 no lado direito de (2.5.7), segue que ‖x‖λ ≤ ‖x‖µ para
0 < λ ≤ µ. Finalmente, definimos | · | : X → R+ por

|x| = lim
µ→∞

‖x‖µ, ∀x ∈ X.

De (2.5.1), segue que

lim
µ→∞

‖x‖ ≤ lim
µ→∞

‖x‖µ ≤ lim
µ→∞

M‖x‖

ou seja,

‖x‖ ≤ |x| ≤M‖x‖,∀x ∈ X,

e tomando n = 1 em (2.5.7) temos

‖λR(λ : A)x‖µ ≤ ‖x‖µ,

fazendo µ→∞ provamos (2.5.3).

Observação 2.5.1. Sejam {T (t)}t≥0 um C0-semigrupo em um espaço de Banach X e seja A
o seu gerador infinitesimal. Se a norma em X é alterada para uma norma equivalente, então
{T (t)}t≥0 permanece um C0-semigrupo em X com nova norma. O gerador infinitesimal não
mudará, nem o fato de A ser fechado ou densamente definido, pois todas essas propriedades
são topológicas e com isso independem da norma em X.

Teorema 2.5.1. Um operador linear A é um gerador infinitesimal de um C0-semigrupo
{T (t)}t≥0, satisfazendo ‖T (t)‖ ≤M(M > 1) se, e somente se,

(a) A é fechado e D(A) = X;

(b) O conunto resolvente ρ(A) de A contém (0,∞) e para cada λ > 0

‖R(λ : A)n‖ ≤ M

λn
, para todo n = 1, 2, ...

Prova: SejaA um gerador infinitesimal de um C0-semigrupo {T (t)}t≥0, satisfazendo ‖T (t)‖ ≤
M(M > 1). Definimos | · | : X → R+ por

|x| = sup
t≥0
‖T (t)x‖,∀x ∈ X. (2.5.8)

Então

‖x‖ ≤ |x| ≤M‖x‖, (2.5.9)

assim | · | é uma norma equivalente à norma ‖ · ‖ em X. Além disso, para todo x ∈ X

|T (t)x| = sup
s≥0
‖T (s)T (t)x‖ ≤ sup

s≥0
‖T (s+ t)x‖ = |x|, (2.5.10)
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ou seja,

|T (t)x| ≤ |x|.

Logo, {T (t)}t≥0 é um C0-semigrupo de contrações em X com norma | · |. Segue do Teorema
de Hille-Yosida e das observações no ińıcio da sua prova que

(i) A é fechado e D(A) = X;

(ii) O conjunto resolvente ρ(A) de A contém R+ e |R(λ : A| ≤ 1
λ

para λ > 0.

Assim, por (2.5.9)

‖R(λ : A)nx‖ ≤ |R(λ : A)nx| ≤ |x|
λn
≤ M‖x‖

λn
,

ou seja,

‖R(λ : A)n‖ ≤ M

λn
.

Logo, as condições (a) e (b) são necessárias. Reciprocamente, se as condições (a) e (b)
são satisfeitas, pelo Lema 2.5.1 existe uma norma | · | em X satisfazendo (2.5.2) e (2.5.3).
Considere X com essa norma, pela Observação 2.5.1 A é um operador fechado, densa-
mente definido com ρ(A) ⊃ (0,∞) e |R(λ : A)| ≤ 1

λ
para λ > 0. Logo, pelo Teorema de

Hille-Yosida, A é o gerador inifinitesimal de um C0-semigrupo de contrações em X munido
da norma | · |. Retornando à norma original, pela Observação 2.5.1, temos ainda que A o
gerador infinitesimal de T (t) e

‖T (t)x‖ ≤ |T (t)x| ≤ |x| ≤M‖x‖

ou seja,

‖T (t)‖ ≤M.

Portanto, as condições (a) e (b) são suficientes.

Agora, se {T (t)}t≥0 é um C0-semigrupo em X, pelo Teorema 2.2.1, existem M ≥ 1 e
w ≤ 0 tais que ‖T (t)‖ ≤ Mewt, para todo t ≥ 0. Além disso, já vimos que {S(t)}t≥0 é um
C0-semigrupo e A : D(A) ⊂ X → X é o gerador inifinitesimal de {T (t)}t≥0 se, e somente
se, A − ωI é o gerador infinitesimal de {S(t)}t≥0. Com essas condições feitas e o teorema
anterior , temos o próximo resultado.

Teorema 2.5.2. Um operador linear A é um gerador infinitesimal de um C0-semigrupo
{T (t)}t≥0, satisfazendo ‖T (t)‖ ≤Meωt se, e somente se,

(a) A é fechado e D(A) = X;
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(b) O conunto resolvente ρ(A) de A contém o raio (ω,∞) e para cada λ > ω

‖R(λ : A)n‖ ≤ M

(λ− ω)n
, para n = 1, 2, ... (2.5.11)

Prova: ⇒) Consideremos o C0-semigrupo S(t) = e−ωtT (t). Logo, ‖S(t)‖ ≤ M , para todo
t ≥ 0, B : D(A) ⊂ X → X, dado B = A − ωI, é o gerador infinitesimal de {S(t)}t≥0.
Portanto, pelo Teorema 2.5.1, A = B + ωI é fechado, D(A) = D(B) é denso em X,

(ω,∞) = (0,∞) + {ω} ⊂ ρ(B + ωI) = ρ(A)

e

‖R(λ : A)n‖ = ‖R(λ− ω : B)n‖ ≤ M

(λ− ω)n
, ∀λ > ω, n ∈ N∗.

⇐) Definimos o operador B = A−ωI. Como A é fechado e D(A) é denso em X, então
B é fechado e D(B) é denso em X. Além disso, pelo

(0,∞) ⊂ ρ(B) e ‖R(λ : A)n‖ ≤ M

λn
, ∀λ ∈ R∗+, n ∈ N∗.

Portanto, pelo Teorema 2.5.1, B é o gerador infinitesimal de C0-semigrupo {S(t)}t≥0 tal
que ‖S(t)‖ ≤ M , para todo t ≥ 0 e algum M ≥ 1. Consideremos o C0-semigrupo
{T (t) = eωtS(t)}t≥0, então o seu gerador infinitesimal é o operador A = B + ωI, disso, das
propriedades do operador B e de ‖T (t)‖ ≤Meωt, para todo t ≥ 0, segue o resultado.

Observação 2.5.2. A condição que todo real λ, λ > ω, está no conjunto resolvente de A
junto com a estimativa (2.5.11) implica que todo complexo λ, satisfazendo Reλ > ω, está no
conjunto resolvente de A e para todo Reλ > ω temos

‖R(λ : A)n‖ ≤ M

(Reλ− ω)n
, para todo n = 1, 2, ... (2.5.12)

Prova: Defina

R(λ)x =

∫ ∞
0

e−λtT (t)xdt.

desde que ‖T (t)‖ ≤ Meωt, R(λ) está bem definido para todo λ, satisfazendo Reλ > ω. De
fato,

‖R(λ)x‖ ≤
∫ ∞

0

e−Reλ−ωt‖T (t)x‖dt

≤ M‖x‖
∫ ∞

0

e−Reλ−ωt

≤ M‖x‖
Reλ− ω

.
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Usando argumentos análogos ao da prova do Teorema Hille - Yosida (ver Teorema 2.3.1)
mostra-se que R(λ) = R(λ : A). Para provar (2.5.12), assuma que Reλ > ω, então

∂

∂λ
R(λ : A)x =

∂

∂λ

∫ ∞
0

e−λtT (t)xdt

=

∫ ∞
0

∂

∂λ
e−λtT (t)xdt

= −
∫ ∞

0

te−λtT (t)xdt (2.5.13)

Por indução, obtemos

∂n

∂λn
R(λ : A)x = (−1)n

∫ ∞
0

tne−λtT (t)xdt (2.5.14)

De fato, para

• n = 1,

∂

∂λ
R(λ : A)x = −

∫ ∞
0

te−λtT (t)xdt,

a igualdade é válida por (2.5.13).

Agora temos por hipótese de indução, a seguinte igualdade

• n = k,

∂k

∂λk
R(λ : A)x = (−1)k

∫ ∞
0

tke−λtT (t)xdt.

• n = k + 1,

∂k+1

∂λk+1
R(λ : A)x =

∂

∂λ

(
∂k

∂λk
R(λ : A)x

)
=

∂

∂λ

(
(−1)k

∫ ∞
0

tke−λtT (t)xdt

)
= (−1)k

∫ ∞
0

(−1)tk+1e−λtT (t)xdt

= (−1)k+1

∫ ∞
0

tk+1e−λtT (t)xdt

Portanto, a identidade (2.5.14) é válida para todo n ∈ N.

Por outro lado, pela Proposição 2.3.2, segue que, para todo λ ∈ ρ(A), λ 7→ R(λ : A) é
análitica. Afirmamos que a aplicação

λ ∈ ρ(A) 7→ R(λ : A) ∈ L(X)
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é cont́ınua, diferenciável e

∂

∂λ
R(λ : A) = −R(λ : A)2.

Além disso, por indução, para todo n ∈ N, obtemos

∂n

∂λn
R(λ : A) = (−1)nn!R(λ : A)n+1. (2.5.15)

De fato, fixemos λ0 ∈ ρ(A) tal que |λ − λ0| <
1

‖R(λ0 : A)‖
. Dáı, disso, da Equação do

Resolvente, proposição 2.3.1, e da proposição 2.3.2, obtemos

‖R(λ : A)−R(λ0 : A)‖ = ‖(λ0 − λ)R(λ : A)R(λ0 : A)‖
≤ |λ0 − λ| ‖R(λ : A)‖ ‖R(λ0 : A)‖

≤ |λ0 − λ| ‖R(λ0 : A)‖
∞∑
n=0

|λ− λ0|n ‖R(λ0 : A)‖n+1

≤ |λ0 − λ| ‖R(λ0 : A)‖2

∞∑
n=0

(|λ− λ0| ‖R(λ0 : A)‖)n

≤ |λ0 − λ| ‖R(λ : A)‖2

1− |λ− λ0| ‖R(λ0 : A)‖
.

Assim, lim
λ→λ0
‖R(λ : A)−R(λ0 : A)‖ = 0, e portanto, a aplicação

λ ∈ ρ(A) 7→ R(λ : A) ∈ L(X)

é cont́ınua. Agora, veja que

lim
h→0

R(λ0 + h : A)−R(λ0 : A)

h
= lim

h→0

R(λ0 + h : A)R(λ0 : A)(λ0 − (λ0 + h))

h

= lim
h→0

R(λ0 + h : A)R(λ0 : A)(−h)

h
= −R(λ0 : A)2.

Logo, a aplicação R(λ : A) é diferenciável.

Passaremos agora à demonstração de (2.5.15). Para isso, usaremos o prinćıpio de
indução finita.

Para n = 1 acabamos de ver que a igualdade é verdadeira.

Vamos supor que (2.5.15)vale para n = k, ou seja, que a seguinte igualdade vale para
todo k ∈ N.

dk

dλk
R(λ : A) = (−1)kk!R(λ : A)k+1.
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Agora, para n = k + 1, temos

dk+1

dλk+1
R(λ : A) =

d

dλ

(
dk

dλk
R(λ : A)

)
=

d

dλ
((−1)kk!R(λ : A)k+1)

= (−1)kk!(k + 1)R(λ : A)k(−R(λ : A)2)

= (−1)k+1(k + 1)!R(λ : A)k+2.

Logo, (2.5.15)vale para n ∈ N.

Comparando (2.5.14) e (2.5.15), temos

(−1)nn!R(λ : A)n+1x = (−1)n
∫ ∞

0

tne−λtT (t)xdt

ou seja,

R(λ : A)nx =
1

(n− 1)!

∫ ∞
0

tn−1e−λtT (t)xdt.

Donde obtemos

‖R(λ : A)nx‖ ≤ 1

(n− 1)!

∫ ∞
0

tn−1e−Reλt‖T (t)x‖dt.

≤ 1

(n− 1)!

∫ ∞
0

tn−1e−ReλtMeωt‖x‖dt.

≤ M‖x‖
(n− 1)!

∫ ∞
0

tn−1e−(Reλ−ω)tdt.

Fazendo a = Reλ− ω > 0, segue

‖R(λ : A)nx‖ ≤ M‖x‖
(n− 1)!

∫ ∞
0

tn−1e−atdt.

Usando o método de integração por partes onde u = tn−1, ou sjea, du = (n − 1)tn−2 e
dv = e−atdt, o que implica v = − eat

a
. Usando esse método n− 1 vezes obtemos

−t
n−1e−at

a

∣∣∣∣∞
0

− (n− 1)tn−1e−at

a2

∣∣∣∣∞
0

− ...− (n− 1)!

an−1

∫ ∞
0

e−atdt.

Todas as parcelas são claramente iguais a zero, exceto

−(n− 1)!

an−1

∫ ∞
0

e−atdt =
(n− 1)!

an−1
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Isto prova que para Reλ > ω obtemos

‖R(λ : A)n‖ ≤ M

(Reλ− ω)n
, n = 1, 2, ...

como queŕıamos mostrar.

Conclúımos esta seção com a extensão da representação da fórmula do Corolário 2.3.1
para o caso geral.

Teorema 2.5.3. Seja A o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo {T (t)}t≥0 em X. Se Aλ
é a aproximação de Yosida de A, isto é, Aλ = λAR(λ : A), então

T (t)x = lim
λ→∞

etAλx. (2.5.16)

Prova: Começamos com o caso que ‖T (t)‖ ≤ M . Na prova do Teorema 2.5.1 exibimos
uma norma | · | em X que é equivalente à norma ‖ · ‖ em X e consequentemente {T (t)}t≥0

é um C0-semigrupo de contrações. Usando o Corolário 2.3.1 segue que |etAλx−T (t)x| → 0
quando λ→ 0, para todo x ∈ X. Como as normas são equivalentes, vale (2.5.16) em todo
X. Para o caso geral quando ‖T (t)‖ ≤ Meωt, onde ω ≤ 0, ‖T (t)‖ ≤ Meωt ≤ M , e pelo
que acabamos de ver o resultado é válido. Para o caso que ω > 0, temos que λ → ‖eAλ‖ é
limitado para λ > 2ω. De fato,

‖eAλ‖ = ‖et(λ2R(λ;A)−λI)‖
= e−λt‖eλ2R(λ;A)t‖

≤ e−λt
∞∑
k=0

λ2ktk‖R(λ : A)k‖
k!

,

disso e do item (ii) do Teorema 2.5.2, temos

‖eAλ‖ ≤ e−λt
∞∑
k=0

λ2ktk M
(λ−ω)k

k!

= Me−λte
λ2t

(λ−ω)

= Me

(
λω
λ−ω

)
t.

Observe que

λ > 2ω ⇔ λ

2
> ω ⇔ λ

2
− λ > ω − λ⇔ −λ

2
> ω − λ⇔ λ

2
< λ− ω ⇔ λω

λ− ω
<
λω
λ
2

= 2ω.

e portanto,

‖etAλ‖ ≤Me2ωt, ∀ t ≤ 0. (2.5.17)
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Agora, considere o semigrupo uniformemente limitado S(t) = e−ωtT (t), com seu gerador
infinitesimal A− ωI. Da primeira parte da prova do teorema, temos

T (t)x = lim
λ→∞

et(A−ωI)λ+ωIx, ∀ x ∈ X, (2.5.18)

em que

(A− ωI)λ + ωI = Aλ+ω +H(λ)

onde

H(λ) = 2ωI − ω(ω + 2λ)R(λ+ ω : A)

= ω[ωR(λ+ ω : A)− 2AR(λ+ ω : A)].

Com efeito,

(A− ωI)λ = λ(A− ωI)R(λ : A− ωI)

= λ(A− ωI + λI − λI)(λI + ωI − A)−1

= (λ+ ω − ω)(A− ωI + λI − λI)(λI + ωI − A)−1

Tome α = λ+ ω, assim

(A− ωI)λ = (α− ω)(A− αI + λI)(αI − A)−1

= α(A− αI + λI)(αI − A)−1 − ω(A− αI + λI)(αI − A)−1

= α(A− αI)(αI − A)−1 + αλ(αI − A)−1 − ω(A− αI + λI)(αI − A)−1

= Aλ+ω − α2(αI − A)−1 + αλ(αI − A)−1 − ω(A− αI + λI)(αI − A)−1

= Aλ+ω − α2(αI − A)−1 + αλ(αI − A)−1 + ωI − ωλ(αI − A)−1

= Aλ+ω − α2(αI − A)−1 + αλ(αI − A)−1 + 2ωI − ωI − ωλ(αI − A)−1

= Aλ+ω − ωI − (ω2 + 2λω + λ2)((λ+ ω)I − A)−1

+ (ωλ+ λ2)((λ+ ω)I − A)−1 + 2ωI − ωλ((λ+ ω)I − A)−1

= Aλ+ω − ωI − ω(ω + 2λ)((λ+ ω)I − A)−1 − λ2((λ+ ω)I − A)−1

+ λ2((λ+ ω)I − A)−1 + ωλ((λ+ ω)I − A)−1 + 2ωI − ωλ((λ+ ω)I − A)−1

= Aλ+ω − ωI − ω(ω + 2λ)((λ+ ω)I − A)−1 + 2ω.

Assim,

(A− ωI)λ + ωI = Aλ+ω +H(λ), (2.5.19)

onde,

H(λ) = 2ωI − ω(ω + 2λ)((λ+ ω)I − A)−1

= ω[2I − (ω + 2λ)R(λ+ ω : A)]

= ω[2R(λ+ ω : A)(λ+ ω − A)− (ω + 2λ)R(λ+ ω : A)]

= ω[2(λ+ ω − A)− (ω + 2λ)]R(λ+ ω : A)

= ω[(ω − 2A)]R(λ+ ω : A)

= ω[ωR(λ+ ω : A)− 2AR(λ+ ω : A)].
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Dáı,

‖H(λ)‖ ≤ ω(‖ωR(λ+ ω : A)‖+ 2‖AR(λ+ ω : A)‖)
≤ ω(‖ωR(λ+ ω : A)‖+ 2‖λR(λ+ ω : A)− I‖)
≤ ω(‖ωR(λ+ ω : A)‖+ 2‖λR(λ+ ω : A)‖+ 2‖I‖)

≤ ω

(
ω

M

λ+ ω − ω
+ 2λ

M

λ
+ 2

)
= 2ω +

(
ω2

λ
+ 2ω

)
M,

ou seja, ‖H(λ)‖ ≤ 2ω+ (2ω2 +λ−1ω2)M e, para todo x ∈ D(A), ‖H(λ)x‖ ≤Mλ−1(ω2‖x‖+
2ω‖A‖)→ 0 quando λ→∞. Portanto, H(λ)x→ 0 quando λ→∞, para todo x ∈ X. Uma
vez que

‖etH(λ)x− x‖ =

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∫ 1

0

d

ds
(etsH(λ)xds

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∫ 1

0

tH(λ)etsH(λ)xds

∣∣∣∣∣∣∣∣
≤

∫ 1

0

‖tH(λ)etsH(λ)x‖ds

= |tH(λ)x|
∫ 1

0

‖etsH(λ)x‖ds

≤ t‖H(λ)x‖
∫ 1

0

ets‖H(λ)‖ds

≤ t‖H(λ)x‖
∫ 1

0

et‖H(λ)‖ds

≤ t‖H(λ)x‖et‖H(λ)‖ds

ou seja,

‖etH(λ)x− x‖ ≤ t‖H(λ)x‖et‖H(λ)‖ds

temos

lim
λ→∞

etH(λ)x = x, ∀ x ∈ X. (2.5.20)

Finalmente, desde que H(λ) e Aλ+ω para quaisquer λ > 0 e ω ≥ 0, temos que

‖etAλx− T (t)x‖ = ‖etAλ+tH(λ−ω)x− etAλ+tH(λ−ω)x+ etAλx− T (t)x‖
≤ ‖etAλ+tH(λ−ω)x− T (t)x‖+ ‖etAλ‖+ ‖etH(λ−ω)x− x‖.
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Quando λ → ∞ a primeira parcela do lado direito tende a zero por (2.5.18) e a segunda
tende a zero por (2.5.17) e (2.5.20). Portanto

lim
λ→∞

etAλx = T (t)x, ∀ x ∈ X.

2.6 C0-grupos de Operadores Lineares e Limitados

Passaremos agora para a caracterização geral de geradores infinitesimais de C0-grupos
de operadores lineares limitados. Além de semigrupos de operadores lineares, algumas
equações nos fornecem grupos de operadores lineares. Um exemplo simples é quando
o gerador infinitesimal do semigrupo é um operador A limitado, e vimos que neste caso
temos de fato um grupo de operadores. Vamos estudar mais profundamente este conceito,
e encontrar condições para que um operador linear não-limitado A : D(A) ⊂ X → X gere
um grupo de operadores lineares.

Definição 2.6.1. Uma famı́lia {T (t)}−∞<t<∞ de operadores lineares e limitados em um
espaço de Banach X é um C0-grupo de operadores lineares e limitados se

(i) T (0) = I ( I é o operador identidade de X);

(ii) T (t+ s) = T (t)T (s) para todos −∞ < t, s <∞;

(iii) lim
t→0

T (t)x = x, para todo x ∈ X

Para o caso de grupos de operadores lineares também podemos definir o seu gerador
infinitesimal, da seguinte maneira:

Definição 2.6.2. O gerador infinitesimal A do grupo {T (t)}−∞<t<∞ é definido por

Ax = lim
t→0

T (t)x− x
t

(2.6.1)

quando o limite existe; o domı́nio de A é o conjunto de todos os elementos x ∈ X para os
quais existe o limite (2.6.1).

Note que em (2.6.1) t → 0 de ambos os lados e não apenas t → 0+ como no caso do
gerador infinitesimal de um C0-semigrupo.

Seja {T (t)}−∞<t<∞ um C0-grupo de operadores lineares e limitados. Das definições
acima, fica claro que para t ≥ 0, T (t) é um C0-semigrupo de operadores lineares e limitados
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com gerador infinitesimal A. Além disso, para t ≥ 0, S(t) = T (−t) é também um C0-
semigrupo de operadores lineares e limitados com gerador infinitesimal−A. Assim, se T (t)
é um C0-grupo de operadores lineares e limitados emX, tanto A quando−A são geradores
infinitesimais de C0-semigrupos que são denotados por T+(t) e T−(t), respectivamente. Por
outro lado, se A e −A são os geradores infinitesimais dos C0-semigrupos T+(t) e T−(t),
então veremos que A é o gerador infinitesimal de um C0-grupo T (t) dado por

T (t) =

{
T+(t) se t ≥ 0
T−(−t) se t < 0.

Teorema 2.6.1. O operador linear A é o gerador infinitesimal de um C0-grupo de operadores
lineares e limitados {T (t)}−∞<t<∞ satisfazendo ‖T (t)‖ ≤Me|t| se, somente se

(i) A é fechado e D(A) = X;

(ii) Todo real λ, |λ| > ω, está no conjunto resolvente ρ(A) de A e para cada λ

‖R(λ : A)n‖ ≤M(|λ| − ω)−n, n = 1, 2, ... (2.6.2)

Prova: A necessidade segue do fato de que ambos A e −A são geradores infinitesimais de
C0-semigrupos de operadores lineares e limitados satisfazendo ‖T (t)‖ ≤ Me|t|. Desde que
A é o gerador infinitesimal de tal semigrupo, segue pelo Teorema 2.5.2 que A é fechado,
D(A) = X e (2.6.2) é satisfeita para λ > ω. Além disso, como −A é também um gerador
inifinitesimal de tal C0-semigrupo e R(λ : A) = −R(−λ : −A), pois

−R(−λ : A) = −
∫ ∞

0

eλtT (−t)xdt

fazendo −t = v, temos

−R(−λ : A) =

∫ ∞
0

e−λvT (v)xdv = R(λ : A)

Segue que σ(−A) = −σ(A) e que (2.6.2) é satisfeita para −λ < −ω e, portanto, as
condições (i) e (ii) são necessárias.

Se as condições (i) e (ii) são satisfeitas, segue do Teorema 2.5.2 que A e −A são
geradores infinitesimais dos C0-semigrupos T+(t) e T−(t), respectivamente e que

‖T±(t)‖ ≤Meωt. (2.6.3)

pelo Teorema 2.5.3, T+(t)x = lim
λ→∞

etAλx e T−(t)x = lim
λ→∞

e−tAλx, onde Aλ são aproximações

de Yosida de A e claramente T+(t) e T−(t) comutam.
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Se W (t) := T+(t)T−(t), então W (t) é um C0-semigrupo de operadores lineares e limita-
dos para t ≥ 0. Para x ∈ D(A) = D(−A), temos

W (t)x− x
t

=
T+(t)T−(t)x− T−(t)x+ T−(t)x− x

t

= T−(t)
T+(t)x− x

t
+
T−(t)x− x

t
→ IAx− Ax = 0, quando t→ 0.

Assim, para x ∈ D(A) temos W (t)x = x. Como D(A) é denso em X e W (t) é limitado,
temos que W (t) = I ou T−(t) = (T+(t))−1. Definindo

T (t) =

{
T+(t) se t ≥ 0
T−(−t) se t < 0.

obtemos um C0-grupo de operadores lineares e limitados satisfazendo ‖T (t)‖ ≤ Meω|t|.
Portanto, as condições (i) e (ii) são suficientes.

Lema 2.6.1. Sejam {T (t)}t≥0 um C0-semigrupo de operadores lineares e limitados, e A seu
gerador infinitesimal. Se para cada t > 0, T (t)−1 existe e é um operador limitado, então
S(t) = T (t)−1 é um C0-semigrupo de operadores lineares e limitados e tem como gerador
infinitesimal o operador −A. Além disso, se

U(t) =

{
T (t) se t ≥ 0

T (−t)−1 se t ≤ 0,

então {U(t)}−∞≤t≤∞ é um C0-grupo de operadores lineares e limitados.

Prova: As propriedades de semigrupos para S(t) são óbvias:

• S(0) = I;

• S(t+ s) = T (t+ s)−1 = (T (t)T (s))−1 = T (s)−1T (t)−1 = S(s)S(t);

• Para provar a continuidade forte de S(t), note que para s > 0 a imagem de T (s) é
todo X. Sejam x ∈ X e s > 1, existe y ∈ X, tal que T (s)y = x para t < 1, temos

‖T (t)−1x− x‖ = ‖T (t)−1T (t)T (s− t)y − T (s)y‖ = ‖T (s− t)y − T (s)y‖ → 0,

quando t→ 0. Portanto, S(t) é uniformemente cont́ınuo.

Finalmente, para x ∈ D(A) temos que

lim
t→0+

T (t)−1x− x
t

= lim
t→0+

T (t)
T (t)−1x− x

t

= lim
t→0+

x− T (t)x

t

= − lim
t→0+

T (t)x− x
t

= −Ax,
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ou seja,−A é o gerador infinitesimal de {T (t)−1}t≥0. Agora, vamos mostrar que {U(t)}−∞≤t≤∞
é um C0-grupo de operadores lineares e limitados e assim concluiremos a prova. Com
efeito, sabemos que A é gerador inifitesimal de {T (t)}t≥0, e −A é o gerador infinitesi-
mal de {T−(t)}t≥0 e T (−t)−1, para t < 0, logo T−(t) = T (−t)−1, para t < 0, portanto,
{U(t)}−∞≤t≤∞ é um C0-grupo de operadores lineraes e limitados.

Teorema 2.6.2. Seja {T (t)}t≥0 um C0-semigrupo de operadores lineares e limitados. Se
0 ∈ ρ(T (t0)) para algum t0 > 0 então 0 ∈ ρ(T (t)) para todo t > 0 e T (t) pode ser estendido a
um C0-grupo.

Prova: Se 0 ∈ ρ(T (t)) para todo t > 0, então, por definição, (T (t))−1 existe e é limitado
para todo t > 0. Logo, pelo Lema 2.6.1 podemos estender T (t) ao um C0-grupo. Assim,
tendo em vista essa análise, basta mostrarmos que 0 ∈ ρ(T (t)) para todo t > 0. Para
isto, como, por hipótese, 0 ∈ ρ(T (t0)), T (t0)n = T (nt0) é injetiva para todo n ≥ 1. Seja
T (t)x = 0, escolha n tal que nt0 > t. Dáı,

T (nt0)x = T (nt0 − t+ t)x = T (nt0 − t)T (t)x = 0,

o que implica que x = 0. Logo, T (t) é injetiva, para todo t > 0. Agora, mostraremos
que R(T (t)) = X, para todo t > 0. Para t ≤ t0, R(T (t)) ⊃ R(T (t0)), pela propriedade de
semigrupos. Para t > t0, seja t = kt0 + t1 com 0 ≤ t1 ≤ t0. Dáı,

T (t) = T (kt0 + t1) = T (kt0)T (t1) = T (t0)kT (t1),

ou seja, concluimos que R(T (t)) = X. Portanto, T (t) é injetiva e R(T (t)) = X para todo
t > 0 e pelo Teorema do Gráfico Fechado, 0 ∈ ρ(T (t)), para todo t > 0.

Teorema 2.6.3. Seja {T (t)}t≥0 um C0-semigrupo de operadores lineares e limitados. Se para
algum s0 > 0, T (s0) − I é compacto então T (t) é invert́ıvel para todo t > 0 e T (t) pode ser
estendido a um um C0-grupo.

Prova: Tendo em vista o Teorema 2.6.2, é suficiente provar que T (s0) é invert́ıvel. Se T (s0)
é não invert́ıvel, então 0 ∈ σ(T (s0)), mas por hipótese T (s0)−I é compacto e assim, 0 é um
autovalor de T (s0) com multiplicidade finita. Pois se 0 tem multiplicidade infinita então o
N(T (s0)) tem dimensão infinita. Mas T (s0) − I é compacto, isto é, dado uma seguência
xn ∈ N(T (s0)) limitada, existe uma xnk tal que (T (s0) − I)(xnk) é convergente, ou seja,
I(xnk) é convergente e conclúımos que o operador I é compacto, o que é um absurdo.
Agora, seja x 6= 0 tal que T (s0)x = 0. Fazendo s1 = s0

2
, temos T (s1)T (s1)x = T (s0)x = 0

, e 0 é ainda um autovalor de T (s1). Por indução, definimos a sequência {sn} tal que
0 é um autovalor de T (sn). Se N(T (t)) é o núcleo de T (t), então N(T (s)) ⊂ N(T (t)),
para s ≤ t. Seja Qn = N(T (sn)) ∩ {x ∈ X; ‖x‖ = 1}. Note que Qn é uma sequência de
subconjuntos não vazios de X. Uma vez que N(T (s0) tem dimensão finita, Q0 é compacto
e consequentemente ∩∞n=0Qn 6= ∅. Se x ∈ ∩∞n=0Qn, então

‖T (sn)x− x‖ = ‖x‖ = 1, para todo sn (2.6.4)

Mas sn → 0 quando n → ∞, logo (2.6.4) contradiz a continuidade forte de T (t). Isso
mostra que T (s0) é invert́ıvel.
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2.7 A Transformada Inversa de Laplace

Um dos problemas fundamentais na teoria dos semigrupos de operadores lineares é a
relação entre o semigrupo e seu gerador infinitesimal. Dado um semigrupo T (t) obtém-se
seu gerador infinitesimal, por definição, como

Ax = lim
t→0+

T (t)x− x
t

para x ∈ D(A).

Uma maneira diferente de obter A, ou melhor, o resolvente de A, é pela Observação 2.5.2.
Lá nós mostramos que ‖T (t)‖ ≤Mewt então

R(λ : A)x =

∫ ∞
0

e−λtT (t)xdt para x ∈ X, Re(λ) > w. (2.7.1)

Do ponto de vista das aplicações às equações diferenciais parciais, é mais interessante
obter T (t) de seu gerador infinitesimal. A razão para isso é que para x ∈ D(A), T (t)x é a
solução do problema do valor inicial

du

dt
− Au = 0, u(0) = x.

Esta seção é dedicada ao problema de representar T (t) em termos de seu gerador in-
finitesimal. Uma maneira de fazer isso já foi exibida no Teorema 2.5.3. Aqui, usaremos
um método diferente. Se T (t) satisfaz ‖T (t)‖ ≤ Mewt, então o resolvente de A satisfaz
(2.7.1), isto é, o resolvente de A é a transformada de Laplace do semigrupo. Portanto, es-
peramos obter o semigrupo T (t) do resolvente de A invertendo a Transformada de Laplace.
Começamos com algumas preliminares.

Lema 2.7.1. Sejam B um operador linear limitado e γ ∈ R tal que γ > ‖B‖, então

etB =
1

2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
eλtR(λ : B)dλ (2.7.2)

onde a integral é calculada ao longo do segmento de reta Reλ = γ. Além disto, a convergência
da integral é uniforme em qualquer intervalo limitado com relação a t.

Prova: Como γ > ‖B‖, escolha r tal que γ > r > ‖B‖ e seja Cr um ćırculo de raio r

centrado na origem (veja figura 1). Se λ 6= 0 e |λ| > r, então
∣∣∣∣1λ
∣∣∣∣ =

1

|λ|
<

1

r
. Dáı, pela

Proposição 1.3.1[série de Neumann, onde estamos considerando z =
1

λ
e T = B], temos

que

∞∑
j=0

(
1

λ

)j
Bj =

(
I − 1

λ
B

)−1

, (2.7.3)
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multiplicando ambos os lados da igualdade acima por (λ)−1,
∞∑
j=0

λ−1λ−jBj = (λI −B)−1 para |λ| > r,

ou seja,

R(λ : B) =
∞∑
j=0

Bj

λj+1
, para |λ| > r. (2.7.4)

Como |λ| > r > ‖B‖, então, pela Proposição 1.3.1[série de Neumann], obtemos∣∣∣∣∣∣∣∣(I − 1

λ
B

)−1∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ 1

1− 1
|λ|‖B‖

,

Assim, ∣∣∣∣∣∣∣∣λ−1

(
I − 1

λ
B

)−1∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ |λ|−1 1

1− 1
|λ|‖B‖

≤ |λ|−1 1

1− 1
r
‖B‖

= |λ|−1C, para todo |λ| > r > ‖B‖.

onde C é uma constante positiva. Em outras palavras, para todo |λ| > r > ‖B‖, temos que

‖R(λ : B)‖ ≤ C|λ|−1. (2.7.5)

Agora, multiplicando ambos os lados de (2.7.4) por ( 1
2πi

)eλt e integrando sobre Cr, obtemos

1

2πi

∫
Cr

eλtR(λ : B)dλ =
∞∑
j=0

Bj

2πi

∫
Cr

eλt

λj+1
dλ,

observe que a troca da integral com o somatório (no lado direito da igualdade acima) é
válida pelo fato de (2.7.5) garantir a convergência uniforme da série (2.7.4). Assim, pela
fórmula dos coeficientes da série de Taylor, para todo k = 0, 1, 2, ...,

1

2πi

∫
Cr

eλt

λj+1
dλ =

tj

j!
.

Dáı,

1

2πi

∫
Cr

eλtR(λ : B)dλ =
∞∑
j=0

Bj

2πi

∫
Cr

eλt

λj+1
dλ

=
∞∑
j=0

Bjtj

j!

= etB,
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reescrevendo,

etB =
1

2πi

∫
Cr

eλtR(λ : B)dλ. (2.7.6)

Visto que fora de Cr o integrando de (2.7.6) é anaĺıtico e ‖R(λ : B)‖ ≤ C|λ|−1, podemos
mudar o caminho de integração de Cr para a reta Re(z) = γ, usando o Teorema de Cauchy
(ver Teorema 1.3.2). De fato, considere a região Ω exterior à Cr e interior à curva C1 por
partes Λk dada por

Λk =
4⋃
l=1

Λl
k

onde,

Λ1
k = {λ;λ = γ + is,−k ≤ s ≤ k},

Λ2
k = {λ;λ = s− ik,−k ≤ s ≤ γ},

Λ3
k = {λ;λ = −k + is,−k ≤ s ≤ k},

Λ4
k = {λ;λ = s+ ik,−k ≤ s ≤ γ},

sendo a curva, orientada no sentido anti-horário (Veja figura 2.1).

Figura 2.1: A região Ω
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Já que o integrando em (2.7.6) é anaĺıtico em Ω, então pelo Teorema de Cauchy ( ver
Teorema 1.3.2), podemos trocar o caminho de integração Cr por Λk∫

Λk

eλtR(λ : B)dλ =

∫
Cr

eλtR(λ : B)dλ (2.7.7)

Denotemos

lim
k→∞

∫
Λ1
k

eλtR(λ : B)dλ =

∫ γ−i∞

γ−i∞
eλtR(λ : B)dλ (2.7.8)

Observe que se mostrarmos a veracidade de

lim
k→∞

∫
Λjk

eλtR(λ : B)dλ = 0, ∀j = 2, 3, 4. (2.7.9)

garantimos (2.7.2), pois passando o limite em (2.7.7) com k → ∞ e utilizando (2.7.8) e
(2.7.9), teremos

etB =
1

2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
eλtR(λ : B)dλ.

Assim, provaremos (2.7.9). Com efeito, vimos em (1.3.1) como determinar a integral de
uma função cont́ınua definida sobre um aberto de C ao longo de uma curva de classe C1

por partes. Dáı, usando este fato e a informação |eλt| ≤ eRe(λ)t, obtemos∣∣∣∣∣∣∣∣ ∫
Λ3
k

eλtR(λ : B)dλ

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ ∫ k

−k
eReλt‖R(λ : B)‖ds

≤
∫ k

−k
e−kt

C

|λ|
ds

≤
∫ k

−k
e−kt

C√
k2 + s2

ds

≤ Ce−kt
∫ k

−k

1

k
ds

= 2Ce−kt → 0,

quando k →∞. Logo, mostramos a veracidade de (2.7.9) para a curva Λ3
k.

Para a curva Λ4
k e Λ2

k iremos abordar uma análise diferente. Note que∣∣∣∣∣∣∣∣ ∫
Λ4
k

eλtR(λ : B)dλ

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ ∫ γ

−k
eReλt‖R(λ : B)‖ds

≤
∫ γ

−k
est

C

|λ|
ds

≤
∫ γ

−k
est

C√
k2 + s2

ds. (2.7.10)
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Fixando P > 0 e −k < −P , temos

C

∫ γ

−k

est√
k2 + s2

ds = C

∫ −P
−k

est√
k2 + s2

ds+ C

∫ γ

−P

est√
k2 + s2

ds,

escolhendo P > 0, suficientemente grande, de maneira que

est <
ε

C
, para todo s ∈ [−k,−P ], (2.7.11)

obtemos,

C

∫ γ

−k

est√
k2 + s2

ds ≤ C
ε

C

∫ −P
−k

ds√
k2 + s2

ds+ C

∫ γ

−P

est√
k2 + s2

ds

≤ ε

∫ −P
−k

ds

k
ds+ C

∫ γ

−P

est√
k2 + s2

ds

≤ ε

k
(−P + k) + C

∫ γ

−P

est√
k2 + s2

ds

≤ ε+ C

∫ γ

−P

est√
k2 + s2

ds.

Dáı, dado ε > 0, fixamos P > 0 tal que (2.7.11) ocorra; consequentemente

lim
k→∞

sup
(
C

∫ γ

−k

est√
k2 + s2

ds

)
≤ ε+ C lim

k→∞
sup

∫ γ

−P

est√
k2 + s2

ds

≤ ε+ C lim
k→∞

sup
(
eγt

k
(γ + P )

)
≤ ε,

pelarbitrariedade de ε > 0, segue

lim
k→∞

sup
(
C

∫ γ

−k

est√
k2 + s2

ds

)
= 0.

Portanto,

lim
k→∞

(
C

∫ γ

−k

est√
k2 + s2

ds

)
= 0. (2.7.12)

Por conseguinte, fazendo k →∞ em (2.7.10) e usando (2.7.12), obtemos

lim
k→∞

∫
Λ4
k

eλtR(λ : B)dλ→ 0, (2.7.13)

como queŕıamos. Analogamente, para Λ2
k, garantimos

lim
k→∞

∫
Λ2
k

eλtR(λ : B)dλ→ 0,

como queŕıamos provar.
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Lema 2.7.2. Seja A o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo {T (t)}t≥0 satisfazendo
‖T (t)‖ ≤Mewt. Sejam µ ∈ R, µ > ω ≥ 0, e seja

Aµ = µAR(µ : A) = µ2R(µ : A)− µI (2.7.14)

a aproximação de Yosida de A. Então, para Reλ > ωµ
µ−ω , temos

R(λ : Aµ) = (λ+ µ)−1(µI − A)R

(
µλ

µ+ λ
: A

)
(2.7.15)

e

‖R(λ : Aµ)‖ ≤M

(
Reλ− ωµ

µ− ω

)−1

. (2.7.16)

Para Reλ > ε+ ωµ
µ−ω e µ > 2ω, existe uma constante C dependendo somente de M e ε tal que

para todo x ∈ D(A)

‖R(λ : Aµ)‖ ≤ C

|λ|
(‖x‖+ ‖Ax‖). (2.7.17)

Prova: Primeiramente, vamos provar (2.7.15). Com efeito,

R(λ : Aµ) = (λ− Aµ)−1

= (λ− µAR(µ : A))−1

= (λ− µA(µI − A)−1)−1

= (µ+ λ)−1[(µ+ λ)(λ− µA(µI − A)−1)−1]

= (µ+ λ)−1{(µ+ λ)[(λ(µI − A)− µA)(µI − A)−1]−1}
= (µ+ λ)−1{(µ+ λ)(µI − A)[(λ(µI − A)− µA)]−1}
= (µ+ λ)−1{(µI − A)(µ+ λ)[(λ(µI − A)− µA)]−1}

= (µ+ λ)−1

{
(µI − A)(µ+ λ)(µ+ λ)−1

[
λµI

(λ+ µ)
− A)

]−1}
= (µ+ λ)−1(µI + A)R

(
λµI

(λ+ µ)
: A

)
.

Agora, vamos provar (2.7.16). Para isto, note que Aµ é o gerador infinitesimal de etAµ e
por (2.5.17)

‖etAµ‖ ≤Mexp
[
t

(
ωµ

µ+ ω

)]
.

Logo, pelo Teorema 2.5.2 segue que

‖R(λ : A)‖ ≤ M

Reλ− ωµ
µ+ω

.
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Finalmente, vamos provar (2.7.17). Dado Reλ > ε + ωµ
µ−ω , segue de (2.7.16) que ‖R(λ :

Aµ)‖ ≤Mε−1. Note que, se x ∈ D(A) e µ > 2ω, então

‖Aµx‖ = ‖µR(µ : A)Ax‖
= µ‖R(µ : A)‖ ‖Ax‖

≤ µ
M

µ− ω
‖Ax‖

≤ 2M‖Ax‖

Portanto,

‖R(λ : Aµ)x‖ =

∣∣∣∣∣∣∣∣xλ +
R(λ : Aµ)Aµx

λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
≤ 1

|λ|

(
‖x‖+

2M2

ε
‖Ax‖

)
≤ C

|λ|
(‖x‖+ ‖Ax‖).

Lema 2.7.3. Seja A nas condições do Lema 2.7.2, λ = γ + iη, onde γ > ω + ε fixado. Para
todo x ∈ X, temos

lim
µ→∞

R(λ : Aµ)x = R(λ : A)x (2.7.18)

e para todo Y > 0, o limite é uniforme em η para |η| < Y .

Prova: Seja υ = µλ
µ+λ

. De (2.7.15), para µ suficientemente grande, temos

R(λ : Aµ)−R(λ : A) = (λ+ µ)−1(µI − A)R(υ : A)−R(λ : A)

= (λ+ µ)−1[(µI − A)R(υ : A)− (λ+ µ)R(λ : A)]

= (λ+ µ)−1(µI − A)R(υ : A)[I − (µI − A)−1(υ − A)(µ+ λ)(λ− A)−1]

= (λ+ µ)−1(µI − A)R(υ : A)[(λI − A)(µI − A)

− (λ+ µ)(υI − A)]R(µ : A)R(λ : A)

= (λ+ µ)−1(µI − A)R(υ : A)[λµI − λA− µA+ A2

− λµI + λA+ µA]R(µ : A)R(λ : A)

= (λ+ µ)−1(µI − A)R(υ : A)A2R(µ : A)R(λ : A)

= (λ+ µ)−1A2R(µ : A)(µI − A)R(υ : A)R(λ : A)

= (λ+ µ)−1A2R(υ : A)R(λ : A).

Para γ > ω + ε implica que γ − ω > ε. pelo Teorema 2.5.2 ‖R(λ : A)‖ ≤ Mε−1. Dado
Y > 0, podemos encontrar um µ0 dependendo de Y e γ tal que se λ = γ + iη, |η| ≤ Y e
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µ > µ0, então Re µλ
µ+λ

> ω+ ε
2
. Então, para µ > µ0 temos ‖R(υ : A)‖ ≤ 2Mε−1. Portanto, se

x ∈ D(A2) e µ > µ0, temos

‖R(λ : Aµ)x−R(λ : A)x‖ ≤ 1

|µ+ ω|
‖R(υ : A)‖ ‖R(λ : A)‖ ‖A2x‖

≤ 1

µ

2M2

ε2
‖A2x‖

e (2.7.18) é verificada para x ∈ D(A2). Como D(A2) é denso em X (ver Teorema 2.2.4),
do Lema 2.7.2, ‖R(λ : Aµ)‖ é uniformemente limitado para Re(λ) > ω + ε desde que
µ > ω+ ω2

ε
e pelo Teorema 2.5.2 o mesmo é válido para ‖R(λ : A)‖, (2.7.18) é válida para

todo x ∈ X.

Teorema 2.7.1. Sejam A o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo T (t) satisfazendo
‖T (t)‖ ≤Mewt e γ > max(0, w). Se x ∈ D(A), então∫ t

0

T (s)xds =
1

2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
eλtR(λ : A)x

dλ

λ
. (2.7.19)

e a integral no lado direito converge uniformemente em intervalos limitados com relação a t.

Prova: Seja µ > 0 fixado e seja δ > ‖Aµ‖. Defina

ρk(s) =
1

2πi

∫ δ+i∞

δ−i∞
eλsR(λ : Aµ)xdλ. (2.7.20)

Integrando ambos os lados de (2.7.20) de 0 a t e trocando a ordem de integração encon-
tramos ∫ t

0

ρk(s)ds =

∫ t

0

1

2πi

∫ δ+i∞

δ−i∞
eλsR(λ : Aµ)xdλds

=
1

2πi

∫ δ+i∞

δ−i∞
R(λ : Aµ)x

(∫ t

0

eλsds

)
dλ

=
1

2πi

∫ δ+i∞

δ−i∞
R(λ : Aµ)x

[
1

λ
(eλt − 1)

]
dλ,

ou seja, ∫ t

0

ρk(s)ds =
1

2πi

∫ δ+i∞

δ−i∞
eλtR(λ : Aµ)x

dλ

λ
− 1

2πi

∫ δ+i∞

δ−i∞
R(λ : Aµ)x

dλ

λ
. (2.7.21)

Afirmamos que

lim
k→∞

∫ δ+ik

δ−ik
R(λ : Aµ)x

dλ

λ
= 0. (2.7.22)
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Com efeito,

Considere Γk um caminho composto do segmento vertical

Γ
(1)
k = {δ + iη;−k ≤ η ≤ k}

e do semićırculo

Γ
(2)
k =

{
δ + keiϕ = δ + kcos(ϕ) + isin(ϕ);

−π
2
≤ ϕ ≤ π

2

}
como na Figura 2.2.

Figura 2.2: Caminho Γk

Assim, integrando λ−1R(λ : Aµ) no caminho por partes Γk e usando o Teorema de
Cauchy (ver Teorema 1.3.2), temos que∫

Γk

λ−1R(λ : Aµ)x = 0,

o que implica

lim
k→∞

∫
Γ1
k

λ−1R(λ : Aµ)xdλ+ lim
k→∞

∫
Γ2
k

λ−1R(λ : Aµ)xdλ = 0 (2.7.23)

Além disso, se λ ∈ Γ
(2)
k , então

|λ| =

√
(δ + kcos(ϕ))2 + k2sin2(ϕ)

=
√
δ2 + 2δkcos(ϕ) + k2

= k

√
δ2

k2
+

2δcos(ϕ)

k
+ 1,
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Logo, sendo ‖R(λ : Aµ)‖ ≤ Cµ|λ|−1, para |λ| ≥ δ, uma vez que Aµ é um operador limitado,
temos ∣∣∣∣∣∣∣∣ ∫

Γ
k(2)

λ−1R(λ : Aµ)xdλ

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ ∫
Γ
k(2)

∣∣∣∣∣∣∣∣R(λ : Aµ)

λ

∣∣∣∣∣∣∣∣‖x‖dλ
≤

∫ π
2

−π
2

Cµ|λ|−1

|λ|
‖x‖dϕ

≤
∫ π

2

−π
2

Cµ

(
k
√

δ2

k2
+ 2δcos(ϕ)

k
+ 1

)−1

k
√

δ2

k2
+ 2δcos(ϕ)

k
+ 1

‖x‖dϕ

≤ 1

k
Cµ

∫ π
2

−π
2

‖x‖ 1
δ2

k2
+ 2δcos(ϕ)

k
+ 1

dϕ

≤ 1

k
πCµ‖x‖, (k ≈ ∞);

onde utilizamos na última desigualdade o fato de

lim
k→∞

1
δ2

k2
+ 2δcos(ϕ)

k
+ 1

= 1.

Assim, para k →∞, obtemos ∫
Γ
k(2)

R(λ : Aµ)

λ
xdλ→ 0. (2.7.24)

Dáı, utilizando (2.7.23) e (2.7.24) segue que

lim
k→∞

∫ δ+ik

δ−ik
R(λ : Aµ)x

dλ

λ
= 0,

como t́ınhamos afirmado. Agora, utilizaremos o Teorema da Convergência Dominada de
Lebesgue (ver Teorema 1.2.5) para mostrar que

lim
k→∞

∫ t

0

ρk(s)ds =

∫ t

0

esAµds. (2.7.25)

Para isto, definimos hk(s) := ‖ρ(s)− esAµ‖. Dáı, note que

(i) {hk} é uma sequência de funções mensuráveis em [0, t], pois, é uma sequência de
funções cont́ınuas;

(ii) hs → 0 quando k →∞, pois R(µ : A) e I são lineares e limitados. Aµ é um operador
linear e limitado, donde, pelo Lema 2.7.1, ρk(s)→ esAµx, quando k →∞;

73



(iii) |hk(s)| ≤ g(s) e
∫ t

0
g(s)ds <∞. Com efeito, pela desigualdade triangular,

|hk(s)| ≤ ‖ρk(s)‖+ ‖esAµ‖ (2.7.26)

Considere,

Υ1 = {λ;λ = m− ik,−k ≤ m ≤ δ}
Υ2 = {λ;λ = −k − im,−k ≤ m ≤ k}
Υ3 = {λ;λ = m+ ik,−k ≤ m ≤ δ}

e o ćıculo Cr de raio r e centro na origem (veja Figura 2.3).

Figura 2.3: Υ1,Υ2,Υ3 e Cr.

Segue do Teorema de Cauchy (ver Teorema 1.3.2), que∫
Υi

eλtR(λ : Aµ)dλ =

∫
Cr

eλsR(λ : Aµ)dλ

ou seja,∫ δ−ik

δ−ik
eλsR(λ : Aµ)dλ =

∫
Cr

eλsR(λ : Aµ)dλ−
3∑
i=1

∫
Υi

eλsR(λ : Aµ)dλ, i = 1, 2, 3.
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Logo, para i = 1, 2, 3,∣∣∣∣∣∣∣∣ ∫ δ−ik

δ−ik
eλsR(λ : Aµ)dλ

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∣∣∣∣ ∫
Cr

eλsR(λ : Aµ)dλ

∣∣∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣∣∣ 3∑
i=1

∫
Υi

eλsR(λ : Aµ)dλ

∣∣∣∣∣∣∣∣(2.7.27)

Além disso, utilizando ideias semelhantes como na prova do Lema 2.7.1, segue que∣∣∣∣∣∣∣∣ ∫
Υ2

eλsR(λ : Aµ)dλ

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ ∫ k

−k
e−ks

C√
k2 +m2

dm

≤ Ce−ks
∫ k

−k

ds

k

= 2Ce−ks.

isto é, ∣∣∣∣∣∣∣∣ ∫
Υ2

eλsR(λ : Aµ)dλ

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ 2C = C1. (2.7.28)

Agora, sobre Υ3, temos que∣∣∣∣∣∣∣∣ ∫
Υ3

eλsR(λ : Aµ)dλ

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ ∫ δ

−k
ems

C√
k2 +m2

dm

Fixando P > 0 e −k < −P segue que

C

∫ −P
−k

ems√
k2 +m2

dm+ C

∫ δ

−P

ems√
k2 +m2

dm

Escolhendo P > 0, suficientemente grande, de maneira que

ems <
ε

C
, ∀ m ∈ [−k, P ]

obtemos

C

∫ δ

−k

ems√
k2 +m2

dm ≤ C
ε

C

∫ −P
−k

dm√
k2 +m2

+ C

∫ δ

−P

ems√
k2 +m2

dm

≤ ε

∫ −P
−k

dm

k
+ C

∫ δ

−P

ems√
k2 +m2

dm

≤ ε+ C

∫ δ

−P

ems√
k2 +m2

dm,

ou seja,

C

∫ δ

−k

ems√
k2 +m2

dm ≤ ε+ C

∫ δ

−P

ems√
k2 +m2

dm

≤ ε+ C

[
emδ

k
(δ + P )

]
︸ ︷︷ ︸

C2

,
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Logo, ∣∣∣∣∣∣∣∣ ∫
Υ3

eλsR(λ : Aµ)dλ

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ C2. (2.7.29)

Analogamente, obtemos ∣∣∣∣∣∣∣∣ ∫
Υ1

eλsR(λ : Aµ)dλ

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ C2. (2.7.30)

Agora, vamos analisar sobre o ćıcrulo Cr. Para isso, note que Aµ é um operador linear
limitado, então, pela prova do Lema 2.7.1 e da Equação 2.7.6, segue∣∣∣∣∣∣∣∣ ∫

Cr

eλsR(λ : Aµ)dλ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = ‖2πietAµ‖ ≤ 2πe|t| ‖Aµ‖ = C3 (2.7.31)

Dáı, utilizando (2.7.27), (2.7.28), (2.7.29), (2.7.30), seque que

‖ρk(s)‖ =
1

2πi

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∫ γ+i∞

γ−i∞
eλsR(λ : Aµ)xdλ

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ 1

2π
(C1 + C2 + C2 + C3) = C4. (2.7.32)

Com relação a ‖esAµ‖ temos

‖esAµ‖ = ‖es(µ2R(µ:AI)−µI)‖
= e−sµ‖esµ2R(µ:AI)‖

= e−sµ
∞∑
n=0

µ2nsn‖R(µ : A)n‖
n!

pelo Teorema 2.5.2, obtemos para µ > ω,

‖esAµ‖ ≤ e−sµ
∞∑
n=0

µ2nsn‖R(µ : A)n‖
n!

≤ e−sµ
∞∑
n=0

µ2nsn M
(µ−ω)n

n!

= Me−st
∞∑
n=0

µ2nsn

(µ− ω)nn!

= Me−ste
µ2s

(µ−ω)

= Me( ωµ
µ−ω )s

≤ Me2ωs = C5. (2.7.33)
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Logo, substituindo (2.7.32) e (2.7.33) em (2.7.26), obtemos

|hk(s)| ≤ C4 + C5 = g(s),

e ∫ t

0

g(s)ds <∞

Portanto, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue (ver Teorema 1.2.5), ga-
rantimos que

lim
k→∞

∫ t

0

hk(s)ds =

∫ t

0

(
lim
k→∞

hk(s)

)
ds = 0

o que implica

lim
k→∞

∫ t

0

ρk(s)ds =

∫ t

0

esAµds.

como t́ınhamos afirmado em (2.7.25).

Dáı, fazendo k →∞ em (2.7.21) e usando (2.7.22) e (2.7.25, obtemos∫ t

0

esAµds =
1

2πi

∫ δ+i∞

δ−i∞
eλtR(λ : Aµ)x

dλ

λ
(2.7.34)

Se γ > max(ω, 0), então pelo Lema 2.7.2 existe µ0 > 0 tal que µ > µ0, {λ : Reλ > γ} ∈
ρ(Aµ) e para x ∈ D(A)

‖R(λ : Aµ)‖ ≤ C

|λ|
(‖x‖+ ‖Ax‖).

onde C depende somente de M e γ. Para µ ≥ µ0, podemos trocar a curva de integração
do lado direito de (2.7.34) de Reλ = δ para Reλ = γ para obter∫ t

0

esAµds =
1

2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
eλtR(λ : Aµ)x

dλ

λ
(2.7.35)

Para justificar essa troca de curva de integração, considere a região Θ delimitada pela
curva

Υk =
4⋃
l=1

Υl
k
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Figura 2.4: Curva Λk

onde

Υ1
k = {λ;λ = γ + iη,−k ≤ η ≤ k},

Υ2
k = {λ;λ = η − ik, δ ≤ η ≤ γ},

Υ3
k = {λ;λ = δ + iη,−k ≤ η ≤ k},

Υ4
k = {λ;λ = η + ik, δ ≤ η ≤ γ}.

como pode ser visto na Figura 2.4.

Sendo, φµ(λ) = λ−1eλtR(λ : Aµ)x é anaĺıtica em Θ, pelo Teorema de Cauchy (ver
Teorema 1.3.2), temos que∫

Υ1
k

φµ(λ)dλ+

∫
Υ2
k

φµ(λ)dλ+

∫
Υ3
k

φµ(λ)dλ+

∫
Υ4
k

φµ(λ)dλ = 0 (2.7.36)
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e ∫ γ

δ

eηt
dη

η2 + k2
≤ eηt

k2
(δ − γ)→ 0, (k ≈ ∞);

onde mostra-se (utlizando técnicas anteriores) que∫
Υjk

φµ(λ)dλ→ 0, (k ≈ ∞), para j = 2, 4. (2.7.37)

Usando (2.7.36) e (2.7.37), segue que

1

2πi

∫ δ+i∞

δ−i∞
eλtR(λ : Aµ)x

dλ

λ
=

1

2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
eλtR(λ : Aµ)x

dλ

λ

e, portanto, (2.7.35) é verificada. Agora, mostraremos que vale a seguinte igualdade

lim
µ→∞

∫ t

0

esAµxds =

∫ t

0

T (t)xds. (2.7.38)

Para isso, defina gµ(s) := ‖esAµx− T (s)x‖. Note que

(i) {gµ} é uma sequência de funções mensuráveis, pois gµ(·) é uma sequência de funções
cont́ınuas;

(ii) esAµx→ T (s)x, quando µ→∞ (pelo Corolário 2.3.1) ;

(iii) |gµ| ≤ k.

Dessa forma, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue (ver Teorema 1.2.5),
temos (2.7.38). Agora, mostraremos que

1

2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
eλtR(λ : Aµ)x

dλ

λ
→ 1

2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
eλtR(λ : A)x

dλ

λ

quando µ→∞. Defina

fµ(λ) =
|eλt|
|λ|
‖(R(λ : Aµ)−R(λ : A))x‖, (2.7.39)

onde temos

(i) {fµ} é uma sequência de funções mensuráveis, pois fµ(·) é cont́ınua;

(ii) fµ(λ)→ 0, quando µ→∞ (pelo Lema 2.7.3);
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(iii) fµ é dominada por uma função integrável. Com efeito,

|fµ| ≤
|eλt|
|λ|

[‖(R(λ : Aµ)‖+ ‖R(λ : A))x‖]

≤ 2C(‖x‖+ ‖Ax‖) |e
λt|
|λ|2
≡ g(λ), (µ ≈ ∞);

e, considerando C7 = 2C(‖x‖+ ‖Ax‖), temos∫ γ+i∞

γ−i∞
g(λ)dλ =

∫ γ+i∞

γ−i∞
C7
|eλt|
|λ|2

= C7e
γt

∫ ∞
−∞

dη

γ2 + η2

= C7e
γt lim
k→∞

∫ k

−k

dη

γ2 + η2

= C7e
γt 1

γ2
lim
k→∞

∫ k

−k

dη

1 + ( η
γ
)2

= C7e
γt 1

γ
lim
k→∞

∫ k
γ

−k
γ

dz

1 + z2
,

ou seja, ∫ γ+i∞

γ−i∞
g(λ)dλ = C7e

γt 1

γ
lim
k→∞

[arctan(k \ γ)− arctan(−k \ γ)]

= C7e
γt 1

γ
[(π \ 2)− (−π \ 2)]

= C7e
γt 1

γ
π <∞,

para todo t em intervalos limitados. Pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue
(ver Teorema 1.2.5),

lim
µ→∞

∫ γ+i∞

γ−i∞

|eλt|
|λ|
‖(R(λ : Aµ)−R(λ : A))x‖dλ = 0,

o que implica

lim
µ→∞

∫ γ+i∞

γ−i∞

eλt

λ
[(R(λ : Aµ)−R(λ : A))x]dλ = 0,

dáı,

1

2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
eλtR(λ : Aµ)x

dλ

λ
→ 1

2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
eλtR(λ : A)x

dλ

λ

80



quando µ→∞. Usando (2.7.38) e (2.7.35), segue que∫ t

0

T (t)xds = lim
µ→∞

∫ t

0

esAµxds =
1

2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
eλtR(λ : A)x

dλ

λ
,

como queŕıamos provar.

Corolário 2.7.1. Seja A o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo {T (t)}t≥0 satisfazendo
‖T (t)‖ ≤Mewt. Seja γ > max(0, ω). Se x ∈ D(A2), então

T (t)x =
1

2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
eλtR(λ : A)x

dλ

λ
(2.7.40)

e para todo δ > 0, a integral converge uniformemente para t ∈ [δ, 1
δ
].

Prova: Sabemos que se x ∈ D(A2), então Ax ∈ D(A), por definição. Utilizando o Teorema
2.7.1 para Ax, segue do item (d) do Teorema 2.2.2 a seguinte igualdade

T (t)x− x =

∫ t

0

T (t)Axds =
1

2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
eλtR(λ : A)Ax

dλ

λ

Pela identidade do resolvente R(λ : A)Ax = λR(λ : A)x− x, obtemos

T (t)x− x =
1

2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
eλtR(λ : A)Ax

dλ

λ

=
1

2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
eλt(λR(λ : A)x− x)

dλ

λ

=
1

2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
eλt
(
R(λ : A)x− x

λ

)
dλ

=
1

2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
eλtR(λ : A)xdλ− 1

2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
eλt
x

λ
dλ.

isto é

T (t)x− x =
1

2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
eλtR(λ : A)xdλ− 1

2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
eλt
x

λ
dλ. (2.7.41)

Mostraremos agora que para t > 0 a igualdade a seguir é verdadeira

1

2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
eλt
x

λ
dλ = x.

Com efeito, considerando Cr e Λk como no Lema 2.7.1, mostramos que∫
Λk

eλt

λ
dλ =

∫
Cr

eλt

λ− 0
dλ = 2πie0t = 2πi; (2.7.42)
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onde a penúltima igualdade é válida pela fórmula da integral de Cauchy (veja 1.3.2) para
a função f = eλt. Dessa forma, aplicando o limite em (2.7.42), obtemos∫ γ+i∞

γ−i∞
eλt
x

λ
dλ = 2πi,

Dáı,

1

2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
eλt
x

λ
dλ = x. (2.7.43)

como afirmamos. E (2.7.42) converge uniformemente em t para t ∈ [δ, 1 \ δ]. Portanto,
substituindo o que acabamos de mostrar em (2.7.43), obtemos

T (t)x =
1

2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
eλtR(λ : A)x

dλ

λ

Corolário 2.7.2. Se A o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo {T (t)}t≥0 satisfazendo
‖T (t)‖ ≤Mewt. Seja γ > max(0, ω). Para cada x ∈ X, temos∫ t

0

(t− s)T (s)xds =
1

2π

∫ γ+i∞

γ−i∞
eλtR(λ : A)x

dλ

λ2
. (2.7.44)

e a convergência é uniforme em t para intervalos limitados.

Prova: Integrando (2.7.19) de 0 a t, obtemos∫ t

0

(t− s)T (s)xds =
1

2π

∫ t

0

∫ γ+i∞

γ−i∞
eλsR(λ : A)x

dλ

λ
ds

=
1

2π

∫ γ+i∞

γ−i∞

∫ t

0

(
eλsds

)
R(λ : A)x

dλ

λ

=
1

2π

∫ γ+i∞

γ−i∞

(
eλt − 1

)
R(λ : A)x

dλ

λ2

=
1

2π

∫ γ+i∞

γ−i∞
eλtR(λ : A)x

dλ

λ2
− 1

2π

∫ γ+i∞

γ−i∞
R(λ : A)x

dλ

λ2
.

Mas

1

2π

∫ γ+i∞

γ−i∞
R(λ : A)x

dλ

λ2
= 0,

Já provamos isso no Lema 2.7.1. Portanto, (2.7.44) vale para todo x ∈ D(A). O lado
direito de (2.7.44) converge na topologia uniforme para um operador e portanto define
um operador linear. Desde que D(A) é denso em X, (2.7.44) vale para todo x ∈ X.
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Conclúımos esta seção com uma importante condição de suficiência, mas não ne-
cessária, para um operador A ser o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo. Em con-
traste com os Teoremas (2.5.1) e (2.5.2), a condição do Teorema 2.7.2, que apresen-
taremos a seguir , muitas vezes são mais fáceis de verificar para exemplos. Mas para
apresentarmos este Teorema , precisamos de alguns resultados.

Seja A um operador densamente definido de um espaço de Banach X satisfazendo as
seguintes condições onde 0 < δ < π

2
,∑

δ

:= {λ ∈ C; |agrλ| < π

2
+ δ} ∪ 0 ⊂ ρ(A) (2.7.45)

e para cada 0 < α < δ existem 0 < δ
′
< δ e Mδ′ ≥ 1 tal que

‖R(λ : A)‖ ≤ Mδ′

|λ|
, λ ∈

∑
δ′

, λ 6= 0. (2.7.46)

As condições (2.7.45) e (2.7.46) são condições para que um operador A ser o gerador
infinitesimal de um C0-semigrupo. Iremos justificar esta afirmação, mas antes precisamos
de alguns resultados auxiliares que passamos a considerar.

Para cada r > 0 , definimos a famı́lia de operadores {S(t)}t≥0 dada por

S(t) =

{ 1
2π

∫
γ(r,δ′ )

etµR(µ : t)dµ, se t > 0

I, se t = 0.
(2.7.47)

onde γ(r, δ
′
) = γ1(r, δ

′
) ∪ γ2(r, δ

′
) ∪ γ3(r, δ

′
) é a curva C1 por partes definida por

γ1(r, δ
′
) = {ρei[(π\2)+δ

′
]; ρ ∈ [r,∞]},

γ2(r, δ
′
) = {reiβ; (−π \ 2)− δ′ ≤ β ≤ (π \ 2) + δ

′}
γ3(r, δ

′
) = {ρe−i[(π\2)+δ

′
]; ρ ∈ [r,∞]},

(2.7.48)

é orientada no sentido anti-horário, como na figura 2.5.
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Figura 2.5: Curva γ(r, δ′)

Lema 2.7.4. Se A verifica (2.7.45) e (2.7.46), então o operador S(t) está bem definido e é
independente de r > 0 e de 0 < δ

′
< δ.

Prova: Seja t > 0. Estudemos, inicialmente, a convergência da integral em (2.7.47)
sobre a curva γ(r′,m′) onde r′ = 1

t
, m′ = δ − α, 0 < α < δ, 0 < δ < π

2
. Se µ ∈ γ1(r′,m′)

então µ = ρei(θ−α), com θ = π
2

+ δ e ρ ∈ [r′,∞). Consideremos ηα = argµ(ηα = θ − α).
Definindo f(µ) = etµR(µ : A) e fazendo

x = ρcos(ηα) = φ(ρ) ⇒ φ′(ρ) = cos(ηα)

y = ρsin(ηα) = ξ(ρ) ⇒ ξ′(ρ) = sin(ηα).

Temos, por (2.7.46),∣∣∣∣∣∣∣∣ ∫
γ1(r′,m′)

etµR(µ : A)xdµ

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ ∫ ∞
r′
‖f(φ(ρ) + iξ(ρ))[φ′(ρ) + iξ′(ρ)]‖ ‖x‖dρ

=

∫ ∞
r′
‖etρeiηαR(ρeiηα : A)eiηα‖ ‖x‖dρ

≤
∫ ∞
r′
|etρeiηα | Mm′

|ρeiηα|
|eiηα | ‖x‖dρ

≤
∫ ∞
r′

etρcos(ηα)Mm′

ρ
‖x‖dρ. (2.7.49)

Sendo, π/2 < ηα < 3π/2, existe uma constante positiva C tal que cos(ηα) ≤ −C. Logo,∫ ∞
r′

e−tρC

ρ
dρ ≤ 1

r′

∫ ∞
r′

e−tρCdρ =
1

r′Ct
e−tr

′C . (2.7.50)
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Segue de (2.7.49) e de (2.7.50),∣∣∣∣∣∣∣∣ ∫
γ1(r′,m′)

etµR(µ : A)xdµ

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤Mm′‖x‖
∫ ∞
r′

e−tρC

ρ
dρ ≤ C1, (2.7.51)

onde C1 = Mm′‖x‖ 1
r′Ct

e−tr
′C , para t > 0.

Analogamente, para µ ∈ γ3(r′,m′) se x 6= 0, obtemos∣∣∣∣∣∣∣∣ ∫
γ3(r′,m′)

etµR(µ : A)xdµ

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ C2, para t > 0. (2.7.52)

Para o caso em que µ ∈ γ2(r′,m′), observamos que∣∣∣∣∣∣∣∣ ∫
γ2(r′,m′)

etµR(µ : A)xdµ

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ Mm′

∫ 2π

0

|etr′eiβ 1

|r′eiβ|
|ir′eiβ| ‖x‖dβ

≤ Mm′

∫ 2π

0

|etr′cos(β)‖x‖dβ

≤ Mm′2πe
tr′ . (2.7.53)

Assim, de (2.7.51), (2.7.52) e (2.7.53) a integral definida em (2.7.47) converge em L(X),
para cada t > 0.

No que segue mostraremos a independência da curva. Sejam r, r′, δ′,m′ > 0 e considere
Dρ a região delimitada pelas curvas Γ, Rρ,Λ, Sρ, dadas por

Γ = Γ(ρ, r, δ′) =
3⋃
j=1

Γj(ρ, r, δ
′),

onde,

Γ1(ρ, r, δ′) = {sei(π/2+δ′); s ∈ [r, ρ]},
Γ2(ρ, r, δ′) = {reiν;−π/2−δ′ ;−π/2− δ′ ≤ ν ≤ π/2 + δ′}
Γ3(ρ, r, δ′) = {se−i(π/2+δ′); s ∈ [r, ρ]}.

Λ = Λ(ρ, r′,m′) =
3⋃
j=1

Λj(ρ, r
′, δ′),

em que,

Λ1(ρ, r′,m′) = {sei(π/2+m′); s ∈ [r′, ρ]},
Λ2(ρ, r′,m′) = {r′eiν;−π/2−m′ ;−π/2−m′ ≤ ν ≤ π/2 +m′}
Λ3(ρ, r′,m′) = {se−i(π/2+m′); s ∈ [r′, ρ]}.
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Rρ = {ρeiηβ ; ηβ ∈ (π/2 +m′, π/2 + δ′)},
Sρ = {ρeiηω ; ηω ∈ (−π/2 + δ′,−π/2 +m′)}.

A fronteira Dρ é orientada no sentido anti-horário, como na figura 2.6.

Figura 2.6: Curva γ(r, δ′)

Da analiticidade da função λ 7→ etλR(λ : A) em
∑

δ′ (veja Proposição 2.3.2) e do
Teorema de Cauchy (ver Teorema 1.3.2) resulta que∫

∂Dρ

eλtR(λ : A)dλ = 0,

ou seja,∫
Γ

eλtR(λ : A)dλ+

∫
Λ

eλtR(λ : A)dλ+

∫
Rρ

eλtR(λ : A)dλ+

∫
Sρ

eλtR(λ : A)dλ = 0.(2.7.54)
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Além disso, as integrais sobre os dois arcos Rρ, Sρ tendem a zero quando ρ → ∞; pois, se
λ ∈ Rρ temos λ = ρeiηβ com −K0 ≤ cosηβ ≤ −K, onde K0 e K são constantes positivas.
Neste caso,∣∣∣∣∣∣∣∣ ∫

Rρ

eλtR(λ : A)dλ

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤Mδ′

∫ π/2+δ′

π/2+m′
e−ρtKdηβ = K1e

−ρtKdηβ → 0, quando ρ→∞.

com K1 = Mδ′(δ
′ − m′). Se λ ∈ Sρ, o cálculo é análogo. Portanto, passando o limite em

(2.7.54) quando ρ→∞, conclúımos que∫
γ(r′,m′)

eλtR(λ : A)dλ = lim
ρ→∞

∫
Λ

eλtR(λ : A)dλ = lim
ρ→∞

∫
Γ

eλtR(λ : A)dλ =

∫
γ(r,δ′)

eλtR(λ : A)dλ

o que conclui a prova do Lema.

Lema 2.7.5. Suponha que A verifica (2.7.45) e (2.7.46). Se {S(t)}t≥0 é a famı́lia de opera-
dores definida em (2.7.47), então as seguintes propriedades são verificadas

(i) O operador S(t) é linear e limitado em X. Além disso, existe uma constante C > 0
independente de t, tal que ‖S(t)‖ ≤ C;

(ii) S(0) = I;

(iii) S(t+s) = S(t)S(s) para todo t, s ≥ 0;

(iv) Para cada x ∈ X, S(t)→ x quando t→ 0+.

Prova: Mostraremos cada item de forma separada.

(i) A linearidade segue da linearidade de R(µ : A) e da linearidade da integral. A
continuidade segue diretamente de (2.7.51), (2.7.52) e (2.7.53) e do fato que para t > 0,

‖S(t)x‖ ≤ 1

2π

3∑
i=1

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∫
γi(r′,m′)

etµR(µ : A)dµ

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ Ĉ(t)‖x‖.

Agora, mostraremos a limitação uniforme. Se t > 0, de (2.7.47),

S(t) =
1

2π

∫
γ(r,δ

′
)

etµR(µ : A)dµ, (2.7.55)

fazendo a mudança de variáveis ξ = µt, em (2.7.55) e usando o Lema 2.7.5, temos

S(t) =
1

2π

∫
γ(r,δ′ )

eξR

(
ξ

t
: A

)
dξ

t
. (2.7.56)
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Seja ξ ∈ γ1(r, δ
′
) e considere η = argξ. Definindo f(ξ) = eξR

(
ξ

t
: A

)
1

t
e fazendo

x = ρcos(η) = φ(ρ) ⇒ φ′(ρ) = cos(η),

y = ρsin(η) = ψ(ρ) ⇒ ψ′(ρ) = sin(η),

temos, ∣∣∣∣∣∣∣∣ ∫
γ1(r,δ′)

eξR

(
ξ

t
: A

)
dξ

t

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ ∫ ∞
r

‖f(φ(ρ)− iψ(ρ)[φ′(ρ) + iψ′(ρ)]‖dρ

≤
∫ ∞
r

∣∣∣∣∣∣∣∣eρeiηR(ρeiηt : A

)
eiη

t

∣∣∣∣∣∣∣∣dρ
≤

∫ ∞
r

|eρeiη | Mδ′

|ρeiη|
|eiη|
t
dρ

≤ Mδ′

∫ ∞
r

eρcos(η)dρ

ρ

Sendo, π/2 < ηα < 3π/2, existe uma constante positiva C tal que cos(η) ≤ −C. Logo,

Mδ′

∫ ∞
r

eρcos(η)dρ

ρ
≤ Mδ′

r

∫ ∞
r

e−ρCdρ =
Mδ′

rC
e−rC .

Assim, ∣∣∣∣∣∣∣∣ ∫
γ1(r,δ′)

eξR

(
ξ

t
: A

)
dξ

t

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤Mδ′

∫ ∞
r

eρcos(η)dρ

ρ
≤ Mδ′

rC
e−rC := C2 (2.7.57)

Note que C2 não depende de t.

Analogamente, se ξ ∈ γ3(r, δ′), obtemos,∣∣∣∣∣∣∣∣ ∫
γ3(r,δ′)

eξR

(
ξ

t
: A

)
dξ

t

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ C2. (2.7.58)

Agora, se ξ ∈ γ2(r, δ′), então ξ = reiv e usando a parametrização

x = rcos(v) = φ(v) ⇒ φ′(v) = −rsin(v),

y = rsin(v) = ψ(v) ⇒ ψ′(v) = −rsin(v)

temos ∣∣∣∣∣∣∣∣ ∫
γ2(r,δ′)

eξR

(
ξ

t
: A

)
dξ

t

∣∣∣∣∣∣∣∣dv ≤ ∫ δ′+π
2

−δ′−π
2

∣∣∣∣∣∣∣∣ereivR(reivt : A

)
ireiv

1

t

∣∣∣∣∣∣∣∣dv
≤

∫ δ′+π
2

−δ′−π
2

|ereiv | Mδ′

|reiv|
|ireiv|
t

dv

≤ Mδ′
∫ δ′+π

2

−δ′−π
2

ercos(v)dv ≤ C3, (2.7.59)
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onde C3 independe de t. Assim, de (2.7.57), (2.7.58) e de (2.7.59),

‖S(t)‖ ≤ 1

2π

3∑
i=1

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∫
γi

eξR

(
ξ

t
: A

)
dξ

t

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ C4, para todo t ≥ 0.

(ii) É imediata da definição.

(iii) Sejam t1 e t2 > 0, γ(r, δ′), γ(r+c, δ′), c > 0, curvas de classe C1 por partes definidas

como (2.7.48). Para u ∈ γ(r, δ′), λ ∈ γ(r + c, δ′) definamos f(µ) =
eµt1

λ− µ
e g(λ) = eλt2.

Consideremos as regiões Ξ e Θ, delimitadas, respectivamente, por Γ ∪ Λr e Υ ∪ Λr+c, com

Γ = Γ(r, δ′) =
3⋃
l=1

Γl(r, δ
′),


Γ1(r, δ

′
) = {sei[(π\2)+δ

′
]; s ∈ [r, ρ]},

Γ2(r, δ
′
) = {reiβ; (−π \ 2)− δ′ ≤ β ≤ (π \ 2) + δ

′}
Γ3(r, δ

′
) = {se−i[(π\2)+δ

′
]; s ∈ [r, ρ]},

Λr =

{
reiη : η ∈

(
π

2
+ δ′,

3π

2
− δ′

)}
,

Υ = Υ(r + c, δ′) =
3⋃
l=1

Γl(r + l, δ′)


Υ1(r + c, δ

′
) = {sei[(π\2)+δ

′
]; s ∈ [r + c, ρ]},

Υ2(r + c, δ
′
) = {reiβ; (−π \ 2)− δ′ ≤ β ≤ (π \ 2) + δ

′}
Υ3(r + c, δ

′
) = {se−i[(π\2)+δ

′
]; s ∈ [r + c, ρ]},

Λr+c =

{
(r + c)eiθ : θ ∈

(
π

2
+ δ′,

3π

2
− δ′

)}
,

como nas Figuras 2.7 e 2.8.

Claramente, a função f(·) é análitica em Ξ e g(·) é análitica em Θ. Assim, pelo Teorema
de Cauchy (ver Teorema 1.3.2), ∫

∂Ξ

f(µ)dµ = 0,
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Figura 2.7: A região Ξ. Figura 2.8: A região Θ.

ou seja ∫
Γ

f(µ)dµ+

∫
Λr

f(µ)dµ = 0. (2.7.60)

Sendo |µ− λ| ≤ |µ| − |λ| = r − |λ| > 0 para r →∞; donde,

r

r − |λ|
=

1

1− |λ|
r

→ 1; (r ≈ ∞). (2.7.61)

Logo, existe M > 0 tal que
r

r − |λ|
≤M , para r suficientemente grande e, portanto,

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∫
Λr

f(µ)dµ

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ ∫ 3π
2
−δ′

π
2

+δ′

|et1reiη |
r − |λ|

rdη

≤ M

∫ 3π
2
−δ′

π
2

+δ′
et1rcos(η)r − |λ|dη

≤ Me−rt1k2(π/2− δ′)→ 0; (r ≈ ∞).

onde k = −k0; k0 = max(cos(η)); η ∈ [π
2

+ δ′, 3π
2
− δ′].

Logo, ∫
Λr

f(µ)dµ→ 0; (r ≈ ∞). (2.7.62)
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De (2.7.47), (2.7.60), (2.7.62) deduzimos

1

2π

∫
γ(r,δ′)

eµt1

λ− µ
dµ = 0, λ ∈ γ(r + c, δ′). (2.7.63)

Também, pela Fórmula da Integral de Cauchy (ver igualdade 1.3.2), obtemos∫
Υ

g(λ)

λ− µ
dλ+

∫
Λr+c

g(λ)

λ− µ
dλ = 2πeµt2 . (2.7.64)

Usando o mesmo racioćınio para provar (2.7.62), temos∫
Λr+c

g(λ)

λ− µ
dλ = 2πeµt2 = 0; (r ≈ ∞).

Assim,

1

2π

∫
γ(r+c,δ′)

eλt2

λ− µ
dλ = eµt2 , para todo µ ∈ γ(r, δ′). (2.7.65)

Por outro lado,

S(t1)S(t2) =

(
1

2π

)2 ∫
γ(r,δ′)

eµt1R(µ : A) +

∫
γ(r+c,δ′)

eλt2R(µ : A)dλdµ.

Usando a seguinte Identidade do Resolvente (ver Proposição 2.3.1)

R(µ : A)R(λ : A) =
R(µ : A)−R(λ : A)

λ− µ
,

segue que

S(t1)S(t2) =

(
1

2π

)2 ∫
γ(r,δ′)

∫
γ(r+c,δ′)

eµt1eµt2
R(µ : A)−R(λ : A)

λ− µ
dλdµ

=
1

2π

∫
γ(r,δ′)

eµt1R(µ : A)

(
1

2π

∫
γ(r+c,δ′)

eλt2

λ− µ
dλ

)
dµ

− 1

2π

∫
γ(r+c,δ′)

eλt2R(µ : A)

(
1

2π

∫
γ(r,δ′)

eλt1

λ− µ
dλ

)
dλ.

Assim, de (2.7.63) e (2.7.65) e da última identidade deduzimos que

S(t1)S(t2) =
1

2π

∫
γ(r,δ′)

eµ(t1+t2)R(µ : A)dµ = S(t1 + t2),

o que prova o item (iii).
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Figura 2.9: Curva Γ e o ćırculo Cr

(iv) Seja x ∈ D(A). Da representação de S(t) com

S(t)x− x =
1

2π

∫
γ(r,δ′)

etµR(µ : A)x− x.

Considerando, Ω = Γ ∪ Λr e Cr o ćırculo de raio r centrado na origem(Ver Figura 2.9).

Pelo Teorema de Cauchy (ver Teorema 1.3.2),∫
Ω

eµt

µ
dµ =

∫
Cr

eµt

µ− 0
dµ = 2πie0t,

onde a última igualdade é válida pela fórmula da Integral de Cauchy (ver igualdade 1.3.2).
Assim, ∫

Ω

eµt

µ
dµ = 2πi;

e, portanto, seguindo racioćınio análogo ao item anterior, conclúımos que

1

2π

∫
γ(r,δ′)

eµt

µ
dµ = 1. (2.7.66)

92



Usando a identidade do resolvente, R(µ : A)Ax = µR(µ : A)x− x, obtemos

S(t)x− x =
1

2π

∫
γ(r,δ′)

eµt
(
R(µ : A)− 1

µ

)
xdµ

=
1

2π

∫
γ(r,δ′)

eµt

µ
R(µ : A)Axdµ. (2.7.67)

Vamos mostrar que para cada x ∈ X, temos que S(t)x→ x quando t→ 0+.

Seja x ∈ D(A). Então, de (2.7.67) temos

S(t)x− x =
1

2π

∫
γ(r,δ′)

eµt

µ
R(µ : A)Axdµ.

Vamos estimar a igualdade acima.Desejamos aplicar o Teorema da Convergência Domi-
nada de Lesbegue para {ft(µ)}t≥0, onde ft = eµt

µ
R(µ : A)Ax. Para isso, verifiquemos as

hipóteses do Teorema mencionado.

Note que

‖ft(µ)‖ =

∣∣∣∣∣∣∣∣etµµ R(µ : A)Ax

∣∣∣∣∣∣∣∣
≤ |etµ|

|µ|
‖R(µ : A)‖ ‖Ax‖

≤ etRe(µ)

|µ|2
Mδ′‖Ax‖ (2.7.68)

Afirmação : Existe δ > 0 tal que etRe(µ) ≤ et + 1, para todo t ∈ (0, δ). De fato, considere
Re(µ) = a ∈ R (t ≥ 0) e consideremos dois casos:

(i) Se a ≤ 1, então ta ≤ t e assim, eta ≤ et ≤ et + 1, como queŕıamos.

(ii) Se a > 1, defina f(t) = (1 + et)− eat. Sabemos, de análise na reta, que se f(x0) > 0 e
f é cont́ınua, existe δ > 0 tal que f(x) > 0, para todo x ∈ (x0 − δ, x0 + δ). Logo, para
a f definida, tomando x0 = 0, temos que existe δ > 0 tal que f(t) > 0, para todo
t ∈ (0, δ). Isto é, para todo t ∈ (0, δ), temos que eta ≤ et + 1.

então,

etRe(µ)

|µ|2
Mδ′‖Ax‖ ≤

et + 1

|µ|2
Mδ′‖Ax‖ ≤

eδ + 1

|µ|2
Mδ′‖Ax‖ =

K

|µ|2
:= g(µ), (2.7.69)

em que a constante K é dada por (eδ + 1)Mδ′‖Ax‖. De (2.7.68) e (2.7.69) temos que a
sequência de funções {ft(µ)}t≥0 é dominada ( para todo t > 0) pela função g(µ) definida.
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Mostremos agora que g(µ) é integrável sobre γ(r, γ′). De fato,∫
γ(r,δ′)

g(µ)dµ =

∫
γ(r,δ′)

K

|µ|2
dµ

= K

(∫
γ1(r,δ′)

1

|µ|2
dµ+

∫
γ2(r,δ′)

1

|µ|2
dµ+

∫
γ3(r,δ′)

1

|µ|2
dµ

)
= K

(
e−i
(
π
2

+δ′
)

lim
ρ→∞

∫ ρ

r

1

s2
ds+

i

r

∫ π
2

+δ′

−π
2
−δ′

eiβdβ + ei
(
π
2

+δ′
)

lim
ρ→∞

∫ ρ

r

1

s2
ds

)
= K

(
e−i
(
π
2

+δ′
)

lim
ρ→∞

(
− 1

ρ
+

1

r

)
+

1

r

(
ei
(
π
2

+δ′
)
− ei

(
−π
2
−δ′
))

+ ei
(
π
2

+δ′
)

lim
ρ→∞

(
− 1

ρ
+

1

r

))
= K

[(
1

r
e−i
(
π
2

+δ′
))

+

(
1

r
ei
(
π
2

+δ′
))
−
(

1

r
ei
(
−π
2
−δ′
))

+

(
1

r
ei
(
π
2

+δ′
))]

.

Agora, observemos que

lim
t→0+

ft(µ) = lim
t→0+

eµt

µ
R(µ : A)Ax =

1

µ
R(µ : A)Ax.

Assim, satisfeitas todas as hipóteses fo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue
(ver Teorema 1.2.5), temos que

lim
t→0+

S(t)x− x =
1

2πi
lim
t→0+

∫
γ(r,δ′)

etµ

µ
R(µ : A)Axdµ

=
1

2πi

∫
γ(r,δ′)

lim
t→0+

etµ

µ
R(µ : A)Axdµ

=
1

2πi

∫
γ(r,δ′)

1

µ
R(µ : A)Axdµ. (2.7.70)

Resta mostrar que a integral dada em (2.7.70) tende a zero. Afim de utilizarmos o Teorema
de Cauchy (ver Teorema 1.3.2), considere a curva fechada Γ(ρ, r, δ′) = Υ(ρ, r, δ′)∪Λ(ρ, δ′),
com Υ(ρ, r, δ′) e Λ(ρ, δ′) curvas de classe C1 por partes descritas na forma

Λ(ρ, δ′) =

{
ρeiβ;−π

2
− δ′ ≤ β ≤ π

2
+ δ′

}
,

Υ(ρ, r, δ′) =
3⋃
l=1

Υl(ρ, r, δ
′),

onde

Υ1(ρ, r, δ′) = {sei(π/2+δ′); s ∈ [r, ρ]};
Υ2(ρ, r, δ′) = {reiβ;−π/2− δ′ ≤ β ≤ π/2 + δ′};
Υ3(ρ, r, δ′) = {se−i(π/2+δ′); s ∈ [r, ρ]},
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Figura 2.10: Curva Γ(ρ, r, δ′)

conforte Figura 2.10.

Segue dáı que 1
µ
R(µ : A)Ax é análitica em toda região demitada por Υ(ρ, r, δ′)∪Λ(ρ, δ′).

Assim, pelo Teorema de Cauchy (ver Teorema1.3.2),∫
Υ(ρ,r,δ′)∪Λ(ρ,δ′)

1

µ
R(µ : A)Axdµ = 0,

isto é, ∫
Υ(ρ,r,δ′)

1

µ
R(µ : A)Axdµ+

∫
Λ(ρ,δ′)

1

µ
R(µ : A)Axdµ = 0. (2.7.71)

Afirmamos que ∫
Λ(ρ,δ′)

1

µ
R(µ : A)Axdµ = 0. (2.7.72)
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Com efeito,∣∣∣∣∣∣∣∣ ∫
Λ(ρ,δ′)

1

µ
R(µ : A)Axdµ

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∫ π
2

+δ′

−π
2
−δ′

1

ρe−iβ
R(ρe−iβ : A)Ax(−iρe−iβ)dβ

∣∣∣∣∣∣∣∣
≤

∫ π
2

+δ′

−π
2
−δ′

1

ρe−iβ
Mδ′

|ρe−iβ|
‖Ax‖| − iρe−iβ|dβ

≤ Mδ′‖Ax‖
ρ

∫ π
2

+δ′

−π
2
−δ′

dβ

=
Mδ′‖Ax‖

ρ
(φ+ 2δ′

=
1

ρ
C

em que a última expressão tende a zero quando ρ→∞, provando a afirmação.

De (2.7.70), (2.7.71) e (2.7.72)

0 =
1

2π

(
lim

ρ→+∞

[ ∫
Υ(ρ,r,δ′)

1

µ
R(µ : A)Axdµ+

∫
Λ(ρ,δ′)

1

µ
R(µ : A)Axdµ

])
=

1

2πi

∫
γ(r,δ′)

1

µ
R(µ : A)Axdµ

= lim
t→0+

S(t)x− x

Até aqui mostramos que limt→0+ S(t)x − x = 0, para todo x ∈ D(A). Para concluir a
demonstração, basta verificar tal afirmação para todo x ∈ X.

Considere {tn}n∈N uma sequência em R+ com tn → 0 quando n → +∞. Então, pelo
que acabamos de provar,

S(tn)x→ S(0)x = x, ∀x ∈ D(A).

ou seja, dado ε > 0, temos

‖S(tn)x− x‖ < ε,∀x ∈ D(A). (2.7.73)

Além disso, pelo item (i) desde Lema, vem que

‖S(tn)‖ ≤ C. (2.7.74)

Assim, para o mesmo ε > 0 dado y ∈ X, como D(A) é denso em X, garantimos a existência
de y0 ∈ D(A) tal que

‖y − y0‖ < ε. (2.7.75)
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Dessa forma, de (2.7.73), (2.7.74) e de (2.7.76) segue que

‖S(tn)y − y‖ = ‖S(tn)y − S(tn)y0 + S(tn)y0 − y0 + y0 − y‖
≤ ‖S(tn)y − S(tn)y0‖+ ‖S(tn)y0 − y0‖+ y0 − y‖
≤ ‖S(tn)‖ ‖y − y0‖+ ‖S(tn)y0 − y0‖+ y0 − y‖
≤ C · ε+ ε+ ε

= (C + 2)ε,

o que encerra a prova.

Teorema 2.7.2. Suponha que A verifica (2.7.45) e (2.7.46) Então A é um gerador de um
C0-semigrupo T (t) satisfazendo ‖T (t)‖ ≤ C para alguma constante C. Além disso,

T (t) =
1

2πi

∫
γ(r,δ′)

eλtR(λ : A)dλ (2.7.76)

onde γ(r, δ′) definida como em (2.7.48).

Prova: Seja

U(t) =
1

2πi

∫
γ(r,δ′)

eµtR(µ : A)dµ. (2.7.77)

Novamente, vamos considerar a curva fechada Γ(ρ, r, δ′) = Υ(ρ, r, δ′)∪Λ(ρ, δ′), com Υ(ρ, r, δ′)
e Λ(ρ, δ′) curvas de classe C1 por partes descritas na forma

Λ(ρ, δ′) =

{
ρeiβ;−π

2
− δ′ ≤ β ≤ π

2
+ δ′

}
,

Υ(ρ, r, δ′) =
3⋃
l=1

Υl(ρ, r, δ
′),

onde

Υ1(ρ, r, δ′) = {sei(π/2+δ′); s ∈ [r, ρ]};
Υ2(ρ, r, δ′) = {reiβ;−π/2− δ′ ≤ β ≤ π/2 + δ′};
Υ3(ρ, r, δ′) = {se−i(π/2+δ′); s ∈ [r, ρ]},

como na Figura 10 (vista anteriormente).

Pela Fórmula da Integral de Cauchy (ver igualdade 1.3.2),

R(λ : A) =
1

2πi

∫
Γ(r,δ′)

R(µ : A)

(µ− λ)
dµ,
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ou seja,

R(λ : A) =
1

2πi

∫
Υ(ρ,r,δ′)

R(µ : A)

(µ− λ)
dµ+

1

2πi

∫
Λ(ρ,δ′)

R(µ : A)

(µ− λ)
dµ. (2.7.78)

Ao longo da curva Λ(ρ, δ′) sendo, |µ− λ| ≥ |µ| − |λ| = ρ− |λ| > 0 para ρ→∞, temos∣∣∣∣∣∣∣∣ ∫
Λ(ρ,δ′)

R(µ : A)

(µ− λ)
dµ

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∫ π
2

+δ′

−π
2
−δ′

R(ρeiβ : A)

(ρeiβ − λ)
ρieiβdβ

∣∣∣∣∣∣∣∣
≤

∫ π
2

+δ′

−π
2
−δ′

Mδ′

|ρeiβ − λ||ρeiβ|
|ρieiβ|dβ

≤
∫ π

2
+δ′

−π
2
−δ′

Mδ′

|ρeiβ| − |λ|
dβ

≤
∫ π

2
+δ′

−π
2
−δ′

Mδ′

|ρ| − |λ|
dβ

≤ Mδ′

(ρ− |λ|)

∫ π
2

+δ′

−π
2
−δ′

dβ

≤ Mδ′

(ρ− |λ|)
2

(
π

2
+ δ′

)
→ 0,

quando ρ→∞; donde, passando o limite com ρ→∞ em (2.7.78) obtemos

R(λ : A) =
1

2πi

∫
γ(r,δ′)

R(µ : A)

(µ− λ)
dµ. (2.7.79)

Por outro lado, da representação de U(t) e do Teorema de Fubini, obtemos∫ ∞
0

e−λtU(t)dt =

∫ ∞
0

e−λt
(

1

2πi

∫
γ(r,δ′)

eµtR(µ : A)dµ

)
dt

=
1

2πi

∫
γ(r,δ′)

R(µ : A)

(∫ ∞
0

e(µ−λ)tdt

)
dµ

=
1

2πi

∫
γ(r,δ′)

R(µ : A)

µ− λ
dµ. (2.7.80)

De (2.7.79) e (2.7.80),

R(λ : A) =

∫ ∞
0

e−λtU(t)dt (2.7.81)

Do Lema 2.7.5, U(t) é um C0-semigrupo tal que

‖U(t)‖ ≤ C. t > 0;
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Na Observação (2.5.2), tomando ω = 0 mostra-se que ‖R(λ : A)‖ ≤ C

(Reλ)n
, logo,

pelo Teorema 2.5.2, A é gerador infinitesimal de um C0-semigrupo {T (t)}t≤0 satisfazendo
‖T (t)‖ ≤ C. Resta-nos provar (2.7.76). Seja x ∈ D(A2). pelo Corolário 2.7.1, segue que

T (t)x =
1

2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
eλtR(λ : A)x

dλ

λ
. (2.7.82)

Agora, considere o caminho

Λk =
4⋃
l=1

Λl
k,

onde

Λ1
k = {λ;λ = γ + is,−k ≤ s ≤ k},

Λ2
k = {λ;λ = s− ik,−k ≤ s ≤ γ},

Λ3
k =

3⋃
i=1

Υi(k, r, δ
′),

onde

Υ1(k, r, δ′) = {sei(π/2+δ′); s ∈ [k, ρ]};
Υ2(k, r, δ′) = {reiβ;−π/2− δ′ ≤ β ≤ π/2 + δ′};
Υ3(k, r, δ′) = {se−i(π/2+δ′); s ∈ [k, ρ]},

e

Λ4
k = {λ;λ = s+ ik,−k ≤ s ≤ γ},

orientado no sentido anti-horário(Veja Figura 2.11).

Denotamos

lim
k→∞

∫
Λ1
k

eλtR(λ : A)dλ =

∫ γ+i∞

γ−i∞
eλtR(λ : A),

de modo análogo ao que fizemos para obter (2.7.13), temos que

lim
k→∞

∫
Λjk

eλtR(λ : A)dλ→ 0 (k ≈ ∞), j = 2, 4.

Dessa forma, podemos trocar o caminho de integração em (2.7.82) para γ(r, δ′) e, portanto,

T (t)x =
1

2πi

∫
γ(r,δ′)

eλtR(λ : A)dλ = U(t)x. (2.7.83)

para todo x ∈ D(A2). Sendo D(A2) denso em X, segue que (2.7.83) vale para todo x ∈ X,
o que conclui a demonstração.
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Figura 2.11: Caminho Λk
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Caṕıtulo 3

O Problema Abstrato de Cauchy

Nessa seção, apresentamos vários conceitos de solução para o problema abstrato de
Cauchy. Nomeadamente, introduzimos os conceitos de solução clássica, forte e branda e
analisamos a relação entre estes tipos de soluções.

3.1 O Problema de Valor Inicial Homogêneo

Seja X um espaço de Banach e seja A : D(A) ⊂ X → X um operador linear de X.
Dado x ∈ X, o problema abstrato de Cauchy para A com dados iniciais em X consiste em
encontrar uma solução u(t) para o problema de valor inicial{

du

dt
(t) = Au(t), t > 0

u(0) = x,
(3.1.1)

A definição a seguir esclarece com outras palavras o que entendemos por solução de (3.1.1)

Definição 3.1.1. Dizemos que uma função u : R+ → X é uma solução clássica de (3.1.1) se
u é cont́ınua para todo t ≥ 0, continuamente diferenciável para t > 0, u(t) ∈ D(A) para todo
t > 0 e u satisfaz (3.1.1).

Note que uma vez que u(t) ∈ D(A) para todo t > 0 e u é cont́ınua em t = 0, (3.1.1)
não pode ter solução clássica para x /∈ D(A).

Proposição 3.1.1. Se A é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo {T (t)}t≥0, então para
todo x ∈ D(A),

u(t) = T (t)x

é a única solução clássica de (3.1.1)
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Prova: Sendo A o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo {T (t)}t≥0, mostramos no
Corolário 2.2.1 que

T (t)x ∈ C([0,∞);X),

provamos, também, no Teorema 2.2.2 que para todo x ∈ D(A), T (t)x ∈ D(A) e

d

dt
T (t)x = AT (t)x

e, como

u(0) = T (0)x = Ix = x,

segue que u(t) = T (t)x verifica (3.1.1) e u ∈ C1([0,∞);X) ∩ C([0,∞);D(A)). Logo,
u(t) = T (t)x é solução clássica para o problema de valor inicial (3.1.1). Agora, provaremos
a unicidade da solução. Para isso, suponha que v seja outra solução e escolha t e s em
[0,∞) de modo que t ≤ s, então

d

ds
[T (t− s)v(s)] = T (t− s)Av(s)− AT (t− s)v(s) = T (t− s)Av(s)− T (t− s)Av(s) = 0.

Logo, T (t− s)v(s) não depende de s. Tomamos assim, s = 0 e s = t a fim de obtermos

T (t− 0)v(0) = T (t− t)v(t),

ou seja, v(t) = T (0)v(t) = T (t)x, como queŕıamos provar.

O ponto importante é que as soluções (clássicas) existem se (e, pela definição de D(A),
somente se) o valor inicial x pertencer a D(A). Porém, modificando ligeiramente o con-
ceito de ”solução”e requerendo diferenciabilidade apenas para t > 0, obtemos tais soluções
para cada x ∈ X assim que o semigrupo {T (t)}t≥0 é imediatamente diferenciável. Isso já
sugere que diferentes conceitos de ”soluções”podem ser úteis. O mais importante renuncia
à diferenciabilidade e substitui a equação diferencial por uma equação integral.

Definição 3.1.2. Uma função cont́ınua u : R+ → X é chamada de solução branda de (3.1.1)
se
∫ t

0
u(s)ds ∈ D(A) para todo t ≥ 0 e

u(t) = A

∫ t

0

u(s)ds+ x.

Lema 3.1.1. Seja u(t) uma função cont́ınua com valores em [0, T ]. Se∣∣∣∣∣∣∣∣ ∫ T

0

ensu(s)ds

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤M para n = 1, 2, ... (3.1.2)

então u(t) ≡ 0 em [0, T ].

102



Prova: Seja x∗ em X∗ e defina

ϕ(t) = 〈x∗, u(t)〉 = x∗(u(t)).

então ϕ(t) é claramente cont́ınua em [0, T ], já que x∗ é cont́ınua em X e u(t) tem valores
em [0, T ]. E mais, para n = 1, 2, ..., temos que∣∣∣∣ ∫ T

0

ensϕ(s)ds

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ ∫ T

0

ens〈x∗, u(t)〉ds
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣〈x∗,∫ T

0

ensu(t)ds〉
∣∣∣∣ ≤ ‖x∗‖M = M1 (3.1.3)

Mostraremos que (3.1.3) implica que ϕ(t) ≡ 0 em [0, T ] e já que x∗ ∈ X∗ é arbitrário,
segue que u(t) ≡ 0 em [0, T ]. Com efeito,

Sabendo que

ex =
∞∑
k=0

xk

k!
,

considere a série
∞∑
k=1

(−1)k−1

k!
eknτ = 1− exp{−enτ}.

Note que a séria acima converge uniformemente em τ em intervalos limitados. Portanto∣∣∣∣ ∫ T

0

∞∑
k=1

(−1)k−1

k!
ekn(t−T+s)ϕ(s)ds

∣∣∣∣ ≤ ∞∑
k=1

1

k!
enk(t−T )

∣∣∣∣ ∫ T

0

eknsϕ(s)ds

∣∣∣∣
≤ M1(exp{en(t−T )} − 1). (3.1.4)

Para t < T o lado direito de (3.1.4) tende para zero quando n→∞. Por outro lado, temos∫ T

0

∞∑
k=1

(−1)k−1

k!
ekn(t−T+s)ϕ(s)ds =

∫ T

0

(1− exp{−en(t−T+s)})ϕ(s)ds. (3.1.5)

Agora, observe que para T − t > 0 fixo, temos que∫ T

0

(1− exp{−en(t−T+s)})ϕ(s)ds =

∫ T−t

0

(1− exp{−en(t−T+s)})ϕ(s)ds

+

∫ T

T−t
(1− exp{−en(t−T+s)})ϕ(s)ds

Logo, pelo Teorema da Convergência Dominada Generalizado (ver Teorema1.2.6), temos

lim
n→∞

∫ T

0

(1− exp{−en(t−T+s)})ϕ(s)ds =

∫ T

T−t
ϕ(s)ds. (3.1.6)

103



Observe que utilizamos o Teorema da Convergência Dominada Generalizado, pois (1 −
exp{−en(t−T+s)})ϕ(s) converge pontualmente para ϕ(s)X[T−t,T ], porque se t − T + s ≤ 0,
então

(1− exp{−en(t−T+s)})ϕ(s)→ 0, quando n→∞,

por outro lado, se t− T + s ≥ 0, então

(1− exp{−en(t−T+s)})ϕ(s)→ ϕ(s), quando n→∞.

Também temos que (1 − exp{−en(t−T+s)})ϕ(s) é uma sequência de funções mensuráveis,
pois é uma sequência de funções cont́ınuas. Sobre a dominação da sequência, note que a
sequência (1 − exp{−en(t−T+s)})ϕ(s) é dominada por ela mesmo, já que é uma sequência
de funções integráveis e que convergem para ϕ(s).

Portanto, de (3.1.5) e (3.1.6) concluimos que para para 0 ≤ t < T ,
∫ T
T−t ϕ(s)ds = 0 o

que implica que ϕ(s) ≡ 0 em [0, T ].

Teorema 3.1.1. Seja A um operador linear densamente definido. Se R(λ : A) existe para
todo λ ∈ R; λ ≥ λ0 e

lim
λ→∞

supλ−1log‖R(λ : A)‖ ≤ 0 (3.1.7)

então, o problema de valor inicial (3.1.1) tem no máximo uma solução para cada x ∈ X.

Prova: Primeiramente, note que u(t) é solução de (3.1.1) se, e somente se, v(t) = eztu(t)
é uma solução do problema de valor inicial{

dv

dt
(t) = (A+ zI)v(t), t > 0

v(0) = x,

De fato, se u(t) satisfaz {
du

dt
(t) = Au(t), t > 0

u(0) = x,

então, v(0) = ez0u(0) = Ix = x, e

d

dt
v(t) =

d

dt
(eztu(t)) = zeztu(t) + eztAu(t) = (A+ zI)eztu(t) = (A+ zI)v(t).

Reciprocamente, seja v(t) = eztu(t), então u(t) = e−ztv(t). Dáı, u(0) = e−z0v(0) = Ix = x,
e

du

dt
(t) = −ze−ztv(t) + e−zt(A+ zI)v(t) = Ae−ztv(t) = Au(t).
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Assim, podemos transladar A por um múltiplo constante da identidade e assumindo que
R(λ : A) existe para todo λ real; λ ≥ 0 e que (3.1.7) é satisfeita.

Sejam u1(t) e u2(t) soluções de (3.1.1), então u(t) = u1(t) − u2(t) também é solução
satisfazendo u(0) = 0. Nós provaremos que u ≡ 0 o que implica que u1 = u2 e a unicidade
estará provada. Para este fim, considere a função t→ R(λ : A)u(t) para λ > 0. Como u(t)
é solução de (3.1.1), segue que u é cont́ınua para todo t ≥ 0 o que implica que a função
eλtu(t) é cont́ınua para todo t ≥ 0. Assim, a integral abaixo está bem definida∫ t

0

eλ(t−τ)u(τ)dτ = eλt
∫ t

0

e−λτu(τ)dτ.

Porém, tomando w = u(τ) e dv = e−λτdτ implica que dw = Au(τ)dτ e v = −λ−1e−λτ .
Aplicando a integração por partes e usando o fato de u(0) = 0, obtemos∫ t

0

e−λτu(τ)dτ = −λ−1(u(τ)e−λτ )

∣∣∣∣t
0

−
∫ t

0

−λ−1e−λτAu(τ)dτ

= −λ−1u(t)e−λt + λ−1A

∫ t

0

e−λτu(τ)dτ.

ou seja,

u(t)e−λt = A

∫ t

0

e−λτu(τ)dτ − λ
∫ t

0

e−λτu(τ)dτ

= −(λI − A)

∫ t

0

e−λτu(τ)dτ.

Dáı, multiplicando a igualdade por eλt e em seguida aplicando (λI − A)−1 = R(λ : A),
obtemos

R(λ : A)u(t) = −
∫ t

0

eλ(t−τ)u(τ)dτ. (3.1.8)

Da suposição (3.1.7) segue que para cada σ > 0

lim
λ→∞

e−σλ‖R(λ : A)‖ = 0 (3.1.9)

Agora, multiplicando (3.1.8) por e−σλ para σ > 0 e depois aplicando a norma, segue que

e−σλ‖R(λ : A)‖ ‖u(t)‖ =

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∫ t

0

eλ(t−σ−τ)u(τ)dτ

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∫ t−σ

0

eλ(t−σ−τ)u(τ)dτ +

∫ t

t−σ
eλ(t−σ−τ)u(τ)dτ

∣∣∣∣∣∣∣∣.
Porém, note que se t − σ − τ < 0 implica que eλ(t−σ−τ) → 0 quando λ → ∞. Portanto,
usando (3.1.9), obtemos

0 = lim
λ→∞

e−σλ‖R(λ : A)‖‖u(t)‖ =

∣∣∣∣∣∣∣∣ lim
λ→∞

∫ t−σ

0

eλ(t−σ−τ)u(τ)dτ

∣∣∣∣∣∣∣∣
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ou seja,

lim
λ→∞

∫ t−σ

0

eλ(t−σ−τ)u(τ)dτ = 0.

pelo Lema 3.1.1 concluimos que u(τ) ≡ 0 para 0 ≤ τ ≤ t − σ. Como t e τ são arbitrários,
u(t) ≡ 0 para todo t ≥ 0.

Do Teorema 3.1.1 segue-se que para obter a unicidade das soluções do problema de
valor inicial (3.1.1) não é necessário assumir que A é o gerador infinitesimal de um C0-
semigrupo ou, equivalentemente, que para algum ω ∈ R, ρ(A) ⊃ (ω,∞) e ‖(λ − ω)nR(λ :
A)n‖ ≤M para λ > ω, muito menos do que isso é suficiente para a unicidade.

Também para obter a existência de soluções de (3.1.1) para alguns subconjuntos den-
sos D de valores inciais, não é necessário assumir que A é o gerador infinitesimal de um
C0-semigrupo. Dependendo do conjunto D de valores iniciais, os resultados de existência
podem ser obtidos sob suposição mais fracas. Entretando, para obter a existência e uni-
cidade para todo x ∈ D(A) bem como diferenciabilidade da solução em (0,∞), deve-se
assumir que A é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo. Este é o conteúdo do nosso
próximo teorema.

Lema 3.1.2. Seja A um operador fechado. Para cada x ∈ D(A), seja ‖x‖G = ‖x‖ + ‖Ax‖.
Então, ‖ · ‖G é uma norma em D(A) e (D(A), ‖ · ‖G) é um espaço de Banach. A norma ‖ · ‖G
é conhecida como norma do gráfico.

Prova: A demonstração de que ‖ · ‖G é uma norma segue do fato de (‖ · ‖) ser norma.
Mostraremos então que (D(A), ‖ · ‖G) é um espaço de Banach. Para isso, considere (xn)n∈N
uma sequência de Cauchy em (D(A), ‖ · ‖G) onde ‖x‖G = ‖x‖+ ‖Ax‖. Então,

‖xn − xm‖G → 0 quando m,n→∞.

Dáı,

‖xn − xm‖G =
(
‖xn − xm‖+ ‖Axn − Axm‖

)
→ 0 quando m,n→∞.

Logo, ‖xn−xm‖ → 0 e ‖Axn−Axm‖ → 0 quando m,n→∞. Como X é Banach, temos que
existem x, y ∈ X, tais que xn → x e Axn → y. Entretando, como (xn, Axn) ∈ G(A) e G(A)
é fechado, vem que (x, y) ∈ G(A), ou seja, y = Ax. Assim, xn → x em (D(A), ‖ · ‖G).

Teorema 3.1.2. Seja A um operador linear densamente definido em um espaço de Banach
X tal que ρ(A) é não vazio. O problema de valor inicial (3.1.1) tem uma solução única u(t),
que é continuamente diferenciável em [0,∞), para cada valor incial x ∈ D(A) se, e somente
se, A for o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo T (t).

Prova: Suponhamos a prinćıpio que A é o gerador infinitesimal de C0-semigrupo. pela
Proposição 3.1.1, temos que u(t) = T (t)x é a única solução clássica de (3.1.1).
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Reciprocamente, se (3.1.1) tem uma solução única continuamente diferenciável em
[0,∞) para cada valor inical x ∈ D(A), então veremos que A é o gerador inifinitesimal de
um C0-semigrupo T (t). Para verificarmos este fato, assumimos que para cada x ∈ D(A) o
problema de valor inicial (3.1.1) tem uma solução única continuamente diferenciável em
[0,∞) que denotamos por u(t;x).

Para x ∈ D(A), definimos a norma do gráfico por ‖x‖G = ‖x‖ + ‖Ax‖. Uma vez que
ρ(A) 6= ∅ A é fechado e portanto D(A) munido com a norma do gráfico é um espaço
de Banach (ver Lema 3.1.2) que denotaremos por [D(A)]. Seja o espaço de Banach
Xt0 = C1([0, t0]; [D(A)]) com a norma ‖u‖Xt0 = sup

t∈[0,t0]

(‖u(t)‖ + ‖Au(t)‖). Consideremos

a aplicação S : [D(A)] → Xt0 definida por S(x) = u(t;x) para 0 ≤ t ≤ t0, onde u(t, x) é a
única solução de {

du

dt
(t;x) = Au(t;x), t > 0

u(0, x) = x,

pela linearidade do problema de Cauchy acima e unicidade da solução, conclúımos que S
é um operador linear definido em todo o espaço D(A). Afirmamos que S é um operador
fechado. De fato, sejam xn → x em [D(A)] e S(xn) → v em Xt0. Como ut(t;x) = Au(t;x),
segue que∫ t

0

Au(τ ;xn)dτ =

∫ t

0

uτ (τ ;xn)dτ = u(t;xn)− u(0;xn) = u(t;xn)− xn,

ou seja,

u(t;xn) = xn +

∫ t

0

Au(τ ;xn)dτ. (3.1.10)

Note que u(t;xn) = S(xn) → v(t). Como A é fechado, segue que Au(τ ;xn) → Au(τ ;x).
Assim, fazendo n→∞ em (3.1.10), obtemos

v(t) = x+

∫ t

0

Av(τ)dτ.

E como v(t) também é solução de (3.1.1), segue pela unicidade que v(t) = u(t;x), o que
implica que S é fechado. Portanto, pelo teorema do gráfico fechado (1.2.3), S é limitada,
e

sup
t∈[0,t0]

|u(t;x)|G ≤ C|x|G. (3.1.11)

Agora, definimos a aplicação T (t) : [D(A)] → [D(A)] por T (t)x = u(t;x), onde u(t;x) é a
única solução de (3.1.1). Observe que T (t)x é um semigrupo, pois

T (0)x = u(0;x) = x ⇒ T (0) = I (operador identidade),
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e, considerando t, s ∈ [0,∞), temos

T (t)T (s)(x) = T (s)(T (t)x) = T (s)(u(t;x)) = u(s;u(t;x)).

Por outro lado, também temos que T (t + s, x) = u(t + s;x). Dáı, como u(t;x) é a única
solução de (3.1.1), segue que T (t+ s, x) = T (t)T (s)(x). De (3.1.11) segue para 0 ≤ t ≤ t0,
T (t) é uniformemente limitada. Isso implica (ver, por exemplo, prova do Teorema 2.2.1
que T (t) pode ser estendido por,

T (t)x = T (t− nt0)T (t0)nx

para nt0 ≤ t < (n+ 1)t0 para um semigrupo em [D(A)] satisfazendo

|T (t)x|G ≤Mewt|x|G

A seguir, mostraremos que

T (t)Ay = AT (t)y para y ∈ D(A2). (3.1.12)

Defina

v(t) := y +

∫ t

0

u(s;Ay)ds (3.1.13)

temos

v′(t) = u(t;Ay) = Ay +

∫ t

0

d

ds
u(s;Ay)ds

= A

(
y +

∫ t

0

u(s;Ay)ds

)
= Av(t). (3.1.14)

Como v(0) = y segue pela unicidade da solução de (3.1.1), v(t) = u(t; y) e, portanto,
Au(t; y) = v′(t) = u(t;Ay) que é o mesmo (3.1.12).

Agora, como D(A) é denso em X e pela nossa suposição ρ(A) 6= ∅ também D(A2) é
denso em X. Seja λ0 ∈ ρ(A); fixo, e seja y ∈ D(A2). se x = (λ0I −A)y então, por (3.1.12),
T (t)x = (λ0I − A)T (t)y e portanto,

‖T (t)x‖ = ‖(λ0I − A)T (t)y‖ ≤ C|T (t)y|G ≤ C1e
ωt|y|G. (3.1.15)

Mas,

|y|G = ‖y‖+ ‖Ay‖ ≤ C2‖x‖

o que implica que

‖T (t)x‖ ≤ C3e
ωt‖x‖. (3.1.16)
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Portanto, T (t) pode ser extendido para todo o X de forma única por continuidade, já que é
um operador limitado definido em um subespaço denso. Após essa extensão, T (t) torna-se
um C0-semigrupo em X. Para completar a prova, temos que mostrar que A é o gerador
infinitesimal de T (t). Para isso, denote A1 : D(A1) ⊂ X → X o gerador infinitesimal de
T (t). Se x ∈ D(A), então, pela definição de T (t) temos que T (t)x = u(t, x) e, portanto,
por nossas suposições

d

dt
T (t)x = AT (t)x para t ≥ 0.

o que implica que, em particular, que (d/dt)T (t)x
∣∣
t=0

= Ax e portanto D(A) ⊂ D(A1) e,
consequentemente, A1

∣∣
D(A)

= A.

Seja Reλ > ω e seja y ∈ D(A2). Segue de (3.1.12) e de A1

∣∣
D(A)

= A que

e−λtAT (t)y = e−λtT (t)Ay = e−λtT (t)A1y. (3.1.17)

Integrando (3.1.17) de 0 à∞ e utilizando (2.3.3) (ver demonstração do Teorema de Hille-
Yosida), obtemos

AR(λ : A1)y = R(λ : A1)A1y. (3.1.18)

Mas A1R(λ : A1)y = R(λ : A1)A1y. Com efeito,

A1R(λ : A1)y = A1[(λI − A)−1y] = [λI − (λI − A1)][(λI − A1)−1y] = (λI − A1)−1λy − y

Por outro lado,

R(λ : A1)A1y = (λI − A)−1[λy − (λy − A1y] = (λI − A1)−1λy − y.

Portanto, usando o que acabamos de provar em (3.1.18), temos que AR(λ : A1)y =
A1R(λ : A1)y para cada y ∈ D(A2). Uma vez que A1R(λ : A1)y são uniformemente li-
mitado, A é fechado e D(A2) é denso em X, segue que AR(λ : A1)y = A1R(λ : A1)y para
cada y ∈ X. O que implica que D(A) ⊃ Im(R(λ : A1)) = D(A1) e A ⊃ A1. Portanto,
A = A1 e assim provamos o teorema.

O próximo Teorema descreve uma situação na qual o problema de valor inicial (3.1.1)
tem uma solução única para cada x ∈ X, mas antes vamos enunciar e provar alguns
resultados que irão compor a demonstração do Teorema 3.1.4.

Definição 3.1.3. Seja T (t) um C0-semigrupo em um espaço de Banach X. O semigrupo T (t)
é chamado diferenciável para t > t0 se para cada x ∈ X, t → T (t)x é diferenciável para
t > t0. T (t) é chamado de diferenciável se for diferenciável para t > 0.

Teorema 3.1.3. Sejam T (t) um C0-semigrupo diferenciável para t > t0 e A seu gerador
infinitesimal. Então as seguintes propriedades são válidas
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(a) Para t > t0, temos que T (t) : X → D(A), T ′(t) = AT (t) e T ′(t) é um operador linear
limitado.

(b) Para t > t0, a função t→ T (t) é cont́ınua na topologia uniforme de operadores.

Prova: (a) Por hipótese, t → T (t)x é diferenciável para t > t0 e todo x ∈ X. Portanto,
T (t)x ∈ D(A) e T ′(t) = AT (t), para todo x ∈ X e t > t0. Agora, como A é fechado e T (t)
é limitado, AT (t) é fechado. Para t > 0, AT (t) está bem definido em todo X, e portanto,
pelo Teorema do Gráfico Fechado (ver Teorema 1.2.3) é um operador linear limitado.

(b) Se t0 < t1 ≤ t2 ≤ t1 + 1 e ‖T (s)‖ ≤M sobre [0, t1 + 1]. Para x ∈ X, temos que

‖T (t2)x− T (t1)x‖ =

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∫ t2

t1

d

ds
T (s)xds

∣∣∣∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∫ t2

t1

AT (s)xds

∣∣∣∣∣∣∣∣
≤

∫ t2

t1

‖T (s− t1)‖ ‖AT (t1)x‖ds

≤ (t2 − t1)M‖AT (t1)x‖,

e portanto

‖T (t2)− T (t1)‖ ≤ (t2 − t1)M‖AT (t1)‖,

o que implica na continuidade de T (t) para t > t0 na topologia uniforme de operadores.

Teorema 3.1.4. Se A é o gerador infinitesimal de um semigrupo diferenciável então, para
cada x ∈ X, o problema de valor inical (3.1.1) tem uma solução única.

Prova: Como A é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo, então pelo Teorema 2.2.1,
temos que ‖T (t)‖ ≤ Meωt e pelo Teorema de Hille-Yosida segue que ‖R(λ : A)‖ ≤ M/λ e
A é um operador linear desamente definido. Logo,

lim
λ→∞

supλ−1log(‖R(λ : A)‖) ≤ 0

Assim, posso usar o Teorema 3.1.1 para garantir a unicidade . pelo teorema Hille-Yosida
garantimos também que ρ(A) 6= ∅ para x ∈ D(A) e assim utilizando o Teorema 3.1.2
garantimos a existência para x ∈ D(A). Se x ∈ X, então pela diferenciabilidade de T (t)x
e pelo Teorema 3.1.3 segue que

d

dt
T (t)x = AT (t)x para t > 0

e AT (t)x é Lipschitz cont́ınua para t > 0. Portanto, T (t)x é solução de (3.1.1).
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3.2 O Problema de Valor Inicial Não Homogêneo

Estudaremos o problema de valor inicial não homogêneo. Seja A o gerador infinitesi-
mal de um C0-semigrupo {T (t)}t≥0, f : [0, T )→ X uma função apropriada em um espaço
de Banach X e consideremos o problema de Cauchy abstrato{

du

dt
(t) = Au(t) + f(t), t > 0

u(0) = x,
(3.2.1)

Para o problema de Cauchy abstrato não homegêneo (3.2.1) introduzimos também duas
noções de solução e apresentaremos algumas relações entre elas.

Definição 3.2.1. Dizemos que uma função u : [0, T ) → X é uma solução clássica de (3.2.1)
em [0, T ) se u é cont́ınua em [0, T ), continuamente diferenciável em (0, T ), u(t) ∈ D(A) para
t ∈ (0, T ) e u satisfaz (3.2.1)

Lema 3.2.1. Se f ∈ L1(0, T : X), então o problema de valor inicial (3.2.1) tem no máximo
uma solução clássica. Mais ainda, se existir uma solução clássica, então a solução é dada por

u(t) = T (t)x+

∫ t

0

T (t− s)f(s)ds, t ∈ [0, T ] (3.2.2)

Prova: Seja A o gerador infinitesimal de um C0 -semigrupo T (t) e seja u(·) uma solução
clássica de (3.2.1). Então a função g(s) = T (t − s)u(s) com valores em X é diferenciável
para s ∈ (0, T ) e

dg

ds
= −AT (t− s)u(s) + T (t− s)u′(s)

= −AT (t− s)u(s) + T (t− s)Au(s) + T (t− s)f(s)

= T (t− s)f(s).

Como f ∈ L1(0, T ;X), a função s→ T (t− s)f(s) é integrável sobre [0, t]. Logo, integrando
a igualdade acima entre 0 e t, obtemos que

g(t)− g(0) =

∫ t

0

T (t− s)f(s)ds,

ou ainda,

u(t) = T (t)x+

∫ t

0

T (t− s)f(s)ds (3.2.3)

A unicidade de u(·) é uma consequência direta da representação (3.2.3). E portanto,
conclúımos a prova.
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Se f ∈ L1(0, T ;X), o lado direito de (3.2.3) define uma função cont́ınua em [0, T ].
Logo, de maneira natural, podemos considerar (3.2.3) como uma solução branda (3.2.1)
mesmo se ela não for diferenciável e não satisfizer estritamente a equação no sentido da
Definição 3.2.1. Considerando isto, introduzimos a seguinte definição

Definição 3.2.2. Seja A o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo T (t). Seja x ∈ X e
f ∈ L1(0, T ;X). A função u ∈ C([0, T ];x) dada por

u(t) = T (t)x+

∫ t

0

T (t− s)f(s)ds, 0 ≤ t ≤ T,

é chamada de solução branda do problema de valor inicial (3.2.1) em [0, T ].

A definição da solução branda do problema de valor inicial (3.2.1) coincide quando f ≡
0 com a definição T (t)x como a solução branda da equação homogênea correspondente.E,
portanto, claro que nem toda soluçao branda de (3.2.1) é de fato uma solução clássica,
mesmo no caso em que f ≡ 0.

Agora, estamos interessados em impor ainda mais condições em f de forma que para
x ∈ D(A), a solução branda se torne uma solução clássica e, assim, provando, nessas
condições, a existência de solução (3.2.1) para x ∈ D(A).

Começamos mostrando que a continuidade de f , em geral, não é suficiente para ga-
rantir a existência de soluções de (3.2.1) para x ∈ D(A). De fato, seja A o gerador
infinitesimal de um C0-semigrupo T (t) e seja x ∈ X tal que T (t)x 6∈ D(A) para qualquer
t ≥ 0. Seja

f(s) = T (s)x 6∈ D(A); x ∈ X

então f(s) é cont́ınua para s ≥ 0. Considere o problema de valor inicial{
du

dt
(t) = Au(t) + T (t)x, t > 0

u(0) = 0,
(3.2.4)

Afirmamos que (3.2.4) não tem solução embora u(0) = 0 ∈ D(A). Com efeito,

u(t) =

∫ t

0

T (t− s)T (s)ds

=

∫ t

0

T (t)xds

= tT (t)x

é uma solução branda de (3.2.4), mas tT (t)x não é diferenciável para t > 0 e, portanto,
não pode ser a solução de (3.2.4). Assim, para que uma solução branda seja uma solução
clássica é necessário que A ou f satisfaçam condições adicionais, conforme veremos a
seguir.
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Teorema 3.2.1. SejaA um gerador infinitesimal de um C0-semigrupo T (t), seja f ∈ L1(0, T ;X)
cont́ınua em (0, T ] e seja

v(t) =

∫ t

0

T (t− s)f(s)ds, 0 ≤ t ≤ T. (3.2.5)

o problema de valor inicial (3.2.1) tem uma solução clássica u(·) em [0, T ) para cada x ∈
D(A) se uma das condições é safisfeita;

(i) v(t) é continuamente diferenciável em (0, T ).

(ii) v(t) ∈ D(A) para 0 < t < T e Av(t) é continua em (0, T ).

Mais ainda, se (3.2.1) tem uma solução clássica, então v satisfaz ambos (i) e (ii).

Prova: Suponhamos primeiro que (3.2.4) tem uma solução clássica u(·) para x ∈ D(A).
Do Lema 3.2.1 e (3.2.5) podemos escrever

v(t) = u(t)− T (t)x.

Sendo, por definição, u cont́ınua para t ≥ 0, u(t) ∈ D(A) para t > 0 e u continuamente
diferenciável para t > 0. Também, pelo fato de x ∈ D(A) resulta, em virtude do item (c)
do Teorema 2.2.2, que T (t)x ∈ D(A), para todo t > 0, e além disso,

v′(t) = u′(t) + T (t)Ax

que é cont́ınua para t > 0. Logo, v é continuamente diferenciável e (i) está provado.
Além disso, novamente, como x ∈ D(A), temos que T (t)x ∈ D(A) para t ≥ 0 e então
v(t) = u(t)− T (t)x ∈ D(A) para 0 < t < T . Logo

Av(t) = Au(t)− AT (t)x = u′(t)− f(t)− T (t)Ax

que é cont́ınua em (0, T ), como queŕıamos para provar que v satisfaz a condição (ii).

Suponha agora que a condição (i) é verificada. Observe inicialmente que para t ∈
(0, T ), e h > 0 tal que t+ h ∈ (0, T ), temos que

T (h)− I
h

v(t) =
1

h

∫ t

0

T (t+ h− s)f(s)ds− 1

h

∫ t

0

T (t− s)f(s)ds

=
1

h

∫ t+h

0

T (t+ h− s)f(s)ds− 1

h

∫ t+h

t

T (t+ h− s)f(s)ds− 1

h

∫ t

0

T (t− s)f(s)ds

=
1

h

[ ∫ t+h

0

T (t+ h− s)f(s)ds− 1

h

∫ t

0

T (t− s)f(s)ds

]
− 1

h

∫ t+h

t

T (t+ h− s)f(s)ds

=
v(t+ h)− v(t)

h
− 1

h

∫ t+h

t

T (t+ h− s)f(s)ds. (3.2.6)
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Afirmamos que

lim
h→0

1

h

∫ t+h

t

T (t+ h− s)f(s)ds = f(t). (3.2.7)

Com efeito,∣∣∣∣∣∣∣∣1h
∫ t+h

t

T (t+ h− s)f(s)ds− f(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ 1

h

∫ t+h

t

‖T (t+ h− s)f(s)− f(t)‖ds,

mas, para h suficientemente pequeno, temos que (t+ h− s) tende para 0 e assim

‖T (t+ h− s)f(s)− f(t)‖ ≤ ‖T (t+ h− s)f(s)− T (t+ h− s)f(t)‖+ ‖T (t+ h− s)f(t)− f(t)‖
≤ ‖T (t+ h− s)‖ ‖f(s)− f(t)‖+ ‖T (t+ h− s)f(t)− f(t)‖
< 2ε,

já que f(·) é cont́ınua e {T (t)}t≥0 é um C0-semigrupo. Dáı,∣∣∣∣∣∣∣∣1h
∫ t+h

t

T (t+ h− s)f(s)ds− f(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ 1

h

∫ t+h

t

‖T (t+ h− s)f(s)− f(t)‖ds

<
1

h

∫ t+h

t

2εds

= 2ε,

para ε suficientemente pequeno, temos o que afirmamos. Como v(·) é diferenciável em
(0, T ) segue de (3.2.6) que

v(t) ∈ D(A) e Av(t) = v′(t)− f(t) para t ∈ (0, T ). (3.2.8)

Isto, juntamente com o fato de v(0) = 0, implica que u(t) = T (t)x+ v(t) é solução clássica
de (3.2.1).

Suponhamos agora que a condição (ii) é satisfeita. De (3.2.6) obtemos

v(t+ h)− v(t)

h
=
T (h)− I

h
v(t) +

1

h

∫ t+h

t

T (t+ h− s)f(s)ds

Como v(t) ∈ D(A) então

lim
h→0+

T (h)− I
h

v(t) = Av(t). (3.2.9)

Logo, de (3.2.7), (3.2.8) e (3.2.9) resulta que v é diderenciável pela direita para 0 < t < T
e

d+

dt
v(t) = Av(t) + f(t).

pela continuidade de Av e f em (0, T ), por hipótese, vem que d+

dt
v(t) é cont́ınua em (0, T ).

Dáı, pelo Lema de Dini (veja Lema1.1.2) segue que v é continuamente diferenciável em
(0, T ) e portanto, do item (i) resulta que o problema (3.2.1) tem uma solução clássica para
todo x ∈ D(A) que é dada por u(t) = T (t)x+ v(t).
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Corolário 3.2.1. Seja A o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo T (t). Se f(s) é conti-
nuamente diferenciável em [0, T ], então o problema de valor inicial (3.2.1) tem uma solução
clássica para todo x ∈ D(A).

Prova: Seja v(·) a função definida em (3.2.5), ou seja

v(t) =

∫ t

0

T (t− s)f(s)ds =

∫ t

0

T (s)f(t− s)ds,

Se t ∈ (0, T ) e h > 0 são tais que t+ h ∈ (0, T ), temos que

v(t+ h)− v(t)

h
=

1

h

∫ t+h

0

T (s)f(t+ h− s)ds− 1

h

∫ t

0

T (s)f(t− s)ds

=
1

h

∫ t+h

0

T (s)f(t+ h− s)ds− 1

h

∫ t+h

0

T (s)f(t− s)ds+
1

h

∫ t+h

t

T (s)f(t− s)ds

=
1

h

∫ t

0

T (s)f(t+ h− s)ds+

∫ t+h

t

T (s)f(t+ h− s)ds

− 1

h

∫ t

0

T (s)f(t− s)ds− 1

h

∫ t+h

t

T (s)f(t− s)ds+
1

h

∫ t+h

t

T (s)f(t− s)ds

=

∫ t

0

T (s)

[
f(t+ h− s)− f(t− s)

h

]
ds+

1

h

∫ t+h

t

T (s)f(t− s)ds

+
1

h

∫ t+h

t

T (s)(f(t+ h− s)− f(t− s))ds

=

∫ t

0

T (s)

[
f(t+ h− s)− f(t− s)

h

]
ds+

1

h

∫ t+h

t

T (s)f(t− s)ds (3.2.10)

+
1

h

∫ t+h

t

f ′(γ)ds

onde γ ∈ (t−s, t−s+h), pelo Teorema do Valor Médio, pois f(t+h−s)−f(t−s) = f ′(γ)h,
para algum γ ∈ (t−s, t−s+h). Utilizando o fato de f(·) ser continuamente diferenciável em
(0, T ) e {T (t)}t≥0 ser um semigrupo, mostra-se (analogamente como mostramos (3.2.7))
que o termo direito de (3.2.10) converge para∫ t

0

T (s)f ′(t− s)ds+ T (t)f(0)

quando h→ 0+. Conclúımos que d+

dt
v(t) existe em [0, T ] e que

d+

dt
v(t) = T (t)f(0) +

∫ t

0

T (t− s)f ′(s)ds.

Mais ainda, d+

dt
v(t) é cont́ınua em [0, T ]. Dáı, segue que v(·) é continuamente diferenciável

em (0, T ). Logo, v satisfaz a condição (i) do Teorema 3.2.1 e assim o problema de valor
inicial (3.2.1) tem uma solução clássica.
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Lema 3.2.2. Seja A : D(A) ⊂ X → X um operador linear fechado. Se f : [0, T ] → X é tal
que f([0, T ]) ⊂ D(A) e Af ∈ L1([0, T ], X), então

A

∫ T

0

f(s)ds =

∫ T

0

Af(s)ds

Prova: Seja P = {si : i = 1, 2, ..., n} uma partição do intervalo [0, T ] e definamos

S(f, P ) =
∑
si∈P

f(ξi), ξi ∈ [si, si+1].

Como D(A) é um subespaço vetorial, temos que S(f, P ) ∈ D(A), para toda partição P .
Além disso, S(f, P ) →

∫ T
0
f(s)ds, quando ∆P → 0 e como AS(f, P ) = S(Af, P ), temos

que AS(f, P ) →
∫ T

0
Af(s)ds, quando ∆P → 0. Usando agora que A é fechado, segue que∫ T

0
f(s)ds ∈ D(A) e que A

∫ T
0
f(s)ds =

∫ T
0
Af(s)ds, como queŕıamos mostrar.

Corolário 3.2.2. SejaA o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo T (t). Seja f ∈ L1(0, T ;X)
cont́ınua em (0, T ). Se f(s) ∈ D(A) para 0 < s < T e Af(s) ∈ L1(0, T ;X) então para
x ∈ D(A) o porblema de valor inicial (3.2.1) tem uma solução clássica em [0, T ).

Prova: Seja v(·) a função definida em (3.2.5). Do fato que f(s) ∈ D(A) , vem do
Teorema 2.2.2, que T (t− s)f(s) ∈ D(A) e AT (t− s)f(s) = T (t− s)Af(s). Como Af(s) ∈
L1(0, T ;X), segue que AT (t − s)f(s) = T (t− s)Af(s) é integrável. Além disso, como A é
fechado, segue do Lema 3.2.2∫ t

0

T (t− s)Af(s)ds =

∫ t

0

AT (t− s)f(s)ds = A

∫ t

0

T (t− s)f(s)ds = Av(t).

ou seja, v(t) ∈ D(A) para 0 < t ≤ T e Av(·) é cont́ınua em (0, T ). Portanto, v(·) verifica a
condição (ii) do Teorema 3.2.1, o que mostra que existe uma solução clássica para (3.2.1).

Como consequência dos resultados anteriores e da densidade de D(A) em X, temos o
seguinte resultado

Teorema 3.2.2. Sejam f ∈ L1(0, T ;X) e x ∈ X. Se u(·) é solução branda de (3.2.1) em
[0, T ], então para T ′ < T , u(·) é o limite uniforme em [0, T

′
] de soluções clássicas de (3.2.1).

Prova: Sejam x ∈ X e M,ω constantes positivas tais que ‖T (t)‖ ≤Meωt para t ∈ [0, T ].
Sejam {xn}n∈N ∈ D(A) tal que xn → x e {fn}n∈N uma sequência em C1([0, T ];X) tal que
fn → f em L1([0, T ];X) [C∞ é denso em Lp(1 ≤ p < ∞) (veja Proposição 8.17, [9]]. Do
Corolário 3.2.1 sabemos que, para cada n ≥ 1, o problema de valor incial{

dun
dt

(t) = Aun(t) + fn(t),

un(0) = xn,
(3.2.11)
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tem uma solução clássica un(·), a qual é dada por

un(t) = T (t)xn +

∫ t

0

T (t− s)fn(s)ds, 0 ≤ t ≤ T.

Por outro lado, se u(·) é uma solução branda de (3.2.1), então

u(t) = T (t)x+

∫ t

0

T (t− s)f(s)ds, 0 ≤ t ≤ T.

Disto, para 0 ≤ t ≤ T , obtemos que

‖un(t)− u(t)‖ = ‖T (t)xn − T (t)x+

∫ t

0

T (t− s)[fn(s)− f(s)]ds‖

≤ ‖T (t)xn − T (t)x‖+

∫ t

0

‖T (t− s)[fn(s)− f(s)]‖ds

≤ Meωt‖xn − x‖+

∫ t

0

Mew(t−s)‖fn(s)− f(s)‖ds

≤ MeωT‖xn − x‖+

∫ t

0

MewT‖fn(s)− f(s)‖ds

≤ MeωT
(
‖xn − x‖+

∫ T

0

‖fn(s)− f(s)‖ds
)

Donde, a partir das nossas hipóteses conclúımos facilmente que un → u.

Concluimos esta seção com algumas observações sobre outra noção de solução do pro-
blema de valor incial (3.2.1), nomeadamente a solução forte.

Definição 3.2.3. Uma função u é uma solução forte de (3.2.1), se u(·) é diferenciável q.t.p
em [0, T ]; u′ ∈ L1(0, T ;X); u(0) = x e u′(t) = Au(t) + f(t) q.t.p em [0, T ].

Note que se A ≡ 0 e f ∈ L1(0, T ;X) o problema de valor inicial (3.2.1) não possui, em
geral, solução clássica a menos que f seja cont́ınua. Contudo, terá sempre uma solução
forte dada por

u(t) = x+

∫ t

0

f(s)ds. (3.2.12)

Oberve que se u é uma solução forte de (3.2.1) e f ∈ L1(0, T ;X), então u é dada por
(3.2.2) e portanto é uma solução branda de (3.2.1) (a partir da demonstração do Lema
3.2.1 mostramos isto facilmente).Por outro lado, Como feito no caso clássico, uma questão
natural é determinar quando uma solução branda de (3.2.1) é uma solução forte.

Teorema 3.2.3. Seja A um gerador infinitesimal de um C0-semigrupo T (t) e consideremos
f ∈ L1(0, T ;X). Tomando

v(t) =

∫ t

0

T (t− s)f(s)ds, 0 ≤ t ≤ T. (3.2.13)
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o problema de valor inicial (3.2.1) tem uma solução forte u(·) em [0, T ) para cada x ∈ D(A)
se uma das condições é safisfeita;

(i) v(t) é diferenciável q.t.p sobre [0, T ] e v′(·) ∈ L1(0, T ;X).

(ii) v(t) ∈ D(A) q.t.p sobre [0, T ] e Av(t) ∈ L1(0, T ;X) .

Mais ainda, se (3.2.1) tem uma solução forte, então v satisfaz ambos (i) e (ii).

Prova: Primeiramente, observe que (i) e (ii) são equivalentes. De fato,

(i)⇒ (ii) Note que(
T (h)− I

h

)
v(t) =

1

h
T (h)

∫ t

0

T (t− s)f(s)ds− 1

h

∫ t

0

T (t− s)f(s)ds

=
1

h

∫ t+h

0

T (t+ h− s)f(s)ds− 1

h

∫ t+h

t

T (t+ h− s)f(s)ds− 1

h

∫ t

0

T (t− s)f(s)ds

=
1

h

[ ∫ t+h

0

T (t+ h− s)f(s)ds− 1

h

∫ t

0

T (t− s)f(s)ds

]
− 1

h

∫ t+h

t

T (t+ h− s)f(s)ds

=
v(t+ h)− v(t)

h
− 1

h

∫ t+h

t

T (t+ h− s)f(s)ds. (3.2.14)

observe que a primeira igualdade é posśıvel pois T (t − s)f(s) ∈ L1(0, T ;X) e T (h) é
limitada em X. Assim,(

T (h)− I
h

)
v(t) =

v(t+ h)− v(t)

h
− 1

h

∫ t+h

t

T (t+ h− s)f(s)ds.

Agora, como v é diferenciável q.t.p, o limite, quando h → 0+, do primeiro termo à direita
existe q.t.p. Já o segundo termo também tem limite f(t) q.t.p quando h → 0+. Assim,
quando h→ 0+ temos que

v(t+ h)− v(t)

h
− 1

h

∫ t+h

t

T (t+ h− s)f(s)ds⇒ v′(t)− f(t) q.t.p em [0, T ].

Portanto,

v(t) ∈ D(A) e Av(t) = v′(t)− f(t) ∈ L1(0, T ;X).

o que prova (ii).

(ii)⇒ (i) Como v(t) ∈ D(A), então existe

lim
h→0+

(
T (h)− I

h

)
v(t) = Av(t).
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Agora, por (3.2.14), temos que

v(t+ h)− v(t)

h
=

(
T (h)− I

h

)
v(t) +

1

h

∫ t+h

t

T (t+ h− s)f(s)ds.

Logo, quando h→ 0+,

d+

dt
v(t) = Av(t) + f(t).

Considerando h < 0 e substituindo h por −h em (3.2.14), segue que

d−

dt
v(t) = Av(t)− f(t).

Ou seja, v(t) é diferenciável q.t.p em [0, T ] e

v′(t) = Av(t) + f(t) ∈ L1(0, T ;X).

O que conclui a equivalência entre (i) e (ii). Agora, vamos provar o Teorema. Suponha
que (i) ocorra (e, consequentemente, (ii)). Como u(t) = T (t)x + v(t) é diferenciável q.t.p
em [0, T ], já que v(t) é diferenciável q.t.p e T (t)x é diferenciável, pois x ∈ D(A). E mais,

d

dt
u(t) = T (t)x+ v′(t) ∈ L1(0, T ;X). (3.2.15)

Por fim, para mostrar que u satisfaz o problema (3.2.1), basta seguir os mesmos argumen-
tos utilizados no Teorema 3.2.1.

Reciprocamente, se (3.2.1) possui solução forte u, então

u(t) = T (t)x+ v(t)

donde segue que v é diferenciável q.t.p, visto que u e T (·)Ax o são. Além disso, como
T (·)Ax,u′(t) ∈ L1 e v′(t) = u′(t) − T (t)Ax, temos que v′(t) ∈ L1(0, T ;X). O que prova (i)
(consequentemente (ii)) e o teorema está provado.

Como consequência do Teorema 3.2.3 temos

Corolário 3.2.3. SejaA o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo T (t). Se f é diferenciável
q.t.p em [0, T ] e f ′ ∈ L′(0, T ;X) então para cada x ∈ D(A) o problema de valor inical (3.2.1)
possui uma única solução forte em [0, T ].

Prova: Considere

v(t) =

∫ t

0

T (t− s)f(s)ds =

∫ t

0

T (s)f(t− s)ds,
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então, a partir de 3.2.10), obtemos

v(t+ h)− v(t)

h
=

∫ t

0

T (s)

[
f(t+ h− s)− f(t− s)

h

]
ds+

1

h

∫ t+h

t

T (s)f(t− s)ds

+
1

h

∫ t+h

t

T (s)(f(t+ h− s)− f(t− s))ds

Logo, v é diferenciável q.t.p e

d+

dt
v(t) = T (t)f(0) +

∫ t

0

T (t− s)f ′(s)ds.

Como f(0) ∈ X, o operador S(·)f(0) ∈ L1(0, T ;X). Note também que

ϕ(t) =

∫ t

0

T (s)f ′(t− s)ds =

∫ t

0

T (t− s)f ′(s)ds,

então ∫ T

0

‖ϕ(t)‖dt =

∫ T

0

∫ t

0

‖T (t− s)f ′(s)‖dsdt

≤
∫ T

0

∫ t

0

‖T (t− s)‖‖f ′(s)‖dsdt

≤
∫ T

0

∫ t

0

Metω‖f ′(s)‖dsdt

≤
∫ T

0

∫ T

0

Metω‖f ′(s)‖dsdt

≤ MeTω
∫ T

0

‖f ′(s)‖dsdt

assim,
∫ T

0
T (t − s)f ′(s)ds ∈ L1(0, T ;X). Portanto, pelo Teorema 3.2.3, seque que o pro-

blema de valor inical (3.2.1) tem uma solução forte u(·) em [0, T ) e ela é única, pois caso
contrário, se u(·) e v(·) são soluções fortes então, em particular, também são soluções
brandas e pelo Lema 3.2.1 são iguais.

Com o intuito de anunciarmos mais um corolário do Teorema 3.2.3, faremos a seguir
uma definição e alguns comentários.

Definição 3.2.4. Diz-se que uma função f : R+ → X é cont́ınua no sentido de Holder para
t ≥ 0 se

‖f(t)− f(s)‖ ≤ L(t− s)k, 0 ≤ s ≤ t,

onde L e k são constantes com 0 ≤ k ≤ 1. Quando k = 1 dizemos que f é Lipschitz cont́ınua.
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Observação 3.2.1. Em geral, a continuidade Lipschitz de f sobre [0, T ] não é suficiente para
assegurar a existência de uma solução forte de (3.2.1) para x ∈ D(A). Contudo, se X é
reflexivo e f é Lipschitz cont́ınua sobre [0, T ], então, por resultados clássicos, f é diferenciável
q.t.p e f ′ ∈ L1(0, T ;X).

Diante das informaçõa acima, o corolário 3.2.3 implica em

Corolário 3.2.4. Seja X um espaço de Banach reflexivo e consideremos A o gerador infini-
tesimal de um C0-semigrupo T (t) sobre X. Se f é Lipschitz cont́ınua sobre [0, T ] então para
todo x ∈ D(A) o problema de valor inicial (3.2.1) possui uma única solução forte sobre [0, T ]
dada por

u(t) = T (t)x+

∫ t

0

T (t− s)f(s)ds.

Prova: Como X é um espaço de Banach reflexivo e f é Lipschitz cont́ınua sobre [0, T ],
então pela Observação 3.2.1 segue que f é diferenciável q.t.p e f ′ ∈ L1(0, T ;X). Portanto,
pelo Corolário 3.2.3, seque que

v(t) =

∫ t

0

T (t− s)f(s)ds =

∫ t

0

T (s)f(t− s)ds,

é diferenciável q.t.p em [0, T ] e

d+

dt
v(t) = T (t)f(0) +

∫ t

0

T (t− s)f ′(s)ds = g(t).

Como f(0) ∈ X e {T (t)}t≥0 é um C0-semigrupo, seque que T (t)f(0) é limitado, digamos
por N e utilizando a ideia da prova do Corolário 3.2.3, obtemos

‖g(t)‖ ≤ ‖T (t)f(0)‖+

∫ t

0

‖T (s)f ′(t− s)‖ds

≤ N +MeTω
∫ T

0

‖f ′(s)‖dsdt

≤ C

Assim, g(t) é cont́ınua e consequentemente, v é continuamente diferenciável em (0, T ).
Portanto, pelo Teorema 3.2.1 segue o que queŕıamos.

3.3 Problema Não Linear

Nesta seção, temos como objetivo garantir a existência local, singularidade, regulari-
dade e a solução máxima definida para classe de problemas de valor inicial descritos em
(3.3.1). Além disso, mais adiante, iremos abordar sobre sistemas de reação - difusão.
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3.3.1 Alguns fatos básicos sobre Operadores Setoriais

Iremos introduzir alguns resultados complementares que utilizaremos no decorrer desta
seção. Para maiores detalhes ver [12] e [5]

Definição 3.3.1. Um operador linear A : D(A) ⊂ X → X é setorial se existem constantes
ω ∈ R, θ ∈ (π/2, π), M > 0 tais que

ρ(A) ⊃ Sθ,ω := {λ ∈ C : λ 6= ω, |arg(λ− ω)| < θ},

‖R(λ,A)‖L(X) ≤
M

|λ− ω|
, λ ∈ Sθ,ω.

Lembramos que se Y é um espaço de Banach arbitrário e a < b ∈ R, então B([a, b];Y ) e
C([a, b];Y ) são espaços de Banach munidos com a norma do supremo ‖f‖∞ = sup

a≤s≤b
‖f(s)‖Y .

Além disso, definimos Cα([a, b];Y ) como um espaço de Banach de todas as funções α-
Holder cont́ınuas de [a, b] para Y , munido com a norma

‖f‖Cα([a,b];Y ) = ‖f‖∞ + [f ]Cα([a,b];Y ),

onde [f ]Cα([a,b];Y ) = sup
a≤s≤b

‖f(t)− f(s)‖Y /(t− s)α.

Proposição 3.3.1. Dado x ∈ X, a função t 7→ etAx pertence a Cα([0, 1];X) se, e somente se,
x pertence a DA(α,∞). Nesse caso, t 7→ etAx pertence a Cα([0, T ];X) para cada T > 0.

Prova: Ver [12, Corolário 3.1.3].

Proposição 3.3.2. Seja A : D(A) → X um operador setorial, e seja 0 < α < 1, a < b ∈ R.
Se u pertence a C1+α([a, b];X)∩Cα([a, b];D(A)) então u′ é limitada em [a, b] com valores em
D(A).

Prova: Ver [12, Página 61].

Proposição 3.3.3. Seja Ω um conjunto aberto em RN com fronteira C1, e seja x0 ∈ ∂Ω um
ponto de máximo relativo para uma função C1 v : Ω → R. Se a derivada normal de v se
anula em x0 então todas as derivadas parciais de v se anulam em x0. Além disso, se ∂Ω e v
são C2, segue que ∆v(x0) ≤ 0.

Prova: Ver [5, Página 145]
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3.3.2 Não Linearidades Definidas em X

Considere o problema de valor inicial{
u′(t) = Au(t) + F (t, u(t)), t > 0
u(0) = u0

(3.3.1)

onde A : D(A) ⊂ X → X é um operador setorial e F : [0, T ] × X → X. Ao longo desta
subseção devemos assumir que F é cont́ınua, e que para cada R > 0, existe L > 0 tal que

‖F (t, x)− F (t, y)‖ ≤ L‖x− y‖, t ∈ [0, T ]; x, y ∈ B(0, R). (3.3.2)

Isto significa que F é Lipschitz cont́ınua em relação a x em qualquer subconjunto limitado
em X, com a constante de Lipschitz independente de t.

Como no caso de problemas lineares, dizemos que uma função u definida em um in-
tervalo I = [0, τ) ou I = [0, τ ], com τ ≤ T , é uma solução estrita do problema (3.3.1) em
I, se é cont́ınua com valores em D(A) e diferenciável com valores em X no intervalo I, e
satisfaz (3.3.1). Dizemos que é uma solução clássica se é cont́ınua com valores em D(A) e
diferenciável com valores em X no intervalo I \ {0}, é cont́ınua em I com valores em X, e
satisfaz (3.3.1). Dizemos que é uma solução branda se é cont́ınua com valores em I \ {0}
e satisfaz

u(t) = etAu0 +

∫ t

0

e(t−s)AF (s, u(s))ds, t ∈ I (3.3.3)

Por conveniência de notação, ao longo desta seção, definimos

M0 = sup
0≤t≤T

‖etA‖L(X) (3.3.4)

Existência local, singularidade, regularidade

Teorema 3.3.1. As seguintes afirmações são válidas

(i) Se u, v ∈ Cb([a, b];X) são soluções brandas para algum a ∈ (0, T ], então u = v.

(ii) Para cada u ∈ X, existe r, δ > 0, k > 0 tal que para ‖u0− u‖ ≤ r problema (3.3.1) tem
uma solução branda u = u(·;u0) ∈ Cb((0, δ];X). A função u pertence a C([0, δ];X) se ,
e somente se, u0 ∈ D(A).

Além disso, para cada u0, u1 ∈ B(u, r) temos

‖u(t;u0)− u(t;u1)‖ ≤ K‖u0 − u1‖, 0 ≤ t ≤ δ (3.3.5)
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Observação 3.3.1. Seja I ⊆ R um intervalo. Denotamos C(I;X) o espaço vetorial das
funções cont́ınuas u : I → X; por B(I;X) o espaço das funções limitadas, munido com a
norma do supremo

‖u‖∞ = sup
t∈I
‖u(t)‖

Também definimos o conjunto

Cb(I;X) = C(I;X) ∩B(I;X)

Prova de (i). Sejam u, v ∈ Cb([a, b];X) soluções brandas de (3.3.1), e consideremos ω =
u− v. Por (3.3.3), a função ω satisfaz

ω(t) =

∫ t

0

e(t−s)A(F (s, u(s))− F (s, v(s)))ds, 0 ≤ t < a.

Usando (3.3.2) e (3.3.4) com R = max
{

sup
0<t≤a

‖u(t)‖, sup
0<t≤a

‖v(t)‖
}

, obtemos

‖ω(t)‖ ≤ LM0

∫ t

0

‖ω(s)‖ds.

pela Desigualdade de Gronwall na Forma Integrável (Teorema 1.2.8) segue que ω ≡ 0 em
[0, a].

Prova de (ii): Fixe R > 0 tal que R ≥ 8M0‖u‖, de modo que se ‖u0 − u‖ ≤ r = R/(8M0),
temos que

‖etAu0‖ ≤ ‖etA‖ ‖u0‖ = ‖etA‖ ‖u0 − u+ u‖ ≤ ‖etA‖ (‖u0 − u‖+ ‖u‖).

Dáı, de (3.3.4) e das informações acima, obtemos

sup
0<t≤a

‖etAu0‖ ≤ R/4

Além disso, seja L > 0 tal que

‖F (t, v)− F (t, w)‖ ≤ L‖v − w‖, 0 ≤ t ≤ T, v, w ∈ B(0, R).

Procuramos uma solução fraca pertencente ao espaço métrico

Y = {u ∈ Cb((0, δ];X) : ‖u(t)‖ ≤ R ∀ t ∈ (0, δ]},

onde δ ∈ (0, T ] deve ser escolhido corretamente. Y é a bola fechada com centro em 0
e raio R no espaço Cb((0, δ];X), e para cada v ∈ Y a função t → F (t, v(t)) pertence a
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Cb((0, δ]). De fato, t → F (t, v(t)) é naturalmente cont́ınua, já que é a composição de
funções cont́ınuas. Por outro lado, para t ∈ (0, δ] e s fixo, temos

‖F (t, v(t))‖ = ‖F (t, v(t))− F (t, v(s)) + F (t, v(s))‖
≤ ‖F (t, v(t))− F (t, v(s))‖+ ‖F (t, v(s))‖
≤ L‖v(t)− v(s)‖+ ‖F (t, v(s))‖
≤ LM + ‖F (t, v(s))‖,

note que A = [0, t] × v(s) é compacto, assim F é limitada em A. Como (0, δ) × v(s) ⊂ A,
temos que ‖F (t, v(s)‖ ≤ sup

0<t≤T
‖F (t, v(s)‖. Portanto, t→ F (t, v(t)) é limitada e consequen-

temente pertence a Cb((0, δ]). Definimos o operador Γ em Y , por meio de

Γ(v)(t) = etAu0 +

∫ t

0

e(t−s)AF (s, v(s))ds, 0 ≤ t ≤ δ. (3.3.6)

Claramente, a função v ∈ Y é uma solução branda de (3.3.1) em [0, δ] se e somente se é
um ponto fixo de Γ.

Queremos utilizar o Teorema do Ponto Fixo de Banach (ver Teorema 1.2.4). Para isto
devemos mostrar que Γ é uma contração e mapeia Y em si mesma, desde que δ seja
suficientemente pequeno.

Sejam v1, v2 ∈ Y . Temos

‖Γ(v1)− Γ(v2)‖Cb((0,δ];X) ≤
∫ t

0

‖e(t−s)A‖Cb((0,δ];X) ‖F (s, v1(s))− F (s, v2(s))‖Cb((0,δ];X)ds

≤ δM0‖F (·, v1(·))− F (·, v2(·))‖Cb((0,δ];X)

≤ δM0L‖v1 − v2‖Cb((0,δ];X). (3.3.7)

Portanto, se

δ ≤ δ0 = (2M0L)−1,

então

‖Γ(v1)− Γ(v2)‖Cb((0,δ];X) ≤ (1/2)‖v1 − v2‖Cb((0,δ];X),

isto é, Γ é uma contração com constante (1/2) em Y . Além disso, se δ ≤ δ0, para cada
v ∈ Y , temos que

‖Γ(v)‖Cb((0,δ];X) ≤ ‖Γ(v)− Γ(0)‖Cb((0,δ];X) + ‖Γ(0)‖Cb((0,δ];X)

≤ ‖v‖/2 + ‖e·Au0‖Cb((0,δ];X) +

∫ t

0

‖e(t−s)A‖Cb((0,δ];X) ‖F (s, 0)‖Cb((0,δ];X)ds

≤ R/2 +R/4 +M0δ‖F (·, 0)‖Cb((0,δ];X). (3.3.8)
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Portanto, se δ ≤ δ0 é tal que

M0δ‖F (·, 0)‖Cb((0,δ];X) ≤ R/4,

então

‖Γ(v)‖Cb((0,δ];X) ≤ R.

Logo, Γ mapeia Y em si mesmo, de modo que ele tenha um único ponto fixo pelo Teorema
da Contração.

Em relação a continuidade de u até t = 0, observamos que a função t 7→ u(t) − etAu0

pertence a C([0, δ];X), enquanto a aplicação t 7→ etAu0 pertence a C([0, δ];X) se e somente
se u0 ∈ D(A) (ver [12, Proposição 1.3.6]). Portanto, u ∈ C([0, δ];X) se e somente se
u0 ∈ D(A).

Agora, vamos provar a afirmação sobre a dependência dos dados iniciais (3.3.5). Sejam
u0, u1 ∈ B(u, r). Como Γ é uma contração com constante 1/2 em Y e ambos u(·;u0), u(·;u1)
pertencem a Y , temos que

‖u(·;u0)− u(·;u1)‖Cb((0,δ];X) ≤ ‖e·A(u0 − u1)‖Cb((0,δ];X)

+

∫ ·
0

‖e(·−s)A‖Cb((0,δ];X) ‖F (s, u(s;u0))− F (s, u(s;u1)‖Cb((0,δ];X)ds

≤ ‖e·A(u0 − u1)‖Cb((0,δ];X) + δM0L‖u(·;u0)− u(·;u1)‖Cb((0,δ];X)

≤ ‖e·A(u0 − u1)‖Cb((0,δ];X) + (1/2)‖u(·;u0)− u(·;u1)‖Cb((0,δ];X),

ou seja,

‖u(·;u0)− u(·;u1)‖Cb((0,δ];X) ≤ 2‖e·A(u0 − u1)‖Cb((0,δ];X) ≤ 2M0‖u0 − u1‖,

então (3.3.5) está provada, com K = 2M0. Consequentemente, o teorema está provado.

A solução máxima definida

Agora, podemos construir uma solução maximamente definida como segue. Considere
o conjunto{

τ(u0) = sup{a > 0 : problema (3.3.1) tem uma solução ua em [0, a]},
u(0) = ua(t), se t ≤ a.

Relembrando pelo teorema(3.3.1), u é bem definida no intervalo

I(u0) := ∪{[0, a]; problema (3.3.1) tem uma solução branda ua em [0, a]},

e nós temos τ(u0) = supI(u0)

Vamos agora provar os resultados relativos à regularidade e existência na grande parte
da solução.
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Proposição 3.3.4. Suponha que existe θ ∈ (0, 1) de modo que para cada R > 0, temos

‖F (t, x)− F (s, x)‖ ≤ C(R)(t− s)θ, 0 ≤ s ≤ t ≤ T, ‖x‖ ≤ R. (3.3.9)

Então, para cada u0 ∈ X, u ∈ Cθ([ε, τ(u0) − ε];D(A)) ∩ C1+θ([ε, τ(u0) − ε];X). Além disso,
as seguintes afirmações são verificadas.

(i) Se u0 ∈ D(A) então u é uma solução clássica de (3.3.1).

(ii) Se u0 ∈ D(A) e Au0 + F (0, u0) ∈ D(A) então u é uma solução estrita de (3.3.1).

Prova: Seja a < τ(u0) e 0 < ε < a. Uma vez que t 7→ F (t, u(t)) pertence a Cb((0, a];X),
então a função v(t) :=

∫ t
0
e(t−s)AF (s, u(s))ds pertence a Cθ([0, a];X), para todo θ (veja

[12, Proposição 4.1.5]). Além disso, t 7→ etAu0 pertence a C∞([ε, a];X). Resumindo,
descobrimos que u pertence a Cθ([ε, a];X). As suposições (3.3.2) e (3.3.9) implicam que
a função t 7→ F (t, u(t)) pertence a Cθ([ε, a];X), tal que θ ∈ (0, 1). Com efeito; como u
pertence a Cθ([ε, a];X), então u, em particular, é limitada. Assim, escolhemos R grande o
suficiente para que qualquer valor de u esteja na bola B(0, R). Dáı

‖F (t, u(t))− F (s, u(s))‖ ≤ ‖F (t, u(t))− F (s, u(t))‖+ ‖F (s, u(t))− F (s, u(s))‖.

Note que, por (3.3.9), temos

‖F (t, u(t))− F (s, u(t))‖ ≤ C(t− s)θ,

e por (3.3.2)

‖F (s, u(t))− F (s, u(s))‖ ≤ L‖u(t)− u(s)‖ ≤ LC(t− s)θ.

Assim, a partir dessas duas análises, conclúımos

‖F (t, u(t))− F (s, u(s))‖ ≤ C(t− s)θ + LC(t− s)θ ≤ K(t− s)θ,

onde K = C + LC. Portanto, t 7→ F (t, u(t)) pertence a Cθ([ε, a];X).

Agora, mostraremos que u satisfaz

u(t) = e(t−ε)Au(ε) +

∫ t

ε

e(t−s)AF (s, u(s))ds ε ≤ t ≤ a. (3.3.10)

De fato; fixemos t ∈ [ε, a] e notemos que t 7→ eA(t−ε)u(s) é uma função cont́ınua em [ε, a] e
diferenciável em (ε, a). Assim, para s ∈ (ε, a), temos

d

ds
(eA(t−ε)u(s)) = eA(t−ε)du(s)

ds
+ AeA(t−ε)u(s)

= eA(t−ε)
(
du(s)

ds
+ Au(s)

)
= eA(t−ε)f(s, u(s)),
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disto e do fato da função s 7→ f(s, u(s)) ser cont́ınua em [ε, a], conclúımos que∫ t

ε

eA(t−s)f(s, u(s))ds = lim
n→0+

∫ t−n

ε−n

d

ds
(eA(t−ε)u(s))

= lim
n→0+

[enAu(t− n)− eA(t−ε+n)u(ε− n)]

= u(t)− e(t−ε)Au(ε),

o que mostra (3.3.10).

Uma vez que u satisfaz 3.3.10 nós temos u ∈ Cθ([2ε, a];D(A)) ∩ C1+θ([2ε, a];X) para
cada ε ∈ (0, a/2), e

u′(t) = Au(t) + F (t, u(t)); ε < t ≤ a.

Como a e ε são arbitrários, então u ∈ Cθ([ε, τ(u0) − ε];D(A)) ∩ C1+θ([ε, τ(u0) − ε];X)
para cada ε ∈ (0, τ(u0)/2). Finalmente, se u0 ∈ D(A), então t 7→ etAu0 é cont́ınua até 0.
Portanto, a afirmação (i) segue.

Agora provaremos (ii). Sabemos que a função v definida acima é θ-Hölder cont́ınua
até t = 0 com valores em X. Já que u0 ∈ D(A) ⊂ DA(0,∞), então pela Proposição
(3.3.1) a função t 7→ etAu0 é θ-Holder cont́ınua até t = 0, também. Portanto, u é θ-
Hölder cont́ınua até t = 0 com valores em X, de modo que t 7→ F (t, u(t) é θ-Hölder
cont́ınua em [0, a] com valores em X. O [12, Teorema 4.1.7] nos diz que para 0 < α < 1,
f ∈ Cα([0, T ];X), x ∈ X, e u satisfazendo a fórmula da variação das constantes, temos
que u pertence a Cα([ε, T ];D(A)) ∩ C1+α([ε, T ];X), para cada ε ∈ (0, T ) e se x ∈ D(A) e
Ax+f(0) ∈ D(A), então u é uma solução branda do problema de Cauchy não homogêneo.
Portanto, a afirmação (ii) segue agora do teorema mencionado.

Proposição 3.3.5. Seja u0 tal que I(u0) 6= [0, T ]. Então t 7→ ‖u(t)‖ é ilimitada em I(u0).

Prova: Assuma por contradição que u é limitada em I(u0) e defina τ = τ(u0). Então
t 7→ F (t;u(t;u0)) é limitada e cont́ınua com valores em X no intervalo (0, τ). Uma vez
que u satisfaz a fórmula da variação das constantes (3.3.3), ela pode ser estendida conti-
nuamente até t = τ de modo que a extensão seja Hölder cont́ınua em cada intervalo [ε, τ ],
com 0 < ε < τ . De fato, t 7→ etAu0 é bem definida e anaĺıtica em todo o intervalo (0,+∞),
e u− etAu0 pertence a Cα([0, τ ];X) para cada α ∈ (0, 1).

pelo Teorema 3.3.1, o problema{
v′(t) = Av(t) + F (t, v(t)), t ≥ τ
v(τ) = u(τ),

tem uma única solução branda v ∈ C([τ, τ+δ];X) para algum δ > 0. Note que v é cont́ınua
até t = τ porque u(τ) ∈ D(A).
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A função w definida por{
w(t) = u(t), se 0 ≤ t < τ
w(t) = v(t), se τ ≤ t ≤ τ + δ,

é uma solução branda de (3.3.1) em [0, τ + δ]. De fato; se t ∈ [0, τ) então

w(t) = u(t) = etAu0 +

∫ t

0

e(t−s)AF (s, u(s))ds

= etAu0 +

∫ t

0

e(t−s)AF (s, w(s))ds.

Por outro lado, se t ∈ [τ, τ + δ] então

w(t) = v(t) = e(t−τ)Auτ +

∫ t

τ

e(t−s)AF (s, v(s))ds

= e(t−τ)A

[
eτAu0 +

∫ τ

0

e(τ−s)AF (s, u(s))ds

]
+

∫ t

τ

e(t−s)AF (s, v(s))ds

= etAu0 +

∫ t

0

e(t−s)AF (s, w(s))ds.

Isso é uma contradição com a definição de τ , pois conseguimos uma solução branda de
(3.3.1) que supera a solução maximal τ .

Note que a prova da Proposição 3.3.5 mostra também que se I(u0) 6= [0, τ ], então
τ(u0) = supI(u0) 6∈ I(u0).

Proposição 3.3.6. Assuma que existe C > 0 de modo que

‖F (t, x)‖ ≤ C(1 + ‖x‖) x ∈ X, t ∈ [0, T ]. (3.3.11)

Seja u : I(u0)→ X uma solução branda em (3.3.1). Então u é limitada em I(u0) com valores
em X. Consequentemente, I(u0) = [0, T ].

Prova: Como u : I(u0)→ X é uma solução branda de (3.3.1) temos

‖u(t)‖ =

∣∣∣∣∣∣∣∣etAu0 +

∫ t

0

e(t−s)AF (s, u(s))ds

∣∣∣∣∣∣∣∣
= ‖etAu0 +

∫ t

0

‖e(t−s)A‖ ‖F (s, u(s))‖ds

= M0‖u0‖+M0C

∫ t

0

(1 + ‖u(s)‖)ds

= M0‖u0‖+M0C

(
T +

∫ t

0

‖u(s)‖ds
)

= (M0‖u0‖+M0CT ) + (M0C)

∫ t

0

‖u(s)‖ds
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Aplicando a Desigualdade de Gronwall na Forma Integrável (veja Teorema 1.2.8) para a
função de valores reais t 7→ ‖u(t)‖, obtemos

‖u(t)‖ ≤ (M0‖u0‖+M0CT )exp
(
M0C

∫ t

0

ds

)
= (M0‖u0‖+M0CT )exp(M0Ct),

para t ∈ I(u0). Portanto, temos o que queŕıamos.

Observe que (3.3.11) é satisfeita se F for globalmente Lipschitz cont́ınua em relação a
x, com a constante de Lipchitz independente de t.

3.3.3 Equação e Sistemas de reação-difusão

Sistemas de reação-difusão têm sido largamente estudados em diferentes contextos e
através de diferentes métodos, motivados pela constante aparição em modelos de interação
em contextos qúımicos, biológicos e ainda em fenômenos ecológicos. Diversas ferramentas
são empregas na literatura para o estudo de sistemas de quações de reação-difusão. Al-
guns envolvem aspectos da teoria dos operadores, outras envolvem noções como prinćıpios
de comparação e, ainda, há aquelas dedicas ao emprego dos métodos de computação
numérica. Uilizaremos aqui técnicas associadas à teoria de semigrupos de operadores.

Vamos considerar um sistema diferencial em [0, T ]×Rn. Seja d1, d2, ..., dm > 0 e seja D
a matriz diagonal D = diag(d1, ...dm). Considere o problema{

ut(t, x) = D∆u(t, x) + f(t, x, u(t, x)), t > 0, x ∈ Rn

u(0, x) = u0(x) x ∈ Rn (3.3.12)

onde u = (u1, ..., um) é desconhecido, a função regular f : [0, T ] × Rn × Rm → Rm e o
limitado e cont́ınuo u0 : Rn → Rm são dados.

É importante destacar que u(t, x) representa a densidade ou concentração de alguma
substância ou população, no tempo t ≥ 0 e na posição x ∈ Rn. ∆ denota o laplaci-
ano de u com respeito à variável espacial x. A parte D∆u no sistema é chamada de
parte de difusão, os números di são chamados de coeficientes de difusão, f(t, x, u) é cha-
mado de parte de reação.

Considere o conjunto

X = Cb(Rn;Rm).

O operador linear A definido por D(A) = {u ∈ W 2,p
loc (Rn;Rm), p ≥ 1 : u,∆u ∈ X},

A : D(A)→ X, Au = D∆u,
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é setorial em X e

D(A) = B ∪ C(Rn;Rm).

Assumimos que f é cont́ınua, e que existe θ ∈ (0, 1) tal que para cada R > 0 há
K = K(R) > 0 tal que

|f(t, x, u)− f(s, x, v)|Rm ≤ K(t− s)θ + |u− v|Rm , (3.3.13)

para 0 ≤ s < t ≤ T , x ∈ Rn, u, v ∈ Rm, |u|Rm , |v|Rm ≤ R. Além disso, assumimos que

sup
0≤t≤T,x∈Rn

f(t, x, 0) < +∞, (3.3.14)

de modo que para cada φ ∈ Cb(Rn;Rm) e t ∈ [0, T ] a composição está em Cb(Rn;Rm).
De fato; denotemos g(·) = f(t, ·, φ(·)). Como φ ∈ Cb(Rn;Rm), então, em particular, φ
é cont́ınua e portanto g(·) é cont́ınua, já que é uma composição de funções cont́ınuas.
Agora, fixemos s. Por (3.3.13), (3.3.14) e pelo fato da φ ser limitada, temos

|g(x)|Rm = |f(t, x, φ(x)|Rm ≤ |f(t, x, φ(x)− f(s, x, 0|Rm + |f(s, x, 0)|Rm
≤ K((t− s)θ + |φ(x)|Rm) + sup|f(s, x, 0)|Rm
≤ 3K,

ondeK = máx {K(t−s)θ, Ksup|φ(x)|Rm , sup|f(s, x, 0)|Rm}. Consequentemente, f(t, ·, φ(·)) ∈
Cb(Rn;Rm). Então, podemos aplicar os resultados gerais da subseção (3.1).

Proposição 3.3.7. Sob as premissas acima, para cada u0 ∈ Cb(Rn;Rm) existem um intervalo
máximo I(u0) e uma solução única u para (3.3.12) em I(u0) × Rn, tal que u ∈ C(I(u0) ×
Rn;Rn), ut, Diu, e ∆u são limitadas e cont́ınuas no intervalo [ε, τ(u0) − ε] para cada ε ∈
(0, τ(u0)/2), onde τ(u0) = supI(u0).

Prova: Fixando

F (t, φ)(x) = f(t, x, φ(x)), 0 ≤ t ≤ T, x ∈ Rn, φ ∈ X,

a função F : [0, T ] × X → X é cont́ınua e satisfaz (3.3.2) e (3.3.9). De fato, fixemos
qualquer φ1, φ2 ∈ B(0, R) ⊂ X. Então, para todo x ∈ Rn, |φ1(x)|Rm ≤ R,|φ2(x)|Rm ≤ R, de
modo que para 0 ≤ s ≤ t ≤ T obtemos de (3.3.13)

|F (t, φ1)(x)− F (s, φ2(x)| = |f(t, x, φ1)(x)− f(s, x, φ2(x)|
≤ K((t− s)θ + |φ1(x)− φ2(x)|Rm ,

o que implica

‖F (t, φ1)− F (s, φ2)‖∞ ≤ K((t− s)θ + ‖φ1 − φ2‖∞).
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O Teorema 3.3.1 de existência local e unicidade implica que existe uma única solução
branda t 7→ u(t) ∈ Cb((0, δ];X) de (3.3.1), que pode ser estendida a um intervalo de
tempo máximo I(u0).

pela Proposição 3.3.4, u, u′, Au são cont́ınuas em (0, τ(u0)) com valores em X(na ver-
dade, eles são Hölder cont́ınuas em cada subintervalos compacto). Então a função (t, x) 7→
u(t, x) := u(t)(x) é limitada e cont́ınua em [0, a]×Rn para cada a ∈ I(u0) e é cont́ınuamente
diferenciável em relação a t em I(u0) \ {0} × Rn.

Como D(A) está continuamente mergulhado em C1
b (Rn;Rm), segue-se que todas as

derivadas espaciais de primeira ordem Diu são cont́ınuas em (0, τ(u0)) × Rm também. As
derivadas espaciais de segunda ordem Diju(t, ·) estão em Lploc(Rn;Rm), ∆u é cont́ınua em
I(u0)× Rn, e u satisfaz (3.3.1).

Com relação à existência global, a Proposição 3.3.5 implica que se u é limitada em
I(u0)× Rn então I(u0) = [0, T ].

Uma condição suficiente para u ser limitada é dada pela Proposição 3.3.6:

|f(t, x, u)|Rm ≤ C(1 + |u|Rm), t ∈ [0, T ], x ∈ Rn, u ∈ Rm. (3.3.15)

Na verdade, neste caso, a função não linear

F : [0, T ]×X → X, F (t, φ)(x) = f(t, x, φ(x))

satisfaz (3.3.11) para

‖F (t, φ)‖∞ = sup
x∈Rn
|f(t, x, φ(x)|Rm ≤ C(1 + ‖φ‖∞.

A estimativa (3.3.15) é satisfeita se (3.3.13) for válida com uma constante indepen-
dente de R. Com efeito;

|f(t, x, u)|Rm = |f(t, x, u)− f(s, x, 0) + f(s, x, 0)|Rm
≤ |f(t, x, u)− f(s, x, 0)|Rm + |f(s, x, 0)|Rm
≤ K((t− s)θ + |u|Rm + sup|f(s, x, 0)|Rm
≤ K|u|Rm +KT θ + sup|f(s, x, 0)|Rm
≤ K|u|Rm + C

≤ K(1 + |u|Rm),

onde K = máx{K,C}, tal que C := KT θ + sup|f(s, x, 0)|Rm. E mais, K não depende de R,
já que K não depende.

Resultados semelhantes são válidos para sistema de reação-difusão em [0, T ]×Ω, onde
Ω é um conjunto aberto limitado em Rn com fronteira C2.
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O caso mais simples é uma única equação,
ut(t, x) = ∆u(t, x) + f(t, x, u(t, x)), t > 0, x ∈ Ω

u(0, x) = u0(x), x ∈ Ω,
(3.3.16)

com condição de contorno de Dirichlet,

u(t, x) = 0, t > 0, x ∈ ∂Ω, (3.3.17)

ou condição de contorno de Neumann,

∂u(t, x)

∂n
= 0, t > 0, x ∈ ∂Ω. (3.3.18)

Aqui f : [0, T ] × R × R → R é uma função regular satisfazendo (3.3.13); u0 : Ω →
R é cont́ınua e satisfaz a condição de compatibillidade (o dado de bordo tem que ser
compat́ıvel com a solução) u0(x) = 0 para x ∈ ∂Ω, no caso da condição de contorno de
Dirichlet. Tal condição é necessária para ter u cont́ınua até t = 0.

Novamente, colocamos o nosso problema no espaço X = C(Ω). Como a realização
do Laplaciano em C(Ω) com condições homogêneas de dirichlet é um operador setorial,
então o problema (3.3.16) tem uma solução clássica em um intervalo de tempo máximo.
Argumentando como antes, vemos que se houver C > 0 tal que

|f(t, x, u)| ≤ C(1 + |u|) t ∈ [0, T ], x ∈ Ω u ∈ R

então, para cada dado inicial u0, a solução existe globalmente. Mas essa suposição é bas-
tante restrita e não é satisfeita em muitos modelos matemáticos. Na próxima subsubseção,
veremos uma suposição mais geral que produz a existência global.

Nesta seção, até agora, escolhemos trabalhar com funções de valor real apenas, por-
que na maioria dos modelos matemáticos o desconhecido u tem valor real. Mas po-
deŕıamos substituir Cb(Rn,Rm) e C(Ω,R) por Cb(Rn,Cm) e C(Ω,C) também sem qualquer
modificação nas provas, obtendo os mesmos resultados no caso de dados de valor com-
plexo. Ao contrário, os resultados da próxima subsubseção são válidos para funções de
valor real.

O prinćıpio máximo

Usando as propriedades bem conhecidas das derivadas de primeira e segunda ordem de
funções de valor real em pontos de máximos ou de mı́nimos relativos, é posśıvel encontrar
estimativas nas soluções para várias equações diferenciais parciais de primeira ou segunda
ordem. Essas técnicas são chamadas de prinćıpios máximos.

Para começar, damos uma condição suficiente para a solução de (3.3.16) - (3.3.17) ou
(3.3.16) - (3.3.18) ser limitada(e portanto, existir globalmente).
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Proposição 3.3.8. Seja Ω um conjunto aberto limitado em RN com fronteira C2, e seja
f : [0, T ]× Ω× R→ R uma função cont́ınua satisfazendo

|f(t, x, u)− f(s, x, v)| ≤ K((t− s)θ + |u− v|),

para qualquer 0 ≤ s < t ≤ T , qualquer x ∈ Ω, qualquer u, v ∈ R tal que |u|, |v| ≤ R e para
alguma constante positiva K = K(R). Assuma além disso que

uf(t, x, u) ≤ C(1 + u2); 0 ≤ t ≤ T, x ∈ Ω, u ∈ R, (3.3.19)

para algum C ≥ 0. Então, para cada dado inicial u0, a solução para (3.3.16) - (3.3.17) ou
(3.3.16) - (3.3.18) satisfaz

sup
t∈I(u0),x∈Ω

|u(t, x)| < +∞.

Se C = 0 em (3.3.19), então

sup
t∈I(u0),x∈Ω

|u(t, x)| = ‖u0‖∞.

Prova: Fixe λ > C, a < τ(u0) e o conjunto

v(t, x) = u(t, x)e−λt, 0 ≤ t ≤ a, x ∈ Ω.

A função v satisfaz

vt(t, x) = ut(t, x)e−λt − λu(t, x)e−λt

= (∆u(t, x) + f(t, x, u(t, x))e−λt − λu(t, x)e−λt

= ∆(u(t, x)e−λt) + f(t, x, u(t, x))e−λt − λu(t, x)e−λt

= ∆v(t, x) + f(t, x, eλtv(t, x))e−λt − λv(t, x), 0 < t ≤ a, x ∈ Ω. (3.3.20)

e satisfaz a mesma condição de contorno que u, e v(0, ·) = u0. Como v é cont́ınua, então
existe (t0, x0) tal que v(t0, x0) = ±‖v‖C([0,a]×Ω). (t0, x0) é um ponto de máximo positivo ou
de mı́nimo negativo para v. Assuma por um instante que (t0, x0) é um ponto de máximo.
Se t0 = 0 segue que v(0, x0) = u0(x0) e consequentemente ‖v‖∞ = ‖u0‖∞. Se t0 > 0 e
x0 ∈ Ω, temos por (3.3.20)

vt(t0, x0) = ∆v(t0, x0) + f(t0, x0, e
λt0v(t0, x0))e−λt0 − λv(t0, x0).

Multiplicando ambos os lados da igualdade acima por v(t0, x0) = ‖v‖∞, obtemos

vt(t0, x0)‖v‖∞ = ∆v(t0, x0)‖v‖∞ + ‖v‖∞f(t0, x0, e
λt0v(t0, x0))e−λt0 − λ‖v‖2

∞. (3.3.21)

Mas vt(t0, x0) ≥ 0, ∆v(t0, x0) ≤ 0 e

eλtvf(t, x, eλtv) = uf(t, x, u) ≤ C(1 + u2) = C(1 + (eλtv)2),
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ou seja,

vf(t, x, eλtv) ≤ e−λtC(1 + |eλt|2|v|2).

Dáı, usando as informações acima em (3.3.21), obtemos

λ‖v‖2
∞ ≤ C(1 + |eλt0v(t0, x0)|2)e−2λt0

≤ C(1 + e2λt0‖v‖2
∞)e−2λt0

≤ C(e−2λt0 + ‖v‖2
∞),

isto é,

‖v‖2
∞ ≤

C

λ− C
.

Vamos considerar o caso t0 > 0, x0 ∈ ∂Ω. Se u satisfaz a condição de fronteira de Diri-
chlet, então v(t0, x0) = 0. Se u satisfaz a condição de fronteira de Neumann, temos que
Div(t0, x0) = 0 para cada i, ∆v(t0, x0) ≤ 0 (Veja Proposição 3.3.3), e continuaremos como
no caso x0 ∈ Ω.

Se (t0, x0) é um ponto de mı́nimo, a prova é semelhante. Portanto, temos

‖v‖∞ ≤ máx{‖u0‖∞;
√
C/(λ− C)}, (3.3.22)

de modo que

‖u‖∞ ≤ eλTmáx{‖u0‖∞;
√
C/(λ− C)},

e a primeira afirmação está provada.

Se C = 0, para cada λ > 0 obtemos

‖u‖∞ ≤ eλT‖u0‖∞.

Dáı, fazendo λ→ 0 acima , obtemos ‖u‖∞ ≤ ‖u0‖∞. Por outro lado, como u(0, x) = u0(x),
ou seja, u0 é a restrição de u em t = 0, temos que ‖u0‖∞ ≤ ‖u‖∞. Portanto, ‖u‖∞ = ‖u0‖∞,
como queŕıamos mostrar.

Um resultado semelhante é válido se Ω for substitúıdo por todo o espaço RN , mas a
prova deve ser adpatada ao caso de domı́nio não compacto. De fato, se uma função v é
limitada e cont́ınua em [0, a]×RN , ela pode não ter pontos máximo ou mı́nimo, em geral.
Declaramos esse resultado, sem uma prova, na seguinte proposição.

Proposição 3.3.9. Se f : [0, T ]×RN×R→ R uma função cont́ınua satisfazendo as suposições
da Proposição 3.3.8 com Ω substitúıdo por RN . Considere o problema (3.3.12) com m =
1,d = 1. Então, para cada dado inicial limitado e cont́ınuo u0, a solução para (3.3.12)
satisfaz

sup
t∈I(u0),x∈RN

|u(t, x)| < +∞.
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Se C = 0 em (3.3.19), então

sup
t∈I(u0),x∈RN

|u(t, x)| = ‖u‖∞.

Notemos que (3.3.15) é uma condição de crescimento no infinito, enquanto (3.3.19) é
uma condição algebrica e não é uma condição de crescimento. Por exemplo, é satisfeito
por f(t, x, u) = λu− u2k+1 para cada k ∈ N e λ ∈ R. O sinal − é importante: Por exemplo,
no problema


ut(t, x) = ∆u(t, x) + |u|1+ε, t > 0, x ∈ Ω,

∂u(t, x)

∂n
= 0, t > 0, x ∈ ∂Ω,

u(0, x) = u, x ∈ Ω,

(3.3.23)

com ε > 0 e com o dado inicial u, a solução independe de x e coincide com a solução da
equação diferencial ordinária

ξ′(t) = |ξ(t)|1+ε, t > 0,

ξ(0) = u.
(3.3.24)

que explode em um tempo finito se u > 0.

Na prova das Proposições (3.3.8) e (3.3.8) usamos uma das propriedades da função
φ ∈ D(A), onde A é a realização do Laplaciano em Cb(RN) ou é a realização do Laplaciano
com condição de fronteira de Dirichlet ou de Neumann em C(Ω) : se x ∈ Ω (e também se
x ∈ ∂Ω no caso das condições de fronteira de Neumann) é um ponto de máximo relativo
para φ, então ∆φ(x) ≤ 0. Embora isso seja óbvio se φ ∈ C2(Ω), tem que ser provado se φ
não é duas vezes diferenciável pontualmente. Fornecemos uma prova apenas para o caso
de pontos interiores.

Lema 3.3.1. Seja x0 ∈ RN , r > 0, e φ : B(x0, r) → R uma funçõ cont́ınua. Assuma que
φ ∈ W 2,p(B(x0, r)) para cada p ∈ [1,+∞), que ∆φ é cont́ınua, e que x0 é um ponto de
máximo (respectivamente, ponto de mı́nimo) para φ. Então ∆φ(x0) ≤ 0 (respectivamente,
∆φ(x0) ≥ 0).

Prova: Assuma que x0 é um ponto de máximo. Possivelmente, substituindo φ por φ + c,
podemos assumir que φ(x) ≥ 0 para |x− x0| ≤ r. Seja θ : RN → R uma função suave com
suporte contido em B(x0, r), de modo que 0 ≤ θ(x) ≤ 1 para cada x, θ(x0) > θ(x) para
x 6= x0, e ∆θ(x0) = 0. Defina,

φ =

{
φ(x)θ(x), x ∈ B(x0, r),
0 , x ∈ RN \B(x0, r).

(3.3.25)
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E φ(x0) é o máximo de φ, e só é obtido em x = x0. Além disso, φ e ∆φ são cont́ınuas
em todo o RN e se anulam fora de B(x0, r), de modo que existe uma sequência (φn)n∈N ⊂
C2
b (RN) tal que φn → φ, ∆φn → ∆φ uniformemente e cada φn tem suporte contido na bola

B(x0, 2r). Por exemplo, podemos tomar

φn = ηT (1/n)φ,

onde o semigrupo {T (t)}t≤0 é definido pela fórmula de Gauss - Weierstrass
(T (t)f)(x) = 1

(4πt)N/2

∫
RN e

−|x−y|2
4t f(y)dy; t > 0, x ∈ RN

(T (0)f)(x) = f(x),

e η é uma função suave com suporte contido em B(x0, 2r) e igual a 1 em B(x0, r). Como x0

é o único ponto de máximo de φ, então existe uma sequência (xn) ⊂ B(x0, 2r) convergindo
para x0 quando n→∞ tal que xn é um ponto de máximo de φn, para cada n. Uma vez que
φn é duas vezes continuamente diferenciável, temos que ∆φn(xn) ≤ 0. Fazendo n → +∞
temos que ∆φ(x0) ≤ 0.

Se x0 é um ponto de mı́nimo a prova é análoga.

O prinćıpio do máximo pode ser usado em alguns sistemas. Por exemplo, vamos con-
siderar o caso de uma única equação, onde é conviniente fixar a ∈ (0, τ(u0) e introduzir
uma função v : [0, a]× Ω→ Rm, v(t, x) = u(t, x)e−λt com λ > C, que satisfaz

vt(t, x) = ∆v(t, x) + f(eλtv(t, x))e−λt − λv(t, x), t > 0, x ∈ Ω

v(t, x) = 0, t > 0 x ∈ ∂Ω,
v(0, x) = u0(x), x ∈ Ω.

aqui o desconhecido u é uma função avaliada por Rm, Ω é um conjunto aberto limitado
em RN com fronteira C2, f : Rm → Rm é uma função cont́ınua localmente Lipchitz tal que

〈y, f(y)〉 ≤ C(1 + |y|2), y ∈ Rm (3.3.26)

e u0 é uma função cont́ınua que se anula em ∂Ω.

Em vez de |v| é melhor trabalhar com φ(t, x) = |v(t, x)|2 =
∑m

i=1 vi(t, x)2, que é mais
regular. Observamos que

φt = 2〈vt, v〉, Djφ = 2〈Djv, v〉, ∆φ = 2
m∑
i=1

|Dvi|2 + 2〈v,∆v〉.

Se (t0, x0) ∈ (0, a] × ω é um ponto máximo positivo para φ (isto, para |v|) temos que
φt(t0, v0) ≥ 0, ∆φ(t0, x0) ≤ 0 e portanto, 〈v(t0, x0),∆v(t0, v0)〉 ≤ 0. Escrevendo o sistema
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diferencial em (t0, x0) e tomando o produto interno com v(t0, x0), obtemos

0 ≤ 〈vt(t0, x0), v(t0, x0)〉
= 〈∆v(t0, x0), v(t0, x0)〉+ 〈f(eλt0v(t0, v0)), v(t0, x0)e−λt〉 − λ|v(t0, x0)|2

≤ C(1 + |v(t0, x0)|2)− λ|v(t0, x0)|2

ou seja, ‖v‖2
∞ ≤ C/(λ − C). Portando, ‖v‖∞ ≤ máx{‖u0‖,

√
C/(λ− C)}, e consequen-

temente, ‖u‖∞ ≤ eλTmáx{‖u0‖,
√
C/(λ− C)}, o mesmo resultado que no caso escalar.

Portanto, u existe globalmente.

O prinćıpio do máximo também é usado para provar propriedades qualitativas das
soluções, por exemplo, para provar que as soluções são não negativas para dados inicias
não negativos, ou não positivos para dados iniciais não positivos.

Considere, por exemplo, a equação do calor com a condição de contorno de Dirichlet
em um conjunto aberto limitado regular Ω ⊂ RN ,

ut(t, x) = ∆u(t, x), t > 0, x ∈ Ω,

u(t, x) = 0, t ≥ 0, x ∈ ∂Ω,

u(0, x) = u0(x), x ∈ Ω,

com u0 em ∂Ω e u0(x) ≥ 0 para cada x ∈ Ω. Para mostrar que u(t, x) ≥ 0 para cada (t, x),
consideremos a função v(t, x) := e−tu(t, x) que satisfaz a mesma condição de contorno que
u, v(0, x) = u0(x) e vt(t, x) = ∆v(t, x) − v(t, x). Se v tem um mı́nimo negativo em (t0, x0),
então t0 > 0, x0 ∈ Ω e portanto vt(t0, x0) ≤ 0, ∆v(t0, x0) ≥ 0, contrariando a equação em
(t0, x0).

Situações mais gerais, mesmo em problemas não lineares, podem ser tratadas com o
seguinte resultado da comparação.

Proposição 3.3.10. Seja ω ⊂ RN um conjunto aberto limitado, seja f ∈ C1(R) e sejam
u, v ∈ C([0, a] × Ω) ∩ ((0, a] × Ω) tal que, para cada t ∈ (0, a], u(t, ·), v(t, ·) ∈ W 2,p(Ω) para
cada p < +∞ e ∆u(t, ·), ∆v(t, ·) ∈ C(Ω).

Assuma que ut ≥ ∆u + f(u), vt ≤ ∆v + f(v) em (0, a] × Ω, que u(0, x) ≥ v(0, x) para
x ∈ Ω e que u(t, x) ≤ v(t, x) para (t, x) ∈ (0, a]× ∂Ω. então, u(t, x) ≥ v(t, x) em [0, a]× Ω.

Prova: A função w = u − v tem as mesmas propriedades de regularidades que u, v e
satisfaz

wt(t, x) ≥ ∆w(t, x) + f(u(t, x))− f(v(t, x)) = ∆w(t, x) + h(t, x)w(t, x)

em (0, a] × Ω, onde h(t, x) =
∫ 1

0
f ′(v(t, x) + ξ(u(t, x) − v(t, x)))dξ é uma função limitada.

Seja λ > ‖h‖∞ e o conjunto z(t, x) := e−λtw(t, x). Então, zt ≥ ∆z + (h− λ)z em (0, a]× Ω,

138



z(0, x) ≥ 0 para qualquer x ∈ Ω, z(t, x) ≥ 0 para qualquer t > 0, x ∈ ∂Ω de modo que,
se z tem um mı́nimo nagativo em (t0, x0), então t0 > 0, x0 ∈ Ω e portanto, zt(t0, x0),
∆z(t0, x0) ≥ 0. Logo, temos uma contradição com a desigualdade diferencial satisfeita por
z em (t0, x0). Portanto, z ≥ 0 em todos os lugares, isto é, u ≤ v.

Finalmente, vejamos um sistema da teoria da combustão. Aqui, u e v são uma concentração
e uma temperatura, respctivamente, normalizado e redimensionada. Os números Le, ε, q
são parâmetros positivos, Le é chamado de número de Lewis. Ω é um conjunto aberto
limitado em RN com fronteira C2. O sistema é

ut(t, x) = Le∆u(t, x)− εu(t, x)f(v(t, x)), t > 0, x ∈ Ω,

vt(t, x) = ∆v(t, x) + qu(t, x)f(v(t, x)), t > 0, x ∈ Ω,

∂

∂n
u(t, x) = 0, v(t, x) = 1, t > 0 x ∈ ∂Ω,

u(0, x) = u0(x), v(0, x) = v0(x), x ∈ Ω,

(3.3.27)

f é uma função de Arrhenius

f(v) = e−h/v,

com h > 0. Os dados iniciais u0 e v0 são funções cont́ınuas não negativas, com v0 ≡ 1 em
∂Ω. Substituindo as incógnitas (u, v) por (u, v − 1), o problema (3.3.27) se reduz a um
problema com condições de contorno homogêneo, que resolvemos localmente usando as
técnicas acima.

As soluções fisicamente significativas são tais que u, v ≥ 0. Usando o prinćıpio do
máximo, podemos provar que, para dados iniciais não negativos, obtemos soluções não
negativas.

Vamos considerar u: se, por contradição, existe um a > 0 tal que a restrição de u a
[0, a]× Ω tem um mı́nimo negativo, digamos em (t0, x0) temos que t0 > 0, x0 ∈ Ω e

0 ≥ ut(t0, x0) = Le∆u(t0, x0)− εu(t0, x0)f(v(t0, x0)),

contradição. Portanto, u não pode ter valores negativos.

Para estudar o sinal de v é novamente conviniente introduzir a função z(t, x) = e−λtv(t, x)
com λ > 0. Se houver a > 0 tal que a restrição de z a [0, a]× Ω tem um mı́nimo negativo,
digamos em (t0, x0) temos que t0 > 0 e x0 ∈ Ω e

0 ≥ zt(t0, x0) = ∆z(t0, x0)− λz(t0, x0) + qu(t0, x0) + f(z(t0, x0)eλt0)e−λt0 > 0,

contradição. Portanto, v não pode ter valores negativos.
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