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Resumo

Esta dissertacao tem como objetivo principal fazer um estudo detalhado dos anéis de Gorenstein e
seu papel na teoria de dualidade local. Iniciamos estudando alguns pré-requisitos como dimensao
de krull de mddulos, complexos de Koszul e anéis Cohen-Macaulay. Neste ultimo tdpico, estu-
damos com mais detalhe os anéis regulares e de intersecao completa. Mostramos que todos estes
anéis sdo Gorenstein. Caracterizamos os anéis de Gorenstein a partir do conceito de tipo de anel.
Por fim, estudamos o médulo canodnico, destacando seu papel na teoria de dualidade local sobre

anéis Cohen-Macaulay méaximos.

Palavras Chave: Anéis de Gorenstein, Homologia, Médulo Canonico.



Abstract

This work has as main goal to make a detailed study of Gorenstein rings and your role in local
duality theory. At the beginning, some pre-requisites are studied like the Krull dimension of mo-
dules, Koszul Complexes and Cohen-Macaulay rings. Concerning to this last topic, we studied in
more detail the regular rings and the complete intersection rings. We showed that all this rings are
Gorenstein. Also, we present the characterization of Gorenstein rings in terms of the concept of
type of a ring. Ultimately, we present the concept of canonical module, highlighting your role in

Local Duality Theory over maximal Cohen-Macaulay modules.

Key Words: Gorenstein rings, Homology, Canonical module.
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Introducao

O objetivo principal deste trabalho € fazer um estudo detalhado dos anéis de Gorenstein bem como
seu papel na teoria de dualidade local. Isto significa estudar todos os pré-requesitos necessarios
para se compreender a defini¢do, exemplos e principais propriedades destes anéis. Assim, estuda-
mos desde pré-requisitos homoldgicos como os funtores Tor e Ext, até objetos classicos como o
complexo de Koszul e os anéis Cohen-Macaulay, passando ainda por conceitos mais elementares
como a dimensao de Krull e dlgebra exterior de um mdédulo. Esta também € a razdo do titulo deste
trabalho. Uma jornada por todos estes topicos até chegarmos nos anéis de Gorenstein, encerrando
com algumas de suas contribui¢des a teoria de dualidade local. Utilizamos como referéncia prin-
cipal, o livro [1] de Winfried Bruns e Jiirgen Herzog. Outras referéncias de apoio fundamentais
foram [2] e [4]. Como acontece na maioria dos topicos mais avangados e/ou especializados, as re-
feréncias para este tema sdo escassas. Por esta razdo, um dos objetivos deste trabalho € apresentar
o tema de forma clara e acessivel aos estudantes que se interessem pelo mesmo.

No capitulo 1, fizemos um apanhado de vérios conceitos e resultados que serdo utilizados ao
longo do texto. Comecamos apresentando o conceito de sequéncia regular. Utilizando métodos
homolégicos, vimos que sob certas condi¢des, toda sequéncia regular maximal contida num ideal
I possui a mesma cardinalidade. Isto define o grade de I. Em particular, no caso local, definimos o
conceito de profundidade de um médulo. Definimos ainda resolugdes projetivas e dimensdo proje-
tiva de um médulo. No caso local, as resolugdes livres minimais ganham destaque. Mostramos que
todas possuem o mesmo comprimento e que este, também caracterizado homologicamente, coin-
cide com a dimensdo projetiva do mdédulo. Apresentamos o teorema de Auslander-Buchsbaum,
o qual estabelece uma relagao entre a profundidade e a dimensao projetiva de um moédulo com a
profundidade do anel base. Em seguida, definimos o posto generalizado de um mdédulo e o utiliza-
mos no estudo dos ideais gerados por menores de uma matriz. Deste estudo resulta o teorema de
Hilbert-Burch, o qual descreve, no ambiente noetheriano, a estrutura de ideais que possuem uma
apresentacgao livre do tipo

0—R*"—= R > 1-0.

Em prol de tornar este trabalho mais autossuficiente, dedicamos uma secdo sobre a dimensdo
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de Krull de um moédulo. Em particular, no caso noetheriano local, estendemos para médulos o
conceito de sistema de parametros de um anel. Vimos que, assim como nos anéis, os sistemas de
parametros controlam a dimensdo de um moédulo. Caracterizamos sequéncias que fazem parte de
um sistema de parametros e deduzimos que este € o caso das sequéncias regulares. Este fato nos
revela que a profundidade de um mddulo ndo ultrapassa sua dimensao. Finalizamos o capitulo
com uma breve discussao acerca da dlgebra exterior de um médulo, necessaria para introduzirmos
o complexo de Koszul. Detalhamos algumas propriedades basicas deste complexo. Em especial,
observamos que, no caso local, se o ideal maximal for gerado por uma sequéncia regular, entdo o
complexo de Koszul associado € uma resolugdo livre minimal do corpo residual do anel.

No capitulo 2, estudamos os anéis e médulos Cohen-Macaulay. Apresentamos vdrias propri-
edades, as quais ilustram algumas vantagens de se trabalhar neste ambiente. Dentre tais proprie-
dades, destacamos, por exemplo, que num anel Cohen-Macaulay, o grade e altura de um ideal s@ao
iguais. Mostramos que a propriedade de ser Cohen-Macaulay € estavel por adjuncdo de indeter-
minadas e localizacdo. Estudamos ainda dois tipos especiais de anéis Cohen-Macaulay: os anéis
regulares e os anéis de interse¢ao completa. Anéis regulares sao caracterizados pela finitude de sua
dimensao global. Este resultado € historicamente um dos primeiros de dlgebra comutativa onde se
fizeram presente os métodos homologicos. Os anéis de intersecdo completa, sdo frequentemente
definidos como sendo o quociente de um anel regular local por um ideal gerado por uma sequéncia
regular. No entanto, seguimos a abordagem apresentada em [4], onde estes anéis sdo definidos
em termos de um invariante de um certo complexo de Koszul: o 1° desvio do anel, denotado por
€1(A). Esta defini¢ao tem a vantagem de independer de sequéncias regulares. No caso em que o
anel € da forma R/I, com R regular local, mostramos que ele é de interse¢cdo completa se, e so-
mente se, [ é gerado por uma sequéncia regular. Encerramos o capitulo observando que todo anel
regular € de interse¢do completa e que a reciproca ndo é verdadeira.

No capitulo 3, estudamos os anéis de Gorenstein bem como seu papel na teoria de dualidade.
Iniciamos o capitulo com vdrios resultados a respeito da dimensao injetiva de um médulo. Em
particular, vimos que, no caso noetheriano local, quando tal dimensao € finita, esta coincide com
a profundidade do anel base. Em seguida, mostramos que, no caso noetheriano, todo modulo
se decompode numa soma direta de médulos injetivos indecomponiveis e que tal decomposicdo €
Unica num certo sentido. Apresentamos o conceito de anéis de Gorenstein € mostramos que tal
conceito € estavel por completamento e localizacdo. Vimos que todo anel de interse¢do completa
€ Gorenstein mas que a reciproca ndo € verdadeira, a partir de um contra-exemplo. Tal contra-
exemplo bem como outros dados neste capitulo se utilizam de uma importante caracterizagao dos
anéis de Gorenstein: ser Cohen-Macaulay de tipo 1. O fecho injetivo do corpo residual de um anel
R, denotado por Eg, possui um papel importante na demonstragio desta caracterizacao, expresso

no fato do funtor Homg (—, Eg) ser dualizante na categoria dos médulos de comprimento finito.

13



Este ultimo resultado abre caminho para o estudo da teoria de dualidade, que fizemos sobre anéis
Cohen-Macaulay. Neste contexto, definimos o médulo canonico de um anel R, denotado por wg, €
discutimos sua existéncia e unicidade. Vimos que um anel admite médulo candnico se, e sé se, este
for uma imagem homomorfica de um anel de Gorenstein. Vimos também que um anel é Gorenstein
se, e somente se, este € isomorfo a seu moédulo candnico. Finalizamos o capitulo mostrando que o

funtor Homg (—wg) é dualizante na categoria dos médulos Cohen-Macaulay maximos.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, sdo abordados diversos topicos que serdao usados no restante do trabalho. Estabe-
lecemos conceitos basicos como o grade de um ideal e a profundidade de um mddulo. Trataremos
também de teoremas classicos como o teorema de Auslander-Buchsbaum e o teorema de Hilbert-
Burch. A secdo de dimensao de médulos € apresentada com o intuito de tornar este trabalho mais

autossuficiente. Por fim, exploramos alguns resultados basicos associados ao complexo de Koszul.

1.1 Sequéncias Regulares

Seja M um R-médulo. Um elemento v € R € dito um divisor de zero de M se rm = 0 para algum
m # 0 em M. O conjunto dos divisores de zero de M é denotado por Z(M). Os elementos de
R que ndo sdo divisores de zero de M sao chamados elementos regulares de M, ou simplesmente,
elementos M-regulares. Assim, um elemento r € R é M-regular se, e somente se, a multiplicacdo

por T é um morfismo injetor em M.

Definicao 1.1.1. Seja M um R-médulo. Uma sequéncia X = xy,..., X, de elementos de R ¢é dita

M-regular ou M-sequéncia se valem as condi¢des abaixo:
(a) x; é um elemento M/(xy,...,X;_1)M-regular, paracadai=1,2,...,n.
(b) xM # M.
Toda sequéncia que satisfizer a condi¢ao (a) é dita M-regular fraca.
Exemplo 1.1.2. Seja R = k[X,..., X,,]. Entdo, a sequéncia X = X, ..., X;, é R-regular.

Exemplo 1.1.3. Seja R = k[X,Y, Z]. Entdo, a sequéncia & = X, Y(1 — X), Z(1 — X) é R-regular.

De fato, comecamos observando que X é um elemento regular de R, pois este € um dominio. Para
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checar a regularidade de Y(1 — X) sobre o R-mddulo R/(X), suponha que f € R € tal que
Y(1—=X)f € (X).

Devemos provar que f € (X). Ora, sendo (X) ideal primo de R, concluimos que f € (X). Por fim,

para verificar a regularidade de Z(1 — X) sobre R/(X, Y(1 — X)), suponha que g € R é tal que
Z(1—-X)g € (X,Y(1 =X)).

Como (X, Y(1 — X)) = (X,Y) é ideal primo de R, segue que g € (X, Y(1 — X)).

Proposicao 1.1.4. Sejam M um R-mddulo, x = x, ..., xn uma sequéncia em R e N um R-médulo
plano. Se x é M-regular fraca, entdo x é (M ® N)-regular fraca. Além disso, se @ : R — S é um
morfismo de anéis e N é um S-modulo que é R-plano com a multiplicacdo induzida por @, entdo

@(x) C S é uma sequéncia (M ® N)-regular fraca.

Prova. Denotando por ¢, a multiplicacdo por x; em M, temos por hipétese que @,, € injetora.

Logo, como N € plano, segue que @, ®idn : M&N — M®N € injetora. Uma vez que @, ®idn

¢ a multiplicagdo por x; em M ® N, concluimos que x; é um elemento (M ® N )-regular.
Analogamente, denotando por @,, a multiplicagdo por x, em M/x; M, temos que @, € inje-

tiva. Mais uma vez, a planitude de N implica que
Px, ®idn : (M/xiM) @ N — (M/x;M) @ N

¢ injetora. Considere o isomorfismo candnico

f:M/xM)ON = MeN)/xi((M@N), MmMIn—mn.

Sendo VP, : (M ® N)/x;(M®@N) = (M ® N)/x;(M ® N) a multiplicacdo por x,, temos o

diagrama comutativo abaixo :

‘pxz ®idN

(M/x;M) ® N (M/xM) ® N

Pk

MN)/x (M@N)— (M ®N)/x;(M&N)

Logo, x2 € (M ® N)/x;(M ® N)-regular.
Procedendo indutivamente, concluimos que x é (M ® N)-regular fraca.
Para a segunda parte da proposi¢do, note que dado v € R, temos rn. = @(r)n. Assim, a acao

de x em N equivale a a¢do de @(x) em N. Deste modo, pela estrutura de S-mddulo concebida a
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M ® N, o resultado é imediato. O

Corolario 1.1.5. Sejam R um anel noetheriano, M um R-mddulo finitamente gerado e x uma

sequéncia M-regular. Se p € Supp M € tal que x C p, entdo X é M,-regular.

Prova. Sabemos que M,, ¢ um R,-mddulo finitamente gerado e ndo-nulo. Ademais, também
temos M, ~¥ M ® R,,. Sendo ¢ : R — R, 0o mapa de localiza¢do e usando o fato de que R, €
um R-médulo plano, obtemos pela segunda parte da proposi¢do anterior que ¢ (x) é M,,-regular
fraca. Pelo lema de Nakayama, M, # (pR,)M,,. Em particular, M, # @(x)M,,. Logo, @(x) é
M,,-regular. O

Proposicao 1.1.6. Sejam M um R-modulo e x uma sequéncia M-regular fraca. Dada uma sequéncia

exata de R-modulos
Ny 25 Ny 25 Ng 25 M =0

obtemos a sequéncia exata induzida

N,/xN, 22 N /xN; 25 Np/xNg 2% M/xM — 0.

Prova. Faremos indu¢do no comprimento da sequéncia X. Assim, comeg¢amos supondo que x
¢ um elemento M-regular. Como - ® (R/(x)) é um funtor exato a direita, basta provarmos que
Im @, = ker @;. A inclusdo Im ¢, C ker @, é imediata. Para a inclusdo reversa, sejam; € ker @;.
Assim, @;(n;) = 0 em Ny /xN. Logo, existe ny € Ny tal que @;(n;) = xny. Por outro lado,
como Im ¢@; = ker g, concluimos que x@y(ny) = 0. Uma vez que x é M-regular, segue que
ng € ker @y =Im @;.

Assim, existe i; € N tal que ny = @;(fi;). Consequentemente, obtemos @ (1) = x@; (1),
donde n; — xAi; € ker @; = Im @,. Sendo n, € N, tal que n; — xA; = @,(n,), concluimos
finalmente que, em N;/xN, vale

n = @(M).

Isto prova que ker @; C Im @,.
Suponha o resultado vélido para sequéncias regulares com n—1 elementos e sejax = X1, ..., Xn
uma sequéncia M-regular. Aplicando a hip6tese indutiva a sequéncia M-regular X = x4,...,Xn_1,

obtemos a sequéncia exata

N, /XN, 22 N /RN, 25 No/xNp 2% M/ZM — 0.
Por outro lado, sendo x,, elemento M /XM -regular, usando o isomorfismo

(Ni/XN;)

JNVERY NN
Xn (Ni/XNj) /x
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obtemos a sequéncia exata desejada. O

Corolario 1.1.7. Sejam R um anel e
e Ny S Ny —»-- = Ng—=N_; =0

um complexo exato de R-modulos. Se x C R for uma sequéncia N;i-regular fraca para todo 1,

entdo o complexo induzido
s — Ni/XNi — Nifl/XNifl — s = N()/XN() — N,I/XN,I —0

é exato.

Prova. Pela proposicao anterior, temos que
N2/XN2 — N]/XNl — No/XNO — Nfl/XNfl

¢ exata. Por outro lado, como x é Ny-regular, x é também (Im ¢;)-regular. Assim, usando a

proposicao anterior a sequéncia
N3—>N2—>N1—>Im(p1%0

obtemos a sequéncia exata induzida

N3/XN3 — Nz/XNZ — Nl/XNl —>Im(p1/xIm(p1.

Iterando o argumento acima, obtemos o resultado desejado. O

A ordem dos termos de uma sequéncia regular, quando alterada, pode ndo mais produzir uma

nova sequéncia regular. O exemplo abaixo ilustra este fenomeno.

Exemplo 1.1.8. SejaR = k[X,Y, Z] e consideremos a sequéncia &« = X, Y(1—X), Z(1—X). Vimos
no Exemplo 1.1.3 que « é R-regular. Por outro lado, a sequéncia 3 = Y(1—X), Z(1—X), X, obtida

de o por reordenagdo de seus termos, nao € uma R-sequéncia, uma vez que Z(1 — X) é divisor de
zeroem R/(Y(1 —X)),jaque Z(1 —X).Y € (Y(1 =X))eY & (Y(1 —X)).

O mau comportamento ilustrado no exemplo anterior desaparece sob certas hipdteses, como
veremos no teorema a seguir. Antes, porém, € interessante observar que em uma R-sequéncia
X = X1, X2, ..., Xn, temos sempre que x; é (R/x,R)-regular. De fato, suponha que y € R é tal que

X1y € (x,). Assim, podemos escrever x|y = X,z, para algum h € R. Da regularidade de x, em
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R/xR, concluimos que z = x;h. Logo, x|y = x;x2h, donde y = x,h, pela regularidade de x; em
R.

Proposicao 1.1.9. Sejam (R, m) um anel noetheriano local, M um R-mddulo finitamente gerado e

X = X{,...,Xn uma M-sequéncia. Entdo, toda permutacdo de x também é uma M-sequéncia.

Prova. Faremos inducdo no comprimento n da sequéncia. O caso n = 1 € trivial. Suponha o

resultado vélido até n — 1. Uma vez que toda permutagao € uma composi¢ao de transposicoes

de elementos adjacentes, € suficiente mostrar que Xxi, ..., Xi+1, Xi, Xi+2,- - - » Xn € M-regular, para
caddai=1,...,n— 1.

Suponha inicialmente i > 1. Assim, Xi,Xi1,...,Xn € uma sequéncia (M/(xy,...,Xx;_1)M)-
regular com no méximo n — 1 elementos. Por hipétese de indugdo, xi 1, Xi, Xi+2,- .., Xn também
¢ uma sequéncia (M/(xq,...,xi_1)M)-regular. Assim, X1, ..., Xi11, Xi, Xit2,---,Xn € M-regular.

Para o caso i = 1, temos que analisar a regularidade da sequéncia x,, X1, X3, ..., Xn. J4 obser-

vamos que x; é (M/x,M)-regular. Portanto, basta provar que x, é M-regular. Para tal, denote
por K o nicleo da multiplicagdo por x, em M. Queremos provar que K = 0. Dado z € K, temos
x,z = 0. Logo, z = x;m, para algum m € M, ja que x, € M/x;M-regular. Dai, x;x,m = 0.
Assim, x,,m = 0, ou seja, m € K. Isto mostra que K = x;K. Como x é M-regular, x; nao é

invertivel, e portanto x; € m. Logo, segue do lema de Nakayama que K = 0. O

1.2 Grade de um ideal e profundidade de um Médulo

Sejam M um R-médulo e x = xy,...,%, uma M-sequéncia. Observe que ndo se pode ter x, €
(x1). De fato, se este fosse o caso, entdo uma vez que XM # M, poderiamos escolher um elemento
m € M \ x;M e para tal elemento teriamos a igualdade x,m = 0 em M /x; M, contrariando a
regularidade de x. Iterando este raciocinio, concluimos que a sequéncia regular x induz a cadeia de
ideais (x1) € (x1,%2) € ... € (xq,...,%n) com todas as inclusdes sendo préprias. Em particular,

caso R seja noetheriano, ndo se pode estender uma sequéncia M-sequéncia indefinidamente.

Podemos colocar a discussdo acima em termos mais precisos a partir da defini¢ao abaixo.

Definicao 1.2.1. Seja M um R-moédulo. Uma sequéncia M-regular X = x4, ..., X, € dita maximal
se ndo existey € R—{xy,...,xn}tal que xq,...,xn, Yy seja M-regular. Além disso, se I € ideal de R
tal que x C I, dizemos que x é uma M- sequéncia maximal em [ se nao houvery € I—{xy,...,xn}

com X, ..., Xn,Y sendo uma sequéncia M-regular.

Resulta da discussdo acima que, se R for noetheriano, toda sequéncia M-regular se estende a

uma sequéncia M-regular maximal.
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Exemplo 1.2.2. SejaR =k[X,Y,Z] e [ = (XY, XZ,YZ). Pode-se verificar que
[=(XY)N(X,Z)N(Y,Z) (1.1
€ uma decomposic¢do primaria de I. Deste modo, sendo M = R/I, temos que
AssM ={(X,Y), (X, Z),(Y,Z)}.

Em particular, X + Y 4+ Z é um elemento M-regular. Agora considere o ideal m = (X,Y, Z).

Afirmamos que X + Y + Z é uma M-sequéncia maximal em m. De fato, uma vez que

KIX,Y, Z]
(XY, XZYZ,X+Y +Z)’

M/(X+Y+Z)M ~

para qualquer p € Ass (M/(X+ Y+ Z)M), deve-seterp D (X+ Y + Z,XY,XZ,YZ). Conse-
quentemente, da igualdade (1.1), concluimos que p deve conter um dos seguintes ideais:

X+Y+ZX,Y)ou( X+Y+ZX,Z)ou (X+Y+Z,Y,Z).

Ora, mas cada um destes ideais € igual a m. Desta forma, m € o tiinico primo associado do R-médulo
M/(X +Y + Z)M. Em particular, todo elemento de m € divisor de zero de M /(X + Y + Z)M,

donde se conclui que X 4+ Y + Z é uma sequéncia M-regular maximal em m.

E natural nos perguntar se toda sequéncia M-regular maximal possui a mesma cardinalidade.

O exemplo seguinte nos adverte que este nao € o caso em geral.

Exemplo 1.2.3. Seja R = k[X][Y]. Afirmamos que x = X,Y ey = 1 — XY sdo duas R-sequéncias
maximais. A regularidade da primeira sequéncia segue do fato de R ser dominio e (X) ser ideal

primo de R. Ademais, como
KIXIIYI(X, Y) ~ k[X]/(X) ~ k,

concluimos que (X,Y) € ideal maximal de R e, portanto X,Y é R-sequéncia maximal. Quanto a
segunda, como 1 — XY é um elemento regular em R, basta provar que (1 — XY) ¢ ideal maximal
de R. Para isto, recorde que, em geral, dado um anel A e h € A nao-nulo, o anel de fracdes Ay, €

isomorfo ao quociente A[Y]/(1 — hY). Deste modo, temos no nosso caso o isomorfismo abaixo:
KIXIY]/(1 —XY) ~ k[X]x
Uma vez que k[X] x € o anel das séries de Laurent, o qual coincide (a menos de isomorfismo) com
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Frac(k[X]), obtemos o resultado desejado.

O teorema seguinte € o primeiro passo na direcdo de mostrar que, sob boas condi¢des, toda

M-sequéncia maximal possui a mesma cardinalidade.
Teorema 1.2.4. Considere R-modulos M e N e seja ] = Ann N.

(1) Se I contém um elemento M-regular, entdo Homg(N, M) = 0.

(i1) Se M, N sdo finitamente gerados e R é noetheriano, entdo a igualdade Homg (N, M) = 0

implica que 1 contém um elemento M-regular.

Prova. (i) Seja a € I um elemento M-regular. Dado f € Homg(N, M) e n € N, temos:
0 =f(an) = af(n).

Logo, a regularidade de a implica que f(n) = 0, donde f = 0.

(ii) Suponha que I ndo contém elemento M-regular algum. Assim, I C Z(M) = U, cassm P-
Uma vez que tal unido € finita, segue do lema da esquiva que existe p € AssM tal que I C p.
Assim, p € V(Ann N). Sendo N finitamente gerado, V(Ann N) = Supp N, donde p € Supp N.

Uma vez que devemos mostrar que Homg (N, M) # 0, o isomorfismo natural

Homg, (Np, Mp) ~ (Homg (N, M)),

reconduz nosso objetivo ao de provar que Homg (N, M) # 0.

Como pR, € Assg, M, temos um morfismo injetor f : R,/pR, — M,. Denotemos o
corpo residual R, /pR,, por k(p). Pelo fato de que p € Supp N, concluimos a partir do lema de
Nakayama que N, /(pR, )N, # 0. Assim, N, /(pR, )N, # 0 é um k(p)-espago vetorial ndo nulo
de dimensao finita, digamos

Np/(PRy)N = (k(p))"™.

Compondo projegdes, obtemos um morfismo sobrejetor g : N, — k(p), o que nos dd o morfismo

ndo nulo f o g € Homg, (N, M;,). O

Voltando a situag@o preliminar, reconsideremos M um R-médulo finitamente gerado com R
anel noetheriano e X = X4,...,x, uma M-sequéncia maximal num ideal I C R. Pelo item (i) do
teorema anterior, concluimos que Homg (R/I, M/(xy,...,x;)M) =0, paraj = 1,...,n—1. O
que ocorre com Homg (R/I, M/xM)? Caso ele se anule, o item (ii) garante a existéncia de um
elemento x,, | € I com a propriedade de ser (M /xM)-regular. Adicionando a condi¢ao IM # M,
poderemos também garantir que (X1, ...,Xn+1)M # M, mas isto contraria a maximalidade de x.

Vamos resumir esta discussao no coroldrio seguinte.
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Corolario 1.2.5. Sejam M um R-mddulo finitamente gerado sobre um anel noetheriano R, 1 ideal

de Rcom IM # M ex = x4,..., X, uma M-sequéncia maximal em 1. Entdo:
n = min{i; Homg (R/I, M/(x4,...,x;)M) # 0}.

Para estabelecer a invariancia da cardinalidade de M-sequéncias maximais na situagao do co-
roldrio anterior, devemos tentar “expressar’o R-médulo Homg (R/I, M/(x1,...,x;)M) exclusiva-
mente em termos de I e M. Disto trata o teorema seguinte, na qual as ferramentas homoldgicas se

poem em relevo.

Teorema 1.2.6. Sejam M, N R-mddulos e X = x4,...,xn uma M-sequéncia com x C Ann N.
Entdo:
Homg (N, M/xM) ~ Exty (N, M).

Prova. Facamos inducdo sobre n. O caso n = 0 € trivial. Suponha o resultado vélido paran — 1.
Assim, Homg (N, M /x'M) ~ ExtE_I(N, M), com X’ = x4,...,Xn_;. Por outro lado, uma vez
que x,, € um elemento (M/x'M)-regular e pertence a Ann N, temos Homg (N, M/x'M) = 0.
Assim, Exty (N, M) = 0.

Sendo x; elemento M-regular, obtemos a sequéncia exata curta
0-MIH5M-TS M/xM =0
a qual induz a sequéncia exata.
0 — Extp ' (N,M/x;M) — Extg(N,M) -2 Exty (N, M) (1.2)

Afirmacao 1: Basta provar que ¢ € a multiplicagdo por x;.

Supondo que este € o caso, notemos que ¢ serd a aplicacdo nula. De fato, tomando uma
resolugdo injetiva deletada I* de M, formamos o complexo:
0 1
Homg (N, I°) : 0 — Homg (N, I%) A Homg (N, I!) AN

Assim:

Exth (N, M) = H"(Homg (N, I*)) = ker f™/Im f* ' € Homg(N,I™)/Im f™ .

Logo, dado T € Exty (N, M), com T € ker f* € Homg(N, I"™), concluimos que @(T) =x;T =0
jdque x; € Ann N.
A exatiddo de (1.2) implica que Exty ' (N, M/x;M) ~ Extz (N, M).
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Por hipétese de indugdo, como x», ..., x, é uma (M/x;M)-sequéncia, concluimos que
Extg (N, M/x;M) ~ Homg ((M/x;M)/(X2,...,%n)(M/x;M)) ~ Homg (N, M/xM).

Afirmacao 2: ¢ é a multiplicag@o por ;.

De fato, tomando uma resolugdo projetiva deletada P, : --- — P; — Py — 0 de N, obtemos

0s cocomplexos abaixo:

Sendo ¢ o morfismo induzido entre as n-ésimas cohomologias dos cocomplexos acima, conclui-

se que ¢ é a multiplicacdo por x;. O

Teorema 1.2.7. Sejam R um anel noetheriano, M um R-mddulo finitamente gerado e 1 ideal de R

satisfazendo M # IM. Se x = x4, ..., Xn € uma M-sequéncia maximal em 1, entdo :
n = min {i; Exty (R/I, M) # 0} .

Em particular, todas as M-sequéncias maximais em 1 possuem a mesma cardinalidade.
Prova. Basta tomar N = R/I no teorema anterior e usar Corolario 1.2.5. O

Definicao 1.2.8. Sejam R um anel noetheriano, M um R-mddulo finitamente gerado e I C R ideal
cumprindo IM # M. Definimos

grade(I, M) = min {i; Ext: (R/I, M) # 0} = comprimento comum das M-sequéncias maximais em I.

No caso em que (R, m) € anel local, o valor grade (m, M) € dito ser a profundidade de M, a qual

serd denotada por depth M.

Encerramos a discussdo do caso IM # M. Complementamos agora analisando o caso IM =
M.

Proposicao 1.2.9. Seja M um R-médulo finitamente gerado com R noetheriano. Dado um ideal
[ C R, temos:
IM = M < Extg (R/I, M) = 0, para todo i > 0.
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Prova. Se Extg (R/I, M) = 0, para todoi > 0, entdo, em particular
0 = Ext%(R/I, M) = Homg (R/I, M).

Assim, pelo item ii) do Teorema 1.2.4, I contém um elemento M-regular. Desta forma, se [ # IM,

teriamos, pelo Teorema 1.2.7,
Ext}a(R/I, M) #£0

para algum i > 0, o que € um absurdo.
Reciprocamente, supondo IM = M, temos M/IM >~ M ® R/I = 0, o que implica que

Supp(M ® R/I) = Supp M N Supp(R/I) = 0.

Uma vez que
Exth, <(R/I)p : Mp> ~ Exth (R/LM),

segue que Supp Extk (R/I, M) C Supp (R/I) N SuppM = (. Deste modo, Exts (R/I, M) = 0
paratodo i > 0.
A luz da proposicio acima, a convengio grade (I, M) = oo quando IM = M é consistente.

Exemplo 1.2.10. Seja R = k[X,Y,Z] e I = (XY, XZ,YZ). Vamos calcular grade (I, R). Inicial-
mente, note que XY € um elemento R-regular pois R € um dominio. Observe agora que

(XY) = (X) N (Y)
¢ uma decomposic¢do primaria do ideal (XY). Assim,
Ass (R/(XY)) = (X) U (Y).

Em particular, XZ + YZ & Ass (R/(XY)). Portanto, x = XY, XZ + YZ é uma sequéncia R-regular

em [. Por fim, afirmamos que x é uma R-sequéncia maximal em I[. Com efeito, seja
] = XY, XZ+YZ).
Claramente Y ¢ J. Além disso, XY.Y € [, XZY € Je
YYZ=Y(XZ+YZ)-XY.Ze].

Desta forma, dado um elemento f € I, tem-se f.Y € J, com Y ¢ ]J. Em outras palavaras, todo
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elemento de I é um divisor de zero de
R/] =R/(XY,XZ+YZ).

Assim, x € uma R-sequencia maximal em I, donde grade (I, R) = 2.
O préximo resultado coleta o comportamento do grade sob uma sequéncia exata de modulos.

Proposicao 1.2.11. Sejam R noetheriano, I C Rideal e 0 — U — M — N — 0 uma sequéncia

exata de R-médulos. Entdo:
(a) grade (I, M) > min{grade (I, U), grade (I, N)}.
(b) grade (I, U) > min{grade (I, M), grade (I, N) + 1}.
(c) grade (I, N) > min{grade (I, U) — 1, grade (I, M)}.
Prova. Consideremos a sequéncia exata longa
.-+ — Bxts ' (R/I,N) — Extk (R/L, U) — Extg (R/I,M) — Extk (R/I,N) — Ext,"" (R/L,U) — - -
(a) Se grade (I, M) = oo, ndo ha o que fazer. Caso contrario, seja i = grade (I, M ). Suponha que
grade (I, M) < min{grade (I, U), grade (I, N)}.
Em particular, Ext}2 (R/I,U) = 0. Assim, da exatiddo da sequéncia
0 — Extk (R/I, M) — Extk (R/I,N),

concluimos que Extg (R/I, N) # 0, o que é um absurdo.

Os demais itens sdo provados de forma analoga. O

Teorema 1.2.12. Sejam R noetheriano, 1,] ideais de R e M um R-mddulo finitamente gerado.

Entdo:
(a) grade (I, M) = inf{depth M,,,p € V(I)}.
(b) grade (I, M) = grade (rad I, M).

(c) grade (IN ], M) = min{grade (I, M), grade (], M)}.
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(d) Sex =x4,...,xn € uma M-sequéncia em 1, entdo

grade (I/(x), M/xM) = grade (I, M/xM) = grade (I, M) —

(e) Se N for R-mddulo finitamente gerado com Supp N = V(I), entdo

grade (I, M) = inf{i; Ext,(N, M) # 0}.

Prova. (a) Suponha inicialmente que grade (I, M) = oco. Neste caso, M = IM e consequen-
temente SuppM N V(I) = (0 . Deste modo, M, = 0, para todo p € V(I), o que implica em
depth M,, = oo para todo p € V(I).

Suponha agora que grade (I, M) < oco.

Afirmacio 1: grade (I, M) < infldepth M,,,p € V(I)}.

Ora, dadop € V(I), é evidente que grade (I, M) < grade (p, M). Por outro lado, grade (p, M) <
depth M,, . Isto € evidente se M, = 0. No caso em que M,, # 0, temos que p € Supp M e
assim, dado uma M-sequéncia x em p, sua imagem em pR,, é uma M,,- sequéncia, conforme o

Corolério 1.1.5. Isto justifica a desigualdade acima.
Afirmacao 2: Existe p € V(I) tal que grade (I, M) = depth M,,.

Tome x uma M-sequéncia maximal em [. Assim,

IczM/xM)= | Jp
pEAss(M/xM)
donde I C p, para algum p € Ass (M/xM). Ora, uma vez que p € Ass (M/xM), segue que
p € Supp M. Desta forma, denotando por x,, a imagem de x em pR,,, segue que X, € uma M,,-
sequéncia. Além disso, uma vez que (M/xM), ~ M, /x,M,, e pR;, € um primo associado de
(M/ XM)p, concluimos que pR, C Z(M,/x,M,). Assim, X, é uma M,,- sequéncia maximal
em pR,,, donde depth M,, = grade (I, M).

(b) Segue do item (a) e do fato de que V(I) = V(radI).
(c) Segue do item (a) e do fato de que V(INJ) = V(I) U V(]).

(d) A acdo de um elemento de I sobre M /xM € equivalente a agdo de sua imagem em [/(x) so-
bre M /xM. Isto conclui a primeira igualdade. Para a segunda, basta estender x a uma M-sequéncia
maximal em [, digamos X’ = X, X, 41, ..., Xs, € Observar que X, 1, . . . , Xs € uma M /xM-sequéncia

maximal em I.
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(e) Temos V(I) = Supp (N) = V(Ann N), o que implica que rad I = rad (Ann N). Logo, pelo

item (b), obtemos:

grade (I, M) = grade (Ann N, M) = inf{i, Exty (N, M) # 0}.

1.3 O Teorema de Auslander-Buchsbaum

Nesta se¢do, estudaremos resolucdes projetivas de um moédulo e veremos, em particular, o conceito
de dimensao projetiva. No caso noetheriano local, estudaremos uma resolugdo projetiva especial e
veremos como ela controla a dimensdo projetiva. Por fim, apresentaremos o teorema de Auslander-
Buchsbaum, o qual estabelece uma relacdo entre a profundidade de um moédulo e sua dimensdo

projetiva com a profundidade do préprio anel base.

1.3.1 Resolucoes Projetivas e moédulo de Sizigias

Definicao 1.3.1. Seja M um R-mdédulo. Um complexo exato
Pe: =P, %P 2 P S M0

onde cada P; € um R-mddulo projetivo é dito uma resolucdo projetiva de M. O médulo M; =
ker @iy € um i-ésimo modulo de sizigias de M. Caso cada P; seja livre, o complexo também é
chamado de resolugdo livre de M.

A resolugdo projetiva € dita finita se existe n > 0 tal que P,, # 0 e Py = 0 para todoi > n.
Neste caso, 1 € o comprimento da resolugdo projetiva. O menor comprimento dentre as resolucoes

projetivas finitas de M € a dimensdo projetiva de M, a qual denotamos por dim proj M.

Equivalentemente, podemos pensar uma resolu¢cdo projetiva de M como um complexo de
modulos projetivos
Pe:--- =Py —=>Prg—--—=Py—=0

onde H;(P,) =0, parai > 0e Hy(P,) = M. Nestes termos, chamamos P, de resolucdo projetiva
deletada de M. No caso em que M ndo possui uma resolugc@o projetiva finita, convencionamos
que dim proj M = co. Naturalmente, M € projetivo se, e somente se, dim proj M = 0.

Todo médulo admite uma resolug@o projetiva. De fato, dado um R-mdédulo M, sendo (M )iea
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um conjunto de geradores de M, podemos definir o morfismo de R-médulos

(pO:@Rei—H\/l, e; — m,;.
i€

Fazendo o mesmo para ker ¢ e iterando o raciocinio, obteremos uma resolucdo livre, e portanto,
projetiva, para M.

Tal construcdo € de particular importancia no caso em que R é noetheriano e M € finitamente
gerado. Vamos explicitd-la neste caso.

Seja{m,,..., m,, } um conjunto de geradores para M. O morfismo ¢, conforme acima é dado

0

por

@ :R™ - M e;+— my.

Sendo ker ¢ submddulo finitamente gerado de R™, podemos escrever
ker g = Rg; + -+ - + Rgn,.

Pondo
@ :R" — R™ e — g,

temos Im ¢, = ker ¢, donde obtemos a sequéncia exata
R™ 2L R 28 M 0

a qual é chamada de uma apresentagdo livre de M.
O R-médulo

ker o ={(aj,...,an,) € R™; apmo + - - - + an,Mn, = 0}

¢ dito médulo de sizigias de M em relagdo ao conjunto de geradores {m, ..., my,}, sendo cada
um de seus elementos uma sizigia de M. A matriz de ¢, em relacdo as bases canOnicas de R™ e

R™ € chamada matriz de apresentagdo (ou de sizigias) de M.

Exemplo 1.3.2. Sejam R = K[X,Y,Z], I = (XY,XZ,YZ) e ¢y : R® — I como na discussio
precedente. E imediato verificar que (Z,—Y,0) e (0,Y,—X) sao sizigias de 1. Por outro lado, se
(a, az, az) € uma sizigia de I, entdo a; XY + a;XZ + a3YZ = 0. Em particular, a; XY € (Z).
Desta forma, a; € (Z). Analogamente, a, € (Y) e a3 € (X). Escrevendo a; = b;Z, a, =
b,Y e a; = b3X, obtemos a igualdade b; + b, + b3 = 0, donde se conclui que (ai, az, az) =
bi(Z,—Y,0) — b3(0,Y,—X). Assim, ker @9 = ((Z,—Y,0), (0,Y,—X)). Desta forma obtemos a
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apresentacgdo livre de [
RZ2LRP 5150

onde a matriz de @, nas bases candnicas € dada por

Z 0
-Y Y
0 —X

Por fim, note que se (by, b,) € ker @4, entdo, em particular, devemos ter b;Z = 0 e b,(—X) = 0.
Logo, (by,by) = (0,0), o que mostra que @ € injetor. Sendo assim, obtemos uma resolucéo livre

finita de comprimento 1 para I
0—R* 25 R 251 0.

Em particular, dimproj [ < 1.

1.3.2 Resolucoes livres minimais e o Teorema de Auslander-Buchsbaum

Seja (R, m) um anel noetheriano local e M um R-médulo finitamente gerado. Fixado um gerador
minimal {x, ..., xp,} de M, considere o morfismo @, : RF* — M, onde @o(e;) = x;. Agora,
sendo 3; = u(ker ¢g), fixe um gerador minimal de ker ¢, e defina @, : RPF' — ker ¢, de modo
andlogo ao caso anterior. Procedendo indutivamente, obtemos uma resolucao livre para M

oo RPU 24 RBu PRL L 92, pB @0 RBo

com a propriedade de que (RPt) = u(Im ;). Resolucdes livres com esta propriedade sdo parti-

cularmente importantes para o calculo da dimensao projetiva de M, como veremos nesta secao.
Definicao 1.3.3. Sejam (R, m) um anel noetheriano local ¢ M um R-mdédulo finitamente gerado.
Uma resolugdo livre de M

oo F B, — - —F—F—=0
¢ dita minimal se p(F;) = p(Im @;), para todo i.

Segue da discussao acima que uma resolucao livre minimal sempre existe. O teorema seguinte

nos fornece uma caracterizagao importante de tais resolucoes.

Teorema 1.3.4. Sejam (R, m, k) um anel noetheriano local, M um R-mddulo finitamente gerado e

considere uma resolugdo livre de M
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Fo:---=>F 25 F - =>F —=F—=0.

Sdo equivalentes:
(a) F é minimal.
(b) @i(F;) € mF;_, para todo i.

(c) w(Fi) = dimy Tor} (M, k), para todo i.

Prova. (a)=-(b) Por hipétese, dimy F;/mF; = dimy @;(F;)/me;(F;). Deste modo, o morfismo
k-linear induzido

@1 : Fi/mFy — @i(Fi)/mei(Fy)

¢ um isomorfismo. Em particular, dado x € ker @; = Im @;, temos @;(X) = 0, donde x € mF;.
Isto mostra que @;(Fiy1) C mF;.

(b)=(a) Basta mostrar que o morfismo induzido @; do item anterior € um isomorfismo. A
sobrejetividade segue por construc@o. Para provar a injetividade, suponha que @;(X) = 0. Assim,
@i(x) € m;(F;). Escrevendo

@i(x) =) m.@i(ys), comy, € Frem, €m,

t=1

T

concluimos que x — Z m¢(y¢) € ker @; = Im @i, 1 C mF;, 0 que mostra que x = 0.
t=1
(b)<(c) Uma vez que F, € uma resolugdo projetiva de M, temos

ker (@; ® k)
TorR (ML k) — Ker(@i@k)
or (MK = o @ )

Consequentemente,
dimy Tork (M, k) = dimy ker (@; ® k) — dimy Im (@i, ® k).
Sendo u(F;) = dimy (F; ® k), obtemos:

w(Fi) = dimy Torf (M, k) < dimy ker (@; ® k) = dim, Tor{ (M, k)
S k=0
& @i(F) CmFi_.
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Corolario 1.3.5. Sejam (R, m) um anel noetheriano local e M um R-mddulo finitamente gerado

com dimprojM = n. Entdo, toda resolucdo livre minimal de M possui comprimento n. Em
particular, dim proj M = sup{i; Tork (M, k) # 0}.

Prova. SejaP, : 0 - P, - P, | — --- — P; — Py — 0 uma resolugdo projetiva de M com
comprimento n. Dada uma resolugdo livre minimal F, de M, aplicando a defini¢do do funtor Tor

a partir da resolucao projetiva P, e usando o teorema anterior, concluimos que
w(Fy) = dimy Torf (M, k) = 0,

para todo i > m + 1. Deste modo, o comprimento de F, é no maximo n. Por defini¢cdo de
dimensao projetiva, segue que este comprimento é exatamente n. Em particular, F,, # 0, donde
w(Fn) = dimy Tor® (M, k) # 0. Isto conclui a demonstracio. O

Pelo coroldrio anterior, concluimos ainda que M possui dimensdo projetiva infinita se, € so-
mente se, M admite uma resolug@o livre minimal infinita. Assim, as resolugdes livres minimais
sdo suficientes para o calculo da dimensao projetiva de médulos finitamente gerados no caso local.

Concluimos esta se¢do revelando a relagcdo entre a profundidade e a dimensao projetiva de um

modulo, no caso em que a ultima € finita. Disto trata o teorema de Auslander-Buchsbaum.

Lema 1.3.6. Sejam (R, m) anel noetheriano local e M um R-mddulo finitamente gerado. Se x € m

for uma sequéncia R-regular e M-regular, entdo:
dim proj M = dim projg ,,,M/xM.

Prova. Considere F, uma resolucdo livre minimal de M. Uma vez que x € R-regular e cada F; é
R-mddulo livre, concluimos que x € F;-regular, para todo 1. Assim, pelo Corolério 1.1.7, segue que
o complexo F, ® R/(x) é exato. Sendo tal complexo também uma resolucéo livre minimal para

M/xM como R/(x)-médulo, o resultado segue. O

Teorema 1.3.7 (Teorema de Auslander-Buchsbaum). Sejam (R, m) um anel noetheriano local e

M um R-modulo finitamente gerado. Se dim proj M < oo, entdo:
dim proj M + depth M = depth R.
Prova. Faremos indugdo sobre depth R. Comegamos supondo que depth R = 0. Neste caso,

mC Z(R) = U P.

pEAssR
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Segue que m C p, para algum p € AssR. Consequentemente, m = p = Ann(x), para algum
x # 0em R.

Tome uma resolucdo livre minimal (F,, @,) de M com comprimento n. Se n > 0, entdo
Fn ~ @n(F.) C mF,_; e portanto xF, C xmF,,_; = 0. Assim, sendo F, livre, resulta que
F. = 0, o que € um absurdo. Portanto, n = dimproj M = 0. Sendo assim, M € livre e desta
forma, depth M = depth R = 0, provando a igualdade para este caso.

Suponha agora depth R = n > 0. Dividiremos a prova em dois casos:

Caso 1: depthM > 0
Neste caso, m ¢ AssRem ¢ Ass M. Afirmamos que existe um elemento x € m que €
M-regular e R-regular. De fato, do contrario teriamos m C Z(R) U Z(M). Por outro lado

zRuzm = J  »

pEAssR ou pEAss M

Dai, m estaria contido em algum primo associado de M ou R, o que contraria as hip6teses de que
depthM > O e depthR > 0.
Uma vez escolhido x € m — [Z(R) U Z(M)], o Lema 1.3.6 nos garante que

dim projg ,(,yM/xM = dim proj M.
Por outro lado, pelo Teorema 1.2.12,
depth g/ (x)R/(x) =depthR—1 e depthg,x)M/xM = depthM — 1.
Logo, por hipétese indutiva,
depth g /(x)M/xM + dim projg ,(,,M/xM = depth g ,(x)R/(x),

donde segue a igualdade desejada.

Caso 2: depthM =0 :
Truncando uma resolucao livre minimal F, na primeira sizigia de M, obtemos a sequéncia

exata
O—-M  —-Fp—M—=0.

Assim, dim proj M; = dim proj M — 1. Por outro, da Proposi¢do 1.2.11, obtemos as seguintes

desigualdades:
(i) depth M > min{depth F;,depthM + 1} = 1.
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(ii)) 0 = depth M > min{depth M, — 1, depth Fy} = depth M| — 1.
Logo, depth M; = 1. Deste modo, o resultado segue do caso 1. O

Exemplo 1.3.8. Considere o anel noetheriano local R = k[X, Y]/(X?,XY) e seja M = R/(X).
Afirmamos que dim proj y M = oco. De fato, se fosse dim proj yM < oo, teriamos pelo teorema de
Auslander-Buchsbaum:

dim proj kM + depth kM = depth R.

Pelo Exemplo 2.1.4, segue que depth R = 0. Logo, devemos ter depth gk M = 0. No entanto, sendo
Ass(M) = {(X)}, concluimos que Y é elemento M-regular. Logo, depthxkM > 1. Desta forma,

devemos ter dim proj xkM = oo.

1.4 O Teorema de Hilbert-Burch

1.4.1 O posto generalizado de um médulo

Seja Rum anel e S = R — Z(R). E imediato verificar que S é um conjunto multiplicativo. O anel
S~IR é o anel total de fracoes de R e o denotaremos por Q. Note que, se R for um dominio, entdo
Q € o corpo de fracdes de R. Vamos usar o anel total de fragdes de R para dar uma definicdo de

posto de um R-mddulo, generalizando o caso dos mddulos livres.
Defini¢iio 1.4.1. Sejam R um anel, Q = S™'R o anel total de fragdes de R e M um R-médulo.

(a) M possui posto T se S~!M for um Q-mddulo livre de posto . O posto de M serd denotado

por rank M.
(b) M € livre de tor¢do se o mapa de localizacdo ¢ : M — S~!M for injetivo.
(c) M é um mddulo de torgdo se S~'M = 0.

Sob anéis noetherianos, ha uma conexao entre médulos livres € modulos que possuem posto.

Disto tratd a préxima proposi¢ao. Antes, porém, precisaremos dos lemas seguintes.

Lema 1.4.2. Sejam R um anel, M um R-médulo, py, ..., pm ideais primos de R e X, ..., x, € M.
Seja N = Z?:l Rx;. Se ij 7 p)-Mp]., paraj = 1,...,m, entdo existem Q,, ..., a, € R tais que
y=x1+2 i ,ax €pjMy, paraj=1,...,m

Prova. Faremos indugdo sobre m. No caso em que m = 1, temos N,, ¢ p;M,,. Como
N, = Z?:l Rpx;, segue que x; € p;M,,, para algum j. Se x; € p;M,,,, basta tomar y = x,. Por

outro lado, se x; € p1M,,, entdo x; € p1M,,, para algum j > 1. Assim, basta tomar y = x; +x;.
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No caso geral, iniciamos observando que, por hipdtese indutiva, existem aj,...,a; € R tais
que x| = X + Z?:z ajx; & pjM,y,, paraj = 2,..., m. Naturalmente, se X; € pmM,, ., basta
tomar y = x;. Suponha agora que x; € pmM,, . A menos de reordenagdo podemos supor que P,
¢ um elemento minimal do conjunto {py,...,pm}. Em particular, ﬂ)"; Tl P; € pPm. Deste modo,
podemos escolher v € ﬂ;:lpj com T & Pn. Paracadai = 2,...,n, defina x{ = rx; e seja
N’ =, Rx/. Naturalmente temos N’,,  C N, .

Por outro lado, note que rx; = x| — Y i, a/x] € N’. Logo, dado

n' = (Z rpq) /s € Ny,
im1

temos

n
n' = Zrix{ /rs € N, .
i=1
. . . m—1
Assim, N, = N', . Além disso, como v € (2, pj, segue que x; + x{ & p;M,,, para
1i=2,....nej=1,....m—1.
Por fim, existe iy € {2,...,n} tal que x| + x{o & PmM,,.. De fato, do contrario, terfamos
X{ € PmM,,, para todo i. Desta forma, N, = N’,,  C pm M, , o que é uma contradigio.
Portanto, tomando y = x| + x{o, temos que Yy & pj ij, paraj =1,...,m. O

2 £

Note que, quando M = R e, portanto, N = I € um ideal de R, a condigdo “N,; & p;M,,; 7€
equivalente a “I ¢ p;”. Assim, podemos pensar no Lema 1.4.2 como uma generalizagido do lema

da esquiva.

Lema 1.4.3. Sejam R um anel semi-local e M um R-modulo projetivo e finitamente gerado. Entdo,
M é livre de posto T se, e somente se as localizacées My, sdo Ry,-modulos livres de posto T, para

todo ideal maximal m de R.

Prova. Se M € livre de posto T, suas localizacdes também sdo livres de posto T, pois localizagdo
comuta com soma direta. Provaremos a reciproca por inducdo em r. O caso v = 0 € trivial.
Suponha r > 0. Pelo Lema 1.4.2, existe x € M com x & mM,,, para todo ideal maximal m de
R. Assim, a imagem de x em M,,/mM,, é diferente de zero, o que implica que x faz parte de
uma base do k(m)-espago vetorial M, /mM,,. Assim, pelo lema de Nakayama, x faz parte de um
gerador minimal de M,,. Como M,, € livre (Conforme Exemplo 4.1.10 e Observacgao 4.1.5) , tal

gerador faz parte de uma base de M,. Desta forma
M /RuXx ~ (M/RX)m

€ um R,,-mddulo livre de posto 1 — 1. Como isto € verdade para todo ideal maximal de R, se-
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gue da hipétese indutiva que M /Rx € R-modulo livre (em particular, projetivo) de posto r — 1.

Consequentemente, pelo item iii) do Teorema 4.1.8, a sequéncia exata
0—>Rx—>M—M/Rx =0

cinde e, portanto, M ~ Rx & M/Rx. Por fim, o morfismo sobrejetor natural ¢ : R — Rx é um
isomorfismo. De fato, como x faz parte de uma base de M,,, @ : Rin — (RX), € um isomorfismo,
para todo ideal maximal m. Logo, ¢ é um isomorfismo e assim, Rx € um R-moddulo livre de posto

1. Desta forma, M € um R-mddulo livre de posto . O

Lema 1.4.4. Seja (R,m,k) um anel local e @ : F — G um morfismo de R-mddulos finitamente
gerados. Suponha que F ¢é livre e seja M um R-modulo de modo que m € Ass M. Suponha que
@ ® M ¢é injetivo. Entdo:

(a) @ ®k é€ injetivo.
(b) Se G for livre, entdo ¢ é injetivo e @(F) é um somando direto livre de G.

Prova. (a) Como m € Ass M, existe um morfismo injetor i : k — M. Assim, um vez que F é
livre, ele € um mddulo plano e, portanto, F ® i também é um morfismo injetor. Por outro lado,
temos o diagrama comutativo
FRk—5F@M
L PRk l M
GRk—GxM
Assim, se @ ® M for injetivo, @ ® k serd injetivo também.

(b) Pelo item (a), sabemos que @ ® k : F/mF — G/mG é um morfismo k-linear injetivo.

Assim, sendo {€7, ..., €, } uma base do k-espaco vetorial F/mF,{¢(e;),..., @(en)}€é um conjunto

linearmente independente de G/mG, o qual podemos completar a uma base

{o(er),....0(en). Znits -2 Zm )

Pelo lema de Nakayama, como F e G sio livres, resulta que

{er,...,en} e {oler),...,0(en),Znitr.--rZm}

sdo bases de F e G, respectivamente. Dai segue que @ ¢ injetivo e que G = @(F) & H, onde
H= Zjﬂ;nJrl RZ’]" U
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Proposicao 1.4.5. Sejam R um anel noetheriano e M um R médulo com uma apresentagdo finita
FI-%F—-M=0

Sdo equivalentes:
(a) M tem posto .
(b) Para todo ideal primo p € AssR, My, é um R,-mddulo livre de posto 7.
(¢c) rankIm @ =rank Fy — 1.

Prova. (a) =(b) Fixe p € AssResejam S =R —Z(R) e T =R —p. Assim, S C T. Logo, sendo
T’ = TRg, temos:
Mp = MT ~ (MS)T/

e Rp ~ (Rs)1/. Assim, como Mg é um Rg médulo livre de posto v, M, ¢ um R,-médulo livre de
posto r.

(b)=(a) Seja Q o anel total de fracdes de R. Note inicialmente que QQ € um anel semi-local.
De fato, os ideais maximais de Q(R) correspondem aos elementos maximais do conjunto dos
ideais primos disjuntos de S = R — Z(R). Assim, os ideais maximais de Q(R) correspondem aos
elementos maximais de Ass R.

Além disso, observe que S™'M é um Q-médulo projetivo. Com efeito, dado um ideal primo q
de Q, temos q = S~ 'p, para algum ideal primo p C Z(R). Em particular, pelo lema da esquiva,
existe p; € AssR tal que p C p;. Logo,

(S’IM)q ~ M, ~ (Mpl)pRp,

é livre de posto r. Pela Proposigdo 4.1.11, concluimos que S™'M é um Q-médulo projetivo. Por
outro lado, como cada localizacdo de S—'M sobre um ideal maximal de Q ¢é isomorfa ao médulo
M,,, para algum elemento maximal p de Ass R, segue do Lema 1.4.3 que S~'M ¢ livre de posto T,
ou seja, que M possui posto T.

(b)< (c) Pela equivaléncia entre os itens a) e b), segue que o item c¢) € equivalente a dizer que
(Im @), € um R,-médulo livre de posto igual a rank Fy — 7, para todo p € AssR. Sendo assim,

considere a sequéncia exata

0— (Ime)p, = (Fo)p = M, — 0.

36



Se M,, ¢é livre de posto T, entdo, pelo Exemplo 4.1.10, (Im ¢ ), é um R,-médulo livre e vale
rank(Im @), = rank Fy — 7.

Por fim, se supomos agora que (Im ¢),, é livre de posto igual a rank Fy — 7, entdo, como pR,, €
AssR,,, segue do Lema 1.4.4 que (Im @), é um somando direto livre de (Fy),. Escrevendo
(Ime¢), ® E = (Fy)p, deduzimos que E é um R,-mddulo livre de posto r. Logo, o resultado
segue do isomorfismo

M, ~ (Fo)p/(Im @), ~ E.

O

Abordaremos agora a existéncia do posto de um médulo a partir de sequéncias exatas. Veremos

ainda que o posto € aditivo em sequéncias exatas.

Proposicao 1.4.6. Seja R um anel noetheriano e 0 — U — M — N — 0 uma sequéncia exata de

R-mddulos. Se dois destes médulos tiverem posto, entdo o terceiro também terd e valerd
rank M = rank U + rank N.

Prova. Suponha inicialmente que R € um anel local com ideal maximal m e que depth R = 0. Note
que, neste contexto, o conjunto S = R — Z(R) é disjunto de m. Assim, S € formado por elementos
invertiveis de R. Deste modo, o anel total de fragdes Q(R) é isomorfo a R. Portanto, um R-médulo
possui posto se, e somente se, ele € livre.

Com isto em mente, suponha inicialmente que U e N sdo livres. Entdo, como N € projetivo,
temos M = U & N, o que mostra que M ¢ livre. Analogamente, se M e N forem livres, também
deduzimos que M = U & N. Neste caso, U é projetivo e, portanto, € livre, ja que R é local. Por
outro lado, se U e M forem livres, entdo, uma vez que m € Ass R (depth R = 0), segue do Lema
1.4.4 que U € um somando direto de M. Escrevendo U @ E = M, deduzimos que E € livre (por
ser projetivo). Dai, N ~ M /U ~ E € livre.

Para o caso geral, suponha que dois dentre os modulos U, M e N sdo livres. Para cada p €

Ass R, considere a sequéncia exata
0—U, =M, =N, —=0.

Como pR, € AssR,, depthR, = 0. Logo, o resultado segue do caso discutido inicialmente

juntamente com a proposicao anterior. O
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Corolario 1.4.7. Seja R um anel noetheriano e M um R-mddulo com uma resolugdo livre finita

0—>F, = =F 2 F->M=0.

S
Entdo, M possui posto e rank M = Z (—1)’ rank F;.
§=0

Prova. Faremos indugdo sobre s. O caso s = 0 € trivial. Suponha agora s > 0 e considere a

sequéncia exata

0—Fg— - — Ty 25 F — Coker @, — 0.

Por hipétese indutiva, Coker ¢, possui posto e
rank Coker ¢, = rank F; —rank F, + - - - + (—1)* ! rank F.
Por outro lado, pela proposicao anterior, a exatidao da sequéncia
0 — Cokergpr, - Fp—-M — 0

implica que M possui posto e

rank M = rank Fy — rank Coker ¢, = Z(—l)j rank F;.
=0

O

Corolario 1.4.8. Se R é um anel noetheriano e 1 # 0 é um ideal de R que admite uma resolugdo

livre finita, entdo 1 contém um elemento regular.

Prova. Pelo corolario anterior, I possui posto. Assim, da sequéncia exata
0—-1—-R—=R/I—=0
concluimos que R/I também possui posto e
1 =rankR =rank I + rank R/I.

Serank I = 0, entdo S~'I = 0. Em particular, para cada i € I, haveria s € S tal que s.i = 0. Como
S =R — Z(R), terfamos I = 0, o que é um absurdo. Logo, rank I = 1 ¢, assim, rank R/I = 0. Em

particular, R/I é anulado por um elemento regular. Logo, tal elemento pertence a I. O
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1.4.2 Ideais gerados por menores de uma matriz e o teorema de Hilbert-
Burch

Seja A uma matriz m X n com entradas num anel R. Para cada 0 < t < min(m,n), definimos
[:(A) como sendo o ideal gerado pelos menores de A de ordem t. Se t < 0, pomos I;(A) =Re
se t > min(m,n), definimos I;(A) = 0. Dado um morfismo ¢ : F — G de R-mddulos livres de
posto finito, definimos I;(¢) como sendo I;(A), onde A é uma matriz que represente ¢ em bases
escolhidas de F e G.

Antes de mais nada, vamos provar que I (@) estd bem definido, ou seja, ndo depende da escolha
de bases de F e G. Como uma mudanga de bases se traduz num produto a esquerda e a direita por
matrizes invertiveis, devemos provar que, se A € M «n(R), P € M 1xn(R) e Q € Minxm(R),
com P e Q invertiveis, entdo

I (A) = I.(QAP),

para todo 0 < t < min(m,n). Sejam A = (aij)mxn € P = (Prs)nxn. Temos:

- n n
E aikPxr - E A1kPkn
k=1 k=1

AP =

mn n
E AmkPxk1 - E AmkPkn
k=1

L k=1

Fixel<ii<ih<---<iy<mel <j; <jp <--- <jr < neconsidere a seguinte submatriz

de AP de ordem t:
- n n
Z Ay, kPkj; - Z At kPxje
k=1 k=1

B = : : :
n n
2 AickPrj § Qi kPkje
L k=1 k=1 .
Note que, para cadar € {1,...,t}, a r-ésima coluna de B pode ser escrita assim:

n aix
2 Pxj:
k=1

ik

Logo, como o determinante de uma matriz é uma funcao multilinear de suas colunas, concluimos
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que

n Qi Gk

detB = Z Pxii -----pktjtdet
ki

..... ki=1
Ak, 0 Qi

A menos de permutacdo de colunas, cada matriz presente na soma acima € uma submatriz de ordem
t da matriz A. Ora, mas permutacdes de colunas no maximo alteram o sinal do determinante
de uma matriz. Logo, detB € I;(A). Como detB é um gerador tipico de I;(AP), segue que
I;(AP) C I (A).

Analogamente, procedendo por andlise de linhas em vez de colunas, podemos garantir que
[(QA) C Ii(A). Desta forma, I;(QAP) C I(AP) C I;(A). Por outro lado, escrevendo
A =Q ' (QAP) P! concluimos que I{(A) C I;(QAP). Assim, estd provado que I;(A) =

[ (QAP).
Seja V um k-espago vetorial de dimensao finita e

Vi -5 Vo> V=0

uma presentacdo finita de V. Como o posto de uma matriz corresponde a ordem méxima de um

menor ndo-nulo, temos as seguintes condi¢cdes equivalentes:
(@) L(e) =k
(b) Im @ contém um subespaco de dimensio t.
(¢) dimV < dimV, —t.

Assim, a nao nulidade do ideal I;(¢@) permite estimar a dimensdo V. O préximo resultado genera-

liza estas equivaléncias para o caso local.

Proposicao 1.4.9. Seja (R, m, k) um anel local e
FI-%F—-M=0

uma apresentacdo finita de um R-modulo M. Sdo equivalentes:

(a) (@) £ m.
(b) Im @ contém um somando direto (livre) de Fo com posto t.

(¢) u(M) <rankFy—t.
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Prova. Sabemos que estas condigdes sao equivalentes se R for um corpo. Assim, considerando a

sequéncia exata de k-espacos vetoriais
Fi/mF; -2 Fo/mFy — M/mM — 0

devemos provar os seguintes itens:
(A) Vale o item (a) se, e somente se, [ (@) = k.
(B) Vale o item (b) se, e somente se, Im ¢ contém um subespago de dimensao t.
(C) (M) = dim M/mM e rank Fy = rank Fy/mF,.

O item (A) segue do fato de que I () = I;(@)( mod m). O item (C) é imediato. Provemos
o item B).

Se vale (b), entdo existem wj,...,w; linearmente independentes em Im ¢ tais que G =
ZL] Rw; € um somando direto livre de Fy. Assim, podemos escrever G & L = F,. Afirma-
mos que {Wr, ..., Wy} € um conjunto linearmente independente no k-espago vetorial Fy/mF,. Com

efeito, se
t
E XiWi = O,
i=1

t
entdo Z awi € mFy. Assim existem 0;,...,0¢ € mey € mL tais que

i=1

t t
Z LWy = Z diwi +y.
i=1 i=1

Dai,
t

Z(Oéi —dwieGNL = {0}

i=1
Segue que ; € m, parai = 1,...,t. Isto mostra que Im ¢ contém um subespaco de dimensao t.

Reciprocamente, se Im @ contém um subespacgo de dimensao t, entdo existem wy, ..., wy € Fy,

tais que {@(wy), ..., @(wy)} € um conjunto linearmente independente em Fy/mF,. Podemos com-

pletar tal conjunto de modo a obter uma base {¢@ (W), ..., @(W¢),Z1,...,Zzx} de Fo/mF,. Como F
¢ livre, segue do lema de Nakayama que o conjunto {¢ (W), ..., @(W¢),z1,..., 2} é uma base de
Fo. Em particular

Fo=GoL,
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t k

onde G = Z Ro(wi)el = Z Rz;, provando assim que Im ¢ contém um somando direto livre
i=1 j=1
de Fy com posto t. O

Corolario 1.4.10. Seja R um anel, M um R-mdédulo com uma apresentagdo livre finita
FI-%F—-M=0

e p um ideal primo de R. As seguintes condigcoes sdo equivalentes:
(@) L(o) Zp.
(b) (Im @), contém um somando direto (livre) de (Fy), com posto t.
() u(Mp) <rankFy—t.

Prova. Temos a apresentac@o livre finita de M,:
(Fi)p 2w, (Fo)p = M, — 0.

Como I (@) = (It(@))p e (Im), = Im ¢y, o resultado segue imediatamente da proposigao

anterior. O

Proposicao 1.4.11. Com a mesma notagdo do coroldrio anterior, temos as seguintes condigoes

equivalentes:
(@) Li(e) Zpelin(eo), =0.
(b) (Im @), é um somando direto livre de (Fy),, com posto t.
(c) M, é livre e rank M, = rank Fy — t.

Prova. Procedendo de forma andloga a demonstracdo do coroldrio anterior, basta demonstrar
esta proposi¢do no caso local. Explicitamente, basta mostrar que, se (R, m) é local, entdo sdo

equivalentes:

(A) Ii(@) g me Il (@) =0.

(B) Im ¢ € um somando direto livre de Fy com posto t.

(C) M élivre e rank M = rank F, — t.
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Comecamos provando a equivaléncia entre os itens (B) e (C). Se vale (B), entdo existe um R-
modulo E tal que
Imea@d E=F,.

Em particular, E € livre e rank E = rank Fy — t. Logo, a implicacdo segue dos isomorfismos

E~Fy/Imep ~ M.

Inversamente, se vale (C), seja {wy,...,w,} uma base de M, onde r = rank Fy — t. Sendo V :
Fo — M o morfismo presente na sequéncia exata do enunciado, considere uy, ..., u, € Fy tais que
w; =P (uy), parai=1,...,r. Segue que

Fo =kerp & N,

onde N = 3!, Ru;. Como kerp = Im @, concluimos que Im ¢ € livre de posto t.

Iremos agora mostrar a equivaléncia entre os itens (A) e (B). Suponha que vale (A). Assim,
I;(¢) = R. Em particular, a matriz de ¢ possui uma submatriz invertivel de ordem t. Portanto, a
menos de mudanga de base, podemos supor que @ possui a seguinte representacao matricial:

M | X
Y |Z

9

mxXn

onde M é uma matriz invertivel de ordem t. Seja X’ = —M !X e considere a matriz invertivel
MlX
P=
O ‘ In—tx (-1
Deste modo,
AP — I’c><t 0
w |w
Por outro lado, sendo
o [Je] 0 |
-W ‘ Iim—t)x (m—t)
temos:
I’£><t 0
AP = .
R 0o |w ]

Como P e Q sdo matrizes invertiveis, QAP é uma representacdo matricial de ¢ em certas bases «

e 3 de F; e Fy, respectivamente.
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Afirmamos que W’ = 0. De fato, se W’ possuir um elemento w’ nao nulo, entéo, a menos de
reordenagdo dos elementos das bases « e 3, podemos supor que w’ ocupa a (t+ 1)-ésima linhae a
(t+ 1)-ésima coluna de QAP. Consequentemente, o menor de ordem t + 1 da matriz QAP obtido
selecionando as primeiras (t + 1) linhas e (t 4+ 1) colunas é igual a w’, o que contradiz a hipdtese
de que I, (@) = 0. Logo, W/ = 0. Desta forma, sendo & = {u,,...,unte p ={ty,...,am}

t

concluimos que Im ¢ = @ R e

i=1

FOZIm(p@N,

onde N = @ 1t;. Isto mostra que (A) implica (B).
i=t+1
Por fim, se vale (B), entdo procedendo de forma andloga a demonstracao da implicagcao (B)=-(A),

concluimos que ¢ pode ser representada pela matriz

It><t0
0 0|

Assim, I (@) =Re i (@) =0. O
Como vimos nos resultados anteriores, os ideais gerados por menores de matrizes sdo uma
ferramenta de estudo de médulos via ideais. O proximo resultado ilustra essa filosofia em relacdo

a propriedade de um moédulo ser projetivo.

Proposicao 1.4.12. Seja R um anel noetheriano e M um R-modulo finitamente gerado com uma
apresentagdo livre finita

Fi % Fp—M—0.
As seguintes condigoes sdo equivalentes:
(@) L(p)=Reli(p)=0.
(b) M é projetivo e rank M = rank Fy — .

Prova. (a)=(b): Por hipétese, I.(¢) ¢ p e L,1i(@), = 0, para todo p € Spec(R). Logo,
pela Proposi¢do 1.4.11, M,, € livre de posto igual a rank Fy — r. Logo, M € projetivo conforme a
Proposi¢do 4.1.11 e possui posto igual a rank Fy — 7, conforme a Proposicao 1.4.5.

(b)=-(a): Sejap € Ass R. Como rank M = rank Fy — 7, resulta da Proposi¢do 1.4.5 que M, €
livre de posto igual a rank Fo—r. Logo, segue da Proposi¢do 1.4.11 que I.(¢) Z pe L. i(¢@), =0.
Por um lado, isto garante que I, (@) = 0. Por outro lado, uma vez que todo ideal primo de R
contém um primo associado de R, segue que I, (@) ¢ q, para todo q € Spec (R). Isto mostra que
L(e) =R O

Além da nulidade, o grade dos ideais I, (¢) também revelam propriedades a respeito de .
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Proposicao 1.4.13. Seja R um anel noetheriano e @ : F — G um morfismo de R-médulos livres de

posto finito. Entdo rankIm @ = 1 se, e somente se, grade I.(@) > 1 el (@) =0.

Prova. Suponha inicialmente que rank Im ¢ = 1. Pela Proposi¢do 1.4.5, (Im ¢),, é um R,,-médulo

livre de posto 1, para todo p € Ass R. Assim, a partir da sequéncia exata
0 — (Ime), — (Fy)p, — (Coker ), — 0

juntamente com a demonstra¢do da Proposi¢do 1.4.6 (caso local com profundidade zero), dedu-
zimos que (Coker @),, ¢ um R,-médulo livre. Por esta mesma proposi¢do, também concluimos
que

rank(Coker @), = rank(Fy), —rank(Im ¢ ), =rank Fy — .

Assim, segue da Proposi¢do 1.4.11 que I,(¢) ¢ p e (I4i(@))p = 0, para todo p € AssR.
Portanto, pelo lema da esquiva, I.(¢) ¢ Z(R), o que prova que gradeI.(¢) > 1. Por ou-
tro lado, pensando I, ,;(@) com um R-mdédulo, se q € Assg I,;1(@), entdo q € AssR. As-
sim, (I,41(¢@))q = 0, o que é um absurdo visto que Assg I.1(@) C Supp (I,41(¢)). Logo,
Assg I 11(@) = 0, donde I, (@) = 0.

Reciprocamente, se grade I.(¢@) > 1 entdo I,(¢@) ¢ p, para cada p € AssR. Além disso,
a hipétese I, 1(@) = 0 nos garante que I, (@), = 0, para todo p € AssR. Desta forma, o

resultado segue imediatamente das Proposi¢cdes 1.4.11 e 1.4.5. O

Definicao 1.4.14. Seja R um anel. Um complexo de R-mddulos
Ge: - =G G 1= =G G —0

é dito aciclico se H'(G,) = 0, para todo i > 0. Se, além disso, @i, (G;) for um somando direto

de Gi_1, paratodo i > 0, o complexo ¢é dito split aciclico.

Ao definir complexos aciclicos, estamos apenas enfraquecendo a exatidao do complexo em sua
homologia de grau 0. Curiosamente isto equivale a certas estimativas no grade dos ideais I, (@;).
E o que veremos no teorema de Buchsbaum-Eisenbud. A préxima proposicdo € o primeiro passo

nesta direcao.

Observacao 1.4.15. Se

Fo:0F 25 F = -=F X% F-0
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€ um complexo aciclico, entdao Im @; possui posto e este vale

S

Ty = Z(—l)j’i rank F;.

j=i

Podemos provar isto por indu¢do descendente sobre i: O resultado € imediato se i = s. Supondo

agora i < s. Por hipétese indutiva, Im ;1 possui posto ;1. Assim, segue da sequéncia exata
0—Ime; |y —F—Imp; -0

que Im ; possui posto e

rank Im @; =rankF; — 1| = 1y.

Proposicao 1.4.16. Sejam R um anel,

Fo:0—>F 25 F_ — - oF 2 F -0

S

um complexo de R-mddulos livres de posto finito e p um ideal primo de R. Denote v; = Z (—1) " *rank F;.
j=i
As seguintes condigcoes sdo equivalentes:
(a) F® R, é split aciclico.
(b) L. (i) p, parai=1,...,s.
Prova. Procedendo de forma andloga a Proposicdo 1.4.11, vemos que € suficiente provar esta
proposi¢do para o caso em que (R, m, k) é um anel local.

(a)= (b) Se F, ¢ split aciclico, entdo o complexo
FooR/m:0—F, O5F ... oF &F 50
também € split aciclico. Em particular, para cada i > 0, o complexo
Fo@R/m:0—Fy 25 F = 5 F 25 Fi_| — Coker ¢; — 0

€ split aciclico. Pelo Corolario 1.4.7, segue que

dimy Coker @; = dimy Fi_; — dimy Im @; = dimy Fi_; — dimy F; + -+ - + (—1)* "' dimy Fs.

Logo,

dimk Im (f)i = Z(—l))il dlmk ]E]

j=i
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Portanto, I, (¢i) # 0, ou, equivalentemente, I, (@i) ¢ m.

(b) = (a) Faremos indugdo sobre s. Se s = 1 entdo I, (¢;) ¢ m, onde r; = rankF;. Na-
turalmente, I, +1(@;) = 0. Logo, pela demonstracdo da Proposi¢do 1.4.11 (caso local), ¢, (F)
¢ um somando direto livre de Fy com posto ;. Desta forma, @; : F; — @;(F;) é um morfismo
sobrejetor de modulos livres de mesmo posto finito. Pelo lema de Nakayama, ¢; € injetivo.

Suponha agora s > 0. Por hipétese indutiva, o complexo
Fl:0—F 2F, = —=FHh—=>F—=0

€ split aciclico. Assim, resta provar que Im ¢, = ker ¢, e que Im ¢; é um somando direto de
Fo. Inicialmente, como I, (@) ¢ m, segue do Coroldrio 1.4.10, que Im ¢; contém um somando

direto livre U de Fy com posto 1y, digamos
Ua U =F,.

Por outro lado, aplicando o Coroldrio 1.4.7 ao complexo F., concluimos que rank Coker @, = 1.
Como Im ¢, C ker @, temos um morfismo sobrejetor f : Coker @, — F;/ker@; ~ Im ;.
Além disso, a decomposicdo Fp = U @ U’, induz o morfismo sobrejetor 7t : Im ¢, — U. Desta
forma, 7t o f € um morfismo sobrejetor de R-mddulos livres de mesmo posto finito e, portanto,
€ um isomorfismo. Consequentemente, 7t € um isomorfismo. o que implica que Im @, = U.
Logo, Im ¢ é um somando direto livre de Fy com posto T;. Dai, f € um isomorfismo, donde

Im @, = ker @;. O

Teorema 1.4.17 (Critério de Buchsbaum-Eisenbud). Sejam R um anel noetheriano e

Fo:0oF 25 F = =>F X F-0

S
um complexo de R-mddulos livres de posto finito. Denote vy = Z(—l)j*i rank F;. As seguintes
j=i
condicoes sdo equivalentes:

(a) F, € aciclico.
(b) grade I, (@i) > 1, parai=1,..,s.

Prova. (a)=-(b): Faremos indugdo sobre s. Se s = 1, entdo ¢; € injetor e assim, F; ~ Im ¢;. Em
particular, rank Im ¢, = 71. Logo, segue da Proposi¢do 1.4.13 que grade I, (@) > 1.
Suponha agora s > 0. Sendo F, aciclico, rankIm ¢; = 7, parai = 1,...,s, conforme

a Observagdo 1.4.15. Logo, grade I, (¢;) > 1. Em particular, existe um elemento R-regular

47



x € Ni_, L+.(1). Se x for invertivel, o resultado estd provado. Suponha que x ndo ¢ invertivel.

Como F; € livre, x € Fi-regular. Portanto, sendo
Fl:0—F 2F, = -=>FHh—>F =0
um complexo aciclico, segue do Corolario 1.1.7 que o complexo

FLoR/(x):0—=T: 5F = 5Fh =T =0

¢ aciclico. Ademais, I,,(@i) = I,,(@i). Por outro lado, por hipdtese indutiva, grade I, (i) >
i—1,parai=2,...,s (Pois cada F, seria 0 "novo F;_;” bem como cada @; seria 0 ’novo @i _1”).
Portanto, grade L, (¢1) > 1.

(b)=(a) Novamente, faremos inducdo sobre s. Se s = 1, devemos provar que @; € inje-
tor. Por hipétese, grade I, (@) > 1, onde r; = rank F,. Naturalmente, I, (@) = 0. Logo,
rank Im @, = 1, conforme Proposi¢do 1.4.13. Por outro lado, I, (@) ¢ p, paracadap € AssR.
Dai, para cada p € AssR, (Im @), é um somando direto livre de (Fy),, com posto 1, conforme
a Proposicdo 1.4.11. Segue que (@) : (Fi)p — (Im @), é€ um morfismo sobrejetor de médulos
livres de mesmo posto finito e, portanto, € injetivo. Isto implica que

(ker @), = ker (1), =0,

para todo p € AssR. Como Assgker (@), C AssgF; = AssR e Assgker @; C Suppker ¢,
segue que Assg ker @ = (), ou seja, ker @ = 0.

Suponha agora s > 0. Por hipotese indutiva, o complexo
Fl:0—F 2F, = —=>FHh—>F =0

€ aciclico. Assim, resta provar que Im ¢, = ker @;. Seja M; = Coker @i, |, parai = 1,...,s
(Ps1=0).
Afirmacao: depth (M;), > min{i, depth R, }, para cada ideal primo p de R.

Provaremos esta afirmagao por inducdo descendente sobre i. Se 1 = s, entdo
depth (M), = depth (F),, = depthR,,.
Se 1 < s, entdo, por hipotese indutiva,

depth (Mi)p = min{i + 1, depth R }.
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No caso em que depth R, > i+ 1, devemos ter depth (M), > i+ 1. Assim, aplicando o item

c¢) da Proposicdo 1.2.11 a sequéncia exata
0— (Mit1)p = (Fi)p = (My)p =0

obtemos:
depth (M;), > min{depth (M), — 1,depth (Fi),},

donde depth (M), > i.
Por outro lado, se depth R, < i+1, entdo I, (@i11) Z p, pois do contrério, (I, (@i+1))p C

PR, € assim, terfamos
i + 1 < grade IT1+1 ((pi+1) < grade IT‘i+1 ((pi+l)p < depth Rp'

Além disso, sendo F, aciclico, rank Im( ;i) = i €, portanto, L., +1(@i11) = 0. Aplicando a

Proposi¢do 1.4.11 a sequéncia exata
0— (Fir1)p = (Fi)p = (Mi)p = 0

deduzimos que (M;),, € livre. Sendo assim, depth (M;), = depth R, o que prova a afirmagdo.
Vamos agora provar que Im ¢, = ker @,. Isto é equivalente a provar que o morfismo @ :
M, — F, induzido por @i, € injetivo. Seja N = ker ¢[. Para provar que N = 0, iremos
mostrar que Ass N = (). Dado um ideal primo p de R, se depthR,, > 1, entdo pela afirmacdo
acima, depth (M), > 1. Portanto p & Ass M, e, em particular, p € AssN. Por outro lado, se
depthR, = 0, entdo I, (¢i) ¢ p, paracadai = 1,---,s pois do contrdrio, (I, (¢i))p, C PR,

para algum 1, e assim, para tal valor de i, teriamos

o que contraria a hipétese do item b). Logo, segue da proposi¢do anterior que F, ® Ry, ¢ aciclico.
Como localiza¢do é um funtor exato, resulta que N, = H'(F, ® R;,) = 0. Uma vez que Ass N C
Supp N, concluimos que p & Ass N. Logo, estd provado que Ass N = (), ou seja, que N =0. [
Recordemos que, dado um anel noetheriano R e um ideal I de R, o grade de I em R € dado pela
expressao
grade I = min{i; Extk(R/I,R) # 0}.

Em particular, como Exty(R/I,R) = 0, para i > dim proj R/1, temos que grade I < dim proj R/I.
Ideais para os quais vale a igualdade recebem um nome especial.
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Definicao 1.4.18. Seja R um anel noetheriano e | um ideal de R. Dizemos que 1 é um ideal perfeito
se grade I = dim proj R/L

Exemplo 1.4.19. Seja R = k[X,Y,Z] e [ = (XY, XZ,YZ). Afirmamos que I é um ideal perfeito.
Para isto, note inicialmente que {XY, (X + Y)Z} C I é uma R-sequéncia. De fato, como R é um

dominio, XY é um elemento R-regular. Além disso, uma vez que
(XY) = (X) N (Y)

¢ uma decomposi¢ao primaria do ideal (XY), concluimos que AssR/(XY) = {(X), (Y)}. Desta
forma, como (X+Y)Z & (X)U(Y), segue que (X+Y)Z é um elemento R/(XY)-regular. Isto mos-
tra que grade (I, R) > 2. Por outro lado, vimos no Exemplo 1.3.2 que dim proj I < 1. Consequen-

temente, pelo Coroldrio 4.1.15 segue que dim proj R/I < 2. Desta forma, temos as desigualdades
2 < grade (I, R) < dimproj R/T < 2,

donde obtemos grade (I, R) = dim proj R/I = 2.

Teorema 1.4.20 (Hilbert-Burch). Sejam R um anel noetheriano e 1 um ideal com uma resolucdo

livre
7T

Fo:0— R 2R S5 15 0.

Entdo, existe um elemento R-regular a tal que 1 = al, (). Se I for projetivo, entdo 1 = (a). Se
dimproj I = 1, entdo 1,, (@) é um ideal perfeito de grade 2.
Reciprocamente, se @ : R™ — R™" é um morfismo R-linear e grade I, (@) > 2, entdo existe

uma resolucdo livre de 1 = 1,,(@) como F,.

Prova. Comecamos provando a reciproca. Seja U = (ayj)(n+1)xn a matriz de ¢ em relagdo as
bases canonicas de R™ e R™*!. Denotemos por 8; 0 menor obtido de U por exclusio de sua i-ésima

linha. Considere o morfismo de R-mddulos
ARV SR, e (—1)10;.

I,.(@). Assim, se provarmos que Im ¢ C

Note que Im A& = [, (@), ou equivalentemente, I;(7t)
ker 7t, teremos o complexo
0—R" LR 5L R-0

o qual seré aciclico pelo critério de Buchsbaum-Eisenbud, garantindo assim, a exatiddo do com-
plexo

7t

0—R" % R 5 1,(@) — 0.
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Para provar que Im ¢ C ker 7, consideremos, para cadaj = 1,...,mn, a matriz

apg ayj aij ain

Antin °° Qnytj Angrj 0 Onyin

obtida de U por repeti¢do de sua j-€ésima coluna. Por ter colunas repetidas, detU; = 0. Assim,

calculando det U; a partir da expans@do de Laplace por sua j-ésima coluna, temos a igualdade
0= (=1 ayd + -+ ()" ani 8 = (1) 7(@(e))),

0 que prova que Im ¢ C ker 7.
Provemos agora a primeira parte do enunciado. Suponha entdo que F, ¢ uma resolugao livre
de I. Em particular, pelo critério de Buchsbaum-Eisenbud, grade I,,(¢) > 2. Pela primeira parte

desta demonstragdo, isto implica que

A

0— R" % R 51 (@) =0

¢ uma resolucéo livre de I, (¢). Consequentemente, I ~ Coker ¢ ~ I,,(¢), como R-médulos. O
isomorfismo I ~ I, (¢) induz um morfismo injetor 3 : [,,(¢) — RcomIm 3 = L.

Afirmamos que existe a € R, tal que 3 € a multiplicagdo por a. De fato, a sequéncia exata
0—1I.(¢p) > R—=R/I(p)—0
induz a sequéncia exata longa
0 — Homg(R/I,,(¢),R) — Homg (R, R) b, Homg (I (@), R) — Extp(R/I,.(@),R) — ---
onde, identificando Homg (R, R) com R, temos
VP : R — Homg(I,,(@),R), a— P (i) =ia.

Por outro lado, como grade I, (@) > 2, segue da defini¢do de grade que Exty(R/I,.(¢@),R) = 0.
Logo, { € sobrejetor e, em particular, 3 € a multiplicacdo por algum elemento a € R, donde
[ = al,, (). Resulta agora do Corolario 1.4.8 que a é R-regular.

Se I for projetivo, entdo I, (@) = R, conforme a Proposi¢do 1.4.12. Portanto, I = (a). Por

fim, se dimprojI = 1, entdo pelo Coroldrio 1.4.10 juntamente com o fato de que dimproj[ =
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dim proj L,, (@), temos:

dim proj R/I,,(¢) = dim proj R/1 = 2.
Como grade I,, (@) > 2, concluimos que grade I,, (@) = 2, ou seja, [, (@) é um ideal perfeito. O

Exemplo 1.4.21. SejaR = k[X,Y,Z] el = (X* —YZ,Y? — XZ,Z? — X?Y). Vamos utilizar o
teorema de Hilbert-Burch para provar que I é um ideal perfeito de altura 2. Inicialmente, note que

I =1,(¢), onde @ : R> — R? é 0 mapa R-linear cuja matriz nas bases candnicas é dada por

XY
Z X?
Y Z

Uma vez que {X® — YZ,Y? — XZ} é uma sequéncia R-regular em I, segue que
grade [ = grade (@) > 2.
Assim, pela segunda parte do Teorema de Hilbert-Burch, I admite uma resolucao livre do tipo
Fo:0 R -5 R -5 10,

Observe agora que I ndo é R-mddulo projetivo. De fato, se este fosse o caso, entdo I seria livre,
conforme o Teorema de Quillen-Suslin. Isto implica que I € principal e, portanto, htI = 1. No

entanto, como veremos no Corolério 1.5.16 da proxima secao,
grade [ < htl.

Isto nos leva a uma contradi¢do. Desta forma, dimprojI = 1. Logo, segue da primeira parte do

Teorema de Hilbert-Burch que I = I,(¢@) é um ideal perfeito de altura 2.

O exemplo anterior ilustra a estrutura dos ideais perfeitos de grade 2 em um anel de polindmios
com coeficientes num corpo k. Enunciamos tal resultado estrutural a seguir, englobando também

0 caso local.

Corolario 1.4.22. Sejam R um anel noetheriano local ou um anel de polinémios com coeficientes
sobre um corpo X e 1 um ideal proprio de R com grade (1, R) = 2. Entdo, as seguintes condigdes

sdo equivalentes:
1) I é um ideal perfeito.
ii) I é gerado pelos menores maximais de uma matriz (n + 1) X n com entradas em R.
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Prova. (i) = (ii) Suponha que I é perfeito. Assim, dim projzR/I = 2. Logo, pelo Coroldrio
4.1.15, dimproj gy I = 1. Note que todo mddulo projetivo finitamente gerado sobre R € livre. No
caso em que R € local, isto segue do Exemplo 4.1.10. Se R for igual a k[X, ..., X,,], isto decorre
do teorema de Quillen-Suslin. De todo modo, podemos garantir a existéncia de uma resolucao
livre

0 R" % R™ 5 1-0.

Consequentemente, rank I = m — n. Por outro lado, como htI = gradel = 2, I contém um
elemento regular. Assim, S™!'I = S7!R, onde S = R — Z(R). Isto mostra que rank I = 1. Desta
forma, m = n + 1. Portanto, pelo teorema de Hilbert-Burch, I = al,, (¢), para algum a # 0 em
R. Por fim, observe que a € invertivel. De fato, se este nao fosse o caso, terfamos ht(a) = 1, donde
htI < 1, o que é um absurdo. Portanto, a € invertivel e [ = I,, ().

(ii) = (i) Sendo grade (I,R) = 2, segue do teorema de Hilbert-Burch que dim proj zI < 1.
Além disso, se I fosse projetivo, concluiriamos por este mesmo teorema que [ = (a), para algum
a # 0 em R. Sendo I ideal préprio, a nao é invertivel, donde teriamos htI < 1, contrariando a
hipétese. Portanto, dim proj xI = 1, o que implica que dim proj xR/I = 2, ou seja, que I € um

ideal perfeito. O

1.5 Dimensao de um Modulo

Nesta secdo, estudaremos o conceito de dimensdo de um moddulo. Veremos, no caso local, a
definicao de sistema de parametros, a qual € andloga ao que se tem em anéis noetherianos locais.
Mostraremos uma caracterizacdo de um sistema de pardmetros que revelard a natureza de sua
constru¢do. Em particular, provaremos que toda sequéncia regular faz parte de um sistema de
parametros, obtendo assim uma desigualdade entre a profundidade e a dimensao de um modulo.

Iniciamos a se¢@o relembrando alguns resultados sobre anéis noetherianos locais.

Teorema 1.5.1 (Teorema do Ideal de Krull). Sejam R um anel noetheriano e I = (xy,...,xq) ideal

de R. Se p é um ideal primo minimal sobre 1, entdo htp < d.
Demonstragdo. Ver [2], Proposi¢ao 10.2. O

Segue imediatamente deste teorema que todo ideal num anel noetheriano possui altura finita.
Em particular, todo anel noetheriano local possui dimensédo finita. O teorema do ideal de Krull

admite uma reciproca nos termos abaixo.

Teorema 1.5.2. Se R é um anel noetheriano e p é um ideal primo de altura n, entdo ele é primo

minimal sobre algum ideal de R gerado por n elementos.
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Demonstragdo. Ver [2], Corolario 10.5. O

Combinando estes dois teoremas podemos dar uma caracterizagdo da dimensao de um anel

noetheriano local que serd 1til nesta se¢ao.

Teorema 1.5.3. Seja (R, m) um anel noetheriano local. Entdo:
dim R = min{d; existem xi,...,xq € m tais querad (xq,...,Xq) = m}.

Prova. Se rad (xq,...,Xq) = m, entdo m € um primo minimal sobre (xi,...,Xq), donde htm =
dim R < d pelo teorema do ideal de Krull.

Por outro lado, sendo agora d = dim R, uma vez que htm = d, m é primo minimal sobre
algum ideal (x;,...,xq). Resulta daf que rad (x,,...,xq) = m, 0 que encerra a demonstracdo. [J

O teorema anterior motiva as defini¢des abaixo.

Definicao 1.5.4. Seja (R, m) um anel noetheriano local. Uma sequéncia de elementos X1, ..., Xq
tal que rad(x,...,xq) = m, com d menor possivel é dita um sistema de parametros de R. Mais

geralmente, um ideal ¢ C m que cumpra rad q = m € dito um ideal parametro de R.

Segue da discussdo acima que todo sistema de parametros possui cardinalidade igual a dim R.
Adicionalmente, também podemos concluir que dim R é o menor valor de d para o qual ha um ideal
pardmetro de R gerado por d elementos. Note ainda que a condicdo de q ser um ideal parametro

de R € equivalente a dizer que dim R/q = 0.

Exemplo 1.5.5. SejaR = C[X,Y]/(Y? = X?*(X+1)) em = (X4 1,Y) ideal maximal de R. Temos
htm = 1, donde dimR,, = 1. Uma vez que m*> C I = (X 4+ 1), concluimos que radl = m.
Consequentemente, rad IR, = mR,,. Isto mostra que a imagem de X 4+ 1 em R, é um sistema de

parametros para este anel.

Veremos agora o conceito de dimensiao de um médulo e como, no caso local, a natureza deste

conceito se assemelha aos resultados discutidos acima.

Definicao 1.5.6. Seja M um R-médulo. A dimensdo de Krull de M € o maior comprimento das

cadeias de ideais primos em Supp M e a denotamos por dim M.

No caso em que M ¢ finitamente gerado, a igualdade V(Ann M) = Supp M implica que
dim M = dim R/ Ann M. Em particular, se R for noetheriano local e M for finitamente gerado e

nao nulo, entdo dim M < oo. Este € o caso que discutiremos nesta se¢ao.

Observacao 1.5.7. No caso M = R/I, é reconfortante notar que a dimensdao de M como R-mdédulo

coincide com a dimensdo de Krull do anel R/I, uma vez que Ann M = L.
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A nocao de ideal parametro pode ser naturalmente estendida para modulos, conforme a definicao

a seguir.

Definicao 1.5.8. Sejam (R, m) anel noetheriano local e M um R-médulo finitamente gerado e nao

nulo. Um ideal q C m € dito ideal pardmetro de M se dim M/gM = 0.

Segue imediatamente da definicdo acima que q € ideal parametro de M se, e somente se,
m = rad (Ann M /qM).

Observacgao 1.5.9. Se M for finitamente gerado, entdo rad (Ann M/qM) = rad(q + Ann M).
(Ver [2], Proposi¢ao 10.8).

Vejamos agora que a relagc@o entre a dimensao de M e seus ideais parametros € andloga ao caso

dos anéis.

Teorema 1.5.10. Sejam (R, m) um anel noetheriano local e M um R-mdédulo finitamente gerado

ndo nulo. Temos que:

(a) q € ideal pardmetro de M se, e somente se, (q + Ann M)/ Ann M ¢ ideal pardmetro de
R/ Ann M.

(b) dim M = min{d; existe ideal parametro de M gerado por d elementos}.

Prova. (a) Temos as equivaléncias abaixo:

q € ideal parametrode M < m =rad (Ann M/qM).
< m =rad(q+ Ann M).

< dimR/(q+AnnM) = 0.
< dim[R/Ann M]/[(q + Ann M)/ Ann M] = 0.
< (g + Ann M)/ Ann M € ideal parametro de R/ Ann M.
(b) Segue imediatamente do item (a). O

O teorema acima sugere uma forma natural de definir um sistema de parametros para M

andloga ao que foi feito para anéis.

Definicao 1.5.11. Sejam (R, m) um anel noetheriano local ¢ M um R-mdédulo finitamente gerado.

Uma sequéncia xq, ...,xq C m é um sistema de pardmetros de M se

dim M/(x1,...,xqa)M = 0, com d menor possivel.
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Segue que todo sistema de pardmetros tem dim M elementos.

Veremos agora como sequéncias regulares afetam a dimensao de um médulo e sua relagdo com
sistemas de parametros.

No restante desta se¢cao, M serd sempre um R-mddulo finitamente gerado nao-nulo com (R, m)

anel noetheriano local.

Lema 1.5.12. Dado x = x1,...,X, € W, temos
dimM/xM > dimM —n.
Prova. Tome a, ..., a, um sistema de parametros de M /xM. Assim,
M/xM]/[(ay,...,a;)(M/xM)] ~ M/(ay,...,a.,x)M

¢ um R-médulo de dimensédo zero. Consequentemente, dimM < r +n = dim M /xM + n. O

A desigualdade acima desaparece sob imposicao de regularidade.
Lema 1.5.13. Se x = x4, ..., X, € m é uma M-sequéncia, entdo dim M/xM = dimM — n.

Prova. Uma vez que
(M/x'M) /xn(M/x'M) ~ M /xM,

onde X" = xq,...,Xn_1, é suficiente demonstrar o lema paran = 1.

Assim, seja x € m um elemento M-regular e vejamos que dim M/xM = dimM — 1. Sejar =
dim M /xM. Pelo lema anterior, temos r > dim M — 1. Por outro lado, como Supp (M/xM) C
Supp M, concluimos que r < dim M. Assim, r =dimM — 1 our = dim M.

Se r = dim M, entdo, tomando uma cadeia maximal

PoCpi C---Cpr

de primos em Supp (M/xM), concluimos que p, € primo minimal de Supp M (pois o contrario
implicaria na existéncia de uma cadeia de primos em Supp(M) com comprimento maior que 1 =
dim M), sendo portanto, um primo minimal de Ass M. Deste modo, uma vez que é x elemento M-
regular, concluimos que x € py. Por outro lado, como x € Ann (M/xM) e py € Supp (M/xM) =
V (Ann (M/xM)), segue que x € po, obtendo assim uma contradi¢do. O

Na demonstragdo do teorema anterior, pode-se notar que dim R/py = dim M. Deste modo, a

igualdade dim M /x;M = dim M — 1 valera se exigirmos de x; apenas a condi¢io

X1 & U P.

pESupp M
dim R/p=dim M
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Analogamente, se tomarmos x, € m cumprindo a condi¢ao

X2 & U P,

pESupp(M/xl M)
dimR/p=dimM/x M

teremos dim(M/(x;,x;)M) = dimM — 2. Tal raciocinio pode ser pensado como uma ‘“re-

ceita”para rebaixar sucessivamente a dimensao de M, sempre desviando-se dos primos do suporte

“na dimensao do mdédulo™.

Observe ainda que se iterarmos o raciocinio acima, obteremos apds dim M etapas, uma sequéncia

X = X1, ..., Xdmm cumprindo dim M /xM = 0, ou seja, um sistema de parametros de M.

Em particular, isto mostra que toda sequéncia M-regular estd contida num sistema de parimetros

de M. Isto é parte do teorema seguinte.

Teorema 1.5.14. Seja x = xq, ..., X, € m. Sdo equivalentes:

(a) dimM/xM =dimM —r.

(b) x5 € p, paracadap € Supp (M/(x4,...,%j—1)M) comdimR/p = dimM/(x,,..

paratodoj=1,...,T.

(¢) X faz parte de um sistema de parametros de M.

Prova. (a)=-(b) Iniciamos com a seguinte afirmacao:

Afirmagio 1: dim (M/(x4,...,%x;)M) =dim (M/(xy,...,x-1)M) — 1, paraj = 1,...

De fato, pelo Lema 1.5.12, temos:

dim (M/(x1,...,%—1)M) >2dimM —r+ 1 =dim (M/(x1,...,x:)M) — 1.

Por outro lado, pelo Lema 1.5.13 :
dim (M/(x1,...,%:)M) > dim (M/(x1,...,%Xr—1)M) — 1.

Assim:
dim (M/(x1,...,x:)M) =dim (M/(x1,...,%—1)M) — 1.

Iterando o raciocinio acima obtemos o resultado desejado.

. ,Xj—l)M,

LT

Afirmacao 2: Dado a € m, se dim (M/aM) = dim M — 1, entdo a ¢ p, para todo p € Supp M

com dimR/p = dim M.
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De fato, suponha que a € p, para algum p como no enunciado. Uma vez que p € Supp (M/aM),
segue que dimM — 1 =dim M /aM > dim M, o que € um absurdo.

O resultado agora segue imediatamente destas duas afirmacdes.

(b)=>(c) Segue da discussdo prévia a este teorema.

(c)=-(a) Por hipdtese, existe um sistema de parametros de M da forma

Y=Xteo 5 X5 X415+ 5 Xdim M-

Assim, o médulo

M/ (X15 s Xdimm )M >~ (M/ (X1, X )M/ (Xt - Xaimm) (MY (%, -0 % )M

tem dimensdo 0. Deste modo, um sistema de parimetros para M/ (x4, ..., X,)M terd no maximo

dim M — r elementos. Assim
dmM/(xq,...,x, )M < dimM —r

A desigualdade oposta segue do Lema 1.5.12. O
Como ja haviamos observado, toda sequéncia M-regular est4 contida num sistema de pardmetros

de M. Em particular, concluimos que
depth M < dim M. (1.3)

Por outro lado, note que dim M coincide com dim R/p, para algum p € Ass M. O resultado

abaixo pode, portanto, ser lido como uma generaliza¢ao da desigualdade (1.3).

Proposicao 1.5.15. Para todo p € Ass M, vale
depth M < dimR/p.

Prova. Faremos inducdo sobre dim R/p. Se dim R/p = 0, entdo p = m, donde depth M = 0.
Suponha agora dim R/p > 1. Se depth M = 0, o resultado € evidente. Se depth M. > 0, tome

um elemento M-regular a € m. Pelo teorema da intersecao de Krull,

ﬂ a'M =0.

>0

Assim, escrevendo p = Ann(x), para um certo x € M ndo-nulo, temos que x € a™ M \ a™M,

para algum m > 0.
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Defina I = a™M : (x). Naturalmente, p C 1. Além disso, uma vez que I C Z(M/a™M),
segue que [ C q para algum q € Ass (M/a™M). Deste modo, p C . Observe que tal inclusdo é
estrita pois a™ € q \ p. Consequentemente dimR/q < dim R/p — 1. Por fim, usando a hipétese

de inducdo juntamente com o Lema 1.5.13, obtemos:
depth M = depth (M /a™M) + 1 < dimR/q+ 1 < dimR/p,

como queriamos demonstrar. O
Podemos ainda usar a desigualdade (1.3) para estabelecer uma importante relacao entre o grade

e a altura de um ideal.

Corolario 1.5.16. Sejam R um anel noetheriano e 1 C R ideal. Entdo:
grade (I,R) < ht1.
Prova. Basta lembrar que

grade (I, R) = inf{depthR, ; p € V(I)} e htI=inf{dimR,,p € V(I)}.

1.6 Algebra Exterior e Complexo de Koszul

Nesta secdo, construiremos a Algebra Exterior de um modulo e destacaremos suas principais pro-
priedades. Em seguida, estudaremos o complexo de Koszul de uma sequéncia de elementos num
anel R e veremos como suas propriedades homoldgicas se relacionam com a regularidade de tal

sequéncia.

1.6.1 A Algebra Exterior de um Médulo

Seja M um R-médulo. A partir de M, definimos os seguintes R-mdédulos:

TOM):=R, T'(M):=MeT{M)=M®-- @M.
—_——

i

Tomando a soma direta de tais mdodulos, formamos o R-mddulo



Podemos dar a T(M) uma estrutura natural de R-dlgebra. Para isto, basta definir o produto de

elementos homogéneos conforme abaixo

THM) x T'(M) - T (M)
(K@ @X%YI® - Yj) > X @ BN DY D Y;

e usar a distributividade no caso geral. A R-dlgebra (ndo comutativa em geral) T(M) assim cons-
truida é chamada de dlgebra tensorial de M.

Teorema 1.6.1 (Propriedade Universal da Algebra Tensorial). Seja M um R-médulo. Se S é uma R-
dlgebra juntamente com um morfismo de R-modulos @ : M — S, entdo existe um vinico morfismo

VP : T(M) — S de R-dlgebras que faz o seguinte diagrama comutar:

Além disso, se B é uma R-dlgebra juntamente com um morfismo de R-modulos f : M — B
satisfazendo a propriedade acima, entdo existe um tinico isomorfismo de R-dlgebras g : T(M) —

B tal que g(m) = f(m), para todo m € M.
Demonstragdo. Ver [8], Se¢do 11.5, Teorema 31. O

Seja | o ideal bilateral de T(M) gerado pelos elementos da forma x ® x, x € M. A algebra
quociente
T(M)/]

€ denominada dlgebra exterior de M e denotada por /AM. Uma vez que ] é ideal homogéneo,
/AM € uma élgebra graduada. Sua k-ésima componente homogénea ¢é dita ser a k-ésima poténcia

exterior de M e é denotada por A*M. Explicitamente, temos:
AM =T(M)/T*(M) N ]J.
Em particular, como I é gerado por elementos homogéneos de grau 2, obtemos
A'M =Re N'M =M.

Denotaremos a imagem de um elemento da forma x; ® - - - ® x, em AM por x; A - -+ /\ xx.

O teorema a seguir coleta as propriedades basicas da dlgebra exterior.

Teorema 1.6.2. Seja M um R-modulo. Entdo:
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(i) A k-ésima poténcia exterior /\*M é o quociente de T*(M) por seu submédulo N gerado
pelos elementos da forma x, @ - - - @ X, onde X = X, para algum par de indices i1 # j. Em

particular, x; /\ - - - /\xy = 0, sempre que x; = X, para algum par de indices i # j.

(ii) (Propriedade Universal da k-ésima poténcia exterior) Se ¢ : M* — N for um morfismo
multilinear alternando de R-médulos, entdo existe um tinico morfismo de R-modulos )

A*M — N tal que o seguinte diagrama comuta:

Mk 2N

>

A*M

onde i(xq,....,xx) = X1 /\ -+ A\ Xx. Além disso, se P é um R-mddulo juntamente com um
morfismo multilinear alternado f : M* — P satisfazendo a propriedade acima, entdo P ~
AM.

(iii) (Propriedade Universal da Algebra Exterior) Se E é uma R-dlgebra juntamente com um
morfismo de R-médulos ¢ : M — E, tal que (p(x)2 = 0, para todo x € M, entdo existe um

tinico morfismo de R-dlgebras\p : A\M — E de modo que o seguinte diagrama comuta:

M—~E
li %
AM
Demonstragdo. Ver [8], Secdo 11.5, Teorema 36 e ver [1], Secédo 1.6. O
Exemplo 1.6.3. Seja E um R-mddulo livre de posto n com base {ey, ..., e,} e seja k um inteiro

positivo. A k-ésima poténcia exterior /\*E é gerada como R-médulo pelos elementos da forma
ei, /\---/\ey,onde 1 <1 <n. Em particular, se k > n, temos /AFE = 0. No caso em que
k < n, como uma permutacdo nos indices i, ..., 1) no maximo altera o sinal de e;, /\ --- A\ e;,

segue que /\FE € gerado pelos elementos da forma
€y :eil/\---/\eik

onde ] =1; < --- < iy percorre todas as sequéncias crescentes de k elementosem [,, ={1,...,n}.
Afirmamos que tal conjunto de geradores é uma base do R-médulo AFE. Para ver isto, considere

uma combinacdo linear nula

Y oye =0, (1.4)
J

61



onde | varia no conjunto das sequéncias crescentes de k elementos em I,,. Fixeum | =j; < --- <

jx particular. Defina o morfismo de R-médulos f : EX — R, pondo

flei,....eq) = { 0, se{ir,..., i} #J.

1, se{il,...,ik}:j.

Agora considere F = E €,0f, onde €, denota o sinal da permutagdo o e
oESH

O-f(eip' o ’eik) = f(eU(il)’.' ) 5eG(ik))'

Dada uma permutagdo p € S,,, temos:

pF = Z espof=¢, Z €pop0f = €,F.

oES,H oeSy

Deste modo, F é uma forma multilinear alternada. Assim, pela propriedade universal da poténcia
exterior, F se estende a um morfismo de R-médulos F : AKE — R.
Note que

A 0, se I # ] como conjunto.
Fley) = { 7] j

€5, se I = of, paraalgum o € S,,.

Por fim, aplicando F em (1.4), obtemos oj = 0. Como J foi tomado arbitrariamente, segue que o

conjunto de geradores dado é uma base para /AXE. Em particular, o posto de AFE € igual a (E)

Encerramos esta subsecdo com uma breve discussao sobre o produto tensorial de duas 4lgebras
exteriores de modulos.

Considere R-modulos M e M,. Temos:
(AM) ®@ (AM,) = <@ /\le> ® (@ /\er>
k=1 r=1
= D™

n=1
onde T, = @ APM; ® A\YM,. Em particular, Ty = Re T} = M| ® M,. Podemos tor-

p+gq=n
nar (AM;) ® (/AM;) uma R-dlgebra definindo a multiplicagdo como se segue: Dados tensores

elementares

x=m @m e (ATM)® (A°My)ey=m;’@m,’ € (A"M;)® (A*M,),
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definimos:
xy = (=1 (m Am) @ (m Am)) e ATTTM; @ AT M.

Por distributividade, estendemos esta definicdo para o produto de dois elementos quaisquer em
(AM;) ® (AM;). Com esta multiplicac¢do, o produto tensorial (/AM;) ® (/AM,) torna-se uma
R-édlgebra graduada.

O resultado abaixo mostra que o produto tensorial de algebras exteriores € também uma algebra

exterior.

Proposicao 1.6.4. Sejam M e M, R-modulos. Entdo:
AM; & My) ~ (AM) ® (AMa),

isomorfismo de R-dlgebras graduadas.

Prova. O morfismo inclusio @ : M; & M, — (AM;) @ (AM,) cumpre a condi¢io @2(x) = 0,
para todo x € M; & M,. Logo, pela propriedade universal da dlgebra exterior, ¢ se estende ao

morfismo
@AM @ M;y) =AM @AMy, X A= AXe = @(X) - @)
Por outro lado, sendo

Il)l :/\Ml _>/\(Ml @M2)7 Xl/\"'/\XT = (Xlao)/\“'/\(XT’O)

Pr: AMy = AM; @ Ma), Yy A Ay = (0,y)) A=A (0,Yy),

defina
P (AM) ® (AMa) =AM & Ma), x @y = bi(x) Aa(y).
Por fim, pode-se verificar que p = @ .

1.6.2 Complexo de Koszul

Sejam L um R-médulo e f : L — R uma forma linear em L. O mapa n-linear alternado

fOU I S AL (X Xn) Z(—I)T_lf(xr)xl AN AX AN A Xn

r=1
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induz, pela propriedade universal da poté€ncia exterior, 0 morfismo
dfM AL S ATTIL g A Axg e Y (DTG A AG A A
r=1

Observe que df(™ o df(™*1) = 0. De fato, note inicialmente que df™ o df(™+V (x; A+ Axpi1)

¢ uma soma de parcelas do tipo
Hf(x)F(x5)xi A AR AX A A Xy
onde 1 <1< j < n. Paraum par (1, j) fixado, tais parcelas advém da soma
af™ (=D A A A Axn) + A (1T ) A AG A Axg).
Logo, a soma destas parcelas é
(=DM (x)f(x)x A A A AG A Axnt

+(_1)i+i—2f(xi)f(xj)xl /\"'/\72\1',/\"'/\7/(\]' A Axy =0.
Desta forma, obtemos o complexo

Ko(f) i > ALY AL o LS R0,

o qual € dito ser o complexo de Koszul de f.
A partir desta defini¢do, veremos o conceito de complexo de Koszul de uma sequéncia de
elementos de R. Neste contexto, serd importante compreender que tal complexo independe da

ordem dos termos da sequéncia. A proposicao abaixo, embora técnica, serd a ferramenta necessaria

para compreensdo desta propriedade.

Proposicao 1.6.5. Sejam f; : Ly — Ref, : L, — R formas lineares. Se f : L; & L, — R é a forma

linear dada por

f(x,y) = f1(x) + f2(y),

entdo

K.(f]) X K.(fz) ~ K.(f)

Prova. Por definicdo de produto tensorial de complexos, temos:

K.(f])@K.(fz)—) @ /\pL1®/\qL2—> @ /\pL1®/\qL2—>"’

pP+q=n p+q=mn—1

64



Por outro lado, pela Proposicao (1.6.4), o isomorfismo graduado
/\Ll X /\L2 ~ /\(Ll ©® Lz)

induz isomorfismos
P AL AL~ AML ©Ly).

p+q=n

Logo, o resultado segue da comutatividade do diagrama abaixo:

Ko(f1) @ Keo(f2) : e @ APL, @ N9, — @ APL, @ AL, ——> - --
p+q=n p+q=n-—I
Ko (f) : AML @ Ly) AL @ L)
O
Definicao 1.6.6. Sejam R um anel, x = x;,...,x, uma sequéncia em Re L = R™. O complexo

de Koszul da sequéncia x é o complexo do Koszul K,(f), onde f é a forma linear em L tal que
f(e;) = x;. Tal complexo serd denotado por K, (x). Além disso, dado um R-médulo M, definimos

o complexo de Koszul de x com coeficientes em M como sendo o complexo
Ke(x, M) := K, (x) ® M.
Explicitamente, temos
npn artm n—Ilpn n f
Ke(x): 0 - A"R" — A" R" ... > R" — R =0,
onde

t
df L ARY 5 AVTIR™Y, e A Al o Y (D) e A AR A A,
r=1

Denotaremos a i-ésima homologia dos complexos K, (x) e Kq(x, M) por H;(x) e H;(x, M), res-
pectivamente.

Dada uma sequéncia x = Xy, ..., X, em R, considere as formas lineares

fIRn—)R, ei — Xi,

fi: Rn_] — R, e — X
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f:R—= R, 1r+— xn.

Segue da Proposicdo (1.6.5) que
Ke(x) = Ke(x1, -+, Xn—1) ® Ko (xn ).
Procedendo indutivamente, temos
Ke(X1,..oyXn) 2 Ke(X1) ® - - - @ Ko (X1 ).
Em particular, uma vez que o produto tensorial de complexos é comutativo, segue que o complexo

de Koszul de uma sequéncia independe da ordem dos termos da sequéncia.

Observacao 1.6.7. Sendo I = (xq,...,x,,) e f como na defini¢do 1.6.6, temos que o nicleo de f

é precisamente o médulo de sizigias do ideal I. Deste modo, a imagem de df'?) é um conjunto de

sizigias de 1. Por outro lado, uma maneira simples de obter sizigias para I consiste em escolher um

par (i,j) com 1 < i < j < n para obter o elemento (0,..., —X;,..., X; ,...,0). Observe, por
~—~ ~

i j
outro lado, que

(0,..., Xjseees X4 ,...,O) :xie]- —xjei = df(z)(ei/\e]-).
~— N~
i j
Assim, a imagem de df?) é gerada por estas “sizigias naturais”de 1.

Exemplo 1.6.8. Para um elemento x € R, o complexo de Koszul consiste apenas na multiplicacdo
por x:
Ke(x):0 - R =R —0.

Naturalmente, H; (x) = 0 se, e somente se, x € elemento regular. Desta forma, a regularidade de x

se relaciona com a homologia do complexo de Koszul.

Exemplo 1.6.9. Seja x = x,y em R. Assim, o complexo de Koszul de x consiste em
ar® 5 afl)
Ke(x):0 R — R" — R =0,

onde
df® :R = R, a+— (—ay, ax)

df'V :R? 5 R, (b,c) — bx +cy.
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Suponha que x seja uma sequéncia regular. Em particular, Hy(K.(x)) = R/(x,y) #0e
H, (Ko (x)) = ker df® = 0.

Por outro lado,
H; (Ko (x)) = ker dfV /Im df®).

Afirmamos que H,(K,(x)) = 0. Com efeito, note inicialmente que isto equivale a mostrar que,
dados o, B € Rtais que oacx+ By = 0, tem-se que (o, B) € R(—y, x) em R, Ora, pela regularidade
de x, a igualdade

ax+ Py =0

implica que 3 = Ax, para algum A € R. Sendo x um elemento regular, concluimos que
x = —Ay.

Logo, («, B) = A(—y,x) € R(—y, x), como queriamos.

Relacionar a regularidade de uma sequéncia com as homologias de seu complexo de Koszul
€ o objetivo central desta secdo. Em particular, os exemplos anteriores sdo casos particulares do
Teorema 1.6.13, como veremos. Descrever as homologias de tal complexo ndo € uma tarefa facil

em geral. Porém, as homologias nas extremidades deste complexo sdo particularmente simples.

Proposicao 1.6.10. Se x = x,,..., X é uma sequéncia em R e M é um R-mddulo, entdo:
Ho(x, M) > M/xM e H,(x, M) ~{ze M;xiz=0,i=1,2,...,n}
Prova. Seja
Ke(x,M):0 > A"R* @M Y5 A TIRM g M - 5 R @M —5 R M — 0.
Identificando R" @ M ~ M™ e R® M ~ M, temos
f:M"™ =M, (Mg, ,Mp) = XMy + -+ XMy,

donde segue que Hy(x, M) ~ M /xM. Analogamente, a partir das identificagdes A\"R"@M ~ M
e/\"TR"® M ~ R"® M ~ M™, temos

arm - M — M

m — (xm,—xom, -, (=) xym)
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Logo, Hn(x, M) = kerdf™ ~{ze M; xiz=0,i=1,2,...,n}. O

Para o préximo teorema, dado um complexo de R-mdédulos C, € x um elemento de R, denota-

remos o produto tensorial Cq ® Kq(x) por Cq(x).

Teorema 1.6.11. Seja (C,,8,) um complexo de R-médulos e x € R. Denote por C," 0o complexo

tal que Cp ' = Cy. Temos uma sequéncia exata de complexos
0= Co = Co(x) = Co/ =0,
a qual induz a sequéncia exata longa das homologias
o Hp(Ca) = Hy(Calx)) = Hpy(Ca) T Hy Ly (Ca) = -

Além disso, vale

xHy (Ce(x)) = 0, para todo p.

Prova. Seja
Ke(x):0 - R R — 0.

Assim, pela definicao de produto tensorial de complexos, obtemos

CQ(X):C0®Ko(x):"'_>cn@cnfl%Cn71®cn72_>"'
onde

1-|)n . Cn S Cnfl — Cnfl S Cnfz, Cn + Cn—1 6n(cn) + (_l)nilxcnfl-

Logo, a sequéncia exata de complexos segue da comutatividade do diagrama abaixo, a qual € de

verifica¢ao simples:

Oﬁ'cn—l—l —>Cn+1 ®Cy Cn 0
lénJrl l/‘l)'rwrl l‘sn
0 Cn Ch®Choy—=Cy—0
ker,

Resta provar a igualdade anunciada. Seja ¢, +cp—1 € Hp(Co(x)) =

= . Uma vez que
Imlbp—b—l 1

Cp +Cp_1 € ker,,, temos

5p(cp) + 6p_1(C—p_1) + (—1)p_1XCp_1 =0¢€ Cp—l D Cp_z.
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Em particular, obtemos:

6p—l(cp—l) =0.
6p(Cp) + (—l)p_IXCp,1 =0.

Afirmamos que x(cp, + Cp—1) = Pp41((—1)Pcp). De fato:

Yp1((=1)Pcp) = 8p((—1)Pep) + (=1)*Pxc, = x(cp + cpi).

O

Corolario 1.6.12. Se x = x,..., X € uma sequéncia de elementos de R e M é um R-mddulo,
entdo:

xH, (x,M) = 0.

Prova. No caso em que n = 1, temos K, (x;, M) = K,(x;) ® M. Logo, basta tomar C = M no

teorema anterior. Agora, sejan > O e fixe i € {1,...,n}. Uma vez que
K.(X7 M) - K.(Xi) ® K.(Xl" .. ’72‘1’ .. "XTI’ M)5

segue que Kqo(x,M) = Cq(xi), onde Cq = Kq(x1,...,%Xi,...,%Xn, M). Logo, novamente pelo
teorema anterior, obtemos:
xiHp (x,M) = 0.

donde segue o resultado. O
Podemos agora relacionar a regularidade de uma sequéncia com as homologias de seu com-

plexo de Koszul.

Teorema 1.6.13. Sejam M um R-modulo e X = x4, ..., %X, uma M-sequéncia. Entdo:
H, (x, M) = 0, para todop > 0.

Reciprocamente, suponha vdlida a condicdo abaixo.
(1) (R,m) é noetheriano local, com x C m e M ¢é finitamente gerado.
Neste caso, se Hi(x, M) = 0, entdo x é uma M-sequéncia.

Prova. Faremos inducgdo sobre n. O caso n = 1 € trivial pois, neste caso, Ko(x, M) é apenas
a multiplicacdo por x. Supomos agora n > 1. Fazendo C, = K,(xq,...,Xn_1, M) no Teorema
1.6.11, obtemos a sequéncia exata abaixo:
(=Pl
Hy (X1, oo Xn—, M) = Hp(x, M) — Hp i (%, .o, xn— 1, M) — Hpi(xg, .00 xn—1, M.
(1.5)
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Por hipétese indutiva, Hp(xl, ey Xn_1,M) = 0. Além disso, caso p > 1, também temos por
hipétese indutiva que
HP—I(X19 . 9Xn—1a M) = 05

donde segue que Hy,(x, M) = 0. No caso p = 1, obtemos por (1.5):
0— H] (X, M) — HQ(X], ey Xn—1» M) i) Ho(X], ey Xn—1, M) (16)

Uma vez que
M

(X],.. .,anl)M’

o resultado segue da exatidao da sequéncia (1.6) juntamente com a regularidade de x,, em

Ho(X1,. . s Xn_1, M) =

M/(X], .. .,Xn_l)M.

Agora suponha vdlida a condi¢ao i). Mais uma vez, faremos inducdo em n para mostrar a
regularidade da sequéncia x = x_...,X,. Como na primeira parte desta demonstragdo, o caso
n = 1 é imediato. Suponha entdo n > 1. Fazendo C, = K¢(x1,...,Xn_1,M) ep = 2 no

Teorema 1.6.11, obtemos a sequéncia exata
H1 (Xl, ooy Xn—1» M) ﬂ Hl(Xl, ey Xn—1, M) — H1 (X, M)
Como H;(x, M) = 0, concluimos que

Hl(X], v Xn—1, M) — (_X'TI)HI(XD' s Xn—1» M)

Logo, pelo lema de Nakayama, segue que H;(xq,...,xn,_1, M) = 0. Por hipétese de indugio, a
sequéncia X = Xq,...,Xn_1 € M-regular. Por fim, segue de (1.6) que x, € M/(xy,...,Xn)M-
regular. O

Corolario 1.6.14. Seja (R, m, k) anel noetheriano local. Se wm é gerado por uma sequéncia regular
X = X{,...,Xn, entdo o complexo de Koszul Ko(X1, ..., Xn) induz uma resolugdo livre minimal de
k.

Prova. De fato, pelo teorema anterior, o complexo
arfm

Ke(x):0 = AMR™ &5 An—IRm ... s R LR 0,

¢ tal que H;(K,(x)) = 0, para todo i > 0. Por outro lado, sendo Im f = m, obtemos a resolugio
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livre
(m)
0— AR L5 An-Ign L R RSk 0.

O fato de tal resolu¢@o ser minimal decorre imediatamente da definicdo da diferencial df. O
O resultado a seguir estabelece de forma precisa como o complexo de Koszul influencia no

célculo do grade de um ideal.

Teorema 1.6.15. Seja R um anel noetheriano, 1 = (yi,...,Yn) um ideal de R e M um R-mdédulo
finitamente gerado com M # IM. Se q = max{i; H;(y, M) # 0}, entdo

grade (LM) =n —q.

Prova. Seja x = x4,...,xs uma M-sequéncia maximal em [. Facamos indu¢do em s. No caso
em que s = 0, temos grade (I, M) = 0, de modo que I C Z(M). Consequentemente, I C p,
para algum p € Ass M. Escrevendo p = Ann(z) para um certo z € M ndo-nulo, concluimos que
yiz = 0, paratodo i = 1,...,n. Assim, pela Proposi¢do 1.6.10, concluimos que H,, (y, M) # 0.
Logo, g = n e o resultado esta provado neste caso.

Suponha agora s > 0. Denote M, = M /x;M e considere a sequéncia exata
0—+M-"5M— M, —0.

Uma vez que cada termo do complexo K, (y, M) € plano (por ser livre), obtemos a sequéncia exata
de complexos
0= Ke(y,M) = Ko (y,M) — Kq(y,M;) — 0.

a qual induz a sequéncia longa das homologias

o= Hi(y, M) 25 Hi(y, M) = Hi(y,My) = Hio (uy,M) 25 Hi o (y,M) — - -

Pelo Corolario 1.6.12,
yiHi(y,M) =y Hi_(y,M) =0.

Consequentemente, para cada i, temos a sequéncia exata
0 — Hi(y,M) — Hi(y,M;) —» H;_1(y,M) — 0. (1.7)

para cada i. Por outro lado, pela defini¢do de q, devemos ter Hq(y, M) # 0 e Hqy 1 (y,M) = 0.
Logo, fazendo i = ¢ + 1 em (1.7), obtemos H; (y,M;) # 0. Substituindo i sucessivamente
por q + 1, g + 2, etc, obtemos H;(y, M) = 0, para todo i > q + 1. Deste modo, uma vez que
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X2, ..., Xs € uma M;-sequéncia maximal em I, segue da hipdtese indutiva que
s—1=n—(q+1),

donde s =n —q. O

Corolario 1.6.16. Sejam M um R-médulo finitamente gerado com (R, m) anel noetheriano local

el=(yi,...,yn) C mumideal de R com IM # M. Denotey =y, ..., Yn. Sdo equivalentes:
(a) y é uma M-sequéncia.
(b) grade (I, M) =n.
(©) Hi(y.M]) =0.

Prova. (a)=-(b) Segue da definicao de grade de um ideal.

(b)=>(c) Se grade (I, M) = n, entdo q = 0 no enunciado do teorema anterior. Assim,
Hl (y9 M) - 0
(c)=(a) Segue do Teorema 1.6.13. O

Os dois resultados precedentes mostram que, no caso local, uma sequéncia estara tdo préxima

de ser regular quanto seu complexo de Koszul estara préximo de ser exato.

Exemplo 1.6.17. Sejam R = k[X, Y](x.v)/(Y* — X?) e x = X, Y. Note que (—X?2,Y) € uma sizigia
do ideal (X,Y) de R. Além disso, (—X2,Y) & R(=Y,X). Assim, H,(ke(x)) # 0. E imediato que
H,(ke(x)) = 0. Logo, com a nota¢ao do Teorema 1.6.15, ¢ = 1, donde depthR = 1.
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Capitulo 2
Anéis e Modulos Cohen-Macaulay

Neste capitulo, apresentamos os conceitos de anel e médulo Cohen-Macaulay e deduzimos suas
principais propriedades que justificam as vantagens de se trabalhar nestes ambientes. Dedicamos
duas secdes a anéis Cohen-Macaulay especiais: Anéis regulares e anéis de intersecdo completa.
Na se¢do de anéis regulares, apresentamos o teorema classico de Auslander-Buchsbaum-Serre. Os
anéis de intersecdo completa sdo caracterizados a partir de um invariante associado ao complexo

de Koszul.

2.1 Anéis e Modulos Cohen-Macaulay

Definicao 2.1.1. Sejam (R, m) um anel noetheriano local e M # 0 um R-mddulo finitamente
gerado. Dizemos que M é um R-mddulo Cohen-Macaulay se depth M = dim M. No caso em
que R ndo € local, M € dito um R-moédulo Cohen-Macaulay se M,, for um R;,- médulo Cohen
Macaulay, para cada m € Supp M. Um anel noetheriano R é um anel Cohen-Macaulay se for um

R-médulo Cohen-Macaulay.

Convencionando que o médulo nulo € Cohen-Macaulay, podemos dizer que M é Cohen-
Macaulay se M, for R,,,-médulo Cohen-Macaulay, para todo ideal maximal m de R.

Dado um anel noetheriano R, o Teorema 1.2.12 estabelece que
depth R,, = grade (m, R),

para todo ideal maximal m € R. Assim, a condi¢dao de R ser Cohen-Macaulay € equivalente a
exigir que grade (m, R) = htm, para todo ideal maximal m de R. Esta simples observagdo ja é uma

primeiro indicio das vantagens de se trabalhar num anel Cohen-Macaulay.

Exemplo 2.1.2. Todo corpo € um anel Cohen-Macaulay. Mais geralmente, todo anel artiniano é
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Cohen-Macaulay. O anel Z dos inteiros também € anel Cohen-Macaulay uma vez que todo ideal

maximal de Z tem grade e altura iguais a 1.

Exemplo 2.1.3. Mais geralmente, todo anel reduzido de dimensdo 1 é Cohen-Macaulay. De fato,
seja R um tal anel. Dado um ideal maximal m, como dimR = 1 e grade (m,R) < htm < 1,
segue que grade (m, R) < 1. Se for grade (m, R) = 1, entdo teremos também ht m = 1. Caso seja
grade (m, R) = 0, m sera formado por divisores de zero de R, ou seja, estard contido na unido de
seus primos associados, os quais sao todos minimais, ja que R € reduzido.

Logo, pelo lema da esquiva, m seria um primo minimal de R, tendo, portanto, htm = 0.
Assim, R é Cohen-Macaulay.

Exemplo 2.1.4. O anel R = K[X,Y]/(X?, XY) ndo é Cohen-Macaulay. Para ver isto, considere o
ideal maximal m = (X,Y). Temos que htm = 1. Por outro lado, dado f = aX + bY € m, temos

fX = 0. Isto mostra que todo elemento de m é divisor de zero em R e, portanto
grade (m,R) = 0.

Assim, R ndo é Cohen-Macaulay.
O teorema a seguir coleta algumas boas propriedades vélidas no ambiente Cohen-Macaulay.

Teorema 2.1.5. Sejam (R, m) anel noetheriano local e M um R-mddulo Cohen-Macaulay néo-

nulo. Entdo:
(a) dimR/p = depth M, para todo p € Ass M. Em particular, M ndo possui primos imersos.
(b) grade (I, M) = dim M — dim M/IM, para todo ideal I C m.
() X =X1,...,Xn € uma M-sequéncia se, e somente se, dim M /xM = dimM — n.
(d) x é uma M-sequéncia se, e somente se, X faz parte de um sistema de parametros de M.

Prova. (a) Pela Proposicdo 1.5.15, ja temos depth M < dim R/p. Além disso, por defini¢do de
dim M, vale a desigualdade dim R/p < dim M. Uma vez que dim M = depth M, a igualdade esta
provada.

(b) Fagamos induc@o sobre grade (I, M). Se grade (I, M) = 0, entdo, I C p, para algum
p € Ass M. Deste modo, pelo item anterior € suficiente mostrar que dim M /IM = dim R/p. Ora,
como Supp(M/IM) C Supp M, concluimos que dim M/IM < dimM = dim R/p. Por outro
lado, uma vez que p € SuppM e I C p, segue do Lema de Nakayama que p € Supp(M/IM),
donde dim M /IM > dim R/p.
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Suponha agora grade (I, M) > 0. Assim, podemos tomar x € I elemento M-regular. Uma vez
que
depthM/xM =depthM —1 e dimM/xM =dimM — 1

concluimos que M /xM ¢é Cohen-Macaulay. Logo, por hipétese indutiva, obtemos
grade (I, M/xM) = dim M /xM — dim(M/xM)/I(M/xM) = dim M/xM — dim M /IM.

Por fim, como grade (I, M/xM) = grade (I, M) — 1, o resultado estd provado.
(c) Pelo Corolério 1.6.16, x é uma M-sequéncia se, e somente se, grade (I, M) = n, onde
[ = (x). Logo, basta aplicar o item anterior.

(d) Segue do item anterior juntamente com o Teorema 1.5.14. O

Exemplo 2.1.6. Seja R = k[X,Y, Z]xv.z)/(XY,XZ)(xy.z). Note que, sendo m o ideal maximal
de R, temos
m’ = (X%, Y%, 2%, XY, XZ,YZ) xv.z) = X5, YL 22, YZ) (x.v.2)-

Uma vez que, em R, valem as igualdades
X(X+Y)=XeYX+Y) =Y

concluimos que m?> C (X + Y, Z). Além disso, sendo dim R = 2, podemos afirmar que {X + Y, Z}
€ um sistema de parametros para R. Por outro lado, Z € um divisor de zero em R, tendo em vista
que

AssR = (X)(xv.z) U (Y, Z)(xv.2),

ou, mais diretamente, observando que XZ = 0 em R. Logo, segue do item d) do Teorema 2.1.5

que R ndo € Cohen-Macaulay.

Veremos a seguir algumas operacdes para as quais a propriedade de ser Cohen-Macaulay €

estavel. Isto nos dard uma fonte maior de exemplos de anéis Cohen-Macaulay.
Teorema 2.1.7. Sejam R um anel noetheriano e M um R-modulo Cohen-Macaulay.

(a) Suponha que x é uma M-sequéncia. Entdo M /XM é R-mddulo Cohen-Macaulay. A reciproca

vale no caso R local.

(b) M,, é Ry,-médulo Cohen-Macaulay para todo p € Spec R. Além disso, se M, # 0, entdo

depth M, = grade (p, M).
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(c) Se R for local, entdo

dim M, + dim pﬂM = dim M.

Prova. (a) Se R for local, entdo basta mostrar que depth M /xM = dim M /xM, o que segue
diretamente das igualdades

dmM/xM =dimM —n
(2.1)
depth M /xM = depthM —n

Por outro lado, se R nao for local, tome m € Supp M, ideal maximal de R. Uma vez que
(M/XM)m ~ M., /XM,

onde X é a imagem de X em Ry, segue do caso local que (M/xM)_ é Ry-médulo Cohen-
Macaulay. Assim, M /xM é R-mé6dulo Cohen-Macaulay. A validade da reciproca no caso local é
consequéncia imediata das igualdades (2.1).

(b) Vamos provar o resultado inicialmente para o caso em que R € local. O resultado € trivial se
P & Supp M. Assim, seja p € Supp M. Pelo Teorema 1.2.12, item (a), obtemos grade (p, M) <
depth M,,. Deste modo, obtemos as desigualdades:

grade (p, M) < depthM,, < dimM,,.

Assim, basta mostrar que grade (p, M) = dim M,,, o serd provado fazendo indugdo em grade (p, M).
Analisemos primeiramente o caso em que grade (p, M) = 0. Neste caso, temos p C ¢, para algum
g € Ass M. Pelo Teorema 2.1.5, g é um elemento minimal de Ass M. Deste modo, como Supp M
e Ass M possuem os mesmos elementos minimais, concluimos que p € primo minimal em Ass M.

Desta forma, pela igualdade
Assg,Mp, ={q'Rp:q" Cp e q' € AssM}.
segue que Assg, M, = {pR,}. Consequentemente

rad(Ann M,,) = ﬂ q' =pR,

q/EMin(AssRP My)

donde segue que
dimM, = dimR,/Ann M, = 0.
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Assuma agora que grade (p, M) > 0. Neste caso, podemos escolher x € p elemento M-regular.

Sendo M’ = M /xM, temos que M’ é R-mddulo Cohen-Macaulay pelo item (a). Além disso,

grade (p, M’) = grade (p, M) — 1.

dimM’, =dimM,, — 1.

Logo, por hipétese indutiva, grade (p, M) = dim M',,, donde grade (p, M) = dim M,,.
Nos resta agora provar o caso geral sem a hipétese de que R € local. Tomemos entdo p €
Spec R. Nosso objetivo € provar que M, € um R,-médulo Cohen Macaulay. Fixe um ideal maxi-

mal m com p C m. Uma vez que R, =~ (Ry)pr,,, temos:

(Mu)pr. =~ My ®r, (Rm)pr,
(M®rRm) ®r,, (Rum)pra
M®g[Rm ®r,, (Rm)pr,]
M®R (Rm)pr,
MR,
~ M,.

Sendo M um R-médulo Cohen-Macaulay, M, é R,,-Cohen-Macaulay. Pelo caso local feito ante-
riormente juntamente com os isomorfismos acima, concluimos que M,, € Cohen-Macaulay.
(c) A igualdade segue diretamente do item (b) deste teorema juntamente com o item (b) do

Teorema 2.1.5. 0O

Observacao 2.1.8. Mais geralmente, se M € um R-mddulo Cohen-Macaulay e S C R é um sub-
conjunto multiplicativo qualquer, entdo Mg é Rs-mddulo Cohen-Macaulay. A ideia é reduzir este
caso geral ao que foi feito no Teorema 2.1.7: Dado um ideal maximal m de Rg, sabemos que
m = pRg para algum ideal primo p de Rcom p NS = 0. Logo (Rs)m =~ Ry e (Ms)m >~ M,,.
Assim, Mg € Rs-mo6dulo Cohen-Macaulay pois M, € R,,-médulo Cohen-Macaulay.

Corolario 2.1.9. Seja R um anel Cohen-Macaulay. Entdo
grade I = ht 1,
para todo ideal I C R. Além disso, se R for local, também vale

htI +dimR/I = dimR,
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para todo ideal I C R.
Prova. Uma vez que

grade I = inf{depthR,,p € V(I)} e htIl=infldimR,,p € V(I)},

a primeira igualdade segue. A segunda igualdade segue imediatamente do item b) do Teorema
2.1.5. O

Teorema 2.1.10. Seja R um anel noetheriano. Entdo, R[X] é anel Cohen-Macaulay se, e somente

se, R é Cohen-Macaulay.

Prova. Se R[X] for Cohen-Macaulay, entdo R ~ R[X]/(X) é Cohen-Macaulay pelo item (a) do

Teorema 2.1.7. Suponha agora que R é Cohen-Macaulay e seja m ideal maximal de R[X]. Devemos

provar que grade (m, R[X]) = htm. Para isto, considere a contra¢ao p = m N R de m em R.
Digamos que htp = n. Como pR[X] # m, concluimos que htm = n + 1 (Ver [6], Teorema

149). Desta forma, basta mostrar que
grade (m,R[X]) > n+ 1.

Como R anel Cohen-Macaulay, grade (p, R) = n. Assim, sejay = yi,...,Y, uma R-sequéncia

maximal em p. Uma vez que y permanece sendo uma sequéncia regular em R[X], obtemos
grade (m, R[X]/yR[X]) = grade (m, R[X]) — n.
Desta forma, basta provar que grade (m, R[X]/yR[X]) > 1. Suponha entdo que
grade (m, R[X]/yR[X]) = 0.

Deste modo, m esta contido nos divisores de zero de R[X]/yR[X]. Em particular, X ¢ m, donde

segue que R[X] = (m, X). Podemos portanto escrever
1 =Xf+g, paraalgumge mef € R[X].

Consequentemente, 1 — Xf € m. No entanto, afirmamos que 1 — Xf & elemento regular de
R[X]/yR[X]. Para isto, suponha que (1 — Xf)p(X) € yR[X] e escreva

p(X) = Z aXk.
k=0
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E suficiente provar que ax € yR. Faremos isto por indugdo sobre k. Para o caso k = 0, note

inicialmente que yR[X] = yR + (y; X)R[X] + - - - 4+ (yn X)R[X]. Assim, podemos escrever
(1=XF)p(X) =b +ys XFy + - + ynXfn (2.2)

comb € yRe f; € R[X]. Avaliando (2.2) em X = 0, obtemos a, = b € yR. Supondo agora
a; € yR para todo t < k, temos

k—1 m
(1=XAp(X) =) aX'(1—=Xf)+ ) aX'(1—Xf) € yRIX]

t=0 t=k

€ yRIX]

donde
m
> aX'(1—Xf) € yRIX].
t=k
Como ay é o coeficiente de X* no somatério acima, escrevendo uma igualdade andloga a (2.2),
concluimos que ay € yR. Desta forma, estd mostrado que 1—Xf é elemento regular de R[X]/yR[X],
o que € um absurdo visto que 1 — Xf € m. Isto encerra a demonstracao. O

Em particular, se R for Cohen-Macaulay, entao R[Xj, ..., X] € Cohen-Macaulay.

Exemplo 2.1.11. O anel de polindmios k[X] com k um corpo é um anel Cohen-Macaulay. A

k-dlgebra k 2t -1 ¢ Cohen-Macaul i

-algeora ——, -—— | € Lohen-iviacaula 018

£ 241782 +1 wayp
2t t2—1 kXYl
24+1782 41 (X2+Y2—1)

Exemplo 2.1.12. Seja K um corpo. O anel quociente

kX, X
P

A =

¢ Cohen-Macaulay para todo ideal primo p com htp € {0, I,n — 1,n}. De fato, se htp = 0, entdo
p =0eA =Kk[X,,...,X,] é Cohen-Macaulay. Se htp = 1, entdo p € ideal principal (ver Lema
2.2.19). Logo, A é Cohen-Macaulay pelo item a) do Teorema 2.1.7. Se htp = n — 1, entdo A é
um dominio de dimensdo de Krull 1, e portanto Cohen-Macaulay pelo Exemplo 2.1.3. Por fim, se

htp = n, entdo p é ideal maximal e A € Cohen-Macaulay por ser um corpo.

Exemplo 2.1.13. Considere a k-dlgebra R = k[X*, X?Y, XY?, Y4]. Afirmamos que R ndo é Cohen-
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Macaulay. Para tal, considere o seguinte ideal maximal de R:
m = (X4, X3V, XY3, Y4).

Uma vez que
R/(X%, YY) ~ kXY, XY?],

(X*,Y*) é ideal primo de R. Logo, a cadeia de inclusdes
(0) c (X, YY) Cm
nos mostra que htm > 2. Além disso,
m* C (X*, Y*), donde m = rad(X*, Y*).

Consequentemente
rad(X*, Y*)m = mRy,.

Assim, pelo Teorema 1.5.3, htm = dim R, < 2. Desta forma, htm = 2. No entanto, afirmamos

que grade (m, R) = 1. De fato, as igualdades
( (X3Y)? = XOY2 ¢ X*R.
X3Y(XPY)? = X8XY3 € X4R.

XY3(X3Y)? = (X4YH)X3Y € X“R.

Y4(X3Y)? = X4(XY3)? € X*R.

\

mostram que todo elemento de R € divisor de zero em R/(X*)R. Assim, X* é uma sequéncia regular

maximal em m.

Exemplo 2.1.14. Podemos completar a discussdo iniciada no Exemplo 2.1.12 afirmando que se
n > 3, entdo paracadai € {2,3,...,n — 2} existe um ideal primo p com htp = i e A ndo Cohen-
Macaulay. Com este objetivo, seja R a k-algebra do exemplo anterior e definamos inicialmente o

morfismo sobrejetor

@ kX1, X2, X3, X4] = R, F(Xl,Xz,X3,X4) = F(X4,X3Y, XY3,Y4)
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e sejap = ker . Assim
k[Xl9 X29 X3’ X4]/p =~ R

nao é Cohen-Macaulay pelo exemplo anterior. Também concluimos que p € ideal primo de
kX1, X2, X3, X4]. Além disso, como {X*, Y*} é base de transcendéncia para a k-algebra R, sua
dimensao de Krull é 2 e, portanto, ht p = 2. Isto resolve o problema para o cason = 4. Sen > 4,

0 isomorfismo
KX, Xal/ (s Xsy oo, Xo) 2 (KIXY, Xo, X3, Xal /D) Xoit, .- s X (5<r<n)
juntamente com o Teorema 2.1.10 garantem que o ideal (p, Xs, ..., X;) € primo e que o quociente
kIXi, .. Xal/ (P, Xs, .o, XS )
nao € Cohen-Macaulay. Ademais
ht(p, Xs, ..., X;) =1—2
varre o conjunto {3,...,n — 2} para 5 < r < n. Analogamente, o isomorfismo
KIX1, . Xal/p o (KIXG, Xa, X3, Xl /p) [Xs, .00, X

garante que o quociente
k[Xl’ cre Xﬂ.]/p

nao € Cohen-Macaulay. Como htp = 2, isto encerra todos 0s casos.

Veremos agora como a propriedade Cohen-Macaulay pode ser caracterizada pela decomposicao

primdria de certos ideais.

Definicao 2.1.15. Seja R um anel noetheriano. Um ideal 1 de R é dito puro se todo primo associado

a 1 possui a mesma altura.

Note que todo ideal puro ndo possui primos imersos. Além disso, se htI = n e I pode ser

gerado por n elementos, entdo ndo possuir primos imersos implica em ser puro.

Teorema 2.1.16. Seja R um anel noetheriano. Entdo, R é Cohen-Macaulay se, e somente se, todo

ideal 1 gerado por ht1 elementos for puro.

Prova. Suponha que R é Cohen-Macaulay e seja I = (x,...,%x,) comn = ht [. Basta mostrar que

[ ndo possui primos imersos. Assim, considere p, q € Ass R/I com p C g e vejamos que p = (.
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Tomando um ideal maximal m com p C q C m, temos que pR,, C Ry, sd@o primos associados
de I,,. Deste modo, pelo item a) do Teorema 2.1.5, basta provar que R, /I,; € Ry,-mddulo Cohen

Macaulay. Sendo R,, anel Cohen-Macaulay local, o corolério anterior nos diz que
dimR, /I, = dimR,, —ht L.

Afirmamos que htI,, = n. De fato, como I, é gerado por n elementos, temos ht [, < n pelo

Teorema do Ideal de Krull. Por outro lado

htl, = inf{htp'Ry; comp’ideal primodeRel C p’ C m}
= {htp’;com p’ ideal primode Re I C p’ C m}

> htl

Logo, htI,, = nedimR,, /I, = dim R, —n. Por outro lado, pelo corolario anterior, n = grade [,.

Logo, resulta do Corolério 1.6.16 que X é R,-regular, onde X é a imagem de x em R,,. Logo:
depth (Ry,/I,) =depthR, —b =dimR,, — n,

o que implica que R, /I, é anel Cohen-Macaulay. Isto prova a primeira implicacdo. Para a
implicacdo reversa, provemos que ht I = grade I para todo ideal I C R. Digamos que htI = n.
Como R é noetheriano, existem Xxp,...,Xx, € I tais que ht(xy,...,x;) = 1i, para cada i. Ob-
serve que Xi;; ¢ P, para cada p primo minimal em Ass (R/(xy,...,x;)). De fato, do contrario
a inclusao (xp,...,Xxi11) C p implicaria que htp = 1 + 1, o que é um absurdo. Por outro
lado, (xq,...,Xi) € puro e portanto, ndo possui primos imersos. Deste modo, x;,; é elemento
R/(x1,...,xi)-regular, donde a sequéncia xi,...,Xx, € R-regular. Resulta dai que gradel > n.

Ora, mas grade I < htI = n. Segue que grade I = htI, donde R é anel Cohen-Macaulay. O

2.2 Anéis Regulares

2.2.1 Definicao e propriedades.

Seja (R, m) um anel noetheriano local. Pelo lema de Nakayama, o nimero minimo de geradores
de seu ideal maximal pode ser expresso pela dimensdo do k-espago vetorial m/m?. Definimos
este nimero como sendo a dimensdo de imersdo de R, denotada por embdim R. Em geral, temos
dim R < embdim R, pelo teorema do ideal de Krull. Quando a igualdade ocorre, dizemos que R é

um anel regular local.
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Exemplo 2.2.1. Dado um corpo k, k[X;,..., Xn] e k[Xy,..., Xy X,

regulares locais.

x,,) sdo exemplos de anéis
n

.....

Exemplo 2.2.2. Seja R = k[X]/(X?). Note que R é um anel local artiniano. Assim, dimR = 0.
Por outro lado, o ideal maximal de R é principal e ndo-nulo. Assim, embdim R = 1. Portanto, R

nao € um anel regular local.

Observe que se (R, m) é regular, entdo qualquer gerador minimo de m é um sistema de parametros
de R. Por esta razdo, quando (R, m) € regular, cada gerador minimo de m é dito ser um sistema
regular de parametros de R. Vejamos uma condi¢do para que o quociente de um anel regular local

permaneca regular.

Proposicao 2.2.3. Seja (R,m) um anel regular. Se [ = (x4,...,X¢) € X1,...,X; € parte de um

sistema regular de parametros de R, entdo R/I é regular.

Prova. Sejan = dim R. Por hipétese, existe um sistema regular de pardmetros {xy,...,X¢, ..., Xn}

de R. Pelo Teorema 1.5.14, segue que
dimR/IT=n—t.
Por outro lado, sendo 1 o ideal maximal de R/I, temos | = (X¢;1,...,Xn). Assim:
n—t=dimR/I < embdimR/I < n —1t.

Portanto, dim R/I = embdim R/I, donde R/I é regular local. O

A condig¢do de ser regular repercurte na natureza aritmética do anel, como vemos a seguir.
Teorema 2.2.4. Todo anel regular local é um dominio.

Prova. Seja (R, m) um anel regular. Faremos indu¢do em dim R. Caso dimR = 0, R é um corpo
e o resultado esta provado. Suponha agora dimR > 0 e sejam p;, ..., pn 0S primos minimais de
R. Afirmamos que existe um elemento x € m que ndo pertence a m> € nem a nenhum dos primos

minimais de R. De fato, se este nao fosse o caso, teriamos
mcm*Up, U---Upn.

Pelo lema da esquiva, uma vez que m ¢ m? (Pois isto implicaria que m = 0, contrariando a
hipétese dimR > 0), devemos ter m = p;, para algum 1. Ora, mas isto nos diz que m é um
primo minimal e portanto, dim R = 0, contrariando novamente a hipétese dim R > 0. Deste modo,

podemos escolher um elemento x € m — m? com x ¢ p;, paratodoi = 1,...,n. Como x ¢ m?,
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a imagem de x no k-espago vetorial m/m? é nio-nula. Estendendo-a a uma base deste espaco
vetorial, concluimos pelo lema de Nakayama que x faz parte de um gerador minimo de m. Pela

Proposigdo 2.2.3, segue que R/(x) € regular. Por outro lado, pelo Teorema 1.5.14,
dimR/(x) =dimR — 1.

Assim, deduzimos, por hipétese indutiva, que R/(x) € um dominio. Desta forma, (x) € ideal primo
de R e, portanto, contém p;, para algum 1. Por fim, para tal indice i, dado y € p;, podemos
escrever

y = ax

para algum a € R. Como x ¢ p;, segue que a € p;. Assim, estd provado que

Pi = XPi.
Pelo lema de Nakayama, segue que p; = (0), o que mostra que R € um dominio. O
Proposicao 2.2.5. Sejam (R, m) um anel noetheriano local e X = X1,...,Xn um gerador minimo

de m. Sdo equivalentes:
(a) R é regular.
(b) x é uma sequéncia regular.

Prova. (a)=-(b) Uma vez que R é regular, x € um sistema de pardmetros de R. Assim,

R/(%1s s xi)
¢ regular e portanto um dominio, paracadai = 1,...,n — 1. Segue que x;,; € elemento regular
sobre R/(x1,...,x;), donde x é uma sequéncia regular.

(b)=>(a) Por um lado, sendo x uma sequéncia regular, x é parte de um sistema de parametros

de R e assim, dim R > n. Por outro lado, como
m=(Xg,...,Xn)
concluimos pelo teorema do ideal de Krull que

dimR =htm < n.
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Segue da proposicao anterior que todo anel regular local € Cohen-Macaulay. Assim, estamos
de fato estudando um tipo especial de anel Cohen-Macaulay. A igualdade entre as dimensodes
de Krull e de imersdao num anel regular local R nos fornece uma medida de controle universal
para a dimensdo projetiva de todos os seus R-moddulos. Este € um aspecto que diferencia os anéis
regulares locais dos anéis Cohen-Macaulay em geral. Para entender isto melhor, comecamos com

a defini¢do abaixo.

Definicao 2.2.6. A dimensdo global de um anel R é o supremo das dimensédes projetivas de seus

R-modulos.

Denotamos a dimensao global de R por dimgl R. Desta forma:
dimgl R = sup{dim proj M, M é um R-médulo}.

Um aspecto crucial a respeito da dimensao global € que ela pode ser calculada restringindo-se aos

R-modulos finitamente gerados. Este resultado dependera dos lemas a seguir.
Lema 2.2.7. Seja M um R-médulo. As seguintes afirmacdes sdo equivalentes:
(a) M é um R-mddulo projetivo.
(b) Extg(M,N) = 0, para todo R-médulo N e n > 0.
(c) Exty(M,N) = 0, para todo R-médulo N.

Prova. (a)=-(b) Sendo M projetivo,
Pe:0 M —0

¢ uma resolugdo projetiva deletada de M. Logo, aplicando o funtor Hom(—, N) ao complexo
acima, obtemos
Extg (M, N) = H"(Hom(P,, N)) =0,

para todon > 0.
(b)=-(c) Trivial.
(c)=-(a) Pelo Corolario 4.1.9, € suficiente mostrar que o funtor Homg (M, —) é exato. Dado

uma sequéncia exata de R-modulos

0O——A—-B—-C—=0
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obtemos a sequéncia exata longa induzida

0 — Hom(M, A) — Hom(M, B) — Hom(M, C) — Exty(M,A).

~—
0

Isto encerra a demonstracao. O
Podemos generalizar o resultado anterior, obtendo uma melhor compreensao sobre como a

nulidade do funtor Extg (M, —) afeta a dimensdo projetiva de M.

Lema 2.2.8. Seja M um R-modulo. As seguintes afirmacdes sdo equivalentes.
(a) dimprojM < n.
(b) Extk(M,N) = 0, para todo R-médulo N e para todo i > n.
(c) BExty ™' (M, N) = 0, para todo R-médulo N.

(d Se0 —- Ky —>Phg—>--—Pg f%) M — 0 é uma sequéncia exata de R-médulos com

os Pi’s projetivos, entdo K,,_ € projetivo.
Prova. (a)=-(b) Seja r = dim proj M < n e tome uma resolucio projetiva de M
Pe:0 P, —---—=Py—-M—=0.

Segue que
Extk (M, N) = H*(Hom(P,,n)) = 0.

parai > T.
(b)=(c) Trivial.
(¢)=-(d) Sendo N um R-mddulo arbitrério e K, = ker f,, obtemos a sequéncia exata

0—-Ky—=Pyp—-M—=0
a qual induz a sequéncia exata longa

<o — Bxtg (M, N) — Extg (P, N) — Exth (Ko, N) — Extp*'(M,N) — Exty "' (Po, N) — - -
T/ %0/_/

Consequentemente,
Exth (Ko, N) =~ Exty '(M,N) = 0.
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Analogamente, tomando K; = ker f; e repetindo o raciocinio acima, deduzimos que
Extp ' (K, N) ~ Exty (Ko, N) = 0.
Iterando o raciocinio, concluimos que
Exty (Kn—1, N) = 0.

Assim, pelo Lema 2.2.7, K, _; € projetivo.

(d)=-(a) Segue da definicao de dimensao projetiva de um modulo. O

Corolario 2.2.9. Se M, N sdo R-mddulos, N tem dimensdo projetiva finita e é um somando direto
de M, entdo
dim proj N < dim proj M.

Prova. Se dim proj M = oo, ndo ha o que se fazer. Suponha agora que dim proj M = n. Sendo
NeN=M,
considere sequéncias exatas

0—-Kyg—=Prg—--—=Pyp—=N-=0

0-Kn =Py —-- =P =>N=0

onde P;, P; sio médulos projetivos. Destas sequéncias, se obtém a sequéncia exata
05K 1 &Ky =>P 1 ®Pr = >P@®Py > Na&N = 0.

Pelo lema anterior, concluimos que K,, | @ K,,_; é projetivo, donde segue que K,, ;| é projetivo.
Logo, dim proj N < n. O
Lema 2.2.10. Seja M um R-modulo. As seguintes afirmagées sdo equivalentes:

(a) diminjM < n.
(b) Extp ™' (R/I, M) = 0, para todo ideal 1 C R,

Prova. (a)=-(b) Suponha que diminj M = 1 < n e considere uma resolugdo injetiva de M
Q*:0-Q°—=--- = Q" —0.
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Segue que
Exty™' (R/LM) = H™*' (Hom (R/L Q")) = 0.

(b)=-(a) Faremos inducdo sobre n. Suponha inicialmente n = 0. Devemos mostrar que M
€ um R-modulo injetivo. Faremos isto utilizando o critério de Baer. Sendo assim, fixe um ideal
[ C R. Da sequéncia exata

0—>1I—-R—R/I—=0,

obtemos a sequéncia exata longa induzida pelo funtor Extg(—, M):

0 — Hom (R/I,M) — Hom (R, M) — Hom (I, M) — Exty (R/I,M) — - -
~——

0

Dai, concluimos que o morfismo
P :Hom(R,M) — Hom(I,M), f~foi

¢ sobrejetor. Pelo critério de Baer, segue que M é um R-mddulo injetivo. Suponha agoran > 0 e

tomemos uma resolucgdo injetiva de M
Q°*:0-5Q°=5Q' = > Q"' ™Y Q,,— -

Seja C = Coker ¢, ,. Isto nos fornece a sequéncia exata
0-Q=Q'=----=2Q"?*=Q"!'=wC—=0 (2.3)

Se C for R-mdédulo injetivo, entdo (2.3) é uma resolucdo injetiva para M, donde diminj M < n.
Logo, € suficiente provar que C € injetivo. Ora, conectando (2.3) a uma resolugdo injetiva de C,

obtemos:
Extg (R/I,C) ~ Exty ' (R/I, M) = 0.

Pelo caso n = 0, concluimos que C € injetivo. O

Corolario 2.2.11. Seja R um anel. Entdo:
dimgl R = sup{dim proj M, M é R-mddulo finitamente gerado}.

Prova. Suponha que dim proj M < n para todo R-médulo finitamente gerado e mostremos que a

mesma desigualdade vale para um R-médulo qualquer. Fixado um ideal I C R, uma vez que R/I é
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um R-moédulo finitamente gerado, temos
dim proj R/T < n.
Dai, dado um R-médulo M, segue que
Extp ™' (R/I,M) = 0.

Consequentemente, diminj M < n. Com esta desigualdade vale para todo R-mddulo, obtemos
pelo Lema 2.2.10 que
ExtE“(M, N) =0,

para quaisquer R-médulos M, N. Por fim, usando agora o Lema 2.2.8, concluimos que
dimprojM < n

para todo R-médulo M. O

Exemplo 2.2.12. Seja R um dominio de ideais principais que ndo € um corpo.. Afirmamos que
dimgl R = 1. De fato, se M € um R-médulo finitamente gerado ndo-nulo, podemos construir um
morfismo sobrejetor @ : R™ — M. Uma vez que, sobre um dominio de ideais principais, todo
submddulo de um moédulo livre também € livre, concluimos que ker ¢ € livre. Isto nos dd uma
resolucgdo livre

Fe:0 > ker¢g - R"—-M — 0

de comprimento 1. Assim,
dimprojM < 1.

Pelo corolério anterior, segue que
dimglR < 1.

Por outro lado, pelo exemplo 4.1.4, para qualquer ideal ndo-nulo I de R, temos que M = R/I ndo

€ R-mddulo projetivo. Logo, dim proj M = 1. Desta forma,
dimglR = 1.
Teorema 2.2.13. Seja R anel noetheriano local com corpo residual k. Entdo:
dimgl R = dim proj k.
Prova. Ja temos, por definicdo de dimensao global, a desigualdade dimglR > dim projk. Se
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dim proj k = oo, o resultado € trivial. Supondo agora n = dim proj k, concluimos por defini¢do do
funtor Tor que
Tor} (M, k) = 0.

Logo, pelo Corolario 1.3.5, segue que
dimprojM < n

para todo R-médulo finitamente gerado. Pelo coroldrio anterior, isto mostra que dimglR < n.
Assim, o teorema esta provado. O

Desta forma, no caso local, a dimensdo global parece se comportar melhor. Neste caso, iremos
provar que a finitude da dimensao global é equivalente a regularidade do anel.

O resultado a seguir € um lema técnico.

Lema 2.2.14. Sejam (R, m) um anel noetheriano local e x € m — m?. Entdo, m/xR é somando

direto do R-mddulo m/xm.

Prova. Considere o morfismo natural f : m/xm — m/xR. Basta provar que existe um morfismo

g : m/xR — m/xm cumprindo a igualdade f o g = id. De fato, isto implica que a sequéncia exata
0 — kerf — m/xm BN m/xR

cinde, o que garante que m/xR é somando direto de m/xm conforme a Proposicdo 4.1.7. Como

x ¢ m?, podemos construir um gerador minimo de m a partir de x, digamos m = (x, Xy, ..., Xs).
Sendo b = (x4, ...,Xs), ndo é dificil verificar que
bNxR C xm.

Assim, temos o isomorfismo
m/xR = (b+xR)/xR~b/xRNb

o qual nos permite identificar o morfismo natural g : b/xRNb — m/xmcomo g : m/xR — m/xm.
A verificacdo de que f o g = id € imediata. O

Teorema 2.2.15 (Auslander-Buchsbaum-Serre). Seja (R, m, k) um anel noetheriano local. Entdo,

R ¢é regular se, e somente se sua dimensdo global é finita. Em caso, positivo, vale a igualdade

dimgl R = dim R = dim proj k.
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Prova. Suponha inicialmente que R € regular com dim R = n. Tome x = Xx,..., X, um sistema
regular de parametros. Sendo x uma R-sequéncia em m, o Corolario 1.6.14 nos diz que o complexo
de Koszul Kq(x1,...,X,) € uma resoluc¢do livre minimal de k. Assim, dimprojk = n. Logo,
segue do Teorema 2.2.13 que dimgl R = n. Suponha agora que dimgl R € finita. Em particular,
dim projm € finita também. Mostraremos que este fato implica na regularidade de R, fazendo
inducdo sobre 1 = embdim R. No caso em que n = 0, R é um corpo e portanto, regular. Suponha
agora . > 0. Afirmamos que existe um elemento regular x € m — m?2. De fato, se este nio fosse o

caso, entao obteriamos a inclusao
mCmZUplU---UpT
onde py,..., P sdo os primos associados de R. Pelo lema da esquiva, isto implica em
m = m? oum = p;, para algum 1.

Na primeira possibilidade, obtemos m = 0, contrariando o fato de n ser positivo. O caso m = p;
exige maior andlise. Primeiramente, existe ¢ € R ndo nulo tal que cm = 0, pois m € um primo
associado de R. Isto jd nos diz que m ndo € R-mddulo projetivo, pois se o fosse, m seria livre
e a igualdade cm = 0 nos conduz ao mesmo absurdo de que m = 0. Por outro lado, sendo m
um primo associado de R, temos depth R = 0. Assim, pelo Teorema de Auslander-Buchsbaum,
dim projm = 0, donde m é R-mddulo projetivo, o que € uma contradi¢ao.

Assim, podemos escolher um elemento regular x € m—m?. Considere R’ = R/xRen = m/xR.
Nio ¢ dificil verificar que embdimR’ = n — 1. Se provarmos que dim projn € finita, entdo,

poderemos usar a hipétese indutiva para garantir que R’ € regular. Dai, como
dimR’ = dimR — 1,

concluiremos que dimR = m, ou seja, que R € regular. Portanto, basta provar a finitude de
dim proj n. Para isto, come¢amos notando que, pelo Lema 1.3.6:

dim proj g m/xm = dim proj ym < oo.

Por outro lado, usando agora o Lema 2.2.14, podemos concluir que m/xR é somando direto de
m/xm. Isto posto, obtemos pelo Corolario 2.2.9 que

dim proj g m/xR < 0.
Isto encerra a demonstragao. O
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Corolario 2.2.16. Se R é um anel regular local e p ¢é ideal primo de R, entdo R,, é anel regular.

Prova. Pelo teorema anterior, dim proj R/p < co. Assim, podemos tomar uma resolucao projetiva
P, para R/p. Segue que P, ® R,, é uma resolucdo do projetiva do R,-médulo (R/p), ~ R, /pR,,.
Assim, o corpo residual de R, possui dimensao projetiva finita. Pelo teorema anterior, R,, € anel

regular. O

Exemplo 2.2.17. Considere o anel R = k[X]/(X?). Vimos no exemplo 2.2.2 que R é um anel local
que ndo é regular. O corpo residual de R visto como R-médulo é isomorfo a k, onde a acio de X
sobre k € nula. Pelo Teorema de Auslander-Buchsbaum-Serre juntamente com o Teorema 2.2.13,
deduzimos que projdim gk = oo.

Podemos verificar isto diretamente, a partir da resolucdo livre minimal infinita
X X ad
Fe: ++—R-—R—R—k—=0

onde 7t : R — k é a projec¢do candnica de R sobre k = k[X]/(X). A infinitude da dimensdo

projetiva de k como R-mddulo decorre agora do Corolario 1.3.5.

Observacao 2.2.18. Podemos naturalmente generalizar o exemplo anterior, considerando o anel
R = k[X]/(X™), paran > 1. Note que, neste caso, uma resolucéo livre minimal infinita de k é
dada por

Fo: oo —RESRSRESRSR S k0.

2.2.2 O teorema das Sizigias de Hilbert e o teorema de Auslander-Buchsbaum-

Nagata

Nesta secdo, encerramos nosso estudo de propriedades aritméticas dos anéis regulares locais, apre-
sentando o teorema de Auslander-Buchsbaum-Nagata, o qual afirma que tais anéis sdao dominios
de fatoragdo tnica. Em seguida, estenderemos o conceito de anel regular para o caso nao local.
Veremos que os anéis de polindmios com coeficientes num corpo formam um anel regular com
dimensao global finita, a partir do teorema das Sizigias de Hilbert.

Comecamos com dois lemas técnicos a respeito de DFU’s.

Lema 2.2.19. Seja D um dominio noetheriano. Entdo, D é um DFU se, e somente se, todo ideal

primo de altura 1 ¢é principal.

Prova. Suponha que D € um DFU e seja p um ideal primo de altura 1. Tomando um elemento d
nao-nulo em p, segue que algum de seus fatores irredutiveis pertence a p. Chamando tal fator de

d’, obtemos a inclusdo (d’) C p. Por outro lado, (d’) também é ideal primo de altura 1. Logo,
(d") =p.
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Para a reciproca, € suficiente mostrar que todo elemento irredutivel de D € primo. Com este
objetivo, considere um elemento irredtutivel w em D e seja p um primo minimal sobre (ut). Pelo
teorema do ideal de Krull, obtemos htp = 1. Assim, p = (a) para algum a € D. Podemos entio
escrever U = ta para algum t € D. Como u € irredutivel, t € invertivel e portanto (u) = p. Em

particular, u é elemento primo de D. O

Lema 2.2.20. Sejam D um dominio noetheriano e @ um elemento primo de D. Se D . for um DFU,
entdo D é um DFU.

Prova. Pelo lema anterior, basta tomar um ideal primo p e mostrar que htp = 1. Denote por S o
conjunto multiplicativo das poténcias de 7. Se p intersectar S, entdo 7t € p, donde p = (7). Caso
p seja disjunto de S, pD, serd um ideal primo de altura 1 em D e, portanto, principal. Deste
modo, o conjunto

X ={(a), aDy = pD,}

nao é vazio. Sendo D noetheriano, X possui um elemento maximal, digamos (b). Vamos provar
que p = (b). Para isto, observe preliminarmente que b ¢ (7t). Com efeito, se este fosse o caso,
poderiamos escrever

b = tm,

comt € D. Assim,comob € pem & p, temos t € p. Ora, mas entdo (b) C (t) e (t) € X,
contrariando a maximalidade de (b). Finalmente, dado x € p, como x € bD, obteremos u € D
et € S tais que

% = ub.

Como 7t é elemento primo e 7t { b, segue que 7t | u. Deste modo, a igualdade acima se reduz a

Iterando o argumento anterior, obtemos por fim , x € (b), o que prova que p = (b). O
Teorema 2.2.21 (Auslander-Buchsbaum-Nagata). Todo anel regular local é um DFU.

Prova. Seja (R,m) um anel regular local. Faremos indu¢do em dim R. Caso dimR = 0, entdo
R € um corpo e, portanto, um DFU. Suponha agora dim R > 0. Podemos escolher um elemento
71 € m — m?. Assim, 7t faz parte de um sistema regular de parAmetros de R, o que nos diz que
R/(m) € regular. Deste modo, (7t) é um ideal primo. Pelo Lema 2.2.20 € suficiente provar que
S = R, é um DFU. Para isto, tomemos um ideal primo p € S com altura 1 e provemos que p é

ideal principal.
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Seja T o conjunto multiplicativo das poténcias de 7t. Dado um ideal primo q € S, sabemos que

para algum ideal primo P de R, com P disjunto de T. Em partiular, Sq ~ Rj. Por outro lado,

P € m. Consequentemente
dimS, = dimR; = htp < dimR.

Assim, por hipétese indutiva, Sq é um DFU. Se p ¢ g, entdo pSq ~ S Caso p C ¢, entdo pSq €
ideal primo de altura 1 em S e, desta forma, € ideal principal . Como S € um dominio, obtemos
também pS, ~ S,. Assim, de todo modo, temos pSy ~ S,. Em particular, pSq é S-mddulo
livre de posto 1, para todo ideal primo q de S. Isto implica que p é S-mddulo projetivo. Agora
escrevamos p = T ', com f ideal primo de R. Como R € regular local, dim proj 3 € finita.
Assim, existe uma resolucdo livre minimal finita para 3. Localizando tal resoluciao, obtemos uma

resolucdo livre finita de S-mddulos para p:
Ge: 05 Gy 25Gy— =G G —-p—0

Se s = 0, entdo p ~ Gy. Além disso, p possui posto 1. Logo, Gy = S e, assim, p € principal.

Suponha entdo s > 0. Note que, se p possui uma resolugdo livre do tipo
0—S™-2L s 5p 0 (2.4)

entdo, pelo teorema de Hilbert-Burch, p € principal, como queriamos. Assim, é suficiente provar
que p admite uma resolucdo livre como em (2.4). Faremos indug@o sobre s.

Se s = 1, o resultado segue do fato de p ter posto 1 juntamente com a Proposi¢ao 1.4.6.
Suponha agora s > 1. Como p é um S-mddulo projetivo, ndo € dificil verificar que seus médulos

de sizigias com respeito a G, também o sdo. Em particular, a sequéncia exata
0—>kerGe_; > Gy >ImG,_; — 0

cinde, ou seja
Gs 1 ~ImG,_ | dkerps_;.

Por outro lado, como ¢ € injetor e Im @ = ker ¢_;, concluimos que

Gs,1 ~ Im5,1 @GS
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Assim, G, induz a resolucio livre
G,:0—>ImGs_ 1 ®Gs -G , PGy +Gs3—>--—>Gy—=p—0

de comprimento s — 1. Pela hipétese indutiva, a afirmacao esta provada. O

Podemos estender a nocao de regularidade para o caso ndo-local.

Definicao 2.2.22. Um anel noetheriano R € dito regular se R,, é um anel regular local, para todo

ideal maximal m de R.
Observacio 2.2.23. E imediato que o Coroldrio 2.2.16 se estende ao caso néo-local.

Exemplo 2.2.24. Vejamos que o teorema de Auslander-Buchsbaum-Nagata ndo se aplica ao caso
ndo local. Para isto, considere o anel R = C[X, Y]/(Y?>—X?+X). Note que R é um anel noetheriano
nao-local, onde, pelo teorema dos zeros de Hilbert, os ideais maximais sdo da forma m = (X —
a,Y—"b), com a,b € C tais que b? — a® + a = 0. Vamos mostrar que R € regular. Para tal,
usaremos o resultado abaixo (vide [9], Proposi¢do 4.6.3):

Seja k um corpo algebricamente fechado, f € k[X, Y] um polinémio irredutivel e (a,b) € Ai
um ponto da curva f(x,y) = 0, correspondendo ao ideal maximal m = (X — a,Y — b) do anel
S = k[X,Y]/(f). Entdo:

of of
2, se —(a,b) = —(a,b) = 0.
S se ax(a ) ay(a )

1, do contrdrio.

No nosso caso, sendo f = Y?> — X? + X, as condi¢des

of of
~(a,b) = —(a,b) =0
ax(a, ) ay(a, ) =0,

3
implicamque b =0e a = j:T, e nenhuma dessas solugdes satisfaz f(a, b) = 0. Assim,

dimy ——=— =]
e MR

para todo ideal maximal m de R. Logo, embdim R,,, = dimR,, = 1. Portanto, R, € regular para
todo ideal maximal m de R. Assim, R € um anel regular.

Vejamos agora que R ndo é um DFU. Considere o ideal primo p = (X,Y) de R. Note que
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htp = 1. Assim, se R for DFU, entdo p deve ser principal, conforme o Lema 2.2.19. Observe que
y 2 oo 2 Lo o o oo <
pT=(X,XY,Y) = (X, XY, X —X) =(X,XY) = (X).

Considere ainda o k-automorfismo o : C[X,Y] — C[X, Y] dado por o(X) = Xe o(Y) = —Y. Uma

vez que o(Y? — X3 + X) = Y2 — X? + X, podemos estender o a R. Com tal extensdo, vale, € claro,

o(p) =p.
Agora suponhamos que p € ideal principal. Como todo elemento de R pode ser escrito na forma

a(X) + b(X)Y, com a(X),b(X) € C[X] e, como vimos, vale o(p) = p, podemos escrever
p = (a(X) + b(X)Y) = (a(X) — b(X)Y).

Assim,
(X) =p* = (a(X) + b(X)Y).(a(X) = b(X)Y) = (a*(X) = B*(X)Y").
Em particular,

< oy

X = (w(X) +v(X)V).(a*(X) = b*(X)Y) = (w(X) +v(X)V).(a*(X) — *(X) (X’ —X)).
para certos u(X),v(X) € C[X]. Assim, existe p(X,Y) € C[X, Y] tal que
X = (u(X) +v(X)YV)(@®(X) = b*(X)(X* = X)) + p(X, V) (Y = X3 + X).
Analisando o grau de Y nos dois membros da igualdade acima, concluimos que p(X, Y) = 0. De
X = (u(X) +v(X)Y)(a’(X) = b*(X)(X* = X))

segue que a’(X) — b?(X)(X? — X) é uma constante ndo-nula ou € da forma AX, para algum A €
C —{0}. O primeiro caso nio ocorre uma vez que os graus de a?(X) e de b?(X)(X?® — X) possuem
paridades diferentes.
Quanto ao segundo caso, teriamos que a(X) é mdltiplo de X, o que reduz este caso a uma
igualdade do tipo
X(w/(X))2(X) = b*(X)(X* — 1) = A

Pela mesma razao do primeiro caso, obtemos uma contradi¢cdo. Logo, R nao é um DFU.

Assim como ocorre com os anéis Cohen-Macaulay, a regularidade também € uma propriedade

preservada por adjunciao de uma indeterminada.

Teorema 2.2.25. Se R for um anel regular, entdo R[X] também é regular.
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Prova. Tome m um ideal maximal de R[X] e provemos que R[X] € anel regular. Seja p a contragdo
de m em R. Uma vez que
(RIXDm = (Rp X

e R, € regular, podemos supor sem perda de generalidade que R € anel local e que p = mNR € seu
ideal maximal. Com isto em mente, podemos compreender a natureza de m a partir de sua imagem
em R[X]/pRIX] ~ k[X]. De fato, sendo m/pR[X] ideal maximal de k[X], segue que

m/pRIX] = (f(X))

onde f(X) é um polindmio irredutivel em k[X], imagem de um polindmio f(X) € R[X]. Usando o
isomorfismo acima, concluimos que
m = (p. £(X)).

Assim, como mR[X],, é gerado pelas imagens dos geradores de p juntamente com a imagem de
f(X), deduzimos que
embdimR[X] < dimR + 1.

Por outro lado, como pR[X] # m, temos
dimR[X], =htm =htp+ 1 =dimR+ L.

Isto prova a igualdade dim R[X] , = dim R[X] , e conclui a demonstragéo. O
Em particular, se k é um corpo, k[Xi, ..., X] € um anel regular.
Em geral, ao menos que seja local, um anel regular nao necessariamente possui dimensao glo-
bal finita. Um caso positivo de grande importéncia é justamente o anel de polindémios k[Xi, ..., X,].

Este € o contetdo do teorema seguinte, um resultado classico da dlgebra comutativa.

Teorema 2.2.26. (Teorema das Sizigias de Hilbert) Seja k um corpo e R = k[X4,..., X,.]. Entdo,
dado um R-mddulo finitamente gerado M, a n-ésima sizigia de M numa resolugcdo qualquer de

maodulos projetivos finitamente gerados é um R-modulo livre. Em particular, dim proj M < n.

Prova. Inicialmente note que, dado um ideal maximal m de R, R,,, € um anel regular local. Assim,

se M é um R-mdédulo finitamente gerado,
dimproj g My, < dimglR,;, =dimR;;, =n.

Agora, seja P, uma resolucao qualquer de M formada por médulos projetivos finitamente gerados
(tal resolucdo existe pois M € finitamente gerado) e denote por N 0 n-ésimo médulo de sizigias de

M associado a P,. Para cada ideal maximal m de R, N,,, possui dimensdo projetiva finita e, pelo
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Corolario 4.1.15, segue que
dim proj R, M, = n + dim proj R,y N,

Logo, devemos ter dim proj R,y N,,, = 0. Portanto, N,,, ¢ um R,,-médulo projetivo. Logo, é um

modulo livre, conforme a Observagao 4.1.12. O

Observacao 2.2.27. A demonstracdo do teorema anterior também pode ser usada para mostrar
que, se R € um anel regular (ndo necessariamente local) de dimensao n, entdo dimprojM < n,
para todo R-mdédulo finitamente gerado M. Em particular dimglR < n. Como em geral, para

anéis noetherianos, dim R < dimgl R, obtemos a igualdade
dim R = dimgl R.

Existem anéis regulares com dimensao global infinita. Necessariamente, tais anéis possuem di-

mensdo de Krull infinita.
Corolario 2.2.28. A dimensdo global do anel R = k[X,..., X, ] én.

Prova. Do teorema anterior, temos que dimgl R < n. Por outro lado, seja I = (X;,...,X;,). Uma

vez que I € um ideal perfeito de grade n, dimproj R/I = n. Logo, dimglR = n. O

2.3 Anéis de Intersecao Completa

Seja (A, m, k) um anel noetheriano local e x = x;,...,X, um gerador minimo de m. Pelo Co-
rolario 1.6.12 sabemos que
mH, (Ke(x)) =0,

para todo p. Em particular, isto nos diz que Hy, (K, (x)) é um k-espago vetorial de modo natural.
Sua dimensdo serd denotada por €,(A). O valor €,(A) estd associado a codimensdo de imersdo
de A e desempenhard papel fundamental na definicao dos anéis de interse¢cao completa, objeto

principal de estudo desta secdo.

2.3.1 O invariante ¢,(A)

A proposigdo abaixo mostra que €,(A) estd bem definido, ndo dependendo do gerador minimo
escolhido.

Proposicao 2.3.1. Seja (A, m, k) um anel noetheriano local. Se x = x1,...,xnex' =x;',...,Xn’

sdo geradores minimos de m, entdo os complexos de Koszul K(x) e Kq(x') sé@o isomorfos.
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Prova. Considere a matriz (ayj)nxn tal que

n
/ 2
Xy = aijXi.
j=1

Escrevendo a igualdade anterior médulo m?, concluimos que a matriz (@ij)nxn com entradas em
k é a matriz de mudanca de base em relagiio as bases x’ e X do k-espaco vetorial m/m?.

Deste modo, (@ij)nxn € invertivel e, em particular, det(a;;) # 0. Assim, det(ai;) ¢ m
e portanto é elemento invertivel de R. Consequentemente, a matriz (aij)nxn € invertivel. Isto

garante que o morfismo de R-mdédulos
n
fZRn—>Rn, ei’HZaijei
j=1

é um isomorfismo. O isomorfismo f induz isomorfismos f; : AtR™ — A'R™. Isto nos fornece o

diagrama abaixo:
Ko(x') -+ —= AR 22 gn 4% g 2.5)
lfz ]f Lid
Ko(x) i —= AR 2 gn 4R

Resta provar que este diagrama é comutativo. Dado x € A"TR™ ey € /\*R™, sabemos que
A" (xy) =dT(x)y + (—1)"™x.d"* (y).
Analogamente, temos a igualdade anterior com d no lugar de d’. Deste modo

d™ o f s(xy) = d"(f.(x)).fs(y) + (=1)"f(x).d°(fs(y)).

frrsod (xy) = fr(d(x))Fs(y) + (—1)Fr(x).Fs (A" (y)).

Uma vez que /\R™ € gerado com R-dlgebra por R™, as igualdades acima nos mostram que a comu-
tatividade do diagrama (2.5) segue da igualdade d’ o f = d’ ' a qual é imediatamente verificada.
O

Dentre os valores €,(A), €9(A) é certamente o mais simples de se calcular. Uma vez que
Ho(Ke(x)) = k, temos €9(A) = 1. Por outro lado, €;(A) estd intimamente ligado com a regula-
ridade do anel A: se A for regular, entdo x é uma sequéncia regular e portanto, €;(A) = 0, para

todo i > 0, conforme o Teorema 1.6.13 e assim, em particular, €;(A) = 0. Por outro lado, se
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€1(A) = 0, entdo novamente pelo Teorema 1.6.13 segue que x é uma sequéncia regular. Logo,

pela Proposi¢ao 2.2.5, A € regular. Em suma:

A € regular se, e somente se, €;(A) = 0. (2.6)

Podemos medir o qudo proximo um anel noetheriano local A esta de ser regular a partir de
sua codimensdo de imersdo, isto é, a partir da diferenca embdim A — dim A. E natural entio
nos perguntar se ha rela¢do entre €;(A) e a codimensdo de imersdao de A. O invariante €;(A) é
chamado de 1° desvio de A, cujo estudo requer apenas que analisemos seu comportamento no caso

em que A é um anel regular local. A principal razdo para isto € o teorema abaixo.

Teorema 2.3.2 (Cohen). Seja (A, m) um anel noetheriano local. Entdo, o completamento m-ddico

A € isomorfo ao quociente de um anel regular local.

Prova. Ver [4], Teorema 29 4. O
O teorema estrutural de Cohen ganha importincia no estudo do invariante €;(A) pois este
dltimo ndo se altera quando trocamos A por seu completamento A. Tal resultado seguird do

préoximo lema.

Lema 2.3.3. Seja C, um complexo de R-modulos e N um R-médulo plano. Entdo:
H,(Coe @ N) ~ H,,(C,) ® N, para todo p.
Prova. Consideremos o complexo de R-mddulos

Tpi p

Co: - —=Mp M,

e denotemos a diferencial do complexo Co ® N por f. Por definicdo:

ker fp
Im ?er]

ker f,,
Im prr] '

H,(Ce @ N) = e Hp(Co) @ N =
Portanto, basta provar que ker ﬂ, =kerf ® N e Im ﬂ,Jr  =Imf,; @ N.
A ultima igualdade segue da definicdo de ﬂ,Jr 1. Para a primeira igualdade, comecamos obser-
vando que
kerf, ® N C kerﬂ,.
Isto induz o morfismo
= M, ® N

—— s M, _ N
P kerf, @ N p—1®
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cuja injetividade equivale a igualdade
kerf, @ N = kerfp.

Por outro lado, f, induz o morfismo injetor

.M,
L ker f,,

— Mpfl.

Pela planitude de N, segue que

M
FooN: P oN =M, ®N
PO g, @ 7 Ve @

¢ injetor. Por fim, a injetividade de f:p segue agora do isomorfismo

Mp © N ~ My ® N.
kerf, @ N kerf,
0
Proposicao 2.3.4. Seja (A, m) um anel noetheriano local. Entdo, para todo p, temos:
€p(A) = ep(A).
Prova. Seja X = x4, ..., X,, um gerador minimo de m. Como m = mA, segue que X = Xq,...,Xn

é um gerador de m. Mais que isso, os isomorfismos
m/m?>~m/m2 e A/th~A/m,

mostram que & é um gerador minimo de M. Como K4 (%) ~ K, (x) ® A e A é um A-médulo plano,

temos pelo lema anterior:

—

Hy (Ko (%)) 2 Hpy (Ko (x)) @ A =~ H, (Ko (x)).

Por fim, como mH,, (K,(x)) = 0, toda sequéncia de Cauchy em H,, (K, (x)) é eventualmente cons-

tante. Deste modo, H,, (K,(x)) é adicamente completo e, assim

Logo:



O

Os resultados anteriores nos permitem restringir nossas atenc¢des ao célculo de €;(A) no caso
em que A € o quociente de um anel regular local. Observamos que se A = R/I, com (R, n) anel
regular local, entdo podemos supor I C n2.

De fato, se este ndo for o caso, tomamos um elemento x € I — n%. Assim, x faz parte de um
gerador minimo de n. Como R € regular, segue que x é um elemento regular. Pondo R’ = R/(x),
I'” = 1/(x) en’ = n/(x), obtemos A ~ R’/I’, com R’ anel regular local. Como dimR’ =
dim R — 1, concluimos que, iterando o raciocinio anterior um numero finito de vezes, obteremos
um anel regular local (R, i) e um ideal T de R tal que A ~ R/Icom I C 2.

Para um quociente R/I, onde (R,n) é um anel noetheriano local, a inclusdo I C n? pode ser

caracterizada aritmeticamente.

Proposi¢io 2.3.5. Seja A = R/, onde (R,n, k) é um anel noetheriano local. Entdo, 1 C n” se, e

somente se, embdim A = embdim R.

Prova. Suponha que I C n?. Sendo m = n/I o ideal maximal de A, temos:
m/m* = (n/I)/(n* + 1)/~ n/(n* + 1) = n/n’.

Segue que embdim A = embdim R. Reciprocamente, a igualdade embdim A = embdim R € equi-
valente a

. n .
dimy, — = dimy n/n’.

n?+1

Isto implica que que o morfismo sobrejetor natural de k-espacos vetoriais

n . n
©: -
w41 n?
¢ um isomorfismo, o que equivale 2 inclusdo I C n. O

Exemplo 2.3.6. Seja A = C[X,Y]/(Y? = X3(X+ 1)) em = (X,Y). Assim, A, ~ R/I, onde
R=CI[X,Yl(xv)el = (Y2=X*(X+1))xy)- Sendon = (X,Y)x.y) o ideal maximal de R, temos

I C n?. Desta forma, pela proposi¢io anterior
embdim A, = embdim C[X, Y] (x y) = 2.

Proposicio 2.3.7. Sejam (R,n, k) anel regular local e A = R/1, onde 1 C n>. Entdo:

Prova. Seja x = xy,...,%, um gerador minimo de 1. Denotando a imagem de x; em A por X;,
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segue que X = Xj, ..., X, € um gerador minimo de m = n/I. Podemos obter o complexo de Koszul

Ko (X) “tensorizando”o complexo de Koszul K, (x). Em outras palavras:

Por outro lado, uma vez que K, (x) é uma resolugao projetiva de k, concluimos que
Hyp, (Ko (X)) Torg(k, A).
Desta forma, basta mostrar que Torf (k, A) ~ I/nl. Para isto, partimos da sequéncia exata
0—=+I—-R—=-A=0
Tal sequéncia exata induz o complexo exato
Tory (k,R) — Torf(k,A) = k® - ®R - k@A =0 2.7)
Sendo R um R-médulo plano, obtemos Tor'f(k, R) = 0. Além disso:
k®A=R/n®R/I~R/(n+1)=R/n=k.

Fazendo as identificagdes pelo isomorfismo acima, concluimos que 1 é o morfismo identidade.

Por fim, da exatidao de (2.7), deduzimos que
Torf (k,A) 2k ® I ~ I/nl.

O
O préximo resultado relaciona €;(A) com a codimensao de imersdo de A além de generalizar

a proposi¢cao anterior.

Teorema 2.3.8. Seja (A, m) um anel noetheriano local. Entdo:
€1(A) > embdim A — dimA.
Além disso, se A = R/1, com (R,n) anel regular local, entdo:
w(I) = dimR — embdim A + €;(A).

Prova. Como €, a dimensao de imersao e a dimensao de Krull sdo invariantes com completamento

m-adico, podemos supor que A é completo. Assim, pelo Teorema 2.3.2, temos A = R/I, para
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algum anel regular local (R, n). Podemos supor I C n%. Pela Proposi¢io 2.3.7 juntamente com o

fato de R ser um anel Cohen-Macaulay, temos :
€1(A) = u(I) > ht(I) =dimR — dim A = embdim A — dim A.

A segunda igualdade do enunciado é imediata no caso em que I C n?. Se I ¢ n?, tomemos
x € I —n?edefinimos R’ =R/(x), I’ =1/(x) en’ =n/(x). Caso I’ C n’?, teremos:

[ wW(I') = e (A) = () — 1

dimR’ =dimR — 1

embdim A = dim R’

Assim:
w(I) = w(I’')+1=¢€(A) +dimR — embdim A.

Se I’ ¢ n'?, basta iterarmos o raciocinio acima. O

Anéis para os quais €;(A) € minimo recebem um nome especial.

Definicao 2.3.9. Dizemos que um anel noetheriano local A é um anel de intersecdo completa
quando €;(A) = embdim A — dim A.

Exemplo 2.3.10. Todo anel regular local é de interse¢cdo completa, uma vez que, neste caso, tanto
€1 quanto a codimensao de imersao sdo iguais a zero. A reciproca, no entanto, nao é verdadeira,

conforme veremos adiante no Exemplo 2.3.16.

2.3.2 Ideais de intersecao completa

Nesta secao, veremos uma caracteriza¢ao dos anéis de intersecdo completa que torna mais simples
seu reconhecimento. Tal caracterizacdo depende do estudo dos ideais gerados por sequéncias

regulares, que passamos a discutir a seguir.

Proposu;ao 2.3.11. Sejam p, ..., ideais primos de um anel R, I C Rum ideal e x € R tais que
x) ¢ U pi. Entdo, existey € Ltal que x +y ¢ U Pi.
i=1 i=1

Demonstragdo. Podemos supor, sem perda de generalidade, que p; ¢ pj, paratodo i # j. Observe

que, se X & Py, para todo 1i, entdo basta tomar y = 0.
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T

Por outro lado, se x € ﬂ Pi, entdo, a condi¢ao

i=1
I+ (x) ¢ |Jps
i=1
implica na existéncia de um elemento y € I tal que
y+oxg e

i=1

para algum « em R. Em particular, deve-se ter y ¢ p;, para todo i. Disto, se conclui que
T
x+y ¢ | Jpi
i=1

Encerrada a andlise destas situagcdes, resta ainda o caso onde se pode assegurar a existéncia de t tal

que
t
X € ﬂ Pi
i=1

e x ndo pertence a nenhum dos primos P, ..., pr. Neste caso, note que

t

7 U Pi,
i=1

donde pode-se escolher 3 € I com 3 & p;, 1 <j < t. Além disso, uma vez que
T t
m pi & U Pi,
i=t+1 i=1
podemos tomar {j com
ye U Pi
i=1

e J ndo pertencendo a nenhum dos primos pi1, ..., Pr. Assim, y = [3{ satisfaz as condigdes do

enunciado desta proposi¢ao. O

Corolario 2.3.12. Seja R um anel e 1 = (x4,...,x,,) ideal de R. Se grade (I,R) = n, entdo 1 é

gerado por uma sequéncia regular.

Demonstragdo. O caso n = 1 é trivial. Suponha n > 1. Uma vez que grade ([,R) = n > 0, I
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possui elementos regulares. Assim, sendo AssR = {py,...,p,}, segue que

I=(x1)+ (xr..oxn) Z | Ps.
i=1

Em particular, pela Proposi¢do 2.3.11, existe y; € (xa,..., Xy ) tal que

u =X +yYg gUPi.

i=1

Portanto, u; € um elemento R-regular. Note também que
I=(u, X, .., Xn).
Por outro lado, pelo item d) do Teorema 1.2.12,
grade (J,R/uyR)=n—1>0,

donde
] & Z(R/wR).

Em particular, segue também que

(X2, ..., Xn) = (x2) + (X3,...,%Xn) € Z(R/WR).

Assim, utilizando mais uma vez a Proposicao 2.3.11, podemos garantir a existéncia de y, €
(x3,...,Xxn) tal que

U =X+ Yz

€ um elemento R/u,R-regular. Vale ainda que
1= (U.],Uz,X3, ce ,Xn).

Iterando o raciocinio, obteremos uma sequéncia regular w = u,,...,u, talque [ = (u;,...,uy).
O

Dizemos que um ideal I é um ideal de intersecdo completa quando p(I) = ht 1. O corolario
anterior nos d4a uma caracterizagdo para essa classe de ideais em termos de sequéncias regulares

no ambiente Cohen-Macaulay, como veremos no teorema seguinte.
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Teorema 2.3.13. Seja R um anel Cohen-Macaulay. Entdo, um ideal I C R é um ideal de intersecdo

completa se, e somente se, | pode ser gerado por uma sequéncia regular.

Demonstragcdo. Suponha que p(I) = ht I = n. Por um lado, existem x;, ..., X, em R tais que
I=(x1,...,%n).
Por outro lado, sendo R um anel Cohen-Macaulay, deve-se ter
grade (I,R) =htI =n.

Logo, pelo Corolario 2.3.12, I pode ser gerado por uma sequéncia regular.

Reciprocamente, se I é gerado por uma sequéncia regular de comprimento n, entao
grade (I,R) =n,

bem como também
W) <n.

Logo,
n = grade (I,R) =ht I < p(I) < n,

donde obtemos a igualdade (1) = ht 1. O

Observacao 2.3.14. Observe que a demonstragdo da reciproca do teorema anterior € igualmente

valida no ambiente nao Cohen-Macaulay, visto que a desigualdade
grade (I,R) < ht I
seria suficiente para garantir a igualdade
w(I) =ht L.

Assim, em geral, todo ideal gerado uma sequéncia regular é um ideal de intersecao completa.
O teorema seguinte coleta as propriedades basicas dos anéis de interse¢cdo completa.
Teorema 2.3.15. Seja A um anel noetheriano local. Entdo:

(1) A é anel de intersecdo completa se, e somente se A o é.

(i) Se A = R/1, com R anel regular local, entdo: A é anel de intersecao completa se, e somente

se, 1 é gerado por uma sequéncia regular.
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(ii1)) A ¢ anel de intersegdo completa se, e somente se, A é da forma R/1, com R anel regular

local e 1 ideal gerado uma sequéncia regular.

Prova. (i) Decorre imediatamente das igualdades €,(A) = €;(A), embdim A = embdim A e
dim A = dim A.

(i1) Segue do Teorema 2.3.8 juntamente com o fato de R ser Cohen-Macaulay que A é anel de
intersecao completa se, e somente se, (I) = ht(I). Esta dltima igualdade é equivalente a I ser
gerado por uma sequéncia regular, conforme o Teorema 2.3.13.

(ii1) Segue dos itens anteriores. O

Exemplo 2.3.16. Conforme comentado no Exemplo 2.3.10, nem todo anel de intersecao completa
€ um anel regular. Sejam A e m como no Exemplo 2.3.6. Pelo item (ii) do teorema anterior, A, é
um anel de intersecdo completa. Por outro lado, como embdim A, =2 e dimA,, = 1, A, ndo é

um anel regular.

Suponha que desejamos julgar se um anel S = R/I é um anel de intersecdo completa ou nao,
onde R € regular local. Caso nos seja dado um conjunto de geradores para I e este ndo seja uma
sequéncia regular, € bastante tentador concluir imediatamente que S ndo € um anel de interse¢ao
completa.

Porém, nada nos garante, a priori, a impossibilidade da existéncia de outro conjunto de gerado-
res de I que seja uma sequéncia regular. Assim, a caracterizacao instriseca do fato de um ideal ser
ou ndo gerado por uma sequéncia regular em termos da igualdade (1) = ht I é de grande valia

nesta situagao.

Exemplo 2.3.17. Vamos considerar o anel

k[X,Y, Z]

A= :
(X2 —Y2,Y2 — 72,XY,XZ,YZ)

Note que A € um anel noetheriano local com ideal maximal m = (K Y, Z). Pelo item 1) do
Teorema 2.3.15, A é um anel de intersecdo completa se, € somente se, seu completamento m-

adico
kIX,Y, Z]
(X2 —Y2 Y2 - 272, XY, XZ,YZ)

A=

também o for. Sendo k[X, Y, Z] um anel regular local, a propriedade de A ser interse¢io completa

passa a ser equivalente a saber se o ideal
I=(X>—Y2Y?—Z2XY,XZ,YZ)

¢ um ideal de intersecdo completa. Note que, sendo m = m/?\, [ € m-primério, donde ht I = 3.
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Por outro lado, uma vez que I C m?, podemos considerar o mapa natural de k-espagos vetoriais

@ : I/ml - m*/m’.

E imediato notar que
dimy Im ¢ = 5.

Logo,
u(l) = dimy I/ml > 5.

Assim, I ndo € um ideal de interse¢ao completa (ndo pode ser gerado por uma sequéncia regular)

e, portanto, A nao € um anel de intersecao completa.
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Capitulo 3
Aneéis de Gorenstein e teoria de dualidade

Neste capitulo, apresentamos os conceitos de dimensao injetiva e anéis de Gorenstein. Mostramos
que os anéis de Gorenstein sdo os anéis Cohen-Macaulay de tipo 1. Em seguida, estudamos a
teoria de dualidade sobre anéis Cohen-Macaulay e estabelecemos o conceito de médulo candnico,

cuja existéncia estd intimamente relacionada com os anéis de Gorenstein.

3.1 Generalidades sobre moédulos injetivos

Definicao 3.1.1. Seja M um R-médulo. Uma resolugdo injetiva de M € um complexo exato de
R-modulos
F:0-M-=1' =17 — ...

onde cada I' é um R-médulo injetivo. A resolugio injetiva € dita finita se existe n > 0 tal que
" £ 0el' =0, para todo 1 > n. Neste caso, n é o comprimento de 1°. O menor comprimento
dentre as resolucdes injetivas finitas de M € a dimensdo injetiva de M, a qual denotamos por
diminj M.
Equivalentemente, podemos pensar uma resoluco injetiva de M como um complexo de médulos
injetivos
F:0-0' 12—

onde H'(I*) = 0, parai > 0 e H(I®*) = M. Nestes termos, I* é chamada resolucdo injetiva
deletada de M. No caso em que [ ndo possui uma resolugdo injetiva finita, convencionamos que

diminj M = oco. Naturalmente, M € injetivo se, e somente se, diminj M = 0.

Todo médulo admite uma resolugdo injetiva. Com efeito, dado um R-médulo M, pelo Teorema
4.2.12, existe um R-médulo injetivo 1° juntamente com um morfismo injetor i : M — 1°. Analo-

gamente, existe um R-mdédulo injetivo I! juntamente com um morfismo injetor \° : Cokeri — I'.
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Logo, sendo 7t a projecdo de I° sobre Cokeri, temos que @° = {° o 71, cumpre a igualdade

Im1i = ker @°. Procedendo indutivamente, obtemos uma resolucdo injetiva

I*: 0 M_toq0_® q1_@

Exemplo 3.1.2. Seja D um dominio de ideais principais e K seu corpo de fragdes. Considere a

sequéncia exata de D-médulos
0—-D—-K—=K/D—=0

Pelo Exemplo 4.2.8, K € um D-mddulo injetivo. Além disso, como K é um D-mddulo divisivel,
K/D também o €. Assim, segue do Teorema 4.2.6 que K/D € um D-médulo injetivo. Em parti-
cular, diminj D < 1. Se D ndo for um D-médulo injetivo, teremos diminj D = 1. Em particular,

diminj Z = 1.
A proposicao seguinte estabelece duas propriedades basicas a respeito dos mddulos injetivos.
Proposicao 3.1.3. Seja R um anel noetheriano. Temos:

(1) Se I é um R-modulo injetivo, entdo s é um Rs-mddulo injetivo, para qualquer conjunto

multiplicativo S C R. Em particular; diminj g Ms < diminj g M, para todo R-médulo M.

(ii) Se {Ix, A € A} é uma familia de R-mddulos injetivos, entdo @ I é um R-mddulo injetivo.
AEA
Prova. (i) Tome um ideal ]’ de Rs. Entdo, |’ = Js para algum ideal | de R, disjunto de S. Segue
que:

Exty, (Rs/]'.1s) ~ [Extg (R/]. )] =0.

Pelo Lema 2.2.10, segue que Is é um Rs-modulo injetivo.

(i1) Provaremos isto usando o critério de Baer. Assim, sejam ] um ideal de Re ¢ : ] — @ I\

AEA
um morfismo de R-médulos. Sendo | = (ay,...,a,), consideremos Aq,...,A,, € A tais que

@(ai) € I, parai = 1,...,n. Denotando por 7t; a projecdo de @ I sobre I,,, temos pelo

AEA
critério de Baer, que cada morfismo 7t; o @ : ] — I, se estende a um morfismo \{; : R — I,.. Por

n

fim, definindo @ = @U)i, segue que @ estende ¢ a R. O
i=1

Assim como a dimensdo projetiva, a dimensao injetiva também pode ser caracterizada homo-

logicamente no caso noetheriano local. Estabeleceremos este fato a partir dos lemas seguintes.

Lema 3.1.4. Sejam R um anel noetheriano e M um R-modulo. Se N é um R-modulo finitamente
gerado e Extg (R/p, M) = 0, para todo p € Supp N, entdo Extg (N, M) = 0.
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Prova. Considere uma cadeia primdria de submdédulos de N, isto €, uma cadeia de submdédulos

0=NoCN; C---CN¢=N,

=

de modo que Ni;;/N; ~ R/pi, com p; ideal primo de R. Faremos induc¢do no comprimento t da

cadeia primaria. O caso t = 0 € trivial. Supondo agora t > 0, partindo da sequéncia exata curta
0—>N; —-N-—=>N/N;,—-0
obtemos a sequéncia exata longa:
0 — Homg (N/Ny,M) — --- — Exty (N/N;, M) — Exty (N, M) — Extg(N;,M). (3.1)

Por um lado, Ny ~ R/py. Em particular, py € Ass N; C Supp N. Dai, Exty (N, M) = 0.
Por outro lado, N/N; admite uma cadeia primaria de comprimento t — 1, e assim, por hipdtese

indutiva, segue que Exty (N/N;, M) = 0. Portanto, da exatidao de (3.1), concluimos que
Extg(N,M) = 0.

O

Corolario 3.1.5. Sejam R um anel noetheriano e M um R-mddulo finitamente gerado. Sdo equi-

valentes:
(i) diminjM < n.
(ii) Extx ! (R/p, M) = 0, para todo ideal primo p de R.

Prova. (i)=(i1) Segue diretamente do Lema 2.2.10.
(ii)=(i) Do lema anterior concluimos que Exty ™' (N, M) = 0, para todo R-médulo finitamente
gerado N. Em particular, Extp ™' (R/I, M) = 0, para todo ideal I de R. O resultado agora segue

novamente do Lema 2.2.10. O

Lema 3.1.6. Sejam (R, m) um anel noetheriano local, p < m um ideal primo de R e M um R-
médulo finitamente gerado. Se Exty ™' (R/q,M) = 0, para todo q € V(p) com q # P, entdo
Extg (R/p,M) = 0.

Prova. Tome um elemento x € m —p. Desta forma, x é R/p-regular. Isto nos fornece a sequéncia
exata
0—R/p = R/p—R/(p.x) =0
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a qual, por sua vez, induz a sequéncia exata
Exty (R/p, M) —= Exty (R/p,M) — Extz*! (R/(p,x),M).

Uma vez que SuppR/(p,x) = V((p,x)), segue do Lema 3.1.4 juntamente com a hipdtese do

enunciado que Extp ™' (R/(p,x), M) = 0. Por fim, a exatiddo da sequéncia anterior implica que

Extg (R/p, M) = xExtg (R/p,M).

Pelo lema de Nakayama, concluimos que Ext; (R/p, M) = 0. O

Proposicao 3.1.7. Sejam (R, m, k) um anel noetheriano local e M um R-mddulo finitamente ge-
rado. Entdo:
diminj M = sup{i; Exty (k, M) # 0}.

Prova. Seja t = sup{i;Exty(k,M) # 0} e suponha que diminjM < oo. Pela definicio de
Exty (k, M), segue que t < diminj M. Para a desigualdade oposta, & luz do Coroldrio 3.1.5, é
suficiente provar que

Exty' (R/p, M) =0,

para todo ideal primo p de R. Sejan = dimR. Se htp = n, entdo p = m, donde o resultado é
trivial. Se htp = n — 1, entdo V(p) = {p, m} e consequentemente Extf{rl (R/p,M) = 0, pela
proposi¢do anterior. Agora caso htp = n — 2, para cada q € V(p) com q # p, vale htq €
{n — 1,n}. Invocando novamente a proposi¢do anterior, concluimos que Exts"' (R/p, M) = 0.
Repetindo o argumento acima para os valores sucessivos de ht p, concluimos o resultado. O

Diferentemente da dimensao projetiva, a dimensao injetiva de um médulo, quando finita, de-
pende apenas do anel base. Esta € uma consequéncia da caracterizagcdo homoldgica vista anterior-

mente. Estabeleceremos este importante fato a partir dos dois resultados técnicos a seguir.

Lema 3.1.8. Dados R-médulos M e N, se x é um elemento R-regular, M-regular e xN = 0, entdo
EXtTR}Jrl (N, M) ~ EXtE/(X) (N, M/XM) .

Prova. Denotemos M /xM por M. Fixado o R-médulo M, defina, para cada n > 0, o funtor
T" : R— Mod — Ab dado por T™(—) = Exti™'(—, M). Vamos provar que T™ é isomorfo ao

7z

funtor Exty ,(,(— M) : R —Mod :— Ab. Basta mostrar que T™ € o funtor derivado a direita do
funtor Homg /(x)(—, M) (Ver Teorema 6.64 de [10]).
Comegamos provando que T° e Homg /(x) (—, M) sdo isomorfos. Para isto, considere a sequéncia
exata:
0-M-S5SM—->M—0
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Dado um R/(x)-médulo N, obtemos a sequéncia exata longa:
0 — Homg (N, M) — Homg (N, M) — Homg (N, M) — Extk(N, M) = Extk(N, M)

Pelo Teorema 1.2.4, item (i), segue que Homg (N, M) = 0. Além disso, x Exth (N, M) = 0. Desta
forma:
T°(N) ~ Homg(N, M) ~ HomR/(X)(N, M).

Nosso préximo passo é mostrar que T™(P) = 0, para todo R/(x)-mddulo projetivo P e n > 0.
Por comodidade, denotemos B = R/(x). Inicialmente, sendo x um elemento R-regular, (x) é um

R-modulo livre. Consequentemente, obtemos a resolugdo livre de B:
0—-(x)>R—=B—=0

Em particular, dim projgB < 1. Por outro lado, argumentando analogamente ao Exemplo 4.1.4,
concluimos que B ndo é um R-mdédulo projetivo. Assim, dim proj zB = 1.

Tomemos agora um B-mddulo projetivo P e sejam P’ e L B-mddulos, com L livre tais que
POP =L

Esta dltima igualdade também pode ser pensada como uma soma direta de R-médulos. Por outro

lado, dim proj g B = 1 implica que dim proj L = 1. Em particular:
Extp "' (L,M) =0
para todo n > 0. Segue que:
0 =Ext""'(P®P,M) ~ Extz "'(P,M) @ Exty "' (P, M),

donde obtemos T™(P) = Exty "' (P, M) = 0. Por fim, pela definicio de T™, toda sequéncia exata
curta de B-moédulos
0-A—-B—>C—=0

induz uma sequéncia exata longa

s THA) = TVHC) - TVHY(B) — TVHA) — - -

Assim, T™ € naturalmente isomorfo ao funtor Exty (—, M), donde segue o resultado. O

Corolario 3.1.9. Sejam (R, m, k) um anel noetheriano local e M um R-mddulo finitamente gerado.
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Se x é um elemento R-regular e M-regular, entdo:
diminj g/, \M/XxM = diminjM — 1.
Prova. Sejan = diminj ¢ ,(,,M/xM. Pela Proposigéo 3.1.7 € pelo Lema 3.1.8, segue que
Exti*'(k, M) ~ Exty s M/xM #0 e  Exty"' (k, M) ~ Extg ., M/xM =0,

para todo t > n. Desta forma, diminj yM =n + 1.

Analogamente, se diminj  ,,,M/xM = oo, entdo diminj xM = oo.

Teorema 3.1.10. Sejam (R, m, k) um anel noetheriano local e M um R-mddulo finitamente gerado.
Se diminj M < oo, entdo:
dimM < diminj M = depth R.

Prova. Comecamos provando que dim M < diminj M. Para isto, sejad = dimM e
PhbCPiC---CPg=m

=

uma cadeia méaxima de primos em Supp M. E suficiente provar que
Ext}zpi (k(pi), Myp,) # 0, (3.2)
para todo i. De fato, a veracidade de (3.2) implica que
[Extg(k,M)] ~ Extg (k(m),My) # 0,

donde d < diminj M. Provemos (3.2) por indu¢do em i. No caso i = 0, uma vez que P,
¢ primo minimal em Supp M, segue que Py é primo minimal em Ass M. Consequentemente,

PoRp, € Ass Mp,. Segue que
Ext%PO (k(Po), Mp,) = Homg, (k(Po), Mp,) # 0.
Supondo 1 > 0, temos
EXt}{,: (Rp./PiRp, Mp)p g, = EXt%{Pil (k(Pi—1),Mp,_,) #0,

por hipétese indutiva. O isomorfismo anterior se da pelo fato de que (Mp,)p, k.. =~ Mp, |

e (Rpi)pHRPi ~ Rp,_, (este ultimo isomorfismo identifica P;_1Rp, com P;_;Rp._, em Rp. ).
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Concluimos que
Exty.' (Rp,/PiRp,, Mp,) # 0.

Assim, como V(P;_Rp,) = {Pi_;Rp,, PiRp,}, segue da Proposi¢do 3.1.6 que

EXt}zP, (k(Pi), Mp,) # 0.

Provemos agora que diminj M = depth R. Denotemos diminj M = t e depthR = s. Consi-
derando x = xi,...,Xs uma M-sequéncia maximal em m, temos que m € Ass R/(x), o que nos

fornece um morfismo injetor f : k — R/(x). Em particular, obtemos a sequéncia exata
0 — k — R/(x) — Cokerf — 0
a qual induz o complexo exato
.-« — Bxty(Coker f, M) — Extg (R/(x), M) — Extg(k, M) — Exty"!(Coker f, M).

Pela Proposigdo 3.1.7, Exty (k, M) # 0. Além disso, Exty™' (Coker f, M) = 0, pois t = diminj M.

Assim, pela exatiddo do complexo acima, concluimos que
Exty (R/(x), M) # 0.

Por outro lado, uma vez que K, (x) é uma resolugdo livre minimal de R/(x), temos diminj R/(x) =
s, donde
Exty (R/(x),M) =0

para todo i > s. Logo, t < s. Para a desigualdade reversa, uma vez que Ext}2 (R/(x),M) =0,
para todo i > t, € suficiente mostrar que Ext} (R/(x), M) # 0.
Afirmamos que Ext} (R/(x), M) ~ M/xM. Para provar tal isomorfismo, usamos o complexo

de Koszul da sequéncia x para obter Exty (R/(x), M). Explicitamente, temos
Ke(x): 0 5 R-L RS 5 ... 5 R—0

onde

d:R—R% ar (xja,—xaq,...,(—1)*"x.a).

Aplicando o funtor Homg (—, M), obtemos o complexo

0 — Homg(R,M) — - - - — Homg (R%, M) —%5 Homg (R, M).
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onde
¢ : Homg (R*, M) — Homg(R,M), f~— fod.

Por defini¢do, Ext} (R/(x), M) = Homg(R, M)/Im ¢. Assim, ¢ suficiente provar que ker{ =

Im ¢, onde

P : Homg(R,M) - M/xM, g~ g(1g).

Nao € dificil verificar que 1 € sobrejetiva e que Im ¢ C ker1. Por outro lado, dado g € ker,

existem my,..., ms € M tais que
g(lr) =xymy + - + xgms.
Assim, definindo f € Homg (R®, M), pondo f(e;) = (—1)*"'m;, obtemos
@(f)(1r) = (fo d)(1r) = f(x1,—Xa, ..., (=1)°7'xs) = xymy + -+ xymg = g(1r).

Portanto, g = {(f), o que encerra a demonstracao. O

3.2 Decomposicao de modulos injetivos em modulos injetivos

indecomponiveis

Nesta se¢do, exploraremos o conceito de médulo indecomponivel. No ambiente noetheriano, ve-
remos que os modulos injetivos indecomponiveis estdo em bijecdo com os ideais primos do anel
base. Por fim, mostraremos que todo modulo injetivo se decompde numa soma direta de modulos

injetivos indecomponiveis.

Definicao 3.2.1. Um R-médulo M € dito indecomponivel se ndo existem submédulos proprios
My, M, tais que M = M| & M,.

Exemplo 3.2.2. Se (R, m) é um anel local, entdo R é indecomponivel como R-médulo. De fato,
como todo ideal préprio de R estd contido em m, a soma de dois ideais proprios estard contida em

m, ndo podendo, portanto, se igualar a R.
Teorema 3.2.3. Seja R um anel noetheriano. Temos:
(i) E(R/p) é um R-mddulo indecomponivel, para todo ideal primo p de R.

(ii) Se I é um R-mddulo injetivo ndo-nulo e p € Ass 1, entdo E (R/p) é um somando direto de 1.

Em particular, se 1 for indecomponivel, entdo 1 ~ E (R/p).
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iii) Ass M = Ass E(M), para todo R-médulo M. Em particular, a aplicagdo p — E(R/p) es-

tabelece uma bijecdo entre os ideais primos de R e os R-mddulos injetivos indecomponiveis.

Prova. (i) Suponha que existem R-submddulos ndo-nulos N; e N, de E (R/p) tais que E (R/p) =
N; & N,. Em particular, Ny N N, = 0, donde (N; N (R/p)) N (N, N (R/p)) =0.

Por outro lado, como R/p C E (R/p) é uma extensdo essencial, existem T, T, ndo-nulos em
R/p com Ty € NyeT;, € Ny Segue que 1T, = 1,17 = T 1; € um elemento nio-nulo em
(NN (R/p)) N (N2N (R/p)), 0 que é um absurdo. Assim, E (R/p) é indecomponivel.

(ii) Uma vez que p € Ass I, podemos identificar R/p como submddulo de I. Segue que E (R/p)
¢ isomorfo a um submédulo de E(I) = I. Como E (R/p) é R-mddulo injetivo, ele é um somando
direto de .

(iii) Inicialmente, a inclusaio M C E(M) implica que Ass M C Ass E(M). Para a inclusio
reversa, tome q € Ass E(M). Assim, podemos identificar R/q com um submédulo U de E(M).
Sendo M C E(M) uma extensdo essencial, existe x # 0 em U N M. Uma vez que q é o anulador
de qualquer elemento nao-nulo de R/q, segue que g € o anulador de x, donde q € Ass M.

Por fim, se p e g sdo ideais primos de R com E(R/p) ~ E(R/q), entdo
p = AssR/p = AssE(R/p) = AssE(R/q) = AssR/q = q.

Logo, segue do item ii) deste teorema que a aplicacdo p — E(R/p) € uma bijeco. O
Encerramos esta secdo com o teorema a respeito da decomposi¢ao de modulos injetivos. Para

este teorema, faremos uso dos dois resultados seguintes.

Proposicao 3.2.4. Sejam R um anel noetheriano, S C R um conjunto multiplicativo e M um

R-mddulo. Entdo:
[Er(M)]s =~ Eg,(Ms).

Prova. Vamos provar que [Egr(M)]s € o fecho injetivo de Ms. Uma vez que [Egr(M)]s é um
Rs-mdédulo injetivo, é suficiente provar que Ms C [Egr(M)]s é uma extensdo essencial.

Para isto basta tomar um elemento x # 0 em [Egr(M )]s e verificar que Rsx N Mg # 0. Por
outro lado, sendo x = n/s,comn € Ex(M) e s € S, temos que Rgx = Rsn. Isto nos diz que
podemos supor x € Ex(M).

Defina T = {Anng(tx),t € S}. Como R é noetheriano, T possui um elemento maximal,
digamos Anng(sx). Sendo M C Ex(M) uma extensdo essencial, concluimos que M N Rsx # 0.

Por outro lado, denotando I = {b € R; bsx € M}, podemos escrever

M N Rsx = [sx # 0.
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Digamos que I = (ay,..., a,). Afirmamos que a;sx # 0 em [Eg(M)]s para algum i. De fato,
do contrério, haveria t € S tal que

a;tsx =0

em Egr(M) e para todo i. Em particular a; € Anng(tsx). Como Anng(sx) C Anng(tsx),
devemos ter Anng(sx) = Anng(tsx), pela maximalidade de Anng(sx) em T. Resulta dai que
[ C Anng(sx), o que é um absurdo. Assim, existe i tal que a;sx # 0 em [Ex(M)]s. Por fim,
como a; € I, temos a;sx € Mg, donde Rs(sx) N Mg # 0. Sendo Rs(sx) = Rgx, o resultado esta

provado. O

Lema 3.2.5. Seja R um anel noetheriano e p um ideal primo de R. Entdo:

K(p) ~ Homg, (k(p), [E (E)] )
/],

como Ry,-mddulos.

Prova.

E suficiente provar o resultado no caso em que R € local e p € seu ideal maximal. De fato,

suponha que o resultado seja valido nesta situagdo. Considere os seguintes isomorfismos:

k(p) = Rp/pRp, =~ (R/p),, ~ Frac(R/p).

Analogamente, temos também os isomorfismos seguintes:

k(PRp) = (Rp /PRy ), == (k(p))pr, = Frac(k(p)) = k(p).

Portanto:

K(plpr, = K(p)
~ k(pRy)

Hom(r, ), [K(P). Ex, (Rp/PRy ) |

(Homg, [k(p). Ex, [(R/P)p]])

~ (Home [k(P)’[E(R/pHP]) R

PRy

12

12

Como pR,, € o tnico ideal maximal de R, concluimos que

k(p) ~ Homg, (k(P), [E (R/P)]p)
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Assim, podemos supor que R é local e p € seu ideal maximal. Sendo k = R/p, temos que k(p) =~
k. Logo, € suficiente provar que
k ~ Homg(k, E(k)).

Sendo Soc E(k) = {x € E(k);p - x = 0} (vide Defini¢ao 3.3.4), temos um isomorfismo natural de
k-espagos vetoriais
@ : Homg(k, E(k)) — Soc E(k), (f — (1))

Assim, é suficiente provar que Soc E(k) = k. A inclusdo k C Soc E(k) é imediata. Por outro lado,
se k # Soc E(k), haveriav € Soc E(k)\k. Em particular kv é um subespago nao-nulo de Soc E (k)
com kv Nk = 0. Por outro lado, como kv também € um R-submédulo de Soc E(k) e a extensdo
k C E(k) é essencial, deveriamos ter kv Nk # 0. Assim, k = Soc E(k) e o resultado estd provado.

O

Teorema 3.2.6. Seja R um anel noetheriano e 1 um R-modulo injetivo. Entdo, 1 se decompade
numa soma direta de R-modulos injetivos indecomponiveis. Tal decomposicdo é vinica no seguinte
sentido: Para cada ideal primo p de R, a cardinalidade do conjunto de somandos na decomposigcdo

que sdo isomorfos a E(R/p) depende apenas de 1 e p, sendo igual a dimy () Homg  (k(p), I,).

Prova. Seja 8 o conjunto cujos elementos sdo os subconjuntos de submédulos de I que sdo injetivos
indecomponiveis e cuja soma € direta. Pelo item (ii) do Teorema 3.2.3, & ndo € vazio. Ordenando &
parcialmente por inclusdo, segue do lema de Zorn que este possui um elemento maximal, digamos
J.

Seja E a soma (direta) dos elementos de F. Pelo item (ii) da Proposic¢ao 3.1.3, E € um R-mé6dulo

injetivo e, portanto, € um somando direito de I. Escrevamos
I=E®H.

Pelo Exemplo 4.2.4, H € injetivo. Afirmamos que H = 0.

De fato, se H # 0, entao podemos escolher p € Ass H. Dai, E(R/p) € um somando direto de H.
Como E(R/p) é injetivo indecomponivel e a soma E® E(R/p) é direta, segue que FUE(R/p) € 8§,
0 que contraria a maximalidade de F. Assim, H = 0 e I = E, o que prova a existéncia da
decomposicao requerida.

Agora, escrevamos [ = @ I, onde cada I, € um R-mddulo injetivo indecomponivel. Fixe

AEA
um ideal primo p e seja

Ap ={A e AT ~ E(R/p))

Note que

Homg, (k(p). I,) ~ @D Homg, (k(p). (Ix))-
AEA
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Desta forma, se Homg, (k(p), (In)p) = 0, sempre que I ndo for isomorfo a E(R/p), concluiremos

que :
Homg (k(p),I;) =~ @Home(k(p)’(I?\)‘p)
AEA,
~ @ Homg, (k(p), E(R/p)y)
AEA,

2
D
=
=

Em particular, seguird que a cardinalidade de A, € igual a dimy(,) Homg, (k(p), I,).

Por outro lado, pelo Teorema 3.2.3, item (ii), [, € isomorfo a E(R/q), para algum ideal primo
q. Assim, € suficiente provar que Homg  (k(p), E(R/q)p) =0, se g # p.

Para tal, suponha inicialmente que q ¢ p . Neste caso, como Ass E(R/q) = AssR/q = {q},
segue que Ass E(R/q), = (), donde E(R/q),, = 0. Assim, Homg (k(p),E(R/q),) = 0.

Por outro lado, se q C p, entdo podemos escolher um elemento x € p q. Sendo Py a
multiplicagdo por x em E(R/q), temos que ker{, N R/q = 0. Como a extensdo R/q C E(R/q) é
essencial, concluimos que ker, = 0.

Por fim, dado ¢ € Homg(R/p, E(R/q)), temos x@(1) = @(Xx) = 0. Assim, @ (1) € kerp, =
0. Isto mostra que @ = 0, de modo que Homg (R/p, E(R/q)) = 0. Em particular,

Homg, (k(p), E(R/q),) = [Homg (R/p, E(R/q))], = 0.

3.3 Anéis de Gorenstein

Nesta secdo, apresentamos o conceito de anéis de Gorenstein. Mostraremos que essa classe de
anéis estd contida na classe dos anéis Cohen-Macaulay e abrange classes importantes ja estudadas:
Os anéis regulares e os anéis de interse¢ao completa.

Além disso, veremos uma caracterizacdo dos anéis de Gorenstein, especialmente efetiva em

dimensao zero.

Definicao 3.3.1. Seja (R, m) um anel noetheriano local. Dizemos que R é um anel de Gorenstein
(ou simplesmente anel Gorenstein) se diminj R < co. No caso em que R ndo € local, ele € dito ser

um anel de Gorenstein se R, for anel de Gorenstein, para todo ideal maximal m de R.

Proposicao 3.3.2. Seja R um anel noetheriano.
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(i) Se R for um anel de Gorenstein e S C R é um conjunto multiplicativo, entdo Rs é um anel

de Gorenstein.

(ii) Se R é um anel de Gorenstein e X é uma R- sequéncia, entdo R/(x) é um anel de Gorenstein.

A reciproca vale se R for um anel local.
(i11) Se R for um anel local, entdo R é Gorenstein se, e somente se, R for Gorenstein.

Prova. (i) Por um argumento andlogo ao que foi utilizado na Observacdo 2.1.8, € suficiente provar
que R, € Gorenstein para todo ideal primo p de R. Para tal objetivo, tome um ideal maximal m

contendo p. Assim, R, >~ (Ry,),, . Segue da Proposicdo 3.1.3, item (i), que
diminjp Ry < diminjg Ry < oo.
(i1) Se R for local, o resultado segue da igualdade
diminj ¢, )R/(x) = diminjR —mn,

onde n é o comprimento de x. Se R ndo for local, tome um ideal maximal n de R/(x). Assim,

n =m/(x), para algum m ideal maximal de R e, portanto:

(R/(x))n =~ Ran/(X)Rmn.

Logo, pelo caso local, (R/(x)), é Gorenstein.
(iii) Segue da Proposi¢do 3.1.7 juntamente com o fato de que Extk(k,R) ~ Ext}z(k, R), para
todo 1. O
O préximo resultado mostra que anéis de intersecdo completa sdo casos particulares de anéis

de Gorenstein, os quais sdo anéis Cohen-Macaulay.
Teorema 3.3.3. Seja R um anel noetheriano local. Temos as seguintes implicagées:
R é regular = R é de intersecdo completa = R é Gorenstein = R é Cohen-Macaulay.

Prova. A primeira implicagdo ja foi vista. Para a segunda, uma vez que R € de interse¢do completa,
segue do Teorema 2.3.15 que R = S/I, onde (S, m, k) é um anel regular local e I é um ideal gerado

por uma sequéncia regular. Pela regularidade de S, temos que dim proj gk < co. Em particular :
Exts(k,S) =0,

parai >> 0. Desta forma, diminj S < oo, o que nos diz que S é Gorenstein. Assim, pelos itens

ii) e iii) da proposic¢do anterior, segue que R é Gorenstein.
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Por fim, para a ultima implicacdo, a hipdtese de que R € Gorenstein nos diz que dimR <
diminj R = depth R. Como depth R < dim R, segue que dim R = depth R e, portanto, R é Cohen-
Macaulay. O

Ja vimos que existem anéis de interse¢do completa que nao sdo regulares. Naturalmente, gos-
tariamos de saber se ha anéis de Gorenstein que nao sao de interse¢cdo completa. Responder a
esta questdo é uma tarefa que depende de nossa habilidade em reconhecer quando um anel é de
Gorenstein ou ndo. Assim, iremos em busca de uma caracterizagdo dos anéis de Gorenstein que
torne mais simples sua identificagdo.

Tal caracterizacdo serd dada em termos da defini¢do abaixo.

Definicao 3.3.4. Seja (R, m, k) um anel noetheriano local e M um R-médulo finitamente gerado

com profundidade t.

(a) O tipo de M € definido por
(M) = dimy Extg (k, M).

(b) O socle de M, denotado por Soc M, é o R-moédulo

SocM ={x € M;m-x =0}

Observe que Soc M possui uma estrutura natural de k-espago vetorial e pode ser naturalmente
identificado com Homg (k, M). Assim, se depth M = 0, entao

r(M) = dim Homg (k, M) = dim;. Soc M.
Por outro lado, pelo Teorema 1.2.6, se x for uma M-sequéncia maximal, entdo
Exty (k, M) ~ Homg (k, M/xM).

Desta forma, v(M) = dimy Soc M /xM. Em particular, r(M) = r(M/xM).

Veremos adiante que os anéis de Gorenstein sao precisamente os anéis Cohen-Macaulay locais
de tipo 1. O médulo Eg (k) desempenhara um papel fundamental na demonstrag¢ao deste resultado.
Sua contribuicéo esta associada ao funtor Homg (—, Er(k)).

Dado um R-médulo M, denotaremos Homg (M, Ex(k)) por MY, o E-dual de M. Veremos
que esta defini¢cao de dual torna reflexivo todo médulo de comprimento finito. Por simplicidade,

denotaremos E (k) simplismente por Eg.

Teorema 3.3.5. Seja (R, m, k) um anel noetheriano local e N um R-mddulo de comprimento finito.
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(@) (N) = ¢(NV).

(b) O morfismo candénico N — NVV

E-dual.

¢ um isomorfismo, ou seja, N € reflexivo com respeito ao

(© r(N) =7(NY)epn(NY)=r(N).

(d) Se R for artiniano, entdo Eg é um R-mddulo finitamente gerado, fiel e cumpre as condi¢des

seguintes:

(1) €(Er) = L(R).
(i1) O mapa candnico R — Homg(Eg, Eg) é um isomorfismo.

(i) v(Er) =1 e p(Eg) =r(R).

Reciprocamente, qualquer R-mddulo finitamente gerado, fiel e de tipo 1 € isomorfo a Eg.

Prova. (a) Faremos inducdo sobre £(N). Se £{(N) = 1, entdo N € ciclico. Como R é local, segue
que N ~ k. Assim, NY ~ Homg(k, Er) ~ k, pela demonstraciio do item (ii) do Lema 3.2.5.
Portanto, {(NV) = {(k) =1 = {(N).

Se £(N) > 1, entdo existe um submédulo U C N. Dele, se obtém uma sequéncia exata
0O—-U—->N-—-W-=0 3.3)

Em particular,
((N) =£(U) +¢W).

Por outro lado, como Eg € injetivo, o funtor Hom(—, Eg) é exato. Isto nos fornece a sequéncia
exata:
0-WY SN U -0 (3.4)

Como {(U), £(W) < £(N), obtemos por hipétese indutiva que £(U) = L(UY) e L(W) = {(WY).
Por fim, como
LNY) = g(UY) + W),

segue que L(N) = £(NV).

(b) Mais uma vez, faremos inducdo sobre £(N). Se £(N) = 1, entdo N ~ k. Assim, NV ~ k,
de modo que podemos identificar o mapa candnico @ : N — NVV
Homg (Homg (k, Er), Er) ~ k.

Consequentemente, @ ¢ um isomorfismo se, e somente se, @ ndo € nulo. Para ver que ¢ nao ¢

com o mapa linear ¢ : k —

nulo, tomemos x # 0 em Soc Eg. O isomorfismo Soc Egx ~ Homg (k, Eg) associa x a um elemento

f € Homg (k, Eg) tal que f(1) = x. Assim, @(1)(f) = f(1) = x # 0, o que prova que @ # 0.
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No caso em que £(N) > 1, procedemos de forma andloga ao item anterior, obtendo a sequéncia
exata (3.3). Usando a exatidao do funtor Homg (—, Eg ), obtemos o diagrama comutativo de linhas

exatas:

0 u N %% 0

R

0—=UYY —= NV — WV —~0

Por hipétese indutiva, os mapas candnicos U — UYY e W — WYV sdo isomorfismos. Logo, pelo

va

lema da serpente aplicado ao diagrama anterior, concluimos que N — € um isomorfismo.

(c) Pelo item b), basta mostrar que p(N) = r(NY). Temos u(N) = dimy N/mN. Por outro
lado, note que, dado f € (N/mN)V, temos Im f C Soc Eg. Assim,

(N/mN)Y = Homg(N/mN, Ex) = Homg(N/mN, Soc Eg).
Como Soc Egx ~ Homg(k, Eg) =~ k, segue que
dimy (N/mN)Y = dimx N/mN - dimy Soc Eg = dimy N/mN.
Isto mostra que p(N) = dimy, N/mN. Por outro lado, pelo isomorfismo
@ :SocNY — (N/mN)Y, f— F,F®) =f(n),
concluimos que (N) = dim, Soc NV. Deste modo, nos resta provar a igualdade
dimy Soc NY = r(NVY),

ou equivalentemente, provar que depth NV = 0. Isto serd feito por inducdio em £(NV). O caso
¢(NV) = 1 é trivial, uma vez que nesta situagio NV ~ k. Se {(NY) > 1, argumentando ana-
logamente ao item a), obtemos a sequéncia exata (3.4) . Por hipétese indutiva, depth WY =
depth UV = 0. Pela Proposicio 1.2.11, segue que depth NY = 0.

(d) Como RY ~ Eg, temos que £(Eg) = {(RY) = {(R) < oco. Em particular, Ey é finitamente

gerado. Por outro lado, segue do item (b) que o morfismo candnico
x:R— HomR(HomR(R, ER), ER)
¢ um isomorfismo de R-médulos. Uma vez que R ~ Homg(R, Er), & pode ser identificado com o

mapa

o« : R — Homg(Eg,Er), 1+ F;F(e)=re.
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Em particular, a injetividade de o implica que Ey € fiel. Por fim:
r(Er) = n(Eg) = u(RVY) = u(R) = 1 e u(Er) = r(Eg) = 1(R).
Suponha agora que N é um R-mddulo finitamente gerado, fiel e de tipo 1. Assim:
w(NY) =1(NVY) =1(N) =1,

ou seja, NV € ciclico.
Afirmacdo: Se M é um R-médulo ciclico, entio MY ~ Homg(R/I, Eg), para algum ideal I.

Digamos que M = Rm e seja I = Ann(m). Seja
P : MY — Homg(R/L Eg), f+— P(f); Y(f)(F) = f(rm).

Nao ¢ dificil verificar que 1 estd bem definida e ¢ um morfismo injetivo de R-médulos. Além
disso, dado g € Homg(R/I, Eg), seja f € MY, onde f(rm) = rg(1). Segue que f estd de fato
bem definido e que P (f) = g. Isto mostra a sobrejetividade de .

Por fim, pela afirmacdo anterior, existe um ideal I de R tal que
N ~ NYY ~ Homg(R/I, Eg).

Como N ¢ fiel, concluimos que [ = 0, donde N ~ Ex. O

Observacao 3.3.6. Em geral, pode-se garantir que a aplicagdo canénica M — MY € injetiva,
ou seja, dado m € M ndo-nulo, existe f € MY com f(m) # 0. Para ver isto, basta compor o
isomorfismo Rx ~ R/ Ann(m) com o mapa natural R/ Ann(m) — k C Eg, obtendo assim um
morfismo ¢ : Rx — Eg, cumprindo @(m) # 0. Como Ey € injetivo, podemos estender esta
aplicacao a um morfismo f : M — Eg que cumpre f(m) # 0.

Estamos agora em posi¢ao de caracterizar os anéis de Gorenstein.
Corolario 3.3.7. Seja (R, m, k) um anel noetheriano local. Sdo equivalentes:
(1) R é um anel de Gorenstein.
(i1) R é um anel Cohen-Macaulay de tipo 1.

Prova. Inicialmente, note que, se x é uma R-sequéncia maximal, entdo R € Gorenstein (respec-
tivamente Cohen-Macaulay, tem tipo 1) se, ¢ somente se, R/(x) é Gorenstein (respectivamente
Cohen-Macaulay, tem tipo 1). Desta forma, basta provar o resultado para o caso em que R é

artiniano.

126



(1)=(i1) Como R € artiniano, R é Cohen-Macaulay. Além disso, R € R-mddulo injetivo e inde-
componivel, conforme o Exemplo 3.2.2. Logo, pelo item (ii) do Teorema 3.2.3, concluimos que
R ~ Eg(k). e portanto, tem tipo 1, conforme a proposicéo anterior.

(ii)=-(i) Pelo item d) do teorema anterior, segue que R é isomorfo a Eg e, portanto, € injetivo

como R-médulo. Assim, R é Gorenstein. O

Exemplo 3.3.8. Seja (R, m, k) um anel artiniano local com m? =0. Assim, SocR =me, portanto
T(R) = dimy m = dimy m/m? = embdim R.
Desta forma, R € Gorenstein se, e somente se, embdim R = 1. Em particular,
KXt Xnl/ (X, X )?

€ Gorenstein apenas quando n = 1(Isto nos da uma familia infinita de anéis Cohen-Macaulay que
nao sdo Gorenstein). Notemos ainda que, no caso de R ser Gorenstein, ele também € de intersecao
completa. De fato, sendo embdimR = 1, temos m = (x). Com o complexo de Koszul K,(x)

consiste essencialmente na multiplica¢do por x em R, resulta que
H;(K¢(x)) = ker\y = SocR,

onde , é a multiplicagdo por x. Assim, €;(R) = 1.

Exemplo 3.3.9. Seja R = K[X,Y]/(X2 Y?) . Todo ideal primo que contém (X2, Y?) deve conter
o ideal maximal (X,Y). Consequentemente, R é artiniano. Assim, para saber se R é Gorenstein,

basta vermos se Soc R € unidimensional como K-espago vetorial. Para isto, note que R € gerado

f=a 1+ X+ aY+ aXY+ asY2 + agXY2 € SocR,

as igualdades Xf = Yf = 0 implicam que a; = a; = a3 = a4 = as = 0. Assim, SocR é
gerado por XY2. Isto mostra que R é Gorenstein. Procedendo de forma analoga, verifica-se que se
R = KI[X, Y]/(X2 XY2,Y?), entdo Soc R é gerado por XY? e Y2 como K-espaco vetorial. Assim,

neste caso, R nido é Gorenstein.

Exemplo 3.3.10. Seja S = K[X{, ..., X] e denote por S,,, o conjunto dos polindmios homogéneos
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de grau m. Seja ¢ : Sy, = K um morfismo K-linear ndo-nulo. Defina

S5, sej >m.
ae S;com@(aSy,_;) =0, sej <m.

esejal = EB;-X;O L. E imediato verificar que I é um ideal homogéneo de S, com I,, = ker .
Considere 0 anel R = S/T e sejam = (Xj,...,X;,). Como m™"! C I, segue que R é um anel
local, sendo mR seu ideal maximal. Mais ainda, R € artiniano. De fato, como I ¢ m-primério,
Ass (S/I) = {m}, donde Supp (S/I) = {m}. Portanto:

dimR =dimS/I = dimg S/1 = 0.
Vamos provar que R € Gorestein. Para isto, comecamos escrevendo
R=Ry®&R; & - - DRy,

onde R; = S;/1;. Note que Soc R € ideal homogéneo de R pois m € ideal homogéneo de S. Além
disso, € evidente que R,;, C SocR. Afirmamos que Soc R = R;,,. Para isto, basta mostrar que
nenhum elemento ndo-nulo de R; pertence a Soc R, se 1 < m . Com efeito, se be R; NSocRe
b # 0, entdo existe a € Sm—j com @(ba) # 0. Como I,, = ker ¢, concluimos que a.b # 0. Por
fim, uma vez que m —j > 0, segue que @ € mR, o que contraria a hipétese de que b € Soc R.
Assim,

SocR =R, =S,,/ker ~ K

e, portanto, R tem tipo 1.

Exemplo 3.3.11. Vamos explicitar a construcdo do exemplo anterior definindo o morfismo K-
linear ¢ : S, — K pondo @(XiX;) = 0,sei # je @(X{) = 1, parai = 1,...,n. Temos
I=ol,oL®S;®---. E imediato verificar que [y = I[; = 0. Por outro lado, I, = ker .
Dado f = alx% +---+ aan1 + Z aijXij € S,, temos que f € ker @ se, e somente se

i#j

a+---+a,=0.
Isto mostra que ker ¢ C J, onde
J=(XT—X35,XT = X5, .., XT — X5, XiXa, Xi Xa, .o, Xy Xan).
Além disso, S; C J, paratodo i > 2 e, portanto, I C J. Como cada gerador de | pertence a ker ¢,
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concluimos que [ = J. Explicitamente, temos que

KIXi, ..o Xn]

R =
(X?=X3, X7 = X3,..., X3 = X2, Xi X2, X1 X5, ..o, X1 X))

é um anel de Gorenstein, para todo n. Paran = 1, temos que R = K[X;]/(X}), o qual também ¢

um anel de interse¢do completa, conforme o Exemplo (3.3.9). Para n = 2, temos
R = K[X1, Xal/ (X1 X2, X — X3).

Afirmamos que, neste caso R também € um anel de interse¢cdo completa. De fato, tomando seu

completamento ddico com respeito a seu ideal maximal, obtemos:
R =~ KXy, Xal /(X1 X2, X3 — X3).

Uma vez que K[X;, X,] é um anel regular local e X; Xy, X% — X% ¢ uma sequéncia regular neste
anel, segue do Teorema 2.3.15, item (iii), que R € de intersecdo completa. Procedendo de forma

andloga, concluimos que R nido € de interse¢cdo completa para n > 2, pois

K[[Xh' .. an]]

R~
XX X2 X2, X2 = X2, X1 X0, X1 X3, - X1 X

e, por um argumento andlogo ao que foi feito no Exemplo 2.3.17, o ideal
I[=(XT—X5,X] =X, .... XT = X2, X1 X, X1 X3, ..o, X1 Xn)

ndo pode ser gerado por uma sequéncia regular. Assim, produzimos uma infinidade de anéis Go-

renstein que nao sdo de interse¢do completa.

Observacao 3.3.12. No exemplo anterior, pode-se verificar diretamente que o anel R é Gorenstein:

Como k-espago vetorial, R € gerado pelo conjunto
{LX1, . X X0

Dai, se pode concluir que Soc R é gerado por X2, donde R é Gorenstein.

3.4 O modulo Canonico e Teoria de Dualidade

Seja M um R-médulo finitamente gerado. A nogédo usual de dual de M € o R-m6dulo Homg (M, R).

Ao contririo do que ocorre com espacos vetoriais de dimensao finita, M pode nao ser reflexivo em
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geral. Por exemplo, se R = Z e M = Z,, temos Homg (M, R) = 0 e assim, M nao € reflexivo.
Este é apenas um inconveniente do funtor Homg (—, R). Outro inconveniente é a perda de sua
exatiddo, como € o caso quando tomamos R = Z. Estudaremos a teoria de dualidade a partir de

um funtor dualizante, conforme a defini¢do a seguir.

Definicao 3.4.1. Um funtor T : R — Mod — R — Mod € dito dualizante se satisfaz as seguintes

condigdes:
(i) T é contravariante e exato.

(i1) Para quaisquer R-médulos M, N, a aplicacdo
HomR(Ma N) — HomR(T(M)’ T(N)’ ((p — T((p))

¢ um morfismo de R-mddulos.
(iii) T é idempotente, ou seja, T> ~ I.

O Teorema 3.3.5 nos diz que, se R é um anel noetheriano local, entdo o funtor T(—) =
Homg(—, Eg) € dualizante na categoria dos médulos de comprimento finito. Nesta secéo, estu-
daremos a teoria de dualidade sobre anéis Cohen-Macaulay. Mais precisamente, veremos que, Sob
condi¢des apropriadas, existe um R-médulo M tal que o funtor T(—) = Homg(—, M) é dualizante
na categoria dos R-mddulos Cohen-Macaulay maximais (vide defini¢cao abaixo). O médulo M em

questdo é chamado mddulo candnico de R e coincidird com Eg no caso artiniano.

Definicao 3.4.2. Seja (R, m) um anel Cohen-Macaulay local. Um R-médulo M é dito Cohen-
Macaulay maximal se
depth M = depth R = dim R.

Observacao 3.4.3. Resulta do teorema de Auslander-Buchsbaum que todo médulo Cohen-Macaulay
maximal M sobre um anel regular local (R, m) € livre. De fato, pelo Teorema de Auslander-
Buchsbaum-Serre (Teorema 2.2.15 ), M possui dimensao projetiva finita. Logo, pelo teorema de

Auslander-Buchsbaum:
dim projM + depth M = dim R = depth M.

Logo, dim projM = 0, donde M € projetivo. Uma vez que R € local, M € livre.

Definicao 3.4.4. Seja (R,m) um anel Cohen-Macaulay local. Um R-mddulo Cohen-Macaulay

maximal de dimensao injetiva finita e tipo 1 € dito um mddulo canénico de R.
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Investigaremos a existéncia e unicidade do médulo candnico. Comecaremos provando sua

unicidade. Para estabelecé-la, usaremos os trés lemas seguintes.

Lema 3.4.5. Seja (R, m) um anel noetheriano local e M um R-mdédulo Cohen-Macaulay maximal.

Entdo, toda sequéncia R-regular é também uma sequéncia M-regular.

Prova. SejadimR =tex = xy,..., X, uma R-sequéncia. Pelo Teorema 1.5.14, x faz parte de um
sistema de parametros de R, digamos 'y = X, Xnt1,...,X¢. Seja I = yR. Assim, rad[ = m. Por

outro lado, pelo item (b) do Teorema 1.2.12, temos:
grade (I, M) = grade (rad I, M) = depthM = t.

Portanto, segue do Coroldrio 1.6.16 que y € uma M-sequéncia. Em particular, X tambémo é. O

Lema 3.4.6. Sejam (R,m) um anel Cohen-Macaulay de dimensdo d e C um R-mddulo Cohen-

Macaulay maximal.

(a) Suponha que M é um R-modulo Coehn-Macaulay maximal com Ext];2 (M, C) =0, para todo

j > 0. Entdo Homg (M, C) é Cohen-Macaulay maximal e para toda R-sequéncia X, temos:

Homg (M, C) ®g R/XR =~ Homg /xr (M/xM, C/xC). (3.5

(b) Suponha que diminj C < oo e seja M um R-médulo Cohen-Macaulay de dimensdo t. Entdo:

(i) Exth(M,C) =0, sej#d—t.
(ii) Exty *(M, C) é Cohen-Macaulay de dimensao t.

Prova. (a) Por inducdo no comprimento da sequéncia, vamos provar o isomorfismo para um
elemento R-regular x. Como C é Cohen-Macaulay maximal, x € C-regular, conforme o Lema

3.4.5. Assim, podemos considerar a sequéncia exata
0-C->C—-C/xC—0
Como Ext, (M, C) = 0, para j > 0, obtemos a sequéncia exata
0 — Homg (M, C) - Homg(M, C) — Homg(M, C/xC) — 0
Dai, segue que
Homg (M, C/xC) ~ Homg (M, C)/x Homg (M, C) ~ Homg (M, C) ®g R/xR.
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Por fim, pelo isomorfismo natural de R/xR-mddulos
Homg /xr(M/xM, C/xC) >~ Homg (M, C/xC),

obtemos o resultado desejado.

Provemos agora que Homg (M, C) é Cohen-Macaulay maximal. Faremos indugdo sobre d =
dim R. O resultado € trivial se d = 0. Se d > 0, seja x um elemento R-regular. Pelo Lema 3.1.8,
temos, para cada j:

Extjﬁ/(x) (M/xM, C/xC) ~ Ext);rl (M/xM, C).

Por outro lado, da sequéncia exata
0->M-"5M— M/xM — 0
obtemos a sequéncia exata longa
.. — Exth (M, C) — Ext, (M, C) — Ext,"' (M/xM, C) —Ext};' (M, C) — - --

Assim, EX'[%Q(M/XM, C) = 0. Portanto, podemos usar a hipétese indutiva para garantir que
Homg /xr (M/xM, C/xC) é R/xR-médulo Cohen-Macaulay maximal. Pelo item (a) do Teorema
2.1.7 juntamente com o isomorfismo (3.5), concluimos que Homg (M, C) é Cohen-Macaulay ma-
ximal.

(b) (1) Comegamos provando que Exﬂ2 (M, C) =0 paraj > d — t. Isto serd feito por indugio
emt =dimM. Se t = 0, entdo Ext]ﬁ(M, C) = 0 para todo j > d, pois diminj C = d. Se t > 0,

podemos escolher um elemento M-regular x. A partir da sequéncia exata
0->M-"5M— M/xM — 0
obtemos a sequéncia exata
Ext,, (M, C) = Ext, (M, C) — Ext,(M/xM, C)

Como M /xM é Cohen-Macaulay de dimensio t, obtemos por hipétese indutiva que Extk (M/xM, C) =
0,paratodor > d —t+ 1. Comoj > d — t, concluimos que

Ext,"' (M/xM, C) =0,

o que implica que
Ext), (M, C) = x. Ext, (M, C).
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Pelo lema de Nakayama, segue que Ext, (M, C) = 0.

O caso j < d — t também serd feito por inducdo em t. Se t = 0, entdo dim M = 0. Assim,
V(Ann M) = Supp M = {m}. Como grade (m, C) = d, o resultado segue do item (¢) do Teorema
1.2.12. O caso t > 0 € andlogo ao que fizemos na primeira parte desta demonstragao.

(i1) Mais uma vez, faremos indugao sobre t. Se t = 0, entdo como Ann M C Ann Ext’ﬁ(M, C),
segue que dim Ext]%(M, C) = 0. Set > 0, podemos escolher um elemento M-regular x. Proce-

dendo analogamente a demonstracao do item (i), obtemos a sequéncia exata
0 — Extd"Y(M, C) %5 Extd~Y(M, C) — Exta “""(M/xM, C) = 0

Por hipétese indutiva, Extg_(t_l) (M/xM, C) é Cohen-Macaulay de dimensdo t— 1. Assim, segue

do isomorfismo
Extd (M, C)

xExty (M, C)

~ Exty (M, C)

juntamente com o item (a) do Teorema 2.1.7 que Ext%’t(M, C) é Cohen-Macaulay de dimensdo

t. O

Lema 3.4.7. Sejam (R, m) um anel noetheriano local e ¢ : M — N um morfismo de R-mddulos
finitamente gerados. Se x é uma N-sequéncia e o morfismo induzido @ : M /xM — N/xN é um

isomorfismo, entdo @ € um isomorfismo.

Prova. Pelo lema de Nakayama, a sobrejetividade de ¢ implica a sobrejetividade de ¢. Por outro

lado, sendo K = ker ¢, segue da Proposicao 1.1.6 que a sequéncia exata
0—-K—=-M-—=N=0

induz a sequéncia exata
0— K/xK —- M/xM — N/xN — 0

Dai, K/xK = 0, donde K = 0, conforme o lema de Nakayama. O

Teorema 3.4.8. Sejam (R, m) um anel Cohen-Macaulay local e C,C’' mddulos canénicos de R.

Entdo:
(i) C/xC ~ Eg,(x) para qualquer R-sequéncia maximal X.
(i) C~C'.
(iii) Homg(C, C’) ~ R e cada gerador de Homg (C, C’) é um isomorfismo.
(iv) O mapa canénico R — Homg (C, C) é um isomorfismo.
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Prova. (i) Pelo Corolario 3.1.9, temos que C/xC € R/xR-mddulo injetivo. Como C/xC tem tipo
1 e Spec (R/(x)) = {m/(x)}, segue do Teorema 3.2.6 que C/xC ~ E /().
(ii) e (iii) Tome x uma R-sequéncia maximal. Pelo Lema 3.4.6 juntamente com o item (i), segue
que
Homg (C, C’) ®r R/(x) ~ Homg,(x) (Er/(x)» Er/(x))-

Por outro lado, como R/(x) € artiniano, temos o isomorfismo candnico

R/(x) ~ Homg (x)(Er/(x)» Er/(x))s

conforme o item (d) do Teorema 3.3.5. Compondo os isomorfismos anteriores, obtemos o isomor-

fismo
P : R/(x) = Homg(C,C’)/xHomg(C, C’).

Sendo @ a imagem da unidade por 1, concluimos que
Homg(C, C’) = Re + xHomg(C, C’).

Assim, segue do lema de Nakayama que Homg(C, C’) = Re. Isto mostra que Homg(C, C’) é
ciclico. Ademais, como R¢ é Cohen-Macaulay maximal, x é R@- regular. Deste modo, o mapa
natural R — R € um isomorfismo, conforme o Lema 3.4.7. Por fim, seja ¢ um gerador qualquer
de Homg(C, C’). Novamente pelo Lema 3.4.7, para provar que ¢ é um isomorfismo, é suficiente
mostrar que @ ® R/(x) € um isomorfismo. Podemos identificar ¢ ® R/(x) com um gerador de
Er/(x) (k). Por outro lado, como o mapa candnico R/(x) — Eg/(x) € um isomorfismo, todo gerador
de Eg/(x) estd associado a um elemento invertivel de R e, portanto, € um isomorfismo. Logo, ¢ €
um isomorfismo.
(iv) Seja
VP : R — Homg(C, C)

0 mapa candnico. Sendo X uma R-sequéncia maximal, podemos identificar o mapa induzido  ®
R/(x) com o isomorfismo

R/(x) = Homg(x) (Er/(x)» Er/(x))-

Logo, o resultado segue do Lema 3.4.7. O
Pelo teorema anterior, o médulo canonico de um anel R, quando existe, é inico. Denotaremos

tal modulo por wg. A proxima proposicao lista duas propriedades basicas do mddulo candnico.
Proposicao 3.4.9. Seja (R, m) um anel Cohen-Macaulay local com médulo candnico wy. Entdo:

(i) Wr/XWR =~ Wg /xR, para toda R-sequéncia X.

134



(i) (wr)p = wr,, paratodop € SpecR.

Prova. (i) Como wg é Cohen-Macaulay maximal, x é wg-regular. Assim wg/xwg é R/XR-
Cohen-Macaulay maximal de tipo 1 com dimensdo injetiva finita. Pela unicidade do mdédulo
candnico, segue que

(UR/X(DR X~ WR/xR-

(11) Inicialmente, pela Proposi¢do 3.1.3, temos que dim inj Rp (wr)p < oco. Por outro lado, pelo
Teorema 2.1.7, grade (p, R) = depth R, e grade (p, wg) = depth (wg),. Além disso, como wg
¢ Cohen-Macaulay maximal, toda sequéncia R-regular é wg-regular e, portanto, grade (p,R) <

grade (p, wg). Deste modo:
dim R, = depth R, < depth (wg), = dim(wg), < dimR,,.

Isto mostra que (wg), € R,-médulo Cohen-Macaulay maximal. Nos resta provar que (wg), tem
tipo 1. Para isto, seja X uma sequéncia de elementos de R cuja imagem em R, € uma sequéncia
regular maximal (Por abuso de notagéo, denotaremos tal imagem por x também). Como (wg),, é
R,-médulo Cohen-Macaulay maximal e X tem comprimento igual a depth R,,, x é (wg)p-regular

maximal. Além disso, diminjg_ (wgr)p = depth R,. Consequentemente,
diminj,M =0,

onde M = (wg)p/X(wr)p € A =R, /xR, Uma vez que M é A-médulo injetivo e pR,, € o tinico
ideal primo de A, segue do Teorema 3.2.6 que M ~ E ", onde 1 € o tipo de M. Por um lado, pelo

Teorema 3.3.5, temos:

2

2
Homa (M, M) ~ [Homa (EA,EA]" ~ A"
Por outro lado, usando o item (iv) do teorema anterior, concluimos que:

Homa (M, M) =~ [Homg x| UUR/X(UR,(DR/XWR)}p

~ [HomR/XR wR/XR,wR/xR)]

o)
(R/xR);
~ R,/xR,
~ A.
Assim, A ~ A", 0 que implica que r = 1. O

Exemplo 3.4.10. Pelo Teorema 3.4.6, se R for artiniano, entdo wy existe e € isomorfo a Eg.
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Outra situacdo em que o mddulo candnico existe € quando R € um anel de Gorenstein. Na
verdade, a luz da caracterizacdo provada no Corolario 3.3.7, podemos afirmar que R é Gorenstein
se, e somente se, Wy existe e € isomorfo a R.

Discutiremos agora sobre a existéncia do médulo candnico. Veremos que os anéis que admitem

modulo candnico estdo, de certa forma, proximos de serem Gorenstein.

Lema 3.4.11. Seja ¢ : (R,m) — (S, n) um morfismo de anéis noetherianos locais de modo que S

seja R-modulo finitamente gerado. se M é um S-modulo que é R-finitamente gerado, entdo:
dimg M =dims M e depthgM = depth s M.

Prova. Inicialmente note que Anng M = @ ~!(Anng M). Assim, podemos considerar a extensio
de anéis
R/ Anng M C S/ Anng M,

que € uma extensdo finita pois R C S é uma extensido finita. Assim, tal extensdo é integral e,

portanto:

dimg M = dim R/ Anng M = dim S/ Anng M = dimg M.
Para a segunda igualdade, seja X = xj,...,X, C m uma M-sequéncia maximal. Assim, pondo
Yyi = @(xi), temos que y = yy,...,Yn € uma M-sequéncia. Vamos provar que y é uma S-

sequéncia maximal.
SejaN = M/xM = M/yM. Como M é R-médulo noetheriano, N também o é. Em particular,
N € um S-mdédulo que € finitamente gerado como R-mdédulo. Assim, o mesmo vale para Soc gN.
Desta forma,
dimg Soc gk N = dimg Soc g N.

Por outro lado, como Anng Soc g N = {m}, segue que dimg Soc g N = 0. Portanto, dimg Soc gk N =
0. Em particular, V(Anng Soc gkN) = {n}. Por fim, como depth N = 0, segue do item (ii) do
Teorema 1.2.4 que

Soc gkN ~ Homg(R/m, N) # 0.

Assim, podemos tomar p € Asss Soc gN. Consequentemente, Anng Soc gkN C p, donde p = n.

Sendo assim, n € Asss N, o que nos diz que y é uma S-sequéncia maximal.

Proposicao 3.4.12. Seja ¢ : (R,m) — (S,n) um morfismo de anéis Cohen-Macaulay locais de
modo que S seja R-modulo finitamente gerado. Se wyg existe, entdo ws existe e é isomorfo a
Exty (S, wg), onde t = dimR — dim S.

Prova. Suponha inicialmente que dim R = dim S = d. Assim, devemos provar que Homg (S, wg)

€ o médulo candnico de S. Pela Proposicao anterior, segue que S é um R-mddulo Cohen-Macaulay
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maximal. Assim, pelo item (b) do Lema 3.4.6, concluimos que Homg(S, wg) é um R-mdédulo
Cohen-Macaulay maximal. Em particular, se x ¢ uma R-sequéncia maximal, entdo x é uma
sequéncia wg-regular e Homg (S, wg)-regular. Por outro lado, o item (a) desta mesma proposicao
nos diz que

Homg (S, wg) ® R’ ~ Homg/(S’, wg-),

onde R" =R/xRe S’ = §/xS. Como R’ € artiniano, wy =~ E} e assim,
Homg/(S’, wgrs) ~ Homg/(S’, Er/)
¢ um S’-mddulo injetivo. Pelo Teorema 3.2.6, podemos escrever
Homg/(S’, Eg/) =~ (E§)".
Usando o Teorema 3.3.5 juntamente com a aditividade da fun¢do {, obtemos a igualdades abaixo:
0(ES) = 0(S") = L(Homp(S', Eg)) =1 - L(EY).

Assim, v = 1. Isto mostra que Homg/(S’, wg/) é o médulo candnico de S’. Além disso, pela
proposicdo anterior, @(x) é uma S-sequéncia maximal e Homg(S, wg) é um S-moédulo Cohen-

Macaulay maximal. Desta forma, o isomorfismo
Homg (S’, wr/) ~ Homg(S, wg)/xHomg (S, wg) = Homg (S, wr)/¢@(x) Homg (S, wg)

nos diz que Homg (S, wg) é um S-mdédulo de tipo 1 e dimenséo injetiva finita, o que prova que ele
€ o médulo candnico de S.

Para o caso geral, como dim R/ker ¢ = dim S, segue do item (b) do Teorema 2.1.5 que
grade (ker @,R) =dimR —dim S =t.

Assim, existe uma R-sequéncia maximal x em ker ¢ de comprimento t. Em particular, dimR =
dim S, onde R = R/xR. Assim, pelo caso discutido anteriormente, concluimos que ws existe e é

isomorfo a Homy (S, wg). Por fim,
Homg (S, wg) ~ Extg(S, wg)
conforme o Teorema 1.2.6.

Exemplo 3.4.13. Se R ¢ uma K-élgebra artiniana finita, entdo R admite médulo candnico. Basta
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considerar o morfismo estrutural ¢ : K — R e observar que wyg = K, ja que todo corpo € um anel

de Gorenstein. Assim, pela proposi¢ado anterior, wg = Homg (R, K).

Para caracterizar os anéis que admitem moédulo canodnico, faremos uso do conceito de extensdao

trivial de um anel R por um R-médulo M.

Definicao 3.4.14. Seja R um anel e M um R-mdédulo. A extensdo trivial de R por M, denotada
por R * M, € o R-médulo R & M munido do produto

(x1, M) - (X2, M2) := (X1X2, X1My + XMy ).

Nao é dificil verificar que R+ M € de fato um anel, com a multiplicacdao definida anteriormente.
Além disso, podemos naturalmente identificar R com o subanel {(x,0);x € R} de R * M. O lema

seguinte retine algumas propriedades bdsicas do anel R * M que usaremos mais adiante.
Lema 3.4.15. Sejam R um anel e M um R-mdédulo.

(1) Se (R, m) for local, entdo R * M é um anel local, com ideal maximal m x M = {(x,m) €
R*x M;x € m}.

(i1) Se R for noetheriano e M for finitamente gerado, entdo R x M é um anel noetheriano.

(iii) Suponha que (R,m) é um anel noetheriano local e M é um R-mddulo finitamente gerado.

Se toda R-sequéncia é uma M-sequéncia, entdo

depth R = depth R + M.

(iv) A extensdo R C R x M é inteira. Em particular, dimR = dim R * M.

Prova. (i) E imediato verificar que m * M é um ideal de R *+ M. Além disso, se (x, m) & m * M,

-1, —x"?m) =

entdo x ¢ m. Em particular, x € invertivel em R. Consequentemente, (x, m) - (x
(1,0), donde (x, m) é invertivel em R x M. Isto mostra que todo elemento de R« M \ m x M é
invertivel. Logo, m x M € o tnico ideal maximal de R « M.

(i1) O nucleo da projecao candnica 7t : R * M — R € o ideal
0«M ={(0,m);m € M}.

Além disso, 0 * M ~ M como R-mdédulos. Em particular, 0 * M é um R-mddulo noetheriano.

Desta forma, 0 * M também é um (R * M )-md6dulo noetheriano. Por outro lado, o isomorfismo
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R * M/0 x M =~ R nos diz que R * M /0 x M é um anel noetheriano e, portanto, ¢ também um

(R * M )-mébdulo noetheriano. Logo, sendo
0—-0«xM—-R*xM — (R«xM)/(0xM) — 0

uma sequéncia exata de (R+M)-moddulos, concluimos que R+ M é um (RxM)-mddulo noetheriano
e, portanto, € um anel noetheriano.

(ii1) Pelos itens anteriores, R * M é um anel noetheriano local, sendo m * M seu ideal maximal.
Seja x = xq,...,X, uma R-sequéncia maximal. Como (x{,0) - (r,m) = (xy7,xym), segue que
x' = (x1,0),..., (xn,0) € (RxM)-regular. Além disso, se x’, (y, m) fosse uma sequéncia (R+*+M)-
regular, entdo y seria um elemento R/xR-regular. De fato, se yr € xR, entdo (y,m) - (r,0) €
x'(R* M) = xR x M. Assim, (1,0) € xR * M, donde r € xR. Logo, x’ ¢ uma (R * M)-sequéncia
maximal, donde segue o resultado.

(iv) Seja ] um ideal primo de R * M. Uma vez que
(0%« M)> =0,
segue que 0 * M C J. Por outro lado, o mapa natural
RxM =R, (r,m) — 71

induz um isomorfismo natural
(RxM)/(0xM) ~R

Por tal isomorfismo, | corresponde a um ideal primo p de R. Assim,
] =p =M.

Inversamente, dado um ideal primo p de R, p * M € um ideal de R * M e tal ideal € primo, uma

vez que
(R+xM)/(p* M) ~R/p.

Desta forma, obtemos uma correspondéncia biunivoca entre os ideais primos de R * M e os ideais
primos de R. Uma vez que tal correspondéncia respeita inclusoes, segue que dim R = dim R « M.
UJ

Observacao 3.4.16. Uma forma alternativa de provar o item ii) do lema anterior consiste em
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observar que 0 mapa
R * Rn — R[Xl’ Tt ,Xn]/(Xb e aXn)Z’ (T, Zriei) =T+ Zrixi + (X19 T aXTl)z
i=1 i=1

€ um isomorfismo de anéis. Assim, se M é gerado por n elementos, obtemos um morfismo sobre-
jetor R™ — M, o qual induz um morfismo sobrejetor R « R — R« M. Segue dai que R« M é

neotheriano.
Teorema 3.4.17. Seja (R, m, k) um anel Cohen-Macaulay local. Sdo equivalentes:

(1) R admite modulo candnico.

(i1) R é imagem homomorfica de algum anel de Gorenstein local.

Prova. (i)=-(i1): Vamos provar que R * wg € Gorenstein. Pelo lema anterior, R * wg € Cohen-
Macaulay local. Pelo Corolério 3.3.7, resta apenas provar que R * wg possui tipo 1.
Para isto, podemos supor que R € artiniano. Com efeito, tomando uma R-sequéncia maximal

X, temos 0s isomorfismos naturais:
R % wr/X(R * wgr) >~ R/XR * wr/Xxwg =~ R/XR * Wg xr.
Por outro lado, pelo Teorema 3.4.8, wg xg =~ Eg/xr (k). Assim,
R * wr/xX(R * wr) ~ R/XR * Eg xr (k).

Consequentemente, R * wg tem tipo 1 se, e s6 se, R/XR * Eg /xr (k). Isto reduz o problema ao de
provar que, se R artiniano, entdo R’ = Rx Ex (k) possui tipo 1. Para isto, basta calcularmos Soc R’.
Afirmamos que Soc R’ = 0  Soc Eg (k). E imediato que 0 * Soc Egx(k) C Soc R’. Por outro lado,
suponha que (x, m) € SocR’ e x # 0.
Afirmacao: Homg (R/XR, E) ~ Eg xk.

Pelo Lema 4.2.11, temos que Homg (R/xR, E) € R/xR-mddulo injetivo. Assim, pelo Teorema
3.2.6, basta provar que Homg (R/xR, E) tem tipo 1. Para isto, note que f € Soc Homg(R/xR, E)

se, € somente se,
T-f(s)=0

paratodorT € me s € R. Por outro lado:

Tf(s) =0 < f(rs) =0

& 1.f(s) =0.
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Assim, f € Soc Homg (R/xXR, E) se, e somente se, Imf C Soc Egx = k. Portanto,
Soc Homg (R/xR, E) = Homg (R/XR, k),

o que nos diz que Homg (R/xR, E) tem tipo 1.

Desta forma, aplicando o funtor Homg (—, E) a sequéncia exata
R R—R/xR—0

obtemos a sequéncia exata

O—>ER/XR —)ER—>ER

Por outro lado, pelo Teorema 3.3.5,
€(Er/xr) = L(R/xR) < £(R) = L(ER).

Consequentemente, a multiplicacdo por x em Eg ndo pode ser a aplicagdo nula, visto que isto

implicaria em Eg /xg >~ Eg. Assim, existe y € Eg tal que xy # 0. Portanto

(0,y).(x,m) = (0,xy) # (0,0),

o que é um absurdo pois (0,y) € m*x Eg e (x, m) € SocR’. Logo, SocR’ = 0 % Soc Eg =~

Soc Eg = k, provando assim que R’ tem tipo 1. O

Exemplo 3.4.18. Se R for um anel Cohen-Macaulay local e completo, entdo pelo teorema de
Cohen, R € quociente de um anel regular local, o qual € Gorenstein. Assim, pelo teorema anterior,

R admite um moédulo canonico.

O teorema seguinte lista trés caracterizagdes do modulo candnico: A primeira o caracteriza a
partir dos nimeros de Bass, a segunda é uma caracterizacio em fungao dos funtores Exty (—, C) e
a terceira reside no fato do funtor T(—) = Homg(—, C) ser dualizante na categoria dos médulos

Cohen-Macaulay maximais.

Teorema 3.4.19. Seja (R, m, k) um anel Cohen-Macaulay local de dimensdo d e C um R-mddulo

finitamente gerado. As seguintes condigbes sdo equivalentes:
(a) C ¢ o mddulo canédnico de R.
(b) wi(p, C) = din, para todo p € Spec (R), onde h = htp.

(¢) Para todo inteirot =0,1,...,d e todo R-médulo Cohen-Macaulay M de dimensdo t, vale:
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(i) Exts Y(M, C) é Cohen-Macaulay de dimensdo t.
(i) Extk(M, C) = 0 para todoi # d — t.

(ii1) Existe um isomorfismo
M =~ Exty " (Exty (M, C), C)

o qual se reduz ao isomorfismo canénico M ~ C, no caso em que d = t.
(d) Para todo R-moédulo Cohen-Macaulay maximal M, vale:

(1) Homg (M, C) é Cohen-Macaulay maximal.
(ii) Exty(M, C) =0, para todo i > 0.

(ili) O morfismo natural
M — Homg (Homg (M, C), C)

€ um isomorfismo.

Prova. (a)=-(b) Seja C = wg. Temos:

Hi(p, wr) = dimy(p) EXt}zp(k(P), W, ).

Como wg, € Ry,-mbédulo Cohen-Macaulay maximal de tipo 1 e dimR, = htp = h, o resultado
segue das formulas
depth M = inf{i; Ext]i{(k, M) # 0}

diminjM = sup{i; Extg (k, M) # 0}.

(b)=-(a): Fazendo p = m, temos
Sin = dimy(m) Exty_(k(m), Cry) = dimy Exty(k, C).

Assim, pelas férmulas usadas anteriormente, concluimos que C = wr.
(a)=-(c): Os itens i) e ii) seguem do Lema 3.4.6. Para provar o item iii), comecamos com a

seguinte afirmacao:
Afirmacao: Podemos supor d = t.

Suponha que o resultado estd provado neste caso. Assim, pelo item (b) do Teorema 2.1.5,
temos:
grade (Ann M,R) =dimR —dimM =d —t.
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Consequentemente, existe uma R-sequéncia x de comprimento d — t em Ann M. Por outro lado,

uma vez que Ann M C Ann Ext]i{(M, C), segue do Lema 3.1.8 que

Exty “(Exty '(M,C),C) =~ Homg/r(Exts *(M,C),C/xC)
~ HOl’l’lR/xR (HOI’I’IR/XR(M, C/XC), C/XC) .

Como M ¢ um R/xR-médulo e dimg /xg M = depth g xgM = t = dim R/xXR, segue que
M ~ HomR/xR (HOI’DR/XR(M, C/XC), C/XC) ,

provando assim a afirmacdo.

Além disso, pelo Lema 3.4.6, sendo y uma R-sequéncia maximal, concluimos que
Homg (Homg (M, C), C) ® R/yR =~ Homg yr (HomR/yR(M/yM, C/yC), C/yC) .

Isto juntamente com o Lema 3.4.7 reduz o problema ao caso em que dim R = 0. Ora, mas neste
caso, C ~ Eg e assim, o isomorfismo M ~ Homg (Homg (M, C), C) segue do item (b) do Teorema
3.3.5.

(c)=(d) O item (d) € apenas um caso particular do item (c).

(d)=-(a) Fazendo M = R, obtemos que Homg (R, C) ~ C é Cohen-Macaulay maximal. Vamos
agora provar que C tem dimensao injetiva finita. Para isto, & suficiente mostrar que Extk (k, C) = 0,
para i suficientemente grande.

Seja

Pl ©2 P1 @1 PO <Pok 0

uma resolucdo livre de k e M = ker ¢;_; a i-ésima sizigia de k com respeito a tal resolucdo. Se

M, # 0, entdo segue da sequéncia exata
0—M; —>Py—k—0
juntamente com o item (b) da Proposi¢do 1.2.11 que
depth M; > min{depth P, 1}.

Como Py € livre e R é Cohen-Macaulay, depth Py, = d, donde depthM; > 1. Analogamente,
se M, # 0, entdo depth M, > 2. Procedendo indutivamente, concluimos que My é nulo ou é

um R-médulo Cohen-Macaulay maximal. De todo modo, segue que Exts (Mg, C) = 0, para todo
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i > 0. Como Extk (Mg, C) ~ Exts"¢(k, C), obtemos
Ext(k, C) =0,

para todo j > d. Isto mostra que C possui dimensdo injetiva finita.

Resta mostrar que C tem tipo 1. Como r(C) = r(C/xC), onde x é uma R-sequéncia maximal,
podemos nos restringir ao caso em que R € artiniano. Neste caso, diminj C = depth R = 0. Assim,
C é um R-moédulo injetivo e pelo Teorema 3.2.6, C ~ ER", onde r é o tipo de C. Logo, pelo
Teorema 3.3.5:

R"™ ~ Homg (Homg (R, C),C) .

Por outro lado, por hipétese
Homg (Homg (R, C),C) ~ R.

Logo, r = 1. O
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Capitulo 4

Apéndice

4.1 Moédulos Projetivos

Moédulos projetivos sao médulos que, de certa forma, generalizam a no¢ao de médulos livres como

veremos na defini¢cdo a seguir.

Definicao 4.1.1. Um R-médulo M € projetivo se for um somando direto de um R-médulo livre,

isto &, se existe um R-mddulo N tal que M & N € livre.

Segue da defini¢do acima que todo médulo livre € projetivo. Por outro lado, nem todo médulo

projetivo € livre.

Exemplo 4.1.2. Sejam R;, R, anéis e considere o anel R = R; x R,. Tomando os R-mddulos
P; = R; x {0} e P, = {0} x Ry, temos que R = P; & P,. Em particular, P; ¢ P, sdo R-mé6dulos

projetivos. Por outro lado, nenhum deles € um R-moédulo livre. De fato, uma vez que
(0,1)- Py =(1,0) - P, =0,

concluimos que P; e P, ndo possuem subconjuntos linearmente independentes e portanto ndo sdao

modulos livres.

Exemplo 4.1.3. Vejamos que Q ndo € um Z-mddulo projetivo. Inicialmente, note que
Homyz(Q,Z) = 0.

De fato, dado um morfismo de Z-médulos f : Q — Z, sejan = f(1). Se n # 0, entdo, tomando

um inteiro m nao-nulo que nao divida n, teriamos

n="Ff(1)=f(m.1/m)=mf(1/m),
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donde m dividiria n, o que é um absurdo. Logo, f(1) = 0. Dai, segue que f(t) = 0, para todo

t € Z. Além disso, para cada t € Z nao- nulo, a igualdade
0="~(1)="f(t.1/t) =tf(1/t)
mostra que f(1/t) = 0. Desta forma, teremos f(r) = 0, para todo r € Q. Assim,
Homyz(Q,Z) = 0.

Suponha agora que Q é um Z-mddulo projetivo. Entdo, ele é somando direto de um Z-mddulo

L=Pz

iel

livre

Em particular, temos um mapa injetor g : Q — L. Sendo 7t; : L — Z a proje¢ao natural na i-ésima
coordenada, temos 7t; o g € Homgz(Q, Z).
Assim, 7t; o g = 0. Uma vez que isto vale para cada i € [, a igualdade

g(r) = (mi o g(r))ier, paratodor e Q,

mostra que g = 0, o que contraria sua injetividade. Assim, Q ndo € um Z-mddulo projetivo.

Exemplo 4.1.4. Seja M um R-mddulo tal que exista r € Zg(M) N (R\Zg(R)) ndo-nulo. Entéo,
M nio € projetivo. De fato, se M fosse projetivo, entdo M seria somando direto de um R-médulo
livre L. Em particular, terfamos um morfismo injetor ¢ : M — L. Seja{e;,1 € [} uma base de L e

considere m # 0 em M tal que rm = 0. Assim, existem i;,...,1x € [eny,...,n, € R tais que
@(m) =njey, + - +ngey, .

Como ro(m) = 0er & Zg(R), concluimos que n; = 0, paraj = 1,...,k. Logo, ¢(m) =
0, o que contraria a injetividade de ¢. Em particular, Z,, ndo é um Z-mddulo projetivo. Mais
geralmente, se R € um dominio e I € um ideal préprio ndo-nulo de R, entdo R/I ndo é um R-

modulo projetivo.

Observacao 4.1.5. Se M é um R-mddulo projetivo, entdo, para cada ideal primo p de R, a
localizagdo M,, € um R,-médulo projetivo.

Com efeito, uma vez que existe um R-moédulo L tal que

M@Lz@R

iel
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€ um R-moddulo livre, segue da comutatividade do funtor localizagdo com somas diretas que
M, oL, = PR,
i€l
€ um R;,-modulo livre. Assim, M, € um somando direto de um R,-médulo livre, ou seja, M, €

um R,-mddulo projetivo.

Veremos agora uma caracterizacao categérica dos modulos projetivos. Para tal, é necessario

alguns resultados preliminares.

Definicao 4.1.6. Dizemos que uma sequéncia exata 0 —- N — M — K — 0 de R-mddulos
cinde se existe um isomorfismo de R-mddulos ¢ : M — N & K tal que o diagrama abaixo seja

comutativo:

0—=N—TF M2 . K—>50

°

0—=N—>N@K—K——0
O resultado a seguir exibe duas caracterizacgdes uteis para sequéncias exatas que cindem.

Proposicao 4.1.7. Dada uma sequéncia exata 0 — N oM 2 K = 0de R-médulos, sdo

equivalentes:

(i) A sequéncia dada cinde.
(ii) Existe um morfismo de R-modulos h: K — M tal que g o h = id.

(iii) Existe um morfismo de R-modulos o« : M — N tal que o f = idy.

Prova. (i) = (ii) Por hipétese, existe um isomorfismo ¢ : M — N @ K de R-mddulos tal que
7o @ = idk o g. Definindo h : K — M pondo h(k) = ¢ !(0, k), para cada k € K, temos que h

¢ um morfismo de R-mddulos e, para cada k € K, vale:

(goh)(k) =(go @ ')(0,k) = (mo @)oo '(0,k) =k

Assim, g o h = idg.

(ii) = (iii) Defina « : M — N pondo a(m) = f!(m — (h o g)(m)). Observe que o estd
bem definida, pois

m—(hog)(m) € kerg=Imf
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e f é injetor. Por fim, para cadan € N, temos:
axofm)=f'(f(n) —(hogof)(n)) =f'of(n) =n.

Logo, xo f = idn.

(iii) = (i) Afirmamos que M = Im f & ker «. De fato, dado m € M, temos que
m— (foa)(m) € ker «.

Portanto,

m=m-— (foua)(m)+ (foua)(m).

Assim:
M =Imf + ker «.

Uma vez que @ o f = idy, segue que Imf Nker o« = 0. Desta forma, M = Im f & ker «. Sendo
assim, cada elemento de M pode ser escrito de forma tinica como x + f(n), para certos x € ker «
en € N. Definaentdo ¢ : M — N & K, pondo

¢(x+f(n)) = (n, g(x)).

E imediato verificar que @ é um morfismo de R-mddulos. Provaremos agora que ¢ € injetor. Com

efeito, se x + f(n) € ker ¢, temos que
(n, g(x)) = (0,0).
Assim,n = 0e x € kerg = Im f. Logo,
x € ImfNnker x =0.

Por fim, vejamos que ¢ € sobrejetor. Ora, dado k € K, temos k = g(m) para algum m € M, pois
g € sobrejetor. escrevendo m = x + f(n), com x € ker « e n € N, obtemos k = g(x). Dai, segue

imediatamente a sobrejetividade de . O

De posse da Proposicao 4.1.7, vejamos agora uma caracterizagao categdrica dos modulos pro-

jetivos.
Teorema 4.1.8. Seja P um R-mddulo. Sdo equivalentes:

(1) P é R-modulo projetivo.
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(i) Se M e N sdo R-modulos e f : P — N, g : M — N sdo morfismos de R-médulos com ¢
sobrejetor, entdo existe um morfismo de R-modulos h : P — M tal que o diagrama abaixo

seja comutativo:

P
| N
h

M ——N

9

(ii1) Toda sequéncia exata de R-modulos
0>N-"SM-LP—0

cinde.

Prova. (i) = (ii) Seja Q um R-mddulo tal que P & Q ¢ livre. Tome uma base (b;);jc; de P @ Q,
onde b; = (pj;, g;). Sendo g sobrejetor, podemos escolher para cada j € I, um elemento m; € M
de modo que g(m;) = f(p;). Defina entdo o morfismo de R-médulos h:P®Q — M pondo
h(p;, qj) = m;, paracadaj € L. Sendo t : P — P @ Q o morfismo inclusdo, é imediato verificar

que a composi¢io h = h o  cumpre a igualdade g o h = f.

(i1) = (iii) Pela Proposi¢do 4.1.7, basta exibir um morfismo h : P — M cumprindo go h = idp .
Ora, sendo g sobrejetor, usando idp no lugar de f no enunciado do item (ii), obtemos a existéncia

de um tal morfismo h.

(iii) = (i) Note que € suficiente exibir uma sequéncia exata de R-mddulos
0O—-N—-M—=P—=0

com M livre. Para tal, considere um conjunto gerador (p;)ic1 de P e, sendo

M:@R,

iel

defina o morfismo

g:M—=P, e —p;i

onde (ei)ic1 denota a base candnica de M. Sendo g sobrejetor, basta fazermos N = ker g e

obtemos a sequéncia exata de R-mddulos desejada. O

Corolario 4.1.9. P é um R-mddulo projetivo se, e somente se, o funtor Homg (P, —) ¢é exato.
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Prova. Basta observar que a exatidao do funtor Homg (P, —) € equivalente ao item (ii) do Teorema
4.1.8. O

Exemplo 4.1.10. Se (R, m, k) ¢ um anel local e P € um R-mddulo projetivo, entdo P é livre. Este
resultado foi provado por Kaplansky em [5]. Neste exemplo, provaremos este resultado no caso
em que P € finitamente gerado. Neste caso, tomamos um conjunto gerador minimo {py, ..., pn}de

P e consideramos o morfismo sobrejetor
@:R"—= P, e+~ pi
Pelo item (iii) do teorema anterior, a sequéncia exata
0—+N-=R*"*M=0
cinde, onde N = ker . Em particular, R™ >~ N & P. Aplicando o funtor — ® R/m, obtemos:
k™ ~ N/mN @& P/mP.

Como dimy P/mP = n, segue que N/mN = 0. Pelo lema de Nakayama, concluimos que N = 0

e, portanto, P ~ R™.

Podemos utilizar o Corolério 4.1.9 para dar uma reciproca fraca ao exemplo 4.1.5, no seguinte

sentido:

Proposicao 4.1.11. Se R ¢é noetheriano e M é R-modulo finitamente gerado, entdo M é projetivo
se, e somente se, cada localizagdo M, é um R,-mddulo livre. Em outras palavras, M é projetivo

se, e somente se, M é localmente livre.

Demonstragdo. Inicialmente, se M for projetivo, entdo M, € R,-mddulo projetivo, para todo ideal
primo p de R, conforme o exemplo 4.1.5. Pelo exemplo anterior, segue que M, € R,,-médulo livre.

Para a reciproca, é suficiente mostrar que Homg (M, —) é um funtor exato, conforme o Co-
rolario 4.1.9. Uma vez que este funtor é, em geral, um funtor covariante exato a esquerda, devemos
provar sua exatiddo a direita. Para isto, seja g : N — L um morfismo sobrejetor de R-mddulos.
Sendo localizagdo um funtor exato, o morfismo induzido de R,-mddulos g, : N, — L, também
€ sobrejetor, para cada ideal primo p de R. Assim, sendo M, um R,-mddulo livre, obtemos
sobrejecdo

Homg (M, N,) — Homg, (M, L,).

Por outro lado, como M é R-médulo finitamente gerado, temos, para cada R-médulo K, o isomor-
fismo
Homg (M, K)p ~ Homg, (M, Ky).
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Além disso, este isomorfismo € funtorial. No nosso caso, isto se exprime na comutatividade do
diagrama abaixo
Homg (M, Ny, ) — Homg (M,,,L,)

l |

Homg (M, N)p Homg (M, L)p

Como as flechas verticais sd@o isomorfismos, concluimos que o morfismo
Homg (M, N)p — Homg (M, L)p
€ sobrejetor. Uma vez que este € a localizacao do mapa
Homg (M, N) — Homg (M, L)

induzido por g : N — L, segue do principio local-global que tal mapa € sobrejetor. Isto prova a

exatidao do funtor Homg (M, —) e, assim, M é um R-mddulo projetivo. O

Observacao 4.1.12. Na Proposi¢ao anterior, o resultado permanece vélido se exigirmos apenas
que M, seja livre para todo ideal maximal m de R. Para ver isto, basta recordar o fato de que,

dada uma inclsdo de primos p C ¢, temos o isomorfismo R, >~ (Rq)pr,, .

Apresentamos agora o lema de Schanuel. Este é um resultado técnico que usamos neste traba-
lho.

Proposicao 4.1.13 (Lema de Schanuel). Seja R um anel e considere as sequéncias exatas de R-
modulos

05K-5P-M—=0

i/

0K 5P S M—0
onde P e P’ sdo projetivos. Entdo:
K@P ~K' @ P.

Prova. Considere o diagrama comutativo
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A existéncia de 3 segue da projetividade de P, enquanto a existéncia de o : K — K’ cumprindo

i o x = P o i, segue do caga ao diagrama. Defina

0:K—=PaK (k— (i(k), x(k))

V:PaK =P ((p.k) — Blp) —i'(kK)).

Vamos provar que
05K-5PaK 5P =0 (4.1)

¢ uma sequéncia exata.

A injetividade de O segue da injetividade de i enquanto que a inclusdo Im0 C ker segue
diretamente da comutatividade do diagrama acima. Vamos agora provar que ker\{ C Im0. Seja
(p, k') € ker. Assim, B(p) = i/(k’). Como

0= (@ 0i)(k') = (@ oB)(p) = o(p).
concluimos que p € ker @ = Im1i. Assim, existe k € K tal que i(k) = p. Por fim:
(1" oa)(k) = (Boi)(k) = B(p) =1'(k').

Assim, a injetividade de i’ implica que x(k) = k’. Logo, 6(k) = (p,k’).
Por ultimo, vejamos que 1 é sobrejetor. Para isto, seja p’ € P’. Da sobrejetividade de 7t segue

que existe p € P tal que @'(p’) = @(p). Logo

(@ oB)p)=cep)=9'(p).

Isto mostra que 3(p) — p’ker @’ = Im1i’. Portanto, existe k' € K’ tal que

ou seja, P(p,k’) = p’. Uma vez provada a exatiddo da sequéncia (4.1), o resultado segue da

projetividade de P’. O

Corolario 4.1.14. (Lema de Schanuel generalizado) Considere as sequéncias exatas de R-mddulos

0 K—P,—...— P, — P —P)—=M=0

O—>K’—>QT—>...—>Q2—>P1—>Qoi>M—>0.
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Se os modulos Pi e Qi sdo todos projetivos, entdo
KeQ, &P i®Q,02@...2K' &P, Q1 &P, 1, D....
Prova. Sejam L = ker x e L” = ker 3. Segue do Lema de Schanuel que
L®dQo~L" @P,.
Desta forma, podemos considerar as sequéncias exatas

0K—P,—...— P, —=P ®&Qy—LBQy—0

0K —Q —...—Q —Q &Py — L ®Py—0

O resultado agora segue por indug@o em . O
Na se¢do 1.3 definimos resolucdes projetivas e dimensao projetiva de um moédulo. A dimensao

projetiva ndo € aditiva em sequéncias exatas. Um exemplo disto € mostrado no resultado a seguir.

Corolario 4.1.15. Considere uma sequéncia exata de R-mddulos
0-M—P %P, —...—P.—N=0

onde cada P; é um R-modulo projetivo. Entdo, dim proj M < oo se, e somente se, entdo dim proj N <
00. Neste caso, vale:

dim proj N = dim proj M + .

Prova. Suponha que dimprojN = n < oo. Pelo Lema 2.2.8, temos que 1 > 1 e se Q°® é uma
resolucdo projetiva de M, entdo Q,,_, ¢ um R-médulo projetivo. Logo, dimprojM < n—1 < oo.
Suponha agora que dim proj M = m < co. Obviamente, segue que dim proj N < oo.
Para provar a igualdade, faremos indugdo sobre r. Consideremos r = 1. Denote dim proj N =

n e considere resolucdes projetivas

Qo:o—>Qm—>"'—>Q1—>Q0—>O

Qi 0= Q== Q = Q—0

de M e N, respectivamente. Adicionando P a Q, obtemos uma resolucdo projetiva de N de

comprimento m+-1, de modo que n < m+-1. Para a desigualdade oposta comegamos decompondo
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Q. em sequéncias exatas
0—->Mi;1 - Qi—M;—=0

onde M1 = 0 e My = M. Analogamente, podemos decompor a resolugdo Q. em sequéncias
exatas
0+ Niyy—=Q =Ny —0

onde N,,,; = 0e Ny = N. Aplicando o lema de Schanuel as sequéncias exatas

0—-M—=P—-N=0

0—>N1—>Q6—>N—>0

concluimos que M & Q) ~ N; & P. Aplicando o mesmo lema as sequéncias exatas

0= QdM; = Qi®Qy— QydM =0

0—->P&N,»P®Q -P&EN; =0

obtemos
QM ®PBQ,~PdN,® Q) Qo.

Em suma, existem mddulos projetivos Ky, L, tais que K; &M, ~ N,&N,. Iterando este raciocinio,

obtemos para cada j, médulos projetivos Kj, Lj tais que
Ky ®@ My ~ L1 @ Njq.
Em particular, para j = n — 1, temos
Kno1 @ Mo >~ Ly, @ Ny,

Como N, € projetivo, concluimos que M,,_; é projetivo. Portanto, m < n — 1, ou equivalente-
mente, n > m -+ 1,donden = m + 1.

No caso geral, note que, da sequéncia exata
O—-M—=P,—>Imep —0

se obtém dim proj Im ¢ = m+1. Por outro lado, utilizando a hipétese indutiva, segue da sequéncia

154



exata

0O—-Ime —>P,— ... P.—N=0

que

dimprojN =dimproj Im@ +171—1=m+r.

4.2 Modulos Injetivos

Modulos injetivos sdo, de certa forma, a versdo “dual” de médulos projetivos, como veremos a

seguir.
Teorema 4.2.1. As seguintes condigoes sdo equivalentes para um R-médulo 1.

(1) Dados R-modulos M, N e morfismos de R-médulos g: M — 1e f: M — N, com f injetor,

existe um morfismo de R-modulos h : N — [ tal que o diagrama abaixo seja comutativo:

J
™\
g
(11) Toda sequéncia exata de R-modulos

0I5 N-2.-M=0

cinde.

Prova. (i) = (i1) Para provarmos tal implicagdo, devemos mostrar que a sequéncia exata
f
0-1—N--M=0

cinde. Pelo item (iii) da Proposi¢ao 4.1.7, € suficiente exibir um morfismo de R-médulos h: N —

I, tal que h o f = id;. Considere o diagrama abaixo.

idp

b < —{
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Uma vez que f € injetor, a existéncia do morfismo h segue diretamente da hipotese assumida no
item (1).
(i) = (i) Devemos provar a existéncia de um morfismo h : N — I que cumpra ho f = g.

Inicialmente, defina o R-mddulo M, pondo

- Nol
M= i) gm)me My

Considere os morfismos canOnicos

N> M ne M0 e L:I=sM j—(0,))
Note que 1; o f =1, o g. Além disso, 1, € injetor, o que induz a sequéncia exata
0— 12 M - Coker i, — 0.

Por hipétese, tal sequéncia cinde. Em particular, isto implica que existe um morfismo de R-

modulos @ : M — Il que @ o i, = idy. Assim, definindo h = ¢ o i;, obtemos por fim:
hof=¢@oijof=¢oi,og=g

como queriamos. O

Podemos ainda caracterizar a injetividade de um modulo em termos de “extensdes de morfis-

mos”. Mais precisamente:
Teorema 4.2.2 (Critério de Baer). As seguintes condi¢cdes sdo equivalentes para um R-modulo 1:
(1) Ié injetivo.

(i) Dado um ideal ] de R e um morfismo de R-modulos f : | — 1, existe um morfismo de

R-mddulos f : R — 1 que estende f.

(iii)) Dados um R-modulo M e N um submodulo de M, todo morfismo de R-modulos f : N — 1

se estende a um morfismo f: M — L

Prova. (i) = (ii) Sejai: ] — Rainclusdo de | em R. Pela injetividade de I, segue que existe um

morfismo f : R — I tal que f o i = f. Em outras palavras, f estende f.

(i1) = (iii) Inicialmente, consideremos o conjunto

Z ={(K, fx); K é submédulo de M com N C Ke fx € Homg (K, I) estende f}.
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Note que Z ndo é vazio pois (N, f) € Z. Além disso, podemos ordenar Z parcialmente. Para
isto, dados (K, fx), (S, fs) € Z, definimos que (K, fx) < (S,fs) caso K C S e fs estenda fx. E
imediato verificar que “<”é de fato uma relacdo de ordem parcial em Z. Também ndo € dificil
verificar que todo subconjunto totalmente ordenado de (Z, <) possui uma cota superior. Assim,
pelo Lema de Zorn, existe um elemento maximal (Ko, fx,) de (Z, <). Vamos provar que Ko = M.
Para isto, suponha que exista my € M — K. Defina o ideal ] = {r € R;rmy € Ky} e considere o
morfismo de R-mdédulos

g:] =1 1= fg(rmy).

Por hipétese, g se estende a um morfismo de R-médulos g : R — I. Definamos também o
morfismo
@ :Ko+Rmy—= 1, ko+1my— fx,(ko) + g(r).

Uma vez que a soma Ky, + Rmy ndo € necessariamente direta, precisamos verificar a boa

defini¢do de ¢. Para tal, tomemos m € Ky + Rmy e suponhamos que

m = kg + rmy = ko + Fmy,
onde kg, ko € Kg e 1,7 € R. Devemos verificar que

fio (ko) + §(1) = fx, (ko) + g(F)

ou equivalentemente, que

g(r —7) = fx, (ko — ko).

Uma vez que (T — 7)mg = ko — ko, concluimos que T — ¥ € 1. Desta forma
g(r —7) = fi, (ko — Eo),

que mostra que @ estd bem definido. Observe também que @ estende f, pois dado n € N, temos
que n € K e portanto @(n) = fx,(n) = f(n).

Assim, (Ko, fx,) < (Ko + Rmy, @) e a inclusdo K, C Ky + Rmy € prépria, o que contraria a
maximalidade do par (Ko, fx,).

Portanto, Ky = M e fx, é uma extensdo de f a M, como queriamos.

(iii) = (1) De fato, considere o diagrama de morfismos de R-mddulos abaixo, onde f € injetor.

157



[
o
M—~N
Sendo f(M) submédulo de N, o morfismo g o =1 : f(M) — I se estende, por hipdtese, a um

morfismo h : N — I. Em outras palavras, h cumpre a igualdade
hoi=gof!
onde 1 € a inclusdo de f(M) em N. Compondo a igualdade acima a direita com f, obtemos

h o f = g, 0 que mostra a injetividade de I. O

Exemplo 4.2.3. Vejamos que Z nao € um Z-mdédulo injetivo. Para tal, consideremos o ideal 27 de

7 e tomemos o morfismo de Z-modulos abaixo:
©:2Z — 7, 2k k.

Note que ¢ ndo pode ser estendido a um morfismo de Z-mddulos definido em todo Z. De fato se
f : Z — Z fosse uma tal extensdo, teriamos em particular, 2f(1) = f(2) = 1, o que é um absurdo

uma vez que f(1) € Z. Desta forma, segue do critério de Baer que Z ndo ¢ um Z-mddulo injetivo.

Exemplo 4.2.4. Seja M um R-mddulo injetivo € N um somando direto de M. Podemos utilizar o

critério de Baer para argumentar que N também é um R-mddulo injetivo. De fato, escreva
M=NoP

e seja [ ideal de R juntamente com um morfismo de R-médulos f : I — N. A composi¢do de f com
a inclusdo natural N < M nos d4 um morfismo g : I — M. Pelo critério de Baer, g se estende a
um morfismo h : R — M. Por fim, a composi¢do de h com a projecao natural 7t : M — N nos da
um morfismo f : R — N que estende f a R. Isto garante que N é um R-médulo injetivo, conforme

o critério de Baer.

Definicao 4.2.5. Um R-médulo M ¢ dito divisivel se, para cada elemento regular a € R, o mor-
fismo

u:M—->M, m—am
€ sobrejetor.

Assim, num moédulo divisivel, sempre podemos intuitivamente “dividir’um elemento m € M

por um elemento ndo nulo a € R.
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O teorema a seguir exibe uma relag@o entre os conceitos de injetividade e divisibilidade.
Teorema 4.2.6. Seja M um R-médulo .
(i) Se M for injetivo, entdo M é divisivel.
(i1) Se R for um dominio de ideais principais e M for divisivel, entdo M ¢ injetivo.

Prova. (i) Fixado um elmento regular a € R e m € M, devemos mostrar a existéncia de um

elemento n € M tal que m = an. Para tal, considere os morfismos abaixo

@:R—R, b—ab e 7T:R—M, b+ bm.

Como ¢ € um morfismo injetor e M é um R-médulo injetivo, existe um morfismo de R-mddulos

uR — M cumprindo p o @ = t. Logo:

donde segue que M é R-mddulo divisivel.

(i1) Vamos usar o critério de Baer para verificar a injetividade de M. Assim, tomemos inicialmente
um ideal I = (a) de R e um morfismo f : I — M. Uma vez que M é R-mddulo divisivel, existe
m € M tal que f(a) = am. Assim, definindo f : R — M, pondo f(x) = xm, concluimos que f é

um morfismo de R-médulos que estende f. O

Exemplo 4.2.7. O teorema anterior fornece outra forma de argumentar a nao injetividade de 7Z
como um um Z-médulo. De fato, uma vez que nao existe um inteiro n tal que 1 = 2n, vemos que
Z nao é um Z-modulo divisivel e portanto ndo pode ser injetivo. Por outro lado, Q € um Z-mdédulo

divisivel e portanto, injetivo.

Exemplo 4.2.8. Seja D um dominio e K o seu corpo de fragdes. Vejamos que K é um D-mddulo
injetivo. Faremos isto usando o critério de Baer. Assim, sejam [ um idealde De f : I — K
um morfismo de D-médulos. Devemos provar que f se estende a um morfismo de D-mddulos
g: D — K. Isto é trivial se I = 0. Supondo agora I # 0, escolhamos x # 0 em I. Como K € um

D-mdédulo divisivel, existe k € K tal que
f(x) = xk.
Assim, dado a € I, temos:

xf(a) = f(ax) = af(x) = axk.
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Como D é um dominio, concluimos que f(a) = ak. Logo, pondo
g:D — K, (d+— dk)

segue que g estende f. Portanto, K € um D-mddulo injetivo.

Observacao 4.2.9. Ainda que R seja dominio, um R-médulo divisivel ndao € necessariamente in-
jetivo, ou seja, a reciproca do item (i) do Teorema 4.2.6 ndo é valida. Para ver isto, considere o
Z[X]-médulo M = Z(X)/7Z[X] onde Z(X) é o corpo de fragoes de Z[X]. E imediato verificar que
M é um Z[X]-médulo divisivel. Por outro lado, dado o ideal I = (2, X) de Z[X] consideremos o

seguinte morfismo de Z[X]-md6dulos:

f:I1—=M, 2p(X)+Xq(X)— gq(X) + Z[X].

Primeiro observamos que esse mapa estd bem definido. De fato, se 2p(X) + Xq(X) = 2p’(X) +
Xq'(X). entdo 2(p(X) —p' (X)) = X(q'(X) — q(X)). Como 2 & elemento primo de Z[X] e 2 ndo
divide X segue que 2 divide q'(X) — q(X). Assim, Zq(X) + Z[X] = 5q’(X) + Z[X]. Logo, f
realmente estd bem definido.

Se M fosse um Z[X]-mdédulo injetor entdo, pelo critério de Baer, f se estenderia a um morfismo

h : Z[X] — M. Consequentemente, teriamos
1
0+ Z[X] =h(2) =2h(1) e h(X)=Xh(1)= > + Z[X],

ou seja, existiriam p(X), q(X) € Z[X], coprimos, tais que

p(X) p(X) 1
24 71X =0+ ZIX =4 71X = = = ZIX.
q(x)+[] +ZIX] e q(x)+[] 5 [X]

Da primeira igualdade obtemos que q(X) = 2. Com isso e a segunda igualdade teriamos

%(Xp(X) —1) € ZIX.

Mas isso é um absurdo, pois 2 ndo divide Xp(X) — 1 em Z[X]. Portanto, M ndo é um médulo
injetivo.

O objetivo final desta secao € provar que todo médulo pode ser mergulhado num moédulo inje-
tor. Mais precisamente, iremos provar que dado um R-médulo M, existe um R-médulo injetor N
juntamente com um morfismo injetor de R-médulos f : M — N. O lema abaixo estabelece este

resultado para o caso dos Z-mddulos.
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Lema 4.2.10. Seja G um Z- médulo. Entdo, existe um Z-modulo injetor H juntamente com um

morfismo injetor de Z-modulos f: G — H.

Prova. Tome {g;}ic1 um conjunto gerador de G e sejam M; = @Z eM, = @ Q. Defina o
iel i€l
morfismo sobrejetor

@:M; =G, (Mi)icr— ) Migs.

iel
Sendo ] = ker @, temos um isomorfismo de Z-mdédulos @ : M;/] — G. Denote N; = M, /] e
N, = M,/]. Considerando o morfismo inclusio
i: N] — N2
temos que
f=i09@ ':G =N,

€ um morfismo injetor de Z-modulos. Uma vez que a soma direta e o quociente de modulos
divisiveis sao também mddulos divisiveis, concluimos que H é um Z-mddulo injetor. Logo, o

resultado esta provado. O

Seja E um Z-mddulo e R um anel qualquer. Podemos dar ao Z-mddulo Homy(R, E) uma

estrutura natural de R-mddulo, definindo, parar € Re ¢ € Homy(R, E),

Te(s) == @(rs).

Lema 4.2.11. Se E é um Z-mddulo injetivo e R é um anel qualquer, entdo Homz(R, E) é um R-

maodulo injetivo.

Prova. Mostraremos a injetividade do R-médulo Homy (R, E) usando o critério de Baer. Assim,
seja [ um ideal de Re f : [ — Homgz(R, E) um morfismo de R-médulos. Sendo 1y a unidade de R,

defina o morfismo de Z-modulos

g:1=E, aw~ f(a)(lgr).

Como E € um Z-mddulo injetivo, g se estende a um morfismo de Z-médulos g : R — E. Defina

entdo a fungdo f:R— Homg(R, E), que associa cada r € R ao morfismo f (1) definido por

f(r):R—=E, s~ g(rs).

E imediato verificar que f é um morfismo de R-médulos. Além disso, paracadaa € Ier € R,
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temos:

fla)(r) = glar) =rg(a) = rf(a)(1r) = f(a)(r).
Logo, f(a) = f(a), para todo a € I, ou seja, f estende f e , portanto, Homz(R, E) é um R-médulo

injetivo. U
Encerramos esta se¢cdo com o resultado prometido.

Teorema 4.2.12. Seja M um R-méodulo. Entdo, existe um R-modulo injetivo N juntamente com

um morfismo injetor de R-modulos f : M — N.

Prova. Inicialmente, considerando R como um Z-moddulo, obtemos do Lema 4.2.10, um Z-modulo
injetivo E juntamente com um morfismo injetor de Z-médulos g : M — E. Pelo Lema 4.2.11,
segue que Homy (R, E) é um R-mddulo injetor.

Por fim, defina a funcdo ¢ : M — Homyg(R, E), pondo @(m)(r) = h(rm). E imediato
verificar que @ € um morfismo de R-médulos. Além disso, se @(m) = 0, entdo, em particular
@(m)(1g) = h(m) =0, donde m = 0. Assim, @ é injetor, o que encerra a demonstragao.

0

Definicao 4.2.13. Seja M um R-mddulo e N um submédulo de M. Dizemos que M € uma ex-
tensdo essencial de N se U N N = 0, para todo submddulo ndo-nulo U de M. Além disso, se

N C M, dizemos que M é uma extensdo essencial propria de N.
Podemos caracterizar a injetividade de um modulo a partir de suas extensoes essenciais.

Lema 4.2.14. M é um R-mddulo injetivo se, e somente se, M ndo admite extensdo essencial

propria.

Prova. Suponha que M € um R-mddulo injetivo e seja E uma extensdo essencial de M. Pela

injetividade de M, segue que existe um submdédulo F de E tal que
E=MoF.

Em particular, M N F # 0. Assim, F=0e E = M.
Reciprocamente, suponha que M nao admite extensao essencial prépria. Considere uma sequéncia
exata de R-médulos
0-M-SE—=L—=0

Como f € injetivo, podemos supor que M € submédulo de E. Pelo lema de Zorn, o conjunto
X ={P é submédulode E e PN M = 0}
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possui um elemento maximal, digamos N. Como N N M = 0, o morfismo natural ¢ : M — E/N
¢ injetivo, de modo que podemos identificar M com o submédulo @ (M) de E/N. Por outro lado,
segue da maximalidade de N em X que M C E/N € uma extensdo essencial de M. Assim,
M = E/N, o que implica que E = N & M. O

Teorema 4.2.15. Todo modulo admite um fecho injetivo.

Prova. Seja M um R-médulo. Pelo Teorema 4.2.12, existe um R-médulo injetivo I com M C 1.

Pelo lema de Zorn, o conjunto
X = {P é submddulo de I e é uma extensio essencial de M}

possui um elemento maximal, digamos N. Vamos provar que N é um fecho injetivo de M. Para
isto, suponha que E é uma extensdo essencial de M com N C E. Como I € um R-mdédulo injetivo,
ainclusio i : N — [ se estende a um morfismo ¢ : E — [. Naturalmente, kero NN = 0.
Como E € extensdo essencial de N, segue que ker @ = 0. Dai, E ~ ¢(E), donde M C ¢(E) é
uma extensao essencial. Por outro lado, N C ¢(E), o que contraria a maximalidade de N em X.

Portanto, N € uma extensao essencial maximal de M, ou seja, € um fecho injetivo de M. O

Teorema 4.2.16. Considere R-modulos M e 1, como M C 1. As seguintes condicdes sdo equiva-

lentes:
(1) I é uma extensdo essencial maximal de M.
(i1) I € um R-mdédulo injetivo e a extensdo M C 1 ¢é essencial.
(iii) I € um R-modulo injetivo minimal sobre M.

Prova. (i)=-(ii): Toda extensdo essencial de I também é uma extensao essencial de M. Assim, I

nao admite extensoes essenciais proprias, sendo portanto injetivo, conforme o Lema 4.2.14.

(ii)=-(iii): Suponha que I’ seja um R-mddulo injetivo com M C I’ C I. Em particular, I’ é um

somando direto de I. Assim, podemos escrever
[=1"®],

para algum R-modulo J. Por outro lado, como J NI’ = 0, segue que ] " M = 0. Logo, como

M C I é uma extensdo essencial, concluimos que ] = 0 e assim, I = I".

(iii)=-(i): Pela demonstracdo do Teorema 4.2.15, existe uma extensdo essencial maximal | de
M contida em . Por outro lado, segue da implicacdo (i)=-(ii) que tal extensdo € um R-mddulo

injetivo. Logo, pela minimalidade de I, concluimos que I = J. O
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Definicao 4.2.17. Seja M um R-mdédulo. Um R-médulo que satisfaz alguma das condi¢des do

teorema anterior € um fecho injetivo de M.
A existéncia do fecho injetivo estd assegurada pelo Teorema 4.2.15.
Teorema 4.2.18. O fecho injetivo de um modulo é iinico, a menos de isomorfismo.

Demonstragdo. Sejam M um R-médulo e I, I’ dois fechos injetivos de M. Como I’ € injetivo,
a inclusio M < I’ se estende a um morfismo ¢ : I — I’. Por outro lado, kero N M = 0.
Assim, como M C I é uma extensdo essencial, segue que ker @ = 0. Portanto ¢@(I) ~ [ é um
R-médulo injetivo e M C @(I). Uma vez que I’ € um R-médulo injetivo minimal sobre M, segue
que @(I) =1',donde I ~ I". O

Corolario 4.2.19. Se M C N ¢é uma extensdo essencial de R-mddulos, entdo E(M) ~ E(N).

Demonstracdo. Como E(N) é uma extensio essencial maximal de N, segue da cadeia de inclusdes
M C N C E(N) que E(N) também é uma extensao essencial maximal de M. Logo, o resultado.
O

Exemplo 4.2.20. Seja D um dominio e K seu corpo de fragdes. Vimos no Exemplo 4.2.8 que K
¢ um D-mddulo injetivo. Além disso, a extensdao D C K & essencial. De fato, se M é um D-
submdédulo ndo-nulo de K, entdo, tomando k = a/b € M nao-nulo, obtemos bk = a € D. Isto
mostra que M N D # 0. Portanto, D C K é uma extensao essencial e, consequentemente, K € um

fecho injetivo de D.

4.3 Homologia Algébrica

Os métodos homoldgicos estdo presentes em todos os capitulos deste trabalho. Nesta secao, apre-

sentamos os conceitos e resultados que foram utilizados ao longo do texto.

4.3.1 Nocoes gerais
Definicao 4.3.1. Um complexo de R-médulos € uma sequéncia de R-mdédulos e morfismos

dnfl

dn dn
S Ky = K =

Ke: - = Kpyy —

tais que d,, od,, 1 = 0, para todo n. Os morfismos d,, sdo chamados de diferenciais do complexo.
A n-ésima homologia do complexo K, € o R-médulo H,,(K,) = kerd,,/Imd,, ;;. O complexo é

dito exato se H,,(K,) = 0, para todo n.
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Usualmente, para deixar claro a diferencial do complexo, também utilizamos a notagao (K,, de )

em vez de apenas K,. A versao dual de um complexo de R-mdédulos € a no¢ao cocomplexo.

Definicao 4.3.2. Um cocomplexo de R-médulos é uma sequéncia de R-mddulos e morfismos

dn+l

_ dnfl an
Ke: oo o KM S KM S K S

tais que d™ o d™~! = 0, para todo n. Os morfismos d™ sio chamados de diferenciais do cocom-
plexo. A n-ésima cohomologia do cocomplexo K® é o R-médulo H™(K®) = kerd™/Imd™!. O

complexo € dito exato se H,,(K,) = 0, para todo n.

As nog¢des que discutiremos aqui para complexos de R-mdédulos podem ser analogamente defi-
nidas para cocomplexos.

Definicao 4.3.3. Sejam K,, K, dois complexos de R-médulos. Um morfismo f : K, — K. de
complexos € uma sequéncia f = (f,,), de morfismos de R-médulos f,, : K, — K/ tal que o

diagrama seguinte € comutativo, para cada n:

dn
Kn > Kn—l

lfn jfnl
dp

K/ —=K!

n—I1

A sequéncia (idy, )n define um morfismo f : K, — K, que chamaremos de morfismo iden-
tidade. Tal morfismo serd denotado por 1ix,. Podemos naturalmente definir a composi¢do entre
morfismos de complexos. Explicitamente, se f = (), : K¢ = K. e g = (gn)n : K, — K/
sdo morfismos de complexos, entdo a composi¢cdo gf = (gnfn)n : K¢ — K. é um morfismo de
complexos. A verificacio deste fato é imediata.

Nao é dificil verificar também que um morfismo f : K, — K/ induz morfismos f,,, : H, (K,) —
H.,, (K.) nas respectivas homologias de K, e K.

Uma condic@o para que dois morfismos f, g : K, — K] induzam os mesmos morfismos nas

homologias é a homotopia, conforme a defini¢do abaixo.

Definicao 4.3.4. Dois morfismos f, g : (K,, de) — (K., d,) sdo ditos homotdpicos se, para cada

n, existe um morfismo de R-médulos h,, : K,, — K, tal que

fn— On = da+1hn +hn1dn.

Usamos a notagdo f ~ g para significar que f e g sdo homotdpicos.
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Proposicao 4.3.5. Se f, g : (K,,ds) — (K., d.) s@o morfismos homotdpicos, entdo

f*n = 0Jxn-

para cada .

Prova. Sejam

fun : kerdyn/Imd, o — kerd; /Imd, ., (X — fr(x))

gun s kerdn/Imdnyy — kerd; /Imd; ,, (X — gn(x))

Devemos provar que f,(X) = g.n(X), para todo x € H, (K,). Isto equivale a dizer que f, (x) —

gn(x) € Imd] _, Como x € ker d,,, temos
fr(x) — gn(x) = dj hn(x) + hyo1dn(x) = dj,  ha(x) € Imd;] ;.

Isto encerra a demonstracao. O
Veremos agora condi¢do que garante que dois complexos possuam a mesma homologia (a

menos de isomorfismos.)

Defini¢ao 4.3.6. Dois complexos K, e K. sdo ditos homotopicamente equivalentes se existem

morfismos f : K, — K_ e g: K, — K, tais que gf ~ 1x, e fg ~ 1;.

Proposicao 4.3.7. Dois complexos (K,, d,) e (K., d, homotopicamente equivalentes possuem as

mesmas homologias, a menos de isomorfismos.

Prova. Sejam f : K, — K] e g : K, — K, tais que gf ~ 1k, e fg ~ 1k;. Entdo, existem morfismos

de R-médulos h, : K;, = K ., e h; : K/ — K, camprindo as igualdades

gnfn - :LdKn - dn+lhn + hn—ldn

frgn —idk, = d/, hn +h._d..

n

Assim, dado x € H, (K, ), temos:

g*n(f*n(i)) - gn(fn(x))
= x+ dns1(hn(x)) + hnoi(dn(x))

= X
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pois x € ker d,,. Analogamente prova-se que f.,, © gun = idp, (k). Assim, Hy (Ko) >~ Hin (K,).

Definicao 4.3.8. Uma sequéncia de complexos

€ exata se, para cada n, a sequéncia

¢é exata.

Neste caso, podemos definir um morfismo “conector” &, : H (K!) — H,_(K.) de modo a

obter a sequéncia exata longa

fin

— Hp (K,) 25 H, (KY)

on

—>Hn(K/) _>'an1(]<:)_>

Podemos verificar isto analisando o diagrama comutativo de linhas exatas abaixo:

fn

0 K/ Kp —2 > K/ 0

ld; Ldn ld:{
fnfl

/ In—1 12

Dado X € H,,(K/), temos x € kerd], C K!/. Sendo g, sobrejetor, existe k, € K, tal que
X = gn(kn). Como
Jn-10° dn(kn) = d;{ o gn(kn) =0

concluimos que d(k,) € kergn_; = Imf,_;. Dai, pela injetividade de f,,_; segue que existe
um unico k;,_, € K/ _, tal que f,,_;(k/,_;) = dn(kn). Além disso, note que k;,_, € kerd _,.

Isto segue da injetividade de f,,_, juntamente com a igualdade abaixo
fnoo d1,171(k1l171) =dn_10fn (k1l171) =dn_10 dn(kn) = 0.
Portanto, € natural definirmos

on(X) =k, em Hny (K]).

n—1°

Devemos, contudo, verificar a consisténcia desta definicdao. Inicialmente, temos que mostrar que

tal construcio independe da escolha de k,,. Explicitamente, devemos mostrar que, se X = gr (K ),
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entdo, sendo p o unico elemento de K/, _, a cumprir a igualdade f,, _(p) = dn(ky), teremos

k! P, em H,,_;(K]),

n—1 —

ou equivalentemente, k;, , —p € Imd),.
Para ver isto, comecamos observando que k, —k,, € ker gn = Imf,,. Disto, segue a existéncia
de k;, € K], tal que
Kn — Kn = fu (k).

Logo, a igualdade
dpofu(kl) =1 0d/ (k)

implica que d, (k,, — ky) = f—; o dJ (k;,). Por fim, como

dn(kn) = fnfl(k;lfl) € dn(k~n) = fnfl(p)’

segue que
dn(kn - k~n) - fnfl (k:mfl _ p)
€, portanto,
fooi(kpy —P) =fniody(ka)
A injetividade de f,,_; nos leva a conclusdo de que k;,_, —p € Imd; (k'n).

Procedendo de forma andloga, também pode-se verificar que a constru¢io acima independe do

representante x. Assim, d,, estd bem definida.

Proposicao 4.3.9. Com as notacéoes anteriores, temos que o complexo

.~ H, (K!) &)HR(K.) 9L (KY) i>Hn_1(K') .

é exato.

Prova. Comecgamos provando que Im f,,, = kerg,,. A inclusdo Imf,,, C kerg., € imediata.
Para a inclusdo oposta, considere € ker g.n. Assim, gn(y) = d;., (k. ), paraalgum k; , €
Ky ,,. Pela sobrejetividade de gn; temos que K| = gn1(Kny1), para algum kny € Ky,

Por outro lado, pela comutatividade do diagrama

gn+l 7
Koot 220K

LdnJrl ldgﬁ

[¢]
Ky —2 > K
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temos a igualdade

In(Y) = gn o dnyi(knyr).

Assim, y — dyy1(Knt1) € kergn = Imf,,. Sendo k!, € K/ tal que y — dn1(kny1) = fr(k)),
concluimos que
y—fa(k)) € Imd,,.

Em outras palavras, y = f,, (k/,) em Hy (K,). Portanto, y € Imf,,.

Resta provar que Im g, = kerd,. Mais uma vez, a inclusdao Im g.,, C kerd,, é imediata.
Para a inclus@o oposta, tome X € ker 6,,. Isto significa que, sendo k,, € K,, tal que x = gn (ky)
e kn—1 € Ky tal que d, (kn) = fn_i(kn_1), temos que k;, , € Imd;. Assim, escrevendo
k! _, =d; (k]), temos:

dn(kn) =fn_10 d%(k;l) =dno fn(k':l)
Desta forma, k., — f (k;,) € kerd,, e como g,, o f;, = 0, temos
X = gn(kn - fn(kil))

Isto nos diz que X = g.n (kn — 1 (K}, )), 0 que encerra a demonstragao. O
Encerramos esta subsecdo definindo a noc¢ao de produto tensorial entre complexos. Esta nog¢do

foi utilizada neste trabalho no estudo da algebra tensorial de um mdédulo.

Definicao 4.3.10. Sejam (K,, d,) e (Le, d) complexos de R-médulos. O produto tensorial destes

complexos é o complexo K, ® Lo definido pondo

(K0®Lo)n - @ Kp®Lq

p+q=n

Jjuntamente com as diferenciais

On:(Ke®@Le)n = (Ke®@Le)n_1, x@y— dx @y + (—1)Px®d'y (x e Ky y e Ly)

4.3.2 O funtor Tor

Os funtores Torfl(—, M) foram bastante utilizados neste trabalho. Dedicamos esta se¢do a sua

construcdo e mostramos algumas de suas propriedades.

Proposicao 4.3.11. Considere R-mddulos M, N. Sejam ainda f € Homg (M, N),

Pe: -+ =P, —P —Pp—M—=0
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uma resolucdo projetiva de M e
Co: - >C—C,—Ch—N—=0

um complexo exato. Entdo, existe um um morfismo de complexos @ = (@n)n : Pe — C, tal que

©_1 = f. Além disso, @ é vinico a menos de homotopia.

Prova.

Devemos construir @, : P,, — C,; de modo que o diagrama abaixo seja comutativo.

dn n
= Pp P Py~ Py > M ——0
Ontl lcpn lcm l% Lf
6'”. n
G 2 2 C, 22N 0
Como &, é sobrejetor, a existéncia de @, verificando a igualdade f o dy = &y o @ segue da

projetividade de Py. Supondo construidos os morfismos @, ..., @, vamos construir 0 morfismo

@n+1- Inicialmente, a igualdade

6no(Pn = Pn+1 Odn

implica que

6no(pnodn+1 =0.

Assim, Im(@,,0odn,1) C kerd, = Imd,, . Desta forma, considerando os morfismos @, od, i :
Phyt — Imdynyg e 0nyy @ Crhyr — Imdyn,g, a existéncia de ¢, verificando a igualdade
Oni1© @ni1 = @n o dyyq segue da projetividade de P,, ;. Provemos agora a unicidade de ¢ a
menos de homotopia. Para isto, suponha que g = (gn )n : Poe — C4 é um morfismo de complexos

com g_; = f. Temos entdo o seguinte diagrama comutativo:

d, do

. Pn+1 dn+1 ])-n Pl PO M O

RN

o Ch Sni C, s C, 1 Co N 0

Por defini¢do de homotopia, devemos provar a existéncia de morfismos s,, : P, — C,,; de modo
que ©n — gn = dn41 ©Sn + Sn_1 © d. Inicialmente, definimos s_; : M — C; como sendo o
morfismo nulo. Desta forma, nosso proximo passo deve ser garantir a existéncia de um morfismo

So : Po — C; verificando a igualdade

@0—90:61080.
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Ora, como

doo @y ="Ffody=2"0p0gp

segue que Im(@g — go) C kerdy = Imd,. Desta forma, considerando os morfismos @y — gy :
Pp — Imd; e 8, : C; — Im d,, a existéncia de s, segue imediatamente da projetividade de P.

Supondo obtidos s; para i < n, provemos a existéncia de s,, 1 : Pny; — Cp 42 cumprindo a
igualdade

Pnt+1 — Gn+1 = 6n+2 OSny1+Sno dn+1-

ou equivalentemente

dn4208n4+1 = @ny1 — Gnsi — Sn © dnpi.

Ora, como

611—0—1 o ((pn—H —On41 —Sn O dn+1) = ((pn —Jn — 6n—o—l o Sn) o dn+1 =Sp_10dno dn+1 =0

segue que Im(@nqt — In+1 —Sn © dny1) Ckerdniy =Imdn 0.
Logo, considerando os morfismos @41 — gni1 — Sn © dnyy : Puyp — Imdyp € dnin

Cni2 — Imd,, 45, a existéncia de s,, 1 segue imediatamente da projetividade de P, . O

Corolario 4.3.12. Quaisquer duas resolucdes projetivas de um R-moédulo M sdo homotopicamente

equivalentes.

Prova. Sejam P, e Q, duas resolugdes projetivas de M. Pela proposicao anterior, existem mor-
fismos de complexos f : P4 — Qs e g : Qs — P, tais que f_; = g_; = idp. Pela unicidade
estabelecida nesta mesma proposi¢do, concluimos ainda que g o f ~ 1p, bem como fo g ~ 1q,.

Logo, P, e Q, sdo homotopicamente equivalentes. O

Corolario 4.3.13. Sejam P, e Q, resolucdes projetivas de um R-médulo M e F um funtor aditivo

definido na categoria dos R-mddulos. Entdo, F(P,) e F(Qs) sdo homotopicamente equivalentes.

Prova. Suponha sem perda de generalidade que J é covariante. Pelo coroldrio anterior, existem
morfismos f : P, — Qe e g: Qs — P, taisque fog ~ 1g, e gof ~ 1p,. Assim, resulta da
aditividade de I que F(g) o F(f) ~ 1p, e F(f) 0 F(g) ~ 1q., 0 que prova o desejado. O

Definicao 4.3.14. Considere R-médulos M e N. Seja P, uma resolucao projetiva deletada de M.
Definimos
TorX (M, N) = H, (P, ® N).

Como o funtor — ® N ¢€ aditivo na categoria dos R-mdédulos, a boa defini¢ao de TorE(M, N)

segue do coroldrio anterior. Segue imediatamente da defini¢io acima que Torf (M,N) = M ® N
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e que TorX (M, N) = 0, se n < 0. Além disso, também podemos concluir que, se M for projetivo
ou N for plano, entdo TorTR1 (M,N) = 0 paratodon > 1. Outra observa¢ao imediata reside no fato
de que, se M,, é a n-ésima sizigia de M, entdo Torf(l\/ln, N) ~ Torf+n(M, N), paratodoi > 1.
Dado um morfismo f : M — N de R-médulos, considere resolugdes projetivas (P,, ds) €
(Qe,0e) de M e N, respectivamente. Pela Proposi¢ao 4.3.11, existe um morfismo de complexos

Qe : (Po,de) = (Qs, 06 ) tal que @ _; = f. Em particular, o diagrama abaixo

dn d; do

P, Po M 0

lgnﬂrl Lgn lgl lg() jf
Sntl o1 5
e ;(2n+1 (gn (21 (20 - N 0

€ comutativo. Dado um R-médulo T, aplicando o funtor — ®g T em cada linha do complexo

dni
Pn+1 Pn

on

acima e tomando os mapas induzidos nas homologias do complexo resultante, obtemos mapas
TorX (M, T) — TorX (N, T). Tais mapas estio bem definidos, uma vez que @, é tinico a menos
de homotopia. Isto nos fornece a descricdo completa dos funtores Tor: (—, T), para cada n. (As
demais verificacdes a serem feitas para garantir que TorX (—, T) é de fato um funtor na categoria

dos R-médulos sdao imediatas.)

Lema 4.3.15. Considere R-mddulos M’ e M" com resolucdes projetivas (Po,d.) e (Qs,d.),

respectivamente. Suponha que

0 M M2 M 0

¢ uma sequéncia exata. Entdo, existe uma resolucdo projetiva Co de M juntamente com uma

sequéncia exata de complexos
0—+Pe—Co — Qe —0
Prova. Seja C,, = P,, & Q. Isto nos da a sequéncia exata natural
0—+P,—C,—Q,—0

Nosso proximo passo € definir as diferenciais do complexo C,. Para isto, considere o seguinte

diagrama:
Q2 d; Q] d, QO dg M 0
]Jl il Plo i T\j/l 2 NH[’ ! 0

Pela Proposicao 4.3.11, existem morfismos ty : Qo — M e t, : Q,, — P, tais que o diagrama
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anterior seja comutativo. De posse destes morfismos, definimos agora

do: Co = M, (po.qo) — f o dy(po) + to(qo)

dn : Cn — Cnfl, (pn’ qn) — (d;(pn) + (_1)ntn(qn)’ dg(qn))

Uma verificagdo usual mostra que (C,, do) cumpre as condi¢des requeridas. O

Corolario 4.3.16. Se 0 - M’ — M — M — 0 é uma sequéncia exata de R-mddulos, entdo,

para cada R-modulo N, temos a sequéncia exata longa

-+« — Tork | (M”,N) — Tor} (M’,N) — Tory (M, N) — Torf (M”,N) — Tork _;(M/,N) — -

Prova. Tome resolugdes projetivas deletadas P, e P, de M’ e M”, respectivamente. Assim, pelo
lema anterior existe uma resolucdo projetiva deletada P, de M juntamente com uma sequéncia
exata de complexos

0—P,—P,—P/—0

Além disso, considerando a sequéncia exata

0—=P, —>P,——=P/—>0

temos que a mesma cinde pois P; é projetivo. Em particular, pela Proposi¢do 4.1.7, existe um
morfismo g : P, — P/ tal que g o f = idp,. Consequentemente, considerando os morfismos
induzidos f @ N: P/, @ N - P, @ Neg®N:P,, ® N — P/ ® N, temos

(g®@N)o (f®N) = idpgn.
Segue dai que f ® N € injetor, o que nos diz que a sequéncia
0P, &N —P, N —P/@N -0
¢ exata. Isto nos dé a sequéncia exata de complexos
0—>P,N—P,®N—P/®N =0

Portanto, o resultado segue da Proposicao 4.3.9. O
Definimos TorX (M, N) em termos de uma resoluciio projetiva de M. Procedendo de forma

andloga com resolucdes projetivas de N, chegaremos ao mesmo resultado. Mostraremos isto,
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utilizando o lema técnico a seguir, o qual também € bastante utilizado em vérios outros contextos

de dlgebra comutativa.

Lema 4.3.17 (Lema da Serpente). Considere o seguinte diagrama comutativo de R-modulos com

linhas exatas:

Entdo, temos a seguinte sequéncia exata

ker 3 b, kery € . ker § —2- Coker &} b Cokery — Cokerd

Prova. Os morfismos b e ¢ sdo as restricdes de b e ¢ a ker 3 e kery, respectivamente, assim como
b’ e ¢’ sdo naturalmente induzidos pelos morfismos b’ e ¢’. A defini¢io de & se obtém de forma
andloga a defini¢do do morfismo §,, na Proposicdo 4.3.9. Nao € dificil verificar que a sequéncia

assim definida € exata. O

Teorema 4.3.18. Considere R-modulos M e N e seja Q4 uma resolucdo projetiva deletada de N.
Defina

TorX (M,N) = H,(M ® Q,).

Entdo,

TorX (M, N) = Tork (M, N).
Em particular, Tork (M, N) = TorX (N, M).

Prova. O resultado € imediato se n < 0. Tome médulos M| e N| de modo a obter as sequéncias

exatas
0—->M; —Pyp— M—->0e0—->N; — Qy— N —=0.

Consideremos o diagrama comutativo de linhas e colunas exatas abaixo:

TorR (M, Q) =0 Torf (M, Qo) = 0
Tor® (M, N) TorR (M, N)

i) l
0 =Tor{(Po,N;) — TorR(M,N;) — M; @ N; = Pp@N; — M & N, - 0

b 4 l
0 — M ® Qo — Ph®Qo — M ® Qo - 0

{ 4 4
M; ®N — Pp®N — M ® N — 0
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O lema da serpente nos dé a sequéncia exata
ker 3 — kery — Coker x — Coker 3 — Cokery — 0

Equivalentemente, temos a sequéncia exata

0 — Torf(M,N) — M; ® N — Pg@N — M@ N — 0
Por um lado, também temos a sequéncias exatas

0=Torf(M,N) = M; ®N — Pi@N — M®N — 0

com 0s mapas naturais. Consequentemente, TorF(M, N) ~ TorF(M, N). Por outro lado:
Torf (M, N) ~ ker ox = ker (g o ) = ker (f o f) = ker f ~ Tork (M, N,).

Assim, Tork (M, N) ~ Tor} (M, N;). Sendo agora M,, = ker (P,,_; — P,_2)e N, =ker (Qn_; —

Qn_2), temos as sequéncias exatas:

0—-M, —P 1y —Pro—- -

0—=+Np —0Qn1 —Qno—---

Portanto:

TorX (M, N)

12

Tor} (M, Np_;)
Tork(M, Nyu_)
~ Tor]f(Ml,anz)

12

Torf (M _1,N)
Torf (Mn_1,N)
~ Tork (M, N).
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Corolario 4.3.19. TorX (M, N) = 0, se M ou N for R-mddulo plano. Em particular, se
0—+M—N-—K=0
€ uma sequéncia exata de R-modulos e K é plano, entdo
0-MT —=NRIK-—K&T—=0

€ uma sequéncia exata, para todo R-modulo T.

Prova. A primeira igualdade segue imediatamente do teorema anterior. Quanto ao segundo fato,

basta considerar a sequéncia exata
o= Torf (K, T) — MR@T —=N@K-—=K®T =0

e usar o fato de que Tor{ (K, T) = 0. O
Corolario 4.3.20. Dado um R-mddulo M, sdo equivalentes:
i) M é um R-mddulo plano.
ii) TorE(M, N) = 0, para todo R-médulo N e n. > 0.
iii) Tor]f(M, N) = 0, para todo R-médulo N.

Prova. As implicagdes i) = ii) e ii) = iii) sdo imediatas. Para a dltima implicacao, seja f : N —

K um morfismo injetor de R-mddulos. Assim, obtemos a sequéncia exata
0—+ N — K— Cokerf — 0
a partir da qual se obtém a sequéncia exata longa
-« — Tork (M, Cokerf) — M @N — K@M — 0
Por hipotese, Tor}2 (M, Coker f) = 0. Logo, segue o resultado. O

4.3.3 O funtor Ext

Os funtores Extg (—, M) e Exty (M, —) também foram amplamente utilizados ao longo deste tra-
balho. Os resultados apresentados nesta se¢do sdo semelhantes aos da secdo anterior. Assim,

omitiremos as provas, que podem ser todas encontradas em [7].
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Proposicao 4.3.21. Considere R-mdédulos M e N. Sejam ainda f € Homg (M, N),
r:0-M-—1I"—1'> ...
uma resolugdo injetiva de M e
C*:0-N—C"—C(C'—...

um cocomplexo exato. Entdo, existe um morfismo de cocomplexos @ = (™), : I* — C*® tal que

@~ ! = f. Além disso, ¢ é iinico a menos de homotopia.

Corolario 4.3.22. Quaisquer resolucédes injetivas de um R-modulo M sd@o homotopicamente equi-

valentes.

Corolario 4.3.23. Sejam 1° e J* resolucdes injetivas de um R-modulo M e F um funtor aditivo

definido na categoria dos R-mddulos. Entdo, F(1*) e F(]*) sdo homotopicamente equivalentes.

Definicao 4.3.24. Considere R-modulos M e N. Seja 1°* uma resolucdo injetiva deletada de N.
Definimos
Exty (M, N) = H"(Homg (M, I*))

Como o funtor Homg (M, —) € aditivo na categoria dos R-mddulos, a boa defini¢ao de Exty (M, N)
segue do coroldrio anterior. Segue imediatamente da definicio acima que Extl (M, N) = Homg(M, N)
e que Exty (M, N) =0, se n < 0. Além disso, também podemos concluir que, se M for projetivo
ou N for injetivo, entdo Exty (M, N) = 0, para todon > 1.

Seja f : M — N um morfismo de R-médulos. Dadas resolugdes injetivas (1°,d®) e (J°, 8°),
pela Proposi¢io 4.3.21, existe um morfismo de complexos @* : (I°,d®) — (J*,6%) tal que @ ! =

f. Em particular, o diagrama abaixo

0 M d-1 10 a’ 1! al

F el

0 N 67I JO 50 ]1 51

¢ comutativo. Assim, dado um R-médulo T, aplicando o funtor Hom(T,—) em cada linha do
complexo anterior e tomando os morfismos induzidos nas cohomologias do complexo resultante,
obtemos mapas Exty (T, M) — Exty (T, N), para cada n. Tais mapas estdo bem definidos, uma
vez que @, ¢ Unico a menos de homotopia. Isto nos fornece a descricio completa dos funtores
covariantes Exty (T, —), para cada n. (As demais verificagdes a serem feitas para garantir que

Exty (T, —) € de fato um funtor na categoria dos R-médulos sdo imediatas.)
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Proposicao 4.3.25. Considere R-mddulos M’ e M com resolugées injetivas (1°,d"®) e (J*,d"*),

respectivamente. Suponha que

0 M MM 0

€ uma sequéncia exata. Entdo, existe uma resolucdo injetiva C* de M juntamente com uma

sequéncia exata de complexos
0—=I*—C*—J*"—=0

Corolario 4.3.26. Se 0 - N’ — N — N” — 0 € uma sequéncia exata de R-mddulos, entdo,

para cada R-modulo M, temos a sequéncia exata longa

oo = Bxtp 7' (M, N”) — Exti (M, N’) — Ext} (M, N) — Extg(M,N”) — Extp ™' (M,N’) — - -

Considere R-médulos M e N. Dada uma resolugao projetiva deletada P, de M, definimos
Exty (M, N) = H"(Homg (P*),N).

Dado um morfismo f : M — N de R-mddulos, considere resolucdes projetivas (P,, do) €
(Qe,0e) de M e N, respectivamente. Pela Proposi¢ao 4.3.11, existe um morfismo de complexos

@ : (Po,de) — (Qo, ds) tal que @ _; = f. Em particular, o diagrama abaixo

dn d; do

P p P, P, M 0
jgnﬂ Lgn jgl lgo lf
Snt On ) >
c > Qn—H l Qn Ql 1 QO - N 0

¢ comutativo. Dado um R-mddulo T, aplicando o funtor Homg (—, T) em cada linha do complexo
acima e tomando os mapas induzidos nas cohomologias do complexo resultante, obtemos mapas
m(N, T) — Ext}(M, T). Tais mapas estio bem definidos, uma vez que @, é tinico a menos de
homotopia. Isto nos fornece a descri¢io completa dos funtores contravariantes Extg (—, T), para
cada n. (As demais verificagdes a serem feitas para garantir que m(—, T) é de fato um funtor

na categoria dos R-mdédulos sdo imediatas.) Segue imediatamente da Proposicdo 4.3.9 que, se
0N —N-—N">0

€ uma sequéncia exata de R-mdédulos, entdo, para cada R-médulo M, temos a sequéncia exata
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longa
o= Bxtp T '(N', M) — ExtR(N”,M) — Ext} (N, M) — Extg(N’,M) — Extp "'(N",M) — - -

O resultado seguinte mostra que, na verdade, esta ¢ uma outra forma equivalente de definir Exty (M, N).

Teorema 4.3.27. Considere R-mddulos M e N. Entdo, para cada n, temos
Extg (M, N) ~ Extg (M, N).

Observacao 4.3.28. De posse deste resultado, podemos, por abuso de notacao, simplismente es-
crever Exty (M, N) em vez de Exty (M, N). Em particular, o funtor Exty (—, T) serd simplismente

denotado por Extg (—, T). Assim, um morfismo de R-mddulos
f:M—=N
induz tanto mapas
Extg (T,M) — Extg(T,N)

quanto mapas
Exty (N, T) — Extg (M, T).

Corolario 4.3.29. Se R é um anel noetheriano, p € Spec (R) e M, N sdo R-mddulos finitamente

gerados, entdo
ExtEp(Mp,Np) ~ [Extg (M, N)],.

Prova. Seja
Po: =P 5P 5P — 0

uma resolucdo projetiva deletada de M.. Como localiza¢do de médulo projetivo € projetivo,

(Pu)p: = (Pa)p =2 (Py)y — (Pg)y — 0

¢ uma resolugdo projetiva do R,-médulo M,,. Por fim, uma vez que localizagdo comuta com quo-
cientes (logo, comuta com cohomologias) e comuta com os funtores Homg (—, N) e Homg (M, —),
temos:

Extgp(Mp,Np) =H" (Home((P.)p, Np)) ~ [H" (HornR(P.,N))]]D .
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