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RESUMO

O conceito de unir materiais diferentes para aproveitar de suas melhores propriedades foi,
ao longo da historia, usado para a evolucdo dos processos humanos. Hoje, ha um aumento
nas variedades de produtos e processos industriais, 0s quais necessitam de pecas cada vez
mais especificas e eficientes, o que é objetivo da utilizacdo de materiais compositos. Por
iSsO, seu estudo se torna importante e, por terem um comportamento mais complexo,
necessitam de teorias proprias para cada caso especifico. Na engenharia, ha uma vasta
gama de pecas que tém o comportamento estrutural de vigas e sdo aplicadas em areas
como engenharia civil, mecénica, aeronautica e militar. Devido & necessidade de um
comportamento estrutural adequado para cada caso, existem as vigas compositas
laminadas que unem diferentes materiais para se obter os resultados desejados. No
presente trabalho, foi desenvolvido um estudo comparativo das teorias das vigas
laminadas e seus resultados, visando melhorar a aproximacdo do comportamento real
delas com o menor custo computacional possivel. Para tanto, foi feita uma formulagéo da
teoria zig-zag com cinematicas e “fungbes zig-zag” de alta ordem de forma unificada,
propondo novos formatos zig-zag, além de um estudo especifico para melhorias da

aproximagéo no campo de cisalhamento.

Palavras-chave: Teoria zig-zag; Vigas compositas laminadas; Teorias de vigas de alta

ordem; Tensao de cisalhamento;



ABSTRACT

The concept of joining different materials to take advantage of their best properties has
historically been used for the evolution of human processes. Today, there is an increase
in the variety of products and industrial processes which require the use of specific and
efficient materials. Therefore, the study of composite materials becomes important and,
as they are more complex, they need their own theories for each specific case. Speaking
of engineering, there is a large range of parts that have the structural behavior of beams
and are applied in areas such as civil, mechanical, aeronautical and military engineering.
Due to the need for an adequate structural behavior for each case, there are laminated
composite beams that join different materials to obtain the desired results. In the present
work, a comparative study of the laminated beams theories and their results was
developed in order to improve the approximation of their real behavior with the lowest
possible computational cost. Thus, a unified formulation of the zig-zag theory was
developed with high order kinematics and high order “zig-zag functions” with new zig-
zag’s shapes. In addition to a study to improve the approximation in the shear field of

these elements.

Keywords: Zig-zag Theory; Composite laminated beams; High order beams theory;

Shear stress;



LISTA DE SIMBOLOS

L —» comprimento da viga

2h — altura da viga

b = largura da viga

q — carregamento

f'(x) - derivada primeira de uma funcido de x

d™f(x)

dx™

- derivada n — ésima de uma funcao de x

ff(x)dx - integral de uma funcao de x

Sin(f(x)) — seno de uma funcio de x

Cos(f(x)) — cosseno de uma funcio de x

Sinh(f (x)) — seno hiperbdlico de uma funcio de x
Cosh(f(x)) — cosseno hiperbodlico de uma fungio de x
f®(z) - fungio valida para uma lamina k

exp[f(x)] » nimero de euller elevado a uma fungio de x
ef® - ntimero de euller elevado a uma fungio de x
Tanh(f (x)) — tangente hiperbdlica de uma funcio de x
Sech(f (x)) —» secante hiperbdlica de uma funcio de x
Uy (x) — deslocamento axial na linha neutra da viga
wo(x) = deslocamento vertical na linha neutra da viga
¢(x) — dngulo devido ao cisalhamento

f(z) - teoria cisalhante de alta ordem

¢%(2) > fungio zig — zag

,EZ)]RZZ - funcado zig — zag de Murakami

;(J?TZZ - fungio zig — zag refinada

Y(x) - fungdo amplitude zig — zag
B¥(z) - derivada primeira da funcao zig — zag

RED90 — funcao cisalhante de Reddy, 1990



KRU49 - funcao cisalhante de Kruswesky, 1949
TOU91 - funcao cisalhante de Tourratier, 1991
SOL92 - funcgao cisalhante de Soldatos, 1992
KARO03 - funcao cisalhante de Karama, 2003
AKAQ7 = funcao cisalhante de Akavic,2007
ZZSEN - funcdo zig — zag senoidal

ZZHIP - fungao zig — zag hiperbdlica

ZZEXP - fungdo zig — zag exponencial

ZZHE - fungdo zig — zag hiperbodlica — exponencial
é — operador variacional

64 — operador delta de dirac

N, — Esforco normal classico

M, — Momento fletor classico

V, = Esforco cortante classico

Mg — Momento fletor que provoca o cisalhamento
M,, — Momento fletor que provoca o efeito zig — zag

V4 — Esforgo cortante que provoca o cisalhamento

Vg = Esforgo cortante que provoca o efeito zig — zag
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1. INTRODUCAO

1.1 IMPORTANCIA DOS MATERIAIS COMPOSITOS LAMINADOS

Ao longo da historia da construcdo civil houveram diversas combinacdes de
materiais para obtencao de propriedade final desejada. Um exemplo claro desse processo
ocorreu na evolugdo do concreto para concreto armado, em que 0 concreto e ago S&o
combinados de forma que cada um desses materiais fosse melhor aproveitado.
Conhecendo as propriedades separadas de cada um desses insumos e prevendo a
caracteristica do material final, foi possivel atingir possibilidades construtivas que até

entdo ndo eram imaginadas pelos engenheiros.

No entanto, este exemplo ndo é um caso isolado na histéria quando o assunto sdo
materiais compositos. A antiga civilizagdo israelita utilizava a mistura de palha picada
com pedras para reforcar suas estruturas, 0sS guerreiros samurais japoneses eram
conhecidos por suas espadas laminadas forjadas com o intuito de ter propriedades
cortantes desejaveis e, hoje, hd um campo de pesquisa vasto em concretos reforgados por
fibras (FIGURA 1). Atualmente é essencial entender o funcionamento desse tipo de
material visto que este é utilizado em diversas tecnologias como na producdo de
caminhdes de alta resisténcia, navios, barcos, pontes, estradas, equipamentos modernos
de agricultura, hélices para energia edlica, instrumentos musicais e asas de aeronaves
(VISON e SIERAKOWSKI, 2008).

Existe uma quantidade vasta de géneros de materiais compositos, variando seu
comportamento de acordo com as caracteristicas elasto-plasticas dos materiais em
separado, a direcdo das fibras internas, o grau e a distribuicdo da porosidade e a maneira
fisica que esses componentes sdo organizados e rearranjados. Dentre esses géneros,
destacam-se 0s materiais compdsitos laminados que tem aplicabilidade em elementos de
vigas (VISON e SIERAKOWSKI, 2008).

As vigas compdsitas laminadas sdo formadas por camadas de ao menos dois
materiais diferentes. Esta composi¢do tem o objetivo criar vigas com elevadas relagdes
resisténcia-peso e rigidez-peso quando comparadas com as formadas por Unico material.

Dentre os compositos que tém grande facilidade de obter as elevadas relagdes citadas



acima, pode-se mencionar as laminas reforcadas com fibras (JONES, 1999). Estas
laminas sdo importantes pois proporcionam maior controle da distribui¢do dos esforgos,

uma vez que apresentam maior resisténcia na direcdo dessas fibras.

Figura 1: Comportamento de tensdes em concreto refor¢ado com fibras

(a) Concreto sem fibras

' M ...
Linha de tensdo

: i Menor concentragio de tensoes
Matriz de concret

\/‘ Fibra de ago

Fonte: Figueiredo, 2011.

Devido as vantagens proporcionadas pelos compésitos laminados, em particular
aplicados a estrutura de vigas, torna-se importante a preciséo na determinagdo dos campos
mecanicos, tais como deslocamentos e forgas de interacdo entre camadas, quando
submetidas a flexdo. As principais teorias utilizadas para analisar vigas laminadas sdo:
teoria da camada Unica equivalente (ESL — equivalent single layer), teoria LayerWise
(LW) e ateoria Zig-Zag (Z2).

1.2 INOVACAO

No presente trabalho foi realizado um estudo sobre a teoria zig-zag para vigas
compositas laminadas, destacando seu histérico, evolugéo, vantagens e desvantagens para

aplicacOes praticas. Como carater inovador, tem-se 0s seguintes pontos:

a) Foi feita uma formulacdo de cinematica unificada em que se pode combinar
varias teorias de vigas de alta ordem com diferentes funcdes zig-zag;
b) Foram sugeridas quatro possiveis novas func@es zig-zag de alta ordem com o

objetivo de aumentar a precisao da teoria;



c) Foram propostas hipoteses diferentes de formulacdo e observado a alteracédo

nos resultados, principalmente no campo de cisalhamento;

Com isso, notou-se um incremento na eficiéncia da teoria utilizando algumas
combinages de funcéo zig-zag com funcdes cisalhantes, ambas de alta ordem, visto que
conseguem recuperar 0s resultados de referéncia com erros baixos mesmo sendo uma

teoria de baixo custo computacional.



2. OBJETIVOS

2.1 OBJETIVOS GERAIS

Unificar a teoria Zig-Zag utilizando uma cinematica composta por funcdes de
aproximacdo de cisalhamento e funcdes zig-zag, ambas de alta ordem, de modo a
investigar a precisdo dessa teoria em relagdo ao comportamento real em problemas de

vigas compdsitas laminadas.

2.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS

a) Unificar as teorias de deformacéo cisalhante superior em uma Unica cinematica

com funcéo Zig-Zag de alta ordem.

b) Desenvolver outras fungdes Zig-Zag de alta ordem e verificar a compatibilidade

delas com as teorias de vigas.

c) Propor melhorias na precisdo do campo de tensdo de cisalhamento, por meio da

teoria Zig-Zag.



3. METODOLOGIA

Este trabalho, foi desenvolvido com base em um planejamento que esta descrito

no seguinte fluxograma:

Figura 2: Fluxograma de metodologia de pesquisa
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Fonte: Autoral, 2022.

Inicialmente foi feita uma vasta revisdo bibliogréfica nos topicos relativos as
teorias de vigas isotropicas e compositas laminadas, em seguida foi feita uma busca de
trabalhos aprofundada nas aplicacGes das teorias zig-zag de alta ordem, observando sua
evolucdo. Por fim, foi estudado os métodos de resolugéo de problemas de vigas numericos

e analiticos.

Na fase de desenvolvimento matematico, foi realizada a descri¢cdo geométrica das
vigas pontuando as nomenclaturas e padrdes utilizados para a formulagdo. Entdo foi
proposta uma cinematica unificada que comporte fungdes zig-zag e cineméticas de vigas
isotropicas de alta ordem. A partir dessa cinematica, foram calculados os campos de
deslocamento, deformacéo e tensdo e aplicado o principio dos trabalhos virtuais para se
obter as equacdes de equilibrio, os esforcos e condi¢es de contorno, naturais e essenciais,
do problema.



Com toda a formulacéo feita, foram propostos novos formatos zig-zag a fim de

melhorar os resultados obtidos pela literatura.

Para os resultados, foram separados os exemplos a serem resolvidos e feito o
desenvolvimento analitico para as condi¢des de contorno de viga simplesmente apoiada.
Com isso, os exemplos foram resolvidos para diversas combinagdes de fungdes zig-zag e
cinemaética a fim de observar o comportamento de cada combinacdo e eleger as melhores
para cada caso. Por ultimo, fez-se um estudo em separado dos resultados da analise de

cisalhamento, comparando com as respostas inicialmente obtidas.



4. REVISAO BIBLIOGRAFICA

4.1 TEORIAS DE MODELAGEM DE VIGAS

A escolha de uma teoria para resolucao de problemas de vigas depende de diversos
fatores, dos quais a adocdo de uma cinematica é fundamental para maior precisdo em
relacdo aos resultados experimentais. As diversas cinematicas para vigas existentes se
diferenciam quanto a capacidade de modelar fenbmenos de interesse e, por nivel de
complexidade, tem-se: a teoria elementar de vigas (TEV), a mais simples, conhecida
como teoria de Euler-Bernoulli, na sequéncia tem a adi¢do da consideracéo do efeito de
cisalhamento presente na teoria de deformacao cisalhante de primeira ordem, conhecida
como teoria de Timoshenko. Evoluindo a andlise, tem-se as teorias que, adicionalmente
ao efeito de cisalhamento, consideram tanto o efeito do empenamento da secéo quanto a
nulidade da tensdo de cisalhamento nas bordas inferior e superior das vigas. Estas
abordagens mais elaboradas séo conhecidas como teoria de deformacéo cisalhante de alta

ordem ou teoria refinada para vigas.

Como uma das mais antigas teorias para viga (seculo XVIII), a teoria Euler-
Bernoulli tem vantagem por ser simples e com alta precisdo para vigas que tém relacdo
comprimento-altura muito grande, no entanto a mesma possui limitacdes por néo
considerar o efeito de deformacéo do cisalhamento na flexdo. Devido a essa limitagéo,
em 1921, o Engenheiro Stephen Timoshenko incluiu o efeito cisalhante, de maneira
simples, a teoria de vigas por considerar a tensdo de cisalhamento ser constante na secao
transversal, por conta disso ela é classificada com teoria de deformacdo cisalhante de
primeira ordem. No entanto, esta simplicidade proporciona imprecisdo na interpretacdo
das tensdes e da deformacdo axial. Com o passar do tempo, surgiram outras teorias que
consideravam essa tensdo de cisalhamento variavel ao longo da altura da viga, ou seja, de
ordem superior (SAYYAD, 2011).

A Figura 2 mostra o comportamento da deformacdo de uma viga retangular
considerando apenas o efeito do cisalhamento contemplado pelas teorias de alta ordem
para vigas, no entanto, desprezado pela teoria classica.



Figura 3: Deformacé&o devido a tensdo cisalhante em uma viga

Fonte: Timoshenko e Gere, 1983.

Segundo a teoria de Euller-Bernoulli, quando uma viga sofre deflexdo, a mesma
mantém as secdes planas e perpendiculares a linha neutra. Ja para a analise das vigas de
Timoshenko as secOes apOs deformadas continuam planas, porém ndo sd@o mais
perpendiculares a linha neutra, isso se deve ao fato de considerar tanto a rotagdo devido
a flexdo, ou seja, rotacdo equivalente & derivada primeira da deflexdo, quanto a rotagédo
devido ao cisalhamento. Por fim, as teorias de alta ordem ndo garantem a planicidade das

secdes apos flexdo.

4.2 TEORIAS DE VIGAS COMPOSITAS LAMINADAS

Os materiais compasitos sdo caracterizados por anisotropia, o que faz com que as
suas relacgdes constitutivas sejam formuladas de maneira mais completa se comparados
aos materiais isotropicos. Para o caso das vigas laminadas fibrosas, pode-se aproximar
para um comportamento ortotropico, visto que as suas propriedades mecanicas sao
diferentes em trés direcdes do espaco (VISON e SIERAKOWSKI, 2008).

Realizada a adaptacdo comentada logo acima, faz-se necessario descrever o
comportamento desses materiais trabalhando em conjunto, além disso, a interacédo entre
essas laminas. Por isso, existem as teorias de vigas laminadas que combinadas as

cinematicas de vigas isotropicas (secdo 1.2) fazem essa descricao.



A ESL (equivalent single layer) é uma teoria que condensa as propriedades do
laminado em uma Unica camada por meio de uma ponderacédo entre as caracteristicas de
cada lamina. Devido a particularidade da ESL, tanto a teoria classica de viga, quanto as
teorias com consideracao de cisalhnamento de primeira ordem e de ordem superior podem
ser aplicadas (FARIA, 2006). Ja a teoria LayerWise e Zig-Zag consideram separadamente
cada camada, no entanto, diferenciam-se na consideragédo da hipétese de interacdo entre
elas. Por estes fatos, LW e ZZ séo teorias consideradas mais precisas quando comparadas
com a ESL, entretanto, mais custosas computacionalmente. A teoria LayerWise
apresenta resultados mais proximos aos valores reais por aproximar o comportamento de
cada lamina individualmente, enquanto que a teoria Zig-Zag € uma aproximacao dos
campos de deslocamentos da viga, 0 que apresenta maior erro relativo a LayerWise,
porém uma relagdo entre resultado e custo computacional mais efetiva. Outra vantagem
da teoria Zig-Zag em relacdo a LayerWise é sua simplicidade, uma vez que a LW tem o
numero de variaveis compativel com a quantidade de camadas o que representa muito
mais incdgnitas do que a abordagem ZZ (SAYYAD e GHUGAL, 2017).

4.3 METODOS DE RESOLUCAO DE PROBLEMAS DE VIGAS

Ha& dois principais métodos de resolucdo: analitico e numérico. Na abordagem
analitica, tem-se a metodologia de solucdo pelo procedimento de Navier, do método das
funcdes de Green, métodos de energia entre outras técnicas de resolucdo de equacgdes
diferenciais parciais. Para problemas de vigas de alta ordem, deve-se escolher uma
solucdo que satisfaca as condicdes de contorno e condicGes de equilibrio (que se trata de

um conjunto de equacdes diferenciais).

4.4 HISTORICO E EVOLUCAO DA CINEMATICA ZIG-ZAG

Para vigas isotrépicas, as cinematicas incorporam caracteristicas geométricas que
influenciam no deslocamento final de um corpo, submetido a um carregamento e

condigdes de contorno. Como discutido para Euller Bernoulli, as se¢des ap6s deformacéo
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sem mantém planas e perpendiculares a linha neutra, por isso a rotacdo total devido a
deflexdo se resume a derivada da propria linha elastica (Figura 4) como mostra a equacédo

a sequir.

Figura 4: Viga em estado indeformado e deformado para Euller-Bernoulli

oy ——
=, = |
~ uy A"GIA 2 dw
Eixos y L\ T dx '
neutros - ( .
\: & -
/
o
-
-

Fonte: Onate, 2013.

u(x,z) = ug(x) — zwg(x)
w(x,z) = wy(x) )

Onde u, representa o deslocamento axial na linha neutra e w, o deslocamento
vertical no eixo centroidal. Considerando o mesmo sistema de coordenadas da Figura 5,
0 engenheiro Stephen Timoshenko introduziu uma rotagdo adicional devido ao efeito do
cisalhamento ¢ e com isso, obteve um campo de tensdo de cisalhamento constante

(Figura 5). A cinematica de Timoshenko €é descrita por:
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Figura 5: Viga em estado indeformado e deformado para Timoshenko

B’ B
e ‘ . .
) dw ! 05—
—-r : yA
4 72Nl I 0=0
‘ : ‘ x'(x,y)
}". B’ ® .0' . )
ey L A {
. . B
¢ X
: ‘e 0
e
A
Fonte: adaptado de Oliveira, 2017.
u(x, z) = ug(x) — z[wjy(x) — p(x)]
w(x,z) = wy(x) 2

Nesta teoria, ha uma particularidade, pois, € introduzido o fator de correcdo do
cisalhamento que varia com as caracteristicas geométricas da viga. Avangando para as
teorias de alta ordem, o fator multiplicativo do angulo devido ao cisalhamento ndo é mais
linear e sim descrito por termos de alta ordem que pode ser apresentado de forma
unificada (Figura 6).

Figura 6: Viga em estado indeformado e deformado para Teoria de alta ordem

—x—»

(g, wy)
Fonte: Payette e Reddy, 2013.
u(x, z) = ug(x) — zwg(x) + f(2)P(x)

w(x,z) = woy(x) 3)
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As teorias Zig-Zag para laminados utilizam essas cinematicas e acrescentam
caracteristicas especificas que descrevem o “efeito zig-zag” apresentado por esse tipo de
material quando se desloca axialmente sob flexdo. Nos trabalhos de 1984, Di Sciuva
introduziu uma funcéo linear que representa o comportamento do deslocamento axial de
uma viga sob flexdo, de modo que esta expressdo, conhecida como “fungdo Zig-Zag”,
seja adicionada as cinematicas classicas (Euler-Bernoulli e Timoshenko) aumentando a
parcela de deformacdo devido ao cisalhamento (DI SCIUVA, 1984). J& em Di Sciuva
(1987), houveram melhorias na cinemaética pela adi¢do de uma parcela de deslocamento
cubico para problemas de placas. Esta formulacdo apresentou uma alta eficiéncia em
termos de resultados e facilidade de resolucdo do sistema de equacdes. No entanto, para
a implementacdo do método dos elementos finitos ela requer uma formulacéo de classe
C1 para o deslocamento transversal, 0 que ndo é algo comum em teorias de vigas classicas

que usam funcdes CO.

Em Averill (1994), h4 uma solugéo para esse problema, formulando, inicialmente
a teoria zig-zag em conjunto com a teoria de Timoshenko. Entretanto, surgiram algumas
falhas na formulacéo, principalmente no campo de tenséo cisalhante. Para resolver essa
inconsisténcia, em 2007, Di Sciuva e Gherlone desenvolveram a teoria zig-zag refinada
(RZT) que utiliza, também, a teoria cisalhante de primeira ordem (DI SCIUVA E
GHERLONE, 2007).

u® (x, z) = ug(x) — z[wg(x) — p()] + L (2 ()

w(x, z) = wy(x) (4)

Nesse caso, ¢§’;> (z) é a funcdo Zig-Zag dependente de uma camada k e 1 é uma
funcdo desconhecida que informa a amplitude da variacdo Zig-Zag ao longo do

comprimento da viga. O modelo RZT prop&e uma func¢éo Zig-Zag (Eqg. 5) ponderada por

deslocamentos entre as laminas ué’? gue provocam uma continuidade parcial da tensédo

de cisalhamento e, além disso, essa consideracdo consegue diferenciar a caracteristica do

material em cada lamina.
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k 1 k— 1 k
porze (@) = 5 (1= ERNu™ 42 (1 4§y 5)

Por outro lado, em Murakami (1981) ja havia proposto uma aproximacdo do
comportamento dos deslocamentos nos laminados através de uma funcdo geométrica. De
igual modo, o mesmo obteve resultados com alta precisdo por meio um sistema de simples
resolucdo. A cinematica se manteve a mesma da equacgéo 4, porém sua funcao Zig-Zag é

dada por

Ig(l)IRzz(Z) = f(k)(_l(k) )

(6)
Onde o fator §®), comum as teorias RZT e Murakami, é descrito pela equacio 7.

f(k) _ [—Zz+(z(k)+z(k_1))] @)

2h(0)

Outra observacdo é que a teoria de Murakami ndo considera, de maneira direta, a
continuidade da tensdo de cisalhamento e as diferencas entre os materiais das laminas,

pois sua cinematica é meramente geométrica.

Desde entdo, surgiram inimero trabalhos relacionados as melhorias e aplicagoes
praticas da teoria Zig-Zag. Em Gherlone, Tessler e Di Sciuva (2011) foi desenvolvido o
método dos elementos finitos baseado em um elemento CO com a teoria refinada RZT.
Em Lurlaro (2013) foi realizado um estudo entre a RZT e outras teorias de vigas,
mostrando o comportamento para flambagem e flexdo, neste trabalho foi possivel
visualizar a diferenca entre o campo de tensdo calculado através das equacbes de
equilibrio e calculado através das relacdes constitutivas. Em Di Sciuva (2015) foi feito
trabalho semelhante ao apresentado em 2011 pelo proprio autor, no entanto aplicando o

MEF com elementos de alta ordem.
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Todas as aplicacBes citadas no paragrafo anterior utilizaram a cinematica de
Timoshenko, porém outros autores exploraram fungdes de alta ordem. Em Vidal (2018),
foi desenvolvida uma formulagdo de elementos finitos para a fungéo zig-zag de Murakami

juntamente com uma fungéo senoidal.

u® (x, z) = ug(x) — zwi (x) + %Sin (%z) o(x) + (,l)]g{ngz(z)lp(x)

w(x,z) = wy(x) (8)

Além de funcdes senoidais, Zhen (2018), utilizou a cinematica de Reddy (1984)
em conjunto com uma fungéo Zig-Zag de alta ordem composta por fungdes de Muramaki,

conforme abaixo apresentado

u®(x,2) = () — z2wg () + (2 = 25) (@) + $X @)
w(x,z) = wy(x) 9)
W)y — 50 z? 273 = 3 20 2%\ | db i1 pss (2)
22 (2) = Puurz,(2) = [(2 ZO> + < 12 z% >] dz

2 z3 — 3z, 22 d¢1$/INU)Rzz(Z)
12 z} dz

Os resultados tiveram maior precisdo no campo de tensdo de cisalhamento se
comparado com os trabalhos com teorias de primeira ordem, porém ainda calculado
através das equacdes integrais de equilibrio. Surgiram, entdo, outros formados de alta
ordem da funcéo Zig-Zag a exemplo de Zhao (2019) que utilizou uma funcédo Zig-Zag de
alta ordem hiperbdlica. Zhao (2019) obteve resultados em ordem de precisdo semelhantes
aos obtidos por Zhen (ZHEN, 2018). Atualmente, a utilizagdo de teorias Zig-Zag de alta
é cada vez mais explorada em diversos campos da engenharia, tais como em analise
térmica, aerolastica (XIE, 2019) e dindmica (Pirzadeh e Boroomand, 2020) em

compositos laminados.
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5. DESENVOLVIMENTO MATEMATICO

5.1 CARACTERISTICAS INICIAIS

Considere uma viga laminada de comprimento L = x;, — x, submetida a um

carregamento distribuido variavel q(x) e forcas externas T nas direcdes x e z (Figura 6).

Figura 7: Viga laminada submetida aos esforc¢os gerais

q(x)

_|
3
_|
N
v x

Fonte: Autoral, 2022.

A viga esta em situacdo livre, sem imposi¢do de vinculagbes, porém, pode-se
escrever o formato unificado de seu campo de deslocamento, utilizando a teoria Zig-Zag,

como é mostrado na equacdo abaixo (Eq. 10).

u® (x, 2) = uy(x) — 2w () + FDPx) + ¢F DY (x)
w(x) = wy(x) (10)

O deslocamento axial 1 (x, z) varia seu formato conforme sdo analisadas cada
camada da viga, o indice k representa 0 nimero dessas camadas variandode k = 1a k =
N, que sdo, respetivamente, a primeira de ultima camadas (Figura 7). O deslocamento
w(x), para este contexto de vigas em analise bidimensional, ndo é dependente da posi¢cédo
entre camadas. Os demais termos sdo descritos da seguinte forma: uy,(x) é o
deslocamento axial no eixo centroidal, wy(x) é o deslocamento vertical no eixo

centroidal, f(z) é a funcédo geral de unificacdo das teorias de alta ordem de cisalhamento,

¢ (x) é o angulo devido ao cisalhamento, ¢§’;) (z) é afuncgdo Zig-Zag e y(x) é uma funcéo

desconhecida que confere amplitude ao efeito zig-zag ao longo do comprimento da viga.
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Figura 8: Caracteristicas geométricas das laminas

Z(N+1)

Fonte: Autoral, 2022.

E importante observar que a viga tem uma altura total de 2h e cada camada tem
sua altura local de 22, além disso ha um Gnico sistema de coordenadas global em z que
varia desde de z, = —h & zy,, = h. Logo, pode-se resumir as posi¢Oes entre as laminas
com sendo z;) (i = 0,2,...,N, N+ 1).

5.2 CAMPO DE DEFORMACAO

A partir destas consideracdes, as expressdes da equacdo 10 foram derivadas de
modo a se obter as funcdes de deformacgdo da viga, tanto na direcdo longitudinal
(e (x,2)) quanto na direcdo transversal devido ao cisalhamento (y®(x,z)). Tais

derivadas estdo descritas na equacdo 11, enquanto que as deformacdes sdo mostradas na

equacao 12.
3 __ du(x,z)
eW(x,z) = —
(k) _du(xz) | dw(x)
Yz =———=+— (11)

e®(x,z) = uh(x) —wi(X)z + ¢’ () f(2) + W(X)(Pg?(z)
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y®(x,2) = p(f'(2) + ()P (2) (12)

Onde que B (2) = ¢ (2) (primeira derivada da fungio Zig-Zag).

5.3 CAMPO DE TENSAO

Através das relacdes constitutivas dos materiais e com base na Lei de Hooke, é

possivel relacionar tensdes as deformaces (Equacdo 13).

oW (x,2) = Qe (x, 2)

t®(x,z) = QY ® (x, 2) (13)

Onde o™ (x, z) representa a tensdo normal e 79 (x, z) a tensdo de cisalhamento

da viga. Além disso, os termos constitutivos QE) € Qé?

sdo valores por camada que
relacionam os modulos de elasticidades longitudinais e transversais, respectivamente,

para materiais ortotropicos. Esses termos sdo detalhados no apéndice A. Com isso,

c®(x,2) = QX [uh () — wi Dz + ¢’ WF(2) + P (WP (2]

t®(x,2) = QP[P ) f'(2) + Y (X)BX (2)] (14)

5.4 COMPORTAMENTO DA TENSAO DE CISALHAMENTO

Um dos desafios ao analisar um elemento de viga através da teoria Zig-Zag € a
acuracia nos resultados da tensdo de cisalhamento. H& duas formas para determinar o
campo de tensdo cisalhante: 1) por meio das relagfes constitutivas ou 2) por meio das

equacdes de equilibrio. Por conta de inconsisténcias na imposi¢do da continuidade da
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tensdo de cisalhamento, a maioria dos os trabalhos existentes, que fazem uso da teoria
Zig-Zag, até mesmo as de alta ordem, s6 conseguem apresentar resultados proximos aos

exatos através das equacdes de equilibrio.

No presente trabalho, foram analisadas as diversas formas de determinar e
promover a continuidade da tenséo de cisalhamento entre Iaminas. Para a primeira
Hipdtese (HIPO1), os campos de deslocamento, deformacdo e tensdo sdo mantidos os
iniciais (equacbes 10 a 14). Na HIP01l as tensGes de cisalhamento apresentam
comportamento descontinuo entre as camadas de materiais diferentes e menores erros nos

resultados serdo obtidos atraves das equagdes de equilibrio.

A segunda hipétese (HIP02) considera que as tensdes de cisalhamento nos pontos

interlaminares sejam iguais. Tem-se, assim:
T(k) (x) Zk) = T(k+1) (x' Zk) (15)

Substituindo a equacgdo 14 na 15, é possivel construir uma relagdo entre a rotacao
devido ao cisalhamento ¢ (x) e a funcdo amplitude zig-zag ¥ (x), como observado nas

equacOes abaixo

Q[0S (2a0) + YOBX (240)] = Q[ (209) + YLD (2]

pCOf’ (Z(k))[Q(k) (k“)]
|00 (2)) Q8™ = B9 (200) Q5% |

Plx) =

Y(x) = Kgp(x) (16)

fi(zao)| @S9-S+

[B(kﬂ)(z(z))Q(kH)_ﬁ(k)(z(k))Q(k)

Com Kﬁ

Ao substituir a equacao 16 nas relagdes de deslocamentos (equacao 10), é possivel
reescrever todas as relacdes constitutivas em funcdo da rotacdo ¢(x), diminuindo o

numero de incognitas do sistema e impondo o campo de cisalhamento continuo.
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5.5 TEORIAS DE VIGAS

Devido a existéncia de diversas cineméticas na literatura (Reddy, 1990;
Kruszewski, 1949; Touratier, 1991; Soldatos, 1992; Karama, 2003; Akavci, 2007), foi
realizado um compilado de teorias de alta ordem para vigas e exposto na tabela 1. No
presente trabalho, as formulagdes de alta ordem (tabela 1) serdo comparadas quanto a sua
precisdo na obtencdo dos campos de resposta, especificamente para materiais laminados.

Tabela 1: Fungdes do cisalhamento de alta ordem para teorias de vigas

Autor f(@)
Reddy (1990) — RED90 -2
eddy (1990) - 2\1-
. 5z 472
Kruszewski (1949) — KRU49 T(l _ W)
. 2h . /mz
Touratier (1991) — TOU91 ~sin (ﬁ)
Soldatos (1992) — SOL92 L inh (Z
oldatos ( ) — z cosh (E) — 2hsinh (ﬂ)
VA 2
Karama et al. (2003) — KARO3 Zexp [—z (=) ]
. 3n z 1
_ - R 2L (=
Akavci (2007) — AKAO7 . [thanh (55) - 7sec h(z)]

Fonte: Autoral, 2022.

E interessante ressaltar que a formulacdo unificada também recupera a teoria
classica de Euller-Bernoulli e a teoria de vigas de Timoshenko para tanto faz-se

necessario impor f(z) = 0 e f(z) = z, respectivamente.

5.6 FUNCAO ZIG-ZAG

Além dos formatos de funcBes Zig-Zag presentes na literatura e apresentados no

item 4, este trabalho propde novas fungdes ¢§’;’ (z) adaptadas para teorias de alta ordem.
A tabela abaixo (Tabela 2) mostra as diversas func¢des utilizadas nos problemas aqui

estudados.
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Tabela 2: Funges Ziz-Zag de Alta Ordem

Ordem/Autor

b5 (2)

Muramaki (1981) — (i), (2))

£00(—100)

Zhen (2018)

® z2 223 —32z,2% Is]l),RZZ(Z)
worz D =~ |\ 77, ) T\ T 122 dz

3 223 —32z,2%]d IE/INU)RZZ(Z)
12 72 dz

Formato senoidal — ZZSEN

(autoral)

(0
Sin (k) )| - Z_2 + 2z°-3 Zo z? d¢MURzz(Z)
MURzz 2 2, 12 23 dz

N
]2 z3 -3z, 2% d¢1‘(4U)RZZ(z)
12 z2 dz

Formato hiperbélico — ZZHIP

(autoral)

2 3 2 (0)
. ) z 223 =320 2\ | ddyrz(2)
Sinh +
n [ MURZZ(Z)] [(2 Zo) ( 1272 dz

2 z3 — 3z, 22 ¢MURzz(Z)
12 73 dz

Formato exponencial — ZZEXP

(autoral)

. 223 —32z,2% 0 APpirzz ()
o [l (75 ¢ (g e P

_[222=3202%] 0 dpiM. (2)
12 23 dz

] 223 — 3z, 72 8, d(l)(o) (2)
Sinh 83 0)] | () # (e )| e e

Formato hiperbolica-exponencial

3_ 2 )
— ZZHE (autoral) - [M] 8n0 Abyrynz,(2)

12 z3 dz

Fonte: Autoral, 2022.

Essas func¢des foram desenvolvidas de modo a atender as seguintes condi¢oes:

1) comportamento “zig-zag” aos campos de deslocamento axiais da viga e

2) nulidade das tensdes cisalhantes nas bordas superior e inferior do laminado,

ou seja, 1(1)(x, Z(O)) = T(N)(x, Z(N)) =0.

Os formatos d)(k) (z) propostos neste trabalho foram ZZSEN, ZZHIP, ZZEXP e
ZZHE (ver Tabela 2). A figura abaixo apresenta 0 comportamento das fungdes zig-zag

analisadas.
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Figura 9: Comportamentos Zig-Zag dos formatos propostos para um exemplo numerico de

3 camadas.
0.50 0.50
_—"—T‘Z“"\»\_\ 0.25
——
< -0,25 -0.25 ——
-h_.__‘_____‘- —
i UR AKAMI (198 1) -0,50 ‘\-_\‘P ZHENI(2018) -0.50
T T T T T T T T T
0.3 0.4 0.0 0.4 0.8 0.8 -0, ,
0.50
0.25 k
S
P
£ 0.00 /’-—
| 1 [
[ ZSEN (presente) m [ZIZH IF (presents
T x r v r : .

-0.8 -0.4 0.0 0.4 0.8 -1.2 -0,

"{:Ff 0,25 | [ —_

ZZEXP (presente) .) 050 ' | ZZHE (pres

-1.2 -0.8 -0.4 0.0 0.4 0.8 1.2 -1.2 -0.8

Fonte: Autoral, 2022.

Além das cineméticas (Tabela 1) e fungdes zig-zag (Tabela 2) outro fator
importante na formulacdo da teoria é a funcdo amplitude (x). Estudar seu
comportamento é importante visto que i (x) influencia no entendimento da relacédo
proporcional apresentada na HIP2 (Eq. 16). A funcéo v (x) pode ser comparada com um
angulo que ocorre devido ao efeito zig-zag no momento da flexdo, a figura 9 mostra essa
variacdo em um exemplo genérico, é possivel notar o significado fisico da relacéo

proporcional entre esses angulos.
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Figura 10: Significado fisico da funcao amplitude zig-zag.

0 0,25L 0,5L 0,75L L

Fonte: Autoral, 2022.

5.7 PRINCIPIO DOS TRABALHOS VIRTUAIS

Para a HIP1 os campos de deslocamento, deformacgédo e tensdo desenvolvidos
nesta se¢do sdo utilizados para, através do principio variacional, formular as equac6es de
equilibrio do problema. Considere que a viga mostrada na figura 6 tem um volume
genérico V, a variacdo da energia interna desse corpo, escrita em funcdo de tensdes e

deformacGes, é da forma de
SU = f (0,966, 8 + 1,0 6y,,0)av
14

17)

O simbolo § denota o operador variacional. Considerando os carregamentos

externos, € possivel escrever a variagdo da energia externa também.
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o = [ qwdx — | (Taxxa)5u® (e, 2) + Tor (2IOWKD) ) d
L A

+ f (Tbx(xb)5u(k)(Xb,Z) + sz(Z)6W(Xb)) dA
A

(18)

Para que se mantenha o equilibrio essas expressbes de energia devem ser

equivalentes.

6U -6V =0

Xp Xp
f f (0,056, + 7., 8y, 0 )dAdx + f q(x)éw(x)dx
Xg YA

Xa

| (Taeed8u® (0 2) + T DoWKD)
A

[ (Toe)8u06,,2) + Tou (IOWCH,) ) dd = 0
A

(19)

Ao substituir as expressdes de deformacéo e deslocamentos € possivel definir os

esforcos internos (equacgdes 21) e externos (equacgdes 22) do problema, observe

Xp
[7] @@s[ue - wrwz + ¢/ @) + w@el @]
X, YA

Xp

+ 7, 8[P () f'(2) + Y0 BX (2)])dAdx + f q(x)Sw(x)dx

Xa

dw
v (Tax(xa)a [uo(xa) IO +w<xa)¢§’?<z)]

+T,, (Z)5W(Xa)> dA

d
-| (Tbx(xbm[uo(xb) - V;(jb)zw(xb)f(z)+¢(xb>¢§’?(z)]
A

+ sz(z)é‘W(Xb)> dA =0

(20)
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N, = f 0,0 dA
A
M, =f 2o, dA
A
My = f f(2)o,PdA
A
)
MZZ:f gbg?(z)ax dA
A
vy = [ F@m.©ds
A

Vp= [ B9, Was
A

(21)
A=aoud=>»
N_xA:f TAx(xA)dA
A
My, =j ZTAx(xA)dA
A
Woa = | F@Taci)da
A
M, = T dA
zzA ¢ZZ (2) ax(Xa)
A
Vs = | Taroda
A
(22)
Com isso,
Xp

Sug(X)Ny — Sw" ()M, + 8" (x)My + 59" (X)M, + 6p(x)Vy
Xa

+ 8 (Vs + q(x)dw(x)dx — [Ny, Sug(xp) — Nyg 8o (x4)]
+ [Myp 6w’ (xp) — Myg6w' (x5)] — [Mypp8ep (x) — Mpa5p ()|

[ zzbgl/)(xb) zzaglp(xa)] [ xbgw(xb) xa6W(xa)]
=0




25

(23)

Note que para o presente desenvolvimento formulacional, tem-se esfor¢o normal,
cortante e fletor classicos (N, V, e M,) e aparecem outros tipos de esfor¢cos denominados
de momento e cortante devido a rotagdo do cisalhamento (M, e V) e 0 momento e
cortante devido ao efeito zig-zag (M, e V). Em sequéncia, utiliza-se a regra do produto
para eliminar as derivadas dos termos variacionais e deixar explicita a condi¢do de

equilibrio do sistema.

Xb
j N} (x, 2)8ug(x) + [V (x,2) — M (3, 2)] 56 (x)

Xa
+ [V (x, 2) — My, (x, 2) |89 (x) — [My (x, 2) — q(x)]18w(x)dx
— [Ny (xp, 2) — Nya(xp, 2)]16uo(xp)
+ [My (x5, 2) — Myp(xp, 2)16W' (xa)
- [M¢(xA,z) - m(xA,z)]&p(xA)
— [My;(xa, 2) = M0 (xa, 2) 189 (xa)

— [My (x5, 2) = Vea(xa)16w(xp) = 0
(24)

Entdo, para que a expressao 24 seja nula, os termos que multiplicam os operadores
variacionais devem ser nulos também. A partir deste pensamento, surgem as equacdes de

equilibrio e as condigdes de contorno do problema.

Ny (xa, 2) = Nya(xp, 2) 0w g ()

My (xp, 2) = Myp(xp, 2) ou w'(xp)
Mg (xp,2) = Mgp(xp, 2) ou $(xp)
My (xp,2) = Myza(xp,2) 0u P(xp)

My (xa, 2) = Vip(xa, 2) ou w(xp)

(25)

Ny(x,2z) = 0;
My (x,z) = q(x);
My (x,2z) = Vy(x, 2);
M;,(x,z) = Vg(x,2);
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(26)

Substituindo os valores do campo e tensdo no conjunto de equagfes 21 e, em

seguida, alocando esse resultado nas equacdes 26, € possivel escrever:

Auf (x) — A,w"" (x) + B¢"' (x) + DY"'(x) = 0;
Azug’ (x) — Az,w'""' (%) + B,¢""'(x) + D" (x) = q(x);
Bugy (x) — B,w"'(x) + Beg" (x) + D" (x) = Grp(x) + Gp(x);

Dug (x) — D,w""(x) + Dr@" (x) + D" (x) = GPp(x) + Gpp(x);

(27)
Onde,
N
(4,4,,4,,) = b( @ gz 209 dz, 200 dz)
kZl 'L(k 1) " Z ’L(k 1) " z 'L(k—n 1
(588 = b( f@er dz, 2f ()0} dz, f@%® dz)
! Z 'L(k 1) Z 'L(k 1) Z -L(k 1)
. #9920 TP
(D,D,) = b( ,(2)Q;7dz, z (2)Q dz)
kaL(k " 11 kzzljz(k_l) ZZ 11
(Dy, Dy) = b( b39 (Df(2)Qdz, ()%™ dz )
1= ;L(kn zz ZL(kl)

(6.6, Gﬁ)—b@v:f

1" Z(k-1)

f@B® )0 dz, Z f f(2? Q¥ dz, Z J BEO2(2)Q8 dz)

Z(k-1) Z(k-1)
(28)

Na HIP2, faz-se a substituicdo da equacdo 16 e, realizando processo anélogo,

obtém-se os seguintes resultados:

Para os esforcos,

N, = f o, dA
A



27

M, =f 20, dA
A

Mz, = L [f(Z) + Kp¢§'§)(2)]0x(k)dz4

Vs = f [F'(@) + KB (@), ®dA

(29)
W = | Taala)da
A
Myp = f ZTy(x4)dA
A
T — ()
M,y = f [f(Z) + Kﬁ b7 (Z)]TAx(xA)dA
A
Vs = | Tarodaa
A
(30)
Para as condicdes de contorno,
Nx(xAi Z) = N—xA(xA' Z) ou uy (xA)
M, (xp,2z) = Myp(xa, z) ou w'(xp)
Mzz(xA; z) = m(xm z) ou ¢ (xa)
My (xa,2) = Vea(xa, 2) ou w(xs)
(31)

Para as equacdes de equilibrio,
Ny(x,z) = 0;
My (x,z) = q(x);

Méz(x» Z) = Vﬁ (x,2);
(32)

Em resumo,
Auf(x) —A,w""(x) + B¢p"(x) =0
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Zu(l)ll(x) AZZWIIII(x) +B ¢Ill(x) — q(x)
Bugy (x) — B,w"'(x) + B,,¢" (x) = Gp(x)

(33)
(A, Az:Azz) = b( Q(k) dZ ZQ(k) dZ Z Q(k) dZ)
;L(kn 11 ZL(kl) 11 ZL(kl) 11
Z Al Z(k)
(B,B;,B) = b(Z f @+ kg @le dzy [ 2lre)
k=1"%(k-1) k=1"2(k-1)
rap @l oY [ o+ o o o
k=1"#(-1)
N
6) = b(Zf [f'(@) + Kep® ()] 0 d )
k=1"%(k-1)
(34)

A partir disso, tem-se as equacgdes de dominio e de contorno necessaria para a

modelagem de compdsitos por meio da teoria zigue-zague.
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6. RESULTADOS E DISCUSSAO

A partir do sistema de equacdes parciais de equilibrio e das condi¢des de contorno
de cada problema, ¢é possivel resolver os problemas que serdo apresentados nesta se¢éo.
Para a vinculacdo de viga simplesmente apoiada, tem-se as seguintes condi¢cdes de

contorno:
w(x) = My(x,z) = M,,(x,2) = My(x,z) = 0Oparax =L =0

Usando a solucédo de Navier, os campos de deslocamentos séo aproximados pelas

expressdes trigonométricas abaixo.

w(x) = ; wjsen (J%)
Uuy(x) = i .cOS ( )
PC) = i pycos (775)

=1
P(x) = Z yycos (1)

(35)

6.1 PROBLEMAS RESOLVIDOS

Houve grande variacdo das caracteristicas dos exemplos resolvidos, dentre elas,
tipo de carregamento, geometria das camadas, nimero de camadas, dire¢éo das fibras do
material e formas de resolucdo. Os carregamentos variaram entre carga pontual,

carregamento uniformemente distribuido e carregamento senoidal (Figura 10).



q(x) = qo — carregamento uniformemente distribuido

N jmx .
q(x) = Z gjsen (T) — carregamento senoidal
j=1

q(x) = P6,(x — X) — carregamento pontual

Figura 11: Tipos de carregamentos.

q.

CARREGAMENTO UNIFORME

CARREGAMENTO PONTUAL

CARREGAMENTO SENOIDAL

Fonte: Autoral, 2022.
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Onde &, representa o comportamento da funcdo Delta de Dirac. O material
utilizado na resolucdo dos exemplos séo vigas laminadas refor¢adas por fibras, suas

propriedades se resumem em

Ey =25MPaE, = 1MPa; Gy, = 0,5MPa;Gyz = 0,2 MPa;

As possiveis configuracfes de laminas e distribuicdo de fibras utilizadas séo as

que seguem

Figura 12: Configuragdes de Iaminas e fibras

Fonte: Autoral, 2022.

Para uma altura total 2h, cada configuracdo apresentada divide suas laminas

igualmente.
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6.2 REFERENCIAS DE COMPARACAO

Os resultados deste trabalho foram comparados com os valores das formulacGes
analiticas de Pagano (1969). Em alguns casos, foi utilizada como paralelo os resultados

de Liu e Lu (1992) utilizando a teoria LayerWise.

As comparac0es feitas se basearam em valores de pontos especificos, média de
erros relativos dos graficos e por qualitativa do formato das funcdes. Para tornar as
respostas independentes dos dados de entrada, foram utilizados os seguintes formatos

adimensionais:

u (x, z)Eyb

3] _
ua (le) - tho
(k)
o\ (x,z)b
09 (x,2) = o 2)b
do
x)
TV%(x,z)b
Tt(lk)(X, z) = #
qo
w(x)800E, bh*

Outro fator importante € a relacdo entre 0 comprimento da viga e sua altura total,
visto que estes valores mudam a natureza dos resultados e existem teorias mais adequadas

para cada faixa de S.

6.3 ANALISE DE GRAFICOS

6.3.1 EXEMPLO 1

Para validar as hipdteses comentadas nas ultimas secdes foi realizada uma série

de exemplos variando caracteristicas iniciais do problema. Foi analisada uma viga com 3
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laminas (Figura 12). Esta viga foi submetida a um carregamento senoidal e possui
vinculacdo de simplesmente apoiada, possuindo secédo retangular com largura b e altura
das laminas divididas igualmente. A orientacdo das fibras foi alternada entre 0° e 90° em
relacdo a horizontal.

Figura 13: Viga resolvida no exemplo 1

9,

Fonte: Autoral, 2022.

Este primeiro problema (exemplo 1) tem o objetivo de comparar os resultados das
combinagdes das teorias de alta ordem cisalhante com as fun¢des zig-zag de alta ordem a
fim de observar as combina¢6es mais precisas. Foram comparados os valores da deflexao
no meio do véo, do deslocamento axial, da tensé&o normal no topo da viga e da tensdo de
cisalhamento em seu eixo. Os valores de referéncia adimensionais foram obtidos pela
teoria da elasticidade (Pagano, 1969) e pela teoria LayerWise (1992). A tabela 3 mostra
os valores de referéncia para os campos de resposta analisados em pontos criticos

especificos.
Tabela 3: Resultados de referéncia para o exemplo 1.
Resultado Pagano (1969) Lu e Liu (1992)
L —-2,8919 —2,9112
w(3)
2 €rel: 0,67%
—0,9330 —0,9396
u(L, h)
erer: 0,71%
L 18,6791 18,4494
c (—, h)
2 erer: 1,23%
1,4299 1,4256
7(0,0)

erer: 0,30%




Fonte: Autoral, 2022.
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O erro relativo acima € calculado sempre em referéncia ao valor analitico de

Pagano (1969) e é dado por

€rel (%) = (—

X]—x]

Xj

)100

Nesse caso, X; € o valor calculado e X; ¢ o valor de referéncia. Por outro lado, as

teorias zig-zag obtiveram os seguintes resultados mostrados na tabela 4

Tabela 4: Resultados das combinacdes zig-zag de alta ordem para o exemplo 1 para HIP1.

Zhen ZZSEN ZZHIP ZZEXP ZZHE
Resultados f(2)
(2018) (2022) (2022) (2022) (2022)
-2,8825 -2,8624 -2,8827 -2,8970 -2,9087
RED90
€rel: 0,33% €rel- 1,02% €rel: 0,32% €rel’ 0,18% €rel: 0,58%
-2,8825 -2,8624 -2,8827 -2,8970 -2,9087
KRU49
Crel: 0,33% Crel: 1,02% Crel: 0,32% Crel: 0,18% €rel: 0,58%
-2,8645 -2,8470 -2,8668 -2,8844 -2,8997
TOU91
L eret: 0,95% erer: 1,55% erel: 0,87% €01 0,26%  er01: 0,27%
wl—=
(Z> -2,8839 -2,8636 -2,8839 -2,8978 -2,9091
SOL92
ere: 028% €1 0,98%  ero 0,28% e 0,21% e 0,59%
-2,8428 -2,8285 -2,8486 -2,8659 -2,8839
KARO3
€rel: 1,70% €rel: 2,19% Crel: 1,4’9% Crel: 0,90% rel: 0,28%
-2,8704 -2,8280 -2,8722 -2,8889 -2,8965
AKAO07
€rel: 0,74% €rel: 2,20% Crel: 0,68% Crel: 0,10% €rel: 0,16%
-0,9736 -0,9422 -0,9896 -0,9416 -0,9505
RED90
erol: 435%  €701:099% 10 6,07%  erop: 0,92%  eyop: 1,88%
-0,9736 -0,9422 -0,9896 -0,9416 -0,9505
KRU49
erol: 435%  €70:099% 10 6,07% €2 0,92% e, 1,88%
-0,9829 -0,9550 -0,9979 -0,9571 -0,9667
TOU91
Crel: 5,35% Crel: 2,36% Crel: 6,96% Crel: 2,58% €rel: 3,61%
u(L, h) -0,9727 -0,9410 -0,9888 -0,9402 -0,9489
SOL92
Cret: 426%  €ro: 0,86%  €101:598%  €r01:0,77%  eper: 1,70%
-0,9905 -0,9663 -1,0043 -0,9709 -0,9811
KARO3 o 6,16%  €0:3,57%  eror: 7,64%  €,0:406% €, 5,15%
-0,9801 -0,9664 -0,9954 -0,9525 -0,9752
AKAO07
€rel: 5,05% €rel: 3,58% €rel: 6,69% €rel: 2,09% €rel: 4',52%
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RED90 19,1175 18,4999 19,4317 18,4887 18,6632
ere: 235%  ero: 0,96%  eror: 4,03% €701 1,02%  eper: 0,09%
19,1175 18,4999 19,4317 18,4887 18,6632
KRU49
€rel: 2,35% €rel: 0,96% €rel: 4,03% €rel: 1,02% €rel: 0,09%
19,2995 18,7510 19,5938 18,7927 18,9817
TOU91
(L h) €rel: 3,32% €rel: 0,38% €rel: 4,89% €rel: 0,61% €rel: 1,62%
o\,
2 19,0998 18,4761 19,4157 18,4600 18,6631
SOL92
€rel: 2,25% €rel: 1,09% €rel: 3,95% €rel: 1,17% €rel: 0,08%
19,4486 18,9745 19,7199 19,0646 19,2649
KARO3
€rel: 4,12% €rel: 1,58% €rel: 5,57% €rel: 2,06% €rel: 3,13%
19,2446 18,9743 19,5453 18,7016 19,1032
AKAO07
eret: 3.03%  ere: 158%  erori 4,64% €11 0,12% e 2,27%
1,4051 1,4132 1,4125 1,4132 1,4213
RED90
€rel: 1,73% Crel: 1,17% Crel: 1,22% €rel: 1,17% €rel: 0,60%
1,4051 1,4132 1,4125 1,4132 1,4213
KRU49
€rel: 1,73% Crel: 1,17% Crel: 1,22% €rel: 1,17% €rel: 0,60%
1,3989 1,4071 1,4056 1,4022 1,4071
TOU91
(0 0) €rel: 2,17% €rel: 1,59% €rel: 1,70% €rel: 1,94% €rel: 1,59%
T ]
1,4057 1,4138 1,4132 1,4142 1,4226
SOL92
€rel: 1,69% €rel: 1,13% €rel: 1,18% €rel: 1,10% €rel: 0,51%
1,3945 1,4019 1,3965 1,3921 1,3936
KARO3
Cret: 248%  ere: 1,96%  ero112,33%  erei12,64% ey 2,54%
1,4007 1,4018 1,4066 1,4055 1,4173
AKAO07
eret: 204%  ere: 197%  eror:1,63% €111 1,70% ey 0,88%

Fonte: Autoral, 2022.

E importante mencionar que os resultados de tensdo do cisalhamento para este

exemplo foram obtidos por equacao de equilibrio, processo descrito no trabalho de Reddy

(2004). Foi observado que os resultados recuperados pela teoria de Kruszewski (1949) e

Reddy (1990) tem diferenca irrisoria. Na tabela 4, é observado que, de maneira geral, 0s

resultados de pico com menor erro relativo foram os da deflexdo e os resultados que

apresentaram maior erro foram os do deslocamento axial, € notério, também, que os

formatos zig-zag ZZEXP e ZZHE apresentaram melhores resultados em relacdo as

demais. Por outro lado, as cinematicas que apresentaram melhor desempenho a maioria

dos casos foram RED90, KRU49 e SOL92. Esta andlise é importante para

dimensionamento de pecas, pois geralmente se faz utilizando os valores de pico de

tensoes e deslocamentos.
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Além disso, foi calculado a métrica de erro denominada WAPE (Weighted
Absolute Percentage Error) para todos os pontos de cada grafico, de modo que a analise
n&o se restrinja apenas a pontos isolados. Esses resultados sdo comparados aos resultados
analiticos de Pagano (Pagano, 1969). Para esta analise, a métrica WAPE foi escolhida
pois tem a vantagem de conseguir representar 0s erros para poucos pontos e, além disso,
ao utilizar a normalizacdo os erros para nimeros pequenos e grandes sdo tratados de
maneira igualitaria (RIVA, 2021). Outros parametros indicadores do erro, tais como o
erro absoluto médio majora o erro entre nimeros grandes em relacdo aos pequenos. Ja as
métricas de erro relativo médio e a norma L2, majoram 0s erros entre nUmeros pequenos
(menores que 1). Diante do exposto a métrica WAPE foi adotada e a sua quantificacdo é

dada por:

Y|y - X

WAPE (%) = 100
?=1|Xj|

Nesse caso, x; € 0 ponto calculado e X; € o valor de referéncia.

Figura 14: graficos completos dos resultados de referéncia do exemplo 1.
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0,2
= 0,0
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02— 0.2
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0,0

0,2 0,4 038 1,0

Tensdo cisalhante

1,2

Fonte: Autoral, 2022.




Tabela 5: WAPE dos graficos completos do exemplo 1.
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Zhen ZZSEN ZZHIP ZZEXP ZZHE Lu e Liu
Resultados f(@
(2018) (2022) (2022) (2022) (2022) (1992)
RED90 0,34% 1,02% 0.32% 0,18% 0,58%
KRU49 0,34% 1,02% 0,32% 0,18% 0,58%
ToU91 0,95% 1,55% 0,89% 0.26% 0.27%
w(x) SOL92 0.28% 0,98% 0.28% 0,20% 0,59% 0,67%
KAR03 1,70% 2.21% 1,56% 0,90% 0,28%
AKAT 0,74% 2.21% 0,68% 0.11% 0.27%
RED90 9.91% 8.94% 10,95%  6.24% 6.63%
KRU49 9.91% 8.94% 10,95%  6.24% 6.63%
TOU9L  12.22%  11,39%  13.14%  7,82% 7.10%
u(x, z) 6,52%
SOL92 9,69% 8.75% 10,74%  6,10% 6,69%
KAR0O3  1429%  13.64%  1507%  1036%  9,43%
AKAO7  1151%  13.64%  1247%  7.29% 7.10%
RED90 6.33% 7.03% 6.39% 3.54% 1,10%
KRU49 6.33% 7.03% 6.39% 3.54% 1,10%
Tou91 8.47% 7.97% 8,58% 4,79% 3,48%
o(x,z) 2,28%
SOL92 6.13% 6,99% 6,19% 3,49% 1,23%
KAR0O3  1042%  9.97% 1058%  7.37% 6,40%
AKAO7 7.82% 9.97% 7.92% 4,08% 3.48%
RED90 1,66% 1,20% 1,36% 0,95% 0,48%
KRU49 1,66% 1,20% 1,36% 0,95% 0,48%
ToU91 2.13% 1,68% 1,.87% 1,71% 1.36%
7(x,2) 1,26%
SOL92 1.61% 1,16% 1.31% 0,88% 0,42%
KAR03 2.56% 2.10% 2.42% 2.41% 2.25%
AKAO7 1,99% 2.10% 1,73% 1,48% 1,37%

Fonte: Autoral, 2022.

A partir dos resultados do exemplo 1 apresentados nas tabelas 4 e 5, pode-se

concluir que tanto para a ponderacdo dos valores especificos de pico, como para 0

acompanhamento medio do formato do grafico completo, a funcéo zig-zag exponencial

(ZZEXP) e a hiperbolica-exponencial (ZZHE), propostas pelo presente trabalho, possuem

um desempenho melhor em relagéo aos outros formatos no campo dos deslocamentos e

das tensOes, respectivamente. De forma geral, apresentaram precisdo maior em
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combinagdo com todas as funcdes de alta ordem de cisalhamento, destacando-se 0s
resultados em conjunto com RED90, KRU49 e SOL92, que obtiveram valores de erros
semelhantes (e em alguns casos menores) aos da teoria LayerWise. Quando analisado 0s
valores em determinado ponto (Tabela 3 e 4), a fungdo zig-zag exponencial apresentou
melhores resultados. Ja para analise qualitativa das curvas, a solucdo hiperbdlica-
exponencial apresentou menores erros, em média. E interessante fazer essas duas analises
visto que as teorias que melhor representam valores de picos sdo mais interessantes para
dimensionamento de pecas, pois é utilizado o maior esforco. Sabendo disso, essas
combinagdes serdo utilizadas para as analises que seguem.

6.3.2 EXEMPLO 2

Para avaliar as vantagens e desvantagens dessa formulacdo, foram resolvidos
problemas variados. Os exemplos 2, 3, 4 e 5 tém uma relagdo S igual a 4. No exemplo 2
(figura 14) foi utilizada uma viga com 5 laminas, para avaliar se a teoria perde precisao
com o aumento do numero de camadas. Esses resultados foram desenvolvidos para o
carregamento senoidal, vinculagdo de viga simplesmente apoiada, largura b da secéo
retangular e altura igualmente dividida.

Figura 15: Viga resolvida no exemplo 2

q,

Fonte: Autoral, 2022.

Para fins de comparacdo, acrescentou-se a teoria zig-zag de Murakami (1981) aos

resultados. Por ser uma fungéo zig-zag linear, mesmo combinada com cinematicas de alta
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ordem ela ndo obtém o mesmo desempenho que as funcBes zig-zag ZZHE e ZZEXP,

conforme os exemplos que seguem. Os gréaficos de resultados foram, para este exemplo

foram:

Figura 16: resultados de deflex&o, deslocamento axial, tensdo normal e tenséo cisalhante do

exemplo 2.
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Fonte: Autoral, 2022.

A partir do exposto, nota-se que a formula¢do de alta ordem acompanhou 0s

resultados de referéncia no formato de todos os campos apresentados, diferente da funcao

de Murakami.

6.3.3 EXEMPLO 3

No exemplo 3 foi estudado o comportamento da funcdo perante uma situacédo

assimétrica. Essa situacdo supde uma viga com 6 laminas com orientagcdo de 0° e 90°,

alternadamente, altura igualmente dividida e largura da sec¢do b. Da mesma forma dos
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exemplos anteriores, o carregamento considerado foi de formato senoidal e a vinculagéo
de simplesmente apoiada. Observe,

Figura 17: Viga resolvida no exemplo 3

9,

Fonte: Autoral, 2022.

Figura 18: resultados de deflexd@o, deslocamento axial, tensdo normal e tenséo cisalhante do

exemplo 3.
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Através dos resultados da figura 17, é notorio que a precisdo é menor
relativamente a problemas simétricos, no entanto, os valores se mantém coerentes com a
formulagdo de referéncia. N&o foi feito nenhum tipo de adequacdo para problemas
assimétricos e, mesmo assim, a formulacdo obteve alta precisdo. Além disso, a funcgdo de
Murakami (1981), para esse caso assimétrico, ndo conseguiu acompanhar o formato dos

gréficos da mesma forma do que em um problema simétrico.

6.3.4 EXEMPLO 4

Para o problema do exemplo 4, a variacdo ocorreu no carregamento, mudando de
carga senoidal para uniformemente distribuida. O caso foi feito com 3 [aminas 0°/90°/0°,
secdo retangular com altura dividida igualmente e largura b, sendo sua vinculacéo de

simplesmente apoiada.

Figura 19: Viga resolvida no exemplo 4

q,

Fonte: Autoral, 2022.
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se aproximou mais das teorias de alta ordem (Figura 19).
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Figura 20: resultados de deflex&@o, deslocamento axial, tensdo normal e tenséo cisalhante do

exemplo 4.
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Nota-se que a alteracdo do carregamento de senoidal para uniformemente

6.3.5 EXEMPLO S5

distribuido ndo alterou a precisdo das teorias apresentadas em relacdo a referéncia e, para

esse caso com menos camadas, a teoria zig-zag de Murakami (que ndo é de alta ordem)

Por fim, o exemplo 5 tem o objetivo de avaliar o comportamento da funcdo com

carregamento pontual localizado no meio do vao da viga. Com configuracdo de lamina,

geometria da secédo e condic¢des de contorno idénticas aos exemplos 4 e 1.
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Figura 21: Viga resolvida no exemplo 5

P
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Fonte: Autoral, 2022.

Figura 22: resultados de deflex&@o, deslocamento axial, tensdo normal e tenséo cisalhante do

exemplo 5.
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Para os resultados do exemplo 5 (Figura 21), notou-se que para um carregamento
pontual os resultados de todos os campos se tornaram maiores do que quando a carga e

distribuida, porém o formato se manteve o mesmo, se comparado ao exemplo 4. Da
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mesma forma os resultados alcancados tiveram precisdo semelhante aos apresentados na

figura 19.

6.4 ANALISE DA TENSAO DE CISALHAMENTO

Mudando o foco da analise, foi realizado um estudo na determinacdo do campo
de cisalhamento com as hipoteses explicadas na se¢do 5.4. O formato da funcgéo zig-zag
ZZEXP e ZZHE provaram-se mais precisas para a hipotese 1 (com cisalhamento
calculado pelo equilibrio), como mostrado nos problemas resolvidos e como evidenciado
nas tabelas 4 e 5 na se¢do da tensdo de cisalhamento. No entanto, para a hipotese 2, o
formato do gréfico resultante tem grande variagdo dependendo de qual tipo de funcéo zig-
zag e funcdo cisalhante de alta ordem é utilizada. Isso ocorre por que na HIP2 a
continuidade da tensdo cisalhante é aproximada pela combinacdo das derivadas dessas
funcdes. Sabendo disso, o0 campo de cisalhamento do exemplo 1 foi resolvido, também,
através das equacdes constitutivas, comparando-se as hipéteses apresentadas com os

resultados de referéncia.

E interessante afirmar que a variacdo da funcéo de alta ordem do cisalhamento
altera apenas os valores absolutos dos resultados, ja a variacao da funcéo zig-zag de alta
ordem altera o formato da tensdo de cisalhamento. Os gréaficos da figura 22 mostram para
as hipdteses 1 e 2 os resultados da tensdo de cisalhamento através das relacGes

constitutivas, observe:

Figura 23: resultados da tensdo de cisalhamento do exemplo 1, calculados através das

relagdes constitutivas das hipéteses 1 e 2.
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Tabela 6: WAPE da hipétese 2 para o exemplo 1.

Zhen ZZEXP ZZHE
(2018) (2022) (2022)

RED90 20,14% 62,01% 3,59%
SOL92 19,70% 12,93% 3,38%
Fonte: Autoral, 2022.

Resultados f(2)

7(0,0)

Incialmente foram comparados todos os formatos zig-zag combinados com
RED90 para a HIP1, foi observado que todos eles apresentaram comportamento
descontinuo semelhante, com excec¢do do formato hiperbolico-exponencial que foi o que
mais se aproximou de uma continuidade (Figura 22). Para a HIP2, foram utilizados

RED90 e SOL92 que apresentaram as melhores combinagfes na se¢do anterior.

E possivel observar nas figuras 22 que a HIP2 é uma aproximacdo da HIP1
evitando o problema da descontinuidade entre camadas observada. As fungbes ZZHIP e
ZZSEN apresentaram inconsisténcias nas condi¢des de bordos quando calculadas para a
HIP2, por conta disso servem apenas para a HIP1. Nota-se, entdo, uma grande dificuldade
para todas as fungdes zig-zag para recuperar o formato real do grafico, no entanto a funcéo
zig-zag hiperbolica-exponencial conseguiu alto desempenho para a HIP2, apresentando
uma alternativa de célculo do cisalhamento, diretamente das relagdes constitutivas, que
comparando com a tabela 5, ndo possui grandes discrepancias dos resultados calculados
por equilibrio. A analise da hipdtese 2, neste trabalho, se restringiu a laminados de até 3

camadas Vvisto que para estes casos com funcdes de alta ordem, K se mantém constante.
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7. CONCLUSAO

Diante do exposto, é perceptivel que ao utilizar em conjunto fungbes zig-zag e
fungdes cisalhantes, ambas de alta ordem, é possivel alcancar a precisdo semelhante a
gerada pela teoria LayerWise e, em alguns casos, Ser mais preciso que a mesma, com a
vantagem de ser uma formulagdo com menor custo computacional e de resolucéo
relativamente mais simples. Além disso, dentre os novos formatos zig-zag propostos pelo
presente trabalho, a forma exponencial (ZZEXP) e hiperbdlica-exponencial (ZZHE)
foram as mais acuradas para problemas de mdltiplas camadas, carregamentos diversos e
problemas assimetricos, principalmente quando utilizados em conjunto com as teorias de
vigas de Reddy (1990), Kruszweski (1949) e Soldatos (1992). Por fim, notou-se que o
comportamento do cisalhamento calculado através das equacdes constitutivas ainda é um
processo e mais complicado do que simplesmente calcular através do principio do
equilibrio. No entanto, a aproximacdo proposta na hipotese 2 trouxe resultados
consistentes para a presente formulagéo de alta ordem, principalmente com a funcéo zig-

zag hiperbolica-exponencial (ZZHE).
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8. PESPECTIVAS DE TRABALHOS FUTUROS

Como sugestdo para outros trabalhos que seguem essa linha, pode-se citar os
seguintes objetivos:

a)
b)

c)

d)
e)

f)

9)

Aplicacgdo da formulag&o unificada zig-zag ao método dos elementos finitos;
Aplicacdo da formulacao unificada zig-zag para vigas compositas laminadas
porosas;

Aplicacdo da formulacdo unificada zig-zag para vigas funcionalmente
graduadas;

Um estudo mais aprofundado em vigas laminadas assimétricas;

Um estudo mais aprofundado no célculo da tensdo de cisalhamento através
das relacGes constitutivas para vigas com mais que 3 laminas;

Comparar resultados com resultados numéricos de softwares comerciais a fim
de aumentar a variabilidade dos exemplos resolvidos;

Comparar resultados tedricos com valores experimentais.
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APENDICE - RELACOES CONSTITUTIVAS DE VIGAS
LAMINADAS

Uma estrutura de material compdsito pode ser tratada da mesma forma que uma
viga homogénea no que diz respeito ao seu equilibrio, as relacdes entre deslocamentos e
deformacdes e a equacOes de compatibilidade para solucionar sistemas hiperestaticos. As
relacdes constitutivas entre tensoes e deformacgdes, por sua vez, alteram-se drasticamente,
pois as propriedades elasticas da estrutura divergem para diferentes diregdes (VINSON,
2008).

Adotando um sistema tridimensional ortogonal e curvilineo qualquer com eixos
1, 2 e 3 e analisando um elemento de controle cubico infinitesimal, as tensdes atuantes
sobre suas faces podem ser descritas por um tensor tridimensional de ordem 2, cujas 9

componentes sdo a;;, i,j = 1,2,3.

Do mesmo modo, as componentes de deformacao sdo representadas pelo tensor
& k, 1 =1,2,3, onde componentes com k = [ séo as deformacdes longitudinais. As
componentes onde k # [ sdo os alongamentos ou encurtamentos provocados pelas
deformacBes angulares em cada uma das faces do elemento. Se 0s acréscimos ou

decréscimos dos angulos retos nos vértices de cada face sdo yy;, entdo &,; = Y1 /2.

Em um material isotropico, as relacGes tensdo-deformacédo podem ser descritas
com simplicidade, pois tensdes normais exclusivamente causam deformagdes
longitudinais, e sua relagdo é, para todas as dire¢fes, governada pelas quantidades modulo
de elasticidade E e coeficiente de Poisson v. Por sua vez, as tensdes cisalhantes
unicamente provocam deformacOes angulares, e estas séo comumente atreladas pelo
modulo de elasticidade transversal G, mas sabendo que esta é funcédo direta de E e v, se
fazem necessarias apenas duas grandezas para descrever todo o comportamento do

material.

Tais hipOteses ndo podem ser presumidas para um material anisotrépico.
Considerando inicialmente que qualquer tensdo pode provocar uma deformacdo em

qualquer direcdo, a relagéo constitutiva sera descrita por um tensor de quarta ordem Cjjjy,

tal que, para i, j, k,l =1, 2,3,

0ij = Cijki€xr- (1)
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Apesar da existéncia de 81 componentes neste tensor, duas simplificacdes

imediatamente reduzem a quantidade de constantes necessarias.

Primeiramente, sabe-se que para preservar o equilibrio do elemento, é necessario
que o;; = gj;. Assim, € possivel tomar uma notagdo reduzida oy, i =1, ...,6, onde as
componentes normais séo g; = g;; e as cisalhantes sdo g, = 0,3, 05 = 043 € 0g = 02. A
mesma condicdo se aplica para o tensor de deformacdes de modo a preservar sua
geometria, ou seja, &; = £. Assim toma-se a notagao ¢;, j = 1, ..., 6, onde ¢; = ¢&;; para
as deformac0es longitudinais. Toma-se para as deformagdes angulares que €, = 53, &5 =
V13 € & = V12, 0 Que implicaem g, = 2¢&,3, €5 = 2€13 € £ = 2€45.

A partir desta notacdo, € definida uma nova matriz constitutiva com apenas 36

componentes.
o; = Cijgj, (2)
ondei,j =1,..,6.[C] é definida como a matriz elastica do material.

A segunda simetria é obtida pela funcdo densidade de energia W, que mostra
que Cjjk; = Criji» €, portanto, C;; = Cj;, 0 que reduz a quantidade maxima de constantes

para 21.

Estuda-se o caso particular de ortotropia, onde as caracteristicas elasticas sao
simétricas em relacdo aos 3 eixos de um sistema ortogonal e curvilineo, condicao esta que
sera aplicada ao estudo de materiais laminados. Para isto, inicialmente considera-se um
sistema de eixos xq, x5, x3 € um material cujas propriedades elasticas sdo simétricas em
x3 (condicdo parcial de ortotropia). Com esta condicdo, uma transformacdo para um
sistema de eixos x;, x5, x5 onde x; = x4, X3 = X, € X3 = —x3 NA0 provocara alteracdo

nas constantes C;;.
Sdo definidos os cossenos diretores t,,, se y e k sdo os indices dos eixos
transformados e iniciais, respectivamente. Sabe-se que t;; = tp; = 1, t33 = -1 ety =

0 sey # k. Com isso, efetua-se a transformacao dos tensores tensao e deformacéo a,,,,, €

Emn Para o novo sistema de coordenadas com as expressoes

O-(;fﬁ = tamlpnOmn € e(lxﬁ = tamtpnEmn,
donde parte que para os pares de indices 11, 22, 33 e 12 ou 21, g5 = Oy €

€qp = Emn, €NQUANto que para 23 ou 32 € 13 0U 31, dpg = —Opp € Egp = —Emp- Pela
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notagdo adotada, of =0; € ¢ = ¢; parai,j = 1,2,3,6 e o/ = —0, € ¢/ = —¢; para i,j =
4,5.

Equacionando uma das componentes de tensdo nos sistemas inicial e

transformado pela Equacéo (2),
04 = C4181 + Cyp8x + Cy383 + Cy484 + Cys8s + Cyeo,
=04 = C4181 + Cyp6p + Cy383 — Cy464 — Cys5&s5 + Cyes.

Igualando as equac0es, conclui-se que C4q = C43 = C43 = C46 = 0. Do mesmo
modo, pelo equacionamento de oz chega-se a C5; = Cs, = Cg3 = Cs¢ = 0. Comparando
as componentes de tensdo restantes, tal como

01 = C11&1 + C1262 + C1383 + C1484 + Ci585 + C1686

= (€118 + C128; + €383 — €484 — Ci565 + i,

também C;, = C;5 = 0 e analogamente, C,, = Cy5 = C34 = C35 = Cgy = Cg5 =

Um material com ortotropia possui efetivamente 3 planos ortogonais de
simetria elastica. Assim, a mesma andlise pode ser feita para simetria em relacdo aos eixos
X1 € x5, donde conclui-se que também C,q = Cyg = C36 = C45 = C54 = C1 = Cgp =
Cez = 0.

Tomando a Equacdo (2) com todas as simplificagbes alcancadas para um

material ortotrdpico, as relagdes tensdo-deformacéo sao descritas de forma sucinta.

017 [C11 Gz Gz O 0 0 rén

02 Ciz G Cz O 0 0 |[&2

03[ _[Cis Co3 G335 O 0 0 |[& 3)
Oy 0 0 0 Cy O 0 ||&a]

Os 0 0 0 0 C55 0 &5

logd L O 0 0 0 0 Cgellée

Da Equacado (3), conclui-se que um material ortotropico necessita de 9 constantes
independentes para descrever todo o seu comportamento. Também é notavel que tensdes
normais apenas causam deformacdes longitudinais, seja na direcdo da tensdo ou em
direcGes ortogonais devido aos efeitos de Poisson. Por sua vez, as tensdes cisalhantes
estdo exclusivamente acopladas a deformacdo angular na face de aplica¢do da tens&o.

Estas duas Ultimas consideragdes sdo comuns a materiais isotropicos.
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Para fins préaticos, é desejavel que as relagdes tensdo-deformacdo estejam
descritas em termos das grandezas E;, v;; e G;, Unicas para cada direcdo ou par de
direcdes, as quais possuem um significado fisico direto. Reescrever os termos C;; em

fungéo destes valores ndo € uma tarefa simples. Facilita analisar a matriz inversa [a] =

[C]71, donde claramente tem-se a expresséo, ainda para os indices i,j = 1, ..., 6,
& = aijaj. (4)

A matriz [a], por seu teor fisico de relacionar uma deformacéo elastica de um
corpo com uma forca neste aplicada, é chamada matriz de conformidade. Nota-se que, se

Cij = Cji,

intuitivamente a;; = a;;.

Supde-se que o material é submetido a um teste de tensdo normal na direcéo 1,
ou seja, o, # 0 e g, = -+ = 05 = 0. Uma répida analise na Equagéo (3) mostra que
ocorrerdo as deformacdes ¢, €, e €3, atreladas a tensdo aplicada pela Equagéo (4) pelos
termos a1, a,; € as;. &, por estar na direcdo de aplicacdo da tensdo, € consequéncia
direta da lei de Hooke ¢ = g /E. Assim, a,; = 1/E;. As outras duas componentes séo
consequéncia do efeito de Poisson. Definindo v;; = —¢;/¢;, tem-se que & = —v;jg;.
Assim, &, = —v;,&;, Mas como &; = a;/E;, conclui-se que &, = —v;,0;/E;, OU Sgja,

a21 = _VIZ/EI' Da. mesma fOI‘ma, (131 == _V13/E1.

Se o material sofre tensdo normal nas direcbes 2 e 3, os resultados serdo

similares, de modo que é possivel generalizar que, parai,j = 1,2, 3,

a; = 1/E;,
o (5)
al-j = —Vji/E', l :F]
Ademais, como se sabe que a;; = aj;,
Yij _ Vi
E; - E] (6)

Agora, aplicando unicamente uma tensao cisalhante o,, observa-se pela Equagéo
(3) que apenas ocorrera uma deformacao angular de indice correspondente, a saber, &,,
atrelada a tenséo por a,,. Esta deformacéo é diretamente descrita pela lei de Hooke para
tensdes cisalhantes y = o/G. Lembrando da definicdo €, = y,3, ter-se-a que y,3 =

0,3/Go3,0U g4 = 0,/G,y, S€ G; € definido de forma analoga as tensGes e deformagdes para
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i =4,56. Assim, ay, = 1/G,. O mesmo se aplica se 0 corpo sofre as tensdes oz 0uU 0.

De modo a generalizar, parai = 4,5, 6,
a; = 1/G;. (7)

Tendo em méos as Equacdes (5) e (7), a matriz de conformidade sera

1/E, —Va1/E;  —V31/E3 0 0 0 7
—v12/E; 1/E, —V3,/E3 0 0 0
= —V13/E1  —Va3/E; 1/E; 0 0 0 )
Y 0 0 0 1/G, 0 0
0 0 0 0 1/Gs 0
0 0 0 0 0 1/Gg]

Apesar da presenca de 12 constantes, a Equacdo (6) reduz para 9 o nimero de
grandezas fisicas independentes necessarias para descrever o material. Vale lembrar que

esta consideracdo vale para qualquer material ortotropico.

E necessario efetuar a inversio da matriz de conformidade para chegar a matriz
elastica [C], chamada [Q] quando expressa em termos das constantes fisicas. O resultado

do arduo processo é apresentado na Equacao (9).

Qij =
F E1(1=Vv33V3p)  Ex(Vip+V3aVis)  Ez(viz+Vipvas) T
A A A 0 0 0
E1(v21+V31Va3) E;(1-v31Vy3) E3(Va3+V21V13) 0 0
A A A
E1(V31+V21V3z)  Ep(Vaa+vipVsy)  Ez(1-vipvaq) 0 0 0
A A A , (9)
0 0 0 G, O 0
0 0 0 0 Gs O
0 0 0 0 0 G

A =1—v13Vy — Va3V3y — V31V13 — 2V21V3,Vg3.

A matriz [Q], portanto, descreve as propriedades elasticas do material no sistema
de eixos 1-2-3. Porém, nem sempre estes eixos coincidirdo com os eixos da peca
estrutural. Por vezes, laminas serdo posicionadas com uma angulagéo em relacdo ao plano
neutro da viga, de modo que a dire¢cdo com maior resisténcia do material coincida com a

dos maiores esfor¢os que a peca precisa resistir.

Considera-se uma estrutura orientada pelos eixos x-y-z cujas fibras estdo
orientadas nas dire¢des 1-2-3. Os eixos 1 e 2 sdo inclinados em relacéo aos eixos x e y,

respectivamente, de um angulo 8. Como pecas estruturais ndo tendem a ser projetadas
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para trabalhar em mais que 2 dire¢des, admite-se, por simplicidade, que os eixos 3 e z

sd80 coincidentes.

Figura 2 — Sistemas de coordenadas em um elemento de viga.
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Naturalmente, uma andlise na estrutura permitira calcular as tensbes que
ocorrem nos eixos estruturais x-y-z, e busca-se calcular as deformagdes nestas mesmas
direcdes. Porém, o fato de as propriedades elasticas conhecidas do material estarem na
direcdo dos eixos 1-2-3 torna necessaria a transferéncia das tensdes para este sistema de
eixos, e encontradas as deformacdes, ainda uma transformacao inversa deve ser efetuada

para retornar aos eixos na direcdo da estrutura.

Seja uma matriz T que transforma componentes de tensdo ou deformacédo do
sistema de eixos x-y-z para o sistema 1-2-3, e a matriz T~! que faz o procedimento
inverso. A relacdo tensdo-deformacdo para 0s eixos estruturais, expressada

matricialmente, sera

[o] = [T1[QI[T][e], (10)
onde

- Oy 1 - Ex 7
O'y gy
0, &z

lo]=1g,,|¢le] =2¢,, |
Oxz ngz
[Ty | [ 26y ]

lembrando que é necessario inserir os fatores 2 nos termos de deformacdo angular

para transforma-los no angulo de deformacdo, que é a grandeza efetivamente presente na
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Equacdo. Serd importante trabalhar com esta grandeza na forma ndo contraida mais

adiante.

A transferéncia de sistemas de eixos é feita de forma analoga a anélise do circulo
de Mohr para tensoes e deformacdes equilibrando um elemento de controle com uma face

inclinada, resultando em

m? n?> 0 0 O —2mn
n m?> 0 0 0 2mn
0 0 1 0 0 0
71 = 0 0 0 m n 0 :
0 0 0 —n m 0
imn —-mn 0 0 0 (m?-—n?).
(11)
'm? n?> 0 0 O 2mn
n m?> 0 0 0 —2mn
.l o 0o 10 o 0
71 = 0 0 0 m —-n 0 :
0 0 0 n m 0
l—-mn mn 0 0 0 (m?-—n?)

onde, por convengdo, m = cosf e n = senf.

Para tornar o calculo de deformacgBes mais direto, define-se a matriz [Q] =
[T1[Q][T~1]. Essencialmente, essa matriz representa as propriedades elasticas do

material nos eixos estruturais. Essa matriz pode ser expressa em funcao dos termos Q;;.

Serdo apresentados neste texto, a titulo de exemplificacdo e praticidade, as quantidades
que serdo de fato utilizadas posteriormente no estudo de vigas, a saber

Qi1 = Qum* +2(Q1z + Qs)m®n® + Qzzn", (122)
Qss = Q44n® + Qssm?. (12b)

A Equacéo (10) reduz-se entdo a
lo] = [Q][e]. (13)

A Equacéo (13) é geral para estruturas de material compoésito ortotropico
homogéneas. Estuda-se, por fim, o caso de um material laminado, cuja caracteristica é ser
constituido de N laminas, cada uma com orientacdo e propriedades elasticas proprias. A

relacdo constitutiva deve entdo ser descrita para cada lamina individualmente.

Para a k-ésima lamina,
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lole = [Qlk[e]. (14)

Note que a matriz [e] é desprovida de indice, pois conjectura-se nesta
formulacdo que as funcBes que descrevem a deformacdo da estrutura sdo continuas em

uma sec¢éo transversal.
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