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RESUMO

Vigas apoiadas em fundaces elasticas sdo amplamente utilizadas em projetos de engenharia.
Portanto, a analise dos deslocamentos sofridos por elas quando apoiadas em uma base elastica
é de extrema importancia. Também é conhecido que vigas compésitas laminadas, assim como
vigas funcionalmente graduadas, podem fornecer propriedades desejaveis, como rigidez e
resisténcia. Por isso, o presente trabalho apresenta solucbes para a deflexdo de vigas
anisotrdpicas, compositas laminadas e funcionalmente graduadas sobre fundacdes elésticas do
tipo Winkler-Pasternak, a partir do acoplamento entre estiramento, cisalhamento, flexao e
torcdo. A formulacdo proposta é baseada na teoria de vigas de Euler-Bernoulli e as equagdes
que descrevem o problema e as condic¢des de contorno sdo derivadas do principio do trabalho
virtual. O método de integracdo direta pode ser utilizado para desacoplar as deflexdes do
deslocamento axial e da torcdo. Posteriormente, o sistema de equacdes desacopladas de
deflexdo em duas diregdes principais é transformado em um sistema de primeira ordem. A
solucdo deste sistema de equacdes é obtida através do método de variacdo de parametros,
aplicando o conceito de matriz fundamental. A validacdo dos resultados encontrados para o
comportamento de flex@o de vigas em fundacg6es elasticas é realizada por meio da comparacéo
com os resultados disponiveis na literatura.

Palavras-chave: Teoria de Euler-Bernoulli; Vigas compdsitas; Vigas Funcionalmente
Graduadas; Fundacdes tipo Winkler-Pasternak.



ABSTRACT

Beams supported on elastic foundations are widely used in engineering projects. Therefore, the
analysis of the displacements suffered by them when supported on an elastic base is extremely
important. It is also known that laminated composite beams, as well as functionally graded
beams, can provide desirable properties such as stiffness and strength. Therefore, the present
work presents solutions for the deflection of anisotropic, laminated and functionally graded
composite beams on elastic foundations of the Winkler-Pasternak type, from the coupling
between stretching, shearing, bending and twisting. The proposed formulation is based on the
Euler-Bernoulli beam theory and the equations that describe the problem and the boundary
conditions are derived from the principle of virtual work. The direct integration method can be
used to decouple the deflections from axial displacement and torsion. Subsequently, the system
of deflection equations decoupled in two principal directions is transformed into a first-order
system. The solution of this system of equations is obtained through the parameters variation
method, applying the fundamental matrix concept. The validation of the results found for the
bending behavior of beams on elastic foundations is carried out by comparing them with the
results available in the literature.

Keywords: Euler-Bernoulli Theory; Composite Beams; Functionally Graduated Beams;
Winkler-Pasternak Type Foundations.
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1 INTRODUCAO

Hibbeler (2010) define vigas como elementos estruturais projetados para suportar cargas
geralmente aplicadas perpendicularmente a seus eixos longitudinais. Devido a essas cargas, Sdo
desenvolvidas forcas internas de cisalhamento e momento fletor que, em geral, variam de ponto
a ponto ao longo do eixo da viga.

Segundo Fontes, Lima e Lima (2003), as deformac6es excessivas de qualquer que seja
o0 elemento estrutural podem alterar a aparéncia e a eficiéncia da estrutura. O maior problema é
guando tais deformacBes geram severas consequéncias, como fissuracdo de elementos
estruturais e ndo-estruturais ou rotagdo excessiva. Portanto, € de fundamental importancia
estudar e analisar as deformacdes e deslocamentos a fim de garantir uma utilizacdo confortavel
e segura dos corpos estruturais.

Pereira (2021) define viga baldrame como o elemento responsavel por ligar a
infraestrutura a superestrutura. Ou seja, ela tem como principal funcdo transmitir os esforcos
das paredes e outras partes da estrutura para a fundacdo. Por isso, visando a importancia de
inserir os efeitos do solo na andlise estrutural, Santos (2015) faz consideracdo ao meio continuo
sobre 0 qual a viga se encontra denominado de base elastica. Existem modelos fisicos que
procuram descrever o comportamento do solo quando submetido a um carregamento, gerando
uma formulagdo matematica, tais como os modelos propostos por Winkler em 1867 e Pasternak
em 1954,

De acordo com Doeva, Masjedi e Weaver (2021), os materiais compdsitos séo
amplamente utilizados em diferentes campos da engenharia devido as excelentes propriedades
do material, como resisténcia a fadiga. Tradicionalmente, vigas compdésitas apoiadas em bases
elasticas tém sido analisadas em relacdo aos diferentes tipos de solo principalmente nos projetos
de engenharia de pontes, ferrovias, rodovias, pavimentos, em edificios altos, entre outros.

Dentre os materiais heterogéneos com grande aplicabilidade e desenvolvimento
cientifico, tem-se os funcionalmente graduados. Segundo Simsek (2009), um material
funcionalmente graduado (FG) é um composito formado pela combinacdo da microestrutura
dos materiais constituintes, de tal forma que suas propriedades variem continuamente dentro
do sélido, obtendo melhores propriedades. Desta forma, segundo o autor, analises estaticas e
dindmicas de estruturas de materiais funcionalmente graduados tém sido cada vez mais
realizadas, devido as amplas areas de aplicacéo.

Diante da importancia do elemento de viga na analise estrutural e sobretudo quando

apoiada em base elastica, aliado ao avango dos materiais compdsitos laminados e
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funcionalmente graduados, o presente trabalho estudard o comportamento estrutural quando
considerada ou ndo base eléstica.

1.1 Objetivos

1.1.1. Objetivo Geral

Desenvolver solugdes analiticas para estrutura de vigas constituida de material
funcionalmente graduado, anisotrépico e formada por composito laminado quando apoiada ou

nao em base elastica.

1.1.2.  Objetivos Especificos

- Desenvolver as equacgdes que descrevem o problema e as suas condi¢fes de contorno,
a partir do Principio do Trabalho Virtual, para vigas de Euler-Bernoulli com quatro graus de
liberdade (flexdo em duas direc¢des principais, deslocamento axial e tor¢do). Para tanto foram
considerados:

1) Dois parametros elasticos (Winkler e Pasternak);

2) Material isotrépico;

3) Material compdsito laminado;

4) Material funcionalmente graduado;

- Construir solucdo para as equacgdes diferenciais e condi¢cGes de contorno que
descrevem o problema por meio do método de variacdo de parametros via construcdo de
matrizes fundamentais;

- Validar os resultados obtidos por meio de comparagdo com exemplos presentes na
literatura;

- Analisar a influéncia dos parametros de Winkler e Pasternak da fundacéo elastica no
comportamento de flexdo das vigas funcionalmente graduada, anisotropica ou isotrépica.

- Analisar a influéncia do sequenciamento de empilhamento do composito laminado a

resposta mecéanica da viga anisotropica.

1.2 Justificativa
As técnicas utilizadas para a analise estrutural dentro da Engenharia Civil foram se
modernizando com o passar do tempo. Contudo, ainda existem muitos quesitos a serem
melhorados, pois ha uma deficiéncia em associar uma metodologia concisa a um software que

alie tecnologia e praticidade na modelagem de estruturas condizentes com a realidade
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construida. Isto pode ser exemplificado pela prética rotineira de calculo estrutural que
desconsidera a agdo de uma base deforméavel sob a edificacdo (Antoniazzi, 2011).

Desta forma, é importante considerar o efeito da interacdo entre estrutura e solo para a
obtencdo mais realista do dimensionamento estrutural. Atentar-se a esta analise impacta
significativamente ndo somente na seguranca e na durabilidade, mas também na economia
(Antoniazzi, 2011).

Motivado por esta deficiéncia, o presente trabalho analisa 0 comportamento de flexao,
deslocamento axial e tor¢cdo para vigas, isotropicas ou anisotropicas, apoiadas em base elastica

constituida por dois parametros quando submetidas a diversas condi¢fes de contorno.

2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

De acordo com Doeva, Masjedi e Weaver (2021), a analise estrutural de vigas laminadas
apoiadas em fundacdes elasticas atrai bastante atencéo e, por isso, hé vérias solucGes analiticas
e numéricas do problema na literatura. No entanto, a grande maioria delas é baseada em técnicas
de série e limitada a tipos especificos de condi¢Bes de contorno ou carregamento. Além disso,
de acordo com os autores, ndo havia uma solucdo disponivel para a analise de flexao de vigas
anisotropicas reforcadas com fibras sobre fundacdes elasticas. Isto porque as equacles
resultantes da solucdo envolvem termos do acoplamento entre estiramento, cisalhamento,
flexdo e torcdo, levando a complexidade matematica.

A fim de resolver estes problemas, foi proposta uma solucdo analitica por Doeva,
Masjedi e Weaver (2021) para flexdo estatica de vigas compoésitas pela teoria de Euler-
Bernoulli apoiadas em bases elasticas de dois parametros. Para este objetivo, propbs-se como
abordagem a utilizacdo dos principios variacionais e 0 uso das matrizes fundamentais. Visto
que termos diferenciais de quarta ordem aparecem nas equagfes que descrevem a flexdo, é
realizado um agrupamento entre os campos de deslocamentos w(x) e v(x) e um segundo
agrupamento composto por u(x) e @(x) com objetivo de reduzir o sistema de equacbes
diferenciais a um de primeira ordem. Assim, é possivel construir as matrizes fundamentais para
obtengdo da solucdo analitica do método de variacdo dos parametros. Os autores, por fim,
comparam seus resultados pelos obtidos atraves do Método de Colocacéo de Chebyshev.

Vo e Thai (2012) analisam o comportamento estatico de vigas laminadas usando varias
teorias refinadas de deformacéo por cisalhamento. Os resultados numéricos obtidos por eles

foram para vigas compositas simétricas e assimétricas sob carga uniformemente distribuida e
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carga concentrada. Algumas das analises sdo o deslocamento axial, a flex&o, o cisalhamento e
a torcéo.

Em Santos (2015), é descrito, em detalhes, os modelos de fundagédo que sdo utilizados
neste trabalho: o modelo de Winkler e 0 modelo de Pasternak. O modelo do tipo Winkler conta
com um unico pardmetro, onde as particulas que compdem a fundagdo atuam como molas
lineares e desconectadas entre si. Como proposta de considerar a interferéncia que a regido
carregada opera sobre sua vizinhanca, foi proposto por Pasternak um refinamento do modelo
de fundacéo anterior.

Simsek (2019) analisou uma viga simplesmente apoiada funcionalmente graduada sob
carga uniformemente distribuida pelo método de Ritz. O autor define vigas funcionalmente
graduadas como aquelas cujas propriedades do material variam continuamente na direcédo da
espessura de acordo com a lei de poténcia. Em suas analises, foram utilizadas as teorias de viga

de Timoshenko e a da deformacdo por cisalhamento de ordem superior.

3 METODOLOGIA

A metodologia deste trabalho foi desenvolvida a partir dos topicos apresentados no

fluxograma da Figura 1.

Figura 1 — Fluxograma do desenvolvimento do trabalho.
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Fonte: Elaboragdo propria (2022).
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Para o desenvolvimento teorico, foram descritos os modelos de base eléstica Winkler-
Pasternak a partir de Santos (2015). Além disto, os materiais que podem compor a viga em
analise foram introduzidos. Para materiais compdsitos laminados anisotropicos, utilizou-se
como referéncia as bibliografias de Reddy (2004) e Jones (1999); e para descri¢do dos materiais
funcionalmente graduados, foram utilizadas as definicdes de Akshaya, Prakash e Raj (2020),
Sharma, Bhandari e Ashirvad (2018) e Jha, Kant e Singh (2013).

O desenvolvimento do modelo cinematico para viga de Euler-Bernoulli foi realizado
com base nas explicacdes de Souza e Cruz (2018), Silva e Silva (2010) e Luo (2008). A partir
disso, foram desenvolvidas as equacdes do trabalho interno, trabalho externo e trabalho elastico
da viga, de acordo com Doeva, Masjedi e Weaver (2021).

A bibliografia de Reddy (2002) foi de extrema importancia para a realizacdo deste
trabalho, visto que aborda o Principio do Trabalho Virtual e procedimentos variacionais.
Utilizando-os, é possivel desenvolver o sistema de equacdes que descrevem o problema e as
condicGes de contorno de uma viga sobre base elastica com dois parametros.

De acordo com o desenvolvimento de Jones (1999), as relac6es tensdo-deformacéo dos
materiais isotropicos e anisotrépicos foram analisadas. Essa literatura foi de grande importancia
para a descricdo dos coeficientes de rigidez da viga por detalhar a Teoria Classica de
Laminacdo. Além deste autor, Yu e Hodges (2008) também contribuem de maneira muito
significativa por disponibilizarem o equacionamento dos coeficientes de rigidez para vigas
anisotrdpicas.

A partir do que foi desenvolvido por Doeva, Masjedi e Weaver (2021), séo realizadas
manipulacdes matematicas de modo a desacoplar as deflexdes nas direcdes principais dos
deslocamentos axial e rotacional para que seja possivel reduzir a ordem do sistema de equacdes.

Para o procedimento de solucdo, a bibliografia de Pontriaguin (1973) embasou a reducao
do sistema geral de equacGes a um sistema normal ao introduzir novas fungdes incognitas x;,
X5, X5 € x, da variavel independente x. Com isto, tem-se que o sistema de equacdes diferenciais
torna-se um sistema linear de primeira ordem ndo-homogéneo. Logo, a partir das explicacdes
de Zill e Cullen (2008), € possivel encontrar a solucdo das deflexdes nas direcBes principais,
utilizando o método de Variacdo de Parametros, através de matrizes fundamentais. Obtidas as
deflexdes, torna-se possivel a obtencdo do deslocamento axial e da rotagéo.

Como forma de validar a solucéo encontrada, séo desenvolvidos exemplos numeéricos
ja previstos na literatura para que seja possivel comparar os resultados obtidos. Doeva, Masjedi
e Weaver (2021) apresentam resultados de deslocamento para vigas isotropicas simplesmente

apoiada e biengastada sob carregamento uniformemente distribuido sobre base elastica
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Winkler-Pasternak. Além destes, os autores apresentam também os deslocamentos de vigas
compdsitas laminadas anisotropicas simplesmente apoiada e biengastada na base eléstica
Winkler-Pasternak sob carregamentos distribuidos para diversos tipos de empilhamento de
laminas.

Eisenberger (2003) apresenta a deflexdo méxima sofrida por uma viga isotrépica em
balango sob carga pontual na borda livre sem base elastica. Simsek (2009) apresenta os
deslocamentos de uma viga funcionalmente graduada simplesmente apoiada sob carregamento
uniformemente distribuido sem base elastica. Nestes dois ultimos exemplos, apesar de néo ter
sido proposto pelos autores, foram realizadas as consideracGes da base elastica a fim de analisar

a influéncia da mesma nos resultados.

4 DESENVOLVIMENTO TEORICO

O objeto de estudo deste trabalho trata-se de uma viga sobre uma fundacao elastica de
dois parametros: k,, e k,. A viga possui comprimento [ na direcéo x, largura b na diregdo y e

espessura h na direcdo z, cuja origem do sistema de coordenadas esta localizado sobre o eixo

da viga, conforme ilustra a Figura 2.

Figura 2 — Viga sobre uma base elastica de dois parametros.
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Fonte: Doeva, Masjedi e Weaver (2021).

4.1 Modelos de Fundacéo tipo Winkler e tipo Pasternak
Santos (2015) explica que as vigas podem ser estudadas como estruturas que se
encontram em contato com um meio continuo. Com o objetivo de simplificar as analises, pode-
se considerar este meio como uma base elastica. Dois dos modelos que se propdem a isto sdo o

de fundagé&o tipo Winkler e o de tipo Pasternak. Cada modelo demonstra o comportamento do
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solo quando submetido a um carregamento e deduz a formulacdo matematica oriunda do
modelo fisico.

Segundo Santos (2015), o modelo de fundacdo do tipo Winkler é conhecido como
fundacdo sobre base elastica, porque pressupde que as particulas que compdem a base se
comportam como molas lineares desconectadas entre si para pequenas deformacdes. Neste
modelo, assume-se 0 solo como um meio continuo, tornando mais simples a solugédo da equacéo
diferencial gerada do problema de flexdo. A relacdo entre a forca aplicada e o deslocamento

sofrido pelo solo para este modelo € linear e esta apresentada na Equacéo (4.1).

Onde g é o carregamento linear, k,, € 0 modulo de elasticidade do solo descrito pelo
modelo do tipo Winkler e w € o deslocamento vertical sofrido pelo solo.

A Figura 3 apresenta o esquema do modelo fisico de uma fundacéo do tipo Winkler.

Figura 3 — Modelo de fundacéo do tipo Winkler.

(
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1

Fonte: Santos (2015).

Santos (2015) afirma que a fim de combater a descontinuidade existente na interface
entre a regido carregada e a ndo carregada do modelo de Winkler (facilmente perceptivel na
Figura 3), Pasternak propde um modelo de fundacao que considera a interferéncia que a regido
carregada causa na vizinhanca. O modelo de Pasternak considera o solo como uma base elastica
onde uma das extremidades da mola esta fixa a uma camada incompressivel e a outra esta ligada
a uma camada que sofre cisalhamento. Desta forma, a reagdo do solo sobre a viga é a soma dos

efeitos da compresséo com a parcela devido ao cisalhamento, conforme Equacgéo (4.2).

d dw
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Sendo k, o coeficiente de rigidez relacionado ao comportamento de cisalnamento do
solo.

Para Doeva, Masjedi e Weaver (2021), este modelo representa uma idealizacdo da
fundacdo descrita por uma sequéncia de molas lineares espacadas e independentes com rigidez
k., cujas extremidades sdo ligadas horizontalmente a uma camada de cisalhamento com
pardmetro de interagdo k,. A Figura 4 apresenta o esquema do modelo fisico de uma fundagéo

do tipo Pasternak.

Figura 4 — Modelo de fundagéo do tipo Pasternak.
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Fonte: Santos (2015).

4.2 Materiais Compdsitos Laminados

De acordo com Reddy (2004), um material é dito compdsito quando € composto por
dois ou mais materiais homogéneos, em escala macroscopica, que juntos produzem
propriedades desejaveis que ndo podem ser alcancadas individualmente. Algumas das
propriedades que podem ser melhoradas pela formacdo de um material composito sdo rigidez,
resisténcia, reducdo de peso, resisténcia a corrosao, propriedades térmicas, vida util a fadiga e
resisténcia ao desgaste.

Segundo Jones (1999), uma lamina é um arranjo, que pode ser plano ou curvo, de fibras
unidirecionais ou tecidas em um material matriz de suporte. O conhecimento do comportamento
mecénico de uma lamina é essencial para o entendimento de estruturas laminadas reforgcadas
com fibras. Isto, porque um material laminado é uma cole¢do de laminas empilhadas para
atingir a rigidez e a espessura desejadas.

De acordo com Reddy (2004), laminas reforcadas com fibras unidirecionais podem ser
empilhadas de modo que as fibras em cada I&mina sejam orientadas todas na mesma dire¢ao ou
em direcdes diferentes. A sequéncia de varias orientacdes de uma camada composita reforgcada

com fibra em um laminado € denominada de sequéncia de empilhamento. A forma como o
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empilhamento é feito e as propriedades do material das Iaminas individuais proporcionam aos
projetistas uma liberdade para adaptar a rigidez e a resisténcia do laminado para corresponder
aos requisitos de rigidez e resisténcia estrutural.

Na Figura 5 é possivel visualizar o esquema de um material compdsito laminado

formado por 1daminas com orientacOes de fibras diferentes.

Figura 5 — Um laminado composto por ldminas com diferentes orientacdes de fibras.

Fonte: Reddy (2004).

4.3 Materiais Funcionalmente Graduados

De acordo com Akshaya, Prakash e Raj (2020), um material é dito funcionalmente
graduado quando ele possui propriedades espacialmente variaveis. Este material é projetado
para otimizar o desempenho, visto que as propriedades mecéanicas, como mddulo de elasticidade
e 0 coeficiente de Poisson, variam suavemente e continuamente nas direcOes preferidas.
Geralmente, a variagdo acontece na direcdo da espessura, em z, e é descrita por uma funcao
f(2).

Sharma, Bhandari e Ashirvad (2018) explicam que esta funcao é constante em materiais
homogéneos. No caso de uma jungédo de dois materiais homogéneos diferentes, a fungéo f(z)
tem uma descontinuidade exatamente na superficie de contato. Ja nos materiais funcionalmente
graduados, as propriedades desta funcdo mudam continuamente ou quase continuamente ao
longo de uma direcdo. As diferencas do carater destas fungbes para cada caso podem ser
percebidas e analisadas a partir da Figura 6.
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Figura 6 — Desenho esquematico da funcdo que descreve uma propriedade de (a) um material
homogéneo, (b) compdsito bifasico e (c) de um material funcionalmente graduado.

a b c
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Fonte: Sharma, Bhandari e Ashirvad (2018) (Adaptado).

Segundo Akshaya, Prakash e Raj (2020), os materiais funcionalmente graduados foram
desenvolvidos como um avanco dos materiais compositos. Eles fornecem excelente capacidade
de resisténcia ao calor e a corrosdo e suportam altissimos gradientes de temperatura. Além
disso, eles podem atuar como uma camada que conecta dois materiais incompativeis de modo
a aumentar a resisténcia de unido, diluir a concentracdo de tensdes, controlar as deformacdes,
0 desgaste, a corrosao, a resposta dindmica, entre outros.

De acordo com Akshaya, Prakash e Raj (2020), para determinar as propriedades efetivas
do material sdo utilizados esquemas de homogeneizacao. Estes esquemas indicam a fracao de
volume de cada fase e as propriedades efetivas do material, como médulos elasticos, médulos
de cisalhamento, densidade, etc. Estdo disponiveis na literatura varios modelos de
homogeneizacdo com este fim, como a Regra das Misturas (Esquema Voigt), Limites do tipo
Hashin-Shtrikman, Modelo do tipo Mori-Tanaka, etc.

Jha, Kant e Singh (2013) apresentam a lei de poténcia. Ela é uma lei de gradacdo simples
e comumente usada na analise de tensdes de materiais funcionalmente graduados. De acordo
com esta lei, uma propriedade de material P(z) ao longo da espessura h de uma viga

funcionalmente graduada pode ser determinada pela equacao abaixo:

P(z) = Py + (P. = Py)Vin(2) (4.3)

Sendo P, a propriedade do material na face inferior, P; na face superior e V},,(z) a fragdo

de volume. Esta ultima é uma funcdo de z, dada por:
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K

V. (2) = (% + %) (4.4)

Naequacdo (4.4), K (0 < K < ») é 0 expoente da fracdo de volume. Segundo Akshaya,
Prakash e Raj (2020), é possivel perceber que para K < 1, a propriedade do material aumenta
rapidamente ao se aproximar da superficie superior; contudo, para K > 1, aumenta rapidamente

perto da superficie inferior.

4.4  Modelo Cinemético para Viga de Euler-Bernoulli
Sendo viga um dos elementos estruturais mais importantes na Engenharia Civil (Souza
e Cruz, 2018), torna-se necessario conhecer as propriedades e o comportamento preciso desta
estrutura quando submetida a carregamentos. Na descricdo do problema de vigas, uma das
teorias que descreve os deslocamentos € o modelo de Euler-Bernoulli, sendo este o mais simples
e mais utilizado. A teoria de Euler-Bernoulli, ao adotar um campo de deslocamento, tem como
hipdtese que uma linha reta e normal a superficie neutra permanecera reta e normal a esta apos

a deformacao da peca (Silva e Silva, 2010), como apresentado na Figura 7.

Figura 7 — Cinemaética da teoria de Euler-Bernoulli.
dw

Teoriade /,_ dx

Euler-Bernoulli

ﬂ!
dx

Fonte: Silva e Cruz (2018).

De acordo com Luo (2008), o deslocamento de um ponto qualquer na se¢éo transversal
consiste no deslocamento do corpo rigido na linha de referéncia e na rotacdo da secdo
transversal da viga. Portanto, é possivel descrever o campo de deslocamento conforme as
Equacdes (4.5), (4.6) e (4.7).

Uy = u(x) + 26, (x) — y0,(x) (4.5)
Uy, = v(x) — zp(x) (4.6)
U, = w(x) +yp(x) (4.7)
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Nas equacOes (4.5) - (4.7), Uy, U, e U, sdo as componentes do vetor deslocamento;
u(x) é o deslocamento axial da viga na diregdo x; v(x) e w(x) sdo os deslocamentos
transversais da viga nas direcOes y e z, respectivamente; e ¢, 0, € 8, sdo as rotagoes da se¢ao
transversal da viga em torno de x, y e z, respectivamente.

Como ja foi citado, visto que na cinematica das vigas de Euler-Bernoulli, secdes planas

das vigas continuam planas e ortogonais a linha elastica apds a deformacao, tem-se que:

dw
6, = —— (4.8)
B dv

O deslocamento longitudinal U, é constituido pelas parcelas dos deslocamentos devido

a deflexao nas direcbes y (ver Figura 8) e z (ver Figura 9); além do deslocamento axial no eixo

centroidal.
Figura 8 — Deslocamento transversal (deflex&o) na direcéo y.
T
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Fonte: Elaboragdo propria (2022).
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Figura 9 — Deslocamento transversal (deflex@o) na direcéo z.

Fonte: Elaboragdo propria (2022).

O deslocamento U,,, devido a tor¢do da secdo transversal da viga na direcdo y, esta

demonstrado na Figura 10, enquanto que o deslocamento U, na direcdo z esta apresentado na

Figura 11.

Figura 10 — Deslocamento devido a tor¢do na direcdo y.
z z

/ Uy Uy =-z tg(p)
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= e |
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Fonte: Elaboragéo propria (2022).
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Figura 11 — Deslocamento devido a tor¢éo na direcéo z.

»<

U. =y tg(¢)
U.=yg

/:é_],g <
<

@(X)

Fonte: Elaboragéo propria (2022).

Segundo Luo (2008), é possivel adotar a relacdo entre deformacéo e deslocamento como

linear ao assumir que as deformacdes séo pequenas. Dessa forma, os campos de deformacéo da

viga podem ser expressos de acordo com as Equacdes (4.10), (4.11) e (4.12).

U , ,
sxx=a—xx=u’+26y—y02 (4.10)
hy = 24 2 ()~ 2’ = 2 (4.11)
o9y o ox z :
_ou, ou, . ,
= + = W' +06,))+yp" = +yep (4.12)

Yz = 5, T ox

4.5 Trabalho Interno, Trabalho Externo e Trabalho El&stico
A solicitacdo a viga em estudo se da pela flexdo em duas dire¢des principais (y e z),

pelo deslocamento axial e pela tor¢cdo. Portanto, de acordo com Doeva, Masjedi e Weaver
(2021), as forcas e momentos internos na viga podem ser calculados de acordo com as Equacdes

(4.13), (4.14), (4.15) e (4.16).

E = fo-xdi (4.13)
A

M, = f (YOxz — z0yy)dA (4.14)
A

M, = fzaxdi (4.15)
A



25

M, = _fyo-xdi (4.16)
A

O momento interno M,., dado pela Equagdo (4.14), esté representado esquematicamente

na Figura 12.

Figura 12 — Composi¢do do momento interno M,,.
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Fonte: Elaboragéo propria (2022).

Da mesma maneira, 0 momento interno M,,, dado pela Equagdo (4.15), e o M,, dado
pela Equacdo (4.16), estdo representados esquematicamente na Figura 13 e Figura 14

respectivamente.

Figura 13 — Representacdo do momento interno M,,.

Fonte: Elaboragéo propria (2022).
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Figura 14 — Representacdo do momento interno M,.

y

Fonte: Elaboracéo propria (2022).

Reddy (2002) define trabalho como o produto interno do deslocamento e forga. Trata-
se de uma grandeza escalar positiva sempre que o deslocamento e a for¢a tém a mesma direcao
e negativa se estiverem em direcdes opostas.

A energia interna de deformacao elastica para vigas pode ser representada pela Equacéo
(4.17).

j WinedV = j (Uxxgxx + OxyVxy + sz)’xz) av (4.17)
174 14

Substituindo as Equacdes (4.10), (4.11) e (4.12) na Equacdo (4.17) e fazendo uso das
Equacdes (4.13), (4.14), (4.15) e (4.16), é possivel obter a seguinte relacdo para o trabalho

interno da viga:

] I/Vintdv = j (Gxxu, + O-xngly - O-xxyelz - O'xyZQDI + O-xzygal) dav
14 |4
l l
j Winedx = j (Fu' + Myp' + M,0', + M,6',) dx
0 0

l l
W; dx=J Eu +M,o"' — M w'+ M, v'")dx
]0 int O(x xP y z ) (4.18)

Conforme detalhado no Anexo A, segundo Reddy (2002), o deslocamento virtual é um
deslocamento infinitesimal e irreal, que ao ser multiplicado pelas forcas reais causadoras deste,
resultam no trabalho virtual. Ao impor nulidade ao somatdrio de todos os trabalhos virtuais que
atuam no corpo, é possivel determinar a configuracéo de equilibrio pelo principio dos trabalhos

virtuais.



27

Segundo Doeva, Masjedi e Weaver (2021), o principio do trabalho virtual para uma viga
sobre uma fundagdo elastica conta também com a variagdo do trabalho elastico §Wp. Portanto,

o0 principio do trabalho virtual neste caso é expresso conforme Equacao (4.19):
l
| (Wi + 6W; = 5Wee)x = 0 (4.19)
0

Doeva, Masjedi e Weaver (2021) ainda apresentam a variagéo do trabalho interno §W;,,;

como:
l l l
f Winpdx = f 8e"N dx = f 5€e"Sedx (4.20)
0 0 0

Sendo € o vetor de deformacdes, N o vetor de forcas e momentos internos e S a matriz

de rigidez definidos abaixo.

Ex u'
k., '
— _|1 @
€ = =
ky —w"
kZ 17”
Fx
M,
N = M,
M,
[SEA Ser Sgr SEL]
= ISET SG] SFT SLT I
B [SEF SFT SEIy SFLJ
S, Sir Sk Skl

Onde Sg,4 € a rigidez extensional, Sg; € a rigidez de torgéo, Skl é a rigidez de flexdo
fora do plano, Sg,, € arigidez de flexdo no plano, Sgr € 0 acoplamento entre deslocamento axial
e torcdo, Sgr € 0 acoplamento entre flexdo fora do plano e deslocamento axial, Sg;, € 0
acoplamento entre flexdo no plano e deslocamento axial, Sg € 0 acoplamento entre flexdo e
torcéo fora do plano, S, é o acoplamento entre flex&o e tor¢do no plano e S, € 0 acoplamento
entre a flex&o fora do plano e no plano.

Estes coeficientes de rigidez podem ser simplificados e especificados a depender do

material que compde a viga. Por isso, o Apéndice A reune as equagdes especificas dos
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coeficientes de rigidez para os casos de vigas isotropicas, vigas funcionalmente graduadas e
vigas compositas laminadas anisotropicas.
A partir da Equacéo (4.20), é possivel afirmar que a variacéo do trabalho interno na viga

em estudo é correspondente a Equacéo (4.21).

[SEA Ser Sgr SEL

! ! Ser S¢; Ser Sir ]
56TSedx=f ou' 8¢ —sw" Sv']-| [
L 0[ v v v [SEF Spr SE’y SFLJ —w'"

Ser Sir Sp. Sk,

l l
f 6ETSE dx = f [(SEA u, + SET gDI - SEF W” + SEL 17”)511’ + (SET u’ + SG] (p’
0 0

— Sprw" + 87 v")8¢" + (—=Sgr ' — Spr ¢’ + Sy W
= SpL V)W + (S U + Sy @' = S W+ Sp, VISV ] dx oy

Doeva, Masjedi e Weaver (2021) definem a variacdo do trabalho externo §W,,,, para a

viga em estudo conforme a Equacéo (4.22).
l l _
J SWppdx = J SUTQ dx (4.22)
0 0

O vetor de deslocamentos e tor¢do, U, e o vetor de forgas externas e torque, Q, estdo
apresentados abaixo. Neste ultimo, q,, q, € q, sdo as cargas distribuidas e g, corresponde ao

torque distribuido, todos podendo variar em X.

u(x)
p(x)
w(x)
v(x)

[9x (O]
0= qu) (x)J

=]
I

q,(x)
qy(x)

Portanto, tem-se que o trabalho externo na viga é dado pela Equacéo (4.23).
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l l dx
f SW,pdx = f [bu 6¢p 6w 6&v]- Z"’ dx
0 0 qy
! !
fO(SWextdx= L(duqx+6<pq¢+6qu+6vqy) dx (4.23)

Por fim, tem-se que, de acordo com Robinson e Adali (2018), a variacdo do trabalho

elastico para o caso de base elastica de Winkler-Pasternak é dada pela Equacéo (4.24).

! !
f SWrdx = f (wky,w+ dw' k, w") dx (4.24)
0 0

Portanto, ao substituir as Equacdes (4.21), (4.23) e (4.24) na Equacéo (4.19), tem-se que
o principio do trabalho virtual para uma viga sobre base elastica com dois parametros pode ser

expresso de acordo com a Equacao (4.25).

l
f (6Wine + 6W; — Wy )dx = 0
0

l
f [(SEA u' +Sgr @' — Sgpw” + SgL v U + (Sgru’ + Sg; 9" — Sprw”
0

+ SLT v”) 6@1 + (_SEF u, - SFT (pl + SEIy W” - SFL 17”)6W”
+ S + S @ = SpLw" + Sg, V')V + (Swk, w

+ 6wk w') — (Suqx + 8pq, + Swq, + Svg,) ] dx =0 (4.25)

4.6 Sistema de Equagdes que Descrevem o Problema
A partir do principio do trabalho virtual é possivel obter o sistema de equacdes que
descrevem o problema por meio dos principios variacionais. Para maiores detalhes destes
principios, ver Anexo C.
Reddy (2002) demonstra que € possivel obter as equacdes diferenciais e as condigdes
de contorno, que descrevem o problema em analise, por meio da Equacdo de Euler, e assim
construir as Equaces (4.26) — (4.35). O procedimento de calculo de obtencdo dessas relacbes

esta desenvolvido no Apéndice B.



—Sgau” — Sgr@" + Sgpw"" = Sp v —qx =0
_SETu” _ SG](p” + SFTW,” _ SLTv”I —qy = 0
_SEFu,” - SFT(p”’ + SEly W(IV) - SFLU(IV) + kWW - ka” - qZ = 0

SELu,” + SLT(p”, _ SFLW(IV) + SEIZ U(IV) _ qy =0

u=20 ou Sea' +Sgr @' — Sgrw"' +Sp, v = f;
¢=0ou Sgru' + Sy @' = Sprw" + Spp v =my
w'=0ou —Sgru' — Spr §0l+551y w' =S, v = —m,
v' =0 ou S u' + Spr @' = SpLw" + S, v =m,

w = 0 ou SEF u” + SFT (p” - SEIy W”, + SFL U”’ + ka, == E

V= O ou _SEL u” - SLT (p” + SFL W”, - SEIZ U’” = fy

30

(4.26)
(4.27)

(4.28)
(4.29)

(4.30)
(4.31)
(4.32)
(4.33)
(4.34)

(4.35)

Nas equacBes acima, tem-se que fy, f, € f, sdo cargas concentradas de contorno nas

direcdes x, y e z, respectivamente. Além disso, m, € o torque e m,, e m, sdo os momentos de

contorno em relacao aos eixos y e z, respectivamente.

Conforme feito por Doeva, Masjedi e Weaver (2021), é possivel realizar manipulacdes

e escrever o sistema de equacOes que descrevem o problema na forma vetorial e matricial.

Sejam:

v=[,)
w=1]
0 =g,
2 =g

(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)
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S S
A= [ EA ET]
Ser Ser (4.43)
S )
B = [ EF EL]
Ser —Sir (4.44)
~ lSE,y —SFLl e
—SrL Skl (4.45)
k 0
Ky = [ 0 o] (4.46)
k, O
Ko = [op 0] (4.47)

A partir disso, é possivel escrever o sistema de equacles presente nas Equacbes (4.26)

— (4.29) como segue:

—AU" + BW'"" = Q, (4.48)
—BTU" + DWI) + K, W — K,W" = Q, (4.49)

Ja o sistema das condicdes de contorno das Equac6es (4.30) — (4.35) pode ser escrito da

seguinte forma:

AU'—BW" = F, (4.50)
~BTU' +DW" = M, (4.51)
BTUII —DW' + KpW/ — Fz (452)

Esta forma de apresentacdo das equacOes diferenciais ¢ importante pois possibilita
reduzir o sistema de equacdes diferencial em um sistema normal, conforme estabelecido pelo
teorema de existéncia e unicidade para sistemas gerais de Pontriaguin (1973).

A partir da metodologia proposta por Doeva, Masjedi e Weaver (2021), é possivel
derivar a Equacéo (4.48) para obter U'"’ e posteriormente substitui-la na Equacao (4.49). Com

isso, obtém-se que:

—AU" + BW) = @',
U =ATBWI) — A71Q', (4.53)
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Substituindo a Equacéo (4.53) na (4.49):
—BT(AT'BWI) — A71Q" ) + DWWV) + K, W — K,W" = Q,
—BTAT'BW ™) + BTAT1Q', + DWU) + K,,W — K,W" = Q,

(D —BTA'BYWW) = +K,W" — K,,W + Q,—BTA™Q’,

w) = (D — BTA'B)"*K,W" — (D — BTA"*B) 'K, W

(4.54)
+ (D —BTA™*B)"'Q,—(D — BTA™*B)"'BTA™'Q’,
Define-se B;, B, e B; como:
B, =(D—-B"AT'B)7'K, (4.55)
B, = (D -BTA™'B)"'K,, (4.56)
B; = (D—-BTA™'B)™'Q,—(D — BTA™'B)"'BTA™!Q’, (4.57)
Desta forma, € possivel reescrever a Equacao (4.54) como:
WU = BW" — B,W + B, (4.58)

Com o auxilio do software Wolfram Mathematica 11.0, obtém-se que as matrizes B;,

B, e B; séo:
A (4.59)
B, = :2 8: (4.60)
B; = Zl(%) | (4.61)

Onde:

a=k, [SéLSG] + SEIZ(SgT - SEASG]) — 2 Sp1SerSir + SEASET]/ [—SbgTSz%L +

SEASEIZSIET - SgLSI%T + SL??FSEIZSG] — 28prSELSFLSey + SEA'SgLSG] + 28prSeLSErSir —
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2S5aSrLSerSir — SEeStr + 2Sgr(—=SgrSe1,Ser + SeLSeLSer + SprSpLSir) +
Sk, (S2.S67Sk1,(SEr — SgaSay) — 251 SerSir + SEASLZT)]

¢ = kp|SErSpr + SerSeLSe; — SeaSr1Sc) + SeaSerSir — Ser(SerSer + SerSir)]/
[_SgTSEL + SEASEIZSI%T — SELSEr + SgFSElZSG] — 28prSELSFLSey + SEASI%LSG] +
2SgrSeLSerSir — 2S5aSeLSerSir — SérStr + 2Spr (=SgrSer, Ser + SpSrLSer +
SerSrLSir) + SEIy(SgLSGJSEIZ (S&r — SpaScy) — 2SpLSerSir + SEASLZT)]

b =k, [SEZ'LSG] + Sg1, (Sgr - SEASG]) — 2 8gSprSir + SEASfT]/ [_SL%TSEL +
SeaSe1,Sér — SELSkr + SErSe1,Se; — 2SerSeLSrLSey + SeaSFLSey + 2S5rSELSFrSir —
2S5aSrLSErSir — SErStr + 2Sgr(=SerSer,Ser + SeLSeLSer + SerSpLSir) +
Sk, (S2.S67Sk1,(SEr — SgaSay) — 2S5 SerSir + SEASLZT)]

d =ky [SE?TSFL + SerSgLScy — SeaSFLSc) t+ SeaSerSir — Ser(SgLSer + SEFSLT)]/
[_SgTSEL + SEASEIZSI%T — SELSEr + SgFSEIZSG] — 28grSELSFLSey + SEASI%LSG] +
2SgrSpLSerSur — 2SgaSrLSerSur — SEeStr + 2Ser(—SprSe1,Ser + Sp1SpLSer +
SEFSFLSLT) + Se1, (SgLSG]SEIZ (Sb%T - SEASG]) — 28g1SgrSir + SEASLZT)]

m(x) = {[SEFTSFL + SEFSELSG] - SEASFLSG] + SeaSerSir — Ser(SgLSer +
SEFSLT)]qy(x) + [SgLSG] + SEIZ(SgT - SEASG]) — 2 SpSprSir + SEASLZT] q.(x) +
[=Sk1,SerSer + SerSer,Say — SeLSriSey + SerSeiSur + SprSerSyr — SprSir |45 (x) +
| =SerSer,Ser + SeLSerSes + SgaSer, Ser — SELSer + SgrSeSur — SeaSeLSir|ay GO}/
[_SgTSI«ZL + SEASEIZSI%T — St SEr + SgFSEIZSG] — 28grSELSFLSey + SEASI%LSG] +
2SgrSeLSerSir — 2S5aSeLSerSir — SerStr + 2Spr (=SerSer, Ser + Sp1SrLSer +
SsrSriSur) + St (SES6/Se1, (Sir — SgaSes) — 2S5SsrSur + SeaSEr))|

n(x) = {[_ZSEFSETSFT + SgaShr + SgFSG]SEIy(SgT - SEASG])] qy(x) + [SgTSFL +
SerSe1Se) — SeaSr1Sey + SeaSerSir — Ser(SerSer + SerSir)] 4.(x) + [_SETSFLSFT +
SeLSkr — Se1,SeLSey + SgrSrLSey + Ser,SErSir — SEFSFTSLT] qx(x) + [SEIySELSET -
SerSerSrL — SerSeLSer + SpaSrLSer + SERSiT — SEASEIySLT] de (x)}/ [—SéTSI%L +

SEASEIZSI-ZT — SE SEr + SgFSEIZSG] — 28grSELSFLSey + SEASELSG] + 28prSeLSErSir —
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25'EASFLSFTSLT - SEFSET + 2SET(_SEFSEIZSFT + SELSFLSFT + SEFSFLSLT) +

SEIy(SELSG]SEIZ(Sg'T - SEASG]) - 2SELSETSLT + SEASET)]

As matrizes B;, B, e B; podem ser simplificadas e reescritas a depender do material da
viga. Isto acontece porque alguns dos coeficientes de rigidez da matriz constitutiva sdo nulos,
como apresentado no Apéndice A.

Logo, tem-se que para vigas isotrépicas, as matrizes B;, B, e B; sdo formadas por:

a—kp (4.62)
o ,
c=0 (4.63)
b= (4.64)
=i ,
d=0 (4.65)
_qz(x)

m(x) = E (4.66)
y
n(x) = qz_gx) (4.67)

J& para vigas funcionalmente graduadas, as matrizes B, B, e B; S80 compostas por:

kySEga
a= 4.68
—Skr + SeaSer, (4.68)
c=0 (4.69)
kWSEA
= 4,70
—S&r + SeaSer, (4.70)
d=0 4.71)
m(x) = —Sgaq;(x) + Sprqx(x) 4.72)
Str — SeaSkL, '
n(x) = () (4.73)

SEl,

Para vigas compdsitas laminadas anisotropicas, as matrizes B;, B, e B; sdo formadas

por:

0= k, (SgT - SEASG]) 4.74)
—2SgrSerSer + SgaSir + SErScy + SEr, (S}:%T - SEASG]) .
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c=0 (4.75)
_ kw (SEr — SeaScy) (4.76)
—2SerSerSer + SeaSir + SgpSey + Sk, (SZr — SgaSc)) '

d=0 4.77)

_ (SE1—SEASG))dz () +(=SETSFT+SEFSG))a% (¥)+(~SEFSET+SEASFT) 6 (X)
m(x) = ~2SEFSETSFT+SEASET+SERSG)+SEL, (SET—SEASG)) (4.78)
n(x) = qy(x) (4.79)

Sk1,

4.7 Condigdes de Contorno
Para uma extremidade simplesmente apoiada da viga, tem-se que as condigdes de

contorno, apresentadas anteriormente nas Equacdes (4.30) — (4.35), que devem ser aplicadas no
ponto s&o:

u=20
|(v=0
{WZO
¢=0 (4.80)
|my=0
kmz=0

Da mesma forma, as condi¢des de contorno que uma extremidade engastada precisa
obedecer sdo:

(u=0
v=20
w=0
9 =0 (4.81)
Ikw’=0
v =0

Para uma extremidade livre, tem-se que as condi¢des de contorno no ponto sdo dadas

por:
(fx:fz
fyzél
{ =1 (4.82)
m, =m,
my, =my,

\m, =m,
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Portanto, uma viga simplesmente apoiada possui como condi¢des de contorno das duas
extremidades, em x = 0 e x = [, as apresentadas na Equacéo (4.80). Por sua vez, uma viga
biegastada possui em ambas as extremidades as condi¢fes de contorno reunidas na Equacéo
(4.81). Ja uma viga engastada em uma extremidade e livre na outra (em balango), possui em
uma das extremidades as condic¢des de contorno da Equacédo (4.81) e na outra as da Equacao
(4.82).

5 PROCEDIMENTO DE SOLUCAO

De acordo com Pontriaguin (1973), ao supor que uma func¢éo é continua no intervalo e
que as suas derivadas parciais também sdo continuas, é possivel reduzir um sistema geral de
equacOes a um sistema normal, conforme detalhado no Anexo D. Ao introduzir novas fungoes

incgnitas x;, x,, x5 € x, da varidvel independente x, definidas como:

X, = w (51)

x2 = W, (52)

x3 = W” (53)

X4_ — WIII (54)

E possivel afirmar que:

x1=W'=x, (5.5)

xy =W" = x5 (5.6)

xé — WIII — x4 (57)

xy =W = Bix; — Byx; + B; (5.8)

Portanto, conforme realizado por Doeva, Masjedi e Weaver (2021), pode-se reescrever
o0 sistema de equagdes diferenciais lineares de primeira ordem de oito dimensdes j& definidos
em (5.5) — (5.8) como

X'=Mx+f (5.9)

Onde:
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[O2x2 1 022 02x2]
02x2 02x2 I 02x2

O2x2 02x2 02x2 I
_BZ 02x2 Bl 02x2

02x1
02x1
02x1

Uma vez que xq, X, X3 € x, Sa0 vetores 2x1, tem-se que 0,,, € uma matriz nula de

dimensdo 2x2, 0,,, € uma matriz nula de dimensdo 2x1 e I é uma matriz identidade de

dimensdo 2x2. M é chamada de matriz complementar.

5.1 Meétodo de Variacdo de Parametros
Uma vez que a Equacéo (5.9) € um sistema linear de primeira ordem ndo-homogéneo,
é possivel encontrar sua solucdo utilizando o método de Variacdo de Parametros, através do
conceito de matriz fundamental. O desenvolvimento desta metodologia pode ser feito de acordo
com Zill e Cullen (2008), cujos detalhes estdo presentes no Anexo E.
Segundo Zill e Cullen (2008), a solucédo geral do sistema linear de primeira ordem nao-

homogéneo pode ser dada pela seguinte expressao (ver Anexo E):

X=¢@)C+ o) [ d1(x) f(x) dx (5.10)

Na equacdo acima, tem-se que ¢ € a matriz fundamental e C é um vetor coluna de oito
componentes de constantes a serem determinadas pelas condi¢cbes de contorno. A matriz
fundamental é constituida, em sua coluna, pelos vetores solucdo do sistema homogéneo
equivalente, que pode ser obtido por meio de um problema de autovalor-autovetor (Zill e
Cullen, 2008).

De acordo com o Teorema 8.2.1 proposto por Zill e Cullen (2008), a solugéo geral para

sistemas homogéneos ¢é dada por:

X = C1X1 + C2X2 + -+ Can (511)
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Sendo
X, = K et*
X, = K,et?*
X, = K,eM* (512)

Onde A4, A5, ..., A,, sd0 0s autovalores reais distintos da matriz de coeficientes M do
sistema homogéneo X' = MX e K;, K>, ..., K, sd0 0s autovetores correspondentes.

Ainda de acordo com Zill e Cullen (2008), diz-se que um autovalor tem multiplicidade
m se ele for gerado m vezes. Caso haja apenas um autovetor correspondente ao autovalor A; de

multiplicidade m, é possivel encontrar m solucdes linearmente independentes da seguinte
maneira:

X1 - Knellx

XZ = Klee)llx + Kzzellx
2

X Aix Aix Aix
X3=K31§e 1 +K32xe 1 +K33e 1

m-—1 xm—z

X = K o —y7 €™ + Kz =1

eM¥ 4. 4 K e MX (5.13)

Sendo K;; vetores colunas, que podem ser determinados de maneira que:

Xl: (A — /11])1(11 =0

X, : {(A - 111)K21 = 0
2 (A - 111)1(22 =Ky

(A - 111)1(31 =0
X3t (A - /111)1(32 = K3
(A - /111)1(33 = K3,

(A= A4 DKpy =0
(A= 21DKpy =

mil

Xm:

(A - All)Kmm = BRm@m-1) (5.14)
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Uma vez construida a solu¢do do sistema homogéneo, é possivel montar a matriz
fundamental da seguinte forma:

d(x) =[X1 Xo .. Xl (5.15)

A partir da matriz fundamental, obtém-se a solug&o do sistema linear ndo-homogéneo

das equacbes que descrevem o problema por meio da Equacéo (5.10).

5.2 Construcéo das matrizes fundamentais e dos campos de deslocamentos w(x) e

v(x)

As combinagOes dos parametros de fundagédo k, =0e k, =0; k, =0ek, #0; e
ky, #0 e k, # 0, geram matrizes fundamentais diferentes e, consequentemente, solucoes
diferentes. Isto acontece porque cada uma destas combina¢des modifica a caracteristica da
matriz complementar M. Diante do exposto, este trabalho apresenta o desenvolvimento das

matrizes fundamentais e das solucGes do sistema linear proposto para 0s seguintes casos:

1) Vigasem base elastica (k,, = 0 € k, = 0);
2) Viga sobre base elasticacom k,, = 0 e k,, # 0,

3) Viga sobre base elastica com k,, # 0 e k,, # 0,

5.2.1. Caso em que ndo ha base elastica (k,, = 0 e k,, = 0)

Neste primeiro caso, em que k,, = 0 e k,, = 0, tem-Se que as matrizes B, e B, se tornam

nulas independentemente do material da viga. Logo, a matriz complementar M é impactada e

passa a ter a seguinte forma:

02x2 I 02x2 02x2

]

M = 02x2 02x2 I 02x2
02x2 02x2 02x2 I
02x2 02x2 02x2 02x2
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Com o auxilio do software Wolfram Mathematica 11.0, é possivel encontrar 0s
autovalores A e autovetores K da matriz M. Como resultado, obtém-se um autovalor A = 0 de

multiplicidade 8 que gera dois autovetores linearmente independentes:

Ki=[1 0 0 0 0 0 0 0] (5.16)
K,=[0 1. 0 0 0 0 0 0] (5.17)

Para elaboracdo da matriz fundamental, é possivel encontrar as solugdes linearmente
independentes através do procedimento expresso na Equacao (5.13). Para isto, calculam-se 0s
vetores base a partir da Equacéo (5.14). Como resultado, obtém-se que:

Ks=[0 0 1 0 0 0 0 0]" (5.18)
K,=[0 0 0 1 0 0 0 0]" (5.19)
Ks=[0 0 0 0 1 0 0 o0]" (5.20)
Ke=[0 0 0 0 0 1 0 0] (5.21)
K;=[0 0 0 0 0 0 1 0]" (5.22)
Ks=[0 0 0 0 0 0 0 1]” (5.23)
Assim, tem-se que as colunas da matriz fundamental ¢ (x) para este caso sdo
$11 = K4
$12 = K
¢13 = Kix + K3
¢14 = Krox + K,
K;x?
G415 = + K3x + K (5.24)
P16 = fox” Kux + Kg
P17 = KlTxg RELC. Ksx + K,
P1g = fox® K Kex + Kq

6 2
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Desta forma, ao substituir a matriz fundamental encontrada e a matriz f em (5.10), é
possivel desenvolver a solugédo do problema para o caso em que k,, e k,, sdo iguais a zero.
Contudo, as constantes derivadas da matriz C somente serdo encontradas ao aplicar as
condigdes de contorno do problema.

Com o auxilio do software Wolfram Mathematica 11.0, obtém-se como solucéo que:

1
A (6 C1 + 6 C3x + 3 Csx? + C;x3 + FF1(x))

x1=w=m=[

1 (5.25)
A (6 C, + 6 Cox + 3 Cox? + Cgx® + FF2(x))
1
[W,] > (2 C3 42 Csx + C,x? + FF3(x))
n=w=|"|=1 (5.26)
v 5 (2o +2 Cox + Cax? + FF4(x))
oo W' _[Cs+ Cx + FF5(x)
X3 = W5 = v] N [C6 + Cox + FF6(x) &.27)
_ m"o__ W”I _ C7 + FF7(X)
o =WE= [v] ~ Lcs + FF8(x) (5.28)

Onde:

FF1(x) = x3 [ m(x)dx — 3x? [xm(x)dx + 3x [ x? m(x)dx — [ x> m(x)dx  (5.29)
FF2(x) = x3 [ n(x)dx — 3x? [xn(x)dx + 3x [ x> n(x)dx — [ x3 n(x)dx (5.30)

FF3(x) = x? [ m(x)dx — 2x [ x m(x)dx + [ x* m(x)dx (5.31)
FF4(x) = x? [ n(x)dx — 2x [ x n(x)dx + [ x% n(x)dx (5.32)
FF5(x) = x [ m(x)dx — [ x m(x)dx (5.33)

FF6(x) = x [ n(x)dx — [ x n(x)dx (5.34)

FF7(x) = [ m(x)dx (5.35)

FF8(x) = [ n(x)dx (5.36)

No Apéndice C (item a) é mostrado que a solugdo construida satisfaz o sistema da

expressédo (5.9).
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5.2.2. Caso em que a base elastica tem parametros k,, = 0 € k,, 0

O caso em que k,, =0 e k,, # 0 implica que a matriz B,, apresentada na Equagao

(4.60), seja nula. Logo, a matriz complementar tem a seguinte configuragéo:

[O2x2 1 022 02x2]

M = 02x2 02x2 I 02x2

O2x2 02x2 02x2 I
02x2 02x2 Bl 02x2

Para conhecer os autovalores A e autovetores K da matriz complementar M para o atual

caso também se utilizou o software Wolfram Mathematica 11.0. Os autovalores com seus
respectivos autovetores obtidos estdo listados abaixo.

a =0, i=1,27346,8:

Ki=[1 0 0 0 0 0 0 0] (5.37)
K,=[0 1. 0 0 0 0 0 0] (5.38)
b) As = —Va:

1 1 1 T
Ks = 5z O - 0 7 0 1 0 (5.39)

1 1 1 T
i - — 5.40
K7a3/20a0\/5010] (5.40)

Nota-se que existe um autovalor 0 de multiplicidade 6 com apenas 2 autovetores
referentes a ele. Desta forma, para a elaboragcdo da matriz fundamental, calculam-se os vetores
base a partir da Equacdo (5.14). Como resultado, obtem-se que:

Ks=[0 0 1 0 0 0 0 o] (5.41)
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K,=[0 0 0 1. 0 0 0 o] (5.42)
Ke=[0 0 0 0 0 1 0 0] (5.43)
Ke=[0 0 o0 o 0 0 0o 1]7 (5.44)

Logo, pode-se escrever as colunas da matriz fundamental gerada para o problema da

seguinte forma:

$11 =Ky
$12 = K>
$13 = K1x + K3
$14 = Kox + K,
P15 = Kses ™ (5.45)

K,x?
¢16 = > + K4x + K6

$17 = K,e?7*

K,x® K,x?
27 4
6 2

¢18 = + K6x + KS
Desta forma, ao substituir a matriz fundamental encontrada e a matriz f em (5.10), é
possivel desenvolver a solugéo do problema para o caso em que k,, =0 e k, # 0. Com o

auxilio do software Wolfram Mathematica 11.0, obtém-se que

[26°/7C, + 2672Cyx = 2656 + 2 Cpe ™ + FF1G0)]

X =W = [‘:)’] -, 2a3/2 (5.46)
A (6 C; + 6 Cyx + 3 Cox? + Cgx® + FF2(x))

[2(163 +2Cse* + 2 Ce ™ + FF3(x)]
2a

1 (5.47)
[ 5(2 Cy + 2 Cox + Cgx* + FF4(x)) j

=[]

L [e7*(—2Cse*** + 2C; + FF5(x))
Xy = W' = [VJ] = a (5.48)
Ce + Cgx + FF6(x)
e ¥ (2Cse®* + 2C, + FF7(x))
" w
Xg = w = [U”,] = 2 (549)
Cg + FF8(x)
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Onde:
A= —va (5.50)
FF1(x) = —2Vax [ m(x)dx — e** [e ™ m(x)dx +
e [e** m(x)dx + 2va [ xm(x)dx
FF2(x) = x3 [ n(x)dx — 3x? [xn(x)dx + 3x [ x* n(x)dx — [ x3 n(x)dx (5.52)
FF3(x) = =2 [m(x)dx + e** [e ™ m(x)dx +e ™ [e** m(x)dx  (5.53)

(5.51)

FF4(x) = x? [ n(x)dx — 2x [ x n(x)dx + [ x% n(x)dx (5.54)
FF5(x) = —e?* [e™* m(x)dx + [ e** m(x)dx (5.55)
FF6(x) = x [ n(x)dx — [ x n(x)dx (5.56)

FF7(x) = e®** [e™* m(x)dx + [e** m(x)dx (5.57)
FF8(x) = [ n(x)dx (5.58)

No Apéndice C (item b) é mostrado que a solucdo construida satisfaz o sistema da

expressao (5.9).

5.2.3. Caso em que a base elastica tem parametros k,, # 0 e k, # 0

Para 0 caso em que a viga é isotropica, funcionalmente graduada ou compdsita laminada
e esta sobre uma base elastica que possui valores diferentes de zero para os dois parametros k,,
e ky,, a matriz complementar M conta com os termos a e b das matrizes B; e By,
respectivamente, e, portanto, se torna mais complexa.

De maneira similar aos casos anteriores, utilizou-se o software Wolfram Mathematica
11.0 para encontrar os autovalores A e autovetores K da matriz complementar M. Os autovalores

com seus respectivos autovetores obtidos estao listados abaixo.

a—Va?-4b,

a) }\lz_ vz



b) A3=

C) )\5:_

Va—Va?=ab,

a+Vva2-4b

ke
I

V2va —+Vaz - 4b

a(—a +Va? —4b) + 2b
0

a++Vva?—4b

2b
0

V2
a—+va%—4b

0
1

0

V2va —+VaZ —4b

a(a —a? —4b) - 2b
0
a+va?—4b
2b

_ V2Va+Vai—ab |
a(a+VaZ —4b) - 2b
0

a—+va%—4b

2b
0

V2

a++Va?—4b

_ o
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(5.59)

(5.60)

(5.61)



d) }\7 _ w/a+\/(;2—4b:

V2va ++Va? - 4b ]
a(a++va?—4b) —2b
0
a—+va%—4b

2b
K7 ES 0

V2

a+va?—4b

e) ,;,=0; i=2 4,6, 8:

K,=[0 1. 0 0 0 0 0 0]
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(5.62)

(5.63)

O autovalor 0 de multiplicidade 4 gera apenas um autovetor linearmente independente.

Desta forma, para a elaboracdo da matriz fundamental, é possivel escrever as respectivas

parcelas da solucdo utilizando os seguintes vetores base, obtidos a partir da Equacéo (5.14):

K,=[0 0 0 1 0 0 0 o]
Ke=[0 0 0 0 01 0 0]
Ks=[0 0 0 0 0 0 0 1]

(5.64)
(5.65)
(5.66)

Com isso, € possivel escrever as colunas da matriz fundamental gerada de modo que:

$11 = KjeM ¥

b12 = K,
P13 = Kze's*
P14 = Kox + Ky

P15 = Kse?s ™

K,x?

¢16 = + K4x + K6

$17 = Kye?7*

(5.67)
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K,x3 N K x?
6 2

¢18 = + K6x + KS
Ao substituir a matriz fundamental encontrada e a matriz f em (5.10), encontra-se a
solugdo do problema para o caso em que k,, e k, sdo diferentes de zero. Com o auxilio do

software Wolfram Mathematica 11.0, obtém-se que a solucéo é dada por:

wew=[l)-

ava—Va?2—4b e~ MX (C3—Ce2M*)  ava+VaZ—-4b e 15X (C,—C5e?45%)  FF1(x)
2v2 a (a—Va2-4b)-4V2b 2v2a (a+VaZ-4b)—-4v2b 2v2 (5.68)

=(6C, + 6 Cyx + 3 Cex? + Cox® + FF2(x))

—x(11+).5) Cle(211+15)xj+c3€/13xj+Cse().1+2).5)xk+c7e/11xk+FF3(x)]

xz—W'—[W] [ 2bVaZ—4b

-(2 Cy + 2 Cyx + Cex? + FF4(x)) (5.69)

4Cie™M — 4C e*M N 4C,e™*s — 4Cse*ts  FF5(x)

_ n_ |W _
=W =L =|vaVa Ve aEarve - 22| oo
Cy+ Cex + FF6(x) '

., 4Cse ™M + 4C e*M + 4Cse™s + 4C,e*s + FF7(x)
" w
xp=w =", ]= 7 (5.71)
Cg + FF8(x)
Onde:
j=a*+ava?—4b—4b (5.72)

k =—a*+ ava? — 4b —
(5.73)

3
(a—VaZ-4b )z(e_xll [ e*M1m(x)dx—e*A1 fe_xllm(x)dx)
va2-4b(-a?+ava?-4b+2b)
3
(a+m)§(e_x’15fexASm(x)dx—ex}‘S [ e *Asm(x)dx) (5'74)
va?-4b(a?+ava?—-4b-2b)

FF1(x) =

FF2(x) = x® [ n(x)dx — 3x? [xn(x)dx + 3x [ x* n(x)dx — [ x3 n(x)dx (5.75)
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FF3(x) = —be*@M+23) [ o=t (x)dx — be**s [ e*m(x)dx +
be*41+24s) [ o=XAsi (x)dx + be*M [ e**sm(x)dx (5.76)

FF4(x) = x? [ n(x)dx — 2x [ x n(x)dx + [ x% n(x)dx

(5.77)
FF5(x) = ﬁ [\/a —VaZz —4b (e [ e *Mm(x)dx —
e~ [ e*Mm(x)dx) + Ja+vVaz—4b (e™*s [ e*sm(x)dx — (5.78)
e*s fe‘x’lsm(x)dx)]
FF6(x) = x [ n(x)dx — [ x n(x)dx (5.79)
FF7(x) = ﬁ [(a —Vaz —4b)(—e* [ e *1m(x)dx —
e~ [ e*Mm(x) dx) + (a + Vaz — 4b)(e ™ [ e*sm(x)dx + (5.80)
et [ e *sm(x)dx)]
FF8(x) = [ n(x)dx (5.81)

No Apéndice C (item c) é mostrado que a solugcdo construida satisfaz o sistema da

expressao (5.9).

5.3 Solugéo do deslocamento u(x) e da rotacéo ¢(x)

Ao desenvolver a solucdo do sistema linear obtém-se como um dos resultados o x,
(matriz W') e, consequentemente, a primeira derivada da deflexdo w(x) e do deslocamento
transversal v(x). Os resultados da matriz U, ou seja, do deslocamento transversal u(x) e da
rotacdo ¢ (x) sdo obtidos ao integrar duas vezes o termo U'’ da Equagdo (4.48) (Dovea, Masjedi

e Weaver, 2021). Assim, tem-se que:

U

[:;] = A7BW' — [[ A71Q, dxdx + Cox + Cq (5.82)
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Na equacdo (5.82), as constantes de integragéo C, e C;, sS40 matrizes da ordem 2x1 e
podem ser facilmente encontradas a partir das condigdes de contorno do problema.

Conforme foi detalhado no Apéndice A, tem-se que para vigas isotropicas 0s
coeficientes Sz, Si.r, Sk, Skr, Sgr € Sgr S0 todos iguais a zero. Como consequéncia, a matriz
B, apresentada na Equacdo (4.44), torna-se nula. Assim, obtém-se a partir da Equacéo (5.82)

que as funcBes u(x) e ¢ (x) de uma viga isotropica sdo respectivamente dadas por:

u(.X) = ClO,l + Cg‘lx - W (583)
dxd
@(x) = Cipz + Copx — UK (g]) il (5.84)

Por sua vez, as vigas compositas laminadas apresentam coeficientes Sg;, Sir € Sg.
iguais a zero. A partir da Equacdo (5.82) é possivel obter as fungdes u(x) e ¢(x) para viga

anisotrépica conforme descritas pelas Equacao (5.85) e Equacdo (5.86), respectivamente.

u(x) = [(Sg'T - SEASG])(Clo,l + C9,1x) -/ (—S¢q.(x) +
Serqe(x) ) dxdx + (SETSFT - SEFSG]) W'(x)] / (Sgr — SgaScy) (5.85)

px) = [(Sbgr - SEASG])(Clo,Z + C9,2x) -/ (SETCIx(x) -

(5.86)
SEady (x)) dx dx + (SgrSgr — SEASFT)W’(X)] /(SEr — SEaSc))

6 RESULTADOS NUMERICOS

A partir da metodologia apresentada anteriormente, é possivel encontrar os resultados
dos deslocamentos e das rotacBes da secdo transversal de uma viga. Este topico visa apresenta-
los e comparé-los a resultados de referéncia na literatura e, com isso, realizar uma analise da
influéncia dos parametros de base elastica k,, € k,,.

Foram analisados 0s seguintes casos:

1) viga isotropica, simplesmente apoiada submetida a carga uniformemente

distribuida;

2) viga isotropica, biengastada submetida a carga uniformemente distribuida;
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3) viga isotropica, engastada em uma exterminada e livre na outra, submetida a carga
pontual na borda livre;

4) viga compésita laminada, anisotropica, simplesmente apoiada submetida a
carregamento senoidal para diferentes arranjos de empilhamento;

5) viga compdsita laminada, anisotrdpica, biengastada submetida a carregamento
uniformemente distribuido para diferentes arranjos de empilhamento;

6) viga funcionalmente graduada simplesmente apoiada submetida a carregamento

uniformemente distribuido.

Conforme realizado por Doeva, Masjedi e Weaver (2021), os parametros de base

elastica foram adimensionalizados da seguinte forma:

— kyl*

ky = i (6.1)

—_ k12 (6.2)
P EIL

6.1 Viga isotropica simplesmente apoiada sob carga uniformemente distribuida
Este topico apresenta a deflexdo de uma viga isotropica simplesmente apoiada sob acao
de uma carga uniformemente distribuida q,. Esta investigacdo foi realizada para trés tipos de
combinacGes de parametros de fundagdo elastica, a saber k,, = 0 e k,, = 0 (ou seja, sem base
elastica); k,, = 0 e k,, # 0 e k,, e k,, ambos diferentes de zero.
Conforme Doeva, Masjedi e Weaver (2021), adimensionalizou-se a deflexdo transversal

w(x) da seguinte forma:

W) = W(qx)lfly (6.3)

Os resultados de deflexdo méxima desta viga isotropica simplesmente apoiada podem
ser encontrados para combinacdes de k,, e E. Estes foram reunidos e podem ser comparados

com os valores previstos por Doeva, Masjedi e Weaver (2021) na Tabela 1.
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Tabela 1 — Deflexdo maxima para viga simplesmente apoiada sob carga uniformemente

distribuida.
o - Presente | Dovea, Masjedi,
Parametros da Fundacéao Trabalho Weaver (2 012 1)
kKw kp w(1/2) w (I/2)
0 0,013021 0,013021
0 10 0,006448 0,006448
25 0,003661 0,003661
0 0,011804 0,011804
10 10 0,006133 0,006133
25 0,003556 0,003556
0 0,006400 0,006400
100 10 0,004256 0,004256
25 0,002828 0,002828

Fonte: Elaboragéo propria (2022).

Percebe-se que os trés conjuntos de resultados obtidos para os diferentes valores de

parametros elasticos de fundacdo estdo em concordancia com os valores de referéncia.

Ao analisar os resultados, pode-se visualizar que, ao fixar o k,, e aumentar o k_p, a

deflexdo tende a diminuir; ou seja, como ja era previsto, a camada cisalhante da fundacéo de

Pasternak atua como um redutor dos deslocamentos gerados pela flexdo. Além disso, é possivel

notar que, ao fixar o E e aumentar o k,,, ou seja, aumentar o coeficiente de rigidez eléstica do

solo (Winkler), a deflexdo também diminui.

Para uma andlise da deflexdo quando variam os parametros da base elastica ao longo do

eixo da viga, pode-se observar os graficos da Figura 15, Figura 16 e Figura 17.

Figura 15 — Deflex&o normalizada de uma viga simplesmente apoiada em fundagdo com

k,, = 0 sob carga uniformemente distribuida.
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Fonte: Elaboragdo propria (2022).
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Figura 16 — Deflex&o normalizada de uma viga simplesmente apoiada em fundagdo com

k,, = 10 sob carga uniformemente distribuida.
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Fonte: Elaboragéo propria (2022).

Figura 17 — Deflex&o normalizada de uma viga simplesmente apoiada em fundagdo com
k,, = 100 sob carga uniformemente distribuida.
wix) kw = 100
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Fonte: Elaboragdo propria (2022).

Nota-se que ambos os parametros contribuem na diminuicdo da deflexdo, mas que o
parametro E tem uma maior atuacido do que o k,,. Esta afirmacdo pode ser confirmada ao
comparar os resultados encontrados para as combinacGes em que os dois parametros sdo iguais
a zero (ndo hé a considerago da contribuicio da fundag&o) com os resultados referentes a k,, =
0ek,=10c¢€ ak, =10 e k, = 0. Percebe-se que houve uma reducdo da deflexdo de

aproximadamente 50,48% para k,, = 0 e E = 10 e uma reducéo de 9,35% para 0 caso em que

k, =10ek, = 0.
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6.2 Viga isotrdopica biengastada sob carga uniformemente distribuida

Este tdpico apresenta a deflexdo maxima de uma viga isotropica biengastada sob acéo
de uma carga uniformemente distribuida g,. De maneira similar, as analises foram realizadas
para trés tipos diferentes de parametros de fundacdo elastica: k,, = 0ek, = 0, k,, = 0ek, #
0; e k,, e k, ambos diferentes de zero. A adimensionalizacdo destes parametros segue a
apresentada nas Equacdes (6.1) e (6.2).

E possivel encontrar os resultados de deflexdo méaxima desta viga isotrépica biengastada
para combinacdes de k,, e k, e também compara-los com os valores previstos por Doeva,

Masjedi e Weaver (2021), através da Tabela 2 apresentada abaixo.

Tabela 2 — Deflexdo maxima para viga biengastada sob carga uniformemente distribuida.

Parametros da Fundagéao Presente Do, WMESERT,
Trabalho Weaver (2021)
kw kp w(1/2) W (I/2)
0 0,002604 0,002604
0 10 0,002085 0,002085
25 0,001607 0,001607
0 0,002553 0,002553
10 10 0,002051 0,002051
25 0,001587 0,001587
0 0,002165 0,002165
100 10 0,001792 0,001792
25 0,001426 0,001426

Fonte: Elaboragéo propria (2022).

Assim como aconteceu no exemplo anterior, percebe-se que, para o caso em estudo, 0s
trés conjuntos de resultados obtidos para os diferentes valores de parametros elasticos de
fundacdo estdo em estreita concordancia com os resultados apresentados por Doeva, Masjedi e
Weaver (2021).

Novamente pode-se visualizar que, ao fixar o k,, € aumentar o E, a deflexao diminui,
visto que a camada cisalhante da fundacdo de Pasternak atua como um redutor dos
deslocamentos gerados pela flexdo. Nota-se também que ao fixar o E e aumentar o k,,,, ou seja,
aumentar o coeficiente de rigidez elastica do solo, a deflexao diminui.

As deflexdes normalizada em z para cada caso de fundagéo das vigas biengastadas estéo

apresentadas na Figura 18, Figura 19 e Figura 20.



Figura 18 — Deflex&o normalizada de uma viga biengastada em fundacdo com k,, = 0 sob
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Figura 19 — Deflexo normalizada de uma viga biengastada em fundagéo com k,, = 10 sob
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Figura 20 — Deflex&o normalizada de uma viga biengastada em fundagio com k,, = 100 sob
carga uniformemente distribuida.
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Fonte: Elaboragdo propria (2022).
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Similar ao exemplo anterior, € possivel concluir que ambos os pardmetros contribuem
na diminuicdo da deflex&o, mas que o parametro E tem uma maior atuagio do que o k,,. Isto
pode ser percebido porque houve uma reducédo do deslocamento de aproximadamente 19,95%
parak, = 0ek, = 10 e uma redugdo de 1,98% para o caso em que k,, = 10 e k,, = 0, ambos

com relagdo ao caso em que k,, = 0 e k, = 0.

6.3 Viga isotropica em balango sob carga pontual na borda livre

Eisenberger (2003) apresenta como um dos seus exemplos numéricos a deflexédo
méaxima sofrida por uma viga de Euler-Bernoulli em balanco sob carga pontual na borda livre
sem base elastica. Neste exemplo, as unidades sdo todas compativeis e serdo omitidas. As
propriedades do material da vigasédo E = 29000 e v = 0,3. Neste exemplo, as deflexdes foram
analisadas para uma viga de base 1, de altura fixada em 12, com comprimentos 12, 40, 80 e 160
e para um carregamento de f, = 100.

Com isto, é possivel encontrar os resultados de deflexdo maxima desta viga para cada
comprimento [ e também compara-los com os valores previstos por Eisenberger (2003), através

da Tabela 3 apresentada abaixo.

Tabela 3 — Deflexdo maxima para viga em balango sob carga pontual na borda livre.

Dados Presente Eisenberger
(Sembase elastica) Trabalho (2003)
| h w (1) w (1)
12 12 0,013793 0,013793
40 12 0,510856 0,510855
80 12 4,086800 4,086800
160 12 32,694800 32,694800

Fonte: Elaboragdo propria (2022).

E possivel notar que os resultados encontrados neste trabalho estdo em concordancia
com os previstos por Eisenberger (2003) para uma viga em balanco sem base elastica.

Nao foram encontrados na literatura exemplos que se propdem a considerar a base
elastica para uma viga isotropica em balanco e submetida a carga concentrada. Porém, a fim de
analisar a influéncia da fundacéo, sdo apresentados na Tabela 4 os resultados da deflexd@o

méaxima desta viga em estudo para diferentes combinagdes de k,, e E.
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Tabela 4 — Deflexdo maxima adimensionalizada para viga em balangco com fundag&o elastica
sob carga pontual na borda livre (I = 160 e h = 12).

Parametros da Fundagao Defl gxéo
Maxima
kw kp w (1)
0 32,6948
0 10 6,7178
25 3,1388
0 18,4863
10 10 5,7206
25 2,8869
0 4,3092
100 10 2,6427
25 1,7481

Fonte: Elaboragao propria (2022).

Ao analisar os dados apresentados na Tabela 4, é possivel concluir novamente que
ambos os parametros k,, e E contribuem significativamente na diminui¢do do deslocamento,

mas que o segundo tem uma maior influéncia do que o primeiro. As deflexdes da viga em
balanco com carga pontual atuando na borda livre para diferentes combinacGes de parametros

k., e k, estdo apresentadas na Figura 21, Figura 22 e Figura 23.

Figura 21 — Deflexdo de uma viga em balanco em fundag&o com k,, = 0 sob carga pontual
na borda livre.
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Fonte: Elaboracéo propria (2022).
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Figura 22 — Deflexdo de uma viga em balango em fundago com k,, = 10 sob carga pontual
na borda livre.
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Fonte: Elaboraco propria (2022).

Figura 23 — Deflexdo de uma viga em balanco em fundag&o com k,, = 100 sob carga
pontual na borda livre.
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Fonte: Elaboracdo propria (2022).

Com relagio ao caso em que n3o ha base eléstica (k,, = 0 e E = 0), houve uma reducéo
do deslocamento de aproximadamente 79,45% para k,, = 0 e E = 10 e uma reducdo de
43,49% para o caso em que k,, = 10 e E = 0. Logo, nota-se que houve uma maior influéncia

do pardmetro k,, quando comparado ao k..

6.4 Vigas compositas laminadas anisotropicas sob carregamento distribuido
A fim de comprovar a eficiéncia da solugdo para vigas compdsitas laminadas, foram

reproduzidos os exemplos numéricos apresentados por Doeva, Masjedi e Weaver (2021). Em
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todos os exemplos, considerou-se uma viga laminada de secédo transversal retangular cujas

propriedades estdo expostas na Tabela 5.

Tabela 5 — Propriedades da viga compdsita laminada em estudo.

Base (b) 0,0023 m
NUmero de camadas 6
Espessura de cada camada 0,000125 m
Altura da viga (h) 0,00075 m
Comprimento da viga (1) 120h m
Ei, 135,64 GPa
E,, 10,14 GPa
G12 586 GPa
V1o 0,29

Fonte: Adaptado de Doeva, Masjedi e Weaver (2021).

A adimensionalizacdo dos deslocamentos indicada por Doeva, Masjedi e Weaver (2021)

para esses exemplos sdo:

u(x) = u(x) %Ezz 64
_ bh3 (6.5)
P(x) = <P(x)ﬁG12

bh3 (6.6)

w(x) = w(x) E3

a1

Os exemplos a serem verificados sdo: viga laminada simplesmente apoiada sob
carregamento senoidal e viga laminada biengastada sob carregamento uniformemente
distribuido. Para cada um dos dois exemplos, foram analisados trés arranjos de empilhamento.
Sao eles: laminas simétricas [455]s, cross-ply [05/905] e assimétricas [605/305]. Estas

distribuicGes podem ser melhor compreendidas atravées da Figura 24.
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Figura 24 — Sequéncias de empilhamento das laminas das vigas laminadas analisadas.
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450 [ 3]5
450
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90°
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300
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60°

Fonte: Elaboracdo propria (2022).

As matrizes de rigidezes obtidas para as configuragdes simétrica, cross-ply e assimétrica

para material anisotrépico estdo apresentadas respectivamente a seguir.

126067,1 0 —20,349269 0 (6.7)
S 3 0 0,00189534 0 0
[45ss = [ —20,3493 0 0,0059094 0
0 0 0 0,0555746
25333,7 0 0 0 (6.8)
S 1o 0,004058 —0,001356 0
[03/90s] =1 ¢ —0,00136 0,0016430 0
[ 0 0 0 0,01116795
T 376674  —3,632072 3,6846792 0 (6.9)
S _ |-3,632072  0,0038343 —0,001659 0
[60s/30s] — | 3 68468 —0,001659 0,0023226 0
0 0 0 0,016605

6.4.1 Viga laminada simplesmente apoiada sob carga distribuida senoidal

Neste exemplo, considera-se uma viga laminada simplesmente apoiada em uma base

elastica com parametros k,, e k,. A viga encontra-se submetida a uma carga distribuida

senoidal q,(x) = q, sen(mx/1).
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Os resultados numéricos para as deflexdes maximas adimensionalizadas de vigas que
tém empilhamentos simétricos [453];, cross-ply [05/905] e assimétricos [605/305] s@o

apresentados respectivamente nas Tabela 6, Tabela 7 e Tabela 8.

Tabela 6 — Deflexdes maximas adimensionalizadas de acordo com Doeva, Masjedi e Weaver

(2021) de uma viga laminada simétrica simplesmente apoiada sujeita a carregamento
distribuido senoidal.

Parédmetros da Fundagéo Presente Trabalho Dowea, Masjedi, Weaver (2021)

Kw kp ) [0} w (L/2) ) P w (L/2)
0 - 1,5153E-02 6,6537E-02 - 1,0891E-02 | 6,6537E-02
0 50 - 2,1826E-03 1,0292E-02 - 5,1593E-03 | 3,2088E-02
75 - 1,5039E-03 | 7,2298E-03 - 4,0664E-03 | 2,5484E-02
0 - 1,3646E-02 | 5,9935E-02 - 1,0760E-02 | 6,5735E-02
10 50 - 2,1457E-03 | 1,0119E-02 - 5,1290E-03 | 3,1900E-02
75 - 1,4859E-03 | 7,1438E-03 - 4,0474E-03 | 2,5365E-02
0 - 7,1932E-03 | 3,1659E-02 - 9,7048E-03 | 5,9304E-02
100 50 - 1,8621E-03 8,7880E-03 - 4,8715E-03 | 3,0303E-02
75 - 1,3416E-03 6,4534E-03 - 3,8840E-03 | 2,4344E-02

Fonte: Elaboracéo propria (2022).

Tabela 7 — Deflexdes maximas adimensionalizadas de acordo com Doeva, Masjedi e Weaver
(2021) de uma viga laminada cross-ply simplesmente apoiada sujeita a carregamento
distribuido senoidal.

Parametros da Fundacao Presente Trabalho Dowea, Masjedi, Weaver (2021)

Kw kp T o) W (L/2) 0} P w (L/2)
0 9,1453E-01 - 2,1683E-02 | 6,5731E-01 - 2,1683E-02
0 50 1,0292E-01 - 2,9284E-03 | 4,8028E-01 - 1,6080E-02
75 6,8665E-02 - 2,0424E-03 | 4,2234E-01 - 1,4239E-02
0 8,1078E-01 - 1,9236E-02 | 6,5473E-01 - 2,1598E-02
10 50 1,0114E-01 - 2,8783E-03 | 4,7888E-01 - 1,6034E-02
75 6,7826E-02 - 2,0178E-03 | 4,2124E-01 - 1,4202E-02
0 3,9973E-01 - 9,5400E-03 | 6,3243E-01 - 2,0866E-02
100 50 8,7479E-02 - 2,4939E-03 | 4,6663E-01 - 1,5626E-02
75 6,1130E-02 - 1,8207E-03 | 4,1166E-01 - 1,3881E-02

Fonte: Elaboracdo propria (2022).
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Tabela 8 — Deflexdes maximas adimensionalizadas de acordo com Doeva, Masjedi e Weaver
(2021) de uma viga laminada assimétrica simplesmente apoiada sujeita a carregamento
distribuido senoidal.

Paradmetros da Fundacao Presente Trabalho Dowvea, Masjedi, Weaver (2021)

Kw kp u ol W (L/2) U () w (L/2)
0 6,23E-01 | 1,36E-02 4,89E-02 4,48E-01 9,80E-03 4,89E-02
0 50 8,44E-02 | 1,85E-03 7,33E-03 2,46E-01 5,38E-03 2,73E-02
75 5,76E-02 | 1,26E-03 5,14E-03 2,00E-01 4,38E-03 2,24E-02
0 559E-01 | 1,22E-02 4,39E-02 4,44E-01 9,72E-03 4,84E-02
10 50 8,30E-02 | 1,82E-03 7,20E-03 2,45E-01 5,36E-03 2,72E-02
75 5,69E-02 | 1,25E-03 5,08E-03 1,99E-01 4,36E-03 2,23E-02
0 2,90E-01 | 6,35E-03 2,50E-02 4,11E-01 9,00E-03 4,49E-02
100 50 7,19E-02 | 1,58E-03 6,25E-03 2,34E-01 5,13E-03 2,60E-02
75 5,14E-02 | 1,13E-03 4,58E-03 1,92E-01 4,20E-03 2,15E-02

Fonte: Elaboracéo propria (2022).

Observa-se que os resultados obtidos neste trabalho sdo diferentes dos disponibilizados
por Dovea, Masjedi e Weaver (2021), exceto para w quando k,, = k, = 0. Contudo, fora
verificado que a solucdo desenvolvida neste trabalho satisfaz as equacbes governantes e as
condicdes de contorno, o que justifica ser solucdo do problema (ver Apéndice D). Portanto, é
de se imaginar que os resultados dos autores ndo estdo de acordo com a adimensionalizagéo
indicada por eles.

Para evitar situacGes com singularidades quando a adimensionalizacdo é dividida pelo

q,, propde-se outra forma de adimensionalizar estas deflexdes. Sejam:

u(x) = u(x)/qo (6.10)
P(x) = p(x)/q0 (6.11)
w(x) = w(x)/qq (6.12)

Assim, obtém-se como resultados das deflexdes da viga simplesmente apoiada para cada
arranjo de empilhamento das laminas os valores apresentados nas Tabela 9, Tabela 10 e Tabela
11.
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Tabela 9 — Deflexdes maximas adimensionalizadas corrigidas de uma viga laminada
simétrica simplesmente apoiada sujeita a carregamento distribuido senoidal.

Parametros da Fundacéo Presente Trabalho

kw kp T [0} W (L/2)
0 - 1,3737E-03 4,4370E-04
0 50 - 1,9787E-04 6,8629E-05
75 - 1,3634E-04 | 4,8211E-05
0 - 1,2371E-03 | 3,9967E-04
10 50 - 1,9452E-04 6,7475E-05
75 - 1,3471E-04 4,7638E-05
0 - 6,5211E-04 2,1111E-04
100 50 - 1,6881E-04 | 5,8602E-05
75 - 1,2163E-04 | 4,3034E-05

Fonte: Elaboracéo propria (2022).

Tabela 10 — Deflex6es maximas adimensionalizadas corrigidas de uma viga laminada cross-
ply simplesmente apoiada sujeita a carregamento distribuido senoidal.

Parametros da Fundagéo Presente Trabalho

kw kp U [} w (L/2)
0 2,9946E-07 - 1,4459E-04
0 50 3,3701E-08 - 1,9528E-05
75 2,2484E-08 - 1,3619E-05
0 2,6549E-07 - 1,2827E-04
10 50 3,3118E-08 - 1,9193E-05
75 2,2210E-08 - 1,3455E-05
0 1,3089E-07 - 6,3617E-05
100 50 2,8645E-08 - 1,6631E-05
75 2,0017E-08 - 1,2141E-05

Fonte: Elaboracéo propria (2022).

Tabela 11 — Deflex6es maximas adimensionalizadas corrigidas de uma viga laminada
assimétrica simplesmente apoiada sujeita a carregamento distribuido senoidal.

Parametros da Fundagao Presente Trabalho

kw kp T ) w (L/2)
0 2,04E-07 | 1,24E-03 3,26E-04
0 50 2,76E-08 | 1,68E-04 4,89E-05
75 1,89E-08 | 1,14E-04 3,43E-05
0 1,83E-07 | 1,11E-03 2,93E-04
10 50 2,72E-08 | 1,65E-04 4,80E-05
75 1,86E-08 | 1,13E-04 3,38E-05
0 1,40E-07 | 5,76E-04 1,52E-04
100 50 2,36E-08 | 1,43E-04 4,17E-05
75 1,68E-08 | 1,02E-04 3,06E-05

Fonte: Elaborac@o propria (2022).
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Quanto a distribuicdo da orientacdo das laminas, é possivel notar que as deflexdes
transversais w(x) foram maiores para a viga de distribuigdo cross-ply do que para a de
distribuicdo assimétrica; tendo ambas deflex6es menores que as de empilhamentos simétricos.
E possivel visualizar isto ao comparar os valores resultantes de cada tipo de viga para uma
mesma configuracdo de fundacéo.

Quanto ao deslocamento axial u(x), percebe-se que a configuracdo de laminas
simétricas € a unica que impede o deslocamento. Entre a cross-ply e a assimétrica, a segunda
fornece maior resisténcia a este deslocamento. Em contrapartida, a cross-ply impede totalmente
a rotacdo ¢(x). Entre a simétrica e assimétrica, a segunda é a que produz maior resisténcia a
torcao.

Além disso, € possivel pontuar mais uma vez que os deslocamentos sofrem maiores
alteracdes a partir das variagdes na fundacdo Pasternak do que na fundagcdo Winkler. Esta
conclusdo pode ser confirmada através da Figura 25 a Figura 33, que apresentam as deflexdes
da viga laminada anisotropica assimétrica para diferentes valores de parametros elasticos de

fundacao.

Figura 25 — Deslocamento w(x) de uma viga laminada assimétrica simplesmente apoiada em
fundacdo com k,, = 0 sob carga distribuida senoidal.
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Fonte: Elaborac@o propria (2022).
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Figura 26 — Deslocamento #%(x) de uma viga laminada assimétrica simplesmente apoiada em
fundacdo com k,, = 0 sob carga distribuida senoidal.
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Fonte: Elaboracdo propria (2022).

Figura 27 — Rotacdo ¢(x) de uma viga laminada assimétrica simplesmente apoiada em
fundacdo com k,, = 0 sob carga distribuida senoidal.
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Fonte: Elaboracdo propria (2022).
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Figura 28 — Deslocamento w(x) de uma viga laminada assimétrica simplesmente apoiada em
fundagdo com k,, = 10 sob carga distribuida senoidal.
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Fonte: Elaboragéo propria (2022).
Figura 29 — Deslocamento #(x) de uma viga laminada assimétrica simplesmente apoiada em
fundacao com k,, = 10 sob carga distribuida senoidal.
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Fonte: Elaboracdo propria (2022).
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Figura 30 — Rotacdo @ (x) de uma viga laminada assimétrica simplesmente apoiada em
fundacdo com k,, = 10 sob carga distribuida senoidal.
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Fonte: Elaboracdo propria (2022).

Figura 31 — Deslocamento w(x) de uma viga laminada assimétrica simplesmente apoiada em
fundacdo com k,, = 100 sob carga distribuida senoidal.
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Figura 32 — Deslocamento #%(x) de uma viga laminada assimétrica simplesmente apoiada em
fundagdo com k,, = 100 sob carga distribuida senoidal.
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Fonte: Elaboracdo propria (2022).

Figura 33 — Rotacdo ¢ (x) de uma viga laminada assimétrica simplesmente apoiada em
fundacao com k,, = 100 sob carga distribuida senoidal.
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Fonte: Elaboracdo propria (2022).

6.4.2 Viga laminada biengastada sob carga uniformemente distribuida

Neste exemplo, considera-se uma viga laminada biengastada em uma fundacdo de
parametros k,, e k,, sujeita a uma carga uniformemente distribuida q,(x) = q,. As Tabela 12,
Tabela 13 e Tabela 14 apresentam respectivamente os resultados numéricos para as deflexdes
maximas adimensionalizadas da viga com sequéncias de empilhamento simétrico [455], Cross-
ply [03/904] e assimétrico [605/305] .
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Tabela 12 — Deflexfes méximas adimensionalizadas de acordo com Doeva, Masjedi e
Weaver (2021) de uma viga laminada simétrica biengastada sujeita a carregamento
uniformemente distribuido.

Parédmetros da Fundagéo

Presente Trabalho

Dowea, Masjedi, Weawer (2021)

kw kp T [0} w (L/2) T 0] W (L/2)
0 - 1,2863E-02 | 2,1576E-02 - 1,2863E-02 | 2,1576E-02
0 50 - 4,7188E-03 | 7,9927E-03 - 9,6167E-03 | 1,6112E-02
75 - 3,7428E-03 | 6,1094E-03 - 8,5519E-03 | 1,4310E-02
0 - 1,1285E-02 | 2,0989E-02 - 1,2823E-02 | 2,1510E-02
10 50 - 4,9137E-03 | 7,9084E-03 - 9,5945E-03 | 1,6075E-02
75 - 3,7135E-03 | 6,0597E-03 - 8,5343E-03 | 1,4281E-02
0 - 1,0026E-02 | 1,6850E-02 - 1,2477E-02 | 2,0928E-02
100 50 - 4,3534E-03 | 7,2221E-03 - 9,3992E-03 | 1,5745E-02
75 - 3,4692E-03 | 5,6456E-03 - 8,3796E-03 | 1,4019E-02

Fonte: Elaboracéo propria (2022).

Tabela 13 — Deflex6es méximas adimensionalizadas de acordo com Doeva, Masjedi e
Weaver (2021) de uma viga laminada cross-ply biengastada sujeita a carregamento
uniformemente distribuido.

Parédmetros da Fundacéo Presente Trabalho Dowea, Masjedi, Weaver (2021)

kw kp u (0] w (L/2) U () W (L/2)
0 7,7630E-01 - 9,7620E-03 | 7,7630E-01 - 9,7620E-03
0 50 2,0318E-01 - 2,6087E-03 | 6,7304E-01 - 8,4611E-03
75 1,5992E-01 - 1,9233E-03 | 6,3129E-01 - 7,9338E-03
0 7,4258E-01 - 9,3369E-03 | 7,7524E-01 - 9,7484E-03
10 50 2,1115E-01 - 2,5762E-03 | 6,7223E-01 - 8,4508E-03
75 1,5852E-01 - 1,9055E-03 | 6,3058E-01 - 7,9247E-03
0 5,3327E-01 - 6,6983E-03 | 7,6562E-01 - 9,6271E-03
100 50 1,9062E-01 - 2,3159E-03 | 6,6497E-01 - 8,3592E-03
75 1,4695E-01 - 1,7583E-03 | 6,2419E-01 - 7,8440E-03

Fonte: Elaboracéo propria (2022).

Tabela 14 — Deflexf6es méximas adimensionalizadas de acordo com Doeva, Masjedi e
Weaver (2021) de uma viga laminada assimétrica biengastada sujeita a carregamento
uniformemente distribuido.

Parametros da Fundacao

Presente Trabalho

Dowea, Masjedi, Weaver (2021)

kw kp u ) w (L/2) u P w (L/2)
0 5,2864E-01|1,1579E-02| 1,7383E-02 | 5,2865E-01 | 1,1579E-02 | 1,7383E-02
0 50 1,7816E-01 |3,9022E-03| 5,9295E-03 | 4,1547E-01 | 9,0998E-03 | 1,3651E-02
75 1,3338E-01(2,9214E-03| 4,4851E-03 | 3,7568E-01 | 8,2283E-03 | 1,2333E-02
0 5,1236E-01|1,1222E-02| 1,6846E-02 | 5,2734E-01 | 1,1550E-02 | 1,7340E-02
10 50 1,7618E-01 |3,8589E-03| 5,8638E-03 | 4,1465E-01 | 9,0820E-03 | 1,3624E-02
75 1,3223E-01|2,8978E-03| 4,4471E-03 | 3,7501E-01 | 8,2137E-03 | 1,2311E-02
0 4,0092E-01|8,7811E-03| 1,3173E-02 | 5,1581E-01 | 1,1298E-02 | 1,6960E-02
100 50 1,6013E-01 |3,5072E-03| 5,3315E-03 | 4,0748E-01 | 8,9249E-03 | 1,3387E-02
75 1,2280E-01 |2,6897E-03| 4,1320E-03 | 3,6914E-01 | 8,0850E-03 | 1,2116E-02

Fonte: Elaboragdo propria (2022).
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De maneira similar ao exemplo anterior, percebe-se que os resultados obtidos neste
trabalho s&o diferentes dos disponibilizados por Dovea, Masjedi e Weaver (2021), exceto para
quando k,, = k,, = 0. Contudo, novamente fora verificado que a solugdo desenvolvida neste
trabalho satisfaz as equacOes governantes e as condi¢des de contorno, indicando que a
proposicdo é solucdo do problema (ver Apéndice E). Portanto, conclui-se que os resultados dos
autores ndo estdo de acordo com a adimensionalizacédo indicada por eles, visto que ndo sao a
solucgéo do problema.

Novamente, propOe-se outra forma de adimensionalizar estas deflexdes, conforme
Equacdes (6.10) — (6.12).

Assim, como resultados das deflexdes da viga biengastada para cada arranjo de
empilhamento das laminas, obtém-se os valores apresentados na Tabela 15, Tabela 16 e Tabela
17.

Tabela 15 — Deflex6es méximas adimensionalizadas corrigidas de uma viga laminada
simétrica biengastada sujeita a carregamento distribuido uniforme.

Parametros da Fundagéo Presente Trabalho

kw kp u K0} w (L/2)
0 1,6491E-03 | 1,4388E-04
0 50 6,0499E-04 | 5,3298E-05
75 4,7986E-04 4,0740E-05
0 1,5536E-03 | 1,3996E-04
10 50 6,1464E-04 5,2737E-05
75 4,7610E-04 4,0408E-05
0 1,2855E-03 | 1,1236E-04
100 50 5,5814E-04 4,8160E-05
75 4,4478E-04 3,7647E-05

Fonte: Elaboragao propria (2022).
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Tabela 16 — Deflexdes méximas adimensionalizadas corrigidas de uma viga laminada cross-
ply biengastada sujeita a carregamento distribuido uniforme.

Parametros da Fundagéo Presente Trabalho

kw kp u [0} w (L/2)
0 3,5949E-07 - 6,5097E-05
0 50 9,4087E-08 - 1,7396E-05
75 7,4058E-08 - 1,2826E-05
0 3,4388E-07 - 6,2262E-05
10 50 9,7781E-08 - 1,7179E-05
75 7,3408E-08 - 1,2707E-05
0 2,4695E-07 - 4,4667E-05
100 50 8,8272E-08 - 1,5443E-05
75 6,8049E-08 - 1,1725E-05

Fonte: Elaboragao propria (2022).

Tabela 17 — Deflex6es maximas adimensionalizadas corrigidas de uma viga laminada
assimétrica biengastada sujeita a carregamento distribuido uniforme.

Parametros da Fundacgéo Presente Trabalho

kw kp u [} w (L/2)
0 2,4480E-07|1,4845E-03| 1,1592E-04

0 50 8,2504E-08|5,0030E-04| 3,9540E-05
75 6,1767E-08|3,7455E-04| 2,9908E-05
0 2,3726E-07|1,4388E-03| 1,1234E-04

10 50 8,1587E-08|4,9474E-04| 3,9102E-05
75 6,1232E-08|3,7152E-04| 2,9655E-05
0 1,8566E-07|1,1258E-03| 8,7841E-05

100 50 7,4152E-08|4,4965E-04| 3,5552E-05
75 5,6868E-08 | 3,4484E-04| 2,7553E-05

Fonte: Elaboragéo propria (2022).

Como no exemplo anterior, é possivel notar que as deflex@es transversais w(x) foram
maiores para a viga de distribuicdo cross-ply do que para a de distribuicdo assimétrica; tendo
ambas deflexdes menores que as de empilhamentos simétricos. E possivel visualizar isto ao
comparar os valores resultantes de cada tipo de viga para uma mesma configuracdo de
fundacao.

Quanto ao deslocamento axial u(x), percebe-se novamente que a configuracdo de
laminas simétricas é a Unica que impede o deslocamento; e que a assimeétrica fornece maior
resisténcia a este deslocamento do que a cross-ply. Em contrapartida, a cross-ply impede
totalmente a rotagdo ¢(x). Entre a simétrica e assimétrica, a segunda é a que produz maior

resisténcia a torcao.
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Novamente, é perceptivel que os deslocamentos diminuem a medida que os valores dos
parametros de fundacdo aumentam. Isto pode ser visualizado através da Figura 34 a Figura 42,
que apresentam os deslocamentos da viga laminada assimétrica para diferentes valores de

parametros elasticos de fundacéo.

Figura 34 — Deslocamento w(x) de uma viga laminada assimétrica biengastada em fundagéo
com k,, = 0 sob carga distribuida uniforme.
W(X) kw =0
0,00014
0,00012
0,0001
0,00008
0,00006
0,00004
0,00002

0

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
x/L

—8—kp=0 kp=50 kp=75

Fonte: Elaboragdo propria (2022).

Figura 35 — Deslocamento #(x) de uma viga laminada assimétrica biengastada em fundacao
com k,, = 0 sob carga distribuida uniforme.

ufx) kw=20
4,00E-07
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0 0,2 0,4 ; o8 1
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Fonte: Elaboragéo propria (2022).
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Figura 36 — Rotacdo ¢(x) de uma viga laminada assimétrica biengastada em fundacao com
k,, = 0 sob carga distribuida uniforme.
oix) kw=0

2,00E-03
1,00E-03 /\
A
0,00E+00 - - = =
0N o 0,6 0,8 1
-1,00E-03

-2,00E-03
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—e—kp=0 —@—kp=50 kp=75

Fonte: Elaboragéo propria (2022).

Figura 37 — Deslocamento w(x) de uma viga laminada assimétrica biengastada em fundagao
com k,, = 10 sob carga distribuida uniforme.
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Fonte: Elaboragdo propria (2022).

Figura 38 — Deslocamento % (x) de uma viga laminada assimétrica biengastada em fundacao
com k,, = 10 sob carga distribuida uniforme.
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Fonte: Elaboragéo propria (2022).
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Figura 39 — Rotacdo ¢(x) de uma viga laminada assimétrica biengastada em fundacao com
k,, = 10 sob carga distribuida uniforme.
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Fonte: Elaboragéo propria (2022).

Figura 40 — Deslocamento W_(x) de uma viga laminada assimétrica biengastada em fundacéo
com k,, = 100 sob carga distribuida uniforme.
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Fonte: Elaboragdo propria (2022).

Figura 41 — Deslocamento %(x) de uma viga laminada assimétrica biengastada em fundacao
com k,, = 100 sob carga distribuida uniforme.
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Fonte: Elaboragdo propria (2022).
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Figura 42 — Rotacdo ¢(x) de uma viga laminada assimétrica biengastada em fundacao com

k,, = 100 sob carga distribuida uniforme.
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Fonte: Elaboragéo propria (2022).

6.5 Viga funcionalmente graduada simplesmente apoiada sob

uniformemente distribuida

carga

Simsek (2009) apresenta como um dos seus exemplos numeéricos a deflexdo maxima

sofrida por uma viga funcionalmente graduada simplesmente apoiada sob carregamento

uniforme g, = g sem base elastica.

A viga é composta por aluminio (Al; E; = 70 GPa,v, = 0,3) e zirconio (Zr0,; E, =

200 GPa, v, = 0,3) e as propriedades mudam continuamente na direcdo da espessura de acordo

com a Lei de Poténcia. A superficie inferior da viga é de zirconio puro, enquanto a superficie

superior da viga é de aluminio puro. Quanto a geometria, a largura e a espessura da viga sdo

mantidas constantes como b = 0,1 m e h = 0,1 m, respectivamente. O comprimento da viga é

considerado [ = 1,6 m.

O autor normalizou a deflexdo da seguinte maneira:

384 E,I,

v_v(x) = W(x) W

(6.13)

Diante dos resultados de Simsek (2009) foi possivel comparar os valores de deflexao

méaxima da viga para diferentes valores do expoente K da Lei da Poténcia, previamente expressa

nas Equacdes (4.3) e (4.4). Na Tabela 18 € apresentada a deflexdo méxima para uma viga com

relacdo [/h = 16 (esbelta) & medida que varia o indice de gradagéo K.
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Tabela 18 — Deflexdo maxima para viga funcionalmente graduada simplesmente apoiada sob
carregamento uniforme.

L/h = 16 ';:gz;r:s Simsek (2009)
K Euler-Bernoulli TBT HOSDT
0 1,00000 1,00812 1,00975
0,2 0,72963 0,75595 0,75737
0,5 0,60032 0,63953 0,64065
1 0,52720 0,56615 0,56699
2 0,47909 0,50718 0,50780
5 0,43201 0,44391 0,44442

Fonte: Elaboragdo propria (2022).

Destaca-se que as teorias de viga utilizadas na analise dos deslocamentos por Simsek
(2009) foram a Teoria de Viga de Timoshenko (TBT) e a Teoria da Deformacgédo por
Cisalhamento de Ordem Superior (HOSDT). Apesar dos resultados encontrados neste trabalho
serem proximos aos apresentados por Simsek (2009), existem pequenas diferencas
consequentes da deformacéo por cisalhamento ndo considerada pela teoria classica. Portanto,
era esperado que as deflexdes calculadas a partir da Teoria de Euler-Bernoulli realmente fossem
menores que as geradas pela TBT e HOSDT.

Apesar de ndo ser uma consideracdo de Simsek (2009), foi realizada a analise da flexdo
sofrida por esta mesma viga quando apoiada em uma fundacéo elastica. Para esta analise, fixou-
se 0 expoente da Lei de Poténcia em K = 0,2. Assim, para diferentes combinacfes dos

parametros k,, e k,, obteve-se as deflexdes maximas. Os resultados estdo expostos na Tabela

19.

Tabela 19 — Deflexdo maxima para viga FGM simplesmente apoiada em base elastica sob
carregamento uniforme.

Parametros da Fundacéo Defl gxéo
Maxima

kw kp w (L/2)
0 0,72963
0 10 0,36009
25 0,20414
0 0,66104
10 10 0,34244
25 0,19831
0 0,35743
100 10 0,23738
25 0,15764

Fonte: Elaboragéo propria (2022).
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Ao analisar os dados apresentados na Tabela 19, como j& esperado, conclui-se

novamente gque ambos os parametros k,, e E contribuem significativamente na diminuicéo do
deslocamento. Com relagio ao caso em que n&o ha base elastica (k,, = 0 e k_p = 0), houve uma
reducio do deslocamento de aproximadamente 50,6% para k,, = 0 e E = 10 e uma reducéo
de 9,4% para o caso em que k,, = 10 e E = 0. Portanto, pode-se considerar que o parametro

k,, tem uma influéncia maior na resisténcia a flexao que o k,,.

7 CONCLUSOES

Este trabalho se propbs a desenvolver solugbes analiticas para estrutura de vigas
constituida por materiais compositos laminados anisotropicos e materiais funcionalmente
graduado, quando apoiada ou ndo em base elastica Winkler-Pasternak. As equacdes que
descrevem o problema e as condi¢des de contorno foram derivadas usando o principio do
trabalho virtual sob os pressupostos da teoria de vigas de Euler-Bernoulli. A solucgéo do sistema
de equac0es foi realizada através de técnicas de integracoes diretas e do método de variacdo de
parametros.

A fim de validar a metodologia desenvolvida, foram analisados 0s seguintes casos: viga
isotropica simplesmente apoiada sob carga uniformemente distribuida; viga isotrépica
biengastada sob carga uniformemente distribuida; viga isotropica em balanco sob carga pontual
na borda livre; viga laminada anisotrépica simplesmente apoiada sob carregamento senoidal
para diferentes arranjos de empilhamento; viga laminada anisotrépica biengastada sob
carregamento uniformemente distribuido para diferentes arranjos de empilhamento; viga
funcionalmente graduada simplesmente apoiada sob carga uniformemente distribuida. Assim,
os resultados encontrados foram comparados com outros presentes na literatura quando
existentes.

Analisando numericamente os resultados das deflexGes méximas obtidas, verificou-se
que com o aumento dos valores de rigidez de fundacdo, os deslocamentos de flexdo diminuem.
Além disso, pode-se concluir que o efeito do parametro de rigidez de Pasternak (k,) no
deslocamento é maior que o parametro de rigidez de Winkler (k,,).

Para os exemplos analisados de vigas laminadas com diferentes empilhamentos, foi
possivel notar que as deflexdes transversais w(x) foram maiores para a viga de distribuicdo
cross-ply do que para a de distribuicdo assimétrica, tendo ambas deflexdes menores que as de

empilhamentos simétricos. Percebeu-se que a configuracdo de laminas simétricas é a Gnica que
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impede o deslocamento axial u(x), e que a assimétrica fornece maior resisténcia a este
deslocamento do que a cross-ply. Em contrapartida, a cross-ply impede totalmente a rotagéo

@(x), e a simétrica produz maior resisténcia a tor¢do que a assimétrica.
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APENDICE A - MATRIZ DE RIGIDEZ §

Este apéndice apresenta a matriz de rigidez S para vigas isotropicas, compositas

laminadas anisotropicas e funcionalmente graduadas.

1) Coeficientes de rigidez para vigas isotrdpicas
Nos materiais isotropicos, 0s modulos de elasticidade E;, E, e E5 Sdo iguais entre si nas
direcdes 1, 2 e 3. Os coeficientes de Poisson v;; e os mddulos de cisalhamento G3, G3; € Gy

também sdo iguais em todas as dire¢bes. Logo, a partir de Jones (1999), tem-se que:

E
=—— AA.l

Qss = Qs = G (AA.2)

Ao assumir que o efeito Poisson é pequeno, pode-se considerar que v = 0. Desta forma,

tem-se que a relacao tensdo-deformacdo para a viga isotrépica de apenas uma camada é:

Oy Q11 0 0 Ex
[axy] = [ 0 Qe O ] [ny] (AA.3)
0 0 Qss5) LVzx

O-Z X

Onde:
Ox = Q11&x = E&x
Oxy = Q66ny = Gny

Ozx = Qs5Vzx = GV

Logo, tem-se que os coeficientes de rigidez que comp®6e a matriz S para o caso de viga

isotrdpica sdo:
A

h

E— (AA4.c)

h
2

2
SEF:fAEZdA: EyZ?
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b

Sp= —[,EydA=-Ez2]’, =0 (AA4.d)
2
Sey=G([, y*dA+ [, z>dA) =G(I, +1,) = G] (AA.4e)
Spr =0 (AA.4)
Sy =0 (AA4.9)
SEIy = Ef Zz dA = Ely (AA4h)
A
2 E 2 B
Sm=—[,Ezydd= -EZ|", =", =0 (AA.4T)
2 2
SEIZ = EfA y2 dA = EIZ (AA4J)

Ou seja, para vigas isotropicas, a matriz de rigidez S é reduzida a

EA 0 0

0
0 G 0 0
0 (AA.5)

Onde EA € arigidez extensional, G/ é a rigidez de tor¢éo, E1,, € a rigidez de flexdo fora

do plano e EI, € arigidez de flexdo no plano.

2) Coeficientes de rigidez para vigas compositas laminadas
Por sua vez, os coeficientes de rigidez das vigas laminadas de maltiplas camadas passam
a ter dependéncia em z, devido a possibilidade de diferentes arranjos das laminas. Isto €, estes
coeficientes se tornam dependentes da rotacdo 6 em relacdo as direcdes principais de cada
camada.

E possivel visualizar as camadas da viga laminada na Figura AA.1.
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Figura AA.1 — Geometria da viga laminada.
4

N? camada
N
h/2 (k+1)? camada zZ™
k@ camada
42 camada h® 28 "
% Z(Z)
32 camada h® J 2"
h/2 ?‘ N Fal
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12 camada ha)
’\
o
-

Fonte: Elaboragdo propria (2022).

Sendo N o nimero de camadas, é possivel escrever as seguintes ordenadas:

270 — _g (AA.6.8)
® h D
7@ =, L p@ (AA.6.c)
20 = Z(k=1) 4 p) k=1,23,.. N (AA.6.d)
h
7N = 3 (AA.6.e)

De acordo com Jones (1999), a Teoria Classica de Laminacdo imple suposicdes
simplificadoras eficazes e razoavelmente precisas que permitem reduzir um complicado
problema de elasticidade tridimensional a um problema bidimensional. A partir dela, tem-se
que as parcela que compde a rigidez extensional, a rigidez ao acoplamento flex&o-extenséo e a

rigidez a flexdo de materiais compositos laminados sdo respectivamente:

Aij = Z(Qij)k(zk — Zg—1) (AA.T)

k=1
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N
By = %Z(Qij)k(zﬁ — Zi_1) (AA.8)
1 k];l
by = gZ(éij)k(Zi — Zji_1) (AA.9)
k=1
Sendo:
Q11 = Q11c05%0 + 2(Qq + 2Q¢¢)sen?0cos?0 + Q,,sen*d (AA.10)
Q12 = (Q11 + Q35 — 4Qgg)sen?0cos?0 + Q,,(sen*B+cos*0) (AA.11)
Q,2 = Qq15en*(0) + 2(Q12 + 2Q46) cos?(0) sen? + Q,, cos*(6) (AA.12)
Q16 = (Q11 — Q12 — 2Qg6)sen 8c0s36 + (Q12 — Q22 + 2Q46)sen®0 cosb (AA.13)
026 = (Q12 — Qp + 2Qc¢)sen(8) cos®(0) + (Q15 — Qs (AA.14)
+ 2Qg¢)sen3(8)cos()
Q6 = (Q11 + Q22 — 2Q1, — 2Q46)sen?0c0520 + Qg6 (sen*O+cos*0) (AA.15)

Onde 6 ¢ o angulo do eixo x ao eixo 1.
A partir de Yu e Hodges (2008), obtém-se que as componentes da matriz de rigidez S

de uma viga compésita laminada sdo dadas por:

EZ
e 12
SEA = b< 11 - __> (AA16)
D22
_ D3
22
_ D?
Sg1, = b( - _—12> (AA.18)
22
— Z JEA AA.19
Bl = T ( )
_ B,D
Spr = —2b (Bl6 - 15 26) (AA.20)
22
_ B,,D.
Sgp=b <311 -2 12) (AA.21)
22
_ D;,D
Spr = —2b <D16 - 152 26) (AA.22)
22

SEL = SLT = SFL =0 (AA23)
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Onde:
_ A% A,y — 24154145 + A% A
Ay = Ay + 16422 - 1i ;6 1:6 12466 (AA.24)
26 22466
- A12A66B12 + A16A22B16 — Azs(A16B12 + A12B16)
Bi1 =By + 12— AA (AA.25)
26 22466
— A12A66B22 + A16A22Brg — Azs(A16B22 + A12B26)
Bi; = B1p + 12— A.A (AA.26)
26 22466
_ A12A66B26 + A16A22B66 — Az6(A16B2g + A12B66)
Big = B1s t+ 12— AA (AA.27)
26 ~ 4122466
_ A..B% —2A,.B,,B,. + A,,B?
Dy, = Dys + 66012 — Zj A12 1;6 22576 (AA.28)
26 22466
= AgeB12B22 + Az B16B26 — Az6(B16B22 + B12B26)
Dy, = Dyp + T — A4 (AA.29)
26 22466
_ A..B%, —2A,.B>,B, + A,,B?
D,, =Dy, + 66022 26D22D26 22D7%6 (AA30)

A%s - A22A66
_ AceBioByc + Ao B1cBee — Ay (B1cB>c + B1-B
Dy, = Dy + 66812826 22 1; 66 26(B16B26 12Be6) (AA.31)
Azs - A22A66
AgeB22B26 + A22Br6Be — Az6(B3e + B22Bes)
A%6 - A22A66
AgeB3s — 24,56B26Bgs + Az2BEs
A% — AgpAgs

526 = D26 + (AA32)

566 == D66 + (AA33)

Resumidamente, a matriz de rigidez S para vigas compdsitas laminadas tem a forma:

O O O SEI |

Onde Sk, € a rigidez extensional, Sg; € a rigidez de torgéo, SkL, é a rigidez de flexdo
fora do plano, Sg,, € a rigidez de flexdo no plano, Sgr € 0 acoplamento entre flexdo fora do

plano e deslocamento axial, Sgr é 0 acoplamento entre deslocamento axial e tor¢do e Sp € 0

acoplamento entre flex&o fora do plano e torcéo.
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3) Coeficientes de rigidez para vigas funcionalmente graduadas
Quando a viga é composta de um material funcionalmente graduado, tem-se que 0s
coeficientes de rigidez efetivos variam de acordo com a Lei de Poténcia, conforme Equacdes
(4.3) e (4.4). Neste caso, os coeficientes de rigidez também sdo funcbes dependentes da variavel

z. Portanto, tem-se que:

E .
011(2) = Quu(2) = % (AA.35)
_V@E@) (AA.36)
Q12(z) = T(Z)Z
Qs5(z) = Qe6(z) = G(2) (AA.37)

Visto que ndo héa rotacdo em relacdo as diregcdes principais, tem-se que:

E(Z) = 011(2) (AA.38)
Q12(2) = Q12(2) (AA.39)
Q22(2) = Q22(2) (AA.40)
Q=0 (AA.41)
Q26 =0 (AA.42)
Qo6 =0 (AA.43)

Ao aplicar a Teoria Classica de Laminacdo, obtém-se que:

Aij = Qij(z1 — 2p) (AA.44)
1_ AA.45

Bij :EQij(le_Zg) ( )
(AA.46)

1_
Dy; = §Qij(213 —73)

A partir disto, calcula-se as componentes da matriz de rigidez S para viga
funcionalmente graduada da mesma forma como para viga compdsita laminada, conforme
indicado por Doeva (2021), de acordo com as Equactes (AA.16) — (AA.23).

Para este caso, devido a nulicidade dos termos Q;, Q¢ € Qgs, @ Matriz de rigidez S

tem a forma:
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[SEA O SEF 0 —|
0 S
S =| a0 0 (AA.47)
l Segr 0 SE’y 0 J
0 0 0 Sy

Onde Sk, € a rigidez extensional, S, € a rigidez de torcéo, SkL, é a rigidez de flexao
fora do plano, Sg,, € a rigidez de flexdo no plano e Sgr € 0 acoplamento entre flexao fora do

plano e deslocamento axial.



86

APENDICE B - OBTENCAO DO SISTEMA DE EQUACOES QUE DESCREVEM O
PROBLEMA

Reddy (2002) demonstra que é possivel solucionar a Equacdo (4.25), derivada do

Principio dos Trabalhos Virtuais, realizando a integracéo por partes. Desta forma, obtém-se:

l d ' r 17 " d !
fo {[_E(SEAu + Sgr ¢ — Sgpw" + Sg, V") — qx] du + [_E(SETu +
! 144 143 d 1A ! 144
Sy @ —Sprw' +Spv )_q¢]5fp+[_a(_SEFu — Ser @ +SEIyW -
14 ! ! d ! ! 144 rn !
SFLU )+ ka](SW + I:_E(SELu +SLT()0 _SFLW +SEIZv )]617 +
; (AB.1)
(ky w—q,)0w — quU} dx + [(Sgau' + Sgr @' — Sgp W' + Sg, v'")ouly +
1A 1A 143 rn l 1A 1A 144
[(SET u +S¢; 0 —Sprw’' +Spv )&P]o + [(_SEF U = Spr @+ Sp, W —
SFL U”) (SW’:l + [(SEL ul + SLT gDI - SFL W” + SEIZ 17” )517']

l l
0 0

Repetindo o processo de integracdo por partes para os termos da integral que contém

ow' e év’, obtém-se:

! d ! ! " 7 d ,
fO {[_E(SEAu +Ser ¢ —Sgp W + SpL v )_qx] 5u+[_E(SETU +

Sey @' = Serw" + S1r V") — gy ] 5 + {—:_x [_;_x(_SEF u' = Spr @' +

Ser, W' = Spy v”) - :—x(kpw’)] +ky, w— qz} Sw + {—;—x[—%(SEL u' +
Sir @ —SpLw" + Sgp, V' )] —qy }617} dx + [(Sgau' + Sgr @' —Sgrw"' +
SgL v")6uly + [(Ser v’ + Sg; @' — Ser w" + Sip v”)&p]; + [(—SEF u — (AB.2)
Ser @' + Sgr, W' — Sg, v") 6w’]; + [ (Ser w” + Ser @ = Spr, W + Sp v +
ka')5W]: + [(SEL u + S @' —Sp,w" + Sy, V" )(Sv’]:) + [(—SEL u" —

n nr r l
Sur @ +SpLw = Sg, v )577]0

De acordo com Reddy (2002), é possivel obter o minimizador de um funcional a partir
das equaces de Euler, conforme detalhado no ANEXO C — CALCULO VARIACIONAL
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(REDDY, 2002). Estas correspondem ao sistema de equag6es que descrevem o problema. Logo,
ao recolher os coeficientes du, ¢, dw e §v, tem-se que:

—Sgat”" — Spr@” + Sgpw"" = Sp v —qx =0 (AB.3)

_SETu'” - SG](p” + SFTW”’ - SLTU'” - q(P == 0 (AB4)

_SEFu”’ _ SFT(p,” + SElyW(IV) _ SFL-U(IV) + kWW —_ ka” —-q, = 0 (ABS)
SELu”, + SLT(p”, _ SFLW(IV) + SEIZ.U(IV) _ qy =0 (AB6)

As condic¢des de contorno, em x = 0 e em x = [, sdo dadas por:

u=0 ou  Sgau +Sgr @' —Spgpw"’ +Sg v = fi (AB.7)
=0 ou Seru' +Sgy @' — Spr w" + Sip v =m, (AB.8)
w=0 ou —Sgr ' — Spr @' + SE,y w' = Sp,v" = -m, (AB.9)
v"=0 ou Seru' +Sir @' —SpLw" + Sgy, v =m, (AB.10)
W=0 oU  Sgru+Spr " —Sp, W+ S v" +kw =, (AB.11)

V= 0 ou _SEL u” - SLT (p” + SFL W”, - SEIZ U’” = fy (ABlZ)
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APENDICE C - COMPROVACAO DE QUE A SOLUCAO ENCONTRADA PARA
CADA CASO DE COMBINACAO DE PARAMETROS SATISFAZ O RESPECTIVO
SISTEMA NAO HOMOGENEO

Este apéndice apresenta a comprovacgéo de que as solucfes encontradas para cada caso
de combinacgéo de parametros satisfazem os sistemas ndo homogéneos correspondentes. Para

isto, foi utilizado o software Wolfram Mathematica 11.0.

Da Equacéo (5.9), tem-se que a expressdo abaixo precisa ser obedecida.

X'—MX—-f=0 (AC.1)

a) ky,=0ek,=0:

Figura C.1 - Comprovagdo de que a solugdo encontrada para k,, = 0 e k,, = 0 satisfaz o
sistema de equacdes que descrevem o problema.

MatrixForm [f =

[N~

m[x]
n[x]

l|:E»C1anE»C3>t:m3C5>t:=o»C]')f.’lA)f.’jm[x]-l:l])(-3)(‘J~>(m[>(]-|j]><an3)t:J~>(=m[>(]d]>(-J'x’m[)(]-l:l])(]
&
l|:5C2»E»Ct'l)«:»BCG)«:Ro-CS»xa»xajn[x]-ﬂ]x—3)(2J~><r1[>(]-ﬂ]><|A33<'.J~>(2n[>(]d])(—J‘x;n[x]-r]]x]
&
L {2(3 + 205 %+ C7 % +x=jm[x] d]x—?xﬁ(m[x] dx +Ixzm[x]d]x:|
z
1 2 2 _ 2
solucao = ; |[2C4+2C6x+CSx + X In[x]d]x 2xIxn[x]d]x+Ix n[x]d]x]
C5;C?x+xjm[x]d]x-jxm[x]d]x
CG;CSx+xIn[x]d]x-jxn[x]d]x

€7 + [m[x] dx

€8+ [n[x] dx

e e 1eaeaaa8

eee1eaaea8

e e oo 18668
FullSimpliFy[Matr‘ixForm[Bxsolucao— ggggg; i’ g .solucao—f”

e e 686001

e 0000600

e e o860 0a0

D HHHOD DD

Fonte: Elaboragdo propria (2022).
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b) k,=0ek, #0:

Figura C.2 — Comprovagao de que a solucdo encontrada para k,, = 0 € k, # 0
satisfaz o sistema de equacGes que descrevem o problema.

MatrixForm[f =

[~~~

m[x]
n[x]

222 clizcre* toacse¥ Maaa¥ P can-2Va x fm(n] an-e® A e ¥ An(x) axee* A [o¥ Anx] anezvVa [xm(x] ax

Z:!".z
B 2 3 3 2 2 3
z (6C2+5C4x+3C6x + (B +x In[x]d]x—Bx Ixn[x]d]x+3xfx n[x]d]x—jx n[x]d]x]

2acnacre ™05k d E_rll[tjcula"afa XA (2] dxee "Aj’a‘an[qm

Za
H 2 2 _ 2
solucao = N |[2C4+2C5x+CSx + K jn[x]-ﬂ]x 2xjxn[x]d]x+_fx n[x]d]x]

e 2gacsatr o n A foond

n[\t]c\\tlf:“ln[t]cﬂ]

Z"T
C6+C3x+xjn[x]d]x—jxn[x]d]x
2ert (2074058 ) et (e mx] dx + [e" P m[x] dx
: ( ) (x] x]

€2+ [n[x] ax

@8 160008

e e 816608

aeee1o00a8
FullSimplify[MatrixForm[ﬁ',solucao— ggggg;?g .solucao—f]] f.)\-)—‘\f;|

@ e e 66601

@ o606 a0080

e e 800608

D H DD 00D

Fonte: Elaboragdo propria (2022).

¢) ky #0ek, #O0:
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Figura C.3 — Comprovagao de que a solucao encontrada para k,, # 0 € k,, # 0

satisfaz o sistema de equacOes descrevem o problema.

LLEES
x_u_x.____.«.u.ﬁ.f.uﬁ = ! _.ﬁ__
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¥p[xluf + 83
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._"_ _*ﬂ_.i___..a:u._, ..EuH g
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wp [xJux =wp [xluf xexgaeen
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[

fu
|

T
]

n-.u:..-__r

Y T —— nw.u-_r..-_f S T n-.u-_...-_x Y T —_— n-.u-_r..-_f Y Y n-.u-_r..-_/.

|

T

== @ @ @@= ==

(8 (1w ] +3p unf xz-xp [xu] x4 xgr4x9974907) §

SAFgAT
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T
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_ BT b IR0 ] g 88O 108 ] 5B 108 8 ey %5 Iy s¥ETE (v 6% R Il 1 T L T T B T I L e e e Tkl (= TE T

[xp [xTu o) - xp [¥1u x[ wg o wp [¥luxf xg-wplxluf x+ xgas "xmum_:u@_ﬁo“_w

,
i

|5z ..n.m-_..-.uu._ e

T

_...T ..Tu-...}«-.._ s

_...T areEp «-.._ s

..T_ aper _-

L L ]

.u_.u.na.%nﬁ.-u:_. ..Tu.._...q._ FIE Y

[eEtD GF

._._.u...f%..ﬁ.-u__,_..:.u.._...q._ YT PR
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(2022).
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Fonte: Elaborag
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APENDICE D - EQUACOES DOS DESLOCAMENTOS DAS VIGAS COMPOSITAS
LAMINADAS ANISOTROPICAS DO EXEMPLO NUMERICO 6.4.1

Este apéndice apresenta as constantes das deflexdes w(x) e v(x), do deslocamento axial
u(x) e da rotacdo ¢(x) para vigas compdsitas anisotropicas laminadas simplesmente apoiadas
sob carregamento senoidal do exemplo numérico 6.4.1.

Das Equac0es (5.85) e (5.86) respectivamente, tem-se que os deslocamentos axial e de

rotacdo podem ser calculados por:

u(x) = [(Sf"r - SEASG])(Clo,l + C9,1x) -JJ - Seyqx(x) +
SEquo(x) dx + (SETSFT - SEFSG]) W’(x)] / (SbgT - SEASG])

px) = [(Sgr - SEASG])(Clo,Z +Copx)—J [ (SETQx(x) -

SEaly (x)) dx + (SgpSgr — SEASFT)W,(x)] /(Sér — SEaSc))

(AD.1)

(AD.2)

A deflex@o na diregdo y, v(x), € dada pela Equacdo (AD.3) independentemente da
combinacédo de parametros da base elastica, conforme percebe-se nas Equacdes (5.25), (5.46) e
(5.68).

v(x) = %(6 Cy 4 6 Cox + 3 Cex? + Cox® + x3 [ n(x)dx —

(AD.3)
3x2 [xn(x)dx + 3x [ x* n(x)dx — [ x3 n(x)dx)

Para k, =0 e k, =0, de acordo com a Equagdo (5.25), a solucdo da deflexdo

transversal em z é:

w(x) = %(6 C1+ 6 C3x + 3 Csx? + Cox3 + x3 [ m(x)dx —

(AD.4)
3x2 [xm(x)dx + 3x [ x* m(x)dx — [ x3 m(x)dx)

Para k, =0 e k, # 0, de acordo com a Equagdo (5.46), sabe-se que a deflexdo

transversal em z é dada por:



92

3 3
w(x) = (ZaECl + 2a2C3x — 2Cse** + 2 C,e ™4 — 2va x [ m(x)dx —

3 (AD.5)
e (e m(x)dx +e ™ [e** m(x)dx + 2Va [x m(x)dx) / 2az

Por fim, tem-se que a deflexdo transversal em z para k,, # 0 e k, # 0, conforme

Equacdo (5.68), é:

_ 4va—VaZ-4p e MX (C3-C1e?M%) | aa+VaZ-4b e 3% (C,—C5e243%)

W) = = o avar=ap)—avzD 2Vza (atVaZ—4b)—azb
3
1 (a—\/az—4b)i(e‘“1fex)‘lm(x)dx—ex)‘l [ e *A1m(x)dx) N
22 VaZ-ab(-a2+ava?-4b+2b) (AD.6)

3
(a+\/a2—4b)§(e‘x)“3 [ e*A3m(x)dx—e**3 [ e=*43m(x)dx)
Va2-4b(a2+ava?-4b-2b)

Onde a pode ser calculado pela Equacdo (4.74), b pela Equacéo (4.76), m(x) pela
Equacéo (4.78), n(x) pela Equacéo (4.79), A pela Equagéo (5.50), 1, pela Equagéo (5.59) e,
por fim, o 15 pela Equacéo (5.60).

Com o auxilio do software Wolfram Mathematica 11.0, verificou-se que as equacdes
apresentadas acima de fato satisfazem o sistema de equacges (4.26) - (4.29) que descrevem o
problema.

As condi¢bes de contorno, dadas anteriormente na Equacdo (4.80) para as duas
extremidades, para uma viga simplesmente apoiada também foram satisfeitas. As constantes

para cada caso de base elastica estdo apresentadas abaixo.

1) Viga Composita Laminada De Empilhamento Simétrico
11) k,=0ek,=0:

;=0 (AD.7)

C,=0 (AD.8)

C; = —0.00548877q, (AD.9)
C,=0 (AD.10)

Cs = 0.121973 q, (AD.11)
Cs =0 (AD.12)

¢, =0 (AD.13)



Cg=0
Co1 =0
Co, = —0.106535 q
C101 =0
Ci02 = 0.0047941 q,

12) k, =0ek, =50:
C; = —0.000002258867213238166 q,
C,=0
C3;=0
C, =0
Cs = —1.7824205510243698 q,
Ce =0
C;, = 0.00043534758256727 q,
Cg =0
Co1 =0
Cy, = —0.016850253907843008 q
€101 =0
Ci02 = 0.0007582614258529354 q

13) k,=0ek,=75:

C; = —0.000001063987773961437 qq

C,=0
Ci= 0
C,=0

Cs = —1.542704358736431 qq
Co=0

C; = 0.000058115378683380065 q,

Cg =0
Co1 =0
Cy, = —0.011905390481357563 q
C101 =10

93

(AD.14)
(AD.15)
(AD.16)
(AD.17)
(AD.18)

(AD.19)
(AD.20)

(AD.21)
(AD.22)
(AD.23)
(AD.24)
(AD.25)
(AD.26)
(AD.27)
(AD.28)
(AD.29)
(AD.30)

(AD.31)
(AD.32)

(AD.33)
(AD.34)
(AD.35)
(AD.36)
(AD.37)
(AD.38)
(AD.39)
(AD.40)
(AD.41)



C102 = 0.0005357425716610904 q,

14) k, =10ek, =0:

€, = —(0.5706245093195872 — 0.9265711367108705i)q,

C,=0
C; = (0.2618587771875748 + 0.09408785020370872i)q,
C,=0
Cs = (—0.570624509319587 — 0.9265711367108704) g,
Co=0
C, = (0.261858777187575 — 0.094087850203708431)q,
Cs=0
Coq =0

Co, = (—0.09597218952053967 — 1.387778780781445 x 10~7i)q,

C10,1 =0

Ci02 = (0.004318748528424284 — 3.252606517456514 x 10~*%i)q,

15) k, =10¢ek, = 50:
C; = 0.00016795459881400503q,
C, =0
C; = —0.00010732164378775284q,
C,=0
Cs = —1.7550369604188112q,
Ce =0
C; = 0.00043386314983462414q,
Cg =0
Co1 =0
Co, = —0.016567219208980022q
C101 =0
C102 = 0.0007455248644041009q,

94

(AD.42)

(AD.43)
(AD.44)

(AD.45)
(AD.46)
(AD.47)
(AD.48)
(AD.49)
(AD.50)
(AD.51)
(AD.52)
(AD.53)
(AD.54)

(AD.55)
(AD.56)

(AD.57)
(AD.58)
(AD.59)
(AD.60)
(AD.61)
(AD.62)
(AD.63)
(AD.64)
(AD.65)
(AD.66)
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16) k, =10ek, =75:

C, = 0.00004163833312895781q, (AD.67)
C,=0 (AD.68)

C; = —0.00002889410852193117q, (AD.69)
C,=0 (AD.70)

Cs = —1.5253761644226693q, (AD.71)
Co=0 (AD.72)

C, = 0.00005784051536654077q, (AD.73)
Co=0 (AD.74)

Coq =0 (AD.75)

Co, = —0.011764073316812295(, (AD.76)
Cio1 =0 (AD.77)

C102 = 0.0005293832992565534q, (AD.78)

17)  k, =100ek, = O:

C, = —(0.7832120285473 — 0.8871971270128455i)q, (AD.79)

C; =0 (AD.80)

C3 = (—0.0007080016292797947 + 0.10469310009482505i)q, (AD.81)
Cy=0 (AD.82)

Cs = (—0.7832120285472992 — 0.887197127012844i)q, (AD.83)
Ce=0 (AD.84)

C, = (—0.0007080016292797114 — 0.10469310009482513i)q, (AD.85)
Ce =0 (AD.86)

Cop =0 (AD.87)

Cop = (—0.050729018658651925 + 1.387778780781445 x 10™'7i)q,  (AD.88)
Ci01 =0 (AD.89)

C102 = (0.002282805839639337 — 2.168404344971009 x 1071%)q,  (AD.90)

18) k, =100ek, =50:
C, = 0.0067284957591708895q,, (AD.91)
C,=0 (AD.92)
C; = —0.0016009291022920568q, (AD.93)



C,=0
Cs = —1.5469927602859141q,
Ce =0
C; = 0.0004280954174051292q,
Cg =0
Co1 =0
Co, = —0.014391950551659862q,
C101 =0
C102 = 0.0006476377748246936q

19) k, =100ek, =75:
C; = 0.001600154773812676q,
C, =0
C; = —0.0005004784365014545q,
Cy, =0
Cs = —1.3865683353950264q,
Ce =0
C; = 0.00005582663418115256q,
Cg =0
Co1 =0
Co, = —0.010628750669493323 q
Ci101 =0
C102 = 0.00047829378012719957 q

2) Viga Composita Laminada De Empilhamento Cross-ply
21) k,=0ek,=0:

C, =0
C,=0

C; = —0.0049791136897455664,
C,=0

Cs = 0.11064697088323477 q,
CG =0
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(AD.94)
(AD.95)
(AD.96)
(AD.97)
(AD.98)
(AD.99)
(AD.100)
(AD.101)
(AD.102)

(AD.103)
(AD.104)

(AD.105)
(AD.106)
(AD.107)
(AD.108)
(AD.109)
(AD.110)
(AD.111)
(AD.112)
(AD.113)
(AD.114)

(AD.115)
(AD.116)

(AD.117)
(AD.118)
(AD.119)
(AD.120)



;=0
Cg=0
Coq = —0.000014271493192897677 q,
Cop, =0
Ci01 = 6.422171936803955 x 107 7q,
C102= 0

22) ky, =0ek,=>50:
C; = —0.000001169073989155718q,
C, =0
C;=0
C,=0
Cs = —1.9153814545265087q,
Ce =0
C; = 0.00004724673865260092 q,
Cg =0
Co, = —0.000002095661872745077 q,
Cop, =0
Ci01 = 9.430478427352849 x 107 8¢,
Ci102= 0

23) k,=0ek,=75:
C, = —5.533101393871814 x 10~7q,

C,=0
C;=0
C,=0

Cs = —1.6654382049009124q,

Co=0

C, = 0.000003784834629738521 q,
Cs=0

Cy1 = —0.00000148778132137862 ¢,
Coz = 0
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(AD.121)
(AD.122)
(AD.123)
(AD.124)
(AD.125)
(AD.126)

(AD.127)
(AD.128)

(AD.129)
(AD.130)
(AD.131)
(AD.132)
(AD.133)
(AD.134)
(AD.135)
(AD.136)
(AD.137)
(AD.138)

(AD.139)
(AD.140)

(AD.141)
(AD.142)
(AD.143)
(AD.144)
(AD.145)
(AD.146)
(AD.147)
(AD.148)



C10,1 = 6.695015946203794 x 1078 qo
C10,2 =0

24) 'k, =10ek, =0:
C, = —(0.6286607815333954 — 0.9686048182566607i)q,

C,=0

C; = (0.2116050665685996 + 0.128338970154665641)q,
C,=0

Cs = (—0.6286607815333938 — 0.968604818256659i)q,
Co=0

C, = (0.21160506656859948 — 0.128338970154666081) q,
Cs=0

Co1 = (—0.000012665373898089983 — 1.6940658945086 x 107217) g,

Coz = 0

Ci01 = (5.699418254140492 x 1077 — 4.764560328305439 x 1072%) g,

C10,2 =0

25) k,=10¢ek, =50:
C; = 0.00008655324800817332q,
C, =0
C; = —0.00005532073025896399¢,
C,=0
Cs = —1.8844192516240403¢q,
Ce =0
C; =0.00004692415420483356 q,
Cg=0
Co1 = —0.000002059943772920008 q,
Cor, =0
Ci01 = 9.269746978151003 X 1078 q,
Ci02= 0

26) k,=10ek, =75:
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(AD.149)
(AD.150)

(AD.151)
(AD.152)

(AD.153)
(AD.154)
(AD.155)
(AD.156)
(AD.157)
(AD.158)
(AD.159)
(AD.160)
(AD.161)
(AD.162)

(AD.163)
(AD.164)

(AD.165)
(AD.166)
(AD.167)
(AD.168)
(AD.169)
(AD.170)
(AD.171)
(AD.172)
(AD.173)
(AD.174)



C; = 0.00002161249627525104q,
C,=0
C3; = —0.000014998931194420881¢q,
C,=0
Cs = —1.6461370254366856q,
Ce =0
C; = 0.000003760232069333648 q,
Cg=0
Co1 = —0.00000146995699886676 q,
Co, =0
C10,1 = 6.614806494893993 X 1078 q,
C102= 0

27) k, =100ek, = 0:
C; = —(0.7684890584172668 — 0.811009602202249i)q,
C, =0
C3 = (—0.02516412908487362 + 0.06768467286985533i)q,
C,=0
Cs = (—0.7684890584172671 — 0.81100960220224841i)q,
Cc=0
C; = (—0.025164129084873376 — 0.067684672869855241i) q,
Cg=0
Co1 = (—0.000006300572323135048 + 8.470329472543003
X 107%%) q,
Cor, =0

Ci01 = (2.835257545410772 x 1077 + 1.323488980084844 x 10723) q,

C10,2 =0

28) k, =100ek, =50:
C; = 0.0033245684672869535¢,
C, =0
C; = —0.0007978424880310349¢q,
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(AD.175)
(AD.176)

(AD.177)
(AD.178)
(AD.179)
(AD.180)
(AD.181)
(AD.182)
(AD.183)
(AD.184)
(AD.185)
(AD.186)

(AD.187)
(AD.188)

(AD.189)
(AD.190)
(AD.191)
(AD.192)
(AD.193)
(AD.194)

(AD.195)

(AD.196)
(AD.197)
(AD.198)

(AD.199)
(AD.200)

(AD.201)



C,=0
Cs = —1.6479963828234483¢q,
Ce =0
C; = 0.00004476615132972426 q,
Cg =0
Co1 = —0.000001786120768680684 q,
Cop, =0
Ci01 = 8.03754345905655 x 1078 g,
Ci102= 0

29) k, =100ek, =75:
C; = 0.0008159034202122259q,
C,=0
C; = —0.0002559475238562224q,
C,=0
Cs = —1.4914267139239012¢q,
Ce=0
C, = 0.000003569642405571282 q,
Cg=0
Co1 = —0.00000132693393446892 q,
Cor, =0
Ci01 = 5.971202705133171 x 1078 g,
Ci02=0

3) Viga Composita Laminada De Empilhamento Assimétrico

31) k,=0ek,=0:

C, =0
C,=0

C; = —0.00582807154688247¢,
C,=0

Cs = 0.12951270104183268 g,
C6 =0
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(AD.202)
(AD.203)
(AD.204)
(AD.205)
(AD.206)
(AD.207)
(AD.208)
(AD.209)
(AD.210)

(AD.211)
(AD.212)

(AD.213)
(AD.214)
(AD.215)
(AD.216)
(AD.217)
(AD.218)
(AD.219)
(AD.220)
(AD.221)
(AD.222)

(AD.223)
(AD.224)

(AD.225)
(AD.226)
(AD.227)
(AD.228)



C,=0
Cs=0
Co1 = 0.000013886029948390036 ¢,
Co, = —0.08420419405614402 g,
Cio1 = —6.248713476775516 X 1077q,
Ci02 = 0.00378918873252648¢,

32) k,=0ek,=>50:
¢, = —0.000002067571682571011¢,

C,=0
C;=0
C,=0
Cs = —1.9831201214093868 g,
Co=0
C, = 0.00027699885280100796 g,
Cs =0

Co, = 0.000002156216577881611 g,
Co, = —0.013075189944557806 g,
Ci01 = —9.70297460046725 x 1078 g,
C102 = 0.0005883835475051012 g,

33) k,=0ek, =75
C, = —9.748487036157908 x 10~7q,

C,=0
C;=0
C,=0
Cs = —1.717967557275025 g,
Co=0
C, = 0.000032642349396161014 g,
Cs=0

Co1 = 0.000001524966428043473 g
Co, = —0.009247320473406099 g

101

(AD.229)
(AD.230)
(AD.231)
(AD.232)
(AD.233)
(AD.234)

(AD.235)
(AD.236)

(AD.237)
(AD.238)
(AD.239)
(AD.240)
(AD.241)
(AD.242)
(AD.243)
(AD.244)
(AD.245)
(AD.246)

(AD.247)
(AD.248)

(AD.249)
(AD.250)
(AD.251)
(AD.252)
(AD.253)
(AD.254)
(AD.255)
(AD.256)
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Ci01 = —6.86234892619563 x 1078 g, (AD.257)
C102 = 0.0004161294213032743 g, (AD.258)

34) k, =10ek, =0:

C, = —(0.6380232154509529 — 1.0236764620170431)q, (AD.259)

C,=0 (AD.260)

C; = (0.2720942500779818 + 0.11355899648810851)q, (AD.261)

C,=0 (AD.262)

Cs = (—0.6380232154509529 — 1.0236764620170433i) q, (AD.263)
Co=0 (AD.264)

C, = (0.27209425007798166 — 0.1135589964881086i) ¢, (AD.265)
Cs=0 (AD.266)

Coq = (0.00001246752987620913 + 1.376428539288238 x 10721i) g,  (AD.267)
Cor = (—0.07560248026246007 — 9.540979117872439 x 10~18i) q,  (AD.268)
Ci01 = (—5.610388444294107 x 1077 — 1.323488980084844
x 107230) q,
Cr0 = (0.003402111611810703 + 1.626303258728256 X 1071%) q,  (AD.270)

(AD.269)

35) k,=10¢ek, =50:

C, = 0.00015352480806496384q, (AD.271)
C,=0 (AD.272)

C; = —0.00009810893172463388¢, (AD.273)
C,=0 (AD.274)

Cs = —1.9521766553362667 q, (AD.275)
Co=0 (AD.276)

C, = 0.0002757760126493866 q, (AD.277)
Cs=0 (AD.278)

Co1 = 0.000002119859098644498 g (AD.279)
Co, = —0.012854720001136253¢, (AD.280)
Ci01 = —9.539365943899966 x 108 g, (AD.281)

C102 = 0.0005784624000511065 q, (AD.282)
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36) k, =10ek, =75:

€, = 0.00003812735387479347 q, (AD.283)
C,=0 (AD.284)

C; = —0.000026458493165471852 g (AD.285)
C,=0 (AD.286)

Cs = —1.6984862292970568 g, (AD.287)
Cs=0 (AD.288)

C, = 0.000032470992017147504 g, (AD.289)
Cs=0 (AD.290)

Co1 = 0.000001506820233687586 g (AD.291)
Cy, = —0.00913728285454734 g (AD.292)
Ci01 = —6.780691051591265 x 1078 g, (AD.293)
Ci02 = 0.0004111777284544516 g, (AD.294)

37) k, =100ek, = 0:

C, = —(0.8537022228825629 — 0.9472281134987262i)q, (AD.295)
C,=0 (AD.296)

C; = (—0.010104087814956983 + 0.10362997843112112i)q, (AD.297)
C,=0 (AD.298)

Cs = (—0.8537022228825607 — 0.94722811349872461) q, (AD.299)
Co=0 (AD.300)

C, = (—0.010104087814957675 — 0.10362997843112082i) g, (AD.301)
Cs=0 (AD.302)

Co1 = (0.000006498581649058392 + 2.421984833555265 x 10721i) ¢,  (AD.303)
Co, = (—0.039407075478074496 — 3.794707603699265 x 10718)) g, (AD.304)
Cio1 = (—2.924361742076275 x 1077 + 5.087160767201121 x 10°23() ¢, (AD.305)
C102 = (0.0017733183965133524 — 4.065758146820641 x 107%)) q,  (AD.306)

38) k, =100¢ek, =50:
C; = 0.006068435737901949q, (AD.307)
C,=0 (AD.308)



C; = —0.001447862976159102q,

C,=0
Cs = —1.7165567548683325 g,
Co=0
C, = 0.00026937443020692354 q,
Cs=0

Co, = 0.000001840615052422511 g,
Cy, = —0.011161398011734243 g,
Ci01 = —8.282767735901519 x 108 g,
Ci02 = 0.0005022629105280611 g

39) k, =100ek, = 75:
¢, = 0.00145700550338996074,

C,=0
C; = —0.000456136491380717364,
C,=0
Cs = —1.542372118163222 q,
Co=0
C, = 0.00003118699227316228 g,
Cs=0

Co, = 0.000001361083259245299 g,
Co, = —0.008253541099508096 g,
Ci01 = —6.124874666607885 x 1078 g,
C102 = 0.0003714093494781828 g,
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(AD.309)
(AD.310)
(AD.311)
(AD.312)
(AD.313)
(AD.314)
(AD.315)
(AD.316)
(AD.317)
(AD.318)

(AD.319)
(AD.320)

(AD.321)
(AD.322)
(AD.323)
(AD.324)
(AD.325)
(AD.326)
(AD.327)
(AD.328)
(AD.329)
(AD.330)
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APENDICE E - EQUAOES DOS DESLOCAMENTOS DAS VIGAS COMPOSITAS
LAMINADAS ANISOTROPICAS DO EXEMPLO NUMERICO 6.4.2

Este apéndice apresenta as constantes das deflexdes w(x) e v(x), do deslocamento axial
u(x) e da rotacdo ¢(x) para vigas compositas laminadas biengastadas sob carregamento
uniformemente distribuido do exemplo numérico 6.4.2.

Foram vistos no Apéndice D as equacdes dos deslocamentos e que elas satisfazem o
sistema de equacdes (4.26) - (4.29) que descrevem o problema.

Com o auxilio do software Wolfram Mathematica 11.0, obteve-se que as solugdes
também satisfazem as condi¢bes de contorno, dadas na Equacdo (4.81) para ambas
extremidades, para uma viga composita laminada anisotrépica biengastada. As constantes para

cada combinacdo de parametros da base elastica analisada estdo apresentadas abaixo.

1) Viga Compdsita Laminada De Empilhamento Simétrico
11) k,=0ek,=0:

¢, =0 (AE.1)
C,=0 (AE.2)
C;3=0 (AE.3)
C,=0 (AE.4)
Cs = 0.5684122962436914 q, (AE.5)
Ce=0 (AE.6)
C, = —37.89415308291276 q, (AE.7)
Ce=0 (AE.8)
Co1 =0 (AE.9)
Cop =0 (AE.10)
Cio1 =0 (AE.11)
Cio2 =0 (AE.12)
12) k, =0ek, =>50:
¢, = —0.00003649015605278615 ¢, (AE.13)
C,=0 (AE.14)
C; = 0.004436990630314315 g, (AE.15)

C, =0 (AE.16)



Cs = —37.90341080733506 g,

Ce=0
C; = 0.009257724422299843 q,
Cg =0
Co1 =0
Cop, =0
C101 =0
C102 =10

13) k,=0ek, =75:
C; = —0.000021005111319836453 q,
C, =0
C3 = 0.0029579937535428764 q,
Cy,=0
Cs = —37.8955806513302 q
Ce =0
C; = 0.001427568417439655 q,
Cg =0
Co1 =0
Cop, =10
C101 =0
Ci02=0

14) k,=10ek, =0
C, = (—18.34452372013529 — 4.8452004490450351) q,

C,=0
Cs = (—0.24818918564531156 + 4.8452004490450251)
C,=0
Cs = (—18.344523720135278 + 4.845200449045022i) q,
Co=0

C; = (—0.2481891856453129 — 4.845200449045029i) q,
Cg =0
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(AE.17)
(AE.18)
(AE.19)
(AE.20)
(AE.21)
(AE.22)
(AE.23)
(AE.24)

(AE.25)
(AE.26)

(AE.27)
(AE.28)
(AE.29)
(AE.30)
(AE.31)
(AE.32)
(AE.33)
(AE.34)
(AE.35)
(AE.36)

(AE.37)
(AE.38)

(AE.39)
(AE.40)
(AE.41)
(AE.42)
(AE.43)
(AE.44)



Co1 =0

Cyp = (4.440892098500626 x 1071¢ — 1.110223024625156 X 107 %5{)q,
€101 =0
Ci102=0

15) k, =10¢ek, = 50:
C; = 0.30384711939005316 q,
C,=0
C3 = —0.19415587631195358 q
C,=0
Cs = —37.73079211752385 q,
Ce=0
C; = 0.009327439070291044 q,
Cg=0
Co1 =0
Cor, =0
C101 =10
Ci02=0

16) k, =10¢ek, =75:
C; = 0.15877442915344622 q,
;=0
C; = —0.11017841594011751 q,
C,=0
Cs = —37.72420647408032 q,
Ce =0
C; = 0.0014304586601822317 q,
Cg =0
Co1 =0
Cop, =0
C101 =0
C102 =0
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(AE.45)
(AE.46)
(AE.47)
(AE.48)

(AE.49)
(AE.50)

(AE.51)
(AE.52)
(AE.53)
(AE.54)
(AE.55)
(AE.56)
(AE.57)
(AE.58)
(AE.59)
(AE.60)

(AE.61)
(AE.62)

(AE.63)
(AE.64)
(AE.65)
(AE.66)
(AE.67)
(AE.68)
(AE.69)
(AE.70)
(AE.71)
(AE.72)



108

17) k, =100ek, = 0:

C; = (—15.038394361261087 — 0.8190586976395293i)q, (AE.73)
C,=0 (AE.74)

C; = (—1.0508821306693719 + 0.8190586976395009i) q, (AE.75)
C,=0 (AE.76)

Cs = (—15.038394361261076 + 0.8190586976394817i) q, (AE.77)
Ce=0 (AE.78)

C, = (—1.0508821306693945 — 0.8190586976395009i) g, (AE.79)
Ce=0 (AE.80)

Co1 =0 (AE.81)

Co, = (1.665334536937734 x 1071¢ + 1.665334536937734 x 1071%i)q, (AE.82)
Cro1 =0 (AE.83)

Ci02=10 (AE.84)

18) k, =100ek, = 50:

C, = 1.4681401181940452 g, (AE.85)
C,=0 (AE.86)

C; = —0.3493185290536769 g, (AE.87)
C,=0 (AE.88)

Cs = —36.437059617118905 g, (AE.89)
Co=0 (AE.90)

C, = 0.010083135902363233 ¢, (AE.91)
Cs=0 (AE.92)

Coq =0 (AE.93)

Co, = —3.979169216350442 x 10710 g (AE.94)
Cio1 =0 (AE.95)

C10 = 8.135939838505024 x 10713 g, (AE.96)

19) k, =100ek, =75:
C; = 0.697094286042768 q, (AE.97)
C,=0 (AE.98)



C; = —0.21802932062921673 q,
C,=0
Cs = —36.320424960644004 q,
Ce =0
C; = 0.001462349181132857 q,
Cg =0
Co1 =0
Cy, = 2.965077466887678 x 1078 q,
C101 =0

Cro2 = —4.690922997263591 x 10712 g,

2) Viga Composita Laminada De Empilhamento Cross-ply

2.1) ky, =0ek,=0:

;=0
C, =0
C;=0
Cy, =0
Cs = 0.2571728289022886 q,
Ce =0
C;, = —17.144855260152575 q,
Cg =0
Co1 =0
Cop, =10
C101 =0
Ci02 =0

22)  k,=0ek, =50
C, = —0.000008492282168970343 g,

CZ == 0
C; = 0.001233628785275522 g,
C4_ =0

Cs = —17.14527818294716 q,

109

(AE.99)
(AE.100)
(AE.101)
(AE.102)
(AE.103)
(AE.104)
(AE.105)
(AE.106)
(AE.107)
(AE.108)

(AE.109)
(AE.110)

(AE.111)
(AE.112)
(AE.113)
(AE.114)
(AE.115)
(AE.116)
(AE.117)
(AE.118)
(AE.119)
(AE.120)

(AE.121)
(AE.122)

(AE.123)
(AE.124)
(AE.125)



Ce=0
C; = 0.00042292279458041167 q,
Cg =0
Co1 =0
Cop, =0
Ci01=0
C102 =0

2.3) ky, =0ek, =75:
C; = —0.000004819386673612379 q,
C, =0
C3; = 0.0008224191901836814 q,
Cy,=0
Cs = —17.14489422322499 q,
Ce =0
C; = 0.000038963072414401955 q,
Cg =0
Co1 =0
Cop, =10
C101 =0
Ci102 =0

24) k,=10ek, =0:

Cy = (—7.998645324386985 — 1.7247485696624443i) q,

62:0

C; = (—0.3171795658234804 + 1.72474856966244631) q,

C4_:0

Cs = (—7.998645324386985 + 1.724748569662461) q,

C6:0

C; = (—0.31717956582348095 — 1.7247485696624458i) q,

Cg=0
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(AE.126)
(AE.127)
(AE.128)
(AE.129)
(AE.130)
(AE.131)
(AE.132)

(AE.133)
(AE.134)

(AE.135)
(AE.136)
(AE.137)
(AE.138)
(AE.139)
(AE.140)
(AE.141)
(AE.142)
(AE.143)
(AE.144)

(AE.145)
(AE.146)

(AE.147)
(AE.148)
(AE.149)
(AE.150)
(AE.151)
(AE.152)
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Co1 = (3.008335218537517 x 1072° — 1.295820109417387 x 107%%)q, (AE.153)

Cop = 0 (AE.154)
Cro1 =0 (AE.155)
Cro2 =0 (AE.156)
25) ky, =10¢ek, = 50:
C, = 0.08410884150429922 q, (AE.157)
C,=0 (AE.158)
C; = —0.05375838157655563 q, (AE.159)
C,=0 (AE.160)
Cs = —17.022884709448306 q, (AE.161)
Ce=0 (AE.162)
C, = 0.00042388893365979106 q, (AE.163)
Ce=0 (AE.164)
Cor =0 (AE.165)
Cop = 0 (AE.166)
C101 =0 (AE.167)
Cro2 =0 (AE.168)
26) k,=10ek, =75:
C, = 0.04404764773477042 q, (AE.169)
C,=0 (AE.170)
C; = —0.030568779713998465 q, (AE.171)
C,=0 (AE.172)
Cs = —17.0433366181161 q, (AE.173)
Ce=0 (AE.174)
C, = 0.00003893169278042146 q, (AE.175)
Ce=0 (AE.176)
Cor =0 (AE.177)
Cop =0 (AE.178)
Cro1 =0 (AE.179)

ClO,Z =0 (AE180)



27) 'k, =100ek, = 0:
C, = (—6.337181405792054 — 0.1514480732715442i) q,
C,=0
C; = (—0.3806771256919772 + 0.15144807327154641i) q,
C,=0
Cs = (—6.337181405792056 + 0.15144807327154375i) qq
Ce=0
C, = (—0.3806771256919762 — 0.15144807327154505i) q,
Cg=0
Co1 = (—5.00859465593278 x 10~%* + 3.225410535505323 X 1072*i)q,
Co, =0
C101 =10
Ci02=0

28) k, =100¢ek, =50:
C; = 0.3894501786280605 q
;=0
C; = —0.09346172369165384 q,,
Cy=0
Cs = —16.063163530839837 q,
Ce =0
C; = 0.00043633955568817933 q,
Cg =0
Co1 =0
Cop, =0
C101 =0
C102 =0

29) k, =100ek, =75:
C; = 0.1895097067419973 q,
CZ == 0
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(AE.181)
(AE.182)

(AE.183)
(AE.184)
(AE.185)
(AE.186)
(AE.187)
(AE.188)
(AE.189)
(AE.190)
(AE.191)
(AE.192)

(AE.193)
(AE.194)

(AE.195)
(AE.196)
(AE.197)
(AE.198)
(AE.199)
(AE.200)
(AE.201)
(AE.202)
(AE.203)
(AE.204)

(AE.205)
(AE.206)



C; = —0.0594488747052352 q,
C,=0
Cs = —16.210382990571496 q,
Ce =0
C;, = 0.000038798601374084364 q,
Cg =0
Co1 =0
Cor, =0
C101 =0
C102 =0

3) Viga Composita Laminada De Empilhamento Assimétrico

3.1) ky, =0ek,=0:

;=0
C, =0
C;=0
Cy,=0
Cs = 0.4579466979916337 q,
Ce =0
C; = —30.529779866108907 q,
Cg =0
Co1 =0
Cop, =10
C101 =0
Ci102 =0

32) k,=0ek,=>50:
C, = —0.00002466335469338445 q,

CZ == 0
C; = 0.003138756349357436 g,
C4_ =0

Cs = —30.534044809665446 q,
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(AE.207)
(AE.208)
(AE.209)
(AE.210)
(AE.211)
(AE.212)
(AE.213)
(AE.214)
(AE.215)
(AE.216)

(AE.217)
(AE.218)

(AE.219)
(AE.220)
(AE.221)
(AE.222)
(AE.223)
(AE.224)
(AE.225)
(AE.226)
(AE.227)
(AE.228)

(AE.229)
(AE.230)

(AE.231)
(AE.232)
(AE.233)



Ce=0
C; = 0.004264943556541065 q,
Cg=0
Co1 =0
Cor, =0
C101 =10
Ci02 =0

33) ky,=0ek,=75:
C; = —0.000014137133770595731 q,
C, =0
C3 = 0.0020925042329049573 q,
Cy,=0
Cs = —30.530359960111724 q,
Ce =0
C; = 0.0005800940028164869 q,
Cg =0
Co1 =0
Cop, =10
C101 =0
Ci02 =10

34) k,=10ek, =0:

C; = (—14.631319912581846 — 3.674387911797223i) q,

C2:0

C; = (—0.309622279486519 + 3.6743879117970413i) q,

C4=0

Cs = (—14.631319912581851 + 3.6743879117967992i) q,

C6=0

C; = (—0.3096222794865655 — 3.67438791179706841) q,

C8=0
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(AE.234)
(AE.235)
(AE.236)
(AE.237)
(AE.238)
(AE.239)
(AE.240)

(AE.241)
(AE.242)

(AE.243)
(AE.244)
(AE.245)
(AE.246)
(AE.247)
(AE.248)
(AE.249)
(AE.250)
(AE.251)
(AE.252)

(AE.253)
(AE.254)

(AE.255)
(AE.256)
(AE.257)
(AE.258)
(AE.259)
(AE.260)
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Co1 = (—1.151964808265848 x 10719 4+ 8.131516293641283
x 1072%)q,
Cy, = (6.661338147750939 x 10716 — 4.996003610813204 x 107%%i)q, (AE.262)
Croq = (1.01643953670516 x 10720 — 5.929230630780102 x 10-21i)q, (AE.263)
Ci02 = (—5.204170427930421 x 10717 4+ 2.775557561562891

(AE.261)

(AE.264)
x 107171) g,
35) ky, =10¢ek, = 50:
C, = 0.2146578832 g (AE.265)
C,=0 (AE.266)
C; = —0.13717558706847705 q, (AE.267)
C,=0 (AE.268)
Cs = —30.371872217457593 q, (AE.269)
Ce =0 (AE.270)
C; = 0.004290510244652844 q, (AE.271)
Cg =0 (AE.272)
Co1 =0 (AE.273)
Co2 =0 (AE.274)
Cio1 =0 (AE.275)
C102 =0 (AE.276)
36) k,=10ek, =75:
C; = 0.112244 q, (AE.277)
C,=0 (AE.278)
C; = —0.07789 g, (AE.279)
C,=0 (AE.280)
Cs = —30.38 q, (AE.281)
Co =0 (AE.282)
C, = 0.0005809 g, (AE.283)
Ce=0 (AE.284)
Co1 = —4.181 x 10710 g, (AE.285)

Co, = 0.0000025355 g, (AE.286)
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Ci01 =0 (AE.287)
Cio2 =0 (AE.288)
37) k,=100ek, = 0:

C, = (—11.9101191462834 — 0.5422832422461394i)q, (AE.289)
C,=0 (AE.290)
C; = (—0.8084828696385506 + 0.54228324224608161) ¢, (AE.291)
C,=0 (AE.292)
Cs = (—11.910119146283417 + 0.5422832422460289i) q, (AE.293)
Co=0 (AE.294)
C, = (—0.8084828696385512 — 0.5422832422460818i) ¢, (AE.295)
Cs=0 (AE.296)
Cor = (0. — 4.235164736271502 x 10721} q, (AE.297)
Co, = (0. +4.163336342344337 x 10727} ¢, (AE.298)

Ci01 = (2.541098841762901 x 1072 + 1.27054942088145 x 10~%*i)q,  (AE.299)
Ci0,2 = (—6.938893903907228 x 10718 — 5.204170427930421 x 10~ '8i)q, (AE.300)

38) k, =100ek, = 50:

C, = 1.023625054145¢, (AE.301)
C,=0 (AE.302)

C; = —0.24422584029525465 q, (AE.303)
C, =0 (AE.304)

Cs = —29.12793141051089 q, (AE.305)

Ce=0 (AE.306)

C, = 0.00457096446393697 q, (AE.307)
Cg =0 (AE.308)

Cor1 =0 (AE.309)

Co2=0 (AE.310)

Cr01 =0 (AE.311)

Cro2 =0 (AE.312)

39) k, =100ek, =75:



C; = 0.489776181 g,

C,=0
C; = —0.153331465461046 g,
C,=0
Cs = —29.144480732192513 g,
Co=0
C, = 0.0005893056697886791 q,
Cs=0

Cor = 6.754260875047344 x 101 q,
Cop = —4.097009327410308 x 10710 g,
C1o,1 =0
Ci02 =0
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(AE.313)
(AE.314)

(AE.315)
(AE.316)
(AE.317)
(AE.318)
(AE.319)
(AE.320)
(AE.321)
(AE.322)
(AE.323)
(AE.324)
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ANEXO A — PRINCIPIO DO TRABALHO VIRTUAL (REDDY, 2002)

De acordo com Reddy (2002), deslocamentos virtuais sdo gerados quando um corpo
sofre variagfes em sua configuragdo de equilibrio. Estes deslocamentos sdo chamados de
virtuais, porque séo pensados para ocorrer com as cargas reais atuando em seus valores fixos,
independentemente dos deslocamentos reais. Nos problemas em que as condi¢Ges geométricas
sdo especificadas, tem-se que os deslocamentos virtuais sao sempre iguais a zero nos pontos de
fronteira do problema, independentemente dos valores especificados.

Tem-se que o trabalho realizado pelas forcas reais através de um deslocamento virtual
da configuracdo atual € chamado de trabalho virtual realizado pelas forcas reais. Sendo éu o

deslocamento virtual, o trabalho virtual realizado por uma forca constante F é dado por:
SW =F-du (A1)

Ainda de acordo com Reddy (2002), o trabalho virtual realizado por forgas reais em
movimento através de deslocamentos virtuais em um corpo deformével consiste no trabalho
virtual realizado por forcas internas, 6W;,;, € no trabalho virtual realizado por forcas externas,
6W,,.. Eles podem ser calculados como discutido a seguir.

Ao considerar um corpo deformével de volume V e éarea de superficie fechada S,
submetido a uma forca por unidade de volume pf(x) e a uma forga de superficie por area
unitaria t(s) em S2 da fronteira, tal que S=S1US2 e S1NS2=0; tem-se que 0
deslocamento virtual su(x) é qualquer funcdo que satisfaz Su = 0 em S1. A partir destas
informagdes, é possivel escrever o trabalho virtual realizado pelas forgas reais pf e t, movendo-

se através do deslocamento virtual du, como segue:

5WE=—<pr-6udV+ft-6udS> (A.2)
74 S2

Como o trabalho é realizado no corpo, o sinal adotado na equag&o acima é o negativo.

Sabe-se que o corpo desenvolve forgas internas na forma de tensdes quando solicitado
pelas cargas externas. O trabalho gerado por essas tensdes € dissipado pelo atrito, em que 0
deslocamento virtual éu progride lentamente de zero até seu valor final. Para o caso linear, a

deformagéo virtual se associa ao deslocamento virtual.
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Por isso, o trabalho virtual interno armazenado no corpo por unidade de volume é a
densidade de energia de deformacdo virtual, independentemente do comportamento
constitutivo. A energia de deformacao virtual, §U,, pode ser obtida pela equacéo abaixo, onde

o;; representa o tensor de tensdes e d¢;; 0 de deformagdes lineares.
6U0 = UijSSij (AB)

Logo, o trabalho virtual interno total armazenado no corpo, W, é igual a
14 14

A partir destes conceitos, Reddy (2002) explica que o principio do trabalho virtual
afirma que um corpo continuo estad em equilibrio se, e somente se, o trabalho virtual resultante
no corpo for igual a zero em um deslocamento virtual. Portanto, o principio do trabalho virtual

pode ser representado pela equacao abaixo:
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ANEXO B - RELACOES TENSAO-DEFORMACAO PARA MATERIAIS
ISOTROPICOS, ORTROTROPICOS E ANISOTROPICOS (JONES, 1999)

De acordo com Jones (1999), uma lamina € um arranjo, que pode ser plano ou curvo, de
fibras unidirecionais ou tecidas em uma matriz de suporte. O conhecimento do comportamento
mecanico de uma lamina é essencial para o entendimento de estruturas laminadas reforgcadas
com fibras.

Para os compositos, a lei de Hooke generalizada que relaciona tensdes com deformacdes

pode ser escrita em notacdo contraida como segue.

o; = CUSJ l,_] = 1, ,6 (Bl)

Onde o; sdo 0s componentes de tensdao mostrados em um cubo tridimensional em x, y e
z, C;; € a matriz de rigidez e & sdo os componentes de deformagdo. As deformagdes sdo,

portanto, definidas como
oU,

au, au (B.2)

_ Y z :
Y23 = + 3y
U, U,

va =575,
U, 0U,
2= 5y ox

Sendo U,, U, e U, sdo as componentes do vetor deslocamento nas direcdes x, y e z (ou
direcdes 1, 2 e 3 respectivamente).

As direcBes 1 (paralela ao eixo da 1dmina), 2 (perpendicular ao eixo da lamina) e 3
(ortogonal ao plano 1-2) sdo nomeadas de dire¢des principais. A notacdo utilizada para tensdes
e deformagdes de compdsitos pode ser conferida na Tabela B.1 e compreendida através da
Figura B.1.
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Tabela B.1 — Notacéo vetorial e contraida das tensdes e deformacdes.

Tensoes Deformagoes
Notagdo | Notagao | Notagdao | Notagao
Tensorial [Contraida|Tensorial [Contraida

011 01 €11 &
022 02 €22 &2
033 03 €33 &3
032 Oy V32 &y
031 Osg V31 €5
012 (or3 Y12 &6

Fonte: Jones (1999) (Adaptado).

Figura B.1 — Tensdes em um elemento.

'3

Fonte: Jones (1999).

Jones (1999) afirma que C;; = C;;. Desta forma, é possivel reduzir as 36 constantes

independetes para 21. Logo, € possivel concluir que a relacdo tensdo-deformacéo mais geral no

ambito da elasticidade linear se da por:

[01] €11 Cip Gz Cip Cis Ciglre

03 Ciz Gy Coz Cou Gy Cyg [52]

|03|: Ciz Cy3 C33 C3q (35 Csef|es] (B.3)
04‘ Cia Coy C3y Cyy Cus Cyellt4 .
Os Cis Cys (35 C4s Css Csel|%s

%6 (Ci6 Cy6 C36 Cag Csg Ceel'C6

A expressdo acima faz referéncia a materiais anisotropicos, visto que ndo ha planos de
simetria para as propriedades do material. Contudo, materiais com mais simetria de

propriedades do que os supracitados tem suas relac6es tensdo-deformacéao simplificadas.
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Define-se como materiais ortotropicos aqueles que possuem dois planos ortogonais de
simetria de propriedade. Esta simetria também existira em relacdo a um terceiro plano
ortogonal. As relacdes tensdo-deformacédo em coordenadas alinhadas com as direcGes principais

do material sdo

£4j (B.4)

E notdrio que nos materiais ortotropicos ndo ha interagio entre as tensdes normais e as
deformacdes de cisalhamento como ocorre em materiais anisotropicos. Da mesma forma, néo
héa interacdo entre tensdes de cisalhamento e deformagdes normais, bem como nenhuma entre
tensdes de cisalhamento e deformacdes de cisalhamento em diferentes planos.

A relacdo deformacédo-tensdo para um material anisiotropico também pode ser expressa

por:
[51] S11 S12 S13 S S5 Si6]po1
&2 S12 S22 Saz Soa Sas Sz [02]
€| _ S13 S23 S3z S3a S3s Sz |03| (B.5)
€4 S1a S2a S3a Sas Sus Sae |94 '
€5J Sis S25 S35 Sas Sss Sse [05J
€6 S16 S26 S36 Sae Sse  Seed'06

Onde S é o modulo inverso da elasticidade, chamado de modulo de conformidade ou
de flexibilidade.

Para um material anisotrépico, ocorre um acoplamento significativo entre a tensao
aplicada e as varias respostas de deformacdo. Esses varios acoplamentos sdo mostrados para

um corpo arbitrariamente tensionado na Figura B.2.



123

Figura B.2 — Significado fisico das relac6es anisotropicas deformacéo-tensao
Acoplamento extensio-extensio

Acoplamento extensdo-cisalhamento

Extensdo

€1
&2
£3
€4

Cisalhamento Acoplamento cisalhamento-cisalhamento

Fonte: Jones (1999) (Adaptado).

Os termos S;4, S5, € S35 representam a resposta extensional a uma tenséo oy, o, € o3,
respectivamente, na mesma diregdo. Os termos S,4, Sgs € S representam a resposta de tensao
de cisalhamento a uma tensdo de cisalhamento aplicada no mesmo plano. Os termos S;,, S;3 €
S,3 representam o acoplamento entre tensdes normais diferentes e deformacBes normais
(acoplamento extensdo-extensdo). Os termos Si4, Sis, Sig: Szar Sz, Sag, S34, Sz € Ssg
representam a resposta de deformacdo normal a tensdo de cisalhamento aplicada (acoplamento
extensdo — cisalhamento). Por sua vez, 0s termos S,s, S4¢ € S5 representam a resposta a tensdo
de cisalhamento aplicada em outro plano (acoplamento cisalhamento-cisalhamento).

Para um material ortotropico, os componentes da matriz de flexibilidade em termos das

constantes de engenharia sdo:

1 v us '
Ey E, E;
_vz 1 s 0
_ Uiz U 1
E, E, E,
S 0 0
G23
1
0343 0 G_ 0
31
0 0 !
| Gy,
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Onde E;, E, e E5 sdo os modulos de elasticidade nas direcbes 1, 2 e 3 respectivamente;
v;; sdo os coeficientes de Poisson; G,3, G3; € G, sd0 0s modulos de cisalhamentos nos planos
2-3, 3-1 e 1-2 respectivamente.

E importante conhecer que ha uma relagdo reciproca entre os termos de E;, E,, vy, €

v, dada por:

= (B.7)
e RelagOes tensdes-deformacdes no estado plano de tensGes principais para um
material ortotropico
A lamina ndo pode suportar altas tensdes em nenhuma direcdo que néo seja a das fibras.
Por isso, é coerente tensionar a lamina apenas no plano 1-2.
No estado plano de tensdes, tem-se que a relacdo deformacdo-tensdo para um material

ortotropico é dada por:
€ S11 S12 0][01
& | = 512 522 0f | o2 (B.8)
V12 0 0 Sg 1l012

Em termos das constantes de engenharia, tem-se que:

L v ]
c E; E, -
1 U12 1 1
& | = —E— E_ 0 ) (B.9)
Y12 1 2 1 012
0 0 —_—
G,

As relacdes deformacédo-tensdo podem ser invertidas para obter as relagfes tensdo-
deformacdo, onde Q;; sdo as rigidezes reduzidas para um estado de tensdo plano no plano 1-2,

conforme apresenta a equacao abaixo.

01 Qi1 Q12 O &
[UZI = [Qu Qx O ] [‘92 ] (B.10)
012 0 0  Qgel V12
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Estas rigidezes podem ser determinadas pela intervesdo da matriz de flexibilidade.
Assim, obtém-se que:

Q= —
H 1—-v1v2
E,
Q22 = ———
2271 — 3,09 (B.11)
VB, upEy

Q12 =

1—wviu1 1 =550y

Q66 = G12

e Relages tensdes-deformagdes para uma lamina de orientagdo arbitraria
Foram vistas as tensdes e deformacdes nas coordenadas principais do material para um
material ortotropico. Contudo, muitas vezes as dire¢des principais da ortotropia ndo coincidem
com a geometria do problema, a exemplo de vigas laminadas com diferentes laminas em
diferentes orientacdes. Assim, é necessario um meétodo que relacione as tensdes e deformacdes
nas coordenadas principais do material com aquelas nas coordenadas do corpo.
Da regra da transformacao da mecanica elementar dos materiais, as tensdes no plano 1-

2, em termos de tensdes em um sistema de coordenadas x-y, Sa0 expressas por:

01 cos?0 sen?0 2 senf cosf [ %«
oz | = sen?o cos?6 —2 senf cosO || %y (B.12)
012 —senf cos® senb cosf cos?*O — sen?6110xy

Onde 6 é o &ngulo do eixo x ao eixo 1, conforme apresenta a Figura B.3.

Figura B.3 — Rotacéo positiva dos eixos x-y do material para 0s eixos principais 1-2.

Fonte: Jones (1999).
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Nomeia-se de [T;] esta matriz de transformacéo. Ou seja,

sen?6 cos26 —2 senf cosH (B.13)

—senf cos® senb cosf cos?*H — sen?6

cos?6 sen?0 2 senf cosf
[T1] =

Além disso, a fim de realizar manipula¢fes matematicas, nomeia-se de [R] a seguinte

matriz:
1 0 0
[Rl=10 1 0 (B.14)
0 0 2
E possivel afirmar que:
e i ::1
_ 2
£ [=IR] Y12
V12 [
e, [ zx ]
& [=IRI|,. (B.15)
y
_yxy_ 7

Desta forma, € possivel obter as tensbes nas coordenadas x-y a partir do seguinte

procedimento matematico:

Oy 04
[Uy = [Ty]™! 62]
Oxy 012
Ox &
[Gy] = [1,]"'[Q] [s]
ny Y12
Oy &
[ay = [1,]"'[Q[R] [f‘
Oxy >
Oy &
[ay] = T QIRIT |2,
Oxy -
Oy Ex
[ay = [T,]" [QIRI[T,][R]™ ey] (B.16)
Oxy Yy
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Visto que [R][T 1[R]" L = [T, ]7T = [[T.]*]T = [T,], tem-se que:

Oy Ex
lay] = [T [QIIT:] lgy ] (B.17)

Oxy Yy

Nomeia-se de [Q] a matriz que contém as rigidezes transformadas, onde

[Q] = [T1]7*[Q]IT:] (B.18)
Logo, as relagdes tensdo-deformacao nas coordenadas x-y s&o:
[“y]: Oz Q22 Qo [Ey] (B.19)
Q16 Q26 Qesl T

Por sua vez, a relagdo tensdo-deformacdo para um material ortotropico fora do estado
plano de tensBes principais em uma direcdo arbitraria € encontrada a partir da seguinte matriz

de transformacéo [T ]:

__[cos8 —senf
[T2] = [sene cos@ (B.20)

De maneira bastente similar ao que ja foi visto, sabendo que

o] = a7 53]

Ozx 031

E que

Obtém-se que

Ozx V31
7] = 1 [@]imal [ (B.21)
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Assim, tem-se como rigidezes transformadas a matriz m onde:

[0] = [T.17*[Q][T>] (B.22)

Logo, as relacdes tensdo-deformacéo nas coordenadas x-y-z fora do estado plano de

tensdes sao:

7] = Qus Q_‘“‘l 7] (B.23)

Ozx Qas  Qss| V7

Neste trabalho, as tensGes atuantes na viga Sa0 oy, 0y, € 0x,. Contudo, apesar de o, =
0, o efeito de Poisson gera uma deformacéo ¢, que deve ser considerada. Assim, tem-se que 0s

coeficientes de rigidez significativos a este trabalho séo:

Q11 = Q11c05*0 + 2(Q45 + 2Q4¢)sen?0cos?0 + Q,,sen*o (B.24)
Q12 = (Q11 + Q5 — 4Qsc)sen?6cos?0 + Q,,(sen*B+cos*) (B.25)
Q16 = (Q11 — Q12 — 2Qgp)sen 6cos®0 + (Q12 — Qz2 + 2Qes)sen®0 cosb (B.26)
Qee = (011 + Q22 — 2Q15 — 2Q46)sen?0cos20 + Qg (sen*B+cos*) (B.27)
Qss = Qs5c05%0 + Qqq5en?0 (B.28)
Sendo:
__ b B.29
Q11 = 1= 0,0, (B.29)
__ b B.30
Q22 = 1= v, (B.30)
v E; vy, Ey
= B.31
S U e (B.31)
Qo6 = G12 (8-32)
Qua = Gy3 (8-33)

Qss = G31 (B.34)
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ANEXO C - CALCULO VARIACIONAL (REDDY, 2002)

H& uma grande importancia do operador variacional &, cuja funcéo é indicar uma
mudanga em uma determinada quantidade, nos métodos variacionais. Visto isso, este anexo
apresenta propriedades relevantes sobre calculos variacionais, a partir das ideias de Reddy
(2002).

Seja u = u(x) como a configuracdo de equilibrio de um corpo, onde u = % huma
fronteira S1 da fronteira total S. Sendo v(x) uma funcdo que satisfaz a condigéo de contorno

geométrica (ou seja, v = 0 no contorno), tem-se que uma configuracao admissivel é:
u=u+av (C.1)

Desta maneira, av é uma variacao da configuracdo u. Contudo, ela deve ser pequena,
de modo que o equilibrio do sistema ndo seja prejudicado e que a variagao seja compativel com
as restricdes geométricas do problema. E possivel observar que para qualquer v, todas as
configurac@es sdo reduzidas ao valor real # quando a € zero. Portanto, para qualquer x fixo,
av pode ser visto como uma mudanca na configuracao real u. Esta variacdo é denotada por éu,

chamada de primeira variacao de u, sendo:
du = av (C.2)

Funcdes de variaveis dependentes que sdo elas proprias funcdes de outros parametros
sdo facilmente encontradas nos problemas variacionais e sdo chamadas de funcionais. Um
funcional I € um operador de um espaco vetorial U para o campo de numero real R. Logo, se
u € U, entdo I(u) é um numero real. Importante ressaltar que I(-) é um operador e I(u) é um
funcional. Para exemplificar, a expressdo abaixo apresenta um funcional para funcdes

integraveis e quadradas integraveis u(x) com suas primeiras e segundas derivadas:
L
I(uw) = f [au(x) + bu'(x) + cu'' (x)]dx (C.3)
0

Do calculo elementar, sabe-se que uma funcéo diferenciavel f(x) tem um extremo, um

minimo ou um maximo, em um ponto x, no intervalo (a, b) somente se a primeira derivada for
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igual a zero. De maneira similar, é possivel determinar o minimo do funcional apresentado

abaixo sujeito as condic¢bes u(a) = u, € u(b) = uy.
b
I(u) = f F(x,u,u") dx (C.4)
a

Existe um conjunto de fungOes candidatas a minimizar o funcional, chamado de
conjunto de fungdes admissiveis ou concorrentes para o presente caso. As func¢ées do conjunto
admissivel podem ser vistas como fungdes suaves passando pelos pontos (a, u,) e (b,u;) por
serem diferencidveis duas vezes.

Como visto, qualquer u pertencente ao conjunto de funcgdes concorrentes tem a forma
u = u + av e deve satisfazer as condicGes finais especificadas v(a) = v(b) = 0. O conjunto
de todas as funcBes v é o conjunto de variacGes admissiveis. Ao supor que, para cada fungédo
admissivel i, F(x, u, u") existe e é continuamente diferenciavel em relagdo a seus argumentos,
I(u) toma um e apenas um valor real, sendo, portanto, a funcdo particular u(x) a que torna a
integral um minimo.

O minimizador real é determinado definindo a = 0. Uma vez que u(x) e v(x) sao
atribuidos, I(ir) é uma funcdo de a sozinho, logo I(a). Uma condicdo necessaria para I (i1) =

I(a) atingir um minimo é que:

di(@) d )
= —[I(u+av)]=0 (C.5)

Logo, a condicdo necessaria para que I(z) atinja um minimo é:

dl d (P _
(@) = l—f F(x,u,u’") dxl =0
da da ), _
a=0
baFaﬂ_l_aFaa’ _ 0
. 0uda " 0T oa| =
f )dxzo (C.6)
a

Integrando a Equacdo (C.6) por partes, a fim de transferir a diferenciacdo de v para u,

obtém-se:
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b
~0 (C.7)

a

fb oF d(@F)}d +(0F >
ou  dx\ou )T \ou Y

Visto que v(a) = v(b) = 0, o termo de fronteira desaparece. O fato de v ser arbitrario

dentro do interno (a, b), pelo lema fundamental do calculo de variacdes, que a expressao entre

colchetes é igual a zero. Portanto, em a < x < b, tem-se que:

(C.8)

oF d(@F)Z

ou  dx\ou'

Esta equagéo é chamada de Equacdo de Euler do funcional /(u). De todas as fungdes
admissiveis, a solucdo da equacdo de Euler (ou seja, a solucdo de) é o verdadeiro minimizador
do funcional I.

De maneira similar, ao considerar o problema de encontrar (u, v), definido em uma

regido bidimensional Q, tal que o funcional a ser minimizado é:

I(u,v) = fF(x, ViU, U, Uy, Uy, Uy, Vy) dxdy (C.9)
0
__Ou __Ou __ov __ov
Sendo u, = a,uy = 5,17,( = ae vy = 5

Ao assumir que u e v sdo especificados na fronteira I' de Q, o desaparecimento da

primeira variacdo de I(u, v) € escrito como:
6I(u,v) = 6, I(w,v) + 6,I(w,v) = 0 (C.10)
Visto que du e év sdo variacBes parciais em relacdo a u e v respectivamente, tem-se:

ol = f aF@ +aF5 +6F5 +6F5 +aF5 +6F5 dxd Cc.11
B au”aux”x auy”y av”avx”" avy"y xdy  (CL1)

Utiliza-se da integragdo por partes ou do teorema do gradiente no segundo, terceiro,
quinto e sexto termos. Adotando o segundo termo para exemplificar:

JF déu f[ a( )6]dd
aux ox dxdy = d0x aux Cox ou, i g
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OF 0du jg
dxdy =

ds — fa(aF>5 dxd
0t 0x ax \au, ) O XY

ouy

Realizando os procedimentos para os demais termos e coletando os coeficientes de du
e dv separadamente, obtém-se:

J‘ oF 6(6F> 0 ([ OF 5 oF a(aF) 0 (0F svl dud
o |ou " ax o, ayauy YT aw T ax\avy) " ay\aw, )| 07 Y

% ou + or +aF ov|dS=0
aux u avx"x avy"y Vi =

Como (u, v) sdo especificados em I', Su = §v = 0 e consequentemente as expressoes

(C.12)

de contorno desaparecem. Entdo, como du e év sdo arbitrarios e independentes um do outro

em Q, o lema fundamental produz as equagdes de Euler:

Su: oF 6(6F) d [ OF -0
“ou T ox ou,/ dy\ou,)

v oF 0(6F> d (0F _ 0
Vi v ax\av,) "~ ay v, )

Toda a discussao anterior pode ser aplicada ao caso geral de um funcional envolvendo

(C.13)

p varidveis dependentes com derivadas parciais de ordem m em relacdo a n variaveis
independentes. Neste caso havera p equacdes de Euler envolvendo derivadas de ordem 2m em
n variaveis independentes.

As condicOes de contorno podem ser classificadas em duas formas: essenciais e naturais.
As condicBes de contorno essenciais requerem que as variaces de v e possivelmente suas
derivadas se anulem na fronteira, enquanto que as condi¢fes de contorno naturais requerem a
especificacdo dos coeficientes das variacdes de v e suas derivadas.

No udltimo problema apresentado, é possivel identificar as condi¢cdes de contorno
naturais e essenciais com facilidade, visto que em cada um dos pares na fronteira I', o primeiro
elemento (que ndo contém variacdes das variaveis dependentes) constitui a condic¢éo natural de

fronteira e 0 desaparecimento do segundo elemento constitui a condi¢do de contorno essencial.
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ANEXO D - REDUCAO DE UM SISTEMA GERAL DE EQUACOES DIFERENCIAIS
A UM SISTEMA NORMAL (PONTRIAGUIN, 1973)

Este anexo apresenta a defini¢do de sistema normal e a metodologia para reduzir um
sistema geral de equacg0es diferenciais qualquer a um normal.
Os sistemas normais, também chamados de sistemas na forma candnica, sdo os sistemas

de equac0es diferenciais ordinarias que possuem a forma:

%= i, xt %2, .,x"),  i=1,..,n (D.1)

Na equacdo acima, t é a variavel independente e x!,x2,..,x™ sdo funcles
desconhecidas desta variavel.

Chama-se solucdo da Equacdo (D.1) uma fungdo continua, dada pela Equacéo (D.2),
com variavel independente t, definida sobre certo intervalo r; <t < r, (desde que r; # —oo e
r, # +00) e tal que a substitui¢do no lugar de x na Equag&o (D.1) obtém-se uma identidade em

t.

xt = @i(t), i=1,..,n (D.2)

A substituicdo da Equacdo (D.2) em (D.1) é possivel se, e somente se, a funcio ¢*(t)
possui derivadas sucessivas até ordem n em todo seu intervalo de existénciar; < t < r;.

A partir disso, Pontriaguin (1973) desenvolve o Teorema de Existéncia e Unicidade para
o Sistema Normal de Equagdes, apresentado abaixo. A demonstracdo pode ser encontrada na
Secdo 4-2, p. 177, do livro.

Teorema de Existéncia e Unicidade: Quaisquer que sejam os valores iniciais
to, X3,%5, ..., Xy, existe sempre uma solugdo do sistema (D.1) que satisfaz as
condi¢des iniciais e que esta definida sobre certo intervalo que contenha o
ponto t, . Quando existem duas solucBes que satisfacam a condicdes iniciais
idénticas (t, x&,xZ,..,x3), cada uma definida sobre seu préprio intervalo
que contém t, , tais solucbes coincidem sobre a parte comum destes dois
intervalos. (PONTRIAGUIN p.21, 1973)

Todo sistema de equacdes diferenciais de ordem n, resolvido com relagdo a derivadas

de ordem superior, pode ser reduzido a um sistema normal de ordem n. Seja a equagéo
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diferencial de ordem n, apresentada abaixo na Equacdo (D.3), resolvida com relacéo a derivada

de maior ordem. Neste caso t é a variavel independente e y é a funcdo incognita da variavel t.

y®™ =ftyy, ... y") (D.3)

O termo a direita da igualdade é uma fungéo dada, definida em certo intervalo I', de n +
1 variaveis t,y, v, ...,y 1. Ao supor que esta fun¢do é continua em I' e que as suas derivadas
parciais também sdo continuas, é possivel reduzir o sistema geral de equacdes a um sistema
normal. Isto é possivel ao introduzir novas funcdes incognitas x!,x2,...,x™ da variavel

independente t, definidas pela seguinte igualdade:

=y, x2 =y, " x" =yl (D.4)

xl = x?
2 = o3
e (D.5)

x" = f(t,xt x?, ..., x™)
Tem-se que para cada ponto t, ¥, Yo.. Yo * do intervalo T e devido ao Teorema de
Existéncia e Unicidade que existe uma solucdo y = ¥ (x) da Equacdo (D.4) que satisfaz as

seguintes condig¢des iniciais:

YOy =y", k=01.,n-1 (D.6)
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ANEXO E — SOLUCAO DE SISTEMAS DE EQUACOES DIFERENCIAIS
LINEARES DE PRIMEIRA ORDEM (ZILL e CULLEN, 2008)

Este anexo tem como objetivo apresentar a metodologia de obtencéo da solugdo de um
sistema ndo homogéneo de equacdes diferenciais, atraves do método de variacdo de parametros,
a partir das ideias de Zill e Cullen (2008). Contudo, é preciso inicialmente revisar a metodologia
de obtencdo da solugdo para um sistema homogéneo e o0s teoremas que surgem com tal
propasito.

Sejam X, A(t)e F(t) as seguintes matrizes:

x1(t)
x =20 (E.)
n (1)
a1(t) a;(t) ... aga(t)
A(t) = a2:1(t) az(t) .. az?(t) (E.2)
i (®) Ana(t) o Gnn(D)
f(®)
Fee) = |20 (E.3)
fa(®)

cujo sistema de equaces diferenciais lineares de primeira ordem ndo homogéneo é dado

por:

X' =AX +F. (E.4)

O Teorema 8.1.6 de Zill e Cullen (2008) apresenta que a solucéo geral de sistemas néo
homogéneos é dada pela combinacéo de uma solucgéo particular mais uma solucéo do problema

homogéneo, ou seja:

Seja X, uma dada solugdo do sistema ndo homogéneo X’ = AX + F em um
intervalo I e seja X, = ¢; Xy + ¢, X, + ... + ¢, X,, a solucéo geral no mesmo
intervalo do sistema homogéneo associado X’ = AX. Entdo a solucéo geral do
sistema ndo homogéneo no intervalo ¢ X = X, + X,,. A solucdo geral X, do
sistema homogéneo associado X' = AX é chamada de funcdo complementar
do sistema ndo homogéneo X' = AX + F. (ZILL e CULLEN, 2008)
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Por isso, para encontrar a solu¢do do sistema ndo homogéneo é necessario encontrar
inicialmente a solucdo referente ao sistema homogéneo associado.

O Teorema 8.1.2 de Zill e Cullen (2008) define o principio da superposicéo de solugdes
da seguinte forma:

Seja X;, X5, ..., X, um conjunto de vetores solucdo do sistema homogéneo
X' = AX em um intervalo I. Entdo a combinacéo linear X = ¢, X; + ¢, X, +
o+ X, onde ¢;, i = 1,2, ..., k sdo constantes arbitrarias, é também uma
solucdo no intervalo I. (ZILL e CULLEN, 2008)

Logo, é possivel concluir que um mdaltiplo constante de qualquer vetor solu¢do de um
sistema homogéneo de equacdes diferenciais lineares de primeira ordem X' = AX também é
uma solucéo.

Sendo X;, X,, ..., X;, um conjunto de vetores solucdo do sistema homogéneo X' = AX
em um intervalo I, diz-se que o conjunto é linearmente dependente do intervalo caso a expressao
abaixo seja verdadeira pata todo t no intervalo, desde que as constantes ¢;, i = 1, 2, ..., k ndo

sejam todas iguais a zero.
C1X1 + C2X2 + ...+ Cka =0 (E5)

Ou seja, para k = 2, os dois vetores de solucdo X; e X, sdo linearmente dependentes
se um é um multiplo constante do outro, e vice-versa. Para k > 2, um conjunto de vetores
solucdo € linearmente dependente se pudermos expressar pelo menos um vetor solu¢do como
uma combinacéo linear dos demais vetores.

A independéncia linear do conjunto solucdo pode ser verificado por meio do conceito
do determinante wronskiano. Para o Wronskiano diferente de zero em todos os pontos do
intervalo, tem-se que as funcdes sdo linearmente independentes. Logo, o conjunto de vetores
solucdo do sistema homogéneo X' = AX é independente em I se, e somente se, para cada t no

intervalo obedece a Equagéo (E.6):

xll x12 ') x1n
WXy, Xy, o, Xp) = |20 F22 0 T2nl g (E.6)

Xn1 Xn2 - Xpn
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Tem-se que a forma da solucdo para o sistema linear homogéneo geral de primeira
ordem X' = AX é dada por:
kq
et = Kelt (E.7)
kn
sendo k;, i = 1,2, ...,n e A constantes.

Ao substituir a solucdo em X' = AX, é possivel desenvolver que:

X' =AX
Kie?t = AKe?t
KA = AK
AK — KA =0 (E.8)

Sabendo que K = IK, onde I é a matriz identidade, tem-se que:
(A-IVDK =0 (E.9)
A fim de evitar a solucdo em que K = 0, tem-se:
det(A—1I1) =0 (E.10)
Essa equacdo é chamada de equacdo caracteristica da matriz A, cujas solucdes séo 0s
autovalores de A. Uma solugcdo em que K # 0 correspondente a um autovalor A é chamada de
autovetor de A.
Nos casos em que a matriz A possui n autovalores reais A4, A,, ..., A, diferentes entre

si, entdo existem n autovetores independentes K, K5, ..., K,,. A partir disso, € gerada uma série

fundamental de solucdo de X' = AX no intervalo (—oo, c0) da forma:

X, = K;eMb X, = K,e2t; . X, = K,eM?t (E.11)

No Teorema 8.2.1, Zill e Cullen (2008) definem a solugdo geral para sistemas

homogéneos da seguinte maneira:
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Sejam Ay, Ay, ..., A, serem n autovalores reais distintos da matriz de
coeficientes A do sistema homogéneo X' = AX e sejam K;, K, ..., K,, 0s
autovetores correspondentes. Entdo a solugdo geral de X' = AX no intervalo
(—o0,0) é dada por X = ¢; K eMt + cyKye?2t + -+ ¢ K et (ZILL e
CULLEN, 2008)

Contudo, existe a possibilidade de que nem todos os n autovalores de uma matriz A nxn
sejam diferentes entre si. Diz-se que um autovalor tem multiplicidade m quando este se repete
m vezes.

Para 0 caso em que uma matriz A nxn tem m autovetores linearmente independentes
Ki, K, ..., K, correspondentes a um autovalor A; de multiplicidade m < n, a solugéo geral do
sistema contém a combinacéo linear ¢, K;e*tt + c,K,e?Mt + - + ¢, K, et

Porém, caso haja apenas um autovetor correspondente ao autovalor A, de multiplicidade

m, entdo tem-se m solugdes linearmente independentes da seguinte forma:

Xl == Kllellt

XZ = Kthe)llt + Kzzellt
tZ
X3 = K31 Ee)’lt + K32te)'1t + K33e/11t

m-1 tm—z

Xm = Kmlmellt + szm

At 4oL At
et + -+ Kpne (E.12)

Sendo K;; vetores colunas. Para determinar os K;;, aplica-se os termos X; no sistema

homogéneo X' = AX de maneira que:

Xl: (A — /11])1(11 =0

X .{(A _— AII)KZZL = 0
2 (A - 111)1(22 =Ky
(A - 111)1(31 =0
X3t (A - /111)1(32 = K3
(A - /111)1(33 = K3,

(A - A]_I)Kml = O
X {(A - /111)Km2 = Km1
m-9 .

k(A — MDKpm = m(m-1) (E.13)
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Uma vez obtida a solucdo para o sistema homogéneo, necessita-se construir a solugao
particular da ndo homogénea. Com esta finalidade, existem dois métodos: método de
coeficientes indeterminados e método da variacdo de parametros. Dos dois métodos, a variagdo
de parametros é a técnica mais utilizada e, por isso, foi a detalhada e aplicada neste trabalho.

Seja a combinacgdo linear X a solucdo geral do sistema homogéneo X' = AX em um

intervalo I:
X11 X12 X1n C1X11 T CaXq1p + =+ CpX1p
X1 X2o X C1Xy1 + CoXyy + -+ Cpx
X — Cl : + CZ : + ... + Cn :n — 1421 2 22: ntn (E.14)
Xn1 Xn2 Xnn C1Xp1 t C2Xpp + 0+ CpXpp

A solucdo geral pode ser escrita a partir da matriz fundamental do sistema no intervalo,

¢(t), da seguinte forma:

X = p(t)C (E.15)

Onde C é a matriz nx1 de constantes e ¢(t) é a matriz nxn, cujas colunas consistem

nas entradas dos vetores solucdo do sistema, definida por:

X111 X1z - Xin
X x - X

¢(t) — ?1 22 EZn (E.16)
Xn1 Xn2 o Xnn

Das propriedades de matriz fundamental, destacam-se que a matriz ¢ (t) ndo é singular,
ou seja, possui determinante diferente de zero e que se ¢(t) € uma matriz fundamental do

sistema X' = AX, entdo tem-se que:

¢'(t) = Ap(t) (E.17)

A independéncia linear das colunas de ¢(t) no intervalo I garante que det(¢) # 0 para
todo ¢t no intervalo. Como ¢ (t) néo é singular, a inversa ¢ ~1(t) existe para todo t no intervalo.
Ao substituir a matriz de constantes C por uma matriz coluna de fungdes U (t), tem-se

que a solucdo particular do sistema ndo homogéneo X' = AX + F(t) é dada por:



Xp = p(OU()

Onde a matriz U(t) é definida por:
uq(t)
Ut) = luz .(t)‘
n ()

Ao aplicar a regra do produto, obtém-se que a derivada de X,:

Xp = p@®U' (1) + ¢'(DOU()

Visto que X, € a solugdo particular de X' = AX + F, e possivel afirmar que:

Xp = o(OU'(t) + @' (OU() = Ap(DU(L) + F (1),

e usando o fato que ¢'(t) = A¢(t), é possivel escrever:
¢OU'(t) + Ap(HU(t) = Ap()U(t) + F(t)
POV’ (L) = F(¢)
U'(t) = ¢~ (OF ()

U(t) = f ¢ L()F(t) dt

Portanto, tem-se que a solugdo particular X, é equivalente a:

X, = $(OU(®
Xp =60 | #7OF() de

Logo, a solucéo geral do sistema X' = AX + F é dada por:
X=X.+X,

X = $(6)C + $(0) f S (OF (D) dt
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(E.18)

(E.19)

(E.20)

(E.21)

(E.22)

(E.23)

(E.24)
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