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“A coisa mais bela que o homem pode experimentar ¢ o mistério. E essa a emocao
fundamental que esté na raiz de toda a ciéncia e de toda a arte.”

Albert Einstein
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RESUMO

O estudo do movimento de suspensdes particuladas € relevante tanto do ponto de vista tedrico
como em muitas situacdes de interesse pratico. O movimento de queda acelerada de uma
particula no fluido € um ponto de partida para obter informacgdes de parametros de uma
suspensdo, em especial a parte constitutiva da forca de interagdo. Do ponto de vista de
misturas s6lido-fluido, a suspensao particulada pode ser estudada com base na teoria continua
de misturas sem reagdes quimicas por estabelecer equacdes dos balancos de forma mais
generalizada, que € importante para a andlise de grandezas constitutivas e, quando h4 algum
tipo de restricdo, grandezas arbitrdrias. A depender de como essas grandezas sdo agrupadas,
sdo obtidas formas diferentes de sistema de equagdes do movimento de uma suspensao
particulada com restricio de incompressibilidade. A escolha desse sistema deve ser a que
facilita a obtencdo de solugdes exatas, as mais simples possiveis, para serem inseridas em
modelagem matemdtica. Neste trabalho, no contexto de meio poroso com restricio de
incompressibilidade, € preparada uma base de informagdes para o estudo de grandezas
arbitrdrias e constitutivas de uma suspensdo particulada. Sdo determinadas duas solugdes
exatas de um sistema de equacdes do movimento da suspensdo particulada. As duas solugdes
sao inseridas em modelagem matemdtica do movimento gravitacional de suspensdes
particuladas em proveta, a qual envolve sub-regides que variam com o tempo € sdo
delimitadas por interfaces em movimento, inclusive pela onda de aceleragcdo. Uma solucdo é
inserida na regido de sedimentacio livre e a outra na regido de transi¢cdo. Os movimentos da
onda e das interfaces sdo estabelecidos pela compatibilizagdo da solucdo exata da regidao de
sedimentacdo livre com a solucdo exata da regido de transi¢do, os quais dependem dos
parametros bdésicos velocidade da onda de aceleracdo, ponto de encontro da onda com a
interface superior descendente e ponto de encontro das interfaces. Das solucdes exatas e dos
movimentos das interfaces sdo estabelecidas duas func¢des velocidades que serviram como
base para o célculo dos parametros bésicos, juntamente com o uso de dados experimentais da
literatura de altura versus tempo da interface superior descendente do proprio teste de proveta.
Em seguida, sdo propostas equagdes para as partes constitutivas da for¢ca de interagcdo e de
cada tensor tensdo. Com isso, fica estabelecida a base preliminar de informacdes para o
estudo do movimento de uma suspensio particulada com restricdo de incompressibilidade.
Com o uso da base é determinada a equacdo para o cdlculo da diferenca de pressoes
arbitrarias. S3o mostrados resultados numéricos do calculo da velocidade da onda de
aceleracdo, do ponto de encontro da onda com a interface superior descendente, do ponto de
encontro das interfaces e dos parametros estabelecidos envolvidos nas equacdes do modelo,
como também na diferenca de pressdes arbitrarias.

PALAVRAS-CHAVE: suspensao particulada; pressoes arbitrarias; modelagem matematica



ABSTRACT

The study of the motion of particulate suspensions is important both from a theoretical point
of view and in many situations of practical interest. The accelerated fall movement of a
particle in the fluid is a starting point for parameter information of a suspension, in particular
a constitutive part of the interaction force. From the viewpoint of solid-fluid mixtures
particulate suspension can be studied based on continuous theory mixtures without chemical
reaction, because establishing the equations of the balances more generally, which is
important for the analysis of constituent quantities, and when there is some type of restriction,
arbitrary quantities. Depending on how these values are grouped, different forms of the
equations of motion system of a particulate suspension with incompressibility constraint are
obtained. The choice of this system shall be that easy to obtain exact solutions, the simplest
possible, to be inserted in mathematical modeling. This work dealt with porous media with
incompressible constraints and is a study on the preparation of a preliminary background
information to arbitrary and constitutive quantities of a particulate suspension. Two exact
solutions of a system of motion equations for the particulate suspension were determined. The
solutions were applied in the mathematical modeling of the gravitational motion of particulate
suspensions in a test tube. The modeling considered sub-regions that varied with time and
were bounded by moving interfaces and acceleration wave. One solution was embedded in the
free sedimentation region, and the other, in the transition region. Motions of the wave and the
interfaces were established by the compatibilization of the exact solution of the free
sedimentation region with that of the transition region. The motions depend on the velocity
parameters of the acceleration wave, meeting point of the wave with the descending upper
interface, and meeting point of the interfaces. From the exact solutions and motions, two
velocity functions were established, and these functions, along with the experimental data on
height versus time of the descending upper interface of the test tube as obtained from
literature, served as the basis for calculating the parameters. Then, equations for the
constituent parts of the force of interaction and of each strain tensor are proposed. Thus, the
preliminary background information for studying the motion of a particulate suspension with
an incompressibility constraint was established. Using the background information, the
equation to calculate the difference in arbitrary pressures is determined. The numerical
calculation results of the acceleration wave velocity, meeting point of the wave with the
descending upper interface, the meeting point of the interfaces, of the parameters in the model
equations and the difference in arbitrary pressures are reported in this paper.

KEYWORDS: particulate suspension; arbitrary pressures; mathematical modeling
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1. INTRODUCAO

O estudo do movimento de suspensdes particuladas € relevante tanto do ponto de
vista tedrico, como em muitas situagdes de interesse pratico, a exemplo de sedimentacao,
filtracdo, refrigeracdo, mecanica dos solos, hidrologia, engenharia petrolifera, engenharia
ambiental, purificacdo da dgua, projetos de equipamentos industriais, cilculo de parametros
reoldgicos e diversas outras dreas.

Com base na mecanica do continuo para corpo unico, é importante destacar que o
movimento de queda acelerada de uma particula num fluido € um ponto de partida para
obtencdo de informacgdes que podem ser usadas na andlise de pardmetros de uma suspensao
particulada, principalmente para a forca de interacdo que envolve resistividade ou forca de
arraste ou ainda coeficiente de arraste.

Do ponto de vista de misturas sélido-fluido, a suspensdo particulada pode ser
estudada com base em uma teoria mais adequada, como é o caso da teoria continua de
misturas sem reacdes quimicas, que estabelece equacdes dos balancos de forma mais
generalizada, inclusive a desigualdade entrépica que € importante tanto para andlise de
grandezas constitutivas, como também para grandezas arbitrarias quando hd algum tipo de
restri¢ao.

Neste caso, a restricdo € de incompressibilidade, pois as densidades do sélido e do
fluido puros sdo consideradas constantes. Desse modo, no contexto de meio poroso saturado
com fluido, as equagdes do movimento de uma suspensdo particulada com restricdo de
incompressibilidade, estabelecidas pela teoria continua de misturas sélido-fluido sem reacdes
quimicas, além de grandezas constitutivas, envolvem grandezas arbitrdrias as quais
equilibram tais equacdes em qualquer situacdo e ndo permitem que grandezas constitutivas
sejam sobrecarregadas com dados que deveriam estar em grandezas arbitrarias.

Além disso, dependendo de como as grandezas constitutivas e arbitrarias sdo
agrupadas e interpretadas, formas diferentes podem ser obtidas para sistemas das equacdes do
movimento de uma suspensao particulada. Para efeito do uso em modelagem matematica, a
forma do sistema escolhido é aquela que facilita a determinacao de solugdes exatas, as mais
simples possiveis, compativeis com o modelo.

O trabalho de Silva e Jesus (2013) mostra que existe uma forma de sistema com duas
equagdes envolvendo a diferenca de pressdes arbitrarias onde uma das equacdes tem como

solucdo exata a diferenca de pressdes arbitrarias como func¢do da porosidade.
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Por isso, sdo de fundamental importincia para obten¢do de informagdes sobre a
diferenca de pressdes arbitrdrias e as partes constitutivas da forca de interacdo e de cada
tensor tensdo, desde que solucdes exatas, as mais simples e explicitas possiveis, do sistema
possam ser inseridas em algum tipo de modelagem adequada.

Em uma dimensdo, pode ser utilizada modelagem matemdtica do movimento
gravitacional de suspensdes particuladas em proveta ou modelagem matemdtica da
sedimentacdo gravitacional em proveta, que ndo é simplesmente um problema puro de
sedimentacdo, pois a modelagem envolve sub-regides que variam com O tempo € sdo
delimitadas por interfaces em movimento, sendo que em cada regido a porosidade e as
velocidades satisfazem um sistema de equacdes diferenciais parciais.

Além disso, é preciso estabelecer condi¢Oes iniciais € de contorno, considerar as
condi¢des de salto através das interfaces em movimento para caracterizar o problema
estabelecido pela modelagem. As solucdes de todas as regides, levando-se em conta as
interfaces em movimento, devem ser compatibilizadas. Assim, resolvido o problema de forma
completa, a compatibilizacdo permite que parametros envolvidos nas solucdes sejam levados
para a equacao da altura versus tempo do movimento da interface superior descendente. Neste
sentido, parametros envolvidos nas solugdes podem ser determinados com dados
experimentais de altura versus tempo de tal interface, por comparagdo da altura tedrica com a
experimental.

Desse modo, por forca da modelagem matematica, dados experimentais de altura
versus tempo da interface superior descendente do teste de proveta sdo suficientes para
estabelecimento de funcdes porosidade e velocidades em regides do proprio teste, sendo de
fundamental importancia destacar as regides nas quais as solugdes sdo explicitas, pois
fornecem informagdes de forma mais direta.

O objetivo deste trabalho € a construcio de uma base de informacdes para a
diferenga de pressOes arbitrdrias. Sendo necessdrio, para isso, escolher um sistema de
equagdes do movimento da suspensdo particulada; determinar solugdes exatas do sistema;
inserir as solugdes em modelagem matematica do movimento gravitacional de uma suspensao
particulada em proveta; compatibilizar as solugdes; propor equagdes para as partes
constitutivas da for¢a de interacdo e de cada tensor tensdo; e determinar a equacdo para o

célculo da diferenca de pressdes arbitrarias.
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2. REVISAO DA LITERATURA

2.1 QUEDA ACELERADA DE UMA PARTICULA ESFERICA NUM FLUIDO

Sobre queda acelerada de particulas em fluidos, é de fundamental importancia
destacar o trabalho de Basset (1961), que além de mostrar o estabelecimento de uma equacao
integro-diferencial para a velocidade de queda acelerada de uma particula esférica num fluido
newtoniano incompressivel, envolvendo a histéria da aceleragdo, também apresenta um
estudo sobre solu¢des aproximadas para tal equacao.

Neste sentido, o trabalho de Basset (1961) pode ser usado como ponto de partida
para estudo de queda de corpos em fluidos, como pode ser evidenciado no levantamento feito
por Feng e Joseph (1995), onde foi estudado o movimento instdvel de particulas em regime
laminar para validar a abordagem do método quase-estaciondrio, que pressupde que o
movimento da particula € tdo lenta que € composto de uma série de estados de equilibrio,
onde foi possivel concluir que, utilizando simulagdes numéricas diretas, o erro da abordagem
quase-estaciondrio € quantitativamente significativa, mas qualitativamente insignificante.

J& Mollinger et al. (1999), também utilizou o movimento de queda acelerada como
base inicial para estudar o movimento oscilatério de queda de particulas esféricas com uma
relacdo entre os didmetros de particula e do tubo relativamente grande. Onde foi observado
que as particulas aceleram e desaceleram enquanto estd se instalando na parte inferior da
proveta, sendo considerado um fendmeno inesperado, pois, era até entdo desconhecido na
sedimentacao de particulas esféricas.

Segundo Massarani (2002), a forca resistiva exercida pelo fluido sobre a particula
depende das dimensdes, da forma da particula e do campo de velocidades do fluido ndo
perturbado pela presenca da particula. Além disso, ela € influenciada pela presenca de
contornos rigidos e de outras particulas e, no movimento acelerado, depende da histéria da
aceleracdo da particula.

Para estudar o movimento instdvel de duas esferas solidas em regime de Stokes,
Ardekani e Rangel (2006) deram inicio a andlise a partir da queda acelerada e foram
utilizados dois métodos a fim de calcular a for¢ca exercida sobre cada instdvel particula. Na
primeira abordagem, foi empregue um método simplificado de reflexdes em combina¢do com
o método de ponto-forca, ja na segunda abordagem, um método simplificado de reflexdes

combinados com uma solucdo de fluxo instavel de Biirger foi considerado. Como resultados,
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foi verificado que a utilizacdo da forca de Basset, correspondendo ao movimento de duas
esferas, dd origem a uma maior forca de arraste, em comparacdo com a solucdo utilizando
somente a for¢a de Basset.

Foi estudado analiticamente por Jalaal ef al. (2010) o movimento de aceleragdao de
uma particula esférica caindo verticalmente em um fluido newtoniano incompressivel, sendo
utilizado o Método de Perturbacdo Homotdpica (MPH) e obtidas expressdes como solugdo
para a velocidade instantanea, aceleracao e posicao da particula.

O movimento de uma esfera que cai verticalmente num fluido viscoso foi analisado
por Soares et al. (2012), sendo considerado os efeitos da massa adicionada, combinado a
solugdo analitica para o movimento da particula com o método numérico iterativo para
determinar parametros da suspensdo e validado através de dados experimentais da literatura,
sendo possivel também compreender as interacdes fluido/particulas.

O movimento de queda de particulas com formato biconcavo (forma de haltere) foi
estudado por Srivastava e Yadav (2012), tendo parametros encontrados através de métodos
numéricos. Nessa mesma abordagem, um estudo bibliogréafico de suspensdes com particulas
ndo esféricas simétricas foi feito por Srivastava D. K e Srivastava, N. (2013).

Uma nova solu¢do para o movimento de aceleracdo de uma particula ndo esférica
caindo verticalmente em um fluido newtoniano incompressivel foi determinado por Torabi e
Yaghoobi (2013), onde a velocidade e a aceleracdo foram determinadas através do Método de
Iteracao Variacional (MIV) e aproximacao de Padé.

O trabalho de Silva e Jesus (2015) transformou a equacao integro-diferencial em uma
equacdo diferencial e estabeleceu alternativas para a determinacdo da velocidade de queda
acelerada de uma particula esférica num fluido newtoniano incompressivel.

Os trabalhos citados apresentam elementos que podem ser usados como ponto de
partida para o estudo do movimento de uma suspensdo particulada, principalmente aqueles
oriundos da resisténcia dinamica. No entanto, a teoria continua de misturas sem reacdes
quimicas € quem fornecerd equacdes de balanco mais generalizadas, envolvendo pressoes

arbitrdrias, para o estudo do movimento de uma suspensao particulada.

2.2 MEIO POROSO SATURADO COM FLUIDO

Num meio poroso saturado com um fluido e modelado pela teoria continua de

misturas solido-fluido sem reagdes quimicas, pode-se escrever que:
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p1 = €py p2 = (1—¢)ps (01)

onde € € a funcdo porosidade, p; é a densidade do constituinte fluido, p, € a densidade do
constituinte sélido, pr € ps, sdo respectivamente, as densidades do sélido e do fluido puros

(SILVA e JESUS, 2013).
Balancos basicos

No contexto da teoria continua de misturas sélido-fluido sem reacdes quimicas, dos
trabalhos de Green et al. (1970), Atkin e Craine (1976a,b), Demiray (1981) e Ahmadi (1985),

escrevem-se a seguir os balancos de massa e de quantidade de movimento linear.

Balancos de massa:
Pa + PedivV, =0 p, = aa% + (gradp,) - V, a=1,2 (02)

onde div é o operador divergente espacial, V, é a velocidade, t € a varidvel tempo, grad é o

operador gradiente espacial e @ = 1 indica o constituinte fluido.

Balancgos de quantidade de movimento linear:
. Vg
Palq = diVTy + 1y + paga g = 751 + (gradVy)Vy (03)

onde a, € a aceleracdo, T, € o tensor tensdo, [, é a forca de interacdo e g, é a forca de
campo.

Além da forca de interagdo [,, outro tipo de interacdo importante para a formulagdo
da teoria quase mecanica para o Meio Poroso com Restricao de Incompressibilidade (MPRI) é
a energia de interacdo E,. Desse modo, além das Equacdes (02) e (03), para a mistura como

um todo, também se pode escrever
l1+l2=0 E1+E2=0 (04)

2.2.1 Meio poroso com restri¢do de incompressibilidade

Na teoria de um corpo simples com restricdo de incompressibilidade, o tensor tensao
¢ dividido em duas partes: uma constitutiva e outra arbitrdria ndo determinada pela histéria do

movimento, reduzida a uma pressao arbitraria por for¢ca de um axioma que estabelece que a
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parte arbitrdria ndo realiza trabalho para todo movimento compativel com a restricdo. A
motivacdo para tal axioma pode ser pensada como oriunda da desigualdade entrdpica de
Clausius-Duhem, no sentido de que a parte arbitraria do tensor tensdo deve ser retirada da
desigualdade, para que a mesma fique na sua forma natural de exploracdo de equacdes
constitutivas, gerando assim, a ideia de produgdo entrdpica da parte arbitrdria nula, como
mostra o estudo de Green et al. (1970) sobre a termodindmica de um corpo simples com
restri¢des.

Em sistemas particulados, no contexto de meio poroso saturado com fluido, existe na
literatura uma grande discussdo sobre as vdrias teorias estabelecidas para o movimento de um
meio poroso com restricdo de incompressibilidade, principalmente a respeito dos balangos de
quantidade de movimento linear, como mostra a andlise ampla e detalhada do trabalho de
Bedford e Drumheller (1983).

O trabalho de Silva (1990), também trata desta questdo através do estabelecimento de
uma teoria puramente mecanica para um MPRI: meio poroso saturado com fluido, modelado
pela teoria continua de misturas solido-fluido sem reagdes quimicas, na qual as densidades
dos soOlidos e do fluido puros sdo constantes, que caracterizam restricdo de
incompressibilidade.

Ainda segundo Silva (1990), cada tensor tensdao envolvido nesta teoria € decomposto
em uma parte constitutiva e outra arbitrdria ndo determinada pela histéria do movimento,
como também a forca de interacdo. As partes arbitrdrias sdo determinadas com base em
desigualdade entrépica, sob o principio de que a soma das producdes entropicas das mesmas é
nula para todo movimento compativel com a restri¢do de incompressibilidade.

Por ser baseada em desigualdade entrépica, a teoria de Silva (1990) é bem
fundamentada no sentido de que a mesma € suportada no principio béasico de validade da
desigualdade para todos os processos termodindmicos admissiveis. Ela produz resultados
compativeis com os de vdrias teorias da literatura como apresentados em Ahmadi (1985).

Mesmo assim, ainda é uma teoria simplificada, uma vez que o axioma usado por
Silva (1990) € baseado apenas na parte mecanica da desigualdade entropica utilizada,
produzindo como consequéncia, a mesma pressdo arbitrdria para as fases solida e fluida.
Desse modo, o axioma puramente mecanico nao € adequado quando o meio poroso apresenta
uma diferenga de pressdo entre fases significativa.

Por isso, Silva e Jesus (2013), adicionando ao axioma puramente mecanico a

producdo entrdpica da parte arbitraria de cada energia livre de Helmholtz, estabeleceram uma
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teoria quase mecanica para o MPRI, assim chamada por ndo envolver produgdes entrépicas
com derivadas e/ou gradientes de temperatura. Com isso, foi mostrado que o novo axioma
produz pressdes arbitrarias diferentes para as fases solida e fluida e, além disso, causa grande
influéncia nos balangos de quantidade de movimento linear, uma vez que surgem novos
termos de interacao.

O entendimento para a teoria apresentada por Silva e Jesus (2013) comeca com o
fato de que para o MPRI pg e pf sdo constantes. Com isso, das Equagdes (01) e (02), pode-se

escrever:
el-L,+V;,-grade + % =0 Ly = gradV; (05)
1-&1:-L,—V,-grade — % =0 L, =gradV, (06)

onde 1 € o tensor identidade (SILV A, 1979).
As formas das Equacdes (05) e (06), o tensor tensdao Ty, a for¢a de interacdo [,, a
energia de interacdo E, e a energia livre de Helmholtz A, s3o elementos bdsicos para o

estabelecimento de uma teoria quase mecanica para o MPRI, comecando com as seguintes

decomposicoes:
l, =158+ 15 T, =T} + T (07)
E,=ES+E;, A,=A%+AS (08)

onde o indice superior a indica parte arbitrdria, ndo determinada pela historia do movimento,
e o indice superior ¢ indica parte constitutiva. Além disso, postula-se aqui que as partes
arbitrdrias e constitutivas, de cada forca de interacdo e cada energia de interacdo, também

devem satisfazer a Equagdo (04), ou seja:
$+15=0 K +15= (09)
E}+Ef=0 E{+E{=0 (10)

No célculo das partes arbitrérias, pode-se escrever para cada constituinte o seguinte
axioma: a soma das producOes entropicas das partes arbitrarias das Equagdes (07) e (08) é
nula para todo movimento compativel com a restricdio de incompressibilidade. Com isso,

pode-se escrever
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Pa 22 4 (18 + pogradA) Vo —T& - Lg = ES = 0 (11)

Entdo, para que a Equacgdo (05) do constituinte fluido ndo seja destruida pelo axioma expresso

na Equacdo (11) para o = 1, deve-se ter:

I = p,grade — p,gradA$ T} = —ep,1 (12)
A% 3]
Ef = p1 =t —p13; (13)

onde p; € uma funcdo escalar arbitrdria. Do mesmo modo, para que a Equagdo (06) do
constituinte s6lido ndo seja destruida pelo axioma expresso na Equacdo (11), para a = 2,

também deve-se ter:

I§ = —pograde — pgradA} Tf = —(1-&)p1 (14)
0A% 0
Eg:Pza_tz—Pza_i (15)

onde p, € outra funcdo escalar arbitrdria. Com isso, as Equagdes (09), (10) e (12)-(15)

fornecem:
p1gradAf + p,gradA; = (p; — p;)grade (16)
049 0A% 0
P1a_t1+Pza_t2:(P1—P2)a—i (17)

Com a introdug@o das fungdes arbitrarias definidas por
P = p:Af + p2 A3 Pr = p1 + prAf Fs = p2 + psA7 (18)

o par de Equagdes (16) e (17) fica transformado em

0P, de
S+ (R —P)5 =0 (19)
gradP, + (P, — P;)grade = 0 (20)

cuja eliminagdo de P, fornece a equagdo

%(grad(}’s - Pf)) = (% (Rq — Pf)) grade 21)
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Além dos resultados expressos pelas Equagdes (19)-(21), outros podem ser

destacados com a introducao de mais duas fun¢des arbitrérias definidas por:
P=cp;+(1—-¢e)p, MN=P—P (22)
Desse modo, das Equagdes (16), (17) e (22), um destaque € expresso por
(1 - é&)grad(P, — Pr) = gradll (23)

(1-e) (B —F) =2 (24)

que por meio da Equagdo (21) produz a relacdo
de oIl
Egradl'l = Egrads (25)

Outro destaque é obtido com o uso das Equacgdes (12)-(18) e (22) para as partes

arbitrdrias de cada forca de interacdo caracterizadas por
I = —egradP + grad(ep,) + egradll (26)
g = egradP — grad(ep,) — egradll (27)
a qual mostra que a grandeza [, definida por
l, = egradll (28)

¢ uma forga de interacdo arbitrdria que é parte de [f. Além disso, é importante destacar

também o resultado
egradll+ (1 —&)grad(P—PF) =0 (29)

que tem caracteristica de balango de forcas de interagao.
Com o desenvolvimento de relagdes entre grandezas arbitrarias, pode-se partir agora
para as equagdes do movimento do MPRI com base nos balangos de massa e de quantidade de

movimento linear, as quais comeg¢am com

% + div (V) =0 (30)
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2 —div((1-)V,) =0 (31)
obtidas das Equacdes (01) e (04). Em seguida com

p1a, = —egradP; + divo; + m + p1 g, (32)

p2a, = —(1 —¢e)gradP; + dive, —m + p,g, (33)
obtidas das Equagdes (07), (12), (14), (16) e (18), onde

m=1[ o, =Tf g, =Tf (34)

s@o as partes constitutivas da forga de interac@o [; e de cada tensor tensdo, respectivamente, e

as aceleragdes aqe a, sdo dadas por:

a; =22+ (gradvy)V; (35)
6V2
a = -+ (gradV,)V, (36)

Por causa das grandezas arbitrarias e de relacdes entre elas, 0 movimento do MPRI

fica estabelecido por uma das formas de sistemas de equacdes, destacados a seguir.
Sistema I

E o sistema formado pelas Equacdes (19), (20), (30)-(36) para as fungdes incognitas

&, Vi, Vs, Pr, Ps € P, uma vez que 07, 0, € m sdo grandezas constitutivas.
Sistema II

As relacOes definidas pelas Equacdes (04), (32) e (33) fornecem a equacdo de

intersecao
1 . 1. m
PsAy — Pray = —grad(Ps - Pf) + 1—_£dlv02 - ;dlUO'l s + ps92 — Pr91(37)

E o sistema é formado pelas Equagoes (21), (30), (31), (35)-(37) para as funcdes

incognitas €, Vi, V, e P; — Pr.

Sistema II1
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As relagdes definidas pelas Equacgdes (23), (28), (29), (32) e (33) produzem as

equagoes
p1a, = —ggradP + 1, + dive; + m+ p;g4 (38)
paa, = —(1 —¢)gradP — l, + divo, —m + p, g, (39)

E o sistema € formado pelas Equacdes (25), (28), (30), (31), (35), (36), (38) e (39)

para as funcdes incognitas €, Vy, V,, P e 1.
Sistema IV

As Equacdes (23), (28) e (33) fornecem a relacao
p2a, = —(1 —&)gradPr + divo, —m — l;“ + 029> (40)

E o sistema € formado pelas Equacdes (25), (28), (30), (31), (32), (35), (36) e (40)

para as fungdes incognitas &, Vy, V,, Pr e I1.
Sistema V

As relagdes definidas pelas Equacdes (01), (28), (32) e (40) fornecem a equacdo de

intersecao
epp(a; — g2) — (1 —&)pi(ay — g1) = edive, — (1 — e)dive; —em — [, 41)

E o sistema € formado pelas Equacdes (25), (28), (30), (31), (35), (36) e (41) para as
fungdes incognitas ¢, V;, V,, e I1.

Como m € a parte constitutiva da forca de interacdo [, das Equacdes (07) e (34)

m=1, -2 42)

7z

Dos trabalhos de Liu (1980) e Silva (1990), a grandeza m é a for¢a difusiva ou

resistiva definida por
m=1 -1 19 =1, paraV; = V. (43)

Logo, das Equacdes (42) e (43)
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=0 (44)

ou seja, a parte arbitraria [{ é a forga de interacdo [; no equilibrio. Desse modo, das

Equagdes (12), (18) e (44)
1Y = Prgrade — grad(p, A7) (45)

Para discussdo da Equag@o (45) e da fungdo arbitrdria Py, com base na Equagéo (43)

e no Sistema I, considera-se 0 MPRI sob a a¢c@o da gravidade na situacdo estdtica constante

caracterizada por:
& = constante Vi=V,=0 m=20 diva; =0 (46)
Neste caso, como
9g1=92=9 47)

onde g € a aceleracdo da gravidade, das Equacdes (01), (32), (33) e (45)-(47)

gradPr = prg @
I} = —grad(p,A}) = grad(p,A3) 9
gradP; = li_gdivaz + psg G0

A Equacio (48) mostra que, para a situagdo estatica constante sob acao da gravidade,
P; € a pressdo do fluido, concordando com os dados bem conhecidos dos experimentalistas
(MASSARANI, 1984; SILVA TELLES, 1993).

O resultado dado pela Equacdo (49) mostra que, na mesma situacdo, a forca de
interacdo ndo precisa ser nula. Este resultado estd coerente com aqueles de pesquisadores
como Liu (1980), que afirma que em tal situacdo a forca de interacdo ndo € nula e € ela que
equilibra o empuxo, aqui implicito em cada gradiente de [ da Equacdo (49).

Sobre a Equacdo (50), a andlise depende de como se estabelece a situacdo estdtica
constante. Se ela s6 acontece quando o sdlido € rigido, o, € indeterminada e tal equacdo pode
ndo produzir informacdes sobre P; e, neste caso, P; é simplesmente uma funcio escalar

arbitraria vista como equilibradora do Sistema I. Por outro lado, se o s6lido ndo € rigido ou o,
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nao é considerado na Equacdo (50), tem-se que divo, = 0 e, como no caso do fluido, P; pode
ser interpretada como uma pressado arbitraria associada ao sélido.
Quanto ao sistema II, para o MPRI sob a ac¢do da gravidade, das Equacdes (01) e

(47), vale a observacao de que o termo

psg2 — Prgr = (ps — pr)g

aparece naturalmente no mesmo sem precisar outro tipo de decomposicdo para a forca de
interacdo ;.
Outra grandeza a considerar nesta discussido, com base nas Equacdes (18), € a parte

arbitraria da energia livre de Helmholtz A% para a mistura, definida por
(p1+ p2)A* = p1 AT + prA3 =P, (51)

Assim, observando que, sob o axioma caracterizado pela Equacdo (11), a parte
arbitraria da energia livre de Helmholtz de um corpo dnico incompressivel € constante,
considera-se, para efeito de discussdo e comparagdo que a energia A* é constante; uma vez
que a mesma € definida para a mistura como um todo. Desse modo, das Equacdes (01), (20) e

(51), obtém-se o resultado

Py — P = (Ps - Pf)Aa (52)
para € ndo constante, do qual pode-se escrever:

gradP; = gradPs (53)

Entdo, neste caso, das Equacdes (52) e (53), pode-se escolher apenas uma pressao
arbitrdria para aparecer no Sistema I, mesmo sendo diferentes as pressdes das fases solida e
fluida. Ou seja, o aparecimento de uma tUnica pressao arbitraria nas Equacdes (32) e (33) ndo
significa que as pressdes das fases sejam iguais. Neste sentido, o trabalho de Silva (1990) nao
precisaria se restringir a um axioma puramente mecanico para a obtenc¢do de um sistema com
apenas uma pressao arbitraria. Portanto, das Equacdes (52) e (53), os sistemas do trabalho de
Silva (1990) ficam iguais aos Sistemas I e II, ressalvando-se que as pressdes das fases ndo

precisam ser iguais.
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De acordo com Silva ef al. (2013), a igualdade expressa na Equacdo (53) também
pode ser obtida da Equacdo (37) com base em modelagem matemadtica envolvendo o
movimento do MPRL

Outras teorias para o MPRI, como mostra o trabalho de Givler (1987), também
estabelecem a pressdo arbitrdria da fase fluida diferente da pressao arbitrdria da fase sélida.
Mas, além de serem casos particulares da teoria desenvolvida por Silva ef al. (2013), cada
sistema de equagdes diferenciais parciais produzido apresenta o nimero de fun¢des incégnitas
excedendo de uma unidade o nimero de equacdes. Por isso, tais teorias estabelecem equacdes
extras para a diferenca de pressdo entre as fases, inclusive equacdes constitutivas, para a
obtencdo de um sistema fechado, como € o caso do Sistema I ou II que, pelo menos em uma
dimensao, apresenta o nimero de fun¢des incognitas igual ao nimero de equacdes.

A soma das Equacdes (38) e (39) do Sistema III sugere que a grandeza arbitraria P
pode ser interpretada como a pressdo no meio poroso. Além disso, com base nas Equagdes
(22), (28) e (29), a funcdo arbitrdria Il pode ser interpretada como sendo uma pressao
arbitrdria de interagdo, uma vez que na situacdo estdtica constante sob a acdo da gravidade
P —1II = Py € a pressio do fluido no poro.

Sobre as grandezas constitutivas nos Sistemas I até V, m, como j4 frisado, € a for¢a
difusiva ou resistiva como fun¢do da diferenca de velocidades. Em muitos problemas gy é
desprezada e g, é a chamada pressdo constitutiva do sélido considerada como fun¢dao da
porosidade. Sdo também estudados os casos em que g; € dada por uma relacdo semelhante a
do fluido newtoniano.

Para discussdo com base na parte da for¢a de interacdo arbitraria [{ dada pela
Equacao (28), as Equacdes (32) e (40) dos Sistemas I e IV, respectivamente, mostram que as
equacgdes do movimento do MPRI podem ser escritas envolvendo apenas a pressao arbitraria
do fluido no poro Pr, uma vez que a outra grandeza arbitréria [, que aparece na Equagdo (40)
¢ uma forga de interagdo. Além disso, Pr e [, sdo fatores de estabilidade, eles equilibram
relacdes definidas pelas Equacdes (32) e (40) ou (41) em qualquer situacdo. Isso permite, por
exemplo, trabalhar apenas com a Equagdo (32) sem ser necessdrio desconsiderar a Equacgao
(40), pois, estabelecida a fungdo Pr a Equagdo (40) fica equilibrada por [,, situagdo bastante
conhecida em filtragdo uniforme. Também, pode-se observar aqui que Py e [, podem absorver
certas grandezas consideradas despreziveis em muitos modelos propostos, ou seja, uma tal
grandeza, mesmo ndo sendo desprezivel, poderia nido aparecer no modelo, ja4 estaria

englobada em Pr ou l,. Hd também os casos em que as equagdes propostas ndo apresentam
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grandezas arbitrarias. Nestes casos tudo € sustentado por supostas equacdes constitutivas para
01, 0, € m, 0s quais sdo sobrecarregados para que as Equagdes (32) e (40) ou (41) sejam
equilibradas. Neste sentido, as equacgdes propostas para g;, 0, € m podem apresentar dados
que, para um mesmo par sOlido-fluido, variam de um modelo para outro. Estes dados
deveriam estar inclusos em grandezas arbitrdrias que variam livremente até no mesmo
modelo.

Sobre a interagcdo arbitrdria [,;, pode-se obter informacdo a partir da equagdo de
intersecdo, Equacdo (41) do Sistema V, considerando-se os casos em que divo; = 0, divo, =
0 e m = 0. Nestes casos, as Equacdes (04) e (41) mostram que [, é funcdo da porosidade e
das aceleracdes reduzidas a, — g, e a; — g;. Baseado nisso, pode-se propor para [,, em

qualquer situacao, a relacao

lg =di(a; — g1) +dy(a; — g2)

onde d; e d, sdo fungdes densidades arbitrérias, ja discutidas em Silva Telles (1993) para
toda parte arbitraria da forca de interacdo. Aqui [, é apenas uma parte da for¢a de interagdo
arbitréria.

Com isso, a restrigdo de incompressibilidade provoca o aparecimento de grandezas
arbitrarias nos balancos de quantidade de movimento linear. Por conta de tais grandezas e de
relacdes entre elas, as equagdes do movimento do MPRI podem ser expressas de varios
modos, destacados em sistemas com formas diferentes, uma forma de sistema para cada
modo. A questdo estd nos agrupamentos de termos de pressdes e interacdes arbitrarias e suas

interpretacdes.

2.3 MOVIMENTO GRAVITACIONAL DE UMA SUSPENSAO PARTICULADA EM
PROVETA

O primeiro a formular um tratamento matematico para 0 movimento gravitacional de
uma suspensado particulada em proveta, ou sedimentacdo gravitacional em proveta, foi Kynch
(1952), que, usando apenas os balangos de massa e supondo a velocidade das particulas
solidas como funcdo da concentracio local de sélidos, desenvolveu um estudo de propagacao

de ondas de concentragdo para o problema.
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A ndo inclusdo direta dos efeitos de pressdo no sélido e da forca de interacdo nos
balancos de massa, motivou pesquisadores como Tiller (1981), Fitch (1983) e Font (1988) a
revisar a teoria e a introduzirem os balancos de quantidade de movimento linear.

Ao ser considerado por Biirger e Wendland (2001) que a sedimentagdo e a suspensao
particulada desempenham um papel importante na tecnologia moderna, um levantamento
bibliografico do ano de 1912 até 2000 foi produzido pelos mesmos, sendo juntadas nove
contribuicdes para a matemadtica desses processos. Foi mostrado que os autores pesquisados
fornecem um relato conciso das contribui¢cdes para a pesquisa em sedimenta¢do e suspensao
particulada, que foram feitas durante o século 20 com um foco nas diferentes etapas de
progresso que foram feitos para o entendimento de sedimentacdo em batelada, suspensdes
particuladas e sedimentacdo continua em processamento mineral. Sendo que um grande
avanco foi a teoria sedimentacdo cinematica do Kynch publicada em 1952. Matematicamente,
esta teoria d4 origem a uma primeira lei de conservacdo escalar ndo linear para a concentracao
de solidos. Extensdes desta teoria a sedimentacdo continua, floculante, suspensdes
polidispersas, ensaios com provetas com diferentes se¢des transversais, centrifugas e vdrias
dimensodes de espago, bem como as suas aplicac¢des atuais, foram abordadas no trabalho.

Uma interpretacdo linear da teoria dos fluxos de soélidos para modelos de
sedimentacdo em 3 regides foi realizada por Wett (2002). O modelo diferencia a regido de
sedimentacdo livre, a regido de transicao e a regido de compressdo a partir da teoria do fluxo
de solidos para suspensdes particuladas em proveta e define trés tipos de velocidade, uma para
cada regido, sendo que, para aplicacdo, o modelo foi aplicado a um modelo biocinético para
acompanhamento on-line.

Um modelo unificado para célculo de velocidade de queda de particulas nos
processos de sedimentacdo, filtracdo e suspensoes floculentas foi desenvolvido por Garrido et
al. (2003). Onde foram identificadas as varidveis e equagdes para cada uma das operagdes
para compatibilizacdo e, com isso, verificou-se que os processos podem ser descritos por
variantes de um escalar hiperbdlico-parabdlico. Para completar o estudo, também foram
analisadas equacgdes constitutivas para obtencdo das forcas de interagdo solido-fluido,
permeabilidade e a compressibilidade do meio poroso.

Um simulador para estabelecimento de velocidades de sedimentagdo gravitacional
em proveta e para suspensdes floculentas foi desenvolvido por Garrido et al. (2004) através

do método numérico introduzido por Biirger, cujos dados de entrada sdo parametros da
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suspensdo, massa especifica do sélido e tensor tensdo do sélido, tendo como saida o grafico
do perfil de concentracdo.

Foi proposto por Usher e Scales (2005) uma modelagem para espessantes em estado
estaciondrio a partir do limite de elasticidade a compressdo, que impedem a sedimentagdo de
particulas. O algoritmo foi desenvolvido a partir de propriedades fundamentais e como dados
de saida tem-se dados de altura versus concentracdo de soélidos em toda suspensdo. Além
disso, também determina o tempo de residéncia das particulas no leito da suspensao.

Foi simulado numericamente unidades de clarificadores-espessantes por Biirger et al.
(2006) através de suspensdes ideais com fun¢do de fluxo de densidade contendo dois pontos
de inflexdo, partindo do balanco de massa da sedimentacdo de particulas. A escolha da funcao
deu-se por ser possivel obter uma estrutura mais rica em informacdes dos parametros da
suspensdo do que funcdes com apenas um ponto de inflexdo. A escolha dessa fun¢do foi
motivada por uma série de experimentos.

Uma avaliacdo do método 1-fluid foi feita por Pianet et al. (2007) para a Simulagao
Numérica Direta (SND) do movimento de particulas de uma suspensdo de uma tnica esfera
com numero de Reynolds de moderado a alto. Tendo como base o algoritmo de otimizagdo
Lagrangeana aumentada para o acoplamento pressdo-velocidade, focando no movimento
transiente da suspensdo de uma esfera em meio viscoso e validando por comparagdo com
dados de outros trabalhos de prépria autoria.

Foi estabelecido por Grassia et al. (2008) uma técnica simplificada para obtengao de
parametros de suspensdo particulada em proveta, por meio de ajustes através da lei de
poténcia da secao ndo linear da altura da interface superior descendente na regidao de
transicdo, através de relacOes analiticas explicitas e, com isso, foram obtidos dados de
simulacdo da altura versus tempo da suspensdo, sendo os resultados aplicados para estimar
propriedades de materiais desidratados, apresentando erros pequenos.

O comportamento da compactacio na sedimentacdo gravitacional de uma suspensao
altamente concentrada com particulas de diéxido de titanio (TiO») foi estudado por Iritani et
al. (2009) através do modelo de Terzaghi modificado com movimento lagrangeano. Sendo
que as variagdes da altura do sedimento compactado com o tempo foram adequadamente
descritos utilizando a solucdo analitica da funcdo que descreve a relacio média de
compactagdo. Além disso, a altura de equilibrio foi representada por uma fun¢do de poténcia

do volume total de s6lidos, para um valor especifico de pH.
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Foi estudado por Hogg e Dorrell (2010), sedimentacdo de suspensdes bidispersas
para o célculo analitico da fracdo de volume de cada espécie, onde foi observado que os perfis
muitas vezes incluem a interagdo entre as particulas, através da qual ocorrem mudangas
descontinuas na fragao de volume.

Uma nova solugdo de forma fechada para encontrar a relagao altura versus tempo do
sedimento de suspensdes particuladas foi abordada por Grassia er al. (2011) através de
funcdes de fluxo de sedimentacdo, considerando uma linha reta na regido de sedimentagdo
livre e uma dependéncia paramétrica na regido de transicdo. Com isso, foi estabelecido uma
relacdo entre a altura do sedimento na suspensdo e parametros do material de forma direta e
sem a necessidade do parametro velocidade de sedimentacgdo, tendo aplicacdo em projetos de
equipamentos como sedimentadores.

Uma predicdo de um modelo de sedimentacdo de uma suspensdo particulada
ambiente aqudtico, sem entrada de sedimentos, foi feita por Guo et al. (2012), onde, nessas
condi¢des, as forcas de controle entre particulas da suspensdo sdo significativamente
diferentes do processo de sedimentacao ideal. O processo de sedimentagdo possui formas da
regido de sedimentagdo livre, regido de transicdo e regido de compactacdo de acordo com
caracteristicas das particulas. Equacdes para a altura e tempo de sedimentacdo foram
estabelecidas com base na taxa de sedimentacdo e o modelo foi criado com base nos
parametros fundamentais do lodo do ambiente aquatico, podendo ser aplicado para a predi¢ao
de assentamento do solo em ambientes aquaticos.

Um modelo multifasico de sedimentag@o e suspensdo em um digestor anaerdbico foi
estabelecido por Yu et al. (2013), através da teoria cinética do escoamento granular, que foi
criada para descrever como ocorrem os fluxos das particulas de residuos biolégicos. O tempo
de retencao de sélidos foi adicionado como um parametro no modelo de digestdo anaerdbica
para avaliar o seu efeito sobre a produtividade de biogds. O modelo foi validado
experimentalmente em um reator de coluna de gas-liquido-sélido e com a fracdo de volume
gds solido e temperatura como as principais varidveis. A distribuicdo do tempo de dguas
residuais residéncia também foi determinada através de modelagem e de medicao para avaliar
o padrao de mistura no reator.

Um estudo experimental do movimento gravitacional de suspensdes concentradas de
particulas monodispersa foi feito por Hernando et al. (2014), para a determinagdo das sub-
regides da suspensdo. No estudo, foi investigado, experimentalmente, o movimento

gravitacional de suspensdes concentradas de particulas de polimetilmetacrilato (PMMA), a
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baixo nimero de Reynolds, com esferas de trés raios diferentes utilizando a técnica de
fluorescéncia induzida por lazer para determinar a evolugdo espago-temporal da concentragcdao
de particulas e do deslocamento das sub-regides, sendo possivel reconhecer a existéncia de
tais sub-regides.

O aparato experimental para obtencdo da imagem consistiu numa inducdo por lazer
de argénio em uma suspensdo com particula de tamanho 37,7 um e porosidade inicial &, =
0,30, tendo a imagem capturada por camera fotografica acoplada a um computador contendo
o software para tratamento da imagem.

Em um outro trabalho de Hernando et al. (2015) foi realizado um estudo
experimental do movimento de uma suspensdo concentrada de particulas com tamanhos
diferentes para a determinacdo e andlise das sub-regides do movimento da suspensdo
utilizando o mesmo aparato experimental do trabalho anterior.

Dos trabalhos acima citados, Kynch (1952), Biirger e Wendland (2001), Wett (2002),
Biirger et al. (2006), Iritani et al. (2009), Hogg e Dorrel (2010), Grassia et al. (2011),
Hernando et al. (2014; 2015) apresentam somente balanco de massa. Os demais apresentam
balancos de massa e quantidade de movimento linear. Porém, todos os trabalhos ndo tratam de
diferenca de pressoes arbitrdrias, pois tal diferenca surge quando a formulacdo tedrica para o
movimento de suspensdo particulada fornece equagdes dos balangos mais generalizadas, as
quais permitem visualizagdo de solucdes exatas.

Apesar disso, os trabalhos citados servem como base para caracterizagdo do
movimento de suspensdo particulada em proveta. Neste sentido, podem ser destacadas as
Figuras 01 e Figura 02 dos trabalhos de Hernando er al. (2014; 2015), que reconhecem a
existéncia de sub-regides, principalmente na Figura 02, que é possivel distinguir a regido de
liquido puro A, regido de sedimentacdo livre B, regido de transicio D e regides de

compactacdo C e E.
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Figura 1 — Perfil de uma suspensio inicialmente homogénea com particula de tamanho 37,7 pum e
porosidade inicial &, = 0,30.

Fonte: Hernando et al. (2014)

Figura 2 — Perfis de uma suspensio inicialmente homogénea com particulas grandes a) e de uma
suspensdo com particulas pequenas. Porosidade inicial &, = 0,30.

Fonte: Hernando et al. (2015)
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3. METODOLOGIA

3.1 DETERMINACAO DE SOLUCOES EXATAS

De acordo com o Sistema II, Equagdes (01), (21), (30)-(33), (35)-(37), em uma
dimensdo, as equagdes do movimento da suspensdo particulada com restricio de

incompressibilidade sdo expressas pela Equagdo (01), com ps; e p; constantes, e pelas

equacoes relatadas a seguir:

6(8V1)
Ty 0 (54)
de 0
5T % [(A-8)()]=0 (55)
p1a; = —¢€ f +—= 601 +m+ p1g: (56)
aps
p2a; = —(1—¢) —y—m+p2g2 (57)
av. av.
a, = a_tl 1 a_yl (58)
a; =224V, ";‘;2 (59)
acory _ aeory )

at oy ~ dy ot
onde Py € a diferenga de pressdes arbitrdrias, ou seja
Py =P, — P (61)

e também a equacgao de interse¢io

apsf 1 60'2 1 601 m

3y T1say :ay sao T Ps927Pro (62)

PsQz — praq = —

obtida das Equacdes (01), (56) e (57), na qual y € a coordenada espacial.
O sistema formado pelas Equacoes (54)-(62) serda denominado de Sistema S.

A determinagdo de solugdes exatas do sistema S, comeca com as notagdes
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e=¢(y,t) (63)
Vi =Vi(y,t) (64)
V, =V2(y,t) (65)
¢»=¢W,t) = () (66)

em que ¢ € uma funcdo suficientemente suave, obtém-se das Equagdes (54) e (55) e da regra

da cadeia, com base na Equacdo (66), que

i+ (1 -8V, =0 =) (67)
09 _dp 0c 09 _ do O
9t de ot © dy T de dy (68)

Seguindo a notacdo expressa na Equacdo (66), com o uso da Equacdo (68), de

imediato segue que a consideracao
Psf:Psf(y't) :Psf(g) (69)

satisfaz a Equacao (60). Isso motiva a determinacdo de solucdes exatas do sistema formado
pelas Equacdes (1), (54), (55), (58), (59)-(62), com base nas consideracdes expressas pelas
Equagdes (63)-(65) e as relagdes

Vi =Vi(e) (70)
V, = V(¢) (71)

de tal modo que derivadas da porosidade e das velocidades também sejam funcdes da
porosidade. Dessa forma, equagdes constitutivas generalizadas para as partes constitutivas da

forca de insteracdo e de cada tensor tensdo também podem ser colocadas na forma
m=m(y,t) = m(e) (72)
o1 =01(y,t) = 0y(e) (73)

0, = 0,(y,t) = 0,(¢) (74)
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3.1.1 Primeira solucao

E a solugdo constante, ou seja, a porosidade e as velocidades s@o constantes.

Vi(y, t) = constante (75)
V,(y,t) = constante (76)
e(y, t) = g, = constante (77)

Com isso, a solucdo do conjunto de Equagdes (54), (55), (58)-(61) e (75)-(77) fica na forma

= Psgz — Prg1 para e = & (78)

e(1-¢)

3.1.2 Segunda solucdo

E a solugio determinada com base nas Equacdes (63)-(74) cuja constru¢io comega

com a observagdo de que o conjunto de Equacgdes (54)-(55) fornece a equacao

de de
Vo= 0 (79)
com y dada por
d d
Y =7 [(1—e)V,] = I (V) (30)

Considerando também que
Y =—wo (81)

onde w, € uma velocidade constante, segue das Equacdes (67) e (80) que

1—80

Vy, = wo — (up + wp) (82)

1-¢

uO_SO(u0+WO)+(p (83)
&

V1=W0+

nas quais u, € outra velocidade constante e, neste caso, ¢ € constante. Dessa forma, usando a

Equacao (81), a integracdo da Equacdo (79) fornece a solucao

[A(e)de =y — wyt + cte (84)
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onde A(e) é uma fungdo arbitrdaria da porosidade com unidade de comprimento e vale

ressaltar que
de
A(e) 3 = 1 (85)

Assim, as Equacdes (58), (59), (63)-(66), (68)-(74), (82), (83) e (85) produzem a relagao

[% —(psg2 = pfgl)] A(e) = B(e) — d;:f —Q(¢) (86)
com B(¢) e Q(¢) dadas por

B =5~ (87)

Q(e) = ps [(Wff)z] + oy [(W"T_Vl)z] (88)

As Equacdes (78), (82), (83), (86)-(88) podem ser usadas como fonte de informagdes
para a diferenca de pressdes arbitrarias, através da grandeza arbitraria A(e) aqui chamada de
funcdo comprimento, inclusive com o uso da Equagao (78) para € = constante = &,.

Determinada a fung@o A(e), informagdes fornecidas pela Equagdo (78) podem ser
aproveitadas nas Equagdes (86)-(88), onde vale ressaltar que por envolver efeito de pressao
constitutiva do sélido a grandeza B(e) responde por compressibilidade. Também vale
ressaltar que a ja conhecida grandeza m responde por resistividade. Neste sentido, a funcdo
arbitraria comprimento A(¢e) pode ser vista como razao de compressibilidade por resistividade

além dos efeitos de diferenca de pressoes arbitrarias.

3.2 MODELAGEM MATEMATICA

No estudo do movimento gravitacional de suspensdes particuladas em proveta
(sedimentagdo gravitacional em proveta), em cada teste, a suspensio € colocada numa proveta
de altura e diametro adequados, com agitacdo suficiente para que a condi¢do inicial de
concentracdo de solidos uniforme seja obtida. As dimensdes devem ser tais que os efeitos de
parede ndo interfiram na queda das particulas sélidas, de modo que o movimento possa ser

considerado unidimensional.
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Com base na revisdo da literatura, com destaque para os trabalhos Hernando et al.
(2014, 2015) e Liborio et al. (2015a,b), desde o inicio do movimento de queda das particulas
s6lidas até o término, a regido ocupada pela suspensdo na proveta fica dividida em sub-

regides, as quais podem ser caracterizadas de acordo com a Figura 3.

Altura

Tempo

Figura 3 — Gréfico representativo do processo de sedimentacdo em proveta.

No grafico da Figura 3, HPQR até a altura H corresponde a Regido de Liquido Puro
(RLP), OPHO corresponde a Regidao de Sedimentacdo Livre (RSL), OPQO corresponde a

o

o

Regido de Transicao (RT) e a regido limitada por OQR e o eixo dos tempos corresponde
Regido de Compressao (RC). As curvas HPQR, OP e OQ correspondem, respectivamente, as
alturas da interface superior descendente, da onda de aceleracdo e da interface inferior
ascendente. A introduc¢do da regido de transi¢io OPQO foi motivada pelo trabalho de Kynch
(1952) e a revisao da sua teoria feita por Tiller (1981) e estendida pelos trabalhos de Fitch
(1983) e Font (1988). A onda de aceleracdo, que ndo precisa ser visivel, corresponde a
propagacdo inicial da onda de concentragdo, a unica que parte do fundo da proveta. A
velocidade das particulas sélidas, na regido de transi¢do, foi determinada pelo efeito da
suposicao de Kynch (1952) sobre os balancos de massa e de quantidade de movimento linear,
o qual forneceu uma equacao explicita para tal velocidade como fun¢do da porosidade.

Em relacdo a cada curva do grafico da Figura 3, podem ser escritas as seguintes

notagoes:

x(t) (0<t< ) (39)
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h(t) (0<t<ty (90)
z(t) 0<t<t,) 91)

onde 7 € a varidvel tempo, x(t) é a altura da interface superior descendente, h(t) é a altura da
onda de aceleragdo e z(t) é a altura da interface inferior ascendente. O tempo t, indica o
instante de encontro da interface superior descendente com a onda de aceleracdo, enquanto
que o tempo t. indica o instante de encontro das duas interfaces.

As alturas satisfazem as condicdes iniciais

x(0) =H (92)

h(0) =z(0) =0 (93)
as condi¢des de encontro da interface superior descendente com a onda de aceleracao

x(to) = h(to) = xo (94)
e as condi¢des de encontro das duas interfaces

x(te) = z(to) = x. (95)

onde H € a altura inicial da suspensdo na proveta.

Com relagdo ao grafico da Figura 3, a coordenada espacial (y) esta orientada para
cima de tal modo que y = 0 representa o fundo da proveta ou o eixo dos tempos.

Sob a notacdo usada nas Equagdes (89)-(91), para a funcdo porosidade em cada

regido, caracterizada por £(y, t), vale ressaltar que
ey,t)=1 x<y<H 0<t<o (96)

para a regido de liquido puro. Além disso, com base nas Equacdes (92)-(95) a funcdo

porosidade satisfaz a condi¢do inicial
e(y,0) = gy = cte 0<y<H 97)

A onda de aceleracdo e as interfaces caracterizadas na Figura 3 sdo superficies
singulares em movimento e algumas propriedades apresentam uma descontinuidade através
da interface, sendo isso representado por uma condi¢do de salto na interface.

O salto de uma funcdo de uma fungao
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Y=y{y,t) (98)

através de cada superficie singular é definido por
[l =¢* -9~ (99)

onde Y* e P~ sdo os valores de Y nos lados superior e inferior de cada superficie,
respectivamente.

Ele relaciona as propriedades entre um lado e o outro da interface por meio de
balancos de massa, de quantidade de movimento e outros. Com isso, os balancos de massa

através de cada superficie produzem as seguintes condi¢des de salto
[ (U=VD)]=0 (100)
[p2(U = V2)] =0 (101)

onde U € a velocidade da superficie correspondente.

A onda de aceleragdo € definida por

Vil =[V,] =0 (102)
[a;] #0 (103)
[a,] # 0 (104)

Com isso, das Equacdes (01), (98)-(104) sdo obtidas as seguinte expressoes, através da onda

de aceleragdo, para as velocidades e porosidade

Vi =vp (105)
V=V (106)
et =¢" (107)

através da onda de aceleracao.

Usando a Equagdo (101), no lado superior da interface superior descendente, a

porosidade sera

et=1 0<t<o (108)
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Assim, das condicdes de salto das Equacdes (01), (98)-(101) e (108), tem-se que

Vi=U=Z 0sSt<w (109)

no lado inferior da interface superior descendente.

As velocidades dos constituintes fluido e sélido sdo nulas no fundo da proveta

(posi¢dao y = 0), ou seja
V:(0,t) =0 0<t<o (110)

V,(0,t) =0 0<t<oo (111)

Desse modo, das Equagdes (67), (110) e (111), tem-se que ¢ = 0 numa vizinhanga do fundo

da proveta, o que implica em
£V1+(1_€)V2:O 0St<oo

proximo de y = 0. Mas, das Equacgdes (01), (98)-(101), o resultado anterior também vale

para toda a suspensao na proveta. Dessa forma obtém-se que
e+ 1=-eV,=0 0<y<x(t) 0<t<o (112)

A porosidade média em qualquer regido da suspensdo é definida pelo teorema do
valor médio para integrais, com isso, ao considerar € como a porosidade média da suspensao,

seu valor € obtido através da expressao
(1-8&x= [ (1-e)dy 0<t<oo (113)
Do balango de massa de sélidos e das Equagdes (89)-(100)
1-8x=0A-¢y)H 0<t<ow (114)

Analogamente, a porosidade média &, da suspensdo na regido de compactagdo é

definida por
(1-en)z=[/(1—¢)dy 0<t<t, (115)

Desse modo, obtém-se das Equacdes (54) e (115) e da regra de Leibnitz a derivada
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2(A-em)z) =1 —¢) (% - Vz‘), 0<t<oo (116)

com o sinal — indicando valor no lado inferior da interface inferior ascendente.
Para cada forca de campo, nesta situacdo, onde a coordenada espacial y estd

orientada para cima,

g1=92=—g9 (117)

onde vale ressaltar que g € a aceleracao da gravidade.
3.3 USO DAS SOLUCOES EXATAS

Em cada regidao da Figura 03, as funcdes porosidade e velocidade satisfazem o
sistema S, como indicado na Figura 04. Ou seja, o sistema € o mesmo, as fun¢des porosidade
e velocidades é que sdo suficientemente suaves por partes em 0 <y < x(t),ouem 0 <y <

H se também for considerada a regiao de liquido puro.

Altmra

Tempo

Figura 4 — Graéfico representativo do processo de sedimentacdo em proveta com a inclusdo da letra S
(Sistema S) em cada regifo.

A primeira solucdo exata do Sistema S, solu¢do constante, serd inserida na regiao de
sedimentacdo livre, ja a segunda solug¢do exata do Sistema S serd inserida na regido de

transi¢ao.
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Na regido de compressdo ou compactacdo, serd trabalhado com a porosidade média
da suspensdo. Sendo que para a compatibilizacdo das solu¢des para a Regidao de Sedimentacdo
Livre e Regido de Transicao sdo utilizadas condi¢des de salto através das interfaces e no caso
da Regidao de Compressdo serd utilizada a defini¢do de porosidade média e o balanco de
massa.

3.3.1 Regido de sedimentagdo livre

Em tal regido, limitada pela proveta e por h(t) <y < x(t) e 0 <t < t,, a funcdo

porosidade € caracterizada por

ey, t) = ¢ 0<t<t (118)

e as velocidades V; e V, também sdo constantes. Por isso, a primeira solu¢iao, com resultado

expresso na Equacdo (78) € encaixada nesta regido. Dessa forma, com base na Equacao (118),
et =g (119)
V, =V5 (120)

no lado superior da onda de aceleracdo. Com isso, a velocidade do constituinte s6lido na

regido de sedimentacdo livre fica expressa por
V,(y,t) =Vt =cte=—-u, ht)<y<x(t) 0<t<t, (121)

3.3.2 Regido de transi¢do

Limitada pela proveta e por z(t) <y < h(t) para 0 <t <ty e z(t) <y < x(t)
para ty < t < t.. Nesta regido, pela propria caraterizagdo exposta no grafico da Figura 3, é
encaixada a segunda solu¢do com resultados expressos nas Equacdes (79)-(88). Assim as

Equagdes (67), (82)-(84), (92)-(95), (97) e (112) produzem os resultados

1—80

VZ = WO —_ (uo + Wo) 1-e O <t S tC (122)
V, = wy + 20=f0lotWo) g oy oy (123)
[ A@)dE = wot —y 0<t<t, (124)

Desse modo, das Equacgdes (88), (122) e (123), obtém-se a seguinte expressao para Q (&)
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Q@) = (1 - &)? [ps Catto) 12 <(1”f§0) ~ (o + WO))ZI (125)
Das Equacdes (105)-(107), (118)-(120) e (122) tem-se que
et =¢" =g, 0<t<t, (126)
Vi =V, =—u, 0<t<t, (127)
através da onda de aceleracdo. Dessa forma, as Equagdes (89)-(91), (126) e (127) produzem

e(h(t),t) =g 0<t<t, (128)

Com isso, as Equagdes (79), (81) e a regra da cadeia sobre a Equacgado (128) fornecem que

ah _
ac 0

0<t<t
cuja integracdo, com o uso das Equacdes (92)-(95), produz os resultados
h = h(t) = wyt 0<t<t (129)

xO = Woto (130)

para a altura da onda de aceleracao.
E importante destacar que além da fungdo comprimento A(g) outra funcio

comprimento denotada por N (&) pode ser introduzida pela defini¢do

2
2(J2° (e — O)AQ@)AE)N(e) = (1 — &) (J° A(¥)d¥) (131)

que serd util mais adiante.

3.3.3 Movimento da Interface Superior Descendente

Das Equacdes (89)-(91), (109), (121) (126) e (127) tem-se que

dx
E:_UO 0<t£t0

Desse modo, a integracdo da equagdo acima com o uso das Equacdes (92)-(95) produz a

relagcdo
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x = H —ugt 0<t<t (132)

para a altura da interface superior descendente no intervalo de tempo da curva de

sedimentacdo livre, onde u, é a velocidade de sedimentacdo livre. Outras formas para a

Equacdo (132) € obtida utilizando as Equacdes (92)-(95) e (132), sendo elas
(uO + Wo)to = H (133)
(uO + Wo)xO = HWO (134)

para o ponto (xg, ty) de encontro da onda de aceleracdo com a interface superior descendente.
Para o célculo da altura da interface superior descendente no intervalo de tempo da

curva de transicdo, segue das Equacdes (92)-(95), (122), (124) e (129)-(130) que

[ A(e)de = wot — x para ty<t<t, (135)
% = wy — (ug + wp) i:jf ty<t<t, (136)
x(to) = xo (137)
2(f%(e0 — AN = (1 — )([PA()de)” N~ =N(e)  (138)

onde ¢~ € a porosidade no lado inferior da interface superior descendente

Usando as Equacoes (135)-(137) também pode-se escrever que (ver Apéndice A)

[ (20 — ©)A(e)de = (1 — £0) (x + upt — H) para tp<t<t., (139
Com isso, segue das Equacdes (135)-(137) e (139) que

(Wot —x)?2 = 2N~ (x + ugt — H) para to <t <t (140)

para a altura da interface superior descendente no intervalo da curva de transi¢ao.
Usando as Equagdes (129)-(130), (133)-(134) e (137), a Equacgdo (140) pode ser

reescrita na forma
ot = x + N~ = =1 para to <t <t, (141)
0

onde
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A= (N-ﬂ)2 —2N- (H - (1 + :‘V—‘(’)) x) ty<t<t, (142)

Wo

Considerando t,,, o instante tal que

A=0  para t=tn (143)
e

X = X(tn) (144)

N, = N~ (t,,,) (145)

Desse modo, as Equacdes (141)-(145) estabelecem as seguintes expressoes

Wotm = X + Nm;—‘; (146)
N, (;—2)2 =2(H—-(1+ :TZ) Xom ) (147)

Assim, das Equacdes (146) e (147) existe um ponto (x,,, t,,,) tal que

_ UoXm
2(H-xm)~uUgtm

W (148)

para a velocidade da onda de aceleragao.
Vale ressaltar que das Equacdes (129), (130), (133), (134), (137)-(140) também pode

ser escrito que

x =wot+ N~ — /2N~ (uo + wo)t — H) + (N~)2 to <t <t (149)

para a altura da interface superior descendente no intervalo de transicao, que serd util mais

adiante.

3.3.4 Velocidade da Onda de Aceleragao

Com base nas Equacdes (92)-(95), (129) e (130), quando o ponto final da reta HP da

Figura 3 estd bem definido, a velocidade da onda de aceleracdo € dada por

(150)
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Quando ndo, € preciso outro caminho para o calculo de w, que possa ser usado em qualquer

situacdo. Para isso, pode ser usada como ponto de partida a Equacdo (148) reescrita na forma

_ 2(H=xm)wo

0= tym > to Xm = X (t,,) (151)

xm+W0tm
Em seguida, considere duas fungdes velocidades u = u(x, t) e w = w(x, t) relatadas por

_ 2(H-x)w
- x+wt

0<t<ow (152)
sobre a curva x versus t, com u e w satisfazendo as condicoes

w(xg, tg) = Wy u(xo,to) = U (153)

Além de u e w, seja v = v(x, t) outra funcio velocidade sobre a curva x versus t,

definida pela relacdo

UpgX

V= Tt 0<ugt<H (154)
Dessa forma, das Equacdes (132) e (1 54) tem-se que
v(x, t) = u, 0<t<t (155)

As Equagoes (150)-(155) formam uma estrutura que fornece uma indicagdo para o
cédlculo de wy através da intersecdo entre as fungdes u = u(x,t) e v = v(x, t), a qual comega
com a igualdade de u e v que produz a relagao

_ ugx?
2H(H-x)—(2H-x)ugt

w (156)

com a fun¢do w satisfazendo a condicio expressa na Equagao (153).
Com base na Equagdo (156), seja w = w(x,t) uma aproximacgdo de w = w(x,t)
definida por

uon
ZH(H—X)—(ZH—X)Uot

w= (157)

onde X = X(t) é uma aproximacédo de x = x(t) satisfazendo

X(0)=H (158)



X(to) = xo = x(to)

ax _ H—XO
E(to) = T 2o, to
Entao, das Equacgdes (129), (130), (132), (150) e (157)-(160) s@ao obtidas

w(xg,tg) = Wy

aw B
e (tp) =0
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(159)

(160)

(161)

(162)

Assim, com base nas Equacdes (161) e (162), o ponto (x,, ty) € um ponto critico da funcdo w.

Entdo, através do estudo da funcdo w com denominador positivo, w, € o valor minimo

positivo da fun¢do w. Além disso, como w € uma aproximacao de w e o estudo da fun¢ao w

com denominador positivo também indica que a funcdo w tem um minimo positivo, adota-se,

de forma aproximada, para o valor de wj,, o minimo positivo da funcdo w obtido pela

substituicdo de pontos experimentais x versus t na relacdo (156) com denominador positivo.

3.3.5 Movimento da Interface Inferior Ascendente

A interface inferior ascendente € fronteira comum entre a regido de transi¢do e a

regido de compactacdo. Das condicdes iniciais e de encontro estabelecidas pelas Equacdes

(92)-(95) e das Equacdes (122), (124) e (131), pode-se escrever que

1—80
1—-¢t

Vs =wy — (ug + wy) 0<t<t,

f;fA(e)de =wot—z O0<t<t,

z(0)=0

2% (e0 — AN = (1 — ) ([T Ale)de)’  N* = N(e¥)
As Equacdes (01), (98)-(101) fornecem o balanco

(1—g+)(%—vz+)=(1—g-)(%—v2-) 0<t<t,

através da interface inferior ascendente.

Das Equacdes (116), (163)-(165) e (167) tem-se que

(163)

(164)

(165)

(166)

(167)



1-&m
1—80

f;f(eo —e)A(e)de = (1 — &) (z + upt — ( )z) para 0<t<t¢,

Com isso, das Equagdes (164)-(166) e (168) obtém-se que

1-&m

(wot —2)> = 2N* (z+u0t—(

)z) 0<t<t.

1—80
Usando a Equacdo (165), a Equagdo (169) pode ser reescrita na forma

W0t=Z+N+§—\/? para 0<t<t,
0

onde
2
—(nt+ ¥\ _ oyt [(1zEm), _ Uo
= () - ane (E2)2- (1+2)2)
Considerando f, o instante tal que
y=0 para ¢,
e

Zp = Zn(tn)

N, = N+(tn)

H, = (1_8"‘)2 para t=t,

1—80
Desse modo, as Equacdes (170)-(175) fornecem as relagdes

Uu,
Wot, = z, + an—z

N, (;—‘(’))2 =2 (Hn - (1 + ;‘V—Z) zn)

Das equacgdes (176) e (177) existe um ponto (z,, t,,) tal que

UgZn

W T ——
0 2(Hp—2zp)—ugtn

que € do mesmo tipo da Equacao (148).
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(168)

(169)

(170)

(171)

(172)

(173)

(174)

(175)

(176)

77

(178)
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E importante destacar que usando a Equagdo (165), a Equacio (169) também pode

ser reescrita na forma

1-¢&g

Z=wyt + N* — j(N+)2 + 2N+ <(u0 + wo)t — (ﬂ) z) (179)

3.3.6 Condicdes para o ponto de encontro das interfaces

A primeira condi¢do para o ponto (x.,t.) de encontro das interfaces estd expressa
nas Equacdes (92)-(95). Dessa forma das Equagdes (92)-(95) e (113)-(115), pode-se escrever

que
A-e)z=0—-8x=(1—¢y)H para t=t, (180)
a qual produz outra condi¢do expressa por
(te) = em(te) (181)
Das Equacdes (92)-(95), (122) e (124), tem-se que
e (t)=¢e"(t) =e (182)

onde os sinais — e + indicam, respectivamente, valores no lado inferior da interface superior
descendente e no lado superior da interface inferior ascendente.
Usando como base a suavidade de cada porosidade média, adota-se a seguinte

condicdo:
de dem
dt (te) = dt (t) (183)

Dessa forma, as Equacoes (92)-(95), (180), (181) e (183) produzem a seguinte condi¢io:

% ((11__—:1) z) = g(% — %) para t = t, (184)

Também ¢ adotada a seguinte condicao

dem
% =— ZHli‘;Ot (1-¢,) parat=t, (185)

Com isso, das Equagdes (114), (180), (181) e (185) segue que
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dx UgX

dt = 2H-upt

para t = t, (186)

E importante destacar que as Equacgdes (92)-(95), (140), (169), (180), (181) e (184)

produzem a condi¢ao

dN~ _ant _ (th—x)—Nc(g—l) (E E)  t=t
dt dt ~ (x+uet—H) para e

dt dt
Ne = N*(t)) = N7(¢)

onde o sinal — indica valor no lado inferior da interface superior descendente e o sinal + indica

o valor no lado superior da interface inferior ascendente.

3.3.7 Ponto de encontro das interfaces

As Equagdes (92)-(95), (144), (145) e (173)-(175) para t, = t,,, = t. (z, = X =
X., H, = H) mostram que as Equacdes (148) e (176) sdo exatamente as mesmas. Isso motiva

a introdugdo da funcdo W = W (x, t) definida por

_ UgX
W= 2(H-x)—ugpt (187)
com denominador positivo.
Entdo, segue das Equacdes (186) e (187) que
Z—V: =0, parat = t, (188)

Assim, com base nas Equacdes (187) e (188) e no estudo da fungdo W, o ponto (x,t.) de
encontro das interfaces € o ponto onde ocorre o minimo positivo da funcdao W, obtido pela

substituicdo de pontos experimentais x versus ¢ da altura da interface superior descendente na

Equacao (187).

3.4 BASE DE INFORMACOES

Dados experimentais, que podem ser coletados da literatura, de altura versus tempo

da interface superior descendente do préprio teste de proveta, determinam os parametros

bésicos uy, wy € (X, t.) por meio das Equagdes (132), (156) e (187).
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Os parametros bdsicos, os dados experimentais da altura e a estrutura apresentada
entre as Equacgdes (01) e (188), com destaques para as Equagdes (78), (86)-(95), (112), (122)-
(130), (132)-(142), (156), (163)-(171) e (187), estabelecem uma ordem de calculo para outros
parametros e funcdes. Eles formam uma base preliminar de informagdes para o estudo do
movimento de suspensdes particuladas com restricdo de incompressibilidade.

A base € uma fonte de informacdes para parametros envolvidos em equagdes
propostas para as partes constitutivas da forca de interacdo e de cada tensor tensdo, como

também para a fungdo diferenca de pressoes arbitrarias.

3.5 EQUACOES PROPOSTAS PARA AS GRANDEZAS CONSTITUTIVAS

Inicialmente € importante observar que, com base na Equacdo (117), a Equacao (86)

pode ser escrita na forma

G(e)A(e) = B(e) ==L - Q(e) (189)
sendo que
G(e) = a5+ (s —pr)g (190)

Neste trabalho, serd considerada como ponto de partida a classe de suspensdes

particuladas com equagdes constitutivas expressas por:

o, = 2u Z—Vyl (191)
e\

o, = 0, (11_5) (192)

m=1-¢eRWV,—-V,) R = R(¢) (193)

onde 1, 0y e f sdo constantes e R € a resistividade (SILVA e JESUS, 2015).
Das Equacdes (85), (87), (123), (191) e (192) obtém-se que

_ o 2ur(as
B(e) = 22 +% (A d£+2) (194)



54

4B _ p(p+2)o,  2ut[_8 544 ed’A _ 2¢ (d4)?
s (1-¢)3 £t [ e Ade ' Ade?  A? (de) ] (195)
com T dada por
_ £0(U.0+W0)—u0
t=7"a (196)

A
Usando as Equacoes (112) e (193) tem-se que

_ (1-&)RV,
&

197)

Assim, com base na regido de sedimentagdo livre, das Equacdes (78), (117), (118), (121),
(126), (127), (190), (193) e (197), para € = ¢,, pode-se escrever que

G(gp) = 0 (198)

_ € 2(ps—pf)g
0= T a

Ry = R(z5) (199)

A Equacdo (199) motiva a introdug@o de uma velocidade u dada por

e2(ps—pf)g (200)

u=u(e) = -

Dessa forma, as Equacdes (199) e (200) fornecem a relacao
RO & 2
u="re (_) (201)

Com isso, motivado nas Equagdes (199)-(201), sdo adotadas as seguintes relagoes

w=u, (i)M (202)
R =R, (‘1—°)M_2 (203)

onde M é uma constante.
Usando as Equacdes (190), (197), (201)-(203) obtém-se que

R

6(2) = 20(2)" [wo = (o + wo) (522)] + (o5 — p)g (204)

0
2
£§ 1-¢
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Entdo, a derivada da Equacdo (186) pode ser escrita na forma

-5 [ ) (22) (- ) s

&g \¢€ £ 1-¢ £  1-¢

Dessa forma, usando a Equacdo (205) para € = ¢, tem-se que

d_G( 0) _ Ro[Muy  (uo+wo)

de T ezl g 1-g, (206)
A derivada da Equacdo (125) produz a relagdo
5 2
Q@ _ 301 — )2 | p. Yotwol™ _ Pr_wo _
de - 3(1 80) [ps (1—8)4 4 <(1—£0) (uO + WO)) ] (207)

G = +A()5 —dB_ &Py do (208)

Para a classe de suspensdes particuladas considerada, destaca-se a subclasse com a

constante M dada por

g9 (uo+wo)

M == (209)

ug(1—¢£p)

Assim, as Equagdes (198), (206) e (208) fornecem os resultados

dpg
B(g) ——L— Q) = 0 (210)
dB d?Psy  dQ
E(Eo) T iz e &) =0 (211)

As fungdes comprimento A(g) e a diferenca de pressdes arbitrarias estdo relacionadas
nas Equacgdes (125), (189) e (190). Por serem arbitrdrias, fixada uma, a outra sustenta o
sistema de equacdes, Liborio er al. (2015¢). Por isso, usando a Equacdo (138), podem ser

estudados os casos para os quais
A = A, = constante (212)

dPsy _ &Py _ _
= o = 0 para € =¢g (213)
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Dessa forma segue das Equacdes (210)-(212) que

Boo Apt _
(1—80)2 + 8401- - Q(EO) (214)
B(B+2)op _ 16ut _ dQ

(1-¢9)3 &5 T de (80) (215)

Entdo, as Equacdes (125), (207), (214) e (215) mostram que existem g, e [ tais que u é a
viscosidade do fluido, situacdo sustentada pelas condi¢des expressas na Equacdo (213).

Das Equacdes (118), (124) e (194) também pode-se escrever que
N = N~ = constante = Ny = (1 — &y) A, (216)

Dessa forma, usando as Equacdes (149) e (216) obtém-se que

x(t) = Ny + wot —/2No(ug + wo)t — Ng(2H — Nyp), to < t < t, (217)
Além disso, a Equacgdo (140) para t = t. e a Equacao (216) produzem o resultado

_ (wotc _xc)z
2(xc+ugte—H)

0 (218)

3.6 DIFERENCA DE PRESSOES ARBITRARIAS

Com a estrutura apresentada acima, as Equacdes (189), (194), (204) e (212)

fornecem a relacao
Psp = I — Iy — Aplg + cte (219)
onde

_ B o2 _ 4t
Ip = (B+1)(1-g)  3é&3 (220)

2
2
Io = (1— &9)? (? (o)’ _ 21 <(—1—Zo) — (up + W0)> ) 221)
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M-2
I = (Ro (% e — 5" (up + wo) (1 — &) f@de) + (ps — pf)gS)

(222)

para a diferenca de pressdes arbitrdrias, com M # 1.

No caso M = 1, das Equacdes (189), (194), (204) e (212), a diferenca de pressodes

arbitrdrias fica expressa na forma

PSf = IB - IQ - AOIG + cte (223)
onde
_ B o2 _Aut
Iy = (B+1)(1-¢)  3¢3 (224)
5 2
= — 2 Ps (UotWo\™ _ Pr_Wo _
IQ =1 -¢g) (2 ( P ) 22 <(1_€0) (uo + W0)> ) (225)

I; = (ﬁ (WO Ine — (uy +wo)(1 — &) (ln i)) + (ps - pf)ge) (226)

€o
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4. RESULTADOS E DISCUSSOES

O ponto de partida para utilizacdo da base é a obtencdo dos pardmetros bdsicos
velocidade da onda de aceleracdo, ponto de encontro da onda com a interface superior
descendente e ponto de encontro da interface superior descendente com a interface inferior
ascendente, que sao dados primordiais para obtencdo do movimento da onda e das interfaces
através do calculo de suas alturas.

Os resultados dos célculos de tais parametros foram obtidos com base na modelagem
matematica descrita na metodologia juntamente com dados experimentais de altura versus
tempo da interface superior descendente, coletados da literatura, onde a velocidade de
sedimentacao livre u, foi obtida por meio da Equacdo (132).

Para ilustrar o calculo da velocidade da onda de aceleracdo wy como o valor minimo
da fungdo w definida pela Equagdo (156), como também o célculo do ponto (x,t,) de
encontro da onda de aceleragdo com a interface superior descendente, foi elaborada a Tabela 1

com dados experimentais de Schirmer (1980).

Tabela 1 — Determinacdo do minimo de w para uma suspensao aquosa de CaCOs

t(min) x(cm)  w(cmmin™1)
0,00 40,00 -
8,50 35,00 2,24
20,10 30,00 1,05
33,30 25,00 0,65
52,50 18,00 0,39
56,00 17,00 0,38
59,50 16,00 0,39
64,10 15,00 0,46
68,60 14,00 0,63
73,50 13,00 1,71

Fonte: Schirmer (1980)

Na Tabela 1 estdo os dados de altura e velocidade versus tempo de uma suspensao
aquosa de CaCOs de altura H = 40 cm, porosidade inicial €y = 0,960 e velocidade de
sedimentacdo livre u, = 0,43 cm min~1. De acordo com a Tabela 1, o minimo positivo de w

1

¢ 0,38 cm min™", ou seja, a velocidade da onda de aceleracdo para tal suspensdo é w, =

0,38 cm min~!. Logo, utilizando as Equagdes (133) e (134), calcula-se o ponto (xg, t,) de
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encontro da onda de aceleracio com a interface superior descendente. Com isso, t, =
49,38 min e x, = 18,77 cm.

Usando suspensdes dos trabalhos de Schirmer (1980) e Massarani (1984), nas quais a
velocidade da onda de aceleracdo também pode ser determinado pela Equacao (150) devido o
ponto final da reta HP da Figura 3 estar bem definido, a Tabela 2 mostra comparacio do valor
de w, dado pela Equagdo (150) com o valor de w, determinado pelo minimo positivo da

funcdo w expressa na Equacao (156).

Tabela 2 — Valores de w, para diversas suspensdes

wo(cm min~1)
Suspensio aquosa

Equacdo (150) Equacdo (156)

CaCOs: H=40cm, g, = 0,977,

2,00 2,14
U = 2,00 cm min™?!
CaO: H =40 cm, ¢, = 0,972,

0,58 0,62
Uy = 1,54 cm min~?!
Caulim: H =40 cm, ¢, = 0,913,

0,74 0,70
Ug = 1,40 cm min™?!
CaSO4: H = 40 cm, ¢, = 0,980,

3,71 3,92
Ug = 2,75 cm min™?!
Borra de carbureto: H = 30,7 cm, g, = 0,970,

1,48 1,50
Uy = 2,62 cm min~?!
Barita: H = 40 cm, gy = g, = 0,975,

0,70 0,69

Ug = 1,52 cm min™?!

Fonte: Schirmer (1980) e Massarani (1984)

Para ilustracdo do célculo do ponto (x.,t.) de encontro da interface superior
descendente com a interface inferior ascendente foram elaboradas as Tabelas 2 e 3 com os
dados experimentais de Tiller e d’Avila (1980).

De acordo com o modelo, o ponto (x., t.) é o ponto onde ocorre o0 minimo da funcéo
W definida pela Equacdo (187). A Tabela 3, que refere-se a uma suspensdo aquosa de

Atapulgita de altura H = 40 cm, porosidade inicial &, = 0,970 e velocidade de sedimentacdo

1 1

livre uy = 0,18 cm min™", mostra que o ponto minimo de W é dado por 0,115 cm min™",
que ocorre no tempo t = 196,67 min e na altura x = 12,50 cm. Portanto, o ponto de
encontro € dado por t. = 196,67 min e x, = 12,50 cm, que ¢ o mesmo valor do ponto

experimental encontrado por Tiller e d’Avila (1980).
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Tabela 3 — Ponto de encontro das interfaces para uma suspensdo aquosa de Atapulgita
Suspensdo Aquosa de Atapulgita

t(min) x(cm) W (cm/min)
117,75 20,00 0,191
137,68 17,50 0,156
163,04 15,00 0,131
196,67 12,50 0,115
216,67 11,88 0,124
233,33 11,56 0,140
250,00 11,25 0,162

Ponto de Encontro das Interfaces

Experimental: (196,67 min; 12,50 cm)

Fonte: Tiller ¢ d’Avila (1980)

Ainda para ilustracdo do ponto (x,t.), foram utilizados dados de uma suspensao

aquosa de Microbarita de altura H = 42 cm, porosidade inicial €5 = 0,970 e velocidade de

1

sedimentacdo livre uy = 4,23 cm min™ -, expressos na Tabela 4

Tabela 4 — Ponto de encontro das interfaces para uma suspensio aquosa de microbarita
t(min) x(cm) W cmmin™?!

7,63 10,00 1,33
7,85 8,75 1,11
8,18 7,50 0,92
8,56 6,25 0,75
8,87 5,63 0,68
10,00 5,00 0,67
10,74 4,74 0,69
12,00 4,30 0,74
14,00 3,60 0,89
16,00 2,89 1,160

Fonte: Tiller e d’Avila (1980)

De forma anéloga, como da Tabela 4 o minimo de W € 0,67 cm min~?! e ocorre no
tempo t = 10,00 min e na altura x = 5,00 cm, ponto de encontro das interfaces é dado por
t. = 10,00 min e x. = 5,00 cm, sendo, neste caso, o valor experimental t. = 8,87 min e
X, = 5,63 cm.

Seguindo o que foi feito para as Tabelas 1 e 2, a Tabela 5 foi elaborada com base nos
dados experimentais de Shannon et al. (1964) para suspensdes aquosas de esferas de vidro de

altura H = 31 cm, porosidade inicial ¢, = 0,850, velocidade de sedimentacdo livre uy =
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10,10 cm min~?, massa especifica das esferas p; = 2,45 gcm™3 e massa especifica do fluido
pr=10gcm™>.

Tabela 5 — Suspensdo aquosa de esferas de vidro
t (min) x(cm) w(cmmin™') W (cmmin™t)

000 31,00 e e
1,25 18,19 13,86 14,14
1,50 15,76 10,27 10,38
1,75 13,52 8,14 7,90
2,00 11,01 5,85 5,62
2,25 8,75 4,56 4,06
2,50 7,26 5,94 3,30
2,75 7,12 -11,71 3,60

Fonte: Shannon et al. (1964)

Com os dados da Tabela 5 e com as Equagdes (132)-(134), calcula-se os parametros
velocidade de sedimentacgdo livre u,, velocidade da onda de aceleracdo wy, ponto de encontro
entre a interface superior descendente e onda de aceleracao (x,,t,) ¢ ponto de encontro da
interface superior descendente e da interface superior ascendente (x., t.). Com isso, e com as
Equagdes (216) e (218), as constantes Ay e N, foram calculadas e todos esses resultados estdo
expressos na Tabela 6.

Tabela 6 — Parametros da suspensao aquosa de esferas de vidro
Sequéncia por linha do calculo de A,

Ug = 10,10 cm min™! Wy = 4,56 cm min~?!

to = 2,11 min Xo = 9,64 cm
t, = 2,50 min X, =7,26 cm
Ny = 5,67 cm Ay =37,84cm

Com os dados da Tabela 6, pode-se calcular a altura tedrica da interface superior
descendente na regido de sedimentacdo livre, por meio das Equagdes (132)-(134), e na regidao
de transi¢do, por meio da Equacdo (217).

Os resultados foram expressos na Tabela 7, a qual também mostra a comparagdo dos
dados experimentais de Shannon et al. (1964) com os resultados tedricos da altura da interface
superior descendente, nos intervalos de sedimentacdo livre e de transicdo, obtidas pelas

equacgdes do modelo apresentado nesse trabalho.
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Tabela 7 — Comparacdo entre as alturas experimental e tedrica da suspensdo aquosa de esferas de vidro

t(min) x(cm) x(cm)
(experimental) (tedrica)

0.00 31,00 31,00
1,25 18,19 18,38
1,50 15,76 15,85
1,75 13,52 13,33
2,00 11,01 10,80
2,25 8,75 8,58
2,50 7,26 7,26

Fonte: Shannon et al. (1964)

Para melhor visualizacio da comparacdo dos resultados experimentais com oS

tedricos, foi elaborado o gréifico abaixo.

Altura da Interface Superior Descendente
Comparacao da Experimental com a Tedrica

m
n

-
p —
- . = (iom)) Experiments
I5 — | x (om) Tedrioo
a -
a 4
E ™
] L
7] L
15 —
1o —
- L |
= _I T T T1 T T T1 T T 171 | T T T 1 T T T 1 | T T 11
o os LS z Z5 3
Tempa {min)

Figura 5 - Comparagdo entre as alturas experimental e tedrica da interface superior descendente

Como, de acordo com a Tabela 7 e a Figura 5, os valores tedricos obtidos pelo
modelo estdo préoximos dos valores experimentais, a func@o arbitrdria constante A, =
37,84 cm € aceita. Com isso, a funcdo comprimento fica determinada pela Equagao (212) e é

fundamental para obtencdo de informacdes dos parametros das equacdes constitutivas.
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Para o cdlculo de tais parametros, gy, [ € u, foram utilizadas as Equacdes (125),

(196), (207), (209), (214) e (215), cujos resultados estdo expressos na Tabela 8.

Tabela 8 — Suspensdo aquosa de esferas de vidro

Parametros
M = 8,23
B =0,99

0o = 79,98 g cm™! min~?

u=0,6gcm min~?!

R, = 365942,67 g cm3min~?!

Na Tabela 8, os pardmetros o, e [ foram determinados usando para p o valor da
viscosidade da dgua.

Com os dados das Tabelas 6 e 8, a diferenca de pressdes arbitrérias fica determinada
pelas Equacgdes (196) e (219)-(222).

Se o valor de A, calculado ndo produz a altura tedrica compativel com a altura
experimental, a Equacdo (194) ndo € adequada para o estudo da suspensdo particulada. Neste
caso, deve ser proposta outra forma de equacdo no lugar da Equacdo (212) para a funcgdo

comprimento, o que implica em mudancas nas Equagdes (212), (216)-(222).
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5. CONCLUSAO

Solucdes exatas de um sistema de equagdes do movimento de uma suspensido
particulada com restricdo de incompressibilidade, incorporadas em modelagem matemética do
movimento gravitacional de suspensdes particuladas em proveta, facilitam a determinacdo de
equagdes para os movimentos da onda de aceleragdo e das interfaces, principalmente para a
altura tedrica da interface superior descendente que pode ser comparada com a altura
experimental.

Ou seja, por forca da modelagem matemdtica com base em solugdes exatas, dados
experimentais de altura versus tempo, coletados da literatura, da interface superior
descendente do teste de proveta, na porosidade inicial &y, sdo suficientes para estabelecimento
de fun¢des porosidade e velocidades em regides do proprio teste, inclusive dos movimentos
das interfaces e da onda de aceleracgao.

Equacdes estabelecidas neste trabalho, juntamente com dados experimentais,
coletados da literatura, de altura versus tempo da interface superior descendente do proprio
teste de proveta, mostram uma aplicacdo da base preliminar de informacgdes. De fato, a base
fornece elementos para o estudo de grandezas constitutivas e arbitrdrias de uma suspensao
particulada com restri¢do de incompressibilidade. Pois, a partir dela, podem ser determinados
parametros envolvidos em equacdes propostas para as partes constitutivas da forca de
interacdo e de cada tensor tensdo, como também para a funcdo diferenca de pressoes

arbitrarias.
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APENDICE A — Altura da Interface Superior Descendente

Demonstrac¢ao do célculo da altura da Interface Superior Descendente (ISD).

A altura da ISD no intervalo de transi¢cao é determinada do problema

[ A(e)de = wot — x para ty<t<t, (AP1)

d 1-

d—’t‘ = wy — (up + wp) 1_;2 to<t<t, (AP2)

x(to) = Xo = Woto (AP3)
H

to = (AP4)

onde £~ € a porosidade no lado inferior da interface superior descendente.
Usando a regra de Leibniz para derivada (Greenberg, 2013) e a derivada da Equacao

(AP1), obtém-se que

—A(eT)—=w, — = (APS)

Das Equacdes (AP2) e (APS), pode-se escrever que

—A(e7) 0 = (o + wo) ;=22 (AP6)

A Equacgdo (AP2) também pode ser reescrita na forma

2 g = (uo + wo) (2=5) (AP7)

Defina I(t) por

I(t) = [P(eg — ©)A(e)de — (1 — e) (x +ugt —H) o <t <t (APS)
Como €7 (ty) = & e utilizando as Equagdes (AP3) e (AP4), tém-se que

I(ty) =0 (AP9)

Usando a regra de Leibniz (Greenberg, 2013), a derivada da integral estabelecida

pela Equacao (APS) fornece
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dl - _\de” d
i —(gg —€7)A(e )% —(1—¢p) (d—f + uo) (AP10)
Com isso, a substitui¢do das Equacdes (AP6) e (AP7) na Equacdo (AP10), mostra que

%:OtOStStC (AP11)

Dessa forma, segue das Equagdes (AP9) e (AP11) que
It)=0t, <t<t, (AP12)
Como conclusdo, as Equacdes (AP8) e (AP12) mostram que

2(e0 — ©)A(e)de = (1 — £9)(x + uot — H) (AP13)
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APENDICE B - Roteiro para execucao da base

I) Coletar dados experimentais x versus t da literatura, de altura versus tempo da
interface superior descendente, oriundos de teste de proveta com a suspensao particulada a ser
estudada com porosidade inicial g, e altura inicial H da suspensdo na proveta.

II) Determinar a velocidade de sedimentacdo livre uy, com base nos dados

experimentais x versus t € na equagao
x =H —uyt
III) Calcular a velocidade da onda de aceleracdo w,, como o minimo positivo da fungao
w, obtido pela substituicdo de pontos experimentais (x, t) na relacdo

Uyx>

T 2H(H — x) — (2H — )ugt

w

IV) Calcular o ponto (xg,ty) de encontro da onda de aceleragio com a interface

superior descendente, por meio das equagdes

H
tg=———
u0+WO
Hw,g
Xg = Wo.to -
u0+WO

V) Calcular o ponto (x.,t.) de encontro da interface superior descendente com a
interface inferior ascendente, onde o ponto (x.,t.) é o ponto onde ocorre 0 minimo positivo

da funcdo W, obtido pela substituicdo de pontos experimentais (x, t) na Equacio

UpX

W =
2(H — x) —u,t

VI) Altura da onda de aceleragdo
VII) Altura da interface superior descendente

x:H_uot OStStO



f:_o A(e)de = wyt — x para to <t <t

dx 1-¢

Ezwo_(u0+wo)1_£2 tost=st

x(to) = xo

(Wot —x)%2 = 2N~ (x + ugt — H) para to <t <t

x =wot+ N~ — /2N~ (uo + wo)t — H) + (N~)2 to<t<t

2([% (g0 — AN = (1 — ) ([P A()de)” N~ = N(&")

VIII) Regido de Sedimentacgdo Livre: h(t) <y < x(t)em 0 <t < ¢,

3()’: t) = SO
V(v t) = —u,

1_
Vi(y,t) = 780 Ug

Psf(y!t) = Psf(go) = cte
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IX) Regido de Transicdo: z(t) <y <h(t) em 0 <t <ty z(t) <y <x(t) em 0 <

t <t

j CA©)dE = wyt —

1_80
1—¢

Vo = wo — (up + wp)

Uy — & (up + wp)

Vi=wy+
1 0 c

dPss
G4 = B(e) -—L - 0(®)

G(e) = g(lm—_g) +(ps —pr)g
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1 do_z 1d0-1
1—ede ¢€ds

B(e) =

2 2
00 = (1 =202 5, 4 22— )

X) Propor equagdes para as grandezas constitutivas m, o; e d;
XI) Observar a equagdo que relaciona as fungdes arbitrdrias A(€) e P, pois, por serem
arbitrdrias, Pgy pode ser determinada a partir de consideragdes feitas sobre A(g), ou vice

versa.



