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RESUMO

O trabalho tem como principal objetivo mostrar os resultados praticos para duas equagdes de
momento de inércia equivalente para o célculo de flechas em vigas biapoiadas de concreto
armado e fazer um estudo comparativo. A equagdo de Branson (1965) que atualmente ainda ¢é
utilizada em varios paises, inclusive na norma brasileira, a NBR 6118:2014, foi uma das
equagoes utilizadas. E a segunda equagdo ¢ de um estudo mais recente, proposta por Bischoff
(2005). Para que o estudo fosse concretizado utilizou-se as 12 vigas de Bresler-Scordelis,
mantendo as suas curvas experimentais como base para via de comparagdo. Os dados
experimentais das flechas dessas vigas foram obtidos com o auxilio do programa Digitizer, €
os dados obtidos nos calculos, com o uso das duas equagdes, foram gerados e apresentados em
forma de tabelas e graficos. Ou seja, por meio dos resultados de calculo, com as equagdes
citadas, gerou-se em um unico grafico de For¢a X Deslocamento, as duas curvas analiticas, que
puderam ser comparadas entre si € com as curvas experimentais base. Esses resultados
apresentaram valores diferentes, mas bastante proximidade.

Palavras-chave: Flechas em vigas de concreto armado; estudo comparativo; equagdes; NBR
6118.
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ABSTRACT

The main objective of the work is to show the practical results for two equivalent moment of
inertia equations for the calculation of deflections in simply supported reinforced concrete
beams and to make a comparative study. Branson's equation (1965), which is currently still
used in several countries around the world, including the Brazilian standard, NBR 6118:2018,
was one of the equations used. And the second equation is from a more recent study, proposed
by Bischoff (2005). For the study to be carried out, the 12 Bresler-Scordelis beams were used,
keeping their experimental curves as a basis for comparison. The experimental data of the
deflections of these beams were obtained with the aid of the Digitizer program, and the data
obtained in the calculations, using the two equations, were generated and presented in the form
of tables and graphs. That is, by means of the calculation results, with the aforementioned
equations, the two analytical curves were generated in a single Load versus Deflection graph,
which could be compared with each other and with the base experimental curves. These results
showed different values, but quite close

Keywords: Deflections in reinforced concrete beams; comparative study; equations; NBR

6118.
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1 INTRODUCAO

A comparagao de modelos de calculo de flechas em vigas de concreto armado, os quais
variam as suas equagdes de inércia equivalente, torna-se bastante importante para uma melhor
analise e compreensdo no ambito das estruturas de concreto armado na Engenharia Civil. Ja
que, os projetistas da area podem ter como base, qual modelo se enquadra ou se aproxima a
determinada situagao de sua realidade. Através da geracdo de combinagdes de testes e analise

dos dados.

Ha exatos 60 anos, em 1963, Bresler e Scordelis realizaram uma classica série de ensaio
de vigas, encontradas no material de FJ. Vecchio e W. Shim (2004), para investigar o
comportamento critico do concreto armado ao cisalhamento, além de fornecer dados que
contribuem para o desenvolvimento de elementos finitos. Essa série ¢ composta por 12 vigas
de concreto armado que contemplam varios conjuntos de diferentes armaduras, vaos e se¢oes
retangulares. Assim, as vigas de Bresler-Scordelis tornaram-se classicas, devido a uma vasta

documentacao completa dos testes e de alta qualidade.

A partir delas, foi feito um estudo comparativo de equacdes usadas para o calculo de suas
flechas. O estudo teve como base o material da Revista de Engenharia de Estrutura (2004),
baseado no estudo de FJ. Vecchio e W. Shim, onde foram obtidos todos os graficos de Forga x
deslocamento para as vigas citadas (biapoiadas e com carga concentrada no meio do vao). Além
disso, utilizou-se o software digitizer, sendo possivel obter os corretos dados necessarios nos

graficos experimentais, disponibilizados no material base.



2 OBJETIVOS

2.1 Objetivo Geral

Esse trabalho tem como objetivo principal fazer um estudo comparativo dos resultados
das flechas utilizando a formula de Branson (1965) e a férmula de Bischoff (2005), em vigas

biapoiadas de concreto armado.

2.2 Objetivo Especifico

a) Comparar os graficos obtidos no material base com os dados dos graficos obtidos

através das equagoes de calculo, a partir das curvas geradas;

b) Analisar a precisdo e comportamento dos dados calculados de cada equagdo com

os dados base de cada viga e verificar se sdo satisfatorios.

3 REVISAO BIBLIOGRAFICA

3.1 Definicao de flechas em vigas de concreto armado

Tendo como exemplo uma viga de concreto armado biapoiada, ao receber cargas em seu
vao (Figura 1), esforcos sao gerados, mediante a isso, surgem deslocamentos verticais apos a
aplicacdo dessas cargas, esses deslocamentos inicialmente recebem, o nome de flecha imediata
ou instantanea. Na literatura existem trés diferentes tipos de flecha, a imediata, a diferida e a

total, que ¢ a soma das duas primeiras parcelas de deslocamento.

O foco de estudo para o trabalho sdo os resultados das flechas imediata, ja que estes serdo

utilizados para comparagdo das equagdes.

Esses resultados foram gerados a partir do momento que surgem as primeiras fissuras,
que ¢ quando a viga recebe sua carga critica gerando consequentemente, um momento de

fissuragdo, que sera explicado com mais detalhes, nos subtopicos seguintes.

Mediante as defini¢des, ¢ sabido que existem outros fatores além das cargas, que irdo

influenciar no deslocamento desse elemento estrutural.



Figura 1: Carregamento e flecha em viga biapoiada.

Fonte: Amodular (2020).

3.2 Fatores que influenciam no deslocamento

Existem diversos fatores que influenciam diretamente no deslocamento em vigas
biapoiadas de concreto armado, principalmente a variagao das cargas atuantes adjunto com suas
caracteristicas geométricas, como o tamanho do vao e se¢do transversal. Outros fatores que sao
relevantes para o deslocamento sdo as propriedades dos materiais utilizados, a fissuragdo,

retracdo e fluéncia do concreto. Como também as variagdes nas taxas de armadura da viga.

Dessa forma, a partir do estudo, foi possivel perceber que existem fatores que influenciam
mais que outros no deslocamento; por exemplo o vao da viga e carregamentos que afetam de
maneira direta. Enquanto de forma indireta, podem ser citados a resisténcia a compressao € a

fissuracao.

3.2.1 Propriedades do concreto

A. Resisténcia a compressao

Na literatura, muitos autores consideram a resisténcia a compressao como a caracteristica
mais importante do concreto. J4 que sua composi¢ao tem como principal fungdo resistir a esse
esforco. O valor dessa resisténcia para uma pega de concreto pode ser obtido em ensaios

indicados pela ABNT NBR 6118:2014.

Existem algumas dispersdes que podem afetar nos resultados desses ensaios, como

variacoes aleatorias da composi¢ao, tipo de agregado, adensamento, da cura, e condi¢des as



quais estardo sujeitos. Com isso, para fugir dessas dispersdes, utiliza-se um coeficiente de
seguranga para todos os casos, nomeado de f,i, que é resisténcia caracteristica do concreto

expressa em megapascal (MPa).

Para esse estudo de caso, as vigas Bresler-Scordelis foram submetidas a ensaios com
apenas 13 dias de idade, de acordo com o material de FJ. Vecchio e W. Shim (2004). Sabendo-
se isso, de acordo com a mesma norma, essa resisténcia pode ser calculada pelas Equagdes (1)
e (2), ja que se deve levar em conta a sua idade jovem no célculo e obter um valor equivalente

para a situacao.

fcj = Blfc (1)

Onde B3, é expresso por:

B = exp{s[l - (28/)"*]} (2)
Em que:
t: idade efetiva do concreto, expressa em dias.

De acordo com Bresler e Scordelis (1963), utilizou-se um concreto de cimento CPI para
as vigas estudadas. Com isso, a partir da ABNT NBR 6118:2014, adotou-se na Equacao (2): s

como sendo igual a 0,25.
B. Resisténcia a tracao

Ela desempenha um papel importante no estudo dos deslocamentos, ja que vai indicar
o inicio da fissuragdo. Como consequéncia, a partir do surgimento dessas fissuragdes, ocorre a
diminui¢do do valor da rigidez e aumentos dos deslocamentos. Tanto o método de Branson

(1965) quanto o de Bischoff (2005) levam em consideracgdo esse efeito.

Com base na NBR 6118, para uma das etapas de céalculo das flechas, essa resisténcia deve

ser obtida e pode ser representada pela Equagdo (5), onde f,; também & expressa megapascal

(MPa).

Para as vigas analisadas, utilizaram-se concretos de classes até C50, portanto:



fer = 03727 (5)
C. Modulo de elasticidade

O modulo de elasticidade (E ;) indica a resisténcia a deformagdo elastica, expresso em

megapascal (Mpa). Esse valor pode ser analisado através da relagdo Tensao X Deformacao.

De acordo com a NBR 6118, pode-se obter o valor do modulo de elasticidade, caso nao
tenha sido realizado ensaios, a partir da Equagdo (6). Nesse estudo como utilizou-se um f

entre 20MPa a 50 MPa, o seu célculo ¢ efetuado da seguinte maneira:

E;; = ag56004/ fer (6)
Onde:

E;: modulo de elasticidade inicial do concreto
(g : constante que varia de acordo com o agregado utilizado.
No trabalho utilizou-se ag=1,0; ja que de acordo com a norma:
g = 1,2 - basalto e diabasio;
g = 1,0 - granito e gnaisse;
ag = 0,9 - calcario;
ag =0,7 - arenito.

Ja 0 mddulo de deformagio secante, o E ., a NBR 6118 permite que seu valor seja obtido

através da equacao (7):
Es= a;.Eg (7)

Onde:



3.2.2 Fissuracao

De acordo com a ABNT NBR 6118:2014, a fissuragao ¢ um fendmeno inevitavel em
estruturas de concreto armado. A afirmacdo ¢ feita sabendo-se da grande variacdo de cargas
que os elementos estruturais estdo sujeitos durante sua vida util. Outro fator importante ¢ que o
concreto resiste bem a compressdo enquanto a tragcdo esse valor diminui em uma grandeza de
aproximadamente 1/10. Ou seja, outrora esses elementos poderdao se deparar com tensdes que

serdo criticas.

Dessa forma, por meio da variacdo de carregamento, e outro fatores, como a taxa de
armadura, as estruturas de concreto armado podem passar por algumas fases, que sdo explicadas
e tratadas visualmente melhor através das imagens (2), (3), (4) e (5). Elas sdo divididas em:

Estadio I, Estadio II e Estadio III do concreto.

a) Estadio I: para Pinheiro (2007), esta fase inicia-se no primeiro momento de
aplicacdo da carga, em que as tensdes normais originadas nas se¢oes transversais
sdo baixas. Permitindo dessa forma, que o concreto resista as tensdes de tracdo.

Nesse estadio toda se¢@o “trabalha” em regime elastico-linear.

Através da Figura (2), percebe-se o comportamento das tensdes para uma viga de

concreto armado no Estadio L

Figura 2: Comportamento do concreto no Estadio I.

ESTADIO |
Deformacoes Tensdes
N M R[-; e
- a o |--0—- ;_.-
: i : | )
i ] o - ﬁ / |
h|d . M, R ,
W £ il i / LN
- X a4 S | __-'
% 'R. /
| . * 0. | t .JI.-'
al 52 B - = A F
Seciotransversal Corte lateral Eu O = frr

Fonte: Pinheiro, L. M; D., Cassiane; Muzardo; Santos, Sandro P, 2003.

A profundidade da linha neutra (X4 ) nesse estadio ¢ obtida a partir da equacao final:



2
PR 4 (ae—1)Asd

Quando o momento obtido com a combinacdo rara das a¢des (Ma) em uma viga nao
excede o momento de fissuragdo (Mcr), a viga esta na condi¢do nao fissurada. Assim, para esse

estadio o momento de inércia ndo fissurado da viga € obtido a partir da equacao abaixo:

I, = bW + b, h (x1 — %) + (a, — DA (d — x1)? (10)
Onde:
[;: momento de inércia da se¢do no estadio I;
b, : largura da viga;
h: altura da viga;
Xq: profundidade da linha neutra no estadio I;
Ag: éarea de ago da segio;

d: altura util da secdo;

Es

E, o coeficiente &, , pode ser obtido a partir da relagdo: @, = Tos

b) Estadio Il (estado de fissurac¢ao): nesse estddio, o concreto comega a nao resistir

as tensdes de tracdo, isso faz com que surjam as primeiras fissuras na peca.



Figura 3: Comportamento do concreto no Estadio II.

ESTADIO Il
Deformagdes Tensdes
Y ——— R Go Sk
p i - | L -..- A
h ¥ ) .
o -9 M | y - xl
oL b Tl e "
P T : W 1 / LN (Estadio )
I . % ‘--'l‘ '!I:_;"i ra
L TR 3 - TR
| » .n 2 N : W 'j' '-,b"l; i—-
= 81:
Secéotransversal Corte lateral

Fonte: Pinheiro, L. M; D., Cassiane; Muzardo; Santos, Sandro P, 2003.

Esse estudo comparativo das equacdes para o célculo das flechas nas vigas de concreto
armado, tem como foco esse estadio II, j& que nele, inicia-se o processo de fissuras, abaixo de

sua linha neutra considera-se que a regido esta toda fissurada.
A profundidade da linha neutra (X5) nesse estadio ¢ obtida a partir da equacao final:

byx2

—a.A(d—x;) =0 (11)

Quando o momento fletor no plano (M) em uma se¢do transversal da viga atinge Mcr,
trincas verticais de flexdo se formam nas camadas mais externas da zona de tensao. Essas trincas

se propagam para cima, a medida que M aumenta. (ILKER KALKAN, 2013).

Na Figura 3 observa-se o comportamento do concreto no estadio II, e pode-se afirmar
que o ponto de inicio da plastificagdo do concreto comprimido indica o ponto de finalizagao

esse estadio.
O momento de inércia (I,) no estadio II é calculado pela expressdo:

wa% 2
12 == 3 + aeAS(d - xZ) (12)

c) Estadio III: Camacho (2015) define esse estagio como “sendo a fase em que o
concreto comprimido estd na ruptura, ou seja, estado limite ultimo de ruptura do

concreto por compressao”.



A partir das figuras (4) e (5), percebe-se que a tensdo de compressdo na se¢ao da viga de

concreto armado, pode ter um comportamento de parabola-retangulo ou retangular

Figura 4: Comportamento do concreto no Estadio III.

ESTADIO Il
Deformacdes Tensdes
| € ,=0,35% O.4 )
3 SR Riee I
+ 4 |"'.'_ o
ol . E ¥
e 4 ¥ X
: T | A 0,2% mil
" d____"_‘“__"_'_r”iLfi._e_u_ fi* NN AN—— “LN |
_—t - ] ——— ' ' CFI Lo i CHN o SNy N L e e e e e ) i
pra o . \, *1| Tr‘ n—l A LM (Estadia 1)
4 I - |. ) i .._.-'
E: R Ay \|| % | 7
* e B. /
—| e ® 0. e ,rllﬁlﬂ_*..,
Secao transversal Corte lateral =
Fonte: Pinheiro, L. M; D., Cassiane; Muzardo; Santos, Sandro P, 2003.
Figura 5: Diagrama Retangular.
Diagrama Diagrama
Parabola-retangulo Retangular
‘ EU=D.35:!‘"U G__d [}.35{:,1 ol ﬂﬂﬂfm
[ I P . BT Rcc i
5 & iy J - .,"If.-
ST v e G 0,8x
.4"F - *_ = I.._J_ e l"-.. o
h d M”Il:\\ : g d L _."( i&ﬁ
. "* L] ‘1_.| j’f
e /
- - Rg Fi
- - d _-rf
L 1
Corte |ateral &

Fonte: Pinheiro, L. M; D., Cassiane; Muzardo; Santos, Sandro P, 2003.

Outro passo importante para o calculo das fechas em vigas de concreto armado, ¢ o

entendimento e obtencdo do momento de fissuragdo (Mr).

Esse momento tem essa descri¢do pois a partir dele a viga ou outra peca de concreto
comega a fissurar, ou seja, esse momento corresponde ao valor que quando solicitado faz com

que surja as primeiras fissuras na pega de concreto.
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Seu valor pode ser obtido pela Equacdo (13) de acordo com a NBR 6118:

afcelh
M, = —==

e (13)

Onde:
I.: momento de inércia da se¢do bruta de concreto;
Y;: distancia do centro de gravidade a fibra mais tracionada;
fet: Resisténcia a tragdo direta do concreto;

Para a adotou-se o valor de 1,5, j4 que ¢ o valor prescrito na norma para secoes

retangulares.

3.3 Equacio de Branson — Método utilizado na NBR 6118

Nos EUA, Branson (1965) propds o método mais conhecido no Ocidente, baseado no
momento de inercia efetivo, que foi adotado nos cédigos dos EUA, Canada, Australia, Nova
Zelandia e diversos paises da américa do sul. Na Europa, este método foi introduzido nas

normas espanholas em 1991 e 2008.

Essa equagdo desenvolvida pelo autor, também ¢ utilizada como base na norma brasileira,

a NBR 6118:2014, para o célculo de flechas imediatas em vigas de concreto armado.

O momento de inércia total de uma viga de concreto diminui gradativamente do momento
de inércia ndo fissurado (I,) para o momento de inércia totalmente fissurado (I,), a medida que

as fissuras de flexdo vao se formando.

A degradagdo do concreto com o aumento da carga leva a diminui¢do gradativa do
momento de inércia da viga. Essa diminui¢do ¢ considerada por meio do momento de inércia
equivalente. A expressao efetiva do momento de inércia foi originalmente proposta por Branson

(1965) com a equagao abaixo:

log = (%)m L+ [1- (%)m].l2 (14)
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Onde:
l.q: Momento de inércia equivalente;
I;: Momento de inércia ndo fissurado;
I,: Momento de inércia totalmente fissurado;
Mr: Momento de fissuracgao;
Ma: Momento maximo na viga;

A expressao do momento de inércia equivalente de Branson (Equagdo 14), leva em
consideracdo a média dos momentos de inércia das partes nao fissuradas e totalmente fissuradas
de uma viga de concreto; ela ¢ adotada por varios codigos mundiais nos célculos de flecha
imediata de vigas de concreto. Todos esses codigos definem o valor de m = 3 para obter um
momento de inércia médio para todo o vio de uma viga (ilker Kalkan, 2013). Vale ressaltar que

essa equacao ¢ tida como base na NBR 6118:2014, para o calculo de flechas imediatas.

3.4 Equacao de Bischoff

De acordo com o estudo analitico feito por Bischoff (2005), o componente de

enrijecimento no método de Branson (1965) depende do nivel de carga aplicado (%) e darazao

entre o0 momento de inércia bruto e o momento de inércia fissurado (Iﬁ) da viga, que varia
2

inversamente com a taxa de reforco (p), a resposta da barra estimada pela abordagem de
Branson ¢ mais rigida do que a resposta real, resultando na sub previsio das deflexdes (ilker

Kalkan, 2013).

Em seu método, Bischoff (2005) apresentou a aplicagdo ao comportamento a flexdo e
desenvolveu uma nova expressao para o calculo do inverso do momento de inércia equivalente.
Que ¢ uma média ponderada das flexibilidades das por¢des ndo fissuradas e fissuradas de uma
viga de concreto armado, calculado por meio da equagdo abaixo (15). Além de apresentar a
aplica¢dao do método de acordo com o Eurocode2 (CEN 2002), que utiliza o conceito de média
das flexibilidades das porgdes fissuradas e ndo fissuradas da viga no lugar da média das
rigidezes.

Lo (™ Lif- (3)™].2 (15)

Ma) I Ma I,



12

Nesse método foi atribuido um valor de m = 2 na Equagao (15), com base na equagao

de deflexdo fornecida no Eurocode2. Esse valor garante com que a contribui¢do do

o . , . M
enrijecimento de tensao dependa apenas do nivel de carga aplicado (M—j).

E importante reforcar que para ambos os métodos de estudo, nesse trabalho, foram
utilizados os mesmos valores de momento critico e momento maximo para cada viga respectiva,
com isso variou-se apenas a equacao de momento de inercia equivalente, consequentemente o
seu valor, para o célculo das flechas imediatas. Que sera descrito com mais detalhes no item de

calculo para o estudo de caso.

4 ESTUDO DE CASO

4.1 Apresentacio dos detalhes das vigas de Bresler-Scordelis

Esse conjunto testado por Bresler e Scordelis tem como composi¢ao um total de 12 vigas,
consistindo em quatro séries de trés vigas cada; cada série difere-se quanto as dimensdes das
secdes transversais, na quantidade da armadura longitudinal e de cisalhamento, no comprimento
do vao como também na resisténcia do concreto. Para as barras longitudinais inferiores foram
utilizadas barras com a numeracao N° 9, para as barras longitudinais superiores foram utilizadas
a numeracdo N° 4 e paras as armaduras de cisalhamento a numeragdo N° 2. Como mostra a
Figura (6) e Tabela (1). E as propriedades do material, com relagdo ao concreto, armadura

longitudinal e armadura de cisalhamento estao resumidas na Tabela (2).

E importante salientar que essas vigas foram testadas em uma idade ainda muito jovem,
ja que seu estudo foi feito com apenas 13 dias de vida, de acordo com o material de FJ. Vecchio
e W. Shim (2004). Isso fez com que fosse alterada nos calculos os valores da resisténcia a
compressdo do concreto, deixando-a equivalente a sua idade, de acordo com a Equacao (1) e

(2) para todos os métodos aplicados.



Figura 6: Detalhes da sec¢do transversal das vigas Bresler—Scordelis.

— 310 — p— 305—~ f— 307 —

i
&
T

4

No. 4 bars— i
559 4! |559 - - 554
464 No. 2 bars —| 459

Fonte: FJ. Vecchio; W. Shim, 2004.

Tabela 1: Detalhes da se¢@o transversal das vigas Bresler—Scordelis.

13

" b ] d L VAo i h
Viga o nf. SO SUp. Estribs

& {mm} () (mmj (mm} (mum} Ag ﬁu‘ P
Al 10 536 46 4,100 1660 4 Mo, 9
OAZ o5 A6l Abb 500 4570 SNa 9
0A 7 555 462 6840 fo, 400 B Mo, 9
Al 7 561 Aty 4.100 1660 4 Mo, 9 I Nood No. 2 at 210
Al kLA 559 A6 s000 4570 SNa 9 1 Noo 4 No. 2 at 21D
Ad 7 461 eI 6,840 fo,44 00 6 No, 9 2 Mo, 4 No, 2 at 210
Bl il 556 45l 4.100 1,660 4 Mo 9 2No 4 No. 2 al 190
B2 29 6l 466 5010 4370 i Mo, 9 IHod No. 2 at 190
B3 29 5560 46l f. 840 £, 4000 F Mo 9 I No 4 No. 2 at 190
Cl 155 559 464 4.100 3660 2o 9 2 No 4 No. 2 at 210
c2 i52 559 i 5000 A A5T0 i Mo, 9 2 Mo 4 No, 2 ar 210
3 155 554 459 6840 o, 40 4 Mo, 9 2 Nood Moo 2 at 210

Fonte: FJ. Vecchio; W. Shim, 2004.
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Tabela 2: Propriedades do Material das vigas Bresler—Scordelis.

Propriedades do ago
Tamanho Diditetto Area ¥ 1. E..
da barra (mm) lmm:: {MPa) (MPa) (MPa)
No, 2 fr.4 32.2 325 430 190,000
No. 4 12.7 127 345 542 201,000
No. 9 28.7 645 555 933 218,000
Fropriedades do concrein

Viga fek fer

(M Pa) (MPa)
OAl 22.6 397
OA2 23.7 4.34
0OA3 iT.6 4.14
Al 24.1 3586
A2 24.3 3,73
Al i5.1 4.34
Bl 248 3199
B2 23.2 3.76
B3 i8R 422
Cl 29.6 4.22
2 238 3.03
C3 35.1 3.86

Fonte: FJ. Vecchio; W. Shim, 2004.

A configuragdo dos testes utilizada para realizar os experimentos ¢ ilustrada
esquematicamente na Figura (7). Todas as vigas foram submetidas a um carregamento
concentrado de forma crescente e controlado no meio do vao. Esse carregamento foi feito com
adicao de 40 KN por estagio de carga, até¢ um ponto proximo do ultimo, e entdo um incremento

de 20 KN até que a falha ocorresse.

Figura 7: Configuragdo dos testes das vigas Bresler—Scordelis.

"'n,r — Maguina de teste
Placa: 12" x 12" = 1"
==

Extensometro

Parcas de Placa: Rolete k\
fixacdo 5% % 12" x 1" I i W Flaca
Relagio

1-3/8"
Rolamentos comparador
esféricos

Fonte: FJ. Vecchio; W. Shim, 2004.
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Os graficos de Forca x Deslocamento para o estudo comparativo de cada viga foi obtido
com precisdo a partir do sofiware digitizer, com ele ¢ possivel extrair varios pontos com seus
respectivos valores de qualquer imagem. Com isso, foram obtidos os dados a partir das imagens
baseado no estudo de FJ Vecchio e W. Shim (2004). Com esses dados, foi obter curvas
analiticas em um grafico de Forca x Deslocamento para cada uma das 12 vigas em estudo, que

serviram de base para todo trabalho comparativo.
4.2 Calculo e comparacao das flechas das vigas em estudo

No presente estudo comparativo, as estimativas analiticas de carga-deflexdo obtidas a
partir das abordagens de Branson (1965), e de Bischoff (2005) serdo comparadas com os
resultados das curvas experimentais das vigas de Bresler-Scordelis, os dados foram obtidos

variando gradativamente cargas pontuais no meio do vao para cada viga biapoiada.

Para ambos os métodos se utilizou o0 mesmo memorial de célculo, acompanhou-se os
passos apresentados na revisdo bibliografica baseados na NBR 6118. Variou-se apenas a
equacgao final de inercia equivalente, a descrita por Branson (1965) e por Bischoff (2005).
Através dessa mudanga, foi possivel comparar e analisar a diferenga nos valores de deformacgdes

para as 12 vigas de Bresler-Scordelis.

A disposicdo final e padrdo para todas as vigas deu-se da seguinte maneira, uma viga
biapoiada com carga concertada no centro (Figura 8), variando-se sua carga de maneira
crescente; o acréscimo por ponto foi de SKN. Para carga inicial nas curvas em estudo, utilizou-
se a carga critica (Pr), obtida a partir da Equacao (16), ja que o estudo busca analisar a vigas

no seu estadio II. Valor esse, adquirido a partir do momento critico de cada viga.

4M
b =— (16)
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Figura 8: Deslocamentos em vigas.

: DESLOCAMENTOS ELASTICOS EM VIGAS
VINCULACAQ E FLECHA ~ -
CASD CARREGAMENTO o X EQUACAO DA ELASTICA
P 1 pf? ‘ 3
f o { 3 i k L
9 FH ; Kal L 0.5 F'_ﬁ{_qﬁ-‘g]

Fonte: Isnard; Grekow; Mrozowicz, 1971 e Schiel, 1976.

Com a carga critica (Pr) de cada viga e com o valor do momento de inércia equivalente
para cada método através das equacdes (14) e (15). Foi possivel obter a flecha de varios pontos,
gerando graficos de Forca x Deslocamento que podem ser comparados entre si adjuntos aos

graficos experimentais extraidos, a partir da equacao (17).

Pr L3

a; =——— 17
b 48Esleq (17

No geral, o comparativo entre a equacao de Branson e Bischoff, tratando-se dos valores
das flechas, e seus resultados foram bastante proximos para todas as vigas estudadas. E facil
afirmar isso, ao visualizar todos os graficos de For¢a x Deslocamento nos topicos das vigas
logo abaixo. Em muitos trechos as curvas analiticas dos métodos ficam sobrepostas ou com
bastante proximidade nos pontos. Essa proximidade nas deformagdes pode ser explicada e

analisada em seguida.

Os resultados a partir delas trouxeram resultados muito proximos e satisfatorios quando
analisados entre si. Isso explica o motivo da equagao de Branson (1965), por mais antiga que
seja quando se comparada ao ano de estudo de Bischoff (2005), ainda estar em vigor em varias
normas mundiais para o calculo de flechas em vigas de concreto armado. Inclusive na norma

brasileira, a NBR 6118.

Para o estudo de caso, os primeiros pontos iniciaram-se a partir do ponto de carga critica

(Pr) equivalente de cada viga, isso explica o primeiro salto inicial para todos os graficos.
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a) Viga OAl

Tabela 3: Dados da Viga OAL.

CALCULO DO MOMENTO DE FISSURACAO E CARGA CRITICA  F))

Dados da Viga OAl
bw [cm) h (em) d (cm) L (cm) E.; (mpa) E.. (Mpa)
31 55,6 46,1 366 25115,23522 21355,10778
Calculo de Inéreia no Estadio 1 | Calculode Inércia no Estadio 2 _ 1311 0,89
a, X1 (em) I 1 {cm4) X2(em) 12 (cm4) fck (Mpa)=22,6
10,21 30,02 514136,2866 20,78 262094,6294 | fc13 (Mpa)=20,144
Armadurs Momento de Fissuragio
A (em?) Ecara)l @ | [for(kn/am?) Vs (cm) M, (KNcm) P, (kN)
25,88 218 15 0,155 25,58 4683,13 51,18

Fonte: Autor, 2023.

Figura 9: Grafico comparativo para Viga OA1 (Forca X Deslocamento).

—310— VIGA OA1
—[Expenimental ——Branson =——Bischoff
00 0AY 556
350
300
50
z
o 200
-3
-y
150
160
50
0 1 2 3 & 3 £

DESLOCAMENTO (MM)]

Fonte: Autor, 2023.



b) Viga OA2

Tabela 4: Dados da Viga OA2.

18

CALCULO DO MOMENTO DE FISSURACAO E CARGA CRITICA ( B

bw (cm) h (em) d (cm) L (cm) E_; (Mpa) E_.. (Mpa)
30,5 56,1 46,6 457 25719,18506 21931,58497
Calculo de Inércia no Estadio 1 Calculo de Inércia no Estadio 2 '8.1 0,85
ae xj_ {cm) I 1 {cm4) X2(em) 12 (emd) fck (Mpa)=23,7
9,94 30,73 533881,5419 22,53 302568,5598 fc13 (Mpa)=21,093
 Momento de Fuf:uraqia
Ag (em?) Esiara)l @ | frrlkN/em?) V¢ [cm) M,. (KNcm) P. (kN)
32,35 218 1,5 0,16 25,37 5060,92 443

FORGCA [XM)

Fonte: Autor, 2023.

Figura 10: Grafico comparativo para Viga OA2 (For¢a X Deslocamento).

— 306— VIGA OA2
fo s —Experimentsl —Branson ——Bischolf

4 "ujl.z- - “1

&g

2

i

o H 4 §
DESLOCAMENTO [MM)

Fonte: Autor, 2023.

1
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¢) Viga OA3

Tabela 5: Dados da Viga OA3.

CALCULO DO MOMENTO DE FISSURACAO E CARGA CRITICA [ )
Dados da Viga 0A3
bw (cm) h (em) d (em) L (cm) E_; (mpa) E. . (Mpa)
30,7 55,6 46,2 640 32394,92306 28626,09771
Caleulo de Inércia no Estadio 1 Caleulo de Inércia no Estadio 2 ﬁl 0,89
aé‘ X 1{cm) I 1 (emd) X2(em) 12 [em4) fck (Mpa)=37,6
7,62 30,21 515300,7313 21,72 282019,6435 fc13 (Mpa)=33,464
Armadura Momento de Fissuragdo
Ag (om?) Ecapa)l @ | fertknsem?) Vi (em) M, (KNem) B, (kN)
38,82 218 1.5 0,218 25,39 6637,9 41,45

Fonte: Autor, 2023.

Figura 11: Grafico comparativo para Viga OA3 (Forca X Deslocamento).

307 VIGA OA3

: ol ] =——Experimental ——Branson =—RBechoff
" Nea 556
OA3

= Gl e

0

8
]

150

ORCA (KM

B

100

oo 50 10,0 15,0 0.0 25,0 300
DESLOCAMENTD [MM)

Fonte: Autor, 2023.
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d) Viga Al
Tabela 6: Dados da Viga Al.
CALCULO DO MOMENTO DE FISSURACAO E CARGA CRITICA ( F})
Dados da Viga A1

bw {cm) h (em) d (cm) L {em) E.; impa) E.; (Mpa)
30,7 56,1 46,6 366 25935,31646 22138,96968

lo de Inércia no Estadio 1 Caleulo de Inércia no Estadio 2 ,81 0,89
, X1 (cm) 11 (cma) X2(cm) 12 (em4) fck (Mpa)=24,1

9,85 30,41 527191,2715 21,42 278004,7112 fc13 (Mpa)= 21,449
Armadura Momento de Fissuragido
A (om?) Esral| @ | Jeelon/em?) Yt cm) M, (KNcm) B, (xn)
28,42 218 1,5 0,162 25,69 4930,81 34,54

FORCA [KM)

500

400

300

Fonte: Autor, 2023.

Figura 12: Grafico comparativo para Viga Al (For¢a X Deslocamento).

VIGA Al

= 307 —

561

— Experimental

&0

—FBranson —RBischoff

g0

DESLOCAMENTO [MM)

Fonte: Autor, 2023.

10,0

140

150
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e) Viga A2
Tabela 7: Dados da Viga A2.
CALCULO DO MOMENTO DE FISSURACAO E CARGA CRITICA ( F)
Dados da Viga A2
bw (em) h {em) d (cm) L [em) E.; (Mpa) E_ . IMpa)
30,5 55,9 46,4 457 26042,70954 22242,23183
Calculo de Inércia no Estadio 1 Calculo de Inércia no Estadio 2 ﬁl 0,89
aé.‘ xl {em) I 1 [em4) X2{cm) 12 [emd) fck (Mpa)=24,3
9.8 30,77 532545,7885 22,94 310938,9947 fc13 (Mpa)= 21,627
Armadura Momento de Fissuragdo
A (em?) Esigpa) @ | feelkn/em?) Yt (em) M, (KNem) E. (kN)
34,89 218 1,5 0,163 25,13 5180,84 45,35

Fonte: Autor, 2023.

Figura 13: Grafico comparativo para Viga A2 (For¢a X Deslocamento).

~— 305 —

VIGA A2

— Erparimental =——lrarson

800 : 559

o Al

Bis chodf

FORCA (KN)
]
(]

200

1 & 0 15 210
DESLOCAMENTO (MM)

Fonte: Autor, 2023.
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f) Viga A3
Tabela 8: Dados da Viga A3.
CALCULO DO MOMENTO DE FISSURACAO E CARGA CRITICA ( F})
Dados da Viga A3
bw (cm) h (em) d (em) L (em) E.; (mMpa) E,.. (Mpa)
30,7 56,1 46,6 640 31299,44153 27483,96136
Calculo de Inércia no Estadio 1 Calculo de Inércia no Estadio 2 ﬁl 0,89
ae xj_ {cm) Il {cm4) X2(em) 12 [em4d) fck (Mpa)=35,1
7,93 30,7 536271,5435 22,63 307088,5599 fc13 (Mpa)=31,239
 Momento de Fméuraqin
Ag () Esea) | feelknjom?) Yt (em) M, (kNem) B, (xn)
41,36 218 1,5 0,208 254 6593,99 41,22
Fonte: Autor, 2023.
Figura 14: Grafico comparativo para Viga A3 (For¢a X Deslocamento).
f— 307 —~ VIGA A3
g . -n —Experiments| =—Eranson =—Bischofi
500 -. 561
466
500 1
400
z
%
< 300
[
2
20
100
a
0 5 10 15 0 5 30 35

,DE SLOCAMENTO (MM]

Fonte: Autor, 2023.
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g) Viga Bl
Tabela 9: Dados da Viga B1.
CALCULO DO MOMENTO DE FISSURACAO E CARGA CRITICA [ )
Dados da Viga B1
bw (cm) h (cm) d (cm) L (cm) E.; (Mpa) E... (Mpa)
23,1 55,6 46,1 366 26309,27441 22499,16529
Calculo de Inércia no Estadio 1 Calculo de Inércia no Estadio 2 ,3-_1 0,83
ae xj_ {cm) I 1 (cm4) X2(em) 12 (emd) fck (Mpa)=24,8
9,69 30,75 400232,0099 23,31 240547,3446 fc13 (Mpa)=22,072

' Momento de F@raqia

Ag (em?) Esgra)| a | forlkn/em?) V¢ (em) M, (KNcm)

P. (kN)

28,42 218 1.5 0,165 24,85 3992,19

43,63

FORCA (KN)

Fonte: Autor, 2023.

Figura 15: Grafico comparativo para Viga Bl (Forga X Deslocamento).

> 231 VIGA B1

—Experimental ——Branson —BiEchoff

500 LS 1 |ss8

450

350

300

250

204

g
DESLOCAMENTO (MiM]

Fonte: Autor, 2023.

14
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h) Viga B2
Tabela 10: Dados da Viga B2.
CALCULO DO MOMENTO DE FISSURACAO E CARGA CRITICA ( B))
Dados da Viga B2
bw (cm) h {cm) d {cm) L {cm) E_; (Mpa) E . IMpa)
22,9 56,1 46,6 457 25446,43944 21670,69675
Calculo de Inércia no Estadio 1 Calculo de Inércia no Estadio 2 ﬁl 0,89
@ X1 (em) I (cma) X2(cm) 12 (cm4) fck (Mpa)=23,2
10,06 31,15 410738,3962 23,84 251525,8019 fc13 (Mpa)= 20,648
Armadura Meomento de Fissuragio
Ag (em?) Ecara)l @ | f.p(knfom?) V¢ (em) M,. (KNcm) B. (k)
28,42 218 1.5 0,158 24,95 350247 34,16
Fonte: Autor, 2023.
Figura 16: Grafico comparativo para Viga B2 (For¢a X Deslocamento).
229 VIGA B2
450 —Experimental ——Brarson —Bischoff
561
400
350
300
z
=
« 250
L]
€&
o
A%
200
150
100
50
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0 5 20

10 15
DESLOCAMENTO (M)

Fonte: Autor, 2023



i) Viga B3

Tabela 11: Dados da Viga B3.

25

CALCULO DO MOMENTO DE FISSURACAO E CARGA CRITICA ( )

Dados da Viga B3
bw (em) h (em) d (em) L (em]) E.; (mpa) E .. (Mpa)
22,9 55,6 46,1 640 32907,80333 29167,17333
Calculo de Inércia no Estadio 1 Calculo de Inércia no Estadio 2 ﬁl 0,89
ae xj_ {cm) I 1 {cm4) X2(em) 12 [emd) fck (Mpa)=38,8
fc13 (Mpa)= 34,532

747 30,56 392251,5425 22,96 232024,6074

 Momento de Fuﬁ.lrﬂqia

Fonte: Autor, 2023.

Ag (em?) Esapra)l @ | feelkn/em?) V¢ {cm) M,. (KNcm) P. (kN)
34,89 218 1.5 0,223 25,04 5232,11 32,7
Fonte: Autor, 2023.
Figura 17: Grafico comparativo para Viga B3 (Forga X Deslocamento).
—229 —~
556
| —— Experimental —— Branson Bischoff
400 -} 461
350 [
300
250
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=
5_ 200
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DESLOCAMENTO {MM)



j) VigaCl

Tabela 12: Dados da Viga C1.

26

CALCULO DO MOMENTO DE FISSURACAO E CARGA CRITICA ( £)

FORGCA (KN)

Dados da Viga C1
bw (cm) h (cm) d (cm) L (cm) E.; (mpa) E,.. (Mpa)
15,5 55:9 46,6 366 28742,78762 24887,23009
Calculo de Inercia no Estadio 1 Calculo de Inercia no Estadio 2 ‘81 0,89
@ X1 (om) I (emay X2(cm) 12 (cma) fck (Mpa)=29,6
8,76 30,01 258525,2123 20,33 126879,3506 fcl3 (Mpa)= 26,344
 Momento de Fuﬁ.lrﬂqia
Ag (om?) Esgpa)l @ | fer(knfem?) Yt (cm) M, (KNem) B, (xn)
14,02 218 1.5 0,186 25,89 2784,65 30,43
Fonte: Autor, 2023.
Figura 18: Grafico comparativo para Viga C1 (For¢a X Deslocamento).
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Fonte: Autor, 2023.
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k) Viga C2
Tabela 13: Dados da Viga C2.
CALCULO DO MOMENTO DE FISSURACAO E CARGA CRITICA [ F)
bw (em) h (em) d (em) L (em) E_; (mpa) E < (Mpa)
15,2 55,9 46,4 457 25773,38783 21983,54001
lo de Inéreia no Estadio 1 Calculo de Inéreia no Estadio 2 ,81 0,89
& X1 (cm) I (cma) X2{cm) 12 (cma) fck (Mpa)=23,8
9,92 32,19 287701,6097 26,89 205787,9989 fci13 (Mpa)= 21,182
A (om?) Eqral| @ | fertknzem?) Yt (em) M, (KNcm) P. (k)
28,42 218 1,5 0,161 23,71 25825,97 25,61

Fonte: Autor, 2023.

Figura 19: Grafico comparativo para Viga C2 (For¢a X Deslocamento).
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Fonte: Autor, 2023.
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I) VigaC3
Tabela 14: Dados da Viga C3.
CALCULO DO MOMENTO DE FISSURACAO E CARGA CRITICA ( )
bw (cm) h (em) d (cm) L (cm) E.; (Mpa) E .. (Mpa)
15,5 55,4 45,9 640 31299,44153 27483,96136
Calculo de Inercia no Estadio 1 Calculo de Inercia no Estadio 2 13'.1 0,89
a'e xj_ {cm) I 1 (em4) X2(em) 12 {[emd) fck (Mpa)=35,1
7,93 31,1 272702,4115 24,78 179168,228 fc13 (Mpa)=31,239
Ag (am?) Esiepa)| @ | feetxn/em?) Ve (em) M, (kNcm) . (kN)
28,42 218 1.5 0,208 24,3 3505,84 21,91

Fonte: Autor, 2023.

Figura 20: Grafico comparativo para Viga C3 (For¢a X Deslocamento).
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Percebe-se que para todas as séries das vigas estudadas, ficou comprovado que um dos
fatores principais que influenciam para o aumento do deslocamento geral ¢ o comprimento do
vao. O mesmo acontece para a carga concentrada no meio do vao, ja que aumenta os valores
nos momentos fletores atuantes. Isso € perceptivel ndo so6 pela anélise dos graficos, mas também

a partir da equagao de flecha (16) para vigas biapoiadas com carga concentrada no meio do vao.

Enquanto a inércia equivalente ¢ inversamente proporcional aos valores finais das flechas.
A medida que aumenta a carga, seu valor decresce. Dessa forma, traz-se coeréncia na base dos

dados de calculo em vista os dados experimentais.

No estudo, notou-se que os melhores resultados foram para a primeira série OA, além
disso as vigas apresentaram uma baixa carga de ruptura. Como percebe-se em suas secoes

transversais na figura (6), elas ndo possuem estribos e provavelmente falham por cisalhamento.

As vigas com terminacdo 3 (A3, B3, C3) também apresentam 6timos resultado; A viga
B3 e C3 falham em carga mais baixas, e as trés vigas, com terminagao 3, possivelmente falham

por flexao.

As vigas terminadas em 1 e 2, excluindo do intervalo a série OA, ndo apresentam resultado
tao bons; tendo em vista a carga de ruptura, essas vigas falham com cargas mais elevadas, todas

possuem estribos e possivelmente elas falham por cisalhamento.

As curvas experimentais das vigas Al, A2, Bl e C1 ndo estdo de acordo com as curvas
analiticas dos métodos de Branson e Bischoff. Ambos os métodos estimaram respostas que sao
muito mais rigidas do que as respostas reais dessas vigas. Ilker Kalkan (2013) afirma que a
discrepancia entre as curvas analiticas e experimentais desses corpos de prova pode ter sido
causada pela presenca de trincas de retracao contida nessas vigas. Devido a presenga de trincas
de retra¢do por exemplo, ou outros fatores, ndo atingiram a resposta da viga ndo fissurada
mesmo nos estagios iniciais de carregamento. As por¢des iniciais das curvas experimentais de
carga e deflexdo das vigas Al, A2, Bl e Cl s3o coincidentes com as linhas analiticas

correspondentes a resposta totalmente fissurada, evidenciando a influéncia das fissuras de

retracdo contidas no comportamento de flexao no plano de vigas de concreto.

As curvas experimentais das vigas OA1, OA2, OA3, B3 se aproximam bastante das

curvas analiticas dos métodos de Branson e Bischoff, ou seja, elas correspondem bem a resposta
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da viga fissurada ou ndo, desde o estagio do ponto de carga critica, apresentando

comportamentos satisfatorios.

As curvas experimentais das vigas C2 também acaba “escapando” um pouco das curvas
analiticas, como a CI1, essa série provavelmente possa ter divergido devido a sua esbeltez
quando comparada as outras séries das vigas. A partir do meio do grafico dessas vigas, as
flechas para as equagdes de Branson e Bischoff agem de forma mais rigida, ou seja, seus
deslocamentos sdo menores que os experimentais quando se comparados para no mesmo ponto

de carga.

A curva experimental da viga B2, tem um comportamento atipico no trabalho quando
comparado ao comportamento geral das outras vigas. Ela possui uma rigidez maior, com
deslocamentos menores, quando comparada as curvas analiticas, até um certo ponto (ponto de
carga = 260KN). Logo em seguida o padrdo inverte e ela torna-se menos rigida, apresentando

um comportamento final parecido com as vigas C1 e C2.

Do ponto de vista numérico, os valores das flechas entre os métodos foram muito
proximos, tornando os dois métodos, tanto o de Branson quanto o de Bischoff, satisfatorios.
Portanto, fica comprovado a valia de ambas as equagdes para o calculo de flechas imediatas em

vigas biapoiadas de concreto armado.

A situacao principal que gerou essa grande proximidade entre as curvas das equacdes de
Bischoff e Branson, se deu pela pequena variacdo nos resultados do momento de inércia
equivalente, os resultados mudam, mas sdo muito proximos. Como essa era a unica variavel
que mudava durante o trabalho, ou seja, era o unico valor que iria influenciar na equacao de

flecha (16).
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5 CONCLUSAO

Este trabalho procurou através de duas diferentes equacdes de momento de inércia
equivalente, a de Branson (1965) e Bischoff (2005), comparar e discutir os seus resultados para
o célculo de flechas em vigas biapoiadas de concreto armado. por meio de curvas experimentais
das vigas de Bresler-Scordelis. O memorial de célculo foi baseado na NBR 6118:2018, e variou-

-se apenas as equagoes finais de inercia equivalente.

Com um total de 12 vigas, divididas em 4 séries de 3, todas foram estudadas e
apresentadas de forma detalhada, foi obtido um grafico de For¢a X Deslocamento exclusivo
para cada uma. Em cada grafico contém as 3 curvas extraidas no estudo feito, as duas curvas

analiticas e a curva experimental de cada uma.

As curvas analiticas nos dois métodos foram bastante proximas, apresentaram valores
diferentes, mas proximos. Ao se analisar essas curvas em compara¢do com a experimental,
perceberam-se diferentes comportamentos, mostrados no estudo de caso. Esses
comportamentos podem ser ligados aos fatores que influenciam no deslocamento de vigas de
concreto armado, principalmente o efeito das fissuras nessa estrutura. Ressaltando que a base

de dados do trabalho esteve dentro do Estadio II do concreto, para todas as vigas.

Dessa forma, com o estudo, verificaram-se bons resultados para algumas vigas
analisadas com as equac¢des de momento de inércia equivalente. E resultados ndo tdo bons para

algumas vigas.

Essas variagdes de resultados, no geral, foram satisfatorias e sdo 6timas para o ambito da
Engenharia Civil, para os projetistas da area. Ja que abre um leque de possibilidades de céalculo
com novas equagdes, com isso, também ¢ possivel fazer novas conferéncias nos célculos de

projeto.
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