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Resumo

Neste trabalho, estudamos como estabelecer a existéncia e unicidade de solucoes bran-
das globais no tempo para as Equagoes Quase-geostréfica 2D e de Navier-Stokes 3D com
dissipacao fraciondria critica em Espacos de Sobolev-Gevrey e Lei-Lin-Gevrey, respecti-
vamente. Além disso, mostramos como obter algumas taxas de decaimento para o caso
quase-geostrofico e solucoes brandas locais no tempo para o sistema de Navier-Stokes com
dissipacao fracionaria subcritica, nestes mesmos espacos citados previamente. E importante
frisar que as técnicas aplicadas nesta dissertacao estao relacionadas a Anélise de Fourier, a
aplicagao do Teorema do Ponto Fixo e do comportamento das solugoes para a Equacao do

Calor associada a estes problemas.

Palavras-chave: Equacoes de Navier-Stokes; Equacao Quase-geostréfica; Existéncia de
solugoes; Analiticidade de solugoes; Decaimento de solugoes; Espacos de Lei-Lin-Gevrey;
Espacos de Sobolev-Gevrey.



Abstract

This work studies the existence of a unique global in time mild solution for the 2D Quasi-
geostrophic and 3D Navier-Stokes equations with critical fractional dissipation in Sobolev-
Gevrey and Lei-Lin-Gevrey spaces, respectively. Furthermore, we establish some decay rates
for the quasi-geostrophic case and local in time mild solutions for the Navier-Stokes system
with subcritical fractional dissipation, in these same spaces cited previously. It is important
to point out that the techniques applied in this research are related to Fourier Analysis,
the use of Fixed Point Theorem and the behavior of the solutions for the Heat equation
associated to these problems.

Keywords: Navier-Stokes equations; Quasi-geostrophic equation; Existence of solutions;

Analyticity of solutions; Decay rates; Lei-Lin-Gevrey spaces; Sobolev-Gevrey spaces.
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Introducao

O estudo do comportamento dos fluidos (estes podem ser entendidos como substancias
capazes de escoar e que podem ser deformadas) é de fato uma teoria muito antiga, sendo
que os primeiros relatos de estudos em Mecanica dos Fluidos remetem a Arquimedes (287-
212 a.C.). Com o decorrer dos anos, muitos outros trabalhos surgiram nesta mesma &rea
e em areas afins (por exemplo, Engenharias Civil e Aerondutica). Um grande desafio para
a Matematica e para a Fisica moderna ¢é descrever a trajetéria das moléculas de um certo

fluido, levando em conta suas caracteristicas especificas.

A principal dificuldade em analisar ou prever o “caminho”descrito por um fluido deve-
se aos fenomenos cadticos que podem surgir ao longo deste percurso, a estes fendmenos
damos o nome turbuléncia. Observe, por exemplo, o vapor saindo de uma xicara de café
(ou qualquer outro liquido aquecido). A trajetéria desenhada no ar pelas moléculas de dgua,
ora parecem seguir um padrao formado por pequenas ondas até desaparecerem, ora formam
redemoinhos, dividem-se, novamente se juntam, chocam-se e mais uma série de movimentos
estranhos acontecem. As caracteristicas de cada fluido podem (e, em geral, devem) interferir
na maneira como a matéria se desloca num determinado espaco, no decorrer de um certo
intervalo de tempo. Algumas destas caracateristicas sao: viscosidade, sistema molecular
ordenado ou nao ordenado (um gas é um exemplo de matéria com sistema molecular nao
ordenado), densidade, capacidade de expansao ou compressao, escoamento, propriedades

térmicas, entre outras.

Com o objetivo de ser mais preciso, uma das abordagens para descrever a trajetéria de
um fluido foi dada pelo matemaético italiano Joseph Louis Lagrange (1736-1813). A teoria
de Lagrange defende, a grosso modo, que um caminho para modelar tal percurso é estudar
os “pedagos”do fluido (substancialmente pequenos, mas grandes o suficiente para manter as

propriedades deste mesmo), ou ainda, cada particula individualmente, de modo a acompa-



nhar e descrever a curva que cada particula “desenharia’na matéria. Desse modo, o caminho
realizado por uma particula seria modelado por uma funcao que depende somente do tempo.
A reunido dessas observagoes, isto é, varrendo todas as particulas ou “pedacos’do fluido,
definiria a trajetéria da matéria como um todo. Tal processo, apesar de parecer exaustivo
¢é utilizado em algumas situagoes praticas como, por exemplo, a migracao de passaros e

rastreamento de veiculos por satélites.

Uma outra teoria, desenvolvida na primeira metade do século XVIII pelo matematico
suigo Leonhard Paul Euler (1707-1783), apresenta uma outra forma de descrever tais mo-
vimentos. Imagine um fluxo de dgua em um rio. E fAcil perceber que em pontos distintos
deste mesmo, a velocidade do escoamento da dgua é diferente. Assim, Fuler propoe deter-
minar em cada ponto do espago (ocupado pelo fluido), a diregao, o sentido e a velocidade da
agua, obtendo assim, um campo vetorial, ou melhor, um campo velocidade do fluido. Nesta
abordagem, a trajetoria do fluido é modelada por uma funcao que depende nao somente do

tempo, mas também do espaco.

Euler, portanto, propos o seguinte modelo:
u+u-Vu+Vp=f xeR" t>0, (1)

onde t > 0 e x € R" sao as variaveis de tempo e espaco, respectivamente. Além disso,
a aplicacao u(z,t) = (uy(z,t),us(z, 1), ..., us(z,t)) define o campo velocidade comentado
anteriormente, p(x,t) é a pressao hidrostatica sofrida pela matéria e f representa uma forca
externa exercida sobre o fluido como, por exemplo, a gravidade. Perceba que o sistema acima
trata-se de um conjunto com n equacoes. Quando adicionamos a estas mesmas equacoes,
a hipdtese V - u = 0 (u é dito ser livre de divergente) para todo t positivo, restringimos sua
modelagem a fluidos incompressiveis (a relacao entre incompressibilidade e o divergente do
campo velocidade, surge do fato que, esta mesma é equivalente a densidade do fluido ser
constante (ver [42] para mais detalhes)). E importante frisar que, o modelo apresentado
por Euler foi obtido a luz das leis de Newton, dos principios de conservacao de energia e
das propriedades do fluido, além de muitos argumentos cinematicos. Todavia, este modelo
projetado por Euler abrange exclusivamente os chamados fluidos perfeitos, ou ainda, fluidos
inviscidos, ou simplesmente fluidos com viscosidade nula. A viscosidade de um fluido, pode
ser vista como sua resisténcia a deformacao, ou de outra maneira, como a capacidade das
particulas deslizarem entre si (para um melhor entendimento fisico, ver [42]). Com isso,

tal sistema nao poderia descrever um fluido realistico, visto que toda matéria (real) possui



viscosidade positiva. No entanto, o modelo visto em representa uma boa aproximacao

para o comportamento de fluidos com viscosidade muito baixa como, por exemplo, ar e agua.

Adiante, por continuar o trabalho de Euler, em 1820, na Ecole des Ponts et Chaussées,
o matemadtico e engenheiro Claude Louis Marie Henri Navier (1785-1836) comegou a estu-
dar a matematica envolvida neste movimento, e ja nos dois anos decorrentes descreveu as,
hoje denominadas, Equacoes de Navier-Stokes. O trabalho deste francés tinha um raciocinio
imperfeito do ponto de vista matematico. Porém, as equacoes encontradas descreviam corre-
tamente este movimento. Esta imprecisao na derivacao do modelo inspirou o matematico e
fisico irlandés George Gabriel Stokes (1819-1903) a escrever de forma precisa como encontrar

as famosas Equagoes de Navier-Stokes fornecidas a seguir:
ug —yAu+u-Vu+Vp=f, xeR" t>0. (2)

No sistema acima, v é uma constante positiva e representa a viscosidade do fluido. As
equacoes de Navier-Stokes, assim como as de Euler e Lagrange, preocupam-se em modelar
o comportamento dos fluidos; mas, agora, por adicionar o termo —yAu, podemos entender
como se comportam as moléculas de fluidos com viscosidade alta tais como: mel e petroleo.
Assim, como na abordagem de Euler, adicionar a hipdtese V - u = 0, para todo t > 0, é

considerar matematicamente que o fluido é incompressivel.

O modelo descrito pelas Equagoes de Navier-Stokes ([2) é considerado pela Fisica como
um modelo ideal para descrever o comportamento dos fluidos. Entretanto, do ponto de vista
matematico, encontrar um solugao para o sistema proposto nao é nada simples. Na verdade,
ainda nao foi possivel esclarecer se existe ou nao uma solucao, definida em todo o tempo,
para tal problema sob certas condigbes. Alguns trabalhos, no entanto, surgiram no decorrer
do ultimo século. Em 1934, o matemadtico francés Jean Leray (1906-1998) provou a existéncia
de solucoes fracas para o sistema , considerando a hipodtese de incompressibilidade, em
dimensao trés (ver [26] para mais informagoes). Adiante, mais precisamente, na década de
60, a matemética russa Olga Ladyzhenskaya (1922-2004) demonstrou que em dimensao dois
as equagoes de Navier-Stokes incompressiveis possuem solugao suave global (ver [24] para

mais detalhes).

O Instituto de Matematica Clay (Clay Mathematics Institute - CMI) estabeleceu um

prémio de um milhao de délares para aquele que garantir a existéncia e suavidade ou a nao



existéncia de solugoes globais no tempo (isto é, para todo ¢t > 0) do seguinte sistema:

u —yAu+u-Vu+Vp=f x€R} t>0
V-ou=0, xcR3t>0; (3)
u(-,0) =ug, z€R>.

Neste caso, exige-se ainda que o dado inicial ug seja também livre de divergente. O pro-
blema acima é conhecido como o problema do milénio das Equacoes de Navier-Stokes para
fluidos incompressiveis e estd em aberto até a atual data. Na litetaratura, encontramos re-
sultados envolvendo casos particulares para este problema em aberto. Estas manipulacoes
mais simples ja garantem a criacao de projetos de aeronaves, cascos de navios e um estudo
mais detalhado sobre o acimulo de residuos que entopem as veias e artérias. O desco-
nhecimento de uma solugao global para o sistema tridimensional em questao nos conduz a
um estudo computacional conhecido como Simulacao de Sistemas Continuos. A descoberta
desta solugao acarretara grandes desenvolvimentos nas Engenharias Aeronautica e Naval, e

também disponibilizara outras maneiras de combater problemas cardiacos.

Se considerarmos que nenhuma forca externa estd sendo exercida sobre um fluido de
viscosidade um no espaco R? e introduzirmos em o conceito do Laplaciano fracionario

(generalizando o Laplaciano usual), encontramos o seguinte sistema:

w + (A u+u-Vu+ Vp =0, z€R3 >0,
V-u=0 xR t>0, (4)
U(QT,O) = UO<ZL'), QZ’ERS,

onde a > 0. A motivacao para substituir o Laplaciano usual em pelo Laplaciano fra-
cionario, como em (4], advém do fato de que este tltimo é capaz de descrever interagoes
de longa distancia e nao somente entre particulas vizinhas (para uma melhor compreensao,

ver |18]). O sistema (4) é também conhecido como Equagoes de Navier-Stokes Fraciondrias.

Quando consideramos um campo magnético externo agindo sobre o fluido, obtemos um

sistema ainda proveniente das Equacgoes de Navier-Stokes @) unido as Equagoes de Maxwell,



chamado Magnetohidrodinamico, ou simplesmente MHD), descrito abaixo:

(1 + (A u+ (u-Vu+V(p+p2)=(b-V)b, zcR3t>0;
Jook (CAYb 4 (V)= (b-V)u, xRt >0
V-u=V-b=0, zeR3t>0;

| u(-,0) = ug(), b(-,0) =bo(-), = €R%.

onde b(x,t) = (by(z,t),ba(x,t), b3(x,t)) € R? representa o campo magnético, com a e 3 > 0.
E importante dizer que no sistema acima 1} assumimos que a viscosidade cinematica, a
constante magnética de Reynolds sao iguais a um, por simplicidade matematica. Fisica-
mente, estas equagoes modelam o comportamento de fluidos incompressiveis e condutores
de energia (com a influéncia de um campo elétrico) como, por exemplo, plasmas, metais

liquidos e eletrélitos.

Por considerar fluidos que apresentam alta velocidade de rotacao, um outro sistema

derivado das Equacoes de Navier-Stokes é 0 que segue:

O; + (—A)*0 +ug-VO =0, ze€R?* t>0;
0(-,0) = 0y(-), € R

onde  é a temperatura potencial e uy, definido por
ug(x,t) = (Da(—A)20(x,t), — Dy (—A)26(x, 1)),

representa a velocidade do fluido. Tal sistema é fortemente utilizado para prever o compor-
tamento de fluidos geofisicos (invélucros fluidos do planeta Terra tais como: a atmosfera, os
oceanos e o fluido ionizado que compoe o nucleo externo da Terra ou de outros planetas e

estrelas) e é denominado Equagao Quase-geostréfica para fluidos geofisicos.

’

E importante ressaltar que os sistemas apresentados anteriormente sao utilizados na

cinematica, na meteorologia, na oceonografia e muitas outras areas da ciéncia.

Conhecido alguns dos principais sistemas da Mecanica dos Fluidos, esta dissertagao apre-
senta uma analise sobre as possiveis solucoes das Equacoes de Navier-Stokes e da Equacao
Quase-geostroéfica (@) nos espacos de Sobolev-Gevrey H oo € de Lei-Lin-Gevrey &, respec-

tivamente, ambas com expoente do Laplaciano fracionario de ordem a > %



O principal objetivo desta dissertacao é, inicialmente, estudar a existéncia e unicidade
de solugdes brandas (ver definigao para o sistema Quase-Geostréfico @ nos espacos de
Sobolev-Gevrey homogéneos Hj}o (sobre determinadas hipdteses para s, a e o), de modo
a estabelecer sua analiticidade e, por fim, encontrar taxas de decaimento para a solucao
obtida em tempo infinito. Em seguida, propomos garantir a existéncia de solugoes brandas,
ver defini¢oes e locais (com dado inicial de tamanho arbitréario) e globais (com dado
inicial pequeno) para o sistema de Navier-Stokes nos espagos de Lei-Lin-Gevrey X,

(sobre determinadas hipdteses para s, a, o e da ordem do Laplaciano fracionario).

E relevante citar alguns trabalhos recentemente publicados na literatura que nos motiva-
ram a escrever esta dissertagao, juntamente com os artigos [36-38]. Comecemos ressaltando

que, no Capitulo 3, trabalhamos assumindo que a ordem fracionaria do Laplaciano é dada

por a = % na equacgao Quase-geostréfica. Esta suposicao foi levada em consideragao por

causa da descoberta do Lema [2.6f Mais especificamente, W. G. Melo e T. S. R. Santos [33]

(ver também o artigo primordial [1]) provaram resultados similares aos obtidos no Capitulo
1
29
o estudo de solugoes para equagoes semelhantes (matematicamente) as estudadas neste texto

3; porém, a técnica aplicada utiliza o Lema o qual inviabiliza o caso a = =, e estabelece
por tomar a > % (denominado caso subcritico se « nao ultrapassa 1). Por isso, decidimos
avancar na pesquisa considerando este caso o = % (chamado caso critico). Vale informar que
os espacos de Sobolev-Gevrey adotados nesta dissertacao tem relacao estreita com a nossa
leitura dos seguintes trabalhos: [2,3,5,6,[10%/12} 13,16, 20,[21}28},29,31-33.[37-40].

O Capitulo 4 foi motivado por J. Wu 47| (referenciamos também [1H8]/12,/13.|16}20,21,
23,27H36,|40}43,46-48]). Este trabalho prova que as equagoes de Navier-Stokes fraciondrias
5

admite solugao cldssica global se 1 ¢ suficientemente suave e a@ > 3. Precisamente, [47]

considera que «a > g, ug € H*(R?), com s > 2a, para estabelecer uma solugao para este
mesmo sistema. Desta forma, decidimos substituir estes espacos de Sobolev usuais pelos
espacos de Lei-Lin-Gevrey e verificar quais sao as condicoes que devemos considerar para o
dado inicial com o objetivo de obter solugoes globais e locais para as Equacgoes de Navier-
Stokes com ordem fraciondria v = 1 (para o caso global) e a > $ (para o caso local). Vale
lembrar que tais espacos de Lei-Lin-Gevrey foram estudados, primeiramente, por Z. Lei e
F. Lin [23] em 2011. Através dete artigo, alguns outros trabalhos vém sendo publicados na

literatura (ver [1Lj{4}/7-9]12,/13,23.|30%3436,,43,46,/48| e referéncias inclusas).

Permita-nos, agora, descrever o que foi feito nos quatro capitulos deste texto.



No primeiro capitulo, reunimos conceitos essenciais para a manipulacao das equagoes tra-
balhadas. Destacamos as defini¢oes dos operadores Laplacianos usual e fracionario, poténcia
e derivada multi-indice. Além disso, reforcamos as ideias béasicas da Analise Funcional e da
Medida e Integracao; mais especificamente, acerca dos espacos de Lebesgue tais como: as de-
sigualdades de Holder, Minkowski e duas de Young. Em seguida, introduzimos as defini¢oes
da transformada de Fourier, juntamente com algumas de suas propriedades mais elementa-
res. Deixe-nos ainda frisar que, nesse capitulo, apresentamos a identidade de Plancherel e

as definigoes dos espagos de Sobolev-Gevrey homogéneos e os espacos de Lei-Lin-Gevrey.

No segundo capitulo, fornecemos, em duas sec¢oes, resultados importantes sobre os dois
sistemas de equagoes escolhidos para a nossa pesquisa, bem como sobre os espacos traba-
lhados. Veremos que H. 55 (R?) e X7 (R*) sao espacos vetoriais normados completos sob
determinadas condicoes para s, a e 0. Vale destacar que todo esse capitulo é dedicado a
informagoes que serao utilizadas nas demostragoes dos teoremas principais deste texto (ver
Capitulos 3 e 4). Desse modo, serao apresentadas inclusoes e desigualdades que nos auxiliam
a atingir os objetivos aqui descritos. Permita-nos enfatizar um resultado primordial para a
contrugao desta dissertacao: o Teorema do Ponto Fixo (ver Teorema . Tal resultado,
fornece condigoes suficientes para garantir a existéncia e unicidade de solugoes brandas para
as Equacoes de Navier-Stokes e Quase-geostrofica. Ainda no segundo capitulo, realcamos
uma informacao que é frequentemente aplicada nas verificagoes dos resultados que introdu-

t=2)" De forma mais

zimos neste texto, a saber, a transformada do semigrupo do calor e~
detalhada, a transformada de Fourier de tal operador nos dara condigoes de manipular as

equagoes, de modo a estabelecer a continuidade de certos operadores (ver demonstragoes dos

Teoremas e .

O capitulo seguinte preocupa-se em garantir a existéncia de solucoes brandas para a
Equacao Quase-geostrofica no espaco H jp(]R?). Esse capitulo, esté dividido em duas segoes,
nas quais comecamos a busca para estabelecer uma solucao unica # para este sistema, de
maneira global no tempo (quando o dado inicial é suficientemente pequeno). Além disso,
fornecemos critérios que caracterizam a analiticidade da aplicagao 6. Na segunda se¢ao, nosso
interesse ¢ deduzir algumas taxas de decaimento para a solucao obtida quando o tempo é

arbitrariamente grande.

Estabelecida a existéncia de uma tnica solugao para o sistema Quase-geostrofico, empe-
nhamo-nos, no ultimo capitulo desta dissetacao, em garantir algo similar para as Equacoes

de Navier-Stokes no espago de Lei-Lin-Gevrey X;}U(R?’). Para isso, preocupamos-nos em



concluir a existéncia de uma tunica solucao branda global, considerando que o dado inicial
é pequeno, e uma unica solugao branda local no tempo, assumindo que o dado inicial nao

precisa de pequenez, para este mesmo sistema.

Para finalizar esta introducao, gostariamos de informar que esta dissertacao serviu como
base para a confeccao de trés artigos envolvendo os mesmos principais temas abordados neste
texto. Desta forma, salientamos que os nossos resultados (ver [36-38]), aqui expostos, estao

submetidos para publicagao em jornais de grande circulacao internacional e nacional.



Capitulo 1

Definicoes e Resultados Basicos

Este primeiro capitulo, objetiva descrever defini¢oes e resultados preliminares para o de-
senvolvimento do presente texto. Além disso, tal capitulo, estd dividido em quatro secoes, as
quais estao organizadas da seguinte maneira: a secao inicial preocupa-se em listar defini¢oes
e informacoes envolvendo as notagoes e aplicagoes bésicas tais como: campos vetoriais, gra-
diente, produto tensorial, convolucao, derivada multi-indice, divergente e o operador Lapla-
ciano usual. A segunda secao fornece a definicao dos espacos de Lebesgue, as desigualdades
de Holder, de Minkowski e Young, e os Teoremas da Mudanca de Variaveis e de Fubini
(além de propriedades significativas para o escopo deste trabalho). A segao seguinte aborda
o operador trasformada de Fourier e sua inversa, bem como suas principais caracteristicas.
Ademais, esta mesma secao apresenta o espaco de Schwartz, as distribuicoes temperadas, o
operador Laplaciano fracionério, os Teoremas de Plancherel ,a definicao do semigrupo do ca-
lor e o projetor de Helmholtz, que serao fortemente utilizados no decorrer desta dissertacao.
Por fim, a ultima se¢ao expoe as defini¢oes dos espacos em que busca-se as solugoes para as
equagoes abordadas neste contexto, a saber, os espacos de Lei-Lin-Gevrey e Sobolev-Gevrey

homogéneos.

1.1 Terminologias e Notacoes

Nesta secao, estabelecemos as notacoes e os conceitos mais basicos que serao utilizados

neste trabalho.

Definicao 1.1. Seja n € N. Consideramos o espa¢o C" (ou também R™) munido com o
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produto interno padrao

T-Y = T1Y] + ToYs + - + TplYn (1.1)

e a norma induzida por este mesmo produto como sendo

2] = Va1 2+ |22 + -+ 2, (1.2)

onde = = (21, %2, ..., Ty), ¥y = (Y1, Y2, ..., Yn) € C". Este produto interno e esta norma satisfa-

zem a seguinte desigualdade:
o -yl < zflllyll, Vz,yeC" (1.3)

Esta é conhecida como desigualdade de Cauchy-Schwarz. Vale enfatizar que (1.1)), (1.2) e
(1.3) sdo também verdadeiras para vetores de R™.

A seguir, determinamos como denotar os campos vetoriais do nosso trabalho. Em parti-

cular, relembramos a definicao do campo gradiente.
Definigao 1.2. Sejam n,m € N. Considere uma funcao f : R™ x [0,00) — R™, isto é,
flz,t) = (fi(x,b), falz, t), ..., f(z, 1)), VreR" t>0.

Denotamos o campo gradiente de f por V f e o definimos como

Vi=(Vfi,Vfa.,Vim).

Aqui, Vf; = (D1f;, Dafj, ... Dnf;), com j = 1,2,..,m e Dy a derivada parcial de ordem 1,

com respeito a k-ésima coordenada, ou ainda, Dy = 8%16 (k=1,2,...,n).

E importante frisar que, em alguns momentos deste texto, omitimos alguns (ou todos os)
valores que os campos e as fungoes estao sendo avaliadas. Mais precisamente, escrevemos f,

f(z) ou f(t) para representar f(x,t).

Definicao 1.3. Sejam n,m € N. Assuma que f : R® — R™ é uma funcao. O Laplaciano

usual da funcdo f = (fi,..., fin), 0 qual denotamos por Af, é definido como
Af = (AflvAf27 aAfm)
Aqui Af; =30 Dif;com j=1,...,m.
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Uma aplicacao escalar bastante importante no nosso trabalho é conhecida como diver-
gente. No caso das Equagoes de Navier-Stokes, esta serd responsavel por determinar se o

fluido estudado é incompressivel ou nao.

Definicao 1.4. Seja n € N. Considere uma funcao f : R” — R". Definimos o divergente de
f por

Vef=> Dif

k=1

onde f = (f1,..., fn)-

Os termos nao lineares das Equacoes de Navier-Stokes e Quase-geostréfica apresentam

uma notagao que sera precisamente descrita logo abaixo.

Definicao 1.5. Seja n,k € N. Considere que f : R® — R" e g : R® — R* sdao funcoes. A

notacao f - Vg representa a seguinte soma:

=1
onde f - (fh'"afn) eg= (glv‘“agk)'

Abaixo estabelecemos o significado do produto tensorial que sera utilizado no estudo da

existéncia de solugoes para as Equacoes de Navier-Stokes.

Definicao 1.6. Seja n,k,m € N. Assuma f : R¥ — R™ e g : R¥ — R” sao funcoes.

Denotamos por f ® g, o produto tensorial de f por g da seguinte forma:

F@g:=(af - gnf)

com f = (f17f2""7fm) € g = (917927"'agn)‘ Aquiv glf = (nglayngm)a para cada i =
1,....n.

Nesta dissertacao também precisamos do conceito de convolugao entre duas aplicagoes

(ver |15,19,22] e referéncias inclusas para mais detalhes).

Definicao 1.7. Seja n € N. Admita que f e g sao fungoes definidas sobre 2 C R™. A

convolucao de f e g é denotada por f * g e definida como

fgla) = /Q @ —p)gly)dy, Vreo,
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sempre que a integral acima existir.

Vejamos agora, as definicoes de poténcia e derivagao multi-indice. Estas sao relevantes
para a definicao dos espagos de Schwartz e para as propriedades da transformada de Fourier

(ver [15],19,)22] e referéncias inclusas para mais detalhes).

Definicao 1.8. Sejan € N. Sejam = = (21, ...,x,) € R" e « = (o, ..., ) € N". Chamamos

de poténcia multi-indice o niimero real

=2

A derivada multi-indice de f € C*(R™) é dada por

|| a14-...4am
g O ey

aal$l...aanxn aalxl...aanl‘n.

Para finalizar esta segao, gostariamos de informar que as constantes que aparecem em
todo trabalho apresentam sua dependéncia na prépria notagao. Por exemplo, C,, é uma
constante que depende de ¢ e r. Além disso, as constantes podem mudar seus valores linha

a linha; porém, em alguns momentos, vao ser denotadas pela mesma representacao.

Outras definigdes e notagoes basicas que nao sao muito utilizadas nesta dissertagao sao
apresentadas no decorrer do texto ou estao determinadas nas referéncias citadas neste tra-
balho.

1.2 Espacos de Lebesgue LP

Nesta secao, estamos empenhados em listar definicoes e resultados importantes sobre
os espagos de Lebesgue LP (ver [15,[19,]22] e referéncias inclusas para mais detalhes). Tais
espagos gozam de propriedades que permitem o desenvolvimento deste texto e, portanto,
sao frequentemente utilizadas aqui. Alguns destes nos dao o suporte necessario para veri-
ficar desde resultados simples como, por exemplo, que os espagos (L?; || - ||z») s@o, de fato,
espagos vetoriais normados, a resultados mais sofisticados como a completude destes mes-
mos e os Teoremas da Mudanca de Variaveis, das Coordenadas Polares e de Fubini. Vejamos

inicialmente, sua definicao e, em seguida, algumas de suas principais implicagoes.

12



Defini¢ao 1.9. Considere (X, M, 1) um espago de medida. Para cada p satisfazendo 1 <

p < 00, definimos LP = LP(X) o espaco de todas as func¢oes f mensuraveis sobre X tais que

[ 15w <.
X

Além disso, LP é um espaco vetorial munido da seguinte norma:

s = [ [ 11 ™"

O espago das fungoes f mensurdveis sobre X tais que |f(z)| < ¢ em quase toda parte de
X, para alguma constante real ¢, é denotado por L>® = L*(X). Ademais, L> é um espago

vetorial munido da norma
| fllzee = inf{c > 0;|f(z)] < ¢ em quase toda parte de X}. (1.4)

Para mais informagoes sobre as normas definidas acima, ver [19).

E importante destacar que, em alguns momentos do nosso trabalho, omitimos o espaco
de medida na notacao da norma dos espagos de Lebesgue. Por exemplo, escrevemos || - ||z»

ao invés de || - || Lr(x).-

Definicao 1.10. Seja n € N. Dizemos que uma funcao f definida em €2, um subconjunto
aberto do espago R", é localmente integravel em LP(£2), com 1 < p < oo, se f for uma funcao

mensuravel e para qualquer compacto K C 2, tem-se que

/K |f(x)[Pdz < oo. (1.5)

Além disso, denotamos o espago das fungoes f localmente integraveis por L7 (€2).

A definicao a seguir, descreve o espaco LP envolvendo uma variavel temporal T'.

Definicao 1.11. Considere que (X, || - ||x) um espago vetorial normado e 7" um nimero real
positivo. O espago LP([0,T]; X), ou por simplicidade, L5(X), com 1 < p < 0o, é o conjunto

das fungoes mensuraveis f : [0,7] — X de modo que a norma
T » 1P
o = [ [ 1615 (16)
0
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é finita. Analogamente, definimos L*>([0,7T]; X) = L¥(X) o espago das fungoes mensuraveis
f:0,T] — X tais que || f(¢)|| é limitada em quase toda parte de [0,7]. Além disso, uma

norma para este espaco é dada por

£ 1|z x) = supess{|[f ()] - ¢ € [0,T]}. (1.7)

Em paralelo, definimos o conjunto C([0,7]; X) = Cr(X) = {f : [0,7] — X continua}

munido com a norma do supremo essencial || - || s (x).-

Os trés resultados a seguir fazem parte da base da teoria dos espacos de Lebesgue LP.

Teorema 1.1 (Desigualdade de Holder). Assuma que f € LP e g € L. Sejam p e ¢ nimeros
reais tais que 1 <p,q < oo ep '+ q ' =1. Entao, fg € L*. Além disso,

[ fgllee < I fllzellgllre- (1.8)

Demonstragao. Ver [19], p. 182. ]

O préximo teorema refere-se a desigualdade triangular dos espacos de Lebesgue L?.

Teorema 1.2 (Desigualdade de Minkowski). Considere p € R de modo que 1 < p < oo e
f,g € LP. Entao, f+ g € LP. Além disso,

1f+gller < 1 Fllze + llgll o (1.9)

Demonstragao. Ver [19], p. 183. O

Os Teorema [I.T] e [[.2] sdo consequéncias do seguinte resultado elementar.

Teorema 1.3 (Desigualdade de Young). Sejam a e b nimeros reais nao negativos e p e q

satisfazendo 1 < p,q < oo e p~t 4+ ¢~ = 1. Entdo, verifica-se que

1 1
ab < —a? + -0 (1.10)
p q
Demonstragao. Ver [19], p. 174. O

O resultado abaixo é também conhecido como desigualdade de Young. No entanto, este

estabelece informacoes envolvendo a convolugao de fungoes no espaco LP.
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Teorema 1.4 (Desigualdade de Young para Convolugao). Sejam p e q nimeros reais tais
quel <p,g< e %+1: %+%. Considere que f € LP e g € LY. Entao, fxg € L". Além
disso,

1 gller < [ fllzellgllze- (1.11)

Demonstracao. Ver 19|, p. 240. O

Os proximos dois resultados dizem respeito a completude dos espagos de Lebesgue LP.
Teorema 1.5. Seja p um nimero real tal que 1 < p < oo. Entao, LP € um espaco de
Banach.

Demonstracao. Ver 19|, p. 183. O

Quando consideramos que p = 2 no expoente dos espacos de Lebesgue LP, obtemos um

espago de Hilbert. Mais precisamente, podemos escrever o seguinte resultado.

Teorema 1.6. Considere que f e g estao em L>. E verdade que

(f, 9 poqay = /X f(2)g(x)dz

define um produto interno no espaco de Lebesque L?, o qual gera a norma || - ||z definida
previamente. Aqui g representa o conjugado da funcdo g. Neste caso, dizemos que L* é um

espaco de Hilbert.
Demonstragao. Ver 19|, p. 183. ]

O resultado a seguir fornece o enunciado do famoso Teorema da Mudanca de Variaveis.

Teorema 1.7 (Teorema da Mudanca de Varidveis). Considere w e w;y conjutos abertos de
R™ e ¢ :w — w, um difeomorfismo de classe C'. Seja A C w. Entdo, os sequintes itens sio

verdadeiros:

i) Se A é um Boreliano (ver |19] para defini¢do precisa) de w, ¢(A) é um Boreliano de

wi.
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ii) Se A€ Aw) ={A Cw: A é X-mensurdvel}, entio p(A) € A(wy) e
M) = [ [det (o)l

iii) Em particular, se A € A(w) e AN(A) =0, tem-se A\(¢(A)) = 0.

iv) Dados A € A(A) e f: p(A) = [—o0,+0],R ou C uma fungdo A\-mensurdvel. Entdo,
fop, dada por fop(z) = f(e(x)), definida sobre A, é também \-mensurdvel. Ademais,
f € integrdavel em relagio a X\ se, e somente se, a func¢io x — |det¢'(z)||f(v(x))]

também o €. Neste caso,

f(y)dy = / | det ! (2)]| ()| da.
) A

(A

Demonstragao. A demonstragao desse resultado é obtida em [22], p. 193. O]

Permita-nos enunciar o resultado que nos garante como resolver uma integral especifica

através de coordenadas polares.

Teorema 1.8 (Teorema das Coordenadas Polares). Seja f: R”™ — R uma fung¢ao continua

tal que |f| € integrdvel em R™. Entao, a sequinte igualdade vale:

tte= [ (o 95)

onde g € R" e S.[xo] = {x € R" : ||z — x|l = r} € a esfera de centro xy e raio r. Aqui a

integral dentro dos parénteses acima estd relacionada a integral de superficies.
Demonstragao. Para detalhes da verificacao deste resultado, ver [19). O

Finalizamos esta secao com o Teorema de Fubini, o qual permite a permutacao de inte-

grais.

Teorema 1.9 (Teorema de Fubini). Sejam (X, A, ), (Y,B,v) espacos de Medida tais que
w e v sio medidas o-finitas. Considere f € L*(u x v). Entao,

XxY Jlpxv) = /Xfyf(a:, dvdp = /Y/Xf(',y)d,udu.
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Demonstracao. Para detalhes da verificagao deste resultado, ver [15], p. 129. O]

Alguns conceitos bésicos que aparecem nesta secao como, por exemplo, Espacos de Me-
dida, Borelianos ou Integracao de Funcoes Mensuraveis, e outras informagoes relevantes sobre
os espagos de Lebesgue podem ser obtidos nas seguintes referéncias: [15,19,22] e trabalhos

inclusos.

1.3 A Transformada de Fourier

Com o objetivo de iniciarmos um breve estudo sobre a transformada de Fourier, intro-
duzimos a nocao de espago de Schwartz S (ver |19,44] para mais detalhes). O estudo de
tal espaco nos permitird abordar o operador transformada como um isomorfismo e, conse-
quentemente, obter propriedades sobre sua inversa. Vale ressaltar que, o dual destes mesmos
espacos desenvolvem o significado dos espacos das distribuicoes temperadas S’, os quais sao
considerados na busca por solugoes brandas para as equacoes de Navier-Stokes e Quase-

geostrofica.

Definicao 1.12. Seja n € N. Assuma que v, n-uplas em N". Definimos a seminorma

|- |l(v,8) de uma funcao f € C*(R"), por

1 Fllws) = 12707 fll = = sup {]a"0] f(2)[}, (1.12)

TzER™
onde z¥ é a poténcia fracionaria de base x e expoente v e (95 f é a derivada multi-indice de
Estamos prontos para definir o espaco de Schwartz.

Definicao 1.13. Seja n € N. Assuma que v, § n-uplas em N". O conjunto S(R™), definido
como

S(R") = {p € C*(R") : [lgll s < o0,v, 0 € N}, (1.13)

¢ denominado espaco de Schwartz.

Estabelecida a definicao do espaco de Schwartz, podemos definir a transformada de Fou-

rier sobre estes mesmos.
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Definigao 1.14. Sejan € N. Considere f uma fungao em S(R"). A transformada de Fourier

de f é a aplicagao

FONO = Fie) = [ e fdn, vee R (1.14)

onde i representa a unidade imaginaria dos niimeros complexos.
E possivel provar que F(f) € S(R™), para todo f € S(R™). Mais é verdade: o resultado
abaixo garante que o operador F : S(R") — S(R"), além de linear, é invertivel.

Teorema 1.10. Seja n € N. Considere o operador, denominado transformada de Fourier,
F : S(R") — S(R™), dado por F(f) = f Afirmamos que F € bijetor, linear e continuo.

Além disso, sua inversa, denominada transformada de Fourier inversa, dada por

FHEHE) = (2#)_"/ ST f(x)dr, VEER", (1.15)

n

¢ também um operador (linear) continuo.
Demonstragao. Para detalhes desta demonstragao, ver [44]. O

O préximo teorema estabelece algumas propriedades do operador transformada de Fou-

rier.

Teorema 1.11. Seja n € N. Considere f,g € S(R") e a uma n-upla de N". FEntdo, as

sequintes informagoes sao verdadeiras:

— ~

i) 0o f(€) = (i) F(€);
i) F(a®f(2))(€) =i F();

iii) /fgda::/fﬁd:c;
iv) F9(6) = /3

v) fg=(2m)"f*g.
Demonstragao. A prova destes itens sdo encontradas em [44]. ]
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O préximo resultado associa as normas, e os produtos internos, do espaco L? de uma
aplicacao com a da sua propria transformada de Fourier. Isto pode ser realizado devido ao
fato de S(R™) ser denso em L?*(R™) e por uma aplicagao direta do Teorema da Representagao

der Riesz (ver |L1,|19] para mais detalhes).

Teorema 1.12 (Identidade de Plancherel). Seja n € N. Assuma f € L*(R™). Entao,

)" 2@y = 1 Fll 2@y

Mais geralmente, se f € L*(R"), é verdade que
2m)""(f, 9) L2y = (f, 9) L2y
Demonstra¢ao. Encontramos a demonstracao deste teorema em [44]. O

Vejamos, agora, a definigdo de uma distribuigdo temperada (ver [19,|44] e referéncias

inclusas para mais detalhes).

Definigao 1.15. Seja n € N. Dizemos que uma aplicagao ¥ : S(R") — C é uma distri-
buigao temperada se ¥ é linear e continua. Além disso, denotamos por S&’(R™) o espago das

distribuicoes temperadas.

A seguir, mostramos como estender o conceito de transformada de Fourier para o contexto

das distribuigoes temperadas.

Definicao 1.16. Seja n € N. Considere ¥ € §'(R™). Definimos a transformada de Fourier
de ¥ por

FO)(f) =U(f) =U(f), VfeSR. (1.16)

E também possivel demonstrar que F(¥) € S'(R"), para todo ¥ € S'(R"). Mais é
verdade: o resultado a seguir informa que o operador F : §'(R") — S’'(R™), além de linear,

é invertivel.

Teorema 1.13. Seja n € N. Considere o operador, denominado transformada de Fourier,
F S (R") — S'(R"), dado por F(V) = U, Afirmamos que F € bijetor, linear e continuo.

Além disso, sua inversa, denominada transformada de Fourier inversa, dada por
FHO)(f) = 0(FN(f)), VfeSRY, (1.17)
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¢ também um operador (linear) continuo.
Demonstragao. Para detalhes desta demonstragao, ver [44]. O
O teorema a seguir fornece um exemplo de distribuicao temperada. Além disso, ele

garante uma identificacao entre os espagos L!'(R") e L*(R") e o espaco S'(R"™).
Teorema 1.14. Considere f € LP(R"), com p = 1,2. A aplicagiao Ty : S(R") — C, dada
por

Ty(o) = [ ola)f@ids, Vo e S,

€ uma distribuicao temperada; isto €, Ty € S'(R™).
Demonstragao. Para detalhes da demonstragao deste resultado, ver |19,|44]. O

Definimos abaixo um operador que ¢é utilizado nesta dissertacao como parte dos termos
difusivos das Equagoes de Navier-Stokes e Quase-geostrofica (ver |41] e referéncias inclusas

para mais detalhes). Tal defini¢ao faz uso dos conceitos que foram abordados nesta secao.

Definicao 1.17. Sejam n € N e s € R. Considere v € S’(R"). Definimos o Laplaciano

fracionario de ordem s de v, como sendo o operador

[(=A))(z) = FH(E[*0(¢)) (@), Yz eR™

Na definigao anterior, devemos observar que, desde que a transformada de Fourier (e sua

inversa) é um operador linear, conclui-se que o Laplaciano fracionédrio é do mesmo tipo.

Finalizemos esta secao estabelecendo a defini¢do do projetor de Helmholtz (para mais
informagoes, citamos os trabalhos [25,27] e referéncias inclusas). Comecemos, primeiramente,

pela transformada de Riesz.

Definigao 1.18. Sejamn € Ne f € S(R?). A transformada de Riesz de f é dada e denotada

por

Ryf)a) = Calting [ Hofa—y)dy], v R

=0 Jiyse [y[* !
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onde y = (y1,....,yn) € Cp, = T(2H)

L'(t) = / z'le "dx para todo t > 0).
0

i (I' é a funcdo gama usual, a qual é dada por

Esta definigao pode ser generalizada com respeito ao espaco das distribuigoes temperadas

S'(R3), quocientado por um anel de polinémios sobre C, da seguinte forma.

Definigao 1.19. Sejam n € N e U € S'(R?)/P, onde P é o anel de polinémios com n
varidveis sobre C (ou seja, S'(R?)/P é o conjunto das classes de distribuicoes temperadas
médulo P). A transformada de Riesz de ¥ (identificado com sua prépria classe) é dada e

denotada por .
iy

(Ry0)() = FH (2 0(9)) (@), v € B,

onde & = (&, ...,&) ej=1,..,n.

Agora estamos prontos para definir o projetor de Helmholtz.

Definicao 1.20. Seja n € N. O projetor de Helmholtz é definido através da seguinte
igualdade:
P=T+R®R,

onde I é o operador identidade definido sobre [S'(R3)/P]" e R = (R4, ..., Ry).

Algumas propriedades basicas do projetor de Helmholtz estao descritas abaixo.

Lema 1.1. Sejam P projetor de Helmholtz, g € S'(R*)/P e f € [S'(R?)/P]". Entao, ¢é

verdade que:

i) P ¢ um operador linear;

~

i) FIP(AIE) = F(&) - %g, v € R,
) P(f) = f, s V- f =0

v) P(Vg) =0.

Demonstragao. Ver [25,27] para mais detalhes. O
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Alguns outros resultados relevantes sobre transformada de Fourier, espacos de Schwartz
ou distribui¢oes temperadas podem ser encontrados em [44]. Com respeito ao projetor de
Helmholtz (algumas vezes chamado projetor de Helmholtz-Leray), referenciamos a [25}27]

para mais detalhes sobre o mesmo.

1.4 Espacos de Sobolev-Gevrey e Lei-Lin-Gevrey

Iniciemos esta se¢ao por definir os espagos de Sobolev-Gevrey homogéneos (ver [2,3,[5,
6,10} /12,13, (164,120,121}, |28, 29,[31H33},137-H40] e referéncias inclusas), de modo a estabelecé-los
como espagos normados e, porteriormente, como espagos completos. Estes mesmos sao o
ambiente onde buscamos solugoes brandas globais para a Equacao Quase-geostrofica nesta

dissertacao.

Definicao 1.21. Considere a > 0, 0 > 1 e s € R. Chamamos espaco de Sobolev-Gevrey

homogéneo (ou espago de Sobolev usual se a = 0) o seguinte conjunto:
. ~ 1~
H o (R?) = {f € S'(R?) : f € Lj,o(R?), / [€[**e* 7 Fe)[*dg < oo}
R2

Este espaco estd munido da norma

/]

izt = ( / e Fe)ag)

Além isso,

Faghig o = [ I (7))

¢ um produto interno em H? _(R?) que gera a norma acima.

E importante destacar que, em alguns momentos do nosso trabalho, omitimos o espaco

R? na notacao da norma e do produto interno dos espacos de Sobolev-Gevrey. Por exemplo,

escrevemos || - ||z, a0 invés de || - || 7s (ze)-
sO i

A préxima defini¢ao relaciona os espagos de Lebesgue com os espagos de Sobolev-Gevrey.

Definicao 1.22. Considere @ > 0, 0 > 1 e s € R. Denotamos por EgO(R+;H§VU(R2)) o)
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seguinte espagco:

(f e CRYH / e sup {1(e,)11d < oo

<t<oo

Além disso, definimos a norma deste espaco por

1 ~ i
I e = ([ I sup {1Fic.lde)”
7 R2 0<t<oco

De maneira ansloga, relacionamos o espaco de Lebesgue L? com os espacos de Sobolev-

Gevrey.

Defini¢do 1.23. Sejam a > 0, ¢ > 1 e s € R. O espaco L*(R*; Hy o2 (R?)) ¢é dado da

seguinte forma:
(f € SR xRY): fe LL (R x R") e / €2 | e, )Rdedt < oo}
RQ

A norma deste espaco é dada por

171,

[ee] 1 1
2s+1 2alé|7 | 7 2 2
2mH;HILE (R2) </ 2 eI (€ ) dédt)
0o JR
Permita-nos informar que, em algumas passagens, omitimos o espaco R? na notacao

ao invés de

da norma dos espacos dados acima. Por exemplo, escrevemos || - || +§)

L2(R+; 0,

it

No Capitulo 3, nosso interesse é encontrar uma tnica solugao global para as Equacao
Quase-geostréfica e estudar o comportamento desta mesma no infinito. Aproveitamos este
momento do trabalho para informar que o espago que contém esta mesma solucao é dado

através de intersecao dos espagos que definimos acima.

Defini¢ao 1.24. Considere a > 0, 0 > 1 e s € [0,1). No Capitulo 3, trabalhamos com o

seguinte espaco de fungoes:

H = [=(R*; H2(R?) N LA(RY; Hob? (R?)).
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A norma deste espago é a que segue:

ey )% VfEH

(e 2
HfHH - (HfH (R Hg , (R2)) + Hf”LQ(R+; st 3 (gay)

A definicao a seguir apresenta os espagos de Lei-Lin-Gevrey (ver [1}14,7H9} 12,1323} 30,
34-36,43,46,/48| e referéncias inclusas), que adiante serao descritos como espagos de Banach.
Permita-nos salientar que estes espacos sao o ambiente que buscamos por solucoes globais e

locais para as Equacgoes de Navier-Stokes neste trabalho.

Definigao 1.25. Para s € R, a > 0 e 0 > 1, definimos o espaco de Lei-Lin-Gevrey (ou

Lei-Lin, se a = 0) por

X2 (R = {f € SRY): Fe L), [ Ieer™ | ig)ld < oo}

Tal espacgo esta munido da norma

/1

X5, (R3) = /Rs €[7el€1” | F(€)|de.

Vale também frisar que, em alguns momentos da nossa dissertagao, omitimos o espaco

R3 na notacido da norma dos espacos de Lei-Lin-Gevrey. Mais especificamente, escrevemos

xg, a0 invés de || - [|x;_(r3)-

No Capitulo 4, obtemos uma tnica solugao global (e também local no caso critico) para
as Equacoes de Navier-Stokes. Neste momento da dissertacao, apresentamos o espago que

contém esta mesma através da intersecao de espacos que definimos anteriormente.

Defini¢ao 1.26. Considere a > 0, 0 > 1, s € [-1,0] e T > 0. No Capitulo 4, trabalhamos

com o seguinte espago de fungoes:
Xro = Cr(X;,(R)) N Lp(X; 57 (R?)).
A norma deste espago é a que segue:

HfHXT,a - HfHL%"(Xé,a(W)) + HfHL;(X;;M(RB))y Vf € Xra.

Quando o = %, denotamos também Xp := X 1.
2
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Os espacos de Lei-Lin-Gevrey e Sobolev-Gevrey vém sendo utilizados como espagos para

a busca de solucoes das Equacgoes de Navier-Stokes, da Magnetohidrodinamica, Micropolares

e Quase-geostrofica na literatura através dos seguintes artigos [1H104[12}[13}[16}[20L21][23}[28}-
40}[43/146./48] (ver também referéncias inclusas).
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Capitulo 2

Resultados Introdutorios

Neste capitulo, reunimos as proposicoes preliminares mais importantes que serao usadas
na construgao dos resultados principais deste trabalho (ver Capitulos 3 e 4). Mais preci-
samente, apresentamos a completude dos Espagos de Sobolev-Gevrey e Lei-Lin-Gevrey, a
Transformada de Fourier do Semigrupo do Calor, o Teorema do Ponto Fixo, algumas carac-

teristicas do Projetor de Helmholtz e o comportamento das solugoes da Equacao do Calor.

2.1 Resultados Preliminares para o Capitulo 3

Nesta secao, apresentamos algumas proposicoes que desempenharao papel relevante nas

provas dos nossos resultados principais expostos no Capitulo 3.

Lema 2.1. Considere que ug = (Do(—A)20, —Dy(—=A)206), onde 0 € S'(R?). Afirmamos

que |tp| = ]5] eV-ug=0.

Demonstragao. Pela definicao do divergente, resulta

V - ug = Dy(Do(—A)26) + Dy(—Dy(—A)26) = 0.
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Além disso, podemos escrever

Com isso, pelo item i) do Teorema [I.11] encontramos
(&) = (i) “VF{(=2)20()}, (i) " F{(=A)20(¢)}).
Assim, pela definicao [[.17} segue que
y(€) = ((1)V[¢]710(8), —(i) V1|70 (). (2.1)
Mas, pela definicio da poténcia multi-indice, dada na definicéo [I.8, sabemos que
(i6) " = (i6)°(i&) = i& e (i)"Y = (&) (i&)" = i&. (2.2)
Logo, substituindo as informagoes de em , temos que
(&) = (i&2]€]70(8), —i& €] 10(E)) = i(&l¢[10(E), —€al€| 0 (£)- (2.3)

Portanto, pela definicao da norma euclidiana, chegamos a

|Gy (€)| = |'|r<52\f|-”< ), —fl|s|-15<s>>| = |(&21€170(€), —&11€[710()))
= (&2 + @2 BE)PR)

&+& P 5
6 0
EE 2B = |€|2! 0P
=\ 10§ = 16(S)]
Isto finaliza a nossa verificagao. O]

Agora estamos prontos para verificar quais sdo as condicOes para que os espacos de

Sobolev-Gevrey homogéneos sejam completos.

Lema 2.2. Sejam a > 0, 0 > 1, s < 1. Entao, H;U(RZ) ¢ um espaco de Banach (ou
Hilbert).
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Demonstragao. Considere (f,)nen uma sequéncia de Cauchy em Hia(R?). Assim, por de-

finicao, dado € > 0, existe um nimero natural m tal que

||fn - fm|

s ,(R2) <6 (2.4)

1 ~
para todo m,n > mg. Afirmamos que a sequéncia (g, )nen, dada por g, (&) = |£]°e®l7 f,,(€),

¢ uma sequéncia de Cauchy em L?(IR?). Primeiro, perceba que

1 ~
lon e = [ 619
= ||anH9 - (R2) < o9,
para todo n € N. Logo, g, € L*(R?), para todo n € N. Além disso, por (2.4)), infere-se

1 .~ 1 <
1gm — gnllr2@zy = |1€17€™” fon — 1€1°€™7 Fll 12(R2)
1 ~ o~
= 161%™ E1” (o — Fu)ll 222y

( e Fuge) - <>|2d§)%

o = Fullig ey < &
para todo m,n > mg. Portanto, (g,)nen ¢ uma sequéncia de Cauchy em L?(R?). Desde que,
L?(R?) ¢ um espago completo (ver Teorema [L.F)), existe g € L?(R?) tal que

Tim lgn = gl L2@2) = 0. (2.5)
Além disso, segue do fato de g € L*(R?) que g € L, (R?).

1
Considere agora, a funcio v(&) = |€]7%e™¢17 g(¢). A aplicacdo v pertence a L} (R?) N
S'(R?) (note que v é uma distribuicao temperada através da identificacao com T, € S'(R?),

dada no Teorema |1.14)). Vamos provar esta pertinéncia em dois itens.

eve L (R?.

loc

Com efeito, para cada compacto K C R?\ {0}, obtemos

/ 0(€)|dé = / €] g o)) de.
K K
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1
mas, observe que, "7 < 1 e por € — |£]7® ser funcdo continua em K, tal funcdo atinge

um méaximo, digamos M, em K. Portanto,

tLW@W%SAQLw@M£<w. (26)

Vamos, agora, estimar a integral de v sobre compactos contendo a origem. Por simplicidade,
basta considerarmos a integral de v sobre B;[0]. Sendo assim, pela desigualdade de Holder
(ver Teorema [1.1)), chegamos a

LMWW%=LMMﬂme%
<(Amww@%Q?AMM%@f
B (/Blm G_Wf RON /BI[O] llﬁ )
< ([ ) ([, o)

ol te1ae) 2.)

Mas, fazendo uso das coordenadas polares (ver Teorema ,

1 1
/ €7 %d¢ = / / r~2dSedr = / P2 9ndy = — : (2.8)
Bi[0] 0 Jlel=r 0 s+l

pois, por hipétese, s < 1, garantindo que integral acima é finita e como consequéncia das

informagoes dadas em (2.6)), (2.7)) e (2.8), a fungao v pertence a L} .(R?).
o v e S'(R?).

Perceba que, como a > 0, entao

9 1
67 a|£|0-

€17

=0.

1
lim |¢]"%e7297 = lim
|€]—00 €] =00

1
Logo, pela definicdo de limite no infinito, existe A > 0 tal que |¢|72°¢72%" < 1, para todo

|€] > A. Desse modo, concluimos que

1
|25 27 <1, Vs e R, ¢ e B0, (29)
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onde B4[0] representa o complementar de B4[0] (bola fechada de centro 0 e raio A).

Note ainda que, podemos escrever v = X g,V + X B 0]V, onde xp € a fungao caracteristica

1
loc

XBAV € S'(R?) (através do Teorema [1.14)).

do conjunto D. Como v € L, (R?), resulta que xp,qv € L'(R?) e, consequentemente,

Por outro lado, por (2.9)), é verdade que
||XB;[0]U||L2(R2) :/ XB;[O](5)|U(§)|2d5: |U(§)|2df
R? B4[0]

1
- /B e L) < ol
<0
A

Logo, X< v € L*(R?) e, por conseguinte, xppov € S'(R?) (ver Teorema [1.14). Portanto,
U = XB4[0]V T XBa[0]V € S/(RQ).

O operador transformada de Fourier define uma bije¢ao (ver Teorema [1.13)). Ou seja,
podemos considerar a funcao f = F(v) € &'(R2) (note que f = v € L (R?)). Por fim,

loc

perceba que, utilizando a linearidade da transformada de Fourier, tem-se

1 fn = [l

1
1 2
s = ([ P19 7.0 - vieyrae)
< ([ nerers e - aterrac)
R
) 3
= </ |9 — 9 d£>
RQ
= ”gn - 9||L2(R2),
para todo n € N. Passando ao limite, quando n — oo, e usando ([2.6)), concluimos que
T [| fo = fllgg g2y = 0.

Portanto, (f,)nen converge para f em H j,U(Rz). Por conseguinte, H. 5 »(R?) é um espago de
Banach. O

Abaixo estabelecemos dois resultados elementares que serao aplicados no Lema [2.5] estes

foram provados em [3].

Lema 2.3. Assuma que a e b sao nimeros reais, de modo que 0 < a <ber € |0,1]. Entao,
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a desigualdade a sequir € vdlida:

(a+0b)" <ra" +10".

Demonstracao. Para o caso em que b = 0, segue das hipoteses sobre a e b, que a = 0.
Neste caso, a desigualdade requerida ¢ trivial. Desse modo, assumindo que b > 0, podemos
considerar ¢ = a/b. Perceba que ¢ € [0, 1], pois 0 < a < b. A férmula de Taylor com resto
de Lagrange nos garante que existe 7 € [0, ¢| tal que a fungao t — (1 +¢)", com t € [0, ],

pode ser reescrita na forma

—1)(1 r—2
(1~|—c)T:1~|—rc+T(r )(2+7) e,

para algum v € [0,1]. Assim, como r,y € [0,1], entdo (r —1) < 0er(l+~v) > 0.

Consequentemente,

=D+,
: <o

Portanto, podemos escrever
(14+¢) <1+re

Além disso, como consequéncia do fato que ¢,r € [0,1], obtemos ¢ < ¢". Desse modo,

(14+¢)" < 1+rc". Logo, pela defini¢ao de ¢, concluimos
a\” a\"
1 -) <1 (-) ,
(1+3) =1+(5

(a+b)" <rad +?b,

ou ainda,

como queriamos. O

O préximo lema trabalha com a aplicacao exponencial usual.
Lema 2.4. Assuman € N, {,neR", a>0 e o > 1. Entao, € verdade que

a

1 1 . 1
elelT < ga max{[g=nl.nl} e o & min{[g=nl.|nl}o

Demonstracao. Inicialmente, nao é dificil ver que se a = 0; entao, a desigualdade acima é

trivial.
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Agora, considere que a > 0 e perceba que dados ¢ e d, niimeros reais quaisquer, podemos
escrever

¢+ d = max{c,d} + min{c, d}.

Em particular,

1€ —nl + | = max{[§ — nl, 7]} +min{|{ — 7], |n]},

para todo & e n € R™. Portanto, pela desigualdade triangular, encontramos

alé]s = al¢ —n+nl7 < a(l€ —n| + |nl)e = a(max{|¢ - nl, ||} + min{|¢ — 7], |n]})7.

Consequentemente, pelo Lema tomando r = % € [0, 1], infere-se

1 1 1
alé]= < a(max{|¢ —nl, [n]}> + —min{|g =], |n|}~)
roa . 1
= amax{l¢ — ul, lp}* + 2 min{l¢ — al, Inl)*
Por fim, sabendo que a exponencial é uma funcgao crescente, resulta que

3 F 42 minfle— 2 - 7 & min{le— 2
eél@ < eamax{[{=nl,|n[} 7+ min{[{—n|[nl}o _ jemax{|{=n|[n|}7 T min{[{=n][n|} 7
o que finaliza a prova deste resultado. O]

O préximo lema (provado em |32]) fornece uma importante desigualdade para a norma
no espaco de Sobolev-Gevrey H 570(1[%2) do produto de fun¢des que estdo no espaco H 57J(R2) N
X Q’U(RQ). Este nos auxiliard a determinar a existéncia e unicidade de solugoes brandas para
a ]%quagéo Quase-geostrofica (ver Teorema . Permita-nos lembrar que X g »(R?) denota

um espago de Lei-Lin-Gevrey especifico.

Lema 2.5. Sejam a >0, 0 > 1 e s > 0. Entdo, existe uma constante positiva Cs de modo

que

/9]

oo < CollfIBy ol oy + 111

?‘{;J(RQ)HQH?\@ G(R2)]’

para todo f,q € ng N Xgo_.

32



Demonstracao. Veja que, por definicao, podemos escrever

/9]

b = [ T de.
Mas, pelo item v) do Teorema segue que ;‘i\q = (27r)_2(]?* g) e, portanto,
10l e = [ 166 2m) (TGO d
= [ lepet ny T g)(e) de
=t [ e (Fgo de
Agora, usando a defini¢do da convolugao (ver defini¢ao , resulta que

e = ) [ e G| de

) | Jgpeei / 7€~ m)l1gCn)| dn) " de

= nt [ ([ teret 17— mligen] an) e

= (2m)™ s6al61% | (e — PV IG () d

et [L(f e e = min)
+ soal€% 1 T e _ V13 dn) d
[ et mlamlen) o

1 £91I3

Por outro lado, pela desigualdade triangular, temos que, para todo s > 0, £ e n € R?, vale

EI° =16 —=n+nl° < (€ —=nl+n))° < (2max{|{ —nl,|n|})*
= 2°(max{|{ — ], [£]})". (2.10)

Assim, utilizando a desigualdade acima, bem como o Lema (com n = 2), conclui-se

1£ 905, oy = (27T)_4/ </ 2°1¢ — " e e | Fl& —n)[[g(m)] dn
“7 R2 *Jn|<[g—n|

~

1., 2
e[ e e fig — gt dn) e
n[>|€=nl
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Observe ainda que, para todo a,b € R, podemos escrever

(a—0)>>0<«a®>—2ab+b* >0« a®+b* > 2ab
& 202 + 202 > 2ab + a® + b?
& 2(a’ +b%) > (a+b)

Sendo assim, fazendo
s s gale=nl7 L2l 5
o= [ e npern® et e - )l dn
Inl<|€—nl
e também
0l o 2le—nl7 | 7 5
b= [ gl i~ gt dn
Inl>|€—nl

resulta que

£yl

iy ) < (2m)7 /RQ [2</|| ; |25|€—77\56“'5_""1’62'”élf(f—n)l!?(n)l d77>2
n<[E—n
+9 98 s aln|@ %‘5—U|% ff— -~ d 2 d¢
(2ot et fig o) an) |
1o, 1~ 2
=mo [ (et et e —nigon)] dn)
n|<lE—n
n seall® 216 Fre — VGt dn) del.
L et e e —ayion) dn)” e

Portanto, chegamos a

1/9]

1 41 ~ R 2
e < (2m) 1220 / ( / e —mpelsI” e37 | Flg — )l [5(n)] dn) d
spalnl® S2lE=nl7 | Fle _ o\(la d 2d .
[ e e e~ g an) ]
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Ou seja,

/9]

b < G2 [ (€Per FlQ) « eF9 oy ag
o RGARNGI RGN

— (2m) 22 e I7 | F(E) ] # [e2117 (G112
e T * (1€l ()] 12 e

Finalmente, utilizando a desigualdade de Young para convolugao (ver Teorema e deno-

tando C, = 2%T1(27)~* > 0, concluimos que

/9]

2y < CllEPe TN 4 HEON e

+ L= LFONZ o) NIEP ™™ [GEON 7 @)
= Gl 11, Mgllg + 1715 lgl, ]

2‘
HE

]

Aplicando o conceito da funcao usual Gama, podemos enunciar a seguinte consequéncia
do Lema[2.5] Mais especificamente, este préximo lema é o que nos permite estudar a Equagao

Quase-geostrofica no caso critico (ver [37] e Capitulo 3).

Lema 2.6. Considere a > 0, 0 > 1, s >0 e q < 1. Afirmamos que existe uma constante

positiva Coqq.5 tal que

1£ 905, , < Caosall FG, Nolle, + 1F 11 Mol 1

para todo f,g € H;U(RQ) N H370(R2).

Demonstracao. Observe inicialmente que

PRER (0l E
lollg = / e51417 |5(¢)| d = / €7 7e(2 =17 [5(¢) | dg
o R2 R2

- / €] eI g e€” [g(¢)] d.
R2
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Com isso, pela desigualdade de Hélder (ver Teorema , segue que
lgllag < lllEI7e=" e [ G P
— a_g)iels 2 alEl s~ %
= ([ e msbag) ([ et ey )
R

1
2
/ €[22 dg) g,

~ 2moT(20(1 — ))H ||
o [2(a )]20(1 q) Hi o

sempre que a > 0,0 > 1,q < 1, onde esta ultima igualdade é obtida pela definicao da

fungdo Gama, a qual é dada por I'(t) = / 2" le™"dr (com t > 0). Por denotar C,,, =
0

2n0l'(20(1 — q))

2o — D00

temos que Cyrq > 0, desde que ¢ < 1, a > 0 e o > 1. Assim, chegamos a

HgHXg . < Ca,o,quHHg,g’
a,

sempre que a > 0,0 > 1,q < 1. Analogamente, verificamos que

1fllxg < Caogllfll,
2.

fornecido que a > 0,0 > 1,¢q < 1. Agora, pelo que foi feito no Lema [2.5] obtemos

/9]

e, S CllfI% ol + A%,
< C [Ogaqulﬁ{g’U”g’

= CCo g 4lll 15 9]

2
93y ]

2+ C2 ol 1112

H;,a]
2l 112 )

Por fim, denotando C;C? = C, , ., fica verificado, para s > 0,a > 0,0 >1eq <1, que

a,0,q

I£gll7, <C

vs > Ugo s[
Ha,o‘ 0,9,

[P Mol + gl 11, )

]

O resultado abaixo ¢ devido a Chemin (ver [6] e [17]). Este serd aplicado na nossa prova

do decaimeto da solugao branda global para a Equagao Quase-geostréfica em L?(R?) (ver

Lema .
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Lema 2.7. Assuma a >0, 0 > 1 e (s1,52) € R? tais que s; < 1 e 51+ s > 0. Afirmamos

que eziste uma constante positiva Cy, 5, de modo que, para todo f,g € H;}U N H? | acontece

a,o’

1 f9l |91l gz, ]-

et < Co ol gz, 9l sz, + 111z,

Além disso, se s1 <1, s5 <1 e s+ sy >0, existe uma constante positiva Cs, 5, tal que

HngHj,ljSTl < Cop 5ol ] |91

751 752 .
Ha,o Ha,cr

Demonstrac¢ao. A prova deste lema pode ser encontrada em [6]. ]

O resultado a seguir foi provado em [7] e serd 1til na demonstracdo de algumas taxas
de decaimento, em espacos de Sobolev-Gevrey, para a solucao branda global da Equacao

Quase-geostrofica (ver Teorema |3.3)).

Lema 2.8. Assuma que f: Rt — R* € uma funcao continua tal que
f(t) < My+0,f(0:t), Vt=>0, (2.11)

onde Mo >0 e 01,05 € (0,1). Entao,

lim su t) < )
t—>+oopf( )< 1-6;

(2.12)

Demonstragao. Fixe T > 0. Desde que f é continua e o intervalo I = [0,T] é compacto, f

atinge um mdximo em . Isto é, existe um ¢, € [0, 7] tal que

f(to) = sup {f(t)}.

0<t<T

Além disso, como f é positiva, obtém-se
0< flto) = sup ((1))
0<t<T

Desse modo, utilizando a hipétese (2.11)) de f, encontramos

f(to) < Mo+ 01f(0xt0) < Mo+ 01 f(to), (2.13)
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onde a ultima desigualdade é obtida por observar que 0 < bty < T e 61,0, € (0,1); por
conseguinte, f(f0atg) < f(tg). Assim, segue, de (2.13)), que

f(to)(1 —61) < Mo,

ou ainda,

Equivalentemente,

sup {f(£)} <

0<t<T 1 -0,

Finalmente, aplicando a definicao de infimo, quando 7" > 0, na desigualdade acima, resulta

que

M,
limsup f(t) < o
t—00 1-— 91

]

Abaixo estabelecemos outro resultado elementar que também serd aplicado nas nossas

taxas de decaimento para a solucao branda global da Equagao Quase-geostrofica em Espacos

de Sobolev-Gevrey (ver Teorema [3.3)).

Lema 2.9. Sejam a,b > 0 fizxos. Entdao, para cada A real positivo, a sequinte desigualdade é

satisfeita:

e < a%(eb) ™.

Demonstragdo. Para demonstrar tal desigualdade, considere a funcao auxiliar f(\) = A%,

para todo A > 0. Por derivar f, obtemos

f/()\) _ a/\a—le—b)\ + /\ae—b)\(_b) — a)\a/\—le—b)\ + )\ae—bk(_b)

= SO+ (e (<b) = (e ™) (% ~0).
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Agora, perceba que

a —a

PO = We™)(5-8) (5 -8) + e ™ (55)
Coren (33 s o )
- e [(3-0) + (5]
Por outro lado, como a, A e b sio positivos, segue que

f'()\)z()@()\“e_“)(%—b):O@G—b):0@)\:%.

Desse modo, temos que § é o tinico ponto critico de f. Além disso, como

)= GG gl - (e (D)

segue, entao, que ¢ ¢ ponto de mdximo de f. Isto ¢,

SINY|

fN<F(3). Ao,

ou ainda

N < (%)ae_b% = <E>a6_a = a“(eb)™".

Isso prova o resultado.

]

Para enunciar e provar o Teorema do Ponto Fixo que serd aplicado neste trabalho, pre-

cisamos relembrar o famoso Teorema do Ponto Fixo de Banach.

Lema 2.10 (Teorema do Ponto Fixo de Banach). Considere um espagco métrico (X, d), onde

X # (. Suponha que X € completo e que T : X — X € uma contra¢ao sobre X (ou seja,
existe C' € (0,1) tal que d(Tx,Ty) < Cd(x,y), para todo x,y € X). Entao, T admite um

inico ponto firo em X (isto €, I xy € X tal que T'xo = xy).

Demonstragao. Ver [11] para mais detalhes.

O

Agora, estamos interessados em enunciar e provar o Teorema do Ponto Fixo (obtido

em [14]), o qual é utilizado fortemente nas existéncias de solugoes brandas para as Equagoes

de Navier-Stokes e Quase-geostrofica.
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Teorema 2.1. Assuma que (X, || - ||) € um espago de Banach e B : X x X — X € um

operador bilinear continuo, ou equivalentemente, existe Cy, constante positiva, de modo que
1B(z, y)ll < Cillzllllyll, Vz,yeX. (2.14)

Assim, para cada xo € X satisfazendo
4C ||lzol| < 1, (2.15)

existe x € X solugdo da equagio a = xog + B(a,a). Ademais, x obedece ||x|| < 2||zo|| € € a

L

tnica solugdo tal que |[z| < 55

Demonstragao. Iniciemos por considerar a bola fechada B = {x € X : ||z < R} em X,

P Vet S C1 (2.16)

2C,

com R escolhido da forma

Perceba que,

1— /1 — 40 ||zo][\2 1~ 2y/T—4Ci[[ao]| + 1 — 4C |z
el + Ca ol g+ o] ol

20, e

. ”x H 4 Cl - 201\/ 1-— 401”1’0” —+ Cl - 4012”.%'0”
- 4C2

C1 — 201/ 1 —4CH||xo|| + C
e
_ 201 — 201 1-— 401”1‘0”

e

_ 1-— \/ 1-— 401“.%0”

204
=R

Isto nos diz que R satisfaz a igualdade

|zo|| + C1R* = R. (2.17)
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Além disso, veja que

1> 1—4C|lzol| & 1 —4Ch [|zol| > (1 — 4C! [|ao])?

& V1 =4Czol| = (1 — 4C [z
& 4C[|zol| = (1 — /1 — 4Ch[xol])
(1 — /1 —=4C|lzol)
201
o 2|z|| > R. (2.18)

& 2ol =

Portanto, segue que R < 2||x||.

Agora, defina F(z) = zo + B(x,z), para todo x € X. Observe que para todo = e 2’ em
Bpg, resulta da bilinearidade de B, que

|1F(2) = F(2')|| = [lzo + B(x,z) — 20 — B(a', )|
= ||B(z,z) — B(z,2)]
= ||B(z,z) — B(2',x) + B(z',z) — B(', 2')||
= ||B(z —2',2) + B(z',x — 2')||
< ||B(z — 2, 2)|| + || B(a', 2 — 2.

Segue ainda, da hipétese (2.14)), que

|F(z) = F(2')|| < Cillz — '||[|z]| + Cyl|2" ]|z — ||
= Ciljz — 2'[|([|=]| + [|2"]])
< 2C1R||x — 2|,

onde a tltima desigualde decorre do fato de = e 2’ pertencerem a bola fechada Br. Desse

modo, como, por (2.16)), tem-se que

QClR =1—+/1-— 401”270” < 1,

implica que F' : Bp — Bpr ¢ uma contracao. Por utilizar o usual Teorema do Ponto Fixo
de Banach (ver Lema [2.10), F' admite um tnico ponto fixo em Bg. Isto é, F(x) = z, ou

equivalentemente, x = xo + B(z, z), para algum x € Bgr. Ademais, do fato que x € Bg, do
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que foi encontrado em ([2.17)), (2.18]) e da hipdtese ([2.14]), obtemos
]l < llwoll + | Bz, 2)[| < [lzoll + Cill2]|* < |lwoll + C1R* = R < 2|
Por fim, veja que, como = € Bpg, e aplicando ([2.16)), conclui-se

1 —/1-4Clx] _ 1

<R= .
=l < 20, =20,

]

Finalizamos esta secao com uma definicao frequentemente empregada neste texto. Esta
esta relacionada ao semigrupo do calor.

Definigao 2.1. Assuma que n € N. Sejam f uma fungio em S'(R™) e a € R. Definimos o

t(—A

semigrupo do calor e '™ aplicado em f por:

e R F—l{e—t|§|2af}’ VE e Rt > 0.

A motivacdo para a definicdo anterior, surge do fato que u(z,t) = e =2 f(x) é solucdo

do seguinte sistema do calor:

{ w + (=A% =0, zeR" t>0; (2.19)

u(z,0) = f(z), zeR"

Com efeito, pelas propriedades da transformada de Fourier e pela definicao do Laplaciano
fracionario (ver definigao [1.17), uma solucao para o sistema (2.19) é também solucao do

sistema

20077 __ n .
{f<u)t+|gu_o, EER", >0 (220

u(€,0) = f(§), eR™
Assim, pela primeira equagao do sistema ([2.20]), deduzimos, para cada £ € R", que

d_ -
= — g,

dt

ou, por aplicar o método de separacao de variaveis, visto em Equagoes Diferenciais Or-
dinérias, chegamos a

o~ _ 2a

ag,t) = Ke 1™t ve e R™,t >0,

onde K é uma constante positiva. Além disso, pela segunda equacao de (2.20)) e pelo que foi
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obtido acima, infere-se

~

f(&) =u(£0) = K.
Portanto, podemos escrever
(e, t) = e f(¢), VEeR™E>0.
Assim, por utilizar a transformada inversa, concluimos que
u(z,t) = f_l{e_‘glht]?}(a:,t), Ve e R",t > 0.
Observacao 2.1. Permita-nos observar que

IOV (A) Y = FHe g Y = FH{jele R
= FHIEPF{e TV ) = (-2) V) Ve SR,

Esse fato garante que o semigrupo do calor e o Laplaciano Fracionario, vistos nas Defini¢oes
e respectivamante, comutam. Além disso, pela prépria definicao [2.1], o semigrupo

do calor é um operador linear.

2.2 Resultados Preliminares para o Capitulo 4

Nesta secao, apresentamos algumas proposicoes que desempenharao papel relevante nas

provas dos nossos resultados principais expostos no Capitulo 4.

Lema 2.11. Sejam a >0, 0 > 1, s < 0. Entao, X;U(]RS) ¢ um espaco de Banach.

Demonstragao. Considere que (f,)neny € uma sequéncia de Cauchy em X;J(R?’). Vamos
mostrar que (f,)nen € sequéncia convergente. Pela definigdo de sequéncia de Cauchy, dado

€ > 0, existe um N € N; tal que

xs, <€ Vn,m2>N.
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Mas, observe que
leloete® F, = eten® Folonusy = [ llepe®® 7, = e
= [ lerert F,— ol
= [ lerer IR = g de
= |fu = [l
para todo m,n € N. Sendo assim,
I1€[e1” Fo = I Fullires) <

1 ~
para todo m,n > N. Isto é, (|¢|°e™” f,)en é sequéncia de Cauchy em L'(R?). Desde que,
L'(R3) é um espago de Banach, existe f € L'(R?) de modo que

1 .~
Tim [[€]°e€17 £, — £l sy = 0. (2:21)

Note ainda, que dado K C R?® um conjunto compacto, existe um raio r > 0, tal que
1
K C B.[0] = {¢ € R®: |¢| < r}. Portanto, segue do fato de e=?€l” < 1 (pois, @ > 0) e s < 0,

que
[ leree ot pe)lde <0 [ 1791 de = fllges < oo
K K

Isso garante que |§|*se*a‘5|%f(€) € L} .(R?). Analogamente & prova do Lema temos que
|§|_56_“|5‘éf(£) € 8'(R?). Desta forma, definindo g = f_1(|§|_56_a‘€|%f(f)), concluimos que
g € §'(R?) (pois, o operador transformada de Fourier define uma bijecao em S'(R3)). Além
disso, § = |§|’Se’“|5‘%f € L .(R3). Assim, desde que f € L'(R3) e

loc

lolle, = [ leten® |71 el e p(e)) g
= [ lerent e pey ag
= [ teperet et e ag

= [ 151 = 17w,
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temos que g € X7, (R?). Por fim, note que

lim || = gllx;, = lim / € e | f — FA (e (0))}] de
= lim | Il I | T, — el e KI? f(6)] de
= lim /R 3 €¢I (g~ ) l¢]e€” , — f()] de
— lim [ et 7, - po)lag

1 .~
= Tim [||¢]"e™1” fy = fllpacas).

Assim, por (2.21)), temos que

lim [|f, — gllaz, = 0.
n—oo ’

Ou seja, (fn)nen € sequéncia convergente em X7 (R?). Por conseguinte, X?_ (R?) é espago
de Banach. O
Enunciamos abaixo um lema (provado em [36]) que relaciona Espacos de Lei-Lin-Gevrey.

Lema 2.12. Suponha a > O c>1,seR, aeRep>1. Assuma que [ € X;J(R?’)
NS (R?), entdo f € Xag ( 3). Além disso, € verdade que

1

nal w S 11

X.s

_1
p
,O

e

Demonstracao. Note inicialmente que para p = 1, nao ha nada a ser feito. Deste modo,

assuma p > 1 e observe que

I ez —/ 6175 617 F(6)] dE = 11617 €7 | F ()11 ey

sp— s+b+2a a\é\ p— a\EI +a\§| p—1+4+1 1+1

= [[¢] P \f(ﬁ)\ | 21 (s
1

(:D 1) s+2a  al€]7 (p— \ﬁ\ p=l 1

1 3 e e (3 | P (3 S
1
(P 1) a|§\ (p s+2a al \7 A 1
= [I[l¢] HF©) e 7]z @)

Agora, veja que, como ’%1 + 1% = 1, segue da desigualdade de Holder dada no Teorema ,
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que
s(p—1) a\&l (p 1)) p—1 s+2a a\E\ 1
||fHX;;27a < [llgl™ 1 HL,, s lEL 7 €7 AP @s)

p—1

- ([ e s e )
(U/an'“fae”i el rag)”

Isto nos diz que

Iz < / e o) de) ([ lerentife) de)’
= 17 171

x 1F 2o (2.22)

Desde que f € X7 (R?) N X72*(R?), inferimos que ||f|

29 < o0 e, portanto, f € Xaj; (R3). Além disso, a desigualdade
X,

desejada ¢é obtida em 2 22)). O]

x5, < 00 e ||fllyst2a < co. Con-

sequentemente || f|

Como caso particular do Lema apresentamos o seguinte resultado.

Lema 2.13. Considere a >0, s € R, a > 3 eo > 1. Se f € X (R%) N X:E2*(R?), entao
fe &;HR?). Ademais, vale a seguinte deszgualdade.

/]

xSt < Hf|

XfaHfl

Xs+2a

Demonstracao. Para verificar este resultado, basta observar que estamos com as hipoteses
do Lema [2.12] Desse modo, tomando p = 2a segue que p > 2- 5 = 1 e, por conseguinte,
chegamos a ,
_A'_&
feXeg? (RY) = X201 (R)

e vale
Hf’ <+21?( 3) < Hf||x(§7i(R3)||fH§(;j;2a(R3)7
ou equivalentemente (p = 2a),
1 £] xsht < I/l nga ||f| Xs+2a
Assim, obtemos o resultado desejado. O
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Uma consequéncia imediata do Lema estd dada no resultado a seguir (obtido por
136]).

Corolario 2.1. Considere a > 0, 0 > 1, s € }R, aeR T >0ep>1. sef €
Cr(X; ,(R?)) N Ly(X:12*(R?)), entao f € Lg(é\,’;;?(R?’)). Além disso, é verdade que

1—1 1
P

20 < Hf”L%O(Xg’U)HszlT(X(fi;Qa)'
o

0, )

Demonstracao. Observe que para p = 1, a desigualdade é 6bvia. Assuma, entao, que p > 1.
E importante notar que, se ¢ € Cr(X; ,(R?)), entao ¢(t) € &7, (R?), para todo t € [0,77].
Do mesmo modo, g € Lip(X;5?*(R?)) implica que g(t) € X7**(R?), para todo t € [0,7].
Portanto, temos que h € Cp(X7,(R?)) N LL(X552*(R?)) nos garante que h € X7 (R?) N

s 20

X;;M(R?’). Consequentemente, pelo Lema [2.12] segue que h € Xa; ? (R3). Para mostrar
s20

que uma funcao f € Op(X; ,(R?)) N Ly(X752*(R?)) também estd em I/}(z’l’a;r ? (R?)), basta

verificar que || f| 20 < 00. Para isso note que, novamente pelo Lema [2.12] podemos
LP p

T\ ‘a0

concluir

P dt

1
P

s+2a
Xa,o‘

T T 1_1
= / T / Al 1F
Xao ) 0 Xo,o ¥ 0 ’

lel”
Lz}( a,o
r 1 1
:/0 1 Vs NS W gz dt = [1Lf W S W gpze Nl 2 oy -

Por fazer uso da desigualdade de Holder, dada no Teorema obtemos

Hf\l; ot < M ON; iz o 1 O agsellzr o,y
T

o .
([ Ul ).

Desse modo, utilizando as propriedades do supremo, segue que

= sup {[[f(?)]
te[0,T]

-1
g 00) = I 1l e

T
117, s < sup (5Ol ([ 1]
LP(XeoP)  te[0,T] 0
(2.23)

Assim, como f € Cp(&X;,(R?)) N Li(X512*(R?)), temos que

I, e, <0
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2
s+ 2«
+5
Nea

e, portanto, f € L%.(X,

(R3)). Observe que a desigualdade desejada é obtida em (2.23)).
]

Agora, vejamos como estimar as solucoes da Equacao do Calor nao homogénea, através de
seus dados iniciais e sua nao homogeneidade, em Espacos de Lei-Lin-Gevrey. Tal resultado
foi provado em [36] e serd 1til na prova da existéncia de solugoes brandas para as Equagoes
de Navier-Stokes.

Teorema 2.2. Sejama >0,0>1,T>0,s € R, a € R, f € Lp(X;,(R?)) evy € &, (R?).
Se v € Op(S'(R3)) € solugao do sistema

{ v+ (A% = f, zeR} te(0,T] (2.24)

v(z,0) = vo(x), =€ R

Entao, para todo p > 1, vale

+270‘
o

v € Cr(X2,(R?) N LE(Xao ¥ (R?)).

)

Além disso, € verdade que

D) ollzgexs,) < llvollxg, + 1f 1oy

) ol e, < ollag, + 1 g,

Demonstracdo. Vamos, inicialmente, aplicar o semigrupo do calor e~ ¢~"(2)" onde 0 <
7 <t < T, na primeira equagao do sistema (2.24)), de modo a obter

e~ EERY (4 (= A) M) = e DA g
ou ainda, por utilizar a linearidade deste semigrupo,
e~ (=8, 4 o= (t=T)(=8)° (—A) = e (=R 7 (2.25)

Mas, observe que pela transformada de Fourier do semigrupo do calor, obtida na Definicao
[2.1] temos que

e (TR, f—l{ef(tfr)\élz"@t} (2.26)
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e também
P (G ]:fl{ef(tff)\flf““ I} (2.27)

Além disso, pela definicao do Laplaciano fracionario e sabendo que este mesmo comuta com

o semigrupo do calor (ver observagao , deduzimos que

6—(t—7—)(—A)°‘(_A>aU _ (_A>ae—(t—r)(—A)a 1{|€|2af{6 (t—7) ’U}}
= F gl gy, (2.28)

Agora, substituindo (2.26)), (2.27) e (2.28)), em ([2.25)), segue que

F e PG ) 4 F1{|gPe P g} = F1{e - 1 (2.29)
Por aplicar a transformada de Fourier em ([2.29)), e observando sua linearidade, resulta que

e~ (t=IEP G ‘§’2a€—(t—f)lél2°‘@ = et

Vamos, agora, integrar a igualdade acima sobre o intervalo [0,t], de forma que

t t t
/ eI (1) dr + / |2 e=EDIEG(r) dr = / e DI F (7Y dr. (2.30)
0 0 0

Utilizando integragao por partes na primeira integral, deduzimos que

t t
/ e~ DI G (1) dr = o(t) — e~ 5(0) / o(r)e =TI g2 g
0 0
Entao, substituindo em (2.30)), temos

@(t) _e—t|§|2a —(t— T)|E\2°"£‘2a dT+/ ‘£|2a (t— |§|2a/\( )d

o)~ [ o7
/ —(t=7) ‘ﬂm f(r) dr,

ou ainda,

t
B(t) — e 10 (0) = / e~ IR F (7 dr)

0
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Portanto, passando o médulo na igualdade acima, chegamos a

~

t
)] < e @]+ [ e T Fr) 231
0

Note ainda que e~ (=DEP* < 1 (pois t > 7, logo —(t — 7) < 0), bem como e """ < 1 (pois,
—t < 0). Desse modo,

9(0)] < [50] + /0 7)) dr.

Sendo assim, sabendo que [0, ] C [0, 7], podemos escrever

508)] < [o] + / o)l dr. (2.32)

Procedemos agora, manipulando as expressoes de modo a obter a norma de v nos referidos

espacos do enunciado deste teorema. Para isso, iniciemos multiplicando a desigualdade
1

obtida em ([2.32), por |€[°e%€l” | chegando a

T ~
etk o) < e ol + ey [ |7l o (233

Aplicando agora a norma do espago L'(R?), na desigualdade acima, infere-se

/ feecer” \d£</ gfrectél” \vo\d£+/ ¢ eslél? /0 (o)l dr) d
= [lerers il ac+ [ ([ leresst iFmar) dg

Ou equivalentemente, pelo Teorema encontramos

[o(?)

xs < lvol

a,oc —

xe, + ey VEE€0,T]. (2.34)

Como por hipétese, v € Cr(S’), usando e o fato da Transformada de Fourier ser um
operador continuo (ver Teorema , tem-se que v € Cr (&, ). Observado o fato de que,
o lado direito da desigualdade acima nao depende de t, temos, passando ao supremo em
t €10,7], que

[0l zgexz,) < volls, + I Fllzscaz,)- (2.35)
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Note que, o fato de vy € X7, e f € Lp(X;,), nos garante a finitude da norma [|v]|zse(x; -
Além disso, a desigualdade desejada no primeiro item deste resultado é obtida em ([2.35).

Este comentdrio finaliza o item 1).

1
Permita-nos retornar a (2.31)) e multiplicar tal desigualdade por |£[*+2*e%€l”  de modo a

encontrar

~

saa%/\ saa%—%‘/\ saa%t——f%‘
€721 [B(1)] < [l T G| 4 (¢ H2en / e IR f (7)) dr
0
Utilizando a norma do espaco L'([0,T]), observamos que

T 1 T 1 e
[t m) s [t et a
0 0

T 1 t o~
+/ |¢|5T2e ekl (/ e~ (t=IEP |f(T)|dT> dt
0 0

T
= ’g‘sﬂaea&l;%’/ e tEP™ gy
0

. T t e~
+ |§\8+2ae“5|°/ </ e~ =kl |f(T)|dT> dt.
0

0
Assim, pela defini¢cao de convolugao (ver defini¢ao , segue que

T 1 L,\ T 2«
| et pe) ar < el ) [ e a
0

0

T Jefraerlel® / e (1 F )] dt. (2.36)

0

Mas, verificamos facilmente que

o T o L T |
e oo,y :/ et =~ < 5 (2.37)
0 |€]2 €]
Sendo assim, ([2.36) implica que
2 all (€172 ajgd w20 gty [P 1T
[ et e < Bl et [t fo an
0

s _a %/\ s+2a a % —t|g|?e T
= [¢[°e 17 o] + L2 | [ s | £ () o2 o,y -

Agora, utilizando a desigualdade de Young para convolugao (ver Teorema , e utilizando
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novamente o que foi observado em ([2.37)), chegamos a

T 1 1 1 9e —~
[ e o) b < el o]+ et e e o L F s oy
0
1
<KP“WW+H&a“wW@MWW
= [¢]%e ale| = V0| + |€|%e alel I1f(t Mo

Por conseguinte, podemos escrever
T ist2a all} o €7 | et 17
|ttt e a < et o+ eenet [ (Fo)
0 0
T
1
=l @l + [ lefete 7o) ae.
0

Fazendo uso da norma do espago L'(R?), segue que

A;(A!w”aﬁ|H)Wtdﬂ</l$“m|Md&h/</mMS“H()Mﬂdg

(2.38)

Por trocar a ordem das integrais em ([2.38)) (ver Teorema [1.9)), encontramos

T
s+2a a\§| d d s alé|o d s a|§| d€ d
| et woy dea< [ e wa5+/m/m| 7o) de .

ou ainda,
ot [ 1Ol d

X‘* 7

T
A|mmmwmswm

isto é,

[0 ()]s 2z 22y < [lvol

X, T ||f(t)||L1T(ngg)- (2.39)

Portanto, obtemos do fato de vy € X, (R*) e f € Ly(X;,(R?)), que v € Ly(X:5>*(R?)).
Sendo assim, pelo que foi feito acima, juntamente ao item i) deste teorema, temos que
v e Cp(X;,) N Ly(X72*(R?)). Desse modo, segue do Corolério , para todo p > 1 e todo
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T>0,queve L’}(Xai (R3)). Além disso, vale

1

loll | eze < lloll
L5 (Xe

e, entao, por (2.35) e (2.39), resulta

_1
Xz, t ||f||L1T(X;7(,)]1 7 [[Jvo|

Xs,o) ||U||§%(X;j;2a)7

1
[l erza < [llvol o T IOl e )7

L%(Xaya )
1

_1
= llvollaz, + 1F @)y cxz )] 77

= llvollxg, + 1/ (Bl 2y, (2.40)
Com isso, a desigualdade requerida em ii) é obtida em ([2.40). O

Apresentamos a seguir uma outra forma de relacionar espacos de Lei-Lin-Gevrey. Esta

foi determinada em [35].

Lema 2.14. Assuma a,0 e s reais tais que (a,s,0) € ((0,400) x (—00,0) x (1,+00)) U
(10, +00) x {0} x [1,+00)). Seja f € X:,(R®). Entio, [ € X9 (R?). Além disso, existe

Co s constante positiva, de modo a satisfazer
Ifllxg < Casollfllxz,
a,
Demonstracao. Observe que

/1l / EPes17 | Fle)) de

el w+5) (G =otallel 7| Fe)| de

/ €] eE eI ool | 7)) de. (2.41)

Agora, note que

1 —S
lim [¢] %ele~@ElT = lim |€|—1 =0,
€00 €l=200 o(a—8)IEle

. 1
sempre que a > 0,0 > 1e s <0 (pois a — 2 > 0). Por isso, ]£|_Se(?_“)|‘5“’ < Cys,0, SEMpre
que || > A (aqui, A é proveniente da definicdo de limite no infinito). Também note que

a 1
se a = 0 ou o =1, temos que s = 0 e, portanto, |§|*Se(§_“)|f|" = 1, para todo £ € R3.
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. 1
Logo, por continuidade (ja que [0, A] é compacto), sup{|¢|*e(z~¥El"} existe. Denotemos,
£ER?

sup{|¢|els 7 el? } = Cys.0. Assim, segue de (2.41)) que

£cR3
1£llag . < / sup €[ *e(% 1%} g e1* | Fg) e
/cm e €)1 dE = Cun [l ()] d
= a,s,o”fHX(f,ga
como queriamos demonstrar. O

O préximo resultado (dado em [34]) estabelece como podemos estimar a norma em espagos

de Lei-Lin-Gevrey de um produto de aplicacoes.

Lema 2.15. Assuma quea >0, 0 > 1 es > —1. Considere que f,g € X;71(R*)NX2 (R?).

Entao, fg € X;11(R®). Além disso, existe uma constante positiva Cs tal que

1 gllazsr < Cslllfllag, Ngllazsr + 111z llgllag T

Demonstracao. Temos, por definicao, que

/9]

= el Ty (o) de.
i = [ €71 Fo(e) dg

Por utilizar o item v) do Teorema concluimos que

IFoless = [ 1€F72e9 2m) 9117 ) d

= @) [ Jele T x gl(0)] de.

RS

Agora, pela definigdo da convolugao (ver defini¢ao , segue que

9l =(2m)" / glorieee? ()] de

) [ et / (€~ mllatm)] dn) de

=G [ [ et — il dn de
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Desse modo, podemos escrever

/9]

s+1 27) 73 sHLgalél7 | fg _ g d
<o [ [ et i mllaon)
[ eI~ n)lan)] du]ag

[n]>§—n]

Mas, observe que, s + 1 > 0. Logo, pelo que foi feito em (2.10)) (com n = 3), na prova do

Lema além do resultado visto no Lema (com n = 3), concluimos que

1£9llazss < (27T>3/ [/ 2 — eI a7 f (g — )llg(n)ldn
R3 = Jn|<[€—n]
[ gttt e e plg(o|dn]dg
[n]>€—n]
< (27)‘3/ [/ 2 & — el ST F(g —m)|g(n)] dn
R3 R3
+ [ 2migprte® o g o) dnag

Novamente pela definigdo da convolucao (ver defini¢ao , bem como as propriedades da

integral, obtemos

gl < 2m) 2 [ [ (el Fo)l e39* (o)) dg
R3
+ / (e IFOI + [lgl e 19(e)1] dg
R3

= (2m) 2 [l enE” | f e IR F [ 197 15(E) ] ey
197 F©N * 1l e 1)l s )

Por utilizar a desigualdade de Young para convolugao (ver Teorema , infere-se

1.
g < )2l e T FO ey o517 1502 o

a % 2 S a % A
T 11eS9 F) s 1€+ e ()l 2 e
_ (27T)732S+1[HfHX§:§1 ||g||Xg’0 + Hfog’UHQHX;;l].

1f9g]

Portanto, definindo C := (27) 732571 encontramos a desigualdade desejada, isto é,

1 gllazsr < Cslll Mz llgllag |+ 112 Ngllazsnl
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Desde que f,g € X;:;l NA?Y - segue que o lado direito da desigualdade acima € finito. Desse
modo, fg € X7 O

O corolério abaixo determina como devemos proceder para generalizar o Lema para
funcoes vetoriais.

Corolério 2.2. Sejam quea >0, 0 > 1 e¢s> —1. Assuma que f,g € X;HH(R?) N AL (R?).
Entao, f ® g € X;THR?). Além disso, vale a seguinte desiguldade:

IF @ gllxgsr < Cslll Fllag Mgl + 1 lxgetllgllxg s

onde Cy € uma constante positiva.
Demonstracao. Note inicialmente que, pela definicao do produto tensorial, escrevendo f =

(f17f27f3> € g = (91792793) (aqui, fl € gi, 1= 172737 Sao as fun(;f)es—coordenada de f €Jg,

respectivamente), temos que

f®g= (91f1,91f2791f3792f1792f2,92f3,93f1,93f2>g3f3)-

Com isso, pelas propriedades da transformada de Fourier, chegamos a

— —— o~~~ o~~~ _——

]:{f®g} = (Qlfb91f2,91f3792f1792f2,92f3793f1793f2a93f3)-

Consequentemente, podemos escrever
3 —_——
IF{regh©OF =Y 9.5
ij=1
Logo, infere-se que

1

3 =
I @ gl = [ 1671 [ hie)r] de
ij=1
3 1 _—
<3 [l g o) de
ij=1"R
3
= Z 19: ;] asH
ij=1
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Pelo Lema deduzimos que

3
v < D Culllgilleg NI

IF @9 xist + st 165 llag )
i,jzl o’
3 3
_ O[Z lgill g N3l + > lgill g 15l |- (2.42)
,j=1 ij=1

Por outro lado, note que
3 3 3
> lgillag Willazs = | D loillag | [ 2151
ij=1 e T =1 o j=1
- 1 3 1~
= [3 [ eetigonag] [3 [ 1t e ag
" =1 YR? j=1 /R?

| / 2 Y ) @ | / et 3 7o) d
L JRr3 i1 R3 j=1
< 9[/]1@ =197 5(¢) | de] [/ﬂ@ ef ek | Fe) | de]

= 9lgllag 1 f |z
o

X;;l}

Analogamente, podemos escrever

3
Z 19il

ij=1

Assim, segue de (2.42) que

X;j’,l"fjHX%J <9|g| X;;‘}Hf”x%-

1F @ gllxgsr < 9Cs[lgllag 1Fazsr + 119l azr [ Fllag ],

donde concluimos o nosso resultado. O
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Capitulo 3

Equacao Quase-geostrofica em
Espacos de Sobolev-Gevrey

Este capitulo divide-se em duas secoes, as quais foram postas de modo a estudar, primeira-
mente, a existéncia e unicidade de solugoes brandas para a Equacao Quase-geostrofica critica
em espagcos de Sobolev-Gevrey, bem como sua analiticidade e, em seguida, preocupamo-nos
em determinar taxas de decaimento para estas mesmas aplicagoes quando o tempo tende a

infinito.

Permita-nos informar que todos os resultados discutidos neste capitulo sao baseados nos
artigos produzidos por W. G. Melo, T. S. R. Santos e N. S. Costa [38] e W. G. Melo, N.
F. Rocha e N. S. Costa [37]. Citamos também os seguintes trabalhos e referéncias inclusas:
[143,/5H7L[9| 10} 12,13, /16,[20421} 28,29, 31H33L|354371-40,, 43, 46].

3.1 Solucoes Brandas Globais e Analiticas

Estudamos, nesta se¢ao, o problema de valor inicial relacionado ao caso critico da Equacao

Quase-geostroéfica a seguir:

O, +(=A)20 +uy-VO=0, zecR% t>0;

0(-,0) = 0p(-), € R (3.1
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Aqui z = (z1,72) € R? é a varidvel espacial, t > 0 é a varidvel temporal e 6 : R? — R
é chamada temperatura potencial. Além disso, #; denota a derivada de 6 com respeito a

varidvel temporal, (—A)%é’ ¢ o Laplaciano Fraciondrio de ordem % de 6.

Ainda sobre o sistema (3.1]), temos que uy : R?> — R?, definida por

SIS
D=

ug(x,t) = (Do(—A)20(x,t), —D1(—A)20(x,t)),

representa a velocidade do fluido, onde D; e D, sao as derivadas com respeito as variaveis

espaciais.

Comecemos estabelecendo a existéncia e unicidade de solugoes brandas para a Equagao

Quase-geostrofica (3.1)). Para este fim, precisamos do significado destas mesmas solugoes.

Sendo assim, vamos aplicar na primeira equagao do sistema ([3.1) o semigrupo do calor

1
e~t=m(=2)2 "onde 7 € [0, ], para obter

1
2

e TN 4 (—A)20 4+ uy - VO = e TN

(0).

Sabendo que o semigrupo é um operador linear, chegamos a

[N

1 1 L
e~ EER2Y 4 e (DA (LAY 4 e TER2 [y, . Vh] = 0. (3.2)
Agora, integrando ([3.2]) sobre o intervalo [0, ¢], resulta que
t 1 t 1 L
/ e~ N2 dr 4 / e~ IER (L A)20 dr
0 0
t 1

n / DL 6] dr = 0. (3.3)

0

Consequentemente, (3.3)) ¢ da forma

1 t 1 t N
e(t) — e—t(—A)feo — / 6_(t_T)(_A)2 (_A)%Q dT + / 6—(t—T)(—A)2 (_A)%e dT
0 0

t
n / ()1
0

NI

[ug - VO] dr =0,
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donde

NI

. t
O(t) = e 1279, — / e~ MR [y - V6] dr.
0

Portanto, estamos aptos a estabelecer o seguinte conceito.

Definigao 3.1. Uma aplicacao 6 € S'(R?) é dita solugao branda para a Equagao Quase-
geostréfica (3.1)) se esta satisfaz a seguinte igualdade:

Nl

1 t
O(t) = et 270, — / e~ A2y, VO] dr, Yt >0, (3.4)
0

1
onde e "2 representa o semigrupo do calor, para t > 0.

E importante ressaltar que esta solucao que estamos em busca é caracterizada por ser

global no tempo.

Teorema 3.1. Sejam a > 0,0 > 1, e 0 < s < 1. Suponha que 0y € HiU(RQ). Afirmamos

que existe uma constante positiva Co g5 de modo que, se ||0o| 7: g2) < Cap,s; entio, obtemos
—~ . Rt
uma, inica solugdo branda global § € L>*(R*; Hy ,(R?))NL*(R*; Hab? (R?)), para a Equagdo

Quase-geostrdfica (3.1) satisfazendo a sequinte desigualdade:

el L R

T2

2 2
L= (R*;H; , (R? L2(R+;H, 02 (R?) HHé,o(R?)'

Demonstragao. Primeiramente, aplicando a igualdade ([3.4)), podemos escrever
0(t) = e =220, + B(6,6)(2), (3.5)

onde
B(w,v)(&,t) = — / emten} [ty - Vo (&, 7)) dr, (3.6)
0

o " s+l e
para todo w,v € H := L*(R*; H; (R*)) N L*(R*; Ha b2 (R2)). Nesta prova, utilizamos a
norma exposta na defini¢ao [1.24]

Nosso objetivo, neste momento, ¢ mostrar que B é um operador bilinear e continuo em

H x H. Para checarmos a bilinearidade, considere §, \ escalares e wy, wsy,v1,v9 € H e note
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que
¢ 1
AB(Auq—%ub,évl%—vzﬂﬁ;t)::—1/1e“TxAP[qu1+w2~Vﬂ6014—vﬂ(x,7)]d7. (3.7)
0

Por outro lado, observe que pela defini¢ao de ug e sabendo que o Laplaciano fracionario (ver

definigao [1.17)), bem como as derivadas, sdo operadores lineares, deduzimos que

Wntws = (Da(—A)2 [Mwy + ws], =Dy (—A) 2 [Aw; + w))
= (Da[A(=A) 2wy + (—A)2ws], —Di[A(—A) 2wy + (—A)2w))
)2wi] + [Da(—A)2ws), A[— Dy (—A)2wi] + [~Di(—A) 2wy))

= (A[D2(-A
— M(Dy(=A) 2wy, —Dy (—A)2wr) + (Dy(—A) 2wy, —Dy (—A)2w,)
= Ay, + Uy,
Consequentemente, em coordenadas, segue que
Wy 4uy = My + 0, VG =1,2. (3.8)

Logo, por , concluimos que
U, 4wy * V[0V + Vo] Z qu1+w2 ;i (dv1 + v9)
= Z [Aul, +ul,1D;j(6v; + vs)
= Z[/\umej(cSvl + wvo) + uZUQDj((Svl + v9)]

j=1

= Z[Adufm Djvy + M, Djvs + 6ul,, Djvy + uly, Djvs).
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Com isso, chegamos a

2 2
Uy +wy * V[0V1 + 2] = NS Z ul, Djv; + A Z ul, Djvy

j=1 Jj=1
2 2
+0 Z ul,, Djvy + Z ul,, Djvy
=1 j=1
= AN[tw, - VU1] + A, - V] + [ty - V1| 4 Uy, - Vo,
Portanto, resulta de (3.7), que
B()\wl + Wy, (51]1 + Ug)(l’ t) =

t
= —/ e~ (t=7) {Aé[uwl Vur] + ANt - Vo] + 0[tt, - V1] + Uy, - Vo }(x, 7) dT
0

¢
>\5/ ) [y, - Vou(, 7) dr — )\/ e~t=(=2)
0

-
NI

(U, - Vol(x, T) dr
0

t t
5/ —(t=7) uw2 Vui|(z,T) dT—/ e~t=(=4)
0

0

[SE

[ty + Vo] (z, T) dr,
isto é,

B(Aw; 4 we, dvy + va)(x,t) = AdB(wq, v1)(x,t) + AB(wq, v2)(x, t)
+ 0B(wg, v1)(z,t) + B(ws, ve)(z, t).

Assim, concluimos que B é bilinear.

Resta-nos mostrar que B é continuo. Para isto, primeiramente, use o Teorema para
obter

F{B(w,v)}&,t) = / e " B(w, v)(x,t) dx
R | t 1
_ / (- / e ), 1)dr ) da
R2 0
t 1
:/ (—/ e e (=R Iy LV (2, ) dT) dx
R2 0
t 1
—/ / e~ remUmNEA2 1y V) (2, t) do dr
0o Jre
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Desse modo, obtemos

PRt} = - R PR IEN

Agora, utilizando a trasformada do semigrupo do calor, dada na Definicao [2.1} encontramos

vt > 0.

Nl

[t - VOI}(E, 7) dr,

F{B(w,v)}(&,t) = — /Ot e~ Flu, - Vol (€, 1) dr, Yt > 0.

Por conseguinte, podemos escrever
t

B, )€ = | - [ eI, Vo)) dr
0

t
= / e IR Fluy, - Vol (€, )| dr
0
t

_ / e~ F - Vo) (€, 7| dr. (3.9)
0
Por outro lado, observe que,
2
[t VI(§,7) = D ul, Dv (€, 7).
j=1
Além disso, usando o fato que u,, é livre de divergente (ver Lema, inferimos
2

, oul dv  Ou? dv
D;(u),v) =D (ulv) + Do(uv) = —2v + up, — + —20 + u2 —
jZ:; .7( ) 1( ) 2( ) agl df1 852 d£2

((9u1lﬂ +8ugj) Ll dv L dv

=v(—+ — Uy —— + Ut ——

& 0% Yd& o MdE

2
=o(V - uy) + Zu{UDjv
j=1
2
=> ul,Djv (3.10)
j=1
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Portanto, podemos escrever

2 2
Fluw - Voy = F{Y juj,Div} =Y  F{D;(ujv)}
j=1 j=1
= (i&) MO Flu,v} + (&) OV Flugv},
onde nesta ultima igualdade utilizamos a definicao da derivada multi-indice, juntamente

com o Teorema [l.11, Sendo assim,

2

Fluy - Yo} = (ig) Flulo} + (&) Fudo} =i( D& F{ujo}).

J=1

Portanto, chegamos a

| F{uy - Vol =i . (3.11)

2
> &GF{ul0}
j=1

2
= > & F w0
j=1

Assim, voltando para (3.9)), e utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, encontramos
t 2
F{B(w,v)}] < / e N g Ful0} | dr

t
= / e~ I Fouy,) - €] dr

0

t
< / e~ =l || F(vu)| dr. (3.12)
0

1
Agora, vamos multiplicar ambos os lados de (3.12)) por [£]*e®¢l” para obter

€77 | F{Bw, v)}(1)] < €7 el” / D] | F (o) ()] dr

0
1 t
_ ‘€|S+1ea‘§|3 / e—(t—7)|5||f(yuw>(7')‘ dr
0
1 t
S ‘£’s+1eaf|"/ ef(tiT)m sup {‘F(vuw)(t)’} dr
0

0<t<oo

1 t
—EFL sup ([ F (o) (O]} / N gr (3.13)
0<t<oo 0
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para todo t > 0. E facil ver, com uma mudanga de variavel (ver Teorema , que

t _ et
1
/ et gp = 2 7C 7
0 €]

e, portanto, segue de (3.13]), que

1 o1 alel: 1 — e tll
€I F (B 0} O] < 67 s (1 Fu) @} () V20
Mas, observe que 1 — e ¢l < 1, sendo assim
€°e€17 | F{B(w, v)}#)| < ¢ sup {|F(oun)(®)]}, ¥t = 0. (3.14)

0<t<oo

Aplicando a norma L?*(R?) em ({3.14]), obtemos

([ teees? 7By de)* < ([ 67 s (Feu) @) &)’

<t<oo

Isto é,
1B, )0y, < lowoll ey, V> 0. (3.15)

Além disso, observe que

[(vu) ()]

e = [ €€ () (0 de
2
= [ gt ST R 0 d
R? i

— / €[22 e20E17 | Fwuld ) (1)) de + / €[22 e20E17 | F (w2 (1) de
R2 R2
= lloub @)1, + o012,

Agora, note que, como 0 < s < 1,a > 0e o > 1, podemos tomar, no Lema 2.6] ¢ = s de
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modo que

2.
HE o

[(vu, ) (1)]

e = Iub) O, + 1))
< Comallw (Ol (0%, + 0@, Nub(®l, ]
+ Coralllo@ 20+ 0@l @1, ]

< 25 [10(0) I s (O + 10 2 (O, ]

I [an 013, ] (3.16)

= 2C, .5]|v(t)

para todo ¢ > 0. Com isso, chegamos a

2
Wi [32 [ et iz o )

2‘ S 2Ca,cr,sHU(t

[(vuw) (#)]

HE &
1 2 .
=2l | [ e Y F) 0 a
a,o RQ j:1
1
=20l | [ 6P P OF &), v o
a,o R2
Entéo, utilizando o fato de que |t,| = |@|, como foi verificado no Lema 2.1} segue que

Ieu) Ol < 2Cunlol, [ [ e P df
= 2C, lo(t) 3, @), . Ve >0,

Consequentemente, pela defini¢io da norma L (R*: H? +(R?)) (ver definigao|1.22), obtemos

be, < 2Cunalvli

[(vu, ) (1)]

2
o R+ H5 RQ) HwH ) R+ HS (Rg))7 vt Z O

Desse modo, podemos escrever

1
W) Ol < RCasllo s gy moy 101 i gty a2

= V2Caosllvl =@ i, ey 10l 7 g ey V820

Como o lado direito da desigualdade acima nao depende de ¢, passando ao supremo em ¢ > 0,
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segue que
HvuwHLT'S(RﬁHgJ(R%) SV QCa,a,sHU”E-G(W;H;(,(R%)HwHZE(RﬂHg,U(R?))-
Logo, por (3.15]), bem como pelas definigoes de tais normas, inferimos

|1 B(w, v) HHS < V2Cu0slvllz= (R+;H; , (R2)) Jwllz= (R+;H; ,(R2))

< V2 agsllvllalwla, VE=0.

Novamente, passando ao supremo em ¢t > 0, na desigualdade acima, conclui-se que

HB(wuv)Hfo?(R-&-;Hg,U(RQ)) < V200 s|vlallwlw.

1
Permita-nos, agora, voltar e multiplicar (3.12)) por |£ |5+%e“|‘5|" de modo a obter

€137 | F{Bw, 0)} ()] < [¢[**Fekl” / g F (v, ()] dr

0

1 t
-|-§ alélo —(t—1
= €| 2e €l /0 e )lgll]:(vuw)(Tﬂ dr

1 )
< Jgfraenel” / e~ RN F (vuy) (r)] dr, V20,
0
Aplicando a norma L*(R™) em ([3.19)), chegamos a
o0 1 1/2
([ leperiemel (7 (B, oy Par)
0

- (/OO ‘ﬂQHSeQalé'% [/OO e~ N F (v, ) (7)) drrdt)é
0 0
|§|8+%ea\§|é (/oo [/"O ~=DIE F (v ) (7)) d7i|2dt)§

=€l [ e ) ()] ]

L2(R+)

Mas, pela definigdo da convolugao (ver defini¢ao , resulta que

([ 1eptee 7w, vy opa)

0
< [el e e [ () (O 250
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Agora, pela desigualdade de Young para convolugao (ver Teorema , segue que

</OO |€\25+1€2a|§‘%\]—"{3(w,v)}(t)\Q dt) 1/2

0
3 Ll —
< 2 e S e oM gy | () (6) | 2y

= |g|rEenkl” (/Ooo et dt> (/OO |F (v, ) ()2 dt) : (3.21)

0

Note que, fazendo uma mudanga de varidvel (ver Teorema , obtemos

/OO e el gt = i
0 €]

Portanto, segue de (3.21)) que

 fj2541 2ale|% ) N2 _ gt et ([T 2 \2
( / e e F B, o) MO dr) < B e ( / Floua) O dt)

= \f,ﬁ;ealﬁi(/ooo |F (vug) (1)) dt)é. (3.22)

Vamos agora aplicar a norma L?*(R?), o Teorema [1.9|e a definigao em (3.22)), de modo

que
( /R /OOO €[22 e217 | F{B(w, v)} (¢) [2dt dg)” ?

< ([Lleprest [ [T 1R ra) )
= ([ [ e o i)’
0 R2

= ool o ety

Assim, podemos escrever

o0 1 1/2
([ ] e |z B op@pa ar) " < fowall, e
0o Jre L2(R*5Ha,0?

R+;H, 52)

donde

||B(w7 U)HLQ(RﬂHZt,%) S ||Uuw||L2(R+;HZ’_Z%).

(3.23)
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Por outro lado, note que

o (e.9] 2
2 2 i (12
Jowal? e = [ ol =[S o
i=1

stla,o

Ly dt.

2 00 '
=3 [ e
jzl/o o

Agora, considerando os valores s + % e s no Lema , deduzimos que

2 o0
2 2 i 112 2 2
lotall}, g e, < Z::/ worslll ey 1l , + ol 5., )
~Co [ (I 5+QZH%|HSU+HU b Z||uw|
= Cun | TR o Tl + ol Nl ) 321
a,o (ZO'

Note ainda que, novamente pelo que foi verificado no Lema resulta

1 1
2. = [ lePe g, 2 de = [ |7 @) de = |w])?
a,o R2 ]R2

™ e

Analogamente, temos

g = el .

a,o a,o

Logo, em (3.24)), concluimos que

wlifys | + 0l

wlP .y,

acr

2(R+;H, HSJr2 4|

7azr)

o0
Jol?, o ek < Cos [l
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Pelas defini¢oes e|l.23] segue que

Joual?, o ey < o [ [0l

+ ||v||ZE5(R+;HgYG(R2 ||w|

.s+§ HwH2oo R+ H.s (RQ))

] dt

s+1
,o

o
= Cumallwle s o /0 ol . d
’ a,o

0B e [ 01y
2 2
~ Cooallolims i ey 00,
2
10 et oo 1012, ) (3.25)
Logo, por ({3.25)), infere-se
||Ww||2 Laeith) S < 2C0 05wl w7 (3.26)
Consequentemente, por (3.23)) e , concluimos que
”B(w’U”'L?(R-F;H;,t%) < V20 0slwlullvla, Vw,ve H. (3.27)

Sendo assim, obtemos da definigao [1.24] de (3.18) e (3.27]), a seguinte desigualdade:

1B (w, v)|l; = [ Bw,v)| 7= +[1B(w,v)|°,

o R+ HS (R2 R+ Hs+§)

< 2CaosllvlElwlE + 2C00swliE vl

= 4Cq o sllwllllv]%-
Por conseguinte, chegamos a
| B(w,v)|lg <2/ Copslw||ullv]m, Yw,veH. (3.28)

Por tal fato, concluimos que B é um operador bilinear limitado em H x H. Consequente-

mente, B é continuo.

Além disso, note que

|]_—(€—t(—A)§90)|2 _ |€—t|g|§0|2 _ e—2t|6\|§0|2, (3.29)
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Portanto, podemos escrever

1 1 1
He_t(_A)jeoH%(R"';Hia(RQ)) — /IR2 ’5‘23€2a|§\g sup {“F(e—t(—ﬁ)ﬁ 90)|2} df

0<t<o0o

- / e sup (eGP dg
R2

<t<oo

<t<oo

1
= [l sup ey de.
R2
Mas, como e~ 2l ¢ uma funcdo decrescente em [0, 00), observamos que

sup {e 2} = 1.
0<t<o0o

De modo que, por (3.30]), resulta

s -
Ha,a

| 1 ~
||€_t(_A)290||2’§(R+;Hs (R2)) — / €[> €17 6] de = 1|60
a,o R2

Por outro lado, temos ainda que

1 o0 1
A2 5 12 _ —t(—A)2 2
e,y = [ R,

& 1 1
_ / €[21e240617 | F (et =% o)1 i dit.
0 R2

Novamente por (3.29)), inferimos

1
—t(~A)Z (|2
le Ol et

yila,o

_ /OO ‘5’25—&-1 2a|€|0 —2t\§||9 ‘2 df dt

/ ’5‘254-1 2a|§| |9 ’2/ —2t\§| dt df

Com isso, usando o fato que

/OO o2l gy — L
0 2/¢]

1
e el / EPocI® |G de

L2(R+;Hq o

chegamos a

- 5”90 Jis
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Sendo assim, por (3.31]) e , concluimos

1
le 220017 = [le ™ A)§90\|L0mR+ iy e 2, I2, —,
= [16oll%,  + §H90H§;gﬁ = §H90 & (3.34)
Desse modo, assumindo que
1
||90| Hgyg(]RZ) < Ca,o,s =,
8 %Ca,cr,s
onde C, s ¢ dado em (3.28)), resulta, de (3.34), que
3
4[2 CG,U75]||€ QOHH - 8 aas”80| 3’ < ]-

Portanto, pelo Teorema , segue que a equacao (3.5)) admite uma tnica solucdo 6 tal que

2 2
e e o,

< 4l 6% = 6603

(3.35)

Isto é, existe uma tunica solugao branda 6 para a Equacao Quase-geostréfica (3.1]), de modo
a satisfazer (3.35)). Assim, concluimos a prova deste resultado.

]

Estabelecida a existéncia e unicidade de solugao branda para a Equacao Quase-geostroéfica
(3.1), procedemos agora com a meta de obter a analiticidade desta mesma. Para isso,

debrucemo-nos no seguinte resultado.

Teorema 3.2. Sejam a > 0,0 >1e0<s < 1. Assuma que 0y € Hj,J(RQ). Entao, existe
hosr @ SOlugdo 0 € L>(R™; ; ,(R?))
NL*(R™; Hj:? (R?)), obtida no Teorema satisfaz a sequinte desigualdade:

uma constante positiva C,, ,  tal que, se HGOHHS ®) <C,

vicartg ) T llev'e Aty < 8el6oll;

”6 oo (R+; HS L2(R+; HS+2(R2)) - HHS,U(R?)'

Demonstracao. Na demonstracao do Teorema em (|3.5)), encontramos a seguinte igual-
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dade:
0(t) = N2 gy 1+ B(6,0)(t).

Vamos aplicar a transformada de Fourier nesta mesma igualdade acima, de modo a obter

0(t) = F(e "% gy) + F(B(9,0)(t)) = e 1€l — / t e T Fluy - Vo) dr.  (3.36)

1
Agora, multiplicando (3.36)) por eV#¢1* | encontramos

1 1 ~ t 1
e\/ﬂﬂ?@(t) — Vill? e e, — / Vil e_(t_T)|5|F(u@ -V0) dr. (3.37)
0

Permita-nos definir ¢(&,t) := f‘l{e‘/i|5|%é}(£, t), para todo £ € R? e t > 0. Observe que

B(t) = F{F Y 0y (1)} = eV g p),

po0 = pl0) = F YO} (0) = F {0} 0) = 0(0) = b
e também
up = (Dy(=A) "7, —=Di(=A)2¢).
Resumidamente, temos o seguinte sistema:

1 .
(t) = V2 4(1);
po = bo; (3.38)
up = (Do(=A) 7200, =D1(=A) " 2¢).
Note que a primeira equagao do sistema (3.38]) nos diz que
0(t) = F~H (V@) (8).

Desse modo, segue de ([3.37)) e do sistema (3.38]) que

t 1 1
28— MHER—tlel s [ VEEE (-7l ULV
o(t)=e o /o e ]-{uf_l[fmﬂ%@] VF e SlH(r) dr.
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Isto nos leva a concluir que

(1) = F (eI 50) 1+ Q(p, 0) (1), (3.39)

onde

Q(w,v)(t) = —]-"_1{ /Ot e‘/i|§|%_(t_7)‘5|]:{u ]:_l[e_ﬁlﬂ%f)]}(r) dr},

1
Fe=VTIEIZ )

para todo w,v € H (aqui, como na prova do Teorema H = ITJO(RJF;H;U(R%) N
L*(R*; Ho o2 (R?))). Note, por outro lado, que

| F(Q(w, v))(t)] = ’/Ot eﬁgl%_(t_T)Kf{uf_l[ Vf_l[e_ﬁ|£|%q}]}(7—) dr

1.
e—VTIEI2 4p]

t 1 1
< / Vel =il 7, L VF eV () dr (3.40)
0 ]:*1[@*\/;‘&211}]
Mas, vimos em ({3.11]), na prova do Teorema que
[ F{luw - Vo = [Flvuy) - §] < [E]]F (vuw)],

onde a tltima desigualdade é obtida utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz. Desse
modo, (3.40) pode ser reescrito na forma abaixo:

IFLQ(w, )} (1) < /0 Ve —(=DlEl ¢ | F{F (VTR 0)y Vo) dr. (3.41)

F1(e-vAlel? )
Porém, observe que, o item v) do Teorema implica que

F{F eV b)u }

1
F-1(e=VTIEIZ )

= (F{F (e Vel )t L L F{F eV gy L
Fl(e~v7lElZ gy F-l(e— VTl )
1 1
_ (9m)2(le—VTIE g ! ~vrlelE 2
R Fl | eV )
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Assim, pela defini¢ao da convolugao (ver defini¢ao |1.7)), segue que

1
Sy R 2
FE Y

= <2w>—4§23\ /R (e (e — ) () i

1
F-1le=vTInl2 @]
No entanto, como vimos no Lema , mais precisamente em (2.3, temos que

Tg(n) = (ina|n|~0(n), —im|n| 0(n)) = ﬁ%)(ng, —m).

Isto nos diz, em coordenadas, que uy é da forma

~

, —1)7+19 i+ (—1)it+1

, J=12. (3.42)
7]
Portanto, podemos escrever
1
. _1 j+1€_\/77—|77|§@ ATy
0 =iy QIS L)
F—le=V7Inl2 g |77’

Sendo assim, inferimos que

1
—1(,—vlEl7 2
FENE o Y

: Ve SN
= (27T)74 Z ’ / (€*ﬁ|5*77|%@(€ _ 77))2( 1) e ! w(n)ng+(71)3+1
=1 JF u

2

dn

:(27r)_42’ / (e—ﬁ(\f—n\%ﬂnl%)@@_n))i( D w(m)n; i
j=1 7R

2
dn’ . (3.43)
il

Agora, desde que va + b < v/a + /b (para todo a,b > 0) (ver Lema com r = 1), entao

€7 = (€ —m) + 0|2 < [€—nl7 +|n|2. (3.44)

Logo, como —/7 < 0, resulta que

—VTIE|R > —/TlIE — Iz + n]3).
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Com isso, segue de ([3.43)), das observagoes feitas acima e de (3.42)), que

F{F eV 0)u H?

1
F-1(e~VTIEIZ )
2

@m0 | [ e s~ mk o) an|
7=1

= (27) 4‘2\”522‘/ (& — ), ( )dn‘z.

Isto é,

1
FE < et Y
7j=1

= (2m)~* _Q‘f‘g'?\(v*u U x12))?

= (2m) e VT |((2n 2 F (vul ), (2m) o),
onde a ultima igualdade é obtida utilizando o item v) do Teorema m Desse modo,

FF e 2 < (2m) eI (2 (F(ou), F v

1 (e vAlEl 2 )
1
— e VT | F(vuy,) 2. (3.45)

Portanto, voltando a (3.41]), chegamos a
t 1 1
P} 0) < [ et F o) dr
0

t 1
:/ eVIVTIER ==DIEl ¢|| F (vuy, )| dr. (3.46)
0

Mas, analogamente ao que foi feito em (3.44)), encontramos que vt — /7 < /t — 7, para
todo 7,t da forma 0 < 7 < ¢. Assim, por (3.46)), deduzimos que

[F{Q(w, v)} (1) S/O /T || F(ou,)| dr. (3.47)
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Além disso, é verdade que

Vel — (- lel = [ el - vt + S e

:_'(t—7)|§|_2«/—t—7|£|%‘£ 1_1]_(15—7)'5'
L2 V2 2 2 2 2
oqt=T) L, 2vE—TlElE V2 o171 (t-T)
=Tk vz 2 §}+§_ 7 Kl
B (t—r1) V212 1 (t—1)
=- Tlﬂ_T] ty o5l
g%_(t;ﬂm, VO<7<tEER
Sendo assim, segue de (3.47) que
FQuH| < [ e g v, dr (3.48)

Vamos, agora, proceder como no Teorema Multiplique

obter

1

2

=
2

eleH |7 Qo) Ho)| < felere [ e

0

t
gt [
0

t
/6_
0

< |5|s+16a|£|%+%

1
= [¢lH e sup {|F(ou,

0<t<oo

Sabendo que

t
/ ’
0

7

1
3.48) por |£[°e?€l” | de modo a

€| F(vu)| dr

S Fouy)| dr

(t=7)
2

€l sup {|F (vuy)|} dr

0<t<o0o

[

(o
2

2l g, (3.49)

—t|€]

(t=7) 2 —2e 2
—tT|§| dT _
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resulta, de (3.49)), que

—t|¢]
7 s a a4l 2—2e 2
€717 | F{Q(w, v) } ()] < €T F2 sup {|F(vuy)[} ——
0<t<oo |£|
s alele 4l —t¢]
= 2l¢l7e T2 sup {|F(vuy)| 1 —e 2 ).
0<t<o0o
Como 1 — 2" < 1, chegamos a
7 s ale|s 42
€77 | F{Q(w, v) }(1)] < 2/¢[*e 7 F2 Jsup {IF(wua)l}- (3.50)

Aplicando a norma L*(R?) em ([3.50]), deduzimos que

[ (ieres? 7@ o) ae)’
< [/Rz (2!£|Se“'5‘%+% 021<poo{IJT(vuw)|}>2 dé]

1

2

Isto é,

1
2

1 1 2
1@, v)(t) 1, < 26| / (Igle ™ sup {|F(vu)l})" de]
’ R2 0<t<oo
1
= 2e? HUUW“Z?’Z(R"';H(SLJ(R?))‘ (351)

Como vimos na prova do Teorema (as hipdteses sobre s,¢,a e o sd0 as mesmas), em

(3.17) (ver Lema[2.6), temos que
”vuwao?(R-«—;Hg,a(R%) < v 2Ca,o,sHU”LA%(R+;H;U(R2))||w”ZE(R+;H3J(R2))7
onde C, s ¢ a constante proveniente do Lema . Portanto, segue de (3.51)) que
Qw0 (D), < 265 /20 ety o 0l iy 82 0.

Como o lado direito da desigualdade acima nao depende de t, passando ao supremo em ¢ > 0,

encontramos

1
1Q(w, U)(t)“ﬁ?(w;ﬂg,a(m%) < 2ezy QCG,U,S"U”ﬁ(RJF;Hg,U(R?))Hwaﬁg(RJr;Hg,a(RQ))

<22 /2C, s llwlla vl (3.52)
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onde a ultima desigualdade é obtida observando as defini¢oes e

1
Voltemos agora para (3.48). Multiplicando esta desigualdade por [£ |S+%e“|5|", obtemos

e L (QUu v} o) < ¢l et [l ) i

0

t
=gt [ S ) dr
0

Agora, aplicando a norma L*(R™), segue que
%) 1 1
[ [t i@ ol ]

< [/O ’£‘s+f alg|e + %/ ~S21EN Fvuy,)| dr) dt]
|§|8+26a\£| +1 / /
< e+ a\smz / /

— |€|S+§6a‘§|‘7+

-5 T)|§‘|}" (V)| d7‘> dt]

~S2E F(vuy,)| dT) dt}

—7)

|§||.7-" (vuy)| dT‘

L2(R+)

Isto nos diz que
[/ [|§|s+%ea|§|?|}-{Q(w’v)}(t)|]2 dt] 2 < |§|s+%ea|§|3+%
0
x lle™ 241 [|F (vun ) () ][] 2 -
Temos, entao, pela desigualdade de Young para convolugao (ver Teorema [1.4)), que

[/Ooo[|§|s+ée“|5|$|f{Q(w,v)}(t)|]2 dzf <

3 o1, _t
S |§‘s+26a‘f| +2||e 2‘§|||L1(R+)||~F(Uuw)”L2(R+)

= |£|S+3e“'ff1’+%</°° oLl dt)(/oo T (v (1) 2 dt)é. (3.53)

0

/ -4l gr = 2
0 €]
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temos, por (3.53)), que

1

[ [t Qe ol @] < je e 2 ([T 1 )

=mw*ﬁ““(/|ﬂww%®
0

N

Agora, passando a norma L?(R?), pelo Teorema , inferimos
[e’¢) 1 %
([ [ 1eponee® |FQu vy i )
r2 Jo

< (/ 4|£|5+162a'5';+1{/00 Foua)|? dt] dg)”
R2 0

o0 1 1
_ </ / 4|€’25+1€2a\§|0+1|f(vuw)’2 dt df) 2
R2 JO
1 ° 1 3
—2e ([ [ jepren s F o) P de dr)
0 R2

_262“/UU’U)H R+Hs+2)

Isto é,

1QCw, )l

< ez HvuwH +} (3.54)

L2(R+; H”?) 2R+ HoH2)

Além disso, na prova do Teorema em ([3.26]), vimos que

“UuwH2 < QCa,U,SHw”%{HvH%{'

2wl T

Dssa forma, segue de ([3.54)), a seguinte desigualdade:

1
1Q(w, v)] gy S22V 2Cagslwlalvlla. (3.59)

L2(RH;H
Agora, combinando (3.52)) e (3.55)), chegamos a

Q. )l = N )2, |y 4 100 ) e gay

= 8€Ca,a,s|IWHHHUHH +8eCaosllwlz |vll%

- 16€Ca,o',s‘|w”?¥”'u”%{'
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Por conseguinte, ¢ verdade que

1Q(w, v)[|r < 4v/eCogsllwlmllv]la,

Por outro lado, veja que

H]:fl(e\/flél7 —t|¢| > )

= / |§|2862a|£\5
R2

:/ |€|2362a|§\%

R2

:/ |§|2S€2a|£\%
RQ

— / |€|2s€2a|§\
R2

Além disso, é verdade que

VR —tle] = -

l\DI»—l

Assim, por ([3.57)), encontramos

1 1
||f—1(€ﬂ\§|2e—t|§‘gpo)“2';(R+;HgU(R2)) < /RQ €[50 |5, 2

Vw,v, € H. (3.56)

HLOO (R+;Hs ,(R2)) —
sup {|F[F (el =l 5] 2) e
0<t<o0

1
sup {[eVI% e IG 2} de
0<t<o0
sup {e2161% =21kl 3,2} de
0<t<oo
[Zof? sup {eV* €1 =rell} ge. (3.57)
<t<oo

rt 1 t
5161 = Vgl + S el
‘£|§|_@ £+1_1}_f|§|
12 V22 2 21 2
t WHEE V2 17 1t
He - DU V2 YL e
12 V2 o2 202 2
Vi V212 1t
—\f!z——} > -5kl
\/_ 2 2

|§| (3.58)

ol- t\i\

sup {e* 2} d¢

0<t<o0

1
= [ e g sup {el-0) dg
R

e/ |£|2s 2a|g| |¢ |2 sup {e tlfl} d€.
R2

<t<oo
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Como el ¢ decrescente, entdo supy.,...{e "} = 1. Por conseguinte,

L e B M I

= ellpolly, (3.59)

Ademais, podemos proceder da seguinte forma:

1 Vg2 e tEIG ) |12 —
|7 e B, ot

= [t 2 d

= [ [l et et e Gy a a
R2

/ /|€|8+26a|§| |6\f|5\2 —tll Pol]? d¢ dt,

_/ |€’23+1 2al¢| 7 2\f|£|2 *2t\§||¢ |2 d¢ dt.
0 JR2

Trocando a ordem das integrais na tltima igualdade acima (pelo Teorema [1.9)), deduzimos

-1 \/ﬂ&l? —tlEl 50V 112 —
|74 B, ot

:/ ’5‘2S+162a|§|0|§50|2|:/ 62\/i|§|§€—2t\§| dt:| df
R2 0
R2 0

Assim, pelo que foi observado em (3.58]), segue que

l I3

~ oil valelt i~ _dgl
H.F 1(3\/E|§\7 —t|¢| ~ >H2 H? . / ’5‘2 +1,2a¢]7 | | ]dt} d¢

L2(R+;H, [/
:/ 2+ tele? g 2 / et~ ar] g

R2 0
N / el elel” 5 2 / ™l de) de;

R2 0
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1

Com isso, sabendo que f e teldt = GE

chegamos a

P e e, g <e [ e g g

L2(R+
—e / €Poe2 |5y 2 de
RQ
~ el (3.60)

Portanto, por (3.59)) e (3.60)), obtemos

7 eV e t1G0) 3, = |7 eV e B e e

-1 \/EIEP t\él 2
FIF e B, s d

< €‘|()00| 121'[370 + eHSOO‘ ?}g’a

= 2efpoll}, (3.61)

Agora, se tomarmos

1
. <mm{—,ccw} C e
o g, <min { — -

. =19
H || 0 QCa,a,s

onde C, ., 6 a constante obtida em (B.56)) e C,,,s ¢ a constante proveniente do Teorema [3.1}
entao, por (3.61)), chegamos a

44\ /eCry o] | F 1 (V1% eI 50V |2, < 166/2C0 00|00l 75, < 1.
Pelo Teorema , @ € H ¢é a tnica solugao de que satisfaz a seguinte desigualdade:
ol < 201F (e etlgy) 1.
Logo, por (3.61f), podemos escrever

ol < 47 (/743 61 50) |3 < 8elloll

HS'

Ou seja,

S 86“900 ?{g!a(Rz) .

102 g ey + 11,

2R+ (R2))

83



Consequentemente, chegamos a

2

1
leV'C20)2, 13, (E2)°

| Vi(-8)% 12 <
©(R+;H; , (R2)) + He QHLQ(RﬁHEL%(R?)) = 86”60‘

Isto prova nosso resultado. O

3.2 Decaimento de Solucoes

A 1ultima secao deste capitulo nos fornece hipéteses necessarias para garantir o compor-
tamento da nossa solucao € global no tempo (ver Teoremas e . Para este fim, é
importante apresentar dois lemas que estabelecem caracteristicas importantes acerca de 0,
obtida no Teorema [3.1] Estes nos darao condicoes de estudar algumas taxas de decaimento

desta mesma solucao quando o tempo ¢é arbitrariamente grande.

Comecemos estudando uma famosa desigualdade de energia proveniente da teoria da

Mecanica dos Fluidos.

Lema 3.1. Assuma que a >0, 0 > 1 e s € [0,1). Considere que 6, € H(j’a(]l@) N L*(R?).
Entao, a solug¢do 0 da Equacdo Quase-geostrdfica (3.1)), obtida no Teorema (ver também
Teorema , estando em L*(R?) para todo o tempo, deve satisfazer:

t
10172 z2) + 2/ I(=2)10L22) dm = 10(s)[[122), Yt > s > 0.

Em particular,
||9(t)||L2(]R2) S ||9(S)HL2(R2)7 Vt 2 S Z 0 (362)

Demonstragao. A primeira equagao do sistema ([3.1]) nos diz que
0, + (—A)20 + ug - VO = 0,
isto é,

0, = —(—A)260 — up - V6. (3.63)
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Assim, podemos escrever
1d 1/d 1
5003 = 5 (500, 0) ) = 5 (206,01} p2ge))
- <6, 0t>L2(R2)-

Logo, segue de (3.63)), que

1d 1
9 dtWHL?(R? = (0, —(=A)20 —up - VO) 2(r2)

1

= (0, —(—=A)20) 2r2) — (0, ug - V) L2(r2). (3.64)

Vamos analisar individualmente cada um dos termos do lado direito da expressao acima.

Para isso, note que

(0,19 - VO) 2y = | O(ug - VO) dE = (ZugD 9) (3.65)

R2

Substituindo (3.10)) em (3.65]), encontramos

9(22: D, (uge)) ds = i /R 6D;(ujf) de. (3.66)

Jj=1

<9, Uy - V0>L2(R2) = /

RQ

Deste modo, segue por integracao por partes que

/ 0D;(u)f) dE = — / wjfD;6 dE.
R2 R2

Sendo assim, segue de (3.66) que

2

2
(0,ug - VO) 22 = — Z/ w)fD,0 dé = —/ 0> (upD;0) d
j=1 /R R* o1
= —/ O(ug - VO) d§ = —(0,ug - V) 12(r2).
R2
Logo, chegamos a

<€, Ug - V@)LQ(RQ) = 0. (367)

Ademais, observe que pela identidade de Plancherel (ver Teorema [1.12)) e pela definigao m
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do Laplaciano fracionario, obtemos

[ I

(0, —(—A)20) 122y = (21) 20, F{—(=A)20}) 122y = (271) 28, —|€]0) 12m2).

Utilizando a definigao do produto interno de L?(R?), resulta

0) sz = —(2m) ([ 8€l0) d€) = —2m ([ (€lD)1elD) ).

donde, novamente pela definicao do Laplaciano fracionério, deduzimos que

[V

{0, —(=4)

NI

(0.~(~2)0) e = —(2m) ([ 2<f{<—A>%e}><f{<—A>%e}> )
= —(2m) (- A)0), P D)) e

Pela identidade de Plancherel (ver Teorema [1.12)), segue que

—A) 50172 g2)- (3.68)

Desse modo, temos, por (3.64), que

1d 1 1
0 = (0.~ (~2)36) a2y = 1| (- D)3

Por conseguinte, concluimos que

1d
2 dt

Integrando ([3.69)) sobre [s, ], tem-se que

1 [d t N
s e 4+ [ 15400 =0

Pelo Teorema Fundamental do Célculo, resulta

/ || QH%Q(RQ) dr = 0.

(101 2mz) + [l (—2) %613 2ge) = 0. (3.69)

—||9 Moz
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Como um resultado, concluimos que

1 1 ¢ )
SO sy = 510G ey + [ 1= 01, ar =0,

ou ainda,

1 t 1 1
§||9(t)l|%z(Rz) +/ [(—2)%6]| 2 gay dT = §||9(s>||%z<Rz>-

Finalmente concluimos que

t
1
10122 + 2/ I(=2)30l1 2y dr = 10() |72 22, (3.70)
0 que mostra que

||9(t)||L2(R2) S ||9(S)||L2(R2)a Vit Z S Z 0.

]

Se acrescentarmos & condigao inicial 6y do problema (3.1)) o fato desta estar em L?(R?),
podemos concluir que a norma L? da solucao 6, obtida no Teorema (ver também Teorema

3.2)), deve decair a zero quando o tempo tende a infinito.

Lema 3.2. Assuma que a >0, 0 > 1 es € [0,1). Considere que 6, € H;G(RQ) N L*(R?).
Entao, a solug¢ao 6 da Equagdo Quase-geostrdfica (3.1), obtida no Teorema (ver também
Teorema , deve satisfazer:

t—o00
Demonstra¢ao. Permita-nos iniciar fixando § > 0 e entao defina as seguintes fungoes:

ws(€,1) == F Y xge<sy0) (6, 1), vs(€,t) .= F U xqes0)(, 1),

para todo £ € R? e t > 0. Perceba que § = w; + v; e, pela definicao de ws e por (3.1)), tal

funcao satisfaz a igualdade

dyws + (—A)%w(g + .7:_1()({\5|§5}.7:(ue -V#0)) = 0. (3.71)
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Desse modo, fazendo uso do produto interno do espago L?(IR?), segue que
<8tw5 + (—A)%w(; + fﬁl(X{mg;}F(ua . VQ)), wé)LQ(RQ) = 0,

ou ainda,

[NIES

<8tw5, w5>L2(R2) + <( A) Wws, w5>L2(R2) + <‘F71(X{|§\§5}.F<UQ . V@)), w(;)Lz(Rz) =0. (372)

Agora, observe que, pelo que foi feito em (3.68]) no Lema , infere-se

(=) 2ws, ws) 12r2) = [ (—A)Fws][ 7 pz)- (3.73)

Além disso, podemos escrever

1d

d
5 o sl3aqaay = 5 s, w3 r2qey = Re({Buvs, wi),

l\l)lr—l

onde Re(z) representa a parte real do niimero complexo z. Desse modo, por (3.72)), e do fato

da funcao Re ser uma funcao linear real, segue que

1d

5 dtHw(SHLQ r2) = Re[—((—A)2ws, ws) 2wy — (F " (xqiei<ay F (ug - VO)), ws) 2(@2)]

= Re[—((—A)%w(g, w5>L2(R2)] - Re[<F_1(X{|€‘§5}.F(U9 : V@)), w5>L2(R2)]
= —[[(=2) tws||F2qge) + Re[—(F " (xqlei<r F (o - VO)), ws) 2]

onde na ultima igualdade utilizamos a informacao descrita em (3.73). Sendo assim,

1d

5 77 1walliaqee) + (=2 swsllZagee) = Re[=(F " (xqier<ay F (o - V6)), ws) r2z2)

S |Re[_<]:71(X{I£IS5}~7:(U9 -V0)), ws) L2 2]
< |<]:_1<X{I£|§5}]:(“0 - V0)), ws) L2z |-

Por utilizar a identidade de Plancherel, fornecida no Teorema [1.12] resulta que

1d

1 .
—lwsllZa ey + (= A)Twsl|72 @2y < (27) [ (xqe125)F (uo - VO), Ws) 2(z2)|.
2 dt

Pela definicao do produto interno utilizado, bem como a desigualdade de Caulchy-Schwarz,
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encontramos

1d

gl + 1) s < (2772 [ e Fua - VO

< a2 [ |@llF (e VO)lde
[€1<s
Observe ainda que, pelo que foi estudado em (3.11)) no Teorema , temos que
| F{ug - VOI| < [€]]F (Oug)|-

Logo, chegamos a

1d

sl + 1201, < @r) [ el (6.
§1<6

Considere ¢ um nimero real positivo que satisfaz —2s +1 < ¢ < 1. Assim,

1d

5 77 10s Ol Z2ee) + 1(=A)Fws | age) < (QW)_Q/ [€171€ 1" |5 F (ug) |dg

|§1<6

< (2m)2 /g D F )

< )00 [ (€0l 7 0w

< (2m) 2o |llg @ | F (Buo) | o1 e -

Segue entdo, da desigualdade de Holder, descrita no Teorema [I.1], que

1d

1 _ — ~
5 7 lwsOllia@e) + (= A)3wsl Loy < (2m) I F (Ouo)l|2gez) @5l 2e2)-

Com isso, novamente pela identidade de Plancherel (ver Teorema |1.12)) e pela definigao dos

espacos estudados, temos

1d

1
§£||w5(t)||%2(ua2) + [ (=2) Tws 722y < 8U|Ougll fra-agmeyllws]| L2 e2).
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Integrando a desigualdade acima sobre o intervalo [0, ¢, chegamos a

t 1 t
s (D)]22gae) — 105 (0)][22gee) < —2 / (=) sy dr + 2 / 5ol 11-o gy 10l 2 e A
t
<9 / 5|0t | 1 - 105 | 2w
0

onde na primeira integral utilizamos o Teorema Fundamental do Célculo. Portanto,

t
lws (072 = [lws (0)72 < 25q/ 10ug]] 1 2y [[5 | 2 2y - (3.74)
0

Por outro lado, veja que

s (D)3 = (2) 2@y = (2m) 2 [ [r) P
= (2m) 2 o(7)2d 27) 2 o()|%d
(2m) /Elguﬂ e<n [ pinras

= (2) 2 e

e, entdo, pela identidade de Plancherel (ver Teorema |1.12]) e pelo Lema (para s = 0),

obtemos
H’LU(;(T)H%2(R2) S HQUH%?(R?)? V1 2 0. (375)

Além disso, os Lemas e (com s; = s, = 259)), nos garantem que

2

10w (7)1 i11-a(e2) < Call O, 20 (3.76)

= (r2)’

desde que 0 < ¢ < 2. Substituindo as informacgoes (3.75|) e (3.76]), na desigualdade ([3.74]),

encontramos

t
lws () 722y < lws (0172 me +25q/ Cq||9||il2;fq(R2)||90||L2(R2)d7' (3.77)
0

t
= [[ws(0)]17: +25qu||90||L2(R2)/ o1 dr.
0

2—¢q
H™ 2 (R?)
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Perceba ainda que, pela definicao do Laplaciano fracionario, segue que

1002 sy, = [ 6P = [ 11"
/ (=) 0} = | F{(—0) O}
(2 (=) O]y (5.79

Agora, desde que —2s+1 < ¢ < 1, podemos escrever 2 —q = (1 —t)(2s+ 1) + ¢, para algum
€ [0,1] (fornecido que 1 < 2 — ¢ < 2s+ 1). Além disso, é facil ver que 2 = 2t + 2(1 — ¢).
Consequentemente, pela identidade de Plancherel novamente (ver Teorema [1.12)), podemos

escrever
N A) 0] 2 gy = (27) €128 2y = (27) / lePepPa
:(27r)_2/ |§|(1—t)(25+1)+t|§|2(1—t)+2td5
RQ
~ (21) / (|00 D G20-0) (€8] de
R2

Assim, por utilizar a desigualdade de Hélder (com p = ﬁ eq= % > 1), ver Teorema ,

encontramos
2—q _ s ~ l—t ~ t
=AY 0l < (2m)2[ [ 1ePrpRag) [ [ eliiae]
= (2m) 2 1€] 201 75 ) 11612011 ey

e, entao, pela desigualdade de Young, vista no Teorema estabelecemos que

1(=A)T0)2, < 2m)2[(1 — O)[l1E[+20]12, + t][1€]26]12,) (3.79)
< (2m) 2|12 0], + |I[€]20]|2, ).

Portanto, segue da informagao dada em ([3.79)), que (3.78]) é da forma
sp1 1
161% 20 < 1E17 20172 2) + 1161261172 m2)

= [ PP | (-A) 60} e
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1
2alé|e

Como, para a > 0 e o > 1, é verdade que e > 1, entao

~

2 2s+1) 2ale[7 2
1012 250 gy < [ 61D G + 202201 (3.80)

+ (277)2H(—A)19|@2(R2>-

Desse modo, voltando a expressao (3.77)), observado a informagao obtida em (3.80)), podemos

escrever

t
1
lws ()72 e2) < ||w5(0)||%2<R2>+25"Cq||90||L2<R2>/ [||9|2.s+; + (2m)°[1(=A) %0 72 zz)ldT
0
g||w5(0)||L2(R2)+25q0q||90||L2(R2)[||9||;( grehy T 27 / I(=2) 0] 72 g2y dr].
(3.81)

Note ainda que, pelo que foi feito em (3.70)), na prova do Lema verifica-se que

t 1 1
| N800y ar < S0y Ve 20,
e, portanto, (3.81)) torna-se
lws (#) 1222y < 1w (0) 1222y + 25qu\|90HL2(R2)H|9H2LQ( aerdy Tt 32111001 22 r2) .
Mas, como 6 é a solucao encontrada no Teorema [3.1], é sabido que

1o1°,

2(R+;H,

< 6|6y

(R2)) I, 2

5+2

Ou seja,

lws () 222y < lws(O)IZame) + 207Cqllfoll L2 (6116

2y + 5ol )

para todo t > 0. Desde que, ¢ é arbitrario, podemos toma-lo tao pequeno quanto desejarmos
e, como consequéncia da desigualdade acima, obteremos ||ws(t)[|3. tdo préximo de zero
quanto quisermos (desde que [|ws(0)|| 22y e 67 tendem a 0, quando ¢ tende a 0). Isto é,

dado € > 0, existe § > 0, de modo a satisfazer

€
hws(llze < 5, ¥ = 0. (3.82)
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Permita-nos agora, estudar a fungdo vs. Veja que, pela identidade de Plancherel (ver

Teorema [1.12)), infere-se

V51172 rey = (27) 2105|722y = (271) 72 /|s| 6|9|2d€
>

— (27) /K e eldpas < oma [ i

€[>0

<m0 [l = (2m) 26 e

Desse modo, utilizando a definicao do Laplaciano fracionario, bem como a identidade de
Plancherel mais uma vez (ver Teorema [1.12]), deduzimos que

vsllZ2 2y < (2m) 20 HIF{(=A) 30} Loy = 6 1(—A) 0]/ 2 g2

Integrando a desigualdade acima sobre o intervalo [0, 00), encontramos

/O () 2yt < 571 / N(= A 40112t < [26] 100 22 5,

onde na ultima igualdade utilizamos novamente o que foi obtido em ({3.70]) na demonstracao
do Lema Agora, considere o conjunto A.5 = {t > 0 : ||vs(t)||r2m2) > 5}. Note que,

fazendo uso de | - |, a medida de Lebesgue usual, obtemos

2

€ > _

Tl < [ o0t < [ les(Olage < 261 ol ey
€,8 0

Defina, T, 5 =: 27207 1(|0y||3.. Assim, podemos escrever

|[Acs| < 2(6%0) |60l g2y = Tes-

Portanto, [0, 7.5 + 1]\ Acs # 0, pois se o contrario ocorrer, teremos [0, 7. s + 1] C A s; mas,
neste caso,
Te,d +1= |[07T5,6 + 1]| S |Ae,5| S Te,éa

o que claramente é um absurdo. Por conseguinte, existe ty € [0,7.5 + 1] de tal modo que
to & Acs. Ou seja,

€

> (3.83)

[[vs (o)l 2 <
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Finalmente, observadas as desigualdades (3.82)) e (3.83)), além do fato de 8(t) = ws(t) +vs(t),

deduzimos que
10(0)| 22y = l[ws(to) + vs(to)l|L2re) < llws(to)ll L2y + [[vs(to) 22y < €.
Por utilizar o Lema [3.1| (com s = ),
10|z < ||0(to)]|z2 <€, Vt>to.
Por fim, isto significa que
lim ||6(t)|| 2 2) = 0.
t—o0
]
Estamos, agora, preparados para estabelecer nossos criterios de decaimento para a solucao
0 obtida no Teorema [3.1] (ver também Teorema |3.2)).

Teorema 3.3. Assuma a > 0, 0 > 1 e s € [0,1). Considere, 6, € H: (R?) N L*(R?)
suficientemente pequeno em HiU(RQ). Entdao, a solucdao 0, obtida no Teorema (ver
também Teorema , estando em L*(R?) para todo o tempo, decai de modo a satisfazer:

limsup t*[|0(t)|| 7 =0, V& >0.

t—o0
Demonstracao. A demonstracao deste resultado sera particionada em quatro passos.
Passo 1: E verdade que lirtn sup t°[|0(1)[ s g2y = 0.
oo :
Defina a funcao v(x,7) = 0(x,7 + 5 + 1), para todo € R? onde [ > 0 e t > 0 estdo

— . Cetd
fixos. Repare que v € L*(R*; H? (R?)) N L*(R*; Hi5? (R2)), pois

1
||U||2’35(R+;HCSLJ(R2)) = /R? |£|2562a\§|a Osup {|’U(T)|2} df

<r<oo

1 ot
= [ lePee? sup {Blr -+ 5+ D} de
R2

0<7<00

Agora, tomando p = 7+ £ + [, e observando que se 0 < 7 < 00, segue que 5 +1 < p < oo e
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também

1 ~
I\vll%(w;gg’a(w)):/w €)% k7 sup  {|0(p)|*} de

t
5+Hl<p<oo

gt/"|a%e%mﬁ sup {0(p)[} d
RQ

0<p<0

= 10117

L®(R*;H; ,(R?))

Desse modo, como 6 € EO/O(R*; Hj’U(RZ)), temos que
\|UHZE(R+;H;(,(R2)) < H@HEOS(W;H;U(R?)) < 0.

Isto garante que v € [/;O(RJ“; H s +(R?)). Agora, observe que

2

—/f/m&ﬁﬁwmﬁam

/' P2 G(r 4+ L4 )2 de ar.
2 2

Tomando novamente p = 7 + % + [, segue que
- &%
2 _ 2s 2al& 2
(T = d¢ d
02, o oed / P B(p)| de dp

/Q/KW%“ PP de dp

_ 2
= [ o,

= [10]” ot

L2(R+;Ho 02 (R2))

ot d
Com isso, como 6 € L2(R*; Hap? (R?)), resulta que

< el < 0,

|| || s+2 (R2) R+ H5+2 (RQ))

L2(R+:H,

c g1 — . s g1
isto é, v € L2(R*; Hao? (R?)). Consequentemente, v € L (R*: H; (R*)NL*(RT; Hab?(R2)).
Note que, de maneira resumida, poderiamos garantir esta pertinéncia, observando o fato de v

ser uma translacao de 6 na variavel temporal. E também verdade, pelo Teorema aplicado

95



a Equacao Quase-geostrofica (3.1f), que

lvollizg,, = 10G5 + Dl < Nl ez ) < V6llol g

a,o

e, como por hipétese, 0y é suficientemente pequeno em H? _(R?), deduzimos que vy também
0 é. Desse modo, como v é apenas uma translacao de 6, segue do fato de 6 ser solugao branda

do sistema ([3.1]), que v resolve o seguinte sistema:

{ ve+ (“A)iv+ u,- Vo = 0, z€RT>0, (3.84)

v(-,0) == wvo(-) = 0(-, £ +1), zeR:

Logo, podemos aplicar os Teoremas e , no sistema (|3.84) acima, de modo a obter
uma tinica solugio branda v € L®(R*: H; (R%) N L3R Hi o2 (R?)) tal que

1 1
7D () gy < eV

”H;G(W) =
< v8ellvol gy w2
=V 86”9(% + l)HHgC,(R%’ VT 2 0.

“"ﬁ(R+;H;,g(R2>>

Tomando 7 = %, inferimos, para todo t > 0 e [ > 0 fixos, que

Lok
||e\@( Do 0]

Ay, (®2) S V8e||6(% +1)]

H;J(RQ). (385)
Por outro lado, considere r > 0 fixo e note que

16t + )]

1 .
2 gy = | 1€ ETN0 + 1) dg
50 ®) T o,

- / €217 |Gt + )2 dé + / €2 |Gt 1 1)[2 de.
|€|<r

§1>r

Permita-nos definir as seguintes funcgoes:
1,
Ry = [ lePet ace+ P ag
l€|<r
e também

J(t) = A lees e e
>r
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de modo que

16t +1)]

fq w2y = J1(t) + Ja(t). (3.86)
Facamos uma analise das fungoes J! e J! individualmente. Para isso, veja que

1

ﬂ@:4<KWW”WHWF%sAKﬂ%WMWHW%

1 ~ 1 ~
_ p2sg2ar? / 0(t + D) dg < e / 0(t + 1) de
|g1<r R2

1 L
= 12t 4+ 1)

Por isso, pela identidade de Plancherel (dada no Teorema [1.12) e pelo Lema aplicado a
solugdo O(t + 1), com [ > 0 fixo, inferimos que

Ji(t) < (2m)%e* 7 2|0t + )| 2ge)
1
< (2m)%e” 0D T2 g2y, VE > 0. (3.87)
Temos ainda,
RN
Bey = [ JePet o+ P ag
&1>r
:ﬁlva%%ﬁWﬁWWHmwg
&|>r
S R RIS
[€]>r
Mas, pelo Lema 2.1 sabemos que
V2 Gt 1+ D)2 = VIR 4t + D)2 = |F(eVED 0t + 1)) .

Logo, podemos escrever

ﬁ@saWW/ €[25e241617 | F(eV/ECN 0t 1 1)) (6)[2 de

jel>r

< 672\/57@ / ‘€|2362a|£\% |f‘(e\/g(7A)19(t + l))(£>|2 dg§
R2

— 2V VA g 12

Ts 9
Ha,o'
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isto é

Ji(t) < e V5 | VEEN g L2, Vi > 0.

Hs Y

Voltando a ([3.86)) e multiplicando tal igualdade por %%, encontramos

=10t + DIz

H,, (R?)

=t JL(t) + 12 J5(t).

Agora por (3.87)) e (3.88)), (3.89)) é da forma

1
20t + DI < #2(2m) 2 20|72 me)

3.90)),

Hi ,(R?)
1 1
+ 200V VD o L )%
1 22s+4 2
Escolhendo r = w, concluimos, por substituir este valor em
s N [In(22"e)]*1
O+ D%, gy < £2°(27) Fexp {2a[2—t} }

o [ ) 2

n25+4e
+ e VIS e B0 g

Deste modo, denotando

B L [ln(225+46)]2 25
Cs = (2m) [ 2 ]
e também
_ [In(2**e)]?15
Ca s,0 — 2a [T} )
segue que

s _1
t2 ||9(t + Z)H%Ig,U(RQ) < Os eXp{Oasat U}HQ(Z)H%Q (R2)

n 2‘S+4e
4 252/l ]2H VA (t+l)|

Logo, por (3.85)), temos

)0+ D%, e

) < O eXp{Oasatig}”ea)H%Q (R2)
. 1n<22s+4
btV g, 16(5 + 1)

2
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(3.89)
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Por outro lado, observe que

—

o /T | e | 2 vy
[86]6 2\/§|: 2t < :| _ [86]6_2\/54[1 <2\/327 )] _ [86]6_[1n(22s+4e)]

= [8e]e™* O™ = [g¢]

1
= 92srl

225+4e

Segue entao de (3.91)) que

s _1
0t + DI, gny < CoexpfCaot™ > HIOWF2qe

+ 1 s 1005 + 1)

2

H3 . (R?)
_1

= Cyexp{Casot = HOD)||72r2)

F 2100 + DI oy

Note ainda que, como ¢ > 1, em particular ¢ > 0, tem-se
. _1
tllglo exp{Cyso,t =} =1.
Desse modo,
_1
exp{ca,s,at G} < Ma,s,aa
para todo ¢ suficientemente grande. Aqui M, s, ¢ uma constante positiva. Portanto,

2510t +1)|

2 ) S CoMasallO) ez

+271(5)™ 110G + DI

Hi ,(R?)’

ou de maneira reduzida, tomando CsM, s » := Ng s -, podemos escrever

2

£22)10(t + 1) Y w2

g0 %) S Naso0DIIZ2ge) + 27 (5)116(5 + 1)

Agora, observadas as hipoteses do Lema [2.8] obtemos

lim sup £ 10(t + DI, 2 < 2N IO 2z
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ou ainda

hmsuptSHH(t—i-l HHS ®2) < V2Nos o |00 2re)-

Equivalentemente,

hm supt 16()

HSU(]R2 \/ 2Nasa||0 |L2(]R2

Finalmente, passando ao limite, quando { — oo, e aplicando o Lema [3.2] deduzimos que

limsup £°([0(¢) || gz~ (m2) < 0,
t—o0 ’
donde concluimos
hm Sup ts||9(t)| HSU(RQ) - 0 (392)

t—o00

Passo 2: Nosso objetivo agora é mostrar que lim sup t*[|0(?)|| ;.. (g2 = 0, para todo & > s,
t—o0 “©a

sempre que s € [0,1).

Para isso, observe que, por definicao, podemos escrever

1000y ooy = | I O (3.93)
Por outro lado, como

Hg|%](4fe—4s)e—2\/§|£\% |5‘2se2\/§|£|% _ |§|(2n—2s+2s>8—2\/§\s|%+2\/§|5\%
= |¢Pre’ = ¢,

segue de (3.93)), que
11(4r—4s) —24/T|¢|3 s TIel2 2al¢|# (7,
“0(25)”3{5,0(R2) = /R2[|§|2](4 4 )6 2\/;|§|2 |£|2 62\/;|§|262 €] |9(t>|2 d§ (394)

Assim, fazendo A = |¢]z > 0, a = 4k —45 > 0 (pois k> s) e b =2 £, temos por (3.94), que

Tiels a 1~
10Oy ey = / e g eE it ) g
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Utilizando o Lema [2.9, resulta que

He( )H2 &) < /R2 aa(eb>—a|€’2862\/g\§|§62a|§|?‘é\(t)P d§

Isto é,
He(t)HQ'g,U(RQ) < 42(45—43)(4”45) (26\/g>—(4n ’§|25 2\/_|§\7 2al¢|7 10 ()‘2 dé
_ /R 2 (4K — 45)(4n=49) (3_§> *(4”74s)t—(2n—zs>| ¢
o o2V/EIENE 2aléls ()2 de.
Agora, denotando Cj , =: (4k — 4s)4r—49) (\2/—65)_(45_45), temos que

103 gy < / Ot~ 29[22V 512 20617 (1) 2 g
= Coat 20 [ eV o) g
Por conhecer a transformada do semigrupo do calor, dada na Defini¢ao nos é fornecido
T 1 < I3 [N t 1
VI = VIR0 = [F(eV D 0(0)P.
Logo, para todo t > 0, infere-se

10N e <cﬁ,st<zﬁzs>/ €22l ? | (VAN )2 g

1
—Cnst (2k—2s) He\/_( A4 (t)|

Yo B (3.95)

Multiplicando a desigualdade obtida em (3.95)), por t2* > 0, chegamos a

1

< Ot ]|eVECD ()2

H ,(R2)

= 22, () eV I o)

t*16(t)

HHH (RQ

Vit>0.

H.S (R2) )
Ou ainda,

1
O g, r2) < 2°Cis(5)° V5= 000))

som2)y V=0
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Agora, por tomar [ = 0, em do Passo 1, deduzimos que
V3 0(0) oy < VBNOE) 1y -
Portanto, chegamos a
N0 e, 2y < 280575(%)8@"6(%)HHg,U(RQV Vit>0.
Passando ao limite superior, quando ¢ — oo, segue que
L sup ¢°]0(0) g, ey < 2°CV/Be limsup(5)° 100 s

Equivalentemente,

1 .
lim sup t*[|0(8) || g2y < 2°C2svV8elimsup °[|0(2) || s (g2)-
t—o00 b t—00 @

Pelo que foi provado no Passo 1, temos que
limsup £*[[0(¢) || gz w2y = 0,
t—o0 ’
ou seja,
limsup #*[|0(t) || s (r2y < 0.
t—o0 7
Por conseguinte,
limsup t*[0()| s g2y =0, VK >s.
t—o0 “o

Passo 3: Nosso objetivo agora ¢ mostrar que limsup [|0(2)[| . gy = 0, para todo x €

t—00
0, 5], onde 0 < s < 1.
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Para isso, note que para 0 < k < s, com s € [0,1), vale

100) 1% o) = /Ww“m|<W%
= [l EoR de+ [ e B dg
[€1<1

|€]>1

g/il%Mﬂ%W&+/ €25 oIl Gt P de.
l€1<1 1€1>1

Deste modo, como 2k — 2s < 0, segue que |£|**72* < 1 sempre que |¢] > 1. Logo, podemos

escrever
()| d§+&/" €2l ()2
|€]<1 |€]>1
/Ne|%+/|W%MH%W@
R2)

=ﬁwommwwwmgﬂw vt 0.

2 2a
|Ww%ﬂ%93/

Agora, aplicando a identidade de Plancherel, dada no Teorema [1.12] resulta que

6 ey < @m0 ey + 10O, e
e (2m)[0(8) [2a(ge) + 260

H (Rz)]

Desse modo, passando ao limite superior, quando ¢t — oo, segue que

< (2m)” Jim [6(0)]2:ee)

limsup [|0(8) 1%, g2)
t—o0 “7

+limsup 2 [ |0()][5, )]
t—00 ’
Observado que s > 0, temos que limsupt > =0 (se s > 0) ou t72 = 1 (se s = 0). Além
t—>oo

disso, pelo Passo 1, lim sup t*(|6(t) || = 0. Em adi¢ao, pelas caracteristicas da solugao

t—o00

6, sabemos que tlim ||0(t)||L2(R2) =0 (ver Lema . Por conseguinte, é verdade que
—00

HS - (R2)

lim sup ||9(t)H%,gU(R2) <0.
t—ro0 ’
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Por fim, chegamos a

liirisup He(t)HHg’J(RQ) =0, Vke]|0,s],s€][0,1). (3.96)

Passo 4: E verdade que limsup t*]|0(t)|| ;. ®2) = 0, para todo x € (0,s), sempre que
t—o00 “a
€ (0,1).

Vamos considerar agora r > 0 fixo. Temos, entao, para 0 < k < s, o0 seguinte:

10 ey = /5 _lefe W00 de + [ JePremie (o) dg

§1>r

< 2k 2a|f\ 2d€+ §2H 23525 2a|§| ng
[ restprde s [ errigment e

Mas, desde que 2k — 2s < 0, segue que [£|**72% < r?#725 se || > r. Portanto,

||6)(t)||2'g70(11{2) < r2:¢/|< 2a|€\ | ()|2 df_i_/l 7“25 2$|§|2s 2a|§\ | (>|2 df

El>r

2K 2a|£| 2 d 2k—2s 2s 2a\§| 2 d
< / B de+ 2 [ (e i) ag
= 1000 g ey O

L@y VOO (3.97)

Agora, fixemos t e definamos a seguinte fungao auxiliar f;, dada por

Jer) = 0O gz + > N0, g2y V> 0.
Perceba que, derivando f;, temos
Fi(r) =26 0O ey + (26 = 25)r MO, o)y V>0,
e, consequentemente,
filro) = 0 261" IO yo oy + (26 = 28)r5" 0Ol ey = 0
& 2’1703&_1”9(””15[370(]1%2) = — (2K — 28)r3 2 H|0(¢ )||2 ®)

& 23003y =

(23 — 2/4;) He( )HHS (RQ
o 00Oy

(25 = 26)rg" > 0|1

HS - (R2)

o T8n7172n+2s+1 —
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ou ainda,

(ST K 3% ||9() &) %
©T0—<T> [M]

Isto é,
10 s w2
f/(TO) =0« Ty = Os,n T 5
t 160 e
onde C; ,, = (S;")% > (0. Substituindo r = ry em 1' chegamos a
1011 1005,
)| 2 t
K H;,U(RQ) K—2s Hs (
105 ) < Cf,ﬁ—zf||9(t)| 0 @yt Can e ot W e
||9() Ho - (R2) H t)HHo (R2)
= Clo ) RQ)HQ( )||Ho Sy T O o)) s (R2) e Wizo ” ey
K 2 K—28 272{
= CZEIODI 5, 10O 5y + WO 00D

para todo t > 0 e k € (0, s). Por conseguinte, podemos escrever

9_ 2K
6y oy < MaslODN 5, o100y VEZ 00 mE (05),  (3.98)

onde M, = C25 + C?7* > 0. Por multiplicar (3.98), por t**, obtemos

OIF

1—5
Hs (]R2 ||9( )HH((z)i(Rz)
l K
= MENOO g o 10O ) 020,

1
100 i ooy < 1M

Logo, passando ao limite superior, quando t — oo, segue que

i sup ¢[00 g, r2y < M lan up1000) 13 o 7100 g o)) -
—00 ’ —00

Considerando o Passo 1, temos que

limsup £°[|0(t) || s @2 = 0.
t—o0 <
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Além disso, por (3.96) (tomando x = 0 no Passo 3), temos ainda que

1—E
s —_—
HHgya(Rz) - 07

lim sup ||6(t)
t—o0
desde que k < s. Desse modo, resulta que
limsup t*[|0(t) || g g2y < 0.
t—o0 ’
Consequentemente, chegamos a

limsup t*[|0(t)[ 7 g2y =0, Vk € (0, 5),
t—ro0 @

onde s € (0,1). Uma breve andlise dos passos descritos acima, deve esclarecer a demonstragao

deste resultado. Com efeito, inferimos que
tim sup 110(8) 15 sy = 0.
t—o00 ’

para k € (0,s) e s € (0,1) (ver Passo 4), k = s e s € [0,1) (ver Passos 1 e 3), kK > s e

s €]0,1) (Passo 2) e kK = 0 (ver Passo 3). Portanto, fica provado nosso resultado.
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Capitulo 4

Equacoes de Navier-Stokes em
Espacos de Lei-Lin-Gevrey

Neste capitulo, estamos interessados em solucionar o seguinte sistema de Equagoes de

Navier-Stokes 3D fracionario que descreve a mecanica de um fluido incompressivel:

u + (=A% +u-Vu+ Vp =0, 2R >0,
V-u =0, 2R t>0,
u(z,0) = ug(z), z€R3.

Mais especificamente, trabalhamos em duas segoes que estudam a existéncia e unicidade de
solugoes brandas globais (com dissipacao fracionaria critica, ou seja a = %) e locais (com
dissipacao fraciondria subcritica (caso o nao ultrapasse 1), isto é, o > %) no tempo para

estas mesmas equagoes em Espacos de Lei-Lin-Gevrey.

E importante destacar que os resultados apresentados neste capitulo sao baseados no
trabalho produzido por W. G. Melo, N. F. Rocha e N. S. Costa [36]. Citamos também os
seguintes artigos e referéncias inclusas: [1-10,/12,|13}16}20},21}23.[27-37},39,40,43.{46-48] .
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4.1 Solucoes Brandas Globais

Comecemos nosso estudo estabelecendo, através dos Teoremas 2.1 e a existéncia e

unicidade de solugoes brandas globais no tempo para as Equagoes de Navier-Stokes abaixo:

ut+(—A)%u+u-Vu+Vp:O, r€R3, t>0,
V-u=0 zeR, >0, (4.1)
u(z,0) = ug(z), z€R3.

E importante informar que no fluido incompressivel descrito pelo sistema , u(z,t) =
(uy(z,t), us(z,t), uz(z,t)) € R® denota um campo velocidade e p(z,t) € R é a pressao
hidrostatica. Além disso, (—A)% ¢ o Laplaciano fracionério encontrado na definicao .
Temos ainda que, uy é o dado inicial e assumimos que este é livre de divergente, isto é,
V -ug=0.

O significado de solu¢ao branda global no tempo para as Equagdes de Navier-Stokes
, descrito acima, é dado da seguinte forma: analoganllente ao que foi feito no caso
quase-geostréfico, aplique o semigrupo do calor e=(="(2)* "com 7 € [0,t], na primeira
equacao do sistema de Navier-Stokes , de modo a obter

o=

e EIEA [y 4 (—A)2u+ u- Vu + Vp] = 0. (4.2)

Sabendo que o semigrupo do calor é um operador linear, temos que

Nl

e EMENE Y DN E LAYy 4 oD (4 Yy 4 Vp) = 0.

Mas, pela defini¢ao [1.20] e Lema [T.T], chegamos a
e MENE Y | TN E LAYy 4 oD Py vy = 0,

Por integrar a igualdade acima no intervalo [0, ¢], deduzimos

t
/ o~ (t=7)(=2)
0

Nl
vl
NI

t 1 t
. d7+/ e t=T(=R)Z (LA ud7+/ e A2 Py V) dr = 0.
0 0

(4.3)
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Por conseguinte,

Logo, podemos escrever

1 t 1
u(t) — e A g + / e IR Py - V) dr = 0,
0

Portanto, estamos aptos a estabelecer o seguinte conceito.

Definigao 4.1. Uma aplicagao u € S'(R?) é dita solugao branda global para as Equagoes
de Navier-Stokes (4.1]) se esta satisfaz a seguinte igualdade:

t
o - / o= (t=7)(=2)
0
tH(~A)2

* representa o semigrupo do calor, P o projetor de Helmholtz e T' > 0 é qualquer.

Nl
Nl

u(t) — etA) P(u-Vu)dr =0, Vte[0,T], (4.4)

onde e~

E importante ressaltar que esta solucao que estamos em busca é caracterizada por ser

global no tempo.

Teorema 4.1. Se (a,s,0) € ((0,400) x [=1,0) x (1,400)) U ([0, +00) x {0} x [1,400)) e

uy € X; ,(R?), entdo existe uma constante positiva Cq 4.5 de modo que, sempre que ||ug|

Xio <
Caos, 0btém-se uma tinica solugio branda global para as Equacoes de Navier-Stokes (4.1])

u € Or(X;,(R%) N Lp(X; 1 (RY),
para todo instante T > 0, satisfazendo
ull g cxe ) + lull s sy < 4lluollxg, -
Demonstracao. Primeiramente, aplique a igualdade para obter

u(t) = e % + B(u, u)(t),
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onde, para todo w,v € Xp := Cp(&; ,(R?)) N Lp(X7E (R?)) (ver definigao [1.26) com T > 0,
definimos .
B(w,v)(t) = —/ e NPy Vw)(T) dr.
0

Aqui X7 estd munido da norma
gl = ||9||L%°(Xg,g) + ||9||L1T(x;j,1)7 Vg € Xr.

Sabendo que X7 é um espago de Banach (ver Lema [2.11)), nosso objetivo agora é aplicar o

Teorema [2.1] a0 operador B. Para isso, vejamos que:
e B é um operador Bilinear.

Com efeito, desde que o projetor de Helmholtz é linear (ver Lema , segue que

t 1
BOws + ws,0) == [ e P T (w + wa))(r) dr
0

t
_ / o~ (t=7)(=2)
0
t
_ / (=) (=)
0

= AB(wy,v) + B(ws,v), (4.5)

NI

AP(v - Vwy)(1) + P(v-Vwy)(7)] dr

(S
Nl

P(v-Vwy)(r) dr — /Ot e~ R Py - V) (1) dr

para todo wy, we,v € Xr e escalar A (ver também prova do Teorema [3.1]). Isso nos garante
que B é linear na primeira variavel. Para mostrar a linearidade da segunda entrada basta

repetir o processo acima.
e B é um operador continuo.

Para isso, observe que, como

t 1
atB(w’ Q]) (t) = at( — / e—(t—T)(—A)i P(U . VU))(T) d7-)7
0
utilizando algumas regras de derivagao, encontramos

0y B(w,v)(t) = —(—A)%B(w,v)(t) — P(v-Vw)(t),
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ou ainda,

[ NI

0y B(w,v)(t) + (—A)zB(w,v)(t) = —P(v - Vw)(t).

Além disso, é fécil ver que B(w,v)(0) = 0. Portanto, B satisfaz

O, B(w, v)(t) + (—A)2 B(w, v)(t) = —P(v - Vw)(t);
B(w,v)(0) =0,

isto ¢, B(w,v)(t) satisfaz o sistema ([2.24) (com o = %) Para continuarmos verificando que
B é um operador continuo, faremos o uso do Teorema [2.2] Para isso, devemos mostrar que,
B(w,v)(0) = 0 € X;,(R?) (o que é 6bvio), e ainda que P(v - Vw)(t) é uma funcao em

Ly (X7 ,(R?)). Mas, este ltimo também procede pois

T
1P Vo)l sy = / |P(v - V) (t) ., dt

= [ [ 1ererstiFpe - vy a (4.6
Observe que, pelas propriedades do Projetor de Helmholtz (ver Lema [[1), deduzimos que
FPUIE) = fie) - L L, veew.
Logo, é verdade que
FPUNER = |7 - L Ot = [Ro - fi G5 [fo - I o]
~fer - Fe) - [ e - B i 1R+ 7 Sl g

~ ~

mee o lfE) €7 f(E) €
= [f(E)I" =2 RN
ey 1O -€P
= | /(&) T

Como Q) -€F > 0, temos que

€12
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ou ainda

IFIP(HIE) < [FE).
Desse modo, segue de (4.6)), que

T 1
PVl < [ [ 16ret - w0} de ar (47

Agora, anédlogo ao que foi feito em ([3.11)) na prova do Teorema , concluimos que (4.7) é
da forma

T 1.3
1P Volsg < [ [ leFers| S F (oo} de a
j=1
T 1
=[] et R - ¢ de
0 Jms
Com isso, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, encontramos
T 1
1P Vulliyaz < [ [ e elF@s )] ds a
T 1
= / €] | F (v @ w)(t)| d€ dt.
0o Jm3
Isto é,
T
IPO- V)ligie < [ 10 @000z .
Mas, segue do Corolario (lembre que a > 0,0 > 1e s > —1), que

[(w ® v)(t)]

wip < Culllvllag g + o]z lollag

e, entao,

xe + ol llwllag ).

T
1P Volgong, < [ Collvllg
0 o’

Agora, perceba que, utilizando o Lema (pois (a, s,0) € ((0,+00) x (—00,0) x (1, +00)) U
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([0, +00) x {0} x [1,+00))), deduzimos que

T
1P Vw)lloyx; ) < /0 CslCuosllvllxg N[wll g + Cogsllvl g llwllag ] dt
T
= CsCa,a,s/O Hollxg Nl + 0l zer lwll 2, ] dt.

Denotando C;C, s := C, s € utilizando as propriedades da integral, segue que

T T
1P Vi)l sy < Coner / ol i di+ C / ol
0 0

X, |w x5t [w] xg, dt

x|z e dt

T
<Cyus / sup {[[v(®)]
0

te[0,7)

T
Ll / sup {|[w(®) s, ol oo dt,
0 t€[0,7) ’

entao, pelas definigoes das normas (ver defini¢ao [1.26)), chegamos a

T
[P(v- Vw)llps sy < Ca,a,sHUHL%(X:,a)/O [[w]| 41 dt

T
t Comellwll e / ol g . (4.8)

Portanto, encontramos

[1P(v- Vw)lzyxs,) < Caosllivllzg g ) llwll sy + lwllg e vl e

No entanto, pela definicdo da norma do espago Xr (ver definigao [1.26)), temos que || - ||x, >

I gy e - a2 [ - Moy agsy- Portanto,

1P (v V)l s ,) < Cagslllvllazllwllag + [[wlla 0]l 2]

= 2C0.0.s[|V] 7 1wl 27 (4.9)

Desde que v e w sao funcoes em X7, segue que o lado direito da desigualdade obtida em
(4.9) ¢ finito. Consequentemente, P(v - Vw) € Lp(X7,), para todo T > 0 e (a,s,0) €
((0,+00) x [—1,0) x (1,+00)) U ([0, +00) x {0} x [1,+00)).

113



Sendo assim, por aplicar o item ii) do Teorema com p = 1, encontramos

1B(w, )| 1. xz51) < [1B(v, w) 0]z, + [1P(v - V) (O] 2y az,)
=[P - Vw)lryxs,) < 2Cacslwlla v,  Yw,vedr.  (4.10)

Note ainda que, pelo item i) do Teorema , resulta

1B(w, v)||Lse ) < 1B, w)O0)|[xz, + [1P(v - Vw)l[gy g )
= 1P - Vw)lry s,y < 2Cacslwllx v,  Yw,vedr.  (411)

Aqui, utilizamos novamente o resultado obtido em (4.9)). Sendo assim, concluimos, pelo que
foi encontrado nas desigualdades (4.10]) e (4.11)), que

1B(w, v) ||y = [|B(w, 0) |15z, + | B(w, v)ll 1 (2o
< 4Coosllwll vl 2, Vo, v € X (4.12)

Isto nos garante que B é um operador limitado em X7r. Ou equivalentemente, B é operador

continuo em X7.

Nl

Para concluir a demonstracao desse resultado, devemos estimar a expressao e H(=2) 2y,

de modo a garantir as hipoteses do Teorema

Para isso, note que, utilizando a Transformada de Fourier do semigrupo do calor, dada
na Definicao [2.1], obtemos

[t u0!

v / € e | Fle D (0))) de
R?j
= [ lelere (o) ag
/ € sup {e!9}[an(€)] de.

te[0,7)

para todo t € [0,7]. Mas, como a funcio e €l é decrescente, entdo sup {e 1} = 1 e,
te[0,T]
portanto,

e 2u0|x;o_/|5|sa'5' ()] de = Iluo

Ao
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para todo t € [0,7]. Sendo assim, passando ao supremo em ¢ € [0, 7], encontramos

—(—A)2

e ol e (xs ) < lluollxg,, - (4.13)

Por outro lado, veja que

1 T 1
Heit(fA)juoHLlT(;\e;y) = /0 e 22 gy apr dt

T 1 1
a / €77 | Fle 022 ug(€)]| dé dt.
0 R3

Por novamente utilizar a tranformada do semigrupo do calor, vista na Definicao 2.1, e aplicar
o Teorema [I.9] obtemos

i T 1
I ol gy = [ et ) d an
T a,o 0 R3

= /R el g ) /0 e dt ) de. (4.14)

Note ainda que, por uma simples mudanca de vardveis (ver Teorema [1.7)) e observando o

fato de que a exponencial é sempre positiva, resulta

T _ Tl

1 1

/ el ==—" " <~ (4.15)
0 § €l

Assim, substituindo o resultado encontrado em (4.15)), na expressao obtida em (4.14)), segue

que

o T
el gy < [ I e (e d

= [ leFe® (o)) d = uol,. (1.16)

Desse modo, pelo que foi obtido em (4.13]) e (4.16)), concluimos que

NEUNE:

e ug L, < uollaz, + lwoll g, = 2Nz, (4.17)

1
32Cu 05

Assim, segue de (4.12) que se assumirmos [lupllxs, < Copys = onde Cyps € a
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constante positiva obtida em (4.12)); entao, (4.17)) implica que

1 1 1
—t(—A)Z <9 s <2 =
e o || xp < 2||uo] X5, 32C, 55 16C.0s
ou ainda
1
414C, ] e A 2|, < 1.

Desse modo, pelo Teorema 2.1, existe uma tnica solucao branda global u € Xpr para as
Equagoes de Navier-Stokes (4.1]) de modo a satisfazer a seguinte desigualdade:

1
[l < 2/|e™ T2 g 2,

logo, por (4.17)), infere-se

ullay < 4ffuollxs , -

Ou ainda,

lull g g ) + llull g sty < Hluollxs, -

Estes argumentos finalizam a demonstragao deste resultado.

[]

Vimos no Teorema que a solucdo u para as Equagoes de Navier-Stokes (4.1)) satisfaz

a pertinéncia v € LL(X5TH(R3)). Abaixo, mostraremos que, na verdade, nossa solugao estd

em L5 (X, s" (R?)), para todo p > 1.

Coroldrio 4.1. Suponha que (a,s,0) € ((0,+00) x [-1,0) x (1,400)) U ([0, +00) x {0} x
[1,+00)) eug € X;,(R?). Seja

u € Or(X;,(R%) N Ly (X, 71 (RY)
a solugdo para as Equagdes de Navier-Stokes (4.1) obtida no Teorema . Afirmamos que

spl
u€ Lh(Xao? (RP), Vp>1.
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Demonstracao. Para verificar este resultado, basta notar que a primeira equacao do sistema
de Navier-Stokes (4.1]) pode ser reescrita na forma

[SIE
N[ =

0=wu+ (—A)2u+u-Vu+Vp=u+ (—A)2u+ P(u-Vu),

onde P ¢ o projetor de Helmholtz, dado na definicao m (ver também Lema . Equiva-

lentemente,

Além disso, pelo que foi feito em , na prova do Teorema observado o fato de
u e Xp = CT(X;U(]RS)) N LlT(ijl(Rig)), obtemos que P(u - Vu) € LlT(X;U(]Rig)); ja que,

HP(U ) vu)HLlT(Xg,U) < 2Ca,o,s

ulla [l
onde A7 é dado na definicao [1.26

Note ainda que, uy € & ,(R?). Desse modo, podemos aplicar o Teorema ii) de modo
a garantir que )
s+
u € Lh(Xao? (RY)),

para todo p > 1. Este argumento finaliza a demonstracao deste corolario. O

4.2 Solucoes Brandas Locais

Agora vamos estudar, através dos Teoremas[2.1]e a existéncia e unicidade de solucoes

brandas locais no tempo para as Equagoes de Navier-Stokes abaixo:

u + (wA)u+u-Vu+ Vp =0, zeR >0,
V-u =0 zcR3 t>0, (4.18)
u(z,0) = ug(z), z€R3.
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Vale frisar que este sistema descreve um fluido incompressivel, onde u(x,t) = (uy(z,t), uz(x, t),
usz(z,t)) € R® denota um campo velocidade e p(x,t) € R é a pressao hidrostdtica. Além
disso, (—A)?, com a > %,
ainda que, ug ¢ o dado inicial e assumimos que este é livre de divergente, isto é, V - uy = 0.

¢é o Laplaciano fracionédrio encontrado na defini¢ao . Temos

O significado de solucao branda local no tempo para as Equacoes de Navier-Stokes (4.18]),
descrito acima, é dado da seguinte forma: Similarmente ao que foi explicado anteriormente,
use o semigrupo do calor e~ ‘com 7 € [0,¢] (com ¢ € [0,T]), no sistema (4.18) para

estabelecer
e~ (A 4 e AT (L Ay 4 o= DA Py W) = 0.

Integrando este resultado sobre [0, ¢], concluimos que

t
u(t) — e 1A g + / e~ EEAY(P(y - V) dr = 0.
0

Portanto, estamos aptos a estabelecer o seguinte conceito.

Definigao 4.2. Uma aplicacao u € S'(R3) é dita solucao branda local para as Equacgoes de
Navier-Stokes ([4.18)) se existe um instante 7' > 0 tal que esta satisfaz a seguinte igualdade:

t
u(t) — e A"y + / e EIEA Py V) dr =0, Yt € [0,T), (4.19)
0

t(—A)e

onde e~ representa o semigrupo do calor e P o projetor de Helmholtz.

E importante ressaltar que esta solucao que estamos em busca é caracterizada por ser

local no tempo.

Teorema 4.2. Assuma que o > 3, (a,s,0) € ((0,+00) x [—1,0) x (1,400)) U ([0, +00) x
{0} x [1,400)) e ug € X, (R?). Assim, existe um instante T > 0 e uma tnica solugio
branda local

u € Cp(X;,(R?)) N Ly (X7 (RY))

para as Equagoes de Navier-Stokes (4.18]) de modo que

[l s o) + [l oy g2y < Alluolls -
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Demonstracao. Esta prova apresenta explicacoes semelhantes as utilizadas no Teorema [4.1}

Sendo assim, simplificaremos os detalhes das manipulagoes determinadas abaixo.
Pela igualdade (4.19)), infere-se que
u(t) = e~ g + B(u, u)(t),

onde .
Blw,v)(t) = — / =D Py V) (r) dr, Y, v € Ky,
0

com Xpq = Cp(X;,(R*) N Lp(X;5°*(R?)) (com T' > 0 a ser determinado abaixo). Aqui,
Xro (ver definigao [1.26]) est4 munido da norma

1 l2ere = 1o ) + [y asgzey, VS € Xran

Note que X1, é um espago de Banach (ver Lema [2.11)) e que B é um operdor bilinear sobre

este mesmo espago (ver ) Vamos verificar que B é continuo. E simples ver que
O B(w,v)(t) = =(=A)"B(w,v)(t) = P(v- Vw)(t),

ou seja,
0iB(w,v)(t) + (=A)"B(w,v)(t) = =P (v - Vw)(t).

Em adicao, também temos que B(w,v)(0) = 0. Consequentemente, B resolve o seguinte

sistema:

0B, 0) () + (—A)B(w, v)(t) = —P(u- Vu)(t);
B(w,v)(0) = 0.
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Agora vamos provar que P(v-Vw) € Ly(X; ,(R?)). Desta forma, tem-se que

1P V0l = [ 1PG T Ol

= [ [ 1ererst iFipe - voyol a
< [ [ et iFwe o) aca
= [ lwe 0Ol

Pelo Coroléario (lembre que a > 0, 0 > 1 e s > —1), temos que

1P Vo) s xs, / Cllvlag o

Aplique os Lemas e (lembre que (a,s,0) € ((0,+00) x (—00,0)
([0, +00) x {0} x [1,+00))) para obter

Xs+2a

T
HP(U'Vw)HLlT(xg,U)S/O Cil aUSHUHX(fJHw”XS ool 2

1
+ Coosllvl Xs"’“ [V]] Fazallw]

/ CsCoosl||v]

+ vl

x| dt

g ey ol 2

Xﬁallvl

v ]dt.

o

Denote C;C, s := Cq s Para estabelecer que

O 1 o

T
1P Vo) 13 sy < Cano / o

+Cm/

2a HUH 420 ||U)||Xs dt

s T vlagpllwllag Tdt.

(4.20)

x (1,400)) U

< oo [ s 1000z} 50 (O, P ]y

te(0,T

—O—C'asg/ Sup {HU
0

_1
s, }' 728 sup {[Jw(t)]
t€[0,T]
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Por conseguinte, chegamos a

T
1—-L L
1P Tl < Comelloliine loll i) [ Dol Fpn
1 T 1
+@mwmmwﬂwmﬁﬁzuwgwm. (421)

Aplicando a desigualdade de Holder (comp =2a > leq =

T
|l
0

@) (ver Teoremall.1), infere-se

que

1 T 1

L T 1 20 15 20 -
Ty dt = [/ (Hw\;;m) dt} [/ 17221 dt]
0 " 0
T i T 1_Z
— [/ Hw‘ XS+2°‘dt:| |:/ 1 dt]
0 0

— 7! 2a||wy|L1 . (4.22)
onde 1 — i > 0. Analogamente, obtemos
T 1
AuwfmﬁST ol e, (4.2

Portanto, substituindo ( e em (4.21]), encontramos

1
1P Vw)llzy sy < Cos T2 [0l gty 0 o Hw\Ll(Xgm)

1
+ CaasTl 2a ||w||L°°(XS ||U||L°° xXg )H,UHLl XS+2CX)
= Oa,a,sTl_i[HUHLOO Xéo)“w“Lo" XE o ||w| L1 XS+2&)
1
+ ||u}HLOo XS ||,U||L°O EO)H/U| Ll (Xs+2a)]

Com isso, podemos escrever

IP(- V)l xz,) < CaosT' > [HUHXTQHWHXTZ"lelxm+||WI|XTQI|U||XT2“||UHXTQ]
= Cos T2 [Hv||XTa||wHXTa+||W||XTQ||U||XM]

= 2000, T2 [0 ., 0] .- (4.24)

Desde que v,w € Xr, (ver definicao , segue que o lado direito da desigualdade obtida
em (4.24) ¢ finito. Por conseguinte, P(v Vw) € Lp(X;,). Aplicando Teoreman ii) (com
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p=1)e (4.24) (com 2C, 55 =: Cyps), encontramos

1B(w, 0)[ g, g2y < 1B(0,w)(0)[laz, + [|1P(v - Vw) ()]s e,

1
= [|P(v- Vw)lpyxs,) < 2Ca0sT' 2 [wllag . 0]l 270
para todo w,v € Xr,. Além disso, Teorema i) e (4.24) implicam que

1 B(w, )| g xz,,) < 1B, 0)(0)][az, + [[P(v- Vw) ()] 11z,
_ 1
= [[P(v- V)| 1y s,y < 2Ca0sT 2 Jwlap 0] 27

para todo w,v € Xr,. Deste modo, por (4.25) e (4.26)), resulta que

1B(w, v)lle7, = 1 B(w, )£ x,,) + [ B(w, 0)l[ 1y (g 120

1
< 4Ca,a,sT1_ 2a ||w||XT,a ||U||XT,a7

(4.25)

(4.26)

(4.27)

para todo w,v € X7 ,. Isto nos garante que B é um operador continuo em X, x X7, para

cada T > 0 fixo.

Para finalizar a prova deste teorema, vamos estimar e *(=2)"

as suposicoes do Teorema [2.1, Deste modo, o Lema implica que

et g . / €517 | Fle A g ()] de
B / €frecle =19 g )] dg
R3
< / €1e97 sup {e6 Y m(€)] de.
R3 te[0,T]

_ 2a , . ~ ~ _ 2a .
Como e il € uma aphca@ao decreseente, entao sup {e el } =1 e, assim,
t€[0,T]

1
le™ A o[z, < /3 €517 [t ()] d€ = [Juolls,,,
R
para todo t € [0,7]. Com isso, passando ao supremo em ¢ € [0, 7], encontramos

e woll e ) <l
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Por outro lado, ¢ simples ver que o Lema [2.1|e o Teorema[1.9 nos permitem concluir que

T
||€_t(_A)au0||L%(X;i;2a) — / ||€—t(—A)au0|
0
T 1
- / lelrEen T et R o (€)]] de dt
0 R

= [ terrme aol ([ L) (29)

X;;Za dt

Note ainda que podemos escrever

T _ Tl
1—e 1
e ISP gt = < (4.30
/o P 7l )

Assim, substituindo (4.30]) em (4.29), deduz-se que

—t(—A)~ s+2a 1 a F i~
e S oy oy < [ I et (6 de
e R3 €]
1
- / lele €17 o (€)] dg = [Juo]lx,,- (431)
R

Consequentemente, por (4.28)) e (4.31)), concluimos que

e 2 || xy, < 2o

X5, (4.32)

Observe que, por hipdtese, a > % Assim, escolha T =T, com

_ 1 3oy
0<T<[ } ,
320(1,0,3”“0' de,a

onde C,, s ¢ a constante positiva obtida em (4.27)), resulta de (4.32)), que

1
320(1,0,3 ||u0 HX(f,a,s

-k « 711" 2a
AU, T D gy, < 3200 )] g, =1

Logo, pelo Teorema existe uma tnica solugao branda local u € X7 para as Equagoes de
Navies-Stokes (4.18)), satisfazendo a seguinte desigualdade:

Julla,, < 2||€_t(_A)an||Xm-
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Assim, pelo que foi obtido em (4.32)), encontramos

ullag , < 4lluollas, -
Ou ainda,
[l s o) + [l g2y < Alluolls -
Isto prova o teorema em questao.
[

Vimos no Teorema que a solucao u para as Equagoes de Navier-Stokes (4.18)) satisfaz

a pertinéncia u € LL(A;75**(R?)). Abaixo, mostraremos que, na verdade, nossa solugao esté

sy 20
em LPT(XCL;r ? (R3)), para todo p > 1.

Corolario 4.2. Suponha que a > 1, (a,s,0) € ((0,400) x [—1,0) x (1,400)) U ([0, +o0) x
{0} x [1,+00)) e ug € X:,(R?). Seja

u € Cp(Xy,(R?)) N Ly (X, 27 (R?))

a solugao local obtida no Teorema pam as Equagoes de Navier-Stokes (4.18). Afirmamos

que

ot 20
we I(Xoy ” (RY), Vp>1.

Demonstragdo. Esta prova apresenta explicagoes semelhantes as utilizadas no Coroldrio [.1]

Sendo assim, simplificaremos os detalhes das manipulagoes determinadas abaixo.

Primeiramente note que a primeira equagao do sistema de Navier-Stokes (4.18)) pode ser

reescrita na forma
ur + (—A)*u = —P(u - Vu).

onde P é o projetor de Helmholtz, dado na defini¢ao Consequentemente, (4.18)) torna-se

{ ug + (—A)*u = —P(u - Vu);
u(+,0) = up.
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Além disso, como em (.24)) (ver prova do Teorema, usando que u € X7, = C7(X;,(R?))
NLL(X;52*(R?)) (ver definigao [1.26), conclufmos que P(u-Vu) € LL(X; ,(R?)). Além disso,
por hipdtese, uy € Xj’U(R?’). Com isso, podemos aplicar o Teorema ii) para inferir que

s 2o
u € L(Xey ® (R?)),

para todo p > 1. Isto finaliza a prova deste corolario.
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