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Resumo

Nessa dissertacdo estudamos as dlgebras de “Blowing-up”de ideais perfeitos de codimensao
dois em trés varidveis. Nosso interesse € discutir propriedades dessas dlgebras tais como equacdes
de definicao, Cohen-Macaulicidade e normalidade. O modelo de ideal que aqui abordamos foram

considerados por [10] e [20].

Palavras Chave: Algebra de Rees, Cohen-Macaulay, Normalidade.



Abstract

In the dissertation we study the “Blowing-up”algebras of perfect ideals of condimension 2 in
three variables. We pretend to discuss the algebras properties such as definition equations, Cohen-
Macaulity and normality. The type of ideal that we approached in this paper was considered by
[10] e [20].

Keywords: Rees Algebra, Cohen-Macaulay, Normality.
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Lista de simbolos

Simbolo Descricao

Im(@) imagem de um homomorfismo ¢

ker ¢ nicleo de um homomorfismo ¢

ZA(M) conjunto dos divisores de zero de um A-médulo M

Assa (M) conjunto dos primos associados de um A-mdédulo M

Mina (M) conjunto dos primos associados minimos de M

Suppy, M conjunto suporte de um A-médulo M

dim A dimensdo de Krull do anel A

wM) nimero minimo de geradores de um médulo M

Sym(M) dlgebra simétrica de um médulo M

Ra(I) algebra de Rees do ideal 1

altl altura de um ideal I

Li(p) ideal gerado por todos os menores de ordem t da matriz ¢
dim .proj, M | dimensao projetiva de um A-médulo M

grade(I, M) | grade de Iem M

prof, (M) | profundidade de um A-médulo M

N: M condutor de um A-mdédulo M em um submédulo N.

Gl (k) grupo das matrizes quadradas de ordem n invertiveis com entradas em k




Introducao

Seja I um ideal de um anel Noetheriano A. A dlgebra de Rees de I € uma constru¢ao que reine o
anel A e todas as poténcias do ideal I em um tnico anel. Precisamente, ela € definida pela seguinte
igualdade:

RA(D) =) I™t" C Altl.

neN
Este ¢ um exemplo das chamadas dlgebras de blowing-up. Outros exemplos dessas dlgebras

Sa0:

gr (A) = @ I™/1™ ! (anel graduado associado de 1).

neN

Sym (1) (digebra simétrica de 1).

R (1) = EB 1™t ¢ Alt] (dglgebra de Rees simbdlica de 1).

neN

Para (A, m) local (ou (A, m) graduado standard com ideal irrelevante homogéneo m), Fa (1) =
RA(1)/mRA (1) (fibra especial de 1).

A terminologia utilizada para designar estas dlgebras tem origem na geometria birracional
através do problema de resoluc¢do de singularidades. Um processo utilizado para tratar esse pro-
blema é o da explosdo de uma variedade ao longo de uma subvariedade. Ocorre que a realizacdo
algébrica dos principais elementos desse processo sdo descritos pelas dlgebras de “blowing-up.”

Uma outra situacdo geométrica onde as dlgebras de “blowing-up” tem importante significado
€ quando o ideal I € gerado por polindmios homogéneos fi,...,f, de mesmo grau g num anel
de polindmios A = klxy,...,xn] com coeficientes sobre um corpo k. Nessa situagdo, podemos
considerar o mapa racional § = (f; : --- : f;p) : P! ——» P™~1_ Acontece nesse contexto os

seguintes fatos:

e A dlgebra de Rees Ra (I) corresponde ao ideal de coordenadas bi-homogéneas do fecho do

grafico do mapa racional §.
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e A fibra especial F (I) corresponde ao anel de coordenadas homogéneas do fecho da imagem

do mapa racional §.

Do ponto de vista algébrico as dlgebras de “blowing-up”s@o importantes, pois capturam informagdes
homoldgicas das poténcias do ideal I. Por exemplo, a fun¢do de Hilbert da fibra especial F5 (1)
calculada em um inteiro positivo t fornece o nimero minimo de geradores da poténcia I*.

Nesse trabalho nosso objetivo é estudar a dlgebra de Rees R (1) na situagdo em que A é um
anel de polindmios com coeficientes sobre um corpo algebricamente fechado k e I é um ideal
gerado pelos menores maximais de uma matriz de ordem n x (n— 1) com entradas lineares em A.
O estudo da dlgebra de Rees desses ideais € tema de bastante interesse na dlgebra comutativa. Por
exemplo, uma pequena lista de trabalhos nessa perspectiva compreende os seguintes artigos: [10],
[15], [18], [20], [21] e [24].

De forma mais precisa, nosso foco nessa dissertacao serd no caso em que A = k[x,xp,x3] e [

¢ o ideal gerado pelos menores maximais de uma matriz com o seguinte formato:

X1 + £ €1,2 ﬂl,n,]
82,1 €2,2 e e2,n—1

¢ = : : .. : (1)
ﬂn,l en,Z oo en,n—l

ondefeli; (1 <i<n, 1<j<n—1e(ij)#(1,1))sdo formas lineares que dependem apenas

das varidveis x, e x3. Denotando por fy,..., f,, os menores (ordenados e com sinal) de ¢ temos
I = (f,...,fn) e Ra(I) = A[fit,...,f,t]. O nossa meta serd responder questdes do seguinte
tipo:

(Q1) Qual é o niicleo do homomorfismo de k-dlgebras

k[x1,X2,X3,t1, oo 7tn] - RA(I) (Xi — Xivti — flt)?

(Q2) Ra(I) é um anel Cohen-Macaulay?

(Q2) Ra(I) é um anel normal?

Para tratar dessas questdes dividimos o texto em cinco capitulos. Nos quatro primeiros capitulos
nos dedicamos em fazer uma apresentacio sucinta de todas as no¢des e resultados de dlgebra comu-
tativa que se fazem necessdrios para entender e resolver os principais problemas do trabalho. Ex-
plicamos conceitos como Cohen-Macaulicidade, normalidade, anéis graduados, dlgebra de Rees,
birracionalidade, etc. Como esses primeiros capitulos se tratam de resultados bem estabelecidos,

as demonstracdes sdo omitidas e as remetemos a referéncias cldssicas tais como [1], [2], [11],
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[14] e [17]. Compensamos a falta dessas demonstragdes apresentando exemplos para explicar os
conceitos e teoremas. Acreditamos que essa € uma atitude positiva, uma vez que nas referéncias
tradicionais ndo € muito comum a apresentacio de exemplos com cdlculos explicitos. Finalmente,

no ultimo capitulo nos dedicamos a responder completamente as questdes (Q;), (Q2) e (Q3).
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Capitulo 1

Preliminares

O objetivo desse capitulo € situar o leitor menos experiente sobre as principais nogdes e resultados
basicos de dlgebra comutativa que serdo necessdrios para chegarmos ao objetivo principal desse
trabalho. Por esse motivo, ndo realizaremos provas das proposicdes e teoremas aqui enunciados.
Em vez disso, focaremos nossa atencao em mostrar como esses resultados podem ser aplicados

através da exibicdo de uma série de exemplos.

1.1 Primos associados e decomposicao primaria

Seja M um mdédulo sobre um anel A. Um ideal primo P de A € dito primo associado de M se existe
um elemento x de M tal que P = 0 :o x. O conjunto de todos os primos associados de M serd
denotado por Assa (M). Os elementos minimais de Ass, (M), com respeito a relagao de inclusio,
sdo chamados de primos associados minimos de M. Denotaremos a cole¢@o dos primos associados
minimos de M por Mina (M). Os primos associados de M que ndo pertencem a Mina (M) serdo
chamados de primos associados imersos de M.

Na proposig¢ao a seguir, bem como no resto do texto, usaremos Z 5 (M) para denotar o conjunto
dos divisores de zero de um A-médulo M (recordemos que, por definicdo, Za (M) é o conjunto

de todos os elementos a € A tal que ax = 0 para algum x € M nio nulo).

Proposicao 1.1.1. Seja A um anel noetheriano e M um A-mddulo finitamente gerado. Entdo:
(a) Assa (M) évazio se, e somente se, M = 0.
(b) Assa (M) é um conjunto finito.
(©) ZA(M) = Upeagsam) P-

(d) Se N é um submddulo de M entdo Assa(N) C Assa (M) C Assa(N) U Assa(M/N).
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Prova. Ver [17, Theorem 6.1, 6.3, 6.5]. O

Seja M um médulo sobre um anel A e N um submédulo de M. E verificivel que as seguintes

condigdes sdo equivalentes:

(a) Assa(M/N) tem um tdnico elemento.
(b) ZA(M/N) =+N: M.

(c) Dadosa € Aex € Mtaisque ax € Nentaoa € vVN: Moux € N.

Se N satisfaz uma (e portanto todas) dessas condicdes dizemos que N € um submodulo primdrio
de M. Além disso, se P € o tnico primo de Assa (M/N), também dizemos que N é submédulo

P-primdrio de M.

Observacao 1.1.2. Seja I um ideal de um anel A. Dizer que I é um ideal primdrio de A significa
que I € um submodulo primério de A. Observe que I : A = [. Assim, I € ideal primério se satisfaz

as seguintes condi¢oes:
(a) Assa(A/I) tem um tnico elemento.
(b) ZA(A/T) = V1.
(c) Dados a,x € A tais que ax € Ientio a € vIoux € I.

Exemplo 1.1.3. Seja P um ideal primo de um anel A. Notemos que nesse caso a condicdo (c) da

Observacao 1.1.2 € automatica. Assim, todo ideal primo € primdrio.

Exemplo 1.1.4. Seja m um ideal maximal de um anel A. Afirmamos que para qualquer inteiro
positivo n o ideal m™ € primdrio. Para provar essa afirmacéo iniciamos observando que Z (A/m™)
€ ndo vazio pois A/m™ # 0. Dito isso, suponhamos P sendo um primo associado de A/m™. Entdo,
P = 0 : x para algum x € A/m™ ndo nulo. Em particular, temos m™x = 0, ou seja, m™ C P.
Como P € primo, segue dessa inclusdo que m C P. Pela maximalidade de m segue que P = m.
Dessa forma, Assa (A/m™) = {m}. Portanto, da Observagdo 1.1.2(a) segue o afirmado.

Definicao 1.1.5. Seja N um submdédulo de um A-médulo M. Uma decomposigcdo primdria de
N em M € uma intersecao N = ﬂ{zl Q; onde cada Q; ¢é submddulo Pi-primdrio de M. A
decomposi¢do priméria N = (;_, Q; € dita reduzida se Assa(M/Qi) # Assa(M/Q;) sem-
pre que i # j e N ndo pode ser expresso como intersecao de uma subcole¢do prépria dos Q;.
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Exemplo 1.1.6. Seja A = k[x,y,z| um anel de polindmios em trés varidveis com coeficientes
sobre um corpo k e I = (xy,xz,yz). Claramente, cada gerador do ideal I pertence a interse¢ao
(x,y) N (x,z) N (y,z). Agora, suponhamos que f é um elemento arbitrdrio da interse¢do (x,y) N

(x,z) N (y,z). Em particular, existem a;, b; € A, com 1 < i < 3, tais que
f=ax+ by =ax+ brz=azy + bsz.
Dessas igualdades segue, por exemplo, que:
ax =(a3—b)y+bsz e by=(a—a)x+ byz

Logo, ajx € (y,z) e bjy € (x,z). Como (y,z) e (x,z) sdo ideais primos de A com x ¢ (y,z)
ey ¢ (x,z) entdo a; € (y,z) e by € (x,z). Assim, existem &4, 3; € A, com i = 1,2, tais que
a; = oy + xz e by = Byx+ Poz. Desse modo, T = (& + B1)xy + oxxz + Boyz, ou seja, f € L.
Com isso segue que a interse¢do (x,y) N (x,y) N (x,y) estd contida no ideal I. Portanto, temos a
igualdade

I=(x,y)N(x,z) N (y,z).

Como cada membro dessa intersecdo € ideal primo, segue que esta € uma decomposi¢do primdria

para o ideal I.

Exemplo 1.1.7. Seja A = k[x,y] um anel de polindmios em duas varidveis sobre um corpo k
e I = (x?,xy). Considere a interse¢do (x) N (x,y)?. Claramente, os geradores de I pertencem a
intersegdo citada. Além disso, seja f € (x) N (x,y)?. Observe que (x,y)*> = (x?,y%,xy), assim,

existem a, b, c,d € A, tais que
f = ax = bx? + cy? + dxy.

Desse modo:
cy? = ax — bx* — dxy.
Entdo, cy? € (x). Como (x) é primo € y> ¢ (x), temos que ¢ € (x). Logo, existe p € A, tal que
¢ = px. Entdo, f = bx? + cy? + dxy = bx*> + pxy® + dxy € (x*,xy) = 1. Desse modo,
I=(x)N{xy).

Pelo Exemplo 1.1.3 segue que (x) € primdrio e pelo Exemplo 1.1.4 segue que (x,y)? também ¢é

primério. Portanto, I = (x) N (x,y)? é uma decomposi¢do primdria de I.

Teorema 1.1.8. Seja M um mddulo finitamente gerado sobre um anel noetheriano A ¢ N um

15



submddulo de M. Entdo N admite uma decomposi¢do primdria reduzida N = (\i_, Qi. Além

disso,

(i) Assa(M/N) = {\/Q;: M,....v/Q, : M}. Em particular, os radicais \/Qi : M em uma

decomposicdo primdria reduzida de N em M sdo unicamente determinados pelo quociente
M/N.

(ii) Os submddulos primdrios Qi que correspondem aos primos associados minimos de M /N

sdo unicamente determinados pelo quociente M /N.
Prova. Ver [16, Theorem 3.2]. O

Exemplo 1.1.9. Seja A = k[x,y,z] um anel de polindmios em trés varidveis com coeficientes
sobre um corpo k e I = (xy, xz,yz). No Exemplo 1.1.6 vimos que uma decomposi¢ao priméria
de I é:

I=(x,y)N{x,z) N (y,z).

E imediato observar que essa é de fato uma decomposi¢do primdria reduzida. Segue do teorema

da decomposi¢@o priméria que para esse exemplo temos:
Assa(A/1) =Mina (A/T) ={(x,y), (x,2), (y,z)}.

Observacao 1.1.10. Seja A um anel noetheriano e I um ideal de A. Afirmamos que um ideal
primo P € primo associado minimo de A/I se, e somente se, P € minimo (com respeito a ordem
de inclus@o) entre os ideais primos de A que contém I. Com efeito, suponhamos que I = (;_, Q;
seja uma decomposicdo primdria de I. Se P ¢ um elemento minimo na colecao dos ideais que
contem [ entdo, em particular, P D ();_, Qi. Como P € ideal primo, P contém um certo Q;. Logo,
P = VP O v/Qi. Como +/Q; é ideal primo e contém I segue da minimalidade de P que P = /Q;.
Obviamente, /Q; é primo associado minimo, pois caso contrdrio, P = /Q; ndo seria primo
minimo (em relacdo 2 inclusdo). Por outro lado, consideremos 1/Q; sendo um primo associado
minimo de A/I. Seja P; um ideal primo tal que I = ();_, Qi C P; C +/Q;. Da primalidade de
P, segue que Q; C P; para algum j. Logo, \/@ C P; € v/Qji. Como /Q; é primo associado
minimo devemos ter v/Q; = 1/Qj, ou seja, P = /Qi. Sendo assim, /Q; é minimo entre os
ideais primos que contém I.

1.2 A dimensao de Krull

Seja A um anel. Dizemos que uma cadeia de ideais primos de A da forma Py C P, C --- C P,

tem comprimento n.. A dimensdo de Krull de A, denotada dim A, é o comprimento maximo de
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uma cadeia de ideais primos Pp C P; C --- C P, em A. Se ndo existe uma cota superior para os
comprimentos das cadeias de ideais primos de A entdo dizemos que dim A = oc.

A altura de um ideal primo P de A, denotada alt(P), é o supremo dos comprimentos das
cadeias de ideias primos Py C Py C --- C P,, = P. Segue das defini¢cdes de altura e dimensao e
das propriedades de localizagdo que

alt(P) = dim Ap. (1.1)

A defini¢do de altura para um ideal arbitrdrio I C A é realizada através da igualdade

alt(I) := min{alt(P) |P € Mina (A/I)}. (1.2)
Enunciamos agora um dos principais resultados da teoria da dimensao

Teorema 1.2.1 (Teorema do ideal principal de Krull Generalizado). Sejam x1, ..., x, elementos de
um anel noetheriano A e I = (xy, ..., x,). Entdo para cada P € Min(A /1) tem-se alt(P) < r. Em

particular, alt(I) < r.

Prova. Ver [11, Theorem 10.2]. O
Exemplo 1.2.2. Seja A = k[x,,...,Xx,] um anel de polin6mios em n varidveis com coeficientes
sobre um corpo k. Para cada 1 < i < n, consideremos o ideal primo P; = (xi,...,x;). A cadeia

de ideais primos (0) C P; C --- C Py implica que alt(P;) > 1. Por outro lado, pelo teorema do
ideal principal de Krull generalizado segue que alt(P;) < i. Portanto, segue dessas desigualdades

que alt(P;) = 1i.

Exemplo 1.2.3. Seja A = k[x,y,z| um anel de polindmios em trés varidveis com coeficientes
sobre um corpo ke [ = (xy,xz,yz). No Exemplo 1.1.9 obtemos que

Mina (A/T) ={(x.y). (x.2). (y.2)}

Assim, por defini¢ao,
alt(1) = min{alt(x, y), alt(x, z), alt(y, z)} (1.3)

Mas, pelo exemplo anterior, alt(x,y) = alt(x, z) = alt(y, z) = 2. Logo, alt(I) = 2.

Exemplo 1.2.4. Sejam A = k[x, y, z, t;, t5, t3] um anel de polindmios com coeficientes sobre um
corpo ke I = (t;z — toy, thy — t3x). Podemos olhar t;z — t,y como um polindmio de grau 1 na
varfavel z com coeficientes em k[x, y, t;, t,, t3]. Aplicando o critério de Eisenstein neste polindmio

concluimos que ele é um irredutivel. Observe que o ideal (t;z — t,y) estd propriamente contido
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em [ pois, t,y — t3x ndo pode ser mdltiplo de t;z — t,y, uma vez que t,y — t3x tem grau zero na

varidvel t;. Assim, se P € Mina (A/I) entdo temos a seguinte cadeia de ideais primos:
{0} C (tiz—ty) C P.

Logo, alt(P) > 2. Com isso, segue que alt(I) > 2. Por outro lado, pelo Teorema 1.2.1 segue que
alt(I) < 2. Portanto, dessas duas desigualdades segue alt(I) = 2.

Uma importante classe de ideais nesse trabalho serd a dos ideais gerados por menores de tama-
nho fixo de uma matriz. Mais especificamente, considere ¥ sendo uma matriz de ordem m x n
com entradas em um anel A. Para cada 1 < t < min{m,n}, denotaremos por I, (¥) o ideal de
A gerado por todos os menores de ordem t da matriz V. Para ideais desse tipo temos a seguinte

estimativa para a altura:
Teorema 1.2.5. alt([,(V)) < (m—t+1)(n—t+1).

Prova. Ver [2, Theorem 2.1]. O

Seja M um A-médulo. A dimensdo de Krull de M, também denotada por dim M, € a dimensao
de Krull do anel A/0 : M. Um fato notdvel da dimensao de Krull de um A-médulo M € que ela é
detectavel através dos primos minimos de M. De fato, pode ser provado que

dim M = max{dim A /P |P € Min(M)}. (1.4)

1.3 Sistema de Parametros

No caso em que (A, m) é um anel noetheriano local também podemos obter a dimensao de um

A-moédulo M através da nogdo de sistema de pardmetros.

Definicao 1.3.1. Seja (A, m) um anel noetheriano local e M um A-mddulo finitamente gerado.
Um sistema de pardmetros de M € um conjunto de elementos ay, ..., as, com s menor possivel,
tal que dimM/(ay,...,as)M = 0.

Como na defini¢do de sistema de pardmetros estamos supondo que (A, m) é anel noetheri-
ano local entdo m € finitamente gerado. Assim, podemos supor Xi,...,X, € A tais que m =
(X1s...,Xn). Por razdes Gbvias, (x1,...,xn) C 0: M/(x],...,Xn)M. Assim, como (xy,...,Xy)

¢ ideal maximal, (x,...,Xxy) =0: M/(x1,...,x,)M. Logo,

dimM/{(x1,...,x )M =dim A /{x4,...,xn) = 0.
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Com essa igualdade segue que realmente a no¢d@o de sistema de parametros estd bem definida.
A conexdo entre os sistemas de pardmetros e a dimensao de Krull de um A-mddulo € dada pelo

seguinte teorema

Teorema 1.3.2. Seja (A, m) um anel noetheriano local e M um A-mddulo finitamente gerado.

Entdo a dimensdo de Krull de M ¢ igual a cardinalidade de um sistema de pardametros de M.
Prova. Ver [11, Proposition 10.8 (c)]. O

Observacao 1.3.3. A maneira de se obter um sistema de parametros a,, ..., as, (lembrando que
s = dim M) é baseada na igualdade (1.4) e € realizada da seguinte maneira: Iniciamos definindo
S sendo a unido de todos os primos associados minimos de M tais que dimM = dim A /P. Feito
isso, escolhemos a; € A\ S;. Para uma tal escolha, é possivel provar que dimM/(a;)M =

dim M — 1. Agora, suponhamos escolhidos a,..., a;_ tais que

dimM/{ai,...,a; )M =dimM — (i—1).

Definimos S; sendo a unido de todos os primos associados minimos de M/(ay, ..., a;_1)M tais
quedimM/(ai,...,a; ;)M = dim A/P. Feito isso, escolhemos a; € A\S;. Para uma tal escolha
teremos

dimM/{a,...,ai)M = dim(M/{(a,...,a; )M)/((ay,...,ai)M/(a;,...,a; 1)M)
= dimM/{a,...,a; )M —1
— dimM—(i—1)—1
= dimM —1i

Procedendo dessa maneira encontraremos ao final de s etapas um sistema de parametros para M.

1.4 Anéis e moédulos graduados

Seja A um anel com identidade. Dizemos que A é um anel Z-graduado (ou simplesmente, anel

graduado) se existir uma decomposi¢ao

A=@Ai="'@A_Q@A_l@Ao@Al@Az@'”,

em grupos abelianos Ay, tal que AjA; C Ay para cada i, € Z. Esta nogdo também € genera-
lizada para A-mdédulos. Com efeito, dizemos que um A-mddulo M € Z-graduado se existir uma

decomposi¢ao
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M=@Mi="‘@M—2@M—1®MO@M1@M2@"'a

em grupos abelianos M, tal que A;M; C M, paracadai,j € Z.

Segue diretamente da definicdo que cada elemento x € M se escreve de forma tnica como

X=:-+X_|+X+X + -

com cada x; € M, e diferentes de zero apenas para uma quantidade finita de indices i € Z. Para
cada i € Z, chamaremos o grupo abeliano M; de parte homogénea de grau i do A-médulo M e
cada elemento x de M serd chamado de elemento homogéneo de grau i. Escreveremos deg(x) = i

significando que x € M.

Exemplo 1.4.1. Seja R um anel. O protétipo padrdo de anel Z-graduado € o anel de polindmios
em n-variaveis A = R[xy, ..., xn]. Fixemos uma n-upla de inteiros (di,...,d,) € Z™. Podemos

definir as partes homogéneas nesse caso da seguinte maneira:
L] AO = R.

e Paracadai € Z \ {0}, A; é o R-médulo gerado por todos os mondmios x| - - - x&n tais que
o« dy + -+ xndy, =1i(seaequacdo xd; + - - - + x,d,, = indo tem solucdo (xy, ..., xn)
entdo A; = {0)).

Pode ser verificado que A = @), A é um anel Z-graduado. Em particular, paracada 1 <1< n,
a varidvel x; € um polindmio homogéneo de grau d;. Na situacdo especialemque d; =--- =d,, =
1 temos a graduacdo usual do anel de polindmios A = R[xy,...,x,]. Observe que na graduagao
usual o polindmio f(x,y) = x*> +y € R[x,y] ndo é homogéneo. Todavia, se considerarmos
a graduacdo em que deg(x) = 1 e deg(y) = 2 temos que f(x,y) = x> + y é um polindmio

homogéneo.

Observacao 1.4.2. Se M, ..., M,, sio A-md6dulos graduados entdo M - - - & M, tem estrutura
natural de A-mddulo graduado. A i-ésima parte graduada de M; & - - - & M, nesse caso € definida
por

(My @ - & Mqp)i = (Mi)i @ - © (M)

Em particular, para qualquer inteiro positivo n o A-mddulo livre A™ € graduado.
Proposicao 1.4.3. Seja A = @, Ai um anel graduado. Entdo Ao é um subanel de A.

Prova. Pela definicao de anel graduado segue que A, € fechado para as operacdes de adi¢do e

multiplicag¢do e que o zero de A pertence a Ay. Assim, resta provar que a identidade de A pertence
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a Ay. Para isso, escrevemos
l=---4+a 1+a+a +---, (1.5)

onde a; € A; para cadai € Z. Seja { € 7Z ndo nulo. Multiplicando (1.5) a esquerda por a,
obtemos:
a=---+aqa ;+aqay+ aa;+--- (16)

Assim, da unicidade da escrita dos elementos de A como soma de elementos homogéneos, segue
que agax = 0 se k for ndo nulo e a; = agay. Por outro lado, multiplicando (1.5) a direita por a
obtemos:

aoz---+a,1a0+a§+a1ao+--- (1.7)

Mais um vez usando a unicidade da escrita dos elementos de A como soma de elementos ho-
mogéneos obtemos agay = 0 para cada { € Z ndo nulo. Mas ji haviamos deduzido antes que

ap = aeqg para cada £ € Z nao nulo. Portanto, 1 = ay e segue dai que 1 € A,. O

Segue da proposi¢do acima que a inclusdo de anéis Ay — A confere ao anel graduado A
estrutura de Ay-dlgebra. Dizemos nesse caso que A é uma Ag-dlgebra graduada.

Sejam M = @, Mi e M’ = ;., M{ médulos graduados. Um homomorfismo de A-
moédulos @ : M — M’ é dito um homomorfismo de A-mddulos graduados se @(M;) C M/ para
cadai € Z.

Seja M um A-mddulo graduado. Um submddulo N de M € chamado de submaodulo graduado
se N é um mddulo graduado tal que o mapa inclusdo é um homomorfismo graduado. Os A-

submodulos graduados de A sdo chamados de ideais graduados (ou ideais homogéneos) de A.

Proposicao 1.4.4. Seja @ : M — M’ um homomorfismo de A-mdédulos graduados. Entdo ker (@)
é submodulo graduado de M.

Prova. Sejax = ZieZ X; € ker () a escrita (iinica) do elemento x € M como soma de elementos
homogéneos. Como ¢ ¢ homomorfismo graduado temos que @(x;) C M;{ e assim, @(x) =
Y iz @(x¢) é a escrita (nica) de @(x) € M’ como soma de elementos homogéneos. Por outro
lado, como x € ker (@), @(x) = 3 ., @(x{) = 0. Mas isso ocorre se, e somente se, @(x;) =0

para cada i, ou seja, X € ker (@) se, e somente se, cada x; € ker (¢) N M. Portanto, ker (¢) =
Ziez(ker (@) N My).

O

Dados dois anéis graduados A = @, ., Ai e B = ;. Bi dizemos que um homomorfismo
de anéis @ : A — B é um homomorfismo de anéis graduados se @ (A;) C B; paracadai € Z. De

forma andloga a Proposicao 1.4.4 temos aqui o seguinte resultado

Proposicio 1.4.5. Sejam A = @; ., Ai e A’ = @, A{ anéis graduados. Se ¢ : A — A’ é um

homomorfismo de anéis graduados entéo Ker (@) é um ideal homogéneo de A.
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Prova. A prova nesse caso ¢ uma mera adequacgdo da feita para a Proposi¢do 1.4.4. O

Dado um A-médulo graduado M = €;., M; e a € Z podemos definir um novo médulo

graduado, denotado M(a), da seguinte maneira

M(a) := G M(a),
iez
onde M(a); = My o para cada i € Z. Note que os elementos de M e M(a) sao os mesmos, a

unica diferenca estd nos graus dos seus elementos.

Exemplo 1.4.6. Seja A um anel graduado arbitrario. Naturalmente, A ¢ um A-mddulo graduado
sobre ele proprio. Nessa perspectiva, o elemento identidade de A tem grau zero. Todavia, no

A-médulo graduado A(a), com a € Z, a identidade de A terd grau —a.

O que podemos esperar sobre 0s primos associados de um mddulo graduado? A proposicao a

seguir nos d4 uma resposta para essa questao.

Proposicao 1.4.7. Seja M um médulo graduado sobre uma anel graduado A. Entdo os primos

associados de M sdo ideais graduados de A.

Prova. Ver [1, Lemma 1.5.6]. O
No decorrer desse trabalho serd necessdrio considerarmos também anéis bi-graduados. Dize-

mos que um anel A € bi-graduado se existir uma decomposicao

A= P Awy

(ij)ez?

em grupos abelianos A (i ;), tal que A (15 A1) C Aitir4,) para cada (i,3), (1,j') € Z*.

Para cada (i,j) € Z?, chamaremos o grupo abeliano A (i ;) de parte bi-homogénea de bi-grau
(i,j) do anel A. Cada elemento a de A(;;) serd chamado de elemento bi-homogéneo de bi-grau
(i,j). Também temos aqui que a parte bi-homogénea A ) é um anel, cada A (i) € um A gg)-

modulo e que A € uma A )-dlgebra.

Exemplo 1.4.8. Seja R um anel e A = R[xy,...,%Xn,Y1,...,Yml um anel de polindmios sobre R.
Fixando (di,...,d,) € Z™ e (ej,...,em) € Z™ observamos que
A= EB A(i)
(i.j)ez?

¢ um anel bi-graduado onde:

[ ] A(Q,Q) = R
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e Para cada (i,j) € Z*\ {(0,0)}, definimos A(;;) sendo o R-médulo gerado por todos os
mondmios x{' - - -xf{nyf” ~yPmotaisque o dy -+ ondy, =1ieBrer -+ Bmem = .

De forma inteiramente andloga ao caso graduado, podemos definir ideais bi-homogéneos e
homomorfismos de anéis bi-graduados. Também pode ser verificado de modo completamente
semelhante a Proposi¢ao 1.4.5 que o nicleo de um homomorfismo bi-graduado ¢ um ideal bi-

homogéneo.
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Capitulo 2
Nocoes homologicas

Uma das propriedades que desejamos investigar nas dlgebras de Rees dos ideais que considerare-
mos nesse trabalho é a Cohen-Macaulicidade. Mas o que significa essa propriedade? O objetivo
desse capitulo € responder essa pergunta e listar alguns resultados fundamentais em torno da nog¢ao

de médulos Cohen-Macaulay.

2.1 Resolucao projetiva de um maédulo

Seja A um anel Noetheriano e M um A-mddulo finitamente gerado. Digamos que M = (gy, ..., gn)-
Uma sizigia de M (com respeito aos geradores gy, ..., gn) é um elemento (a;,...,a,) € A™ tal
que

ajg, +---+angn =0 2.1

O conjunto de todas as sizigias (com respeito ao conjunto de geradores dado) ¢ um submddulo de
A™ chamado de maodulo de sizigias de M. Observamos que o mddulo de sizigias é o nicleo do
homomorfismo

Qo - A" — M, €; — gy, (22)
onde os e;’s correspondem aos elementos da base candnica de A™. Digamos que ker (@¢) =
(fy,...,fm). Podemos considerar a aplicacdo

@ : A™ — An, € — Ty, (2.3)
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onde os €;’s correspondem aos elementos da base candnica de A™. Notemos que Im(¢@;) =

ker (@) e assim temos a sequéncia exata:
A™ 2L AT 25 M 0 (2.4)

Definicao 2.1.1. A sequéncia exata (2.4) € chamada uma apresentacdo livre do A-mddulo M.

A representacdo matricial de ¢; nas bases candnicas de A™ e A™ € chamada uma matriz de

apresentacdo (ou matriz de sizigias) do A-mddulo M.

Exemplo 2.1.2. Sejam k um corpo e A = k[x,y,z]. Consideremos o ideal I = (xy,xz,yz).
Observamos que z - (xy) —y - (xz) +0-(yz) =0 e O-(xy)+y- (xz) —x- (yz) =0. Logo,
(z,—y,0) e (0,y,—x) sdo sizigias de I. Agora suponhamos (a;, a,, az) uma sizigia arbitréria de I.
Entdo, a;xy + a;xz + azyz = 0. Assim, a;xy = —(axx + azy)z, ou seja, z divide a;xy. Como
z é elemento primo de A e z ndo divide xy entdo z divide a,. Em particular, a; = b,z para um
certo b; € A. Um raciocinio andlogo nos permite concluir que a, = b,y e a; = bsx para certos
by, b; € A. Desse modo, também temos byxyz + byxyz + byxyz = 0, ou seja, by + by + by =
0. Assim, (a;,as,a3) = b(z,—y,0) — b3(0,y, —x). Portanto, (z,—y,0), (0,y,—x) € A3 sdo

geradores do médulo de sizigias. Além disso, uma apresentacao livre de I é da forma

A? 2L A3 2T 4

z 0
onde a matriz de apresentacdode [é ¢, = | —y y
0 —x

De forma mais geral, o processo de construcao de g e @, em (2.4) pode ser iterado fornecendo

uma sequéncia exata da forma
©r N @
S AN B AT 2 B A P A 0 M 0 (2.5)

Uma sequéncia exata como esta € chamada de resolucdo livre de M enquanto ker ¢; | € chamado

de i-ésimo mdodulo de sizigias de M.
Definicdo 2.1.3. Um A-mdédulo P € dito projetivo se P for somando direto de um A-mddulo livre!.

Segue direto da definicdo que todo A-mddulo livre ¢ um A-mddulo projetivo. Entretanto, a
reciproca desse fato ndo € verdadeira. Por exemplo, fixemos um anel R. Consideremos o anel
A ;=R x Re os A-médulos P; := R x {0} e P, :={0} x R. Temos A = P, & P,. Logo, P, e P, sdo

'Um A-médulo M é dito livre (sobre A) quando admite uma base
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modulos projetivos. Todavia, (0, 1)P; = {0} e (1,0)P, = {0}. Em particular, P; ¢ P, ndo podem
ser A-modulos livres. Apesar da existéncia de exemplos desse tipo, existem diversas situacdes

importantes para os quais as no¢des de médulos livres e projetivos sdo equivalentes.
Teorema 2.1.4. Seja (A, m) um anel local. Entdo todo A-mddulo projetivo é livre.
Prova. Ver [17, Theorem 2.5]. O

Teorema 2.1.5 ( Teorema de Quillen-Suslin). Seja A = k[x1, ..., xn] um anel de polindmios sobre

um corpo k. Entdo todo A-maodulo projetivo finitamente gerado é livre.
Prova. Ver [16, Theorem 2.9]. O

Seja M um moédulo sobre um anel A. Uma resolugdo projetiva de M € uma sequéncia exata
o= Pr—=Py = =P =-Ph=>M=0 (2.6)

onde cada P; € um A-mddulo projetivo. Diante do que expomos anteriormente, podemos observar
imediatamente que resolucdes livres sdo casos particulares de resolucdes projetivas. Assim, em
particular, todo médulo finitamente gerado admite uma resolucao projetiva.

Dizemos que um A médulo M tem dimensdo projetiva finita se existe uma resolucao projetiva
0—P. =P — =P —=Pp—M=0. (2.7)

O menor desses 1 € chamado de dimensdo projetiva de M. Se M nao admite resolucio projetiva
como em (2.7) (isto é, resolugdo projetiva encerrando em 0) entdo dizemos que M € um A-médulo
de dimensado projetiva infinita. Usaremos a notagdo dim .proj, M para indicar a dimensdo projetiva
de um A-mdédulo M. Obviamente, um A-médulo M € projetivo se, € somente se, dim .proj, M =
0. Assim, de um certo modo podemos imaginar que o invariante dim .proj , M nos informa o quanto

o médulo M deixa de ser projetivo.

Exemplo 2.1.6. No Exemplo 2.1.2 observamos que uma apresentacdo livre para o ideal [ =

(xy,xz,yz) C A = kl[x,y,z] é da forma

A? 2L A3 2T 50

z 0
onde a matriz de apresentacdode [é | —y y | . Notemos que se (a;, a,) pertence ao niicleo de
0 —x

@ entdo (a,z, (—a; + ax)y, —asx) = (0,0,0). Dessa igualdade segue que (ai, a;) = (0,0). As-
sim, @; € um homomorfismo injetor de A-mddulos. Com isso temos que uma resolucao projetiva

para oideal I é
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0—-A2 2 A3 5150
Logo, dim .proj, I < 1.

Exemplo 2.1.7. Seja A = k[x]/(x?) onde k[x] é um anel de polindmios em uma varidvel com
coeficientes em um corpo k. Usaremos X para denotar a classe residual de x em A. Pelo teorema
da correspodéncia dos ideais em um anel quociente, segue que (Xx) é ideal maximal de A (neste

caso (x) é de fato o dnico ideal maximal de A). Consideremos o homomorfismo sobrejetor
@o:A — (X) aw— ax.

Claramente, (x) C ker ¢. Mas, pela maximalidade do ideal (X) segue que ker ¢ = (x). Com isso,

podemos criar um mapa sobrejetor
©1=@o:A —»kerpyg=(X) arr ax

cujo nicleo também serd (X). De fato, podemos repetir esse processo indefinidamente construindo

uma resolugao livre para o ideal (x) da forma

e A A P A P (%) 50

onde @; = @g paracadai € N.

2.2 Sequéncias regulares e profundidade

Seja M um A-mddulo e x um elemento de A. Dizemos que x € divisor de zero de M se existe
um elemento m € M diferente de zero tal que xm = 0. Lembremos que o conjunto de todos os
divisores de zero de M € denotado por Z, (M). Os elementos de A que ndo sao divisores de zero

de M s@o chamados elementos regulares de M (ou elementos M-regulares).

Observacao 2.2.1. Segue da Proposicio 1.1.1 e do Teorema 1.1.8 que na situacdo em que A é
noetheriano e M € um A-mddulo finitamente gerado podemos investigar os elementos regulares
de M encontrando inicialmente a decomposi¢@o primaria do submédulo nulo de M. A partir dessa
decomposi¢do primdria extraimos os primos associados de M e para obter os elementos regulares

selecionamos os elementos de A que ndo pertencem a nenhum desses primos associados.

Para ilustrar o que detalhamos na observacao acima apresentamos o seguinte exemplo
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Exemplo 2.2.2. Seja A = kl[x,y,zl, com k sendo um corpo, I = (xy,xz,yz) e M = A/L
Conforme visto no Exemplo 1.1.6, uma decomposicao primadria para o ideal I é

[={(,y) N (x2) N (Y, 2).

Com isso, Assa(M) = {(x,y), (x,z),{y,z)} e o conjunto dos elementos regulares de M serd
A — ({(x,y) U (x,z) U (y,z)). Por exemplo, sabemos que o elemento x +y +z € A — ({(x,y) U
(x,z) U(y,z)). Logo, x +y + z é um elemento regular de M.

Definicao 2.2.3. Seja M um mddulo sobre um anel A. Dizemos que x = {xq,...,x,} é uma

sequéncia regular de M (ou uma M-sequéncia) se as seguintes condi¢des sdo satisfeitas:
(a) xM # M.
(b) xi é um elemento M/(x4,...,x;_1)M-regular paracada 1 <i< n.

Uma sequéncia que satisfaz apenas a condi¢do (b) é chamada de M-sequéncia fraca.

Exemplo 2.2.4. O exemplo mais natural de sequéncia regular ocorre na situacdo em que A é um

anel de polindmios em n varidveis Xi, ..., X;; com coeficiente sobre um anel S. Uma vez que e
A/(Xl, . ,Xi_1>A =~ S[Xi, ey Xn]

segue facilmente que X; é A/(Xj, ..., X;_)-regular para qualquer 1 <1i < n.

Exemplo 2.2.5. Seja A = k[x,y, z, t;, t5, t3] um anel de polindmios com coeficientes sobre um
corpo k. Consideremos a sequéncia {t;z — toy, thy — t3x}. Como A € um dominio, temos que
t1z—tyy é elemento A-regular. Por outro lado, como visto no Exemplo 1.2.4, o anel A /(t;z—t,y)
¢ dominio. Assim, como t,y — t3x ¢ (t;z — tyy), segue que t,y — t3x é elemento A/ (t;z — tyy)-

regular. Portanto, a sequéncia {t,;z — t,y, t,y — t3x} € A-regular.
Observacao 2.2.6. Temos as seguintes consideragdes sobre a definicdo de sequéncia regular:

(a) Se (A,m) é um anel local e x C m entdo segue pelo Lema de Nakayama que a condigao (a)

da Defini¢a@o 2.2.3 € automdtica.

(b) Segue da Observagao 2.2.1 que se A € anel noetheriano e M € um A-mdédulo finitamente
gerado entdo para construir uma sequéncia regular x = {xi,...,x,} de M devemos, para
cada I < i < m, escolher um elemento x; que ndo pertenga a nenhum primo associado de
M/(x1,...,xi_1)M.
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(c) A permutagdo de uma sequéncia regular pode nao ser uma sequéncia regular. Por exemplo,
considere A = k[x, y, z], com k sendo um corpo, visto como A-mdédulo. Afirmamos que a
sequéncia {x,y(1—x), z(1—x)} é A-regular mas a permutagao {y(1—x), z(1—x), x} ndo € A-
regular. Com efeito, A, A/(x) ~ kly, z] e A/(x,y(1—x)) =~ k[z] sdo dominios. Além disso,
X, Y(1—x) ez(1—x) s@ondonulosem A, A/(x)e A/(x,y(1—y)), respectivamente. Logo,
a sequéncia {x,y(1 —x),z(1 —x)} é A-regular. Por outro lado, z(1 —x) ndo é A/(y(1—x))-
regular, poisy ¢ (y(1 —x)) ez(l —x)y € (y(1 —x)). Logo, {y(1 —x),z(1 —x),x} ndo é
A-regular. Apesar da existéncia de exemplos desse tipo existe uma hipdtese que abrange uma
enorme quantidade de situacdes onde permutacio nao afeta a propriedade de ser sequéncia
regular. De fato, se M € um mddulo finitamente gerado sobre um anel noetheriano A e
X = {X1,...,Xn} é uma M-sequéncia que estd contida no radical de Jacobson? de A entdo
qualquer permutacao de x é M-sequéncia (ver [1]). Em particular, se (A, m) € anel local e x

¢ uma M-sequéncia tal que XM # M entao qualquer permutacio de x é M-sequéncia.

Seja [ um ideal de um anel noetheriano A e M um A-mddulo finitamente gerado com IM # M.
Uma M-sequéncia maximal em 1 é uma M-sequéncia x = {x1,...,xn} C I tal que ndo pode ser

aumentada, isto €, para qualquer y € I, X’ = {xy,...,Xxn,y} ndo é M-sequéncia.

Exemplo 2.2.7. Sejam A = k[x,y,z], com k sendo um corpo, I = (xy,xz,yz), M = A/l e
m = (x,y,z). Como visto no Exemplo 2.2.2, {x +y + z} é uma M-sequéncia em m. Por outro
lado, observe que

M/{x+y+z2)M ~ kIx,y,zl/(x +y + z,1).

Mas um primo associado P de k[x,y,z|/(x +y + z,I) deve conter o ideal (x +y + z,I). Em
particular, P deve conter um dos seguintes ideais: (x+y-+z,x,y), (x+y+z,x, z) ou (x+y+z,y, z).
Mas estes trés ideais sdo iguais a m. Logo, m C P. Pela maximalidade de m segue que P = m.
Logo, Assa(M/(x +y + z)M) = Assa(klx,y,zl/{(x + y + z,I)) = {m}. Assim, ndo existe
Y € m que seja M/(x + y + z)M-regular, ou seja, ndo existe y € m tal que {x + y + z, Y} seja
M-sequéncia. Logo, {x +y + z} ¢ M-sequéncia maximal em m.

Observe que se X = {x1,...,x,} é uma M-sequéncia entdo temos a cadeia de ideais (x;) C
(x1,%) € ... € (X1,...,Xn) onde cada inclusdo € prépria. Assim, se A € anel noetheriano
toda M-sequéncia pode ser estendida para uma M-sequéncia maximal. Em particular, toda M-

sequéncia contida em um ideal I se estende para uma M-sequéncia maximal em 1.

Teorema 2.2.8. Sejam A um anel noetheriano, M um A-mddulo finitamente gerado e 1 um ideal de

A tal que IM = M. Entdo duas M-sequéncias maximais em 1 tem o0 mesmo niimero de elementos.

20 radical de Jacobson de um anel A ¢ o ideal obtido pela intersegio de todos os ideais maximais de A.
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Prova. Ver [1, Theorem 1.2.5]. O

Utilizamos esse teorema para definir o grade de I em M como o nimero de elementos de uma
M-sequéncia maximal em I. Denotaremos esse nimero por grade(I, M). Em algumas situagdes
especiais, costumamos empregar notagdes e terminologias distintas para o ndmero grade(I, M).

Por exemplo:

(1) Se (A, m) é um anel local com ideal maximal m entdo chamamos o grade de m em M de

profundidade de M e denotaremos esse niimero por profa (M).

(2) SeI =0:4 M entdo chamamos o grade de I em A de grade de M e denotamos esse nimero
por grade(M).

(3) O grade de I em A é chamado de grade de I e denotado por grade(I).
Observe que [ = 0:4 (A/I). Assim,
grade(I) = grade(A/I).

Exemplo 2.2.9. Sejam A = k[x,y,z], com k sendo um corpo, I = (xy,xz,y,z), M = A/l e
m = (x,y,z). Da discussio feita no Exemplo 2.2.7 segue que grade(m, M) = 1.

Proposicao 2.2.10. Sejam A um anel Noetheriano e M um A-mddulo finitamente gerado. Entdo
grade(M) < dim .proj, (M). (2.8)

Prova. Ver [1, Theorem 1.2.5]. O
Na situacdo especial em que a desigualdade da Proposicdo 2.2.10 é uma igualdade dizemos

que M € um mddulo perfeito. Diremos que um ideal I é perfeito se 0 A-mddulo A /I é perfeito.

Exemplo 2.2.11. Sejam A = k[x, y, z|, com k sendo um corpo e I = (xy, xz,yz). Afirmamos que
{xy, (x +y)z} C I & uma A-sequéncia. Com efeito, como A é dominio entdo xy é A-regular. Por
outro lado, os primos associados de A /(xy) sdo (x) e (y) e (x +y)z ¢ (x) U(y). Assim, (x +y)z
¢ elemento A /(xy)-regular e disso segue o afirmado. Desse modo,

2 < grade(I) < dim.proj, (A/I).
Mas pelo Exemplo 2.1.6, uma resolugao projetiva de A /I é

05A2 5 A5 A A0,
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ou seja, dim .proj, (A/I) < 2. Portanto, dim .proj, (A/1) = grade(I) = 2. Em particular, I é um
ideal perfeito.

Seja M um médulo sobre um anel noetheriano local (A, m). Suponhamos que X = {x{,...,xn} C
m € uma M-sequéncia. Pelo que jd comentamos, cada x; € escolhido no complementar em A da
unido de todos os primos associados de M/(xy,...,x; 1)M. Assim, segue da Observacao 1.3.3
que
dimM/(xq,...,x{) =dimM — 1

para cada 1 < i < n. Em particular, segue dessas igualdades o seguinte resultado

Proposicao 2.2.12. Seja (A, m) um anel noetheriano local e M um mdédulo finitamente gerado.
Entdo prof , (M) < dim M.

Uma variante dessa proposicao que nao supde uma situagao local € dado pelo seguinte coroldrio
Proposicao 2.2.13. Se A é um anel noetheriano e I C A € um ideal entdo grade(1) < alt(I).

Prova. Ver [1, Proposition 1.2.14]. O
As nogdes de profundidade e dimensdo projetiva sdo conectadas pelo célebre teorema de

Auslander-Buchsbaum
Teorema 2.2.14 (Auslander-Buchsbaum). Seja (A, m) um anel Noetheriano local e M um A-
modulo finitamente gerado. Se dim .proj, M < oo entdo:

dim .proj, M + prof , M = prof , A

Prova. Ver [1, Theorem 1.3.3]. O

2.3 Mobdulos e anéis Cohen-Macaulay

Definicao 2.3.1. Seja (A, m) um anel noetheriano local e M um médulo finitamente gerado nao
nulo. Dizemos que M é um mddulo Cohen-Macaulay se prof , (M) = dim M. O anel A ¢ dito um

anel Cohen-Macaulay se o for como A-médulo.

Em geral, se A € um anel noetheriano arbitrdrio entdo um A-mddulo M é Cohen-Macaulay se

M, é An-médulo Cohen-Macaulay para cada ideal maximal m € Supp M.

Exemplo 2.3.2. Seja A um anel noetheriano de dimensao zero. Por razdes dbvias temos nesse

caso que A € Cohen-Macaulay.

30 suporte de um A-médulo M, denotado Supp, M, € o conjunto de todos os ideais primos P de A tais que
Mp # 0.
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Exemplo 2.3.3. Seja A um anel Cohen-Macaulay. Entdo o anel de polindmios A[xi,...,Xn]
também é Cohen-Macaulay (ver [17, Theorem 17.7]). Em particular, se k € um corpo entdao

klx1,...,xn] € Cohen-Macaulay.

Exemplo 2.3.4. Seja A um anel Cohen-Macaulay. Entdo todo médulo finitamente gerado M
com dimensao projetiva finita e perfeito ¢ Cohen-Macaulay (ver [1, Theorem 2.1.5]). Assim, em

particular, o A-mddulo do Exemplo 2.2.11 é Cohen-Macaulay.
Teorema 2.3.5. Seja A um anel noetheriano e M um modulo finitamente gerado.

(a) Se x é uma M-sequéncia e M é um mddulo Cohen-Macaulay entdo M/(x)M é Cohen-

Macaulay (sobre A ou A /(x)). A reciproca também é verdadeira se A ¢é anel local.

(b) Se M é Cohen-Macaulay e S é um conjunto multiplicativo de A entdo S~'M é Cohen-
Macaulay.

(c) Se A é Cohen-Macaulay e 1 C A é um ideal de A entdo alt(1) + dimA/I = dimA. Em
particular, se 1 C | sé@o ideais de A e os anéis A e A /1 sdo Cohen-Macaulay entéo alt(] /1) =
alt(J) — alt(I).

(d) Se A ¢é anel Cohen-Macaulay 1 C A é um ideal de A entdo grade(1) = alt(I).
Vejamos no exemplo a seguir uma aplicacao do item (a) do teorema acima.

Exemplo 2.3.6. Pelo exemplo 2.3.3 sabemos que o anel de polindmios A = k[x,y, z, t;, ts, t3]
com coeficientes em um corpo k € Cohen-Macalay. Além disso, pelo Exemplo 2.2.5, sabemos
que {t;z — thy, thy — t3x} é sequéncia regular. Assim, pelo item (a) do Teorema 2.3.5 segue que
A/(tiz — ty, thy — t3x) é anel Cohen-Macaulay.

Um resultado fundamental na teoria dos anéis Cohen-Macaulay € o celebrado teorema de
Hilbert-Burch

Teorema 2.3.7 (Hilbert-Burch). Seja A um anel noetheriano e 1 um ideal com uma resolugdo livre
0— A" -5 A 5150 (2.9)

Entdo existe um elemento a regular em A tal que 1 = al, (). Se 1 é projetivo, entdo 1 = (a) e
se dim .proj. I = 1 entdo 1,,(@) € perfeito de grade 2. Reciprocamente, se @ : A™ — A™'! é um
homomorfismo de A-mddulos com grade 1, (@) > 2 entdo 1 = 1,,(@) tem (2.9) como resolucdo

livre.
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Prova. Ver [1, Theorem 1.4.17]. O

O teorema de Hilbert-Burch € muito utilizado na situagdo em que A € Cohen-Macaulay. Ob-
serve que se [ tem resolugcdo como em (2.9) e dimensao projetiva 1 entdo pelo Teorema de Hilbert-
Burch I é perfeito. Em particular, como A é Cohen-Macaulay segue do Exemplo 2.3.4 que A/1 ¢
Cohen-Macaulay.
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Capitulo 3
O critério de normalidade de Serre

Como decidir se um dado anel é um dominio de integridade? Esse é um tipo de questionamento
que se fard presente nessa dissertacdo quando estivermos tratando do principal resultado desse
trabalho. Um recurso que utilizaremos para tratar essa questdo € a teoria dos anéis normais. Nesse
capitulo, iremos expor um pouco dessa teoria enfatizando os aspectos de maior interesse para os

nossos objetivos.

3.1 Anéis normais

Seja A C B uma inclusdo de anéis. Um elemento x € B € dito integral sobre B se existe um inteiro

positivo n e elementos 1q,..., T, € A tais que

XX X 2 b x T, =0 3.1

Chamamos (3.1) de equagdo de dependéncia integral de x sobre A. Pode ser verificado que o con-
junto dos elementos de B que sdo integrais sobre A € um subanel de B que contém A. Chamamos
este subanel de B de fecho integral de A em B. O anel A € integralmente fechado em B se seu
fecho integral em B € o préprio A.

Quando B € o anel total de fragcdes de A chamamos o fecho integral de A em B de fecho

integral. Um anel reduzido A & integralmente fechado se seu fecho integral € igual a A.

Definicao 3.1.1. Dizemos que um anel A é normal se Ap é dominio integralmente fechado para

todo ideal primo P de A.

Observamos que todo anel normal A € reduzido. Com efeito, suponhamos a € A tal que
a™ = 0 para algum ndmero natural n. Devemos mostrar que, necessariamente, a = 0. Para isso,

¢ suficiente provar que 1 € (0 : a). Suponhamos que este ndo seja o caso. Entao existe um ideal
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primo P de A que contém (0 : a). Em particular, (a/1)™ =0/1 em Ap. Como Ap é dominio, segue
que a/1 =0/1 em Ap. Logo, existe s € A —P tal que sa = 0. Desse modo, s € (A—P)N(0: a).
Mas isso é um absurdo pois (0: a) C P.

Proposicao 3.1.2. Seja A um anel reduzido cujo anel total de fra¢oes é um produto direto finito

de corpos. Entdo, A € normal se, e somente se, A é integralmente fechado.

Prova. Ver [14, Lemma 2.1.15]. O

Notemos que a hip6tese do anel total de fragdes ser um produto direto finito de corpos € ime-
diata quando A é um dominio.

Exemplo 3.1.3. Seja A um dominio de fatoracdo tnica. Afirmamos que A € um anel normal.
Com efeito, suponha p/q um elemento no corpo de fragdes de A. Como A € dominio de fatoragdo
tinica, podemos supor que o maximo divisor comum de p e q ¢ 1. Digamos que p/q satisfaz uma

equacao de dependéncia integral

(p/@)™ +rilp/a)™ '+ ralp/@)™ P+ T (p/q) F T =0

Multiplicando os dois lados dessa igualdade por q™ obtemos:
pt A rp™ g Tp™ 2g b rpq™ ! Tegt =0,

Logo,
plp™ TPt gt T gt ) ="
Dessa igualdade e do fato do maximo divisor de p e g ser 1 segue que q divide

pnfl +T1pn72q+r2pn73q2+__'+rn71qn71'

Mas isso forgan—1 = 0, pois caso contrdrio q dividiria p. Assim, p/q = —r; € A. Segue daf que

o fecho integral de A em seu corpo de fracdes € de fato A. Portanto, A € normal como afirmado.

Proposicao 3.1.4. Sejam A um anel noetheriano normal e Py,..., P, os primos minimos de A.

Entdo, A/P1,...,A /P, sdo dominios normais e
A~A/Py x- -+ xA/P;.

Prova. Ver [14, Corollary 2.1.13]. O
Esta proposicdo € bastante ttil nesse trabalho em virtude da seguinte observagao:
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Observacao 3.1.5. Digamos que A seja um anel Noetheriano e graduado cuja parte de grau zero é
um corpo k. Entdo os primos minimos de A sdo ideais graduados (ver Proposi¢ao 1.4.7). Assim, se
A é normal e Py, ..., P, sdo os primos minimos de A entdo A/Py,...,A/P, sdo anéis graduados
cuja parte de grau zero é k. Por um lado, a parte de grau zerode A/P; x --- x A/P,ék x --- xk
(r vezes). Por outro lado, como A ~ A/P; x --- x A/P, segue que a parte de grau zero de
A/Py x --- x A/P, é k. Desse modo, r = 1. Em particular, A é dominio.

3.2 O critério

Seja (A, m) um anel noetheriano local. Denotemos por p(m) o nimero minimo de geradores de

m. Segue do Teorema 1.2.1 a seguinte desigualdade
alt(m) < p(m).

Na situag¢@o em que esta desigualdade é uma igualdade dizemos que o anel noetheriano local (A, m)
€ regular. De modo geral, diremos que um anel noetheriano A € regular se Ap € regular para cada

ideal primo P de A.
Definicao 3.2.1. Sejam A um anel noetheriano e i um inteiro ndo-negativo.

(i) Dizemos que o anel A satisfaz a condi¢do (Ry) de Serre se para todo ideal primo P de A de

altura < 1 o anel local Ap € regular.

(i) Dizemos que o anel A satisfaz a condi¢cdo (Si) de Serre se para todo ideal primo P de A,
prof Ap > min{i, alt(P)}.

Observacao 3.2.2. Suponhamos que A € um anel Cohen-Macaulay. Em particular, pelo item (b)

do Teorema 2.3.5, Ap é Cohen-Macaulay para cada ideal primo P de A. Assim,

prof(Ap) = dimAp (pois Ap é Cohen-Macaulay)
= alt(P) (pela igualdade (1.1))

para cada ideal primo P de A. Logo, prof(Ap) > min{i, alt(P)} para cada ideal primo P de A.
Portanto, se A é anel Cohen-Macaulay entdo A satisfaz a condigdo (S;) para qualquer inteiro nao

negativo 1i.

O teorema a seguir apresenta uma caracterizacdo para a normalidade de um anel em termos das

condicdes de Serre
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Teorema 3.2.3 (Critério de Normalidade de Serre). Um anel noetheriano A é normal se, e somente

se, A satisfaz as condicdes (Ry) e (S,) de Serre.

Prova. Ver [14, Theorem 4.5.3]. O

3.3 Critério jacobiano

Seja A = klxq,...,xn] um anel de polindmios em 1 varidveis com coeficientes sobre um corpo
k. Dados fy,...,f, € A, consideremos a k-dlgebra R = A/Tonde I = (fy,..., f;;;). Uma matriz
jacobiana de R sobre k € a seguinte matriz de ordem m X n

of;
o- (1)

Digamos que alt(I) = h. O ideal jacobiano de R sobre k, denotado Jr /x, € o seguinte ideal de R:

Jr/k = (In(©),1)/1 3.3)

Temos o seguinte resultado que garante que o ideal Jg /i estd bem definido.

Proposicao 3.3.1. Sejam R e R’ k-dlgebra finitamente geradas isomorfas. Entdo, o isomorfismo

entre elas transforma o ideal jacobiano de uma no ideal jacobiano da outra.
Prova. Ver [14, Proposition 4.4.4]. O

Exemplo 3.3.2. Sejam A = k[x, y, z, ti, t,, t3] um anel de polinémios com coeficientes sobre um
corpo ke I = (t;z— thy, tyy — t3x). Consideremos R = A /I. Uma matriz jacobiana de R sobre k
é:

0O -t t4 z —y O

—13 t, 0 0 Yy —X

O —
Como visto no Exemplo 1.2.4, alt(I) = 2. Assim
Jrx = (1(©),I)/1.
Um célculo direto nos da
L(©®) = (t1ty, tits, tats, xy, Xz, yz, t1X, 11y, b, by, tz, tyy, t32)
Portanto,
Jrx = (tita, tits, tats, xy, Xz, yz, t1x, t1y, tox, toy, taz, tyy, t3z, 1) /1.
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Teorema 3.3.3 (Critério Jacobiano). Seja A = k[xi,...,xn] um anel de polinémios com coefici-
entes sobre um corpo X de caracteristica zero. Seja 1 um ideal puro ' de A e R = A /1. Suponha P

sendo um ideal primo de R. Entdo, as seguintes afirmacdes sdo equivalentes:
(a) Rp é anel regular.
(b) Jr/x ndo estd contido em P.

Prova. Ver [14, Theorem 4.4.9] |

A observacgdo a seguir serd bastante importante nesse trabalho

Observacao 3.3.4. Seja A = k[xq,...,xn] um anel de polindmios com coeficientes sobre um
corpo k de caracteristica zero. Seja I um ideal puro de A e R = A /L. Entdo R satisfaz a condi¢ao
(Ry) de Serre se, e somente se, alt(Jg,/x) = 2. Com efeito, suponhamos que R satisfaz a condigdo
(R1). Entao, Rp é regular para cada ideal primo de R de altura < 1. Assim, pelo critério Jacobiano,
os primos contendo Jg /i tem que ter altura pelo menos 2. Por outro lado, suponha que alt(Jg /i) =
2. Entdo, nao existe primo de altura < 1 contendo Jg /. Logo, novamente pelo critério Jacobiano,

Rp € regular para cada ideal primo de R de altura < |

Vejamos uma ilustrag@o da observacdo acima sendo utilizada para deduzir a normalidade de

um anel.

Exemplo 3.3.5. Sejam A = k[x, y, z, t, t,, t3] um anel de polinémios com coeficientes sobre um
corpo ke I = (t;z — ty, toy — t3x). Consideremos R = A/I. No Exemplo 2.3.6 vimos que R
¢ um anel Cohen-Macaulay. Entdo, como visto na Observagdo 3.2.2, R satisfaz, em particular, a
condigdo (S,) de Serre. Como R = A/Te A = k[x,y,z, t], s, t3] sdo anéis Cohen-Macaulay,

entdo segue de 2.3.5 a seguinte igualdade
alt(]R/k) = alt(12(®), I> - alt(I) = a1t<12(®), I> -2 (34)

Mas,

alt<12(@), I> alt(tltz, t1t3, t2t3, XY, XzZ,yz, tlx, tly, th, tzy, tzZ, t3y, t3Z, I>

WV

alt(tltz, tltg, t2t3, Xy, Xz, yl>

alt(t ty, tit;, tots) + alt(xy, xz,yz)
= 2+2=4. (3.5)

'Um ideal I ¢ dito puro se todo primo associado a ele possui a mesma altura.
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Assim, de (3.4) e (3.5) segue que alt(Jr ) = 2. Logo, da Observagdo 3.3.4 temos que R satisfaz a
condi¢d@o (R;) de Serre. Portanto, como R satisfaz as condi¢des (S;) e (R;) de Serre, R é normal.

Da Observacao 3.1.5 também temos que R € um dominio.
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Capitulo 4
Generalidades sobre a algebra de Rees

Nesse capitulo apresentamos o objeto central desse trabalho, a dlgebra de Rees. Sao discutidos
conceitos gerais da teoria dessas dlgebras tais como dimensao, equacdes de defini¢do e propriedade
de tipo linear. Por fim, fazemos um breve apanhado de como essas dlgebras sdo utilizadas na teoria

dos mapas birracionais.

4.1 Algebra de Rees

Sejam A um anel, [ C A um ideal e t uma indeterminada sobre A. A dlgebra de Rees de I,
denotada por R (I) ou A[It], é uma subdlgebra N-graduada de A[t] que reune em si o anel A e
todas as poténcias do ideal 1. Mais precisamente,
RA(D) =) I =A4Tt+ -+ I+ CAltl.
n=0
Tipicamente, a dimensao da dlgebra de Rees R4 (1) depende apenas do anel A. Esta afirmacao

¢ evidenciada pelo seguinte teorema

Teorema 4.1.1. Seja A um anel Noetheriano cuja dimensdo de Krull ¢ finita. Se 1 é um ideal de

A entdo
dimA + 1, sel & P para algum ideal primo P
dim R (1) = com dimA/P =dimA.
dimA, caso contrdrio.
Prova. Ver [14, Theorem 5.1.4]. |
Notemos que se I é ideal finitamente gerado, digamos [ = (fy,..., f;;,), entdo

RaA(I) = Alfit, ..., T t].
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Em tal caso, temos o seguinte homomorfismo sobrejetor de A-dlgebras
a:A[tl,...,tm] —» :RA(I), t ’—>fit (l: l,...,m).

O nicleo J de & é chamado de ideal de apresentacio (ou defini¢io) de Ra (1) com relagdo a

fi, ..., fm. Em particular, a dlgebra de Rees R (I) pode ser olhada pela seguinte perspectiva:

fRA(I) EA[tl,,tm]/H (41)

Como & é um homomorfismo graduado temos que J € um ideal homogéneo. Uma questdo
muito importante no estudo da algebra de Rees R (1) é a determinagdo de geradores homogéneos
para o ideal . Uma parte desses geradores pode ser obtido a partir de uma matriz de sizigias do

ideal I como nos mostra o resultado a seguir.

Proposicao 4.1.2. Sejam A um anel noetheriano, I = (f\, ..., fy) e @ uma matriz de sizigias de |
com respeito aos geradores T, ..., T Denotemos por t a matriz linha [t, ... t\] cujas entradas

sdo varidveis sob o anel A. Entdo, nas notacées acima, 1,(t - @) C J.

Prova. Digamos que @ = (&j)mx». Como ¢ é matriz de sizigias de I com respeito aos geradores

fi,..., T entdo

m

Y oafi=0. j=1.....1

i=1
Equivalentemente,

m

Z(Xijfit:o, j=1,...,T.

i=1
Logo, para cada j = 1,...,T temos que o polindmio L (ty,...,t,m) = Y [, oty pertence ao
ideal de apresentacao de R (I). Segue daf a inclusdo desejada. O

Definicao 4.1.3. Consideremos as notagdes e hipdteses da proposi¢do anterior. Dizemos que I é

ideal de tipo linear se I, (t - @) = J.

Exemplo 4.1.4. Sejam k um corpo, A = k[x,y,z| e [ = (xy,xz,yz). No Exemplo 2.1.2 vimos

que uma matriz de sizigias para esse ideal com respeito aos geradores dados é:

z 0
=1y y
0 —x

Em particular, pela Proposi¢io 4.1.2 temos que I, (t- @) = (t;z—tyy, t,y —t3x) C J. Observe que

aqui a dlgebra de Rees R (I) é um subanel do dominio A[t]; logo, R (I) é também um dominio.
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Assim, como k[x, y, z, t, 1o, t3]/J >~ Ra (1), segue que J é um ideal primo. Além disso, temos:

alt(J) = dimk[x,y,z, t,ty, t3] —dimk[x,y,z,t;,t2,t3]/d (ver Teorema2.3.5(c))
= dimk[x,y,z,tl,tz,tg] —dlm:RA(I) (pOiSk[X,y,Z,tl,tQ,tg,]/H ~ RA(I))
= 6—4 (ver Teorema4.1.1)
= 2.

Por outro lado, I;(t - @) = (t1z — tyy, thy — t3x) é um ideal primo (ver Exemplo 3.3.5 ) e tem
altura 2 (ver Exemplo 1.2.4). Desse modo, I;(t - @) = (t;z — tyy, try — t3x) C J € uma inclusao
de ideais primos de mesma altura. Portanto, J = I;(t - @). Em particular, I = (xy, xz,yz) é um

ideal de tipo linear.

Dizemos que um ideal I de um anel A satisfaz a condi¢do G, de Artin-Nagata se u(l,) <
alt(P), para cada ideal primo P D I (onde p(—) denota o nimero minimos de geradores ¢ alt(P)
representa a altura de P). A condi¢@o de Artin-Nagata oferece um obsticulo para um ideal ser de

tipo linear.

Proposicao 4.1.5. Seja I um ideal de um anel Noetheriano A. Se 1 € ideal de tipo linear entdo 1

satisfaz a condicdo G, de Artin-Nagata.

Prova. Ver [13, Proposition 2.4]. |
Doravante, a situacdo em que estaremos mais interessados em discutir é quando A = k[x, ..., Xy ]
¢ um anel de polindmios em n-varidveis com coeficientes sobre um corpo ke fy,...,f, € A sao

polindmios homogéneos do mesmo grau d. Em tal situacdo, podemos decompor a dlgebra de Rees

R (I) da seguinte maneira:
Ra(l) = P ()it (4.2)

E facil perceber que com essa decomposicdo R (1) tem estrutura de k-dlgebra bi-graduada in-
duzida pela bi-graduagdo usual de k[xq,...,xn,t]. Se regraduarmos R (I) fazendo deg(t;) =

(—d, 1) segue que o homomorfismo
Ev : A—[yl’ ---,ym] == k[xl’ e ’Xn’yls e ,ym] - RA(I)’ Xl = yl c tl = flt

¢ um homomorfismo de k-dlgebras bi-graduadas. Em particular, o ideal J € bi-homogéneo e pode-

d= @ Jii)»
(

ij)eN

mos decompd-lo da forma
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onde J () ¢ a parte bi-homogénea de bi-grau (i,j) de J.

4.2 Aplicacoes birracionais

Seja k um corpo algebricamente fechado. Consideremos o espaco projetivo n-dimensional P}
sobre k (ou simplesmente P™, se o corpo envolvido for claro pelo contexto). O anel de coorde-
nadas homogéneas de P™ € o anel de polindbmios k[x] = k[xy, ..., x,] munido da graduagao usual.
Suponhamos V uma subvariedade projetiva reduzida e irredutivel de P™. Denotaremos o ideal ho-
mogéneo de defini¢do de V por I(V) e o seu anel de coordenadas homogéneas por R := k[x]/I(V).
Uma aplicagdo racional § : V --» P™ ¢ definida por um conjunto ordenado de m + 1 formas
f = {fo,...,fm} C R de um mesmo grau, ndo todas nulas. O ideal I3 = (fo, ..., f;n) é chamado
0 ideal base de § com respeito ao conjunto de representantes f. O fecho de Zariski da imagem
de § € uma variedade projetiva irredutivel de P™, que serd denotada por W. O anel de coorde-
nadas homogéneas de W identifica-se, a menos de normalizacdo dos graus, com a k-subdlgebra
S=k[fl C R

Definicao 4.2.1. Sejam V C P™ uma variedade projetiva irredutitvel e § : V --» P™ uma
aplicacdo racional com imagem W C P™. Diremos que § € uma aplicagcdo birracional sobre
a imagem quando existir uma aplicacdo racional & : W --» P™ tal que a imagem de & € V e as
aplicagdes § o & e & o § sdo equivalentes as aplicacdes idénticas de W e V, respectivamente. A
aplicaciio & € denominada a inversa de § e é denotada §!. Se V = W = P™ entio dizemos que

a aplicacdo birracional § : P™ --» P™ é uma transformacdo de Cremona

Exemplo 4.2.2. Seja f =x(---x, € klxg,...,Xxn] comn > 1. Consideremos
F:PY - P, (xo:icrrixn) = (f/x0::F/xn).
Entao:

Fodlxo:-ixn) = F(f/x0:---:f/xn)
f(f/x0,....f/xn)  F(f/x0,....T/xn)
( /%o o f/Xn )
= (f"xp:--- Y 2xp)

Dessas igualdades segue que § o § € equivalente, projetivamente, a aplicac@o identidade de P™.

Portanto, § : P™ --» P™ € uma transformacao de Cremona.

Exemplo 4.2.3. Seja k[xi;|1 < 1,j < n] o anel de polindmios em n? varidveis com coeficientes

sobre o corpo k. Consideremos a matriz X = (x;) de ordem n x n. Da teoria de matrizes temos
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a seguinte identidade
adj(adj(X)) = (detX)™ 2. X 4.3)

onde adj(X) denota a matriz adjunta de X. Esta identidade nos mostra que a aplicagio
FPV o Pl (. X o) (oo radj(X)g )

¢ uma transformacdo de Cremona.

Observacao 4.2.4. Seja f € klxp,...,xn] um polindmio homogéneo de grau d > 2. O mapa
racional
Pe P -5 P™, (xg:--:xn) > (0F/0xg:---:0f/0%xy)

¢ chamado mapa polar de f. Dizemos que f ¢ polindmio homaloidal se o mapa polar de f ¢
uma transformacao de Cremona. Observamos que os exemplos 4.2.2 e 4.2.3 implicam que f =
X0 Xn € K[xp,...,xn] e f =detX € k[xy;|1 <1,j < nlsdo polindmios homaloidais. A menos
de mudanca de coordenadas, foi provado que no plano projetivo uma cOnica suave, a unido de trés
retas ndo concorrentes € a unido de uma conica suave com uma de suas retas tangentes sao as unicas
curvas homaloidais. Esse resultado foi estabelecido por Dolgachev em [8]. Vale a pena enfatizar
que a parte central do resultado de Dolgachev é o fato que o grau de um polindmio homaloidal
reduzido de k[xg, X1, X,] € no maximo 3. Infelizmente, para n > 3 ndo existe uma contrapartida
para esse resultado. De fato, nos tltimos anos familias de polindmios homaloidais irredutiveis de
grau d no espago projetivo P™, para quaisquer n > 3 e d > 2n—3, foram produzidos em [4]. Estes
exemplos sdo fortemente baseados na teoria dos scrolls normais e suas projecoes. Recentemente,
varios exemplos de polindmios homaléides de natureza determinantal tem sido sistematicamente

investigados a luz dos métodos da dlgebra comutativa (ver por exemplo [6, 7, 19]).

Seja V C P™ uma variedade projetiva com anel de coordenadas homogéneas R := k[x]/1(V)
e :V --» P™ uma aplicag@o racional definida por um conjunto ordenado de m + 1 formas f =

{fo,...,fm} C R de um mesmo grau, ndo todas nulas. Denotemos I = (fy,..., f,,). Escreveremos

8 == @ g(p,q) g R[yo,---,ym]

(p.q)eN?

para denotar o ideal de apresentacdo da dlgebra de Rees R (I). Uma parte importante de J é

0 =P 0.

qeN
Em particular, os elementos de J (o «) dependem apenas das varidveis Yo, . . ., Ym € portanto podem
ser vistas como elementos de k[y] = k[yo, ..., ym]. De fato, o ideal J () corresponde a todas as
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relagdes polinomiais (sobre k) de fo, ..., fi,. Assim,

S = k[y]/ﬁ(o*)k[y] ~ k[fo, cees fm], (4.4)

ou seja, o ideal gerado por J o .) corresponde ao ideal homogéneo da variedade imagem de §.

Observacao 4.2.5. Usaremos X; (respectivamente, Jj) para denotar a classe residual da varidvel

x¢ no anel R (repectivamente, y; no anel S).

Para efeito do estudo da birracionalidade da aplicacdo § uma parte importante do ideal bi-

graduado J é:

J =P

qeN

Notemos que uma forma de bi-grau (1, ) pode ser escrito como Y ;" | Q(y)X;, para convenientes
polindmios homogéneos Q;(y) € kly] C Rly] de grau q. Como y sdo indeterminadas sobre R,
duas tais representagdes da mesma forma implicam um sizigia de {Xq, . . ., X, } com coeficientes em
k. Assim, a representac@o € tinica a menos de dependéncia k-linear de {xq, ..., Xy}, i.e., a menos
de elementos de I(V);.

Digamos que {Py, ..., Ps} C k[x,y] seja o levantamento de um conjunto de formas que geram
oideal (J(1.) e que {{;, ..., } é uma base do k-espago vetorial I(V);. Chamamos dgi(I(V)) =
dimy I(V), = r de indice de degeneracdo de (V) e edim(R) = n + 1 — dgi(I(V)) de dimensdo
de imersdo de R. Observamos que a matriz jacobiana dos polinémios {{; ..., ¢, Py,...,Ps} com
respeito as varidveis X tem suas entradas no anel k[y]. Denotaremos essa matriz por ¥ e a chamamos
de matriz jacobiana dual fraca associada ao conjunto de geradores de (J 1 .)) dado. Em [9, Lemma
2.13] é mostrado que o posto da matriz Jacobiana dual fraca € igual para qualquer que seja o
conjunto minimo de geradores de (J(;.)). Por causa desse lema, qualquer matriz Jacobiana dual
fraca associada a um conjunto minimo de geradores de (J(,..)) é chamada de matriz jacobiana
dual fraca de f.

Definicao 4.2.6. O posto de uma (logo, todas) matriz Jacobiana dual fraca de § é chamado de
posto Jacobiano dual e o denotamos por jd rank(§). Além disso, definimos o posto jacobiano dual
ndo degenerado de § sendo jdrank | (§) := jdrank(F) — dgi(1(V);)

Teorema 4.2.7. Seja V C P™ uma variedade projetiva com anel de coordenadas homogéneas
R :=k[x|/I(V) e § : V -=» P™ uma aplicacdo racional definida por um conjunto ordenado de
m + 1 formas f = {fy,...,fn} C R de um mesmo grau, ndo todas nulas. As seguintes condigoes

sdo equivalentes:
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(a) § é birracional sobre a imagem.

(b) § tem posto jacobiano dual ndo degenerado satisfazendo

jdrank, (F) = edim(R) — 1.
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Capitulo 5
Principais resultados

Em todo esse capitulo iremos supor que k é um corpo algebricamente fechado. Esse € o capitulo

mais importante do trabalho, pois nele discutimos os resultados que motivaram essa dissertacao.

5.1 Matrizes com entradas lineares

Seja A = k[xy,...,xq] um anel de polindmios em d varidveis com coeficientes em k. Seja ¥ =
(€ij)mxn uma matriz de ordem m x n cujas entradas sdo formas lineares de A. Consideremos
agora ty,...,ty, varidveis sobre A. Denotaremos por x e t as matrizes [x;...xq] € [t;...t]

respectivamente.

Lema 5.1.1. Nas notagdes acima, existe uma tinica matriz B de ordem d X n cujas entradas sdo

formas lineares no anel de polinémios X[t,, ..., tw] tal que

Prova. Primeiro iremos provar a existéncia da matriz B. Paraisso,dados | <i<mel <j<n

escreveremos
0. — gV @ 51
ij =0y X1 + + ai; Xd- (5.1)
Temos entdo que
1 Y= [ql . qn]
onde, para 1l < j < n,
€5
g =1 :
em’j
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Por outro lado, cada ¢; pode ser reescrito da seguinte maneira:

4 = tlayx o+ aifxa) + oo tnlapyx o agxa)
_ xl(afj)h NI afwll?jtm) N xd(agj)t] NI aii)jtm)
Lij;
= x- :
Laj

onde,paral <i<del <j<n,

Lij=a)ti++ alttn. (5.2)

m,)

Sendo assim,

com B = (L;) tendo o formato afirmado.
Agora provaremos a unicidade da matriz B. Para isso, suponhamos uma matriz B = (L{;)

com a mesma propriedade. Em particular, x - B = x - B’. Equivalentemente,
X](Ll’)’—L{’j)ﬁ—"'—l—xd(l_d’j—l_é’j):0, 1 é] < n.

Dessas igualdades segue

Ll,j = L{,j’ ceey Ld,]' = Lé]
para qualquer 1 <j < n.Logo, B =B". O
Observacao 5.1.2. Das equacoes (5.1) e (5.2) segue que uma entrada L; ; de B € igual a zero se, e

somente se, as entradas da j-ésima coluna de ¥ nao dependem da varidvel x;.

Lema 5.1.3. Seja I um ideal homogéneo gerado por m formas f,,...,f, de mesmo grau g no
anel de polinomios A = K[x\, ..., xql. Suponhamos que a matriz de sizigias de 1 com respeito aos
geradores T, ..., Ty, seja uma matriz ¥ de ordem m X n cujas entradas sdo formas lineares de A

en > d. Seja B a matriz do Lema 5.1.1. Entdo:
(a) Oideal 14(B) estd contido no ideal de apresentacdo J da dlgebra de Rees Ra (1).

(b) Se F:PY! ——s P™! ¢ 0 mapa racional definido por f,,. ..t entdo Bt é uma submatriz

da matriz jacobiana dual de §.
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Prova. (a) Usando a Proposicao 4.1.2 e o Lema 5.1.1 podemos concluir que as entradas da matriz
x - B pertencem a J. Seja B uma submatriz de B de ordem d x d. Em particular, as entradas da
matriz x - B também pertencem a J. Por outro lado, observe que as entradas da matriz x - B. adj (ﬁ)
sdo combinagdes lineares das entradas da matriz x - E; logo, as entradas de x - B. adj(ﬁ) também
pertencem a J. Mas, x - B- adj(ﬁ) = [det(ﬁ)xl e det(ﬁ)xd]. Assim, det(ﬁ)xl € J.Comox; ¢J
e J é ideal primo segue que det( E) € J. Como B ¢é uma submatriz arbitréria de B de ordem d x d,
temos 14(B) C J como desejado.
(b) Consideremos a decomposicao de J em componentes bi-graduadas

Observemos que I;(x - B) C (J(1..)). Assim, os geradores de I;(x - B) € um subconjunto dos
geradores de (J(;.)). Lembre da Secdo 4.2 que a matriz Jacobiana dual de § é obtida tomando a
matriz Jacobiana dos geradores de (J(;..)) com respeito as varidveis x,,...,xq. Assim, a matriz
jacobiana © dos geradores de I;(x - B) com respeito as variaveis xi, ..., Xq serd uma submatriz da

matriz jacobiana dual. Denotemos B = (L; ;). Entdo, os geradores de I;(x - B) sao
Pj :XlLl,j+"'+Xde,j, (l <]<Tl)

Com isso, vem

Lis Laa
O = : =Bt
1'—l n . Ld,n
0 que prova o afirmado. O
5.2 Matrizes conjugadas
Seja A = k[xy,...,xq] um anel de polindmios em d varidveis com coeficientes em k. Dada uma

matriz Q € Glq(k) denotaremos por o : A — A a mudanca de coordenadas tal x — x - Q.
Sejam W, = (a;;(x)) e W = (bij(x)) matrizes de ordem m x n com entradas em A. Dizemos
que ¥, é conjugada a ¥, se existe (P, Q,R) € Gl,,,(k) x Glaq(k) x Gl, (k) tal que

(aij(x)) =P (0g(bij(x))) R,

ou seja, ¥, € igual a ¥, a menos de uma sequéncia finita operagdes linhas/colunas ou mudanca

invertivel de coordenadas. Obviamente, a relacdo de conjuga¢do ¢ de equivaléncia no conjunto das
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matrizes de ordem m X n com entradas em A.
Observacao 5.2.1. Seja ¥ = (by;) uma matriz de ordem m x n com entradas em A.

(a) Seja R € Gl, (k). Afirmamos que [;(¥) = I(¥ - R). Com efeito, temos que as colunas
de ¥ - R sdo combinagdes lineares com coeficientes em k das colunas de . Em particular,
um t-menor de ¥ - R devera ser uma combinacao linear de t-menores da matriz . Assim,

I,(¥-R) C I (V). Para inclusio contréria o argumento é o mesmo pois ¥ = (Y- R) - R .

(b) SejaP = (ai;) € Gl (k). Observe que as linhas de P-W sdo combinacdes lineares das linhas

de W. Assim, por um argumento andlogo ao realizado no item (b) segue que I (V) = I (P-¥).
(c) Combinando os itens (a) e (b) temos que I (W) = I (P - ¥ - R).

(d) Seja Q € Gla (k). Para cada submatriz M = (b;/;/) de ¥ de ordem t x t temos o (det M) =
det(o(bys;/)) pois o determinante é a soma de produtos das entradas de M e o é um ho-
momorfismo. Com esse fato e o item (c) segue que o ideal I (V) € transformado isomorfica-

mente por o no ideal It (P - (o (by;j(x))) - R).

Lema 5.2.2. Seja V¥ = ({;;) uma matriz de ordem m x n cujas entradas sdo formas lineares no
anel de polinomios A = k[xy, ..., x4l. Seja B a matriz com entradas lineares no anel de polindmios
klti,...,tw] tal como no Lema 5.1.1. Para cada (P,R) € Glg(k) x Gl,,(k), definaB" =P -B-R.
Entéo,

t- Y =x-B'

onde V' = (Gp(ei,j)) - R.
Prova. Para cada 1 < i < d, defina x{ = op(x;). Em particular, fazendo x" = [x{...x}], temos
x" =x - P. Com isso, ¢ a forma que B é definida temos:

L (op(l(x)) =1t (&;(x") =x"-B=x-P-B

Assim, multiplicando a direita cada membro da igualdade t- (op(€;;(x))) = x-P- B por R obtemos

o resultado desejado. O

Observacao 5.2.3. Observe que por simetria podemos inverter os papéis de ¥ e B no lema acima.
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5.3 Matrizes com entradas lineares em k[x,, x3]

Lema 5.3.1. Seja M uma matriz quadrada de ordem m > 2 cujas entradas sdo formas lineares

de K[x,,x3]. Se det M £ 0 entdo M é conjugada a uma matriz da forma

X2 L
0| M
onde as formas lineares em L dependem apenas da varidvel x;.

Prova. Escrevamos M = x,P+x3Q onde P e Q sdo matrizes quadradas de ordem m com entradas
em k. Como k é um corpo algebricamente fechado, existe uma solug¢@o (a,b) ndo nula para a
equagdo det M = 0. A menos de mudanga de coordenadas, podemos supor a # 0. Em particular, a
matriz aP+bQ € ndo invertivel. Logo, 0 € k € um autovalor de aP+bQ. Em particular, existe um
vetor nao nulo v € k™ tal que Pv = —(b/a)Qv. Fixando uma base {v, v,, ...,V }, obtemos uma
matriz invertivel T de ordem m com entradas em k tal que a primeira coluna de TPT~! é igual a
primeira coluna de TQT ! vezes —(b/a). Com isso, temos que as entradas da primeira coluna da
matriz TMT ! sdo multiplos escalares de —(b/a)x, + x3. Fazendo agora operacdes elementares
sobre as linhas de TMT ! (isto €, multiplicando TMT ! a esquerda por uma matriz invertivel P de
ordem m com entradas em k) obtemos uma matriz M, conjugada a M tal que na primeira coluna a
primeira entrada é —(b/a)x, + x3 e as demais sdo zero. Fazendo agora a mudanca de coordenadas
invertivel (x2,x3) — (x3,%2+(b/a)x3) em M segue que M € conjugada a uma matriz M, tal que
na primeira coluna a primeira entrada € x, e as demais s@o iguais a zero. Finalmente, efetuando
operagdes elementares nas colunas de M, de modo a eliminar a varidvel x, ao longo das entradas
de indice (1,j), com 2 < j < m, obtemos uma matriz com o formato desejado. |

Nas notagoes e hipdteses do Lema acima, denotemos por C a tnica matriz de ordem 2 X m

cujas entradas sao formas lineares no anel k[ty,. .., t;,] tal que

(lembre que a existéncia e unicidade de C € garantida pelo Lema 5.1.1). Temos o seguinte resul-
tado:

Lema 5.3.2. Se alt(I,, (M)) = 2 entdo alt(I,(C)) = m — 1.

Prova. Da observacgdo 5.2.1 segue que se ¥, e ¥, sdo duas matrizes conjugadas de mesma ordem
entdo para cada inteiro positivo t o ideal I, (W¥;) é transformado isomorficamente no ideal I, (W¥;).
Assim, alt(I;(W¥,)) = alt(I;(¥,)) para cada inteiro positivo t. Por outro lado, pelo Lema 5.2.2,

conjugacdo em M implica conjugacdo em C e vice-versa. Assim, pelo Lemma 5.3.1, podemos
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supor que M ¢ da forma
%) L
0|M )
Para completar a prova aplicaremos indu¢@o sobre m > 2. Se m = 2 entdo M tem o seguinte
X2 | X3
0 ‘ Bxo+vxs |

com o, B,y € k, (B,y) # (0,0) (pois detM # 0) e (x,y) # (0,0) (pois alt(I;(M)) = 2, por
hipdtese de indugdo). Segue de (5.2) que

t t
c;( L Bt )
0 at; +vt,

L(C) = (ti(at; +vt2)) # (0)  (pois (&, v) # (0,0)).

comL = [X3... 0mX3].

formato:

Assim,

Em particular, alt(I,(C)) = 1 = 2— 1. Logo, o resultado é verdadeiro para m = 2. Agora digamos

que m > 3. Temos as seguintes observagdes:
e detM = x, - det M’ #£ 0. Logo, det M’ £ 0.

e Do formato de M segue que I, (M) C I, »(M’). Como alt(I,, {(M)) = 2 segue que
alt(I,, »(M’)) > 2. Mas como [, ,(M’) C k[x,, x3] segue que alt(I,, ,(M')) = 2.

Dessas duas observagoes segue que M’ é uma matriz quadrada de ordem m—1 > 2 que satisfaz as
hipéteses do Lemma. Assim, por hipdtese de indugao, segue que alt(I,(C’')) =m—1—1=m—2,

onde C’ é adnica2 x (m — 1) tal que

et' =[t;...,t;,]. Digamos que

o [ M2 A
?\2’2 ?\Z,m

onde Ay ; sdo formas lineares em k[t,, ..., t,n]. Levando em considera¢do o formato de M temos

_ t Ao Alm
0 )\2,2 + ot ... Az,m + amt
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Afirmamos que as Ay, + oty ..., Ay m + &t sd0 k-linearmente independentes. Isso ocorre pois,
caso contrdrio, a menos de conjuga¢do, a matriz M teria duas colunas dependendo de uma tnica
variavel (ver Lema 5.2.2 e Observagao 5.1.2). Isso implicaria que alt(I,(C)) = 1, o que é um
absurdo.

Agora considere P sendo um ideal primo contendo I,(C). Em particular,
ti(Ag2 + ooty), ..t (Ao m + amty) € P.

Se t; ¢ P entdo
7\2’2 + oty ... 7}\2,111 + oamt; € P.

Como Ay, + axoty, ..., Ay m + &ty sdo k-linearmente independentes segue
alt(Agn + oty ..., Adgm + @mt) = m— 1.
Em particular, alt(P) > m— 1. Por outro lado, se t; € P entdo P contém o ideal (t;,1,(C’)). Como
alt(t;, ,(C")) = alt(t;) + alt{L,(C')) =m — 1

segue que alt(P) > m — 1.
Assim, em todo caso temos alt(P) > m — 1. Logo, alt(I,(C)) > m — 1. Mas, pelo Teorema
1.2.5,alt(I,(C)) < (m—2+4+1)(2—2+1) = m— 1. Portanto, alt(I,(C)) = m— 1 como queriamos

mostrar. O

5.4 O resultado principal

Em todo essa sec¢éo iremos supor que ¢ é uma matriz de ordem n x (n — 1), > 3 com entradas

lineares no anel de polinémios A = k[x,, X2, X3], com o seguinte formato:

X1+ ¢ el,Z cen ﬂl,n,l
e2,l €2,2 s €2,n71

o=1| T |7 | (5.3)
en,l en,Z oo en,nfl

ondefeli; (1 <i<n I<j<n—1le(ij)#(1,1))sao formas lineares que dependem apenas

das varidveis x; e x3. Fixamos também as seguintes notacoes e hipdteses:

(A) O ideal gerado pelos menores maximais de ¢ serd denotado por 1.
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(B) O menores maximais (ordenados e com sinal) da matriz ¢ serdo denotados por fi, ..., .
(C) Aalturade Iéiguala2e I;(@) = (x1,%2,X3).

Nosso objetivo aqui é determinar o ideal de apresentagao J da dlgebra de Rees R (I).
Observe que, pelo Teorema 2.3.7, [ ¢ um ideal perfeito com a seguinte resolucao livre graduada
e minima:
0= A" S AT 51— 0.

Em particular, ¢ € a matriz de sizigias de I com respeito aos geradores fy,..., .
Consideremos agora B sendo a unica matriz de ordem 3 x (n — 1) com entradas lineares em
klti,...,t,] tal que
t-o=x-B

Segue do formato de ¢ e da igualdade (5.2) que B tem o seguinte formato:

t 0o ... 0
B — L2,1 L2’2 e I_Q’n,I
L3p Lo ... Lan

Focaremos especialmente na seguinte submatriz de ordem 2 x (n — 2) da matriz B :

- Loy ... Lon
B=| ** ant (5.4)
L3,2 . L3,n_1

Proposicao 5.4.1. (I;(t- @), I2(§)) cd.

Prova. J4 sabemos pela Proposi¢ao 4.1.2 que I;(t - @) C J. Assim, resta provar que I,(B) C 7.

Mas, pelo Lema 5.1.3 temos I3(B) C J. Além disso, pelo formato de B temos I3(B) = t;-1,(B).

Como t, ¢ 7, pois f; #£ 0, e J é ideal primo, segue que I,(B) C J e isso conclui a prova. O

A inclusio verificada na proposi¢ao anterior nos dd o ideal (I;(t-¢@), I;(B)) como uma aproximacao
para o ideal J. Veremos que na verdade ocorre algo mais preciso do que isso. Para isso, serd con-

veniente verificar que a matriz B desfruta de propriedades especiais.

Definicao 5.4.2. Seja ¥ uma matriz de ordem p X q cujas entradas sdo formas lineares no anel
de polinémios R = k[xy,...,xq]. Dizemos que W é 1-genérica se qualquer sucessdo finita de

operacdes elementares nas linhas ou colunas ndo produzem zeros na entrada da matriz.

A nocao de matriz 1-genérica foi introduzida por David Eisenbud em [12]. Uma propriedade

importante de uma matriz 1-genérica é
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Teorema 5.4.3 (D. Eisenbud). Seja R = k[x1,...,xq] um anel de polinomios com coeficientes em
k e ¥ uma matriz 1-genérica de ordem p x q (p < q). Entdo 1,(¥) é um ideal primo de R de
altura ¢ —p + 1 e R/1,(¥) é um dominio Cohen-Macaulay. Além disso, se p = 2 entdo R/1,(V)

é um dominio Cohen-Macaulay normal.

Prova. Ver [12, Theorem 2.1]. O

O resultado a seguir nos garante que a matriz B¢ 1-genérica.
Teorema 5.4.4. A matriz B é 1-genérica. Em particular,
(a) alt(I(B)) =n — 3.
(b) klty,...,t.)/ Iz(ﬁ) ¢ um dominio normal Cohen-Macaulay.

Prova. (a) Faremos a prova por contradi¢do. Assim, suponhamos que existem matrizes P €
GLy(k)e Q € GL,, »(k) taisque P- B- Q tem uma entrada nula. Consideremos agora as seguintes

matrizes

! . 1 ! 1
P._[ P]eeuw)e Q—I Q]eeulwy

Assim,

P'BQ’ =

tt 0
D PBQ
onde D é uma matriz de ordem 2 x 1 ¢ 0 é a matriz nula de ordem 1 x (n — 2). Como PgQ tem

uma entrada nula entao o bloco do lado direito de P’BQ’ tem uma coluna com duas entradas nulas.

Pelo Lema 5.2.2, existe uma matriz ¢’ conjugada a ¢ tal que
i(p/:lP,BQ,

Como P’ B - Q’ tem uma coluna com duas entradas nulas, segue dessa igualdade e da Observagao
5.1.2 que ¢’ tem uma coluna dependendo de uma tnica varidvel. Assim, I’ = I, ;(¢p’) estd
contido no ideal gerado por esse variavel, em particular, alt(I’) < 1. Mas isso é um absurdo pois
por hipétese alt(I) = 2 e pela Observagao 5.2.1 alt(1’) = alt(I). Com isso segue o desejado.

) E consequéncia imediata do item (a) e do Teorema 5.4.3. O

Corolario 5.4.5. Seja § : P? --» P™ ! 0 mapa racional definido por f,, ..., .. Entdo:
(a) § € uma mapa birracional sobre a imagem.

(b) O ideal homogéneo de definicdo da variedade imagem de § é IQ(E).
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Prova. (a) Pelo Lema 5.1.3, B é uma submatriz da matriz jacobiana dual de §. Assim,

t 0
U=, "'
Ly Lao

¢ também uma submatriz da matriz jacobiana dual de §§. Observe que L,, é uma entrada de B, em

particular, L, # 0 pois Bé 1-genérica. Com isso,
detU=t, L, #0
Observe que J (o klt, ..., tn] é um ideal primo pois
klty,....tal/Josklts, ..o tal 2 K[y, ..., ful.

Como t; & Josklti,....tal, pois fi # 0, e Lon € Jiokltr,....tal, pois fi,...,fy sdo
linearmente independentes, segue que detU = t; - L,, tambem ¢ diferente de zero no anel
Klt, ..., tal/J00Kklt, ..., ta]. Lembre da Se¢do 4.2 que k[ty, ..., tn]/d (0.0 KL, ..., tn] é 0 anel
de coordenadas da variedade imagem de §. Com isso segue que o posto da matriz jacobiana dual é
2. Portanto, do Teorema 4.2.7 segue que § € uma aplica¢do birracional sobre a imagem.

(b) Como § é uma aplicacao birracional sobre a imagem, entdo a dimensao do anel de coorde-

nadas da variedade imagem de § € 3, isto é:

dimklt,, ..., tal/Jo0kltr, ..., ta] =3,
ou seja, alt(J (o« klti, ..., tn]) = n — 3. Por outro lado, temos:
(i) L(B) C J0.sklt1, ..., tnl (ver Proposition 5.4.1).
(ii) alt(Iz(ﬁ)) =n-—3e IQ(E) ¢ ideal primo (ver Teorema 5.4.4).
Dessa maneira, Iz( ) C Jioxklts,...,tn] € uma inclusao de ideais primos de mesma altura.
Portanto, esses ideais sdo iguais e o resultado segue. O

Proposicao 5.4.6. alt(I,(B)) =n— 1.

Prova. Podemos escrever a matriz ¢ da seguinte forma:
L
M
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onde M ¢é uma matriz quadrada de ordem n — 1 que depende apenas das varidveis x, e x3. Seja D

a unica matriz com entradas lineares em k[t,, ..., t,,] satisfazendo a igualdade
[tz...tn] M = [Xng] - D.

Notemos que det M = 0. Além disso, alt(I,, ,(M)) = 2 pois I C I,, ,(M). Dessa forma, pelo
Lema 5.3.2 concluimos que alt(I,(D)) = n —2; logo alt(I;(D),t;) =n — 1.

Por outro lado, considerando C a submatriz de B formada pelas duas dltimas linhas, temos
(IL,(C),t;) = (I,(D), t1); logo, alt(I,(C),t;) = n— 1. Mas, I,(B) = (I,(C),t;£) onde £ é o

conjunto das entradas de
~ Ly ... Lono
B = 2,2 2, 1
L3,2 “e L3,n_1

Pelo Teorema 5.4.4, B é I-genérica, logo £ gera um espaco vetorial de dimensdo de pelo menos
n — 1 (ver [12, Proposition 1.3]). Logo, (I,(C),£) = (£) também tem altura pelo menosn — 1 e

isso prova a proposicao. O

Teorema 5.4.7. Temos as seguintes conclusoes:

@ J=(L(t- ), 1(B)).

(b) Ra(I) é um dominio normal e Cohen-Macaulay.

Prova. Para simplificar a nota¢ao escreveremos K = (I, (t - @), I,(B)). Como visto na Proposi¢ao
54.1, X C {. Também sabemos que J € ideal primo de altura n — 1. Assim, para concluir a
igualdade X = J € suficiente provar que K € um ideal primo de altura n — 1. Nossa estratégia
aqui serd provar que o anel k[x1, x5, X3, t1, ..., t,]/K é um dominio normal e Cohen-Macaulay de
dimensao 4. Feito isso, estaremos provando os itens (a) e (b) simultaneamente.

Observemos que

Li(t-¢) = Li(x-B)

= (tyx; + Loixo + Lagxs, X300 + %2000, .. oo X3l 1 + x2Lon—1)

Note que o subconjunto de geradores x3L3, + xoLo0, ..., X3L5n—1 + XLo 1 de [;(t - @) sdo os
menores 2 x 2 da matriz
B— x3 Ly ... Lon
—x2 Lsp ... Lan
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que fixam a primeira coluna. Observe também que B é a concatenagdo das matrizes [x3 — x,]* e

B. Desse modo, podemos escrever K da seguinte maneira
K = (tix; + Loixa + Ly x3, 1(B))

A matriz B € 1-genérica pois € a concatenacdo de duas matrizes 1-genéricas com varidveis

independentes. Assim, pelo Teorema 5.4.3 temos que

R = k[x]exle X37 tla e atn]/IZ(g)

¢ um dominio Cohen-Macaulay de dimensao 5. Como I,(B) é gerado em grau 2 e seus geradores

ndo dependem de x; entdo t;x; + L,%, + L3,1x3 ndo pertence a I,(B). Com isso e o fato de R ser

dominio segue t;x; + L, %, + L3,%3 é R-regular. Desse modo, pelo Teorema 2.3.5 (a) segue que
klx1, %2, %3, ths ..y tal /K = Klx1, X0, X3, 1, -0 tal /(1% + Logxa + Lsixs, 1o(B))

¢ Cohen-Macaulay e tem dimensao 4. Assim, de acordo com a estratégia apresentada no inicio da
demonstracdo, falta provar que k[xi, X2, X3, t1, ..., t,]/XK é dominio normal. Jd sabemos que ele é
um anel que satisfaz a condicéo (S,) de Serre pois ele é um anel Cohen-Macaulay. Sendo assim,
resta provar que este anel satisfaz a condi¢io (R;) de Serre. Observamos que a matriz jacobiana

desse anel tem o seguinte formato:

Bt !
0 O

onde ©' é a matriz jacobiana de B com respeito as varidveis t,, ..., t,. Temos que provar que o

ideal (I, 1(®),X) tem altura pelo menos n + 1. Um cdlculo nos da a seguinte inclusdo de ideais:

(In—3(©") - Ib(B), I2(B),I) C (In—1(©), %) (5.5)

Considere P sendo um ideal primos contendo (I,,_{(®), X). Por 5.5, segue que

(In—3(@"),L(B),I) C P ou (I(B),1»(B),I)) CP

Pelo Teorema 5.4.4, k[t;,...,tn]/ Iz(g) ¢ dominio normal. Logo, da Observacdo 3.3.4 temos

alt(I,, 3(0’),1;(B)) = n+ 1. Em particular, alt(P) > n + 1 se ocorre a inclusdo

(I.3(®"),L(B),I) C P.
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Por outro lado,

alt(I,(B), L(B),1) = alt(Iy(B),I) (pois (Io(B),L2(B),I) = (I»(B), 1))
= alt(I,(B)) + alt(I) (poisI,(B)eIsdo gerados em varidveis independentes)
= (m—1)+42 (ver Proposi¢do 5.4.6)
= n+1

Logo, também temos alt(P) > n + 1 se (I,(B), Iz(ﬁ), I)) C P. Dessa forma,
alt(In,l (@), :K) >n+ 1.
Logo, a altura do ideal jacobiano do anel kK[x, X2, X3, t1,...,t /K é

alt(I, 1(0),K) —alt(K) > (n+1)—(n—1)=2.

Portanto, da Observacdo 3.3.4 concluimos que k[xi, x5, X3, t1,...,t,]/X satisfaz a condi¢ao (R;)

de Serre e isso finaliza a demonstracao. O
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