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Resumo

Nesta dissertacao, apresentamos como determinar a existéncia e a unicidade
de solugoes brandas para as Equagoes da Magnetohidrodinamica (MHD), com
dissipacao fracionéria, proximo ao equilibrio, em espacos criticos de Lei-Lin. Em
adicao, buscamos estudar a analiticidade e algumas taxas de decaimento para esta
mesma. Com o objetivo de sermos mais especificos, analisamos estes decaimentos
com respeito as normas do Espaco de Lebesgue usual L? e do Espago de Lei-Lin
X1-22F jmportante ressaltar também que aplicamos um Teorema do Ponto Fixo
e técnicas canonicas envolvendo a Transformada de Fourier para alcangarmos tais
metas.

Palavras-chave: Equacoes MHD; Existéncia de solucoes; Analiticidade de solu-
¢oes; Decaimento de solucoes; Espacos de Lei-Lin.



Abstract

In this work, we present how to determine the existence and uniqueness of mild
solutions for the Magnetohydrodynamics equations (MHD) near equilibrium, with
fractional dissipation, in critical Lei-Lin spaces. Furthermore, we study the analy-
ticity and some decay rates for these same solutions. In order to be more specific,
we establish the large time behavior for the solutions previously cited with respect
to the norms of the usual Lebesgue space L*(IR%) and Lei-Lin space X '72%(R3). It
is also important to point out that we apply the Fixed Point Theorem and some
usual techniques involving the Fourier Transform to achieve our goals.

Keywords: MHD equations; Existence of solutions; Analyticity of solutions; De-
cay rates; Lei-Lin spaces.
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Introducao

Neste trabalho, apresentamos um estudo a respeito do sistema de equagoes da
Magnetohidrodinamica incompressiveis, tridimensionais e préoximo ao equilibrio

(MHDE) abaixo:

Ou + A**u+ (u-V)u+ VP = (b- V)b + Ob,
O+ A**b+ (u-V)b=(b-V)u+ du,
V-u=V-b=0,

u(z,0) = uo(x), b(x,0) = bo(z),

(1)

onde t > 0 & a variavel temporal, x € R?® é a variavel espacial, e as aplica-
goes u(z,t) = (ui(z,t),us(z,t),uz(x,t)) € R® & o campo velocidade, b(z,t) =
(by(z,t), ba(z,t),b3(x,t)) € R? & 0 campo magnético, e p(z,t) é a pressao escalar
do fluido (com P = p+ 1[b|?). Estamos assumindo que a viscosidade cinemética,
a constante magnética de Reynolds e os coeficientes correspondentes sao todos
iguais a 1. Aqui, a € R é um parametro dissipativo fracionario correspondente a
velocidade e ao campo magnético. A terceira equagao do sistema diz respeito
a incompressibilidade do fluido. Vale enfatizar que assumiremos, em todo o tra-
balho, por compatibilidade, que V - ug = V - by = 0. Além disso, A?® representa o
Laplaciano fracionario (—A)* (ver |32,134,35], para mais detalhes).

Afim de desenvolvermos nosso estudo com maior clareza possivel, é interes-
sante comecarmos explicando de forma breve o que descreve fisicamente o sistema
de equagoes MHDE ([1), o qual estudamos no decorrer desta dissertacao. Como
j& mencionado, este sistema considera as equagoes da Magnetohidrodinamica e
somente com este argumento conseguimos entender, mesmo que de maneira super-
ficial, do que se trata. O sistema MHDE descreve o comportamento macrosco-

pico de um fluido incompressivel eletricamente condutor em um campo magnético.



Vale ressaltar que, um fluido trata-se de uma substancia que se deforma continua-
mente, quando submetida a uma tensao de cisalhamento de qualquer valor e, além
disso, este é dito incompressivel quando apresenta uma resisténcia a reducgao do
seu volume quando submetido a uma forca de compressao.

As equagoes usuais da Magnetohidrodinamica (MHD) (ver [1,/15,/16},18,19,23-
29,36,37,39] e referéncias inclusas) refletem as leis basicas da fisica que governam
o movimento de fluidos eletricamente condutores, como plasmas, metais liquidos
e eletrolitos. Além disso, o campo velocidade obedece as equacoes de Navier-
Stokes enquanto o campo magnético satisfaz as equacoes de eletromagnetismo de

Maxwell. Estas sao descritas de forma precisa pelo sistema:

du+ (u-V)u+ VP = (b-V)b+ Au,
Ob+ (u-V)b=(b-V)u+ Ab,
V-u=V-b=0,

) )
u(z,0) = ug(x),b(z,0) = by(z),

onde t > 0 é a variavel temporal, x € R?® & a variavel espacial, e as aplica-
coes u(x,t) = (ui(z,t),us(x,t),uz(z,t)) € R® é o campo velocidade, b(z,t) =
(bi(z,t),ba(z,t),b3(x,t)) € R® é o campo magnético, e p(z,t) é a pressao escalar
do fluido (com P = p+ 1[b|?). Estamos assumindo que a viscosidade cinemética, a
constante magnética de Reynolds e os coeficientes correspondentes sao todos iguais
a 1. A terceira equacao do sistema diz respeito a incompressibilidade do fluido.

As equacoes MHD sao matematicamente significativas, pois elas represen-
tam uma generaliza¢do das equagoes de Navier-Stokes (ver [2-9,12H14120-22,30,31]

e referéncias inclusas) que sao dadas por:

Ou+ (u-Viu+ Vp = Au,
V.-u=0, (3)
u(z,0) = uo(z),

onde t > 0 é a variavel temporal, x € R® é a variavel espacial, e as aplicacoes
w(x, t) = (ur(z,t),us(, t), uz(z,t)) € R3 & o campo velocidade e p(z,t) é a pressio
hidrostatica do fluido. Estamos assumindo que a viscosidade é igual a 1. A segunda
equacao do sistema diz respeito a incompressibilidade do fluido. De fato,
quando b = 0 no sistema MHD (2)), encontramos as equagoes de Navier-Stokes ,



as quais constituem o problema (ainda em aberto) da existéncia e unicidade de
solucoes classicas que foi proposto pelo Instituto Clay de Matematica, nos anos
2000, como um dos sete problemas do milénio. Além disso, as caracteristicas
distintivas das equacoes MHD tornam os estudos analiticos um desafio ainda
maior em Anéalise Matematica.

Neste estudo, trabalharemos com o problema de estabilidade que considera

perturbagoes proximo a uma solugao estavel do tipo (4, 5) dada por

a(x,t) = (0,0,0), bz, t) =(1,0,0), VYzeR>t>0. (4)
Uma vez que A2p = (0,0,0), por meio de um breve calculo, encontramos que
(a, 13) ¢ uma solucao para o seguinte sistema 3D MHD incompressivel generalizado
(ver [19,26,[28,[29)36,,39] e referéncias inclusas):

AU + AU + (U -V)U + VP = (B-V)B,
8B+ A*B+ (U -V)B=(B-V)U, (5)
V.-U=V-B=0,

para t > 0,7 € R3 em que denotamos U = U(z,t), B = B(x,t) e p = p(x,t) o
campo de velocidade, o campo magnético e pressao escalar (com P = p+ %|b|2) do
fluido, respectivamente. Para entender este problema de estabilidade, considerare-
mos a perturbacdo (u,b) em torno do equilibrio, onde u = U—te b = B—bem que
(u, b) satisfaz o sistema . Este fato é comprovado por meio de substituicao direta
no sistema em questdo, valendo ressaltar que (B-V)b= (b-V)b= (U-V)b=0, e
que (b-V)B = &1 Be (b-V)U = &,U. E também importante destacar que o sistema
MHD é um caso particular de (basta tomar o = 1). Também gostariamos
de citar 38| (e referéncias inclusas) para mais detalhes sobre as equa¢oes MHDE
@.

Inspirados nos trabalhos de Y. Xiao e B. Yuan [38| e, posteriormente, de X.
Zhao e M. Zhu [40|, os objetivos desta dissertacao residem em investigar a exis-
téncia global, unicidade, analiticidade e o decaimento de solugoes (ver [1}2,5, (6,
8-11,,[16.{19H21}28,30,31.36(-40] ) brandas para o sistema MHDE no espaco de
Lei-Lin (ver também [2,[5,8,9,20,26}29,33,|39]) com expoente critico, o qual sera
definido formalmente no decorrer desse trabalho.

Uma vez que, comparado com as equacgoes de Navier-Stokes e com O sis-

tema MHD ({2)) (ver [2L[5,36]), a dificuldade para obter uma estimativa a priori é a
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presenca dos termos lineares Oju e 01b em . Para sanar este problema, introdu-
zimos e provamos um resultado (ver Lema que descreve uma caracterizagao
para uma solugao do sistema MHDE ({1)). Através disso, conseguimos chegar ao
nosso primeiro objetivo deste estudo: o resultado abaixo.

Assuma que o € [1,1] e (ug,by) € X'72*(R®). Considere que existe uma
constante positiva C, tal que ||(ug,bo)||x1-22 < C,, entdo o sistema MHDE

admite uma unica solucao global no tempo
(u,b) € C(RT; X'72(R%)) N LN (RT; X (R?))

tal que
10 2 ey + 120 L1y < 811 a2

Para tal feito, usamos algumas propriedades da transformada de Fourier sobre
a caracterizacao, dada pelo Lema de uma solugao para o sistema MHDE ([J).
Diante disto, conseguimos um operador bilinear continuo que satisfaz todas as
hipoteses do Lema (Teorema do Ponto Fixo), o que nos garantiu assim, a
existéncia e unicidade da solucao, como desejado.

O segundo objetivo nos diz respeito a analiticidade da solugao obtida acima,
como sugere o seguinte resultado.

A solugao (u,b) € C(R*; X172(R3))NLYRT; X1 (R?)) obtida acima é analitica

no sequinte sentido:

JF eV 0y, F eV M0 | ey + [(F e 0}, FH eV B
S 12\/5”(“0, bo) ||X1—2a.

Para a demostracao deste resultado acima, ainda utilizando-se do Lema [2.1
e das propriedades da transformada de Fourier e de sua inversa, fizemos uma
mudanca de coordenadas e, novamente conseguimos obter todas as condi¢oes para
0 uso do Lema [2.3] (Teorema do Ponto Fixo), e chegamos a nossa analiticidade.

Com o intuito de sermos mais especificos, motivados por X. Zhao e M. Zhu [40],
analisamos o decaimento da solucao estimada nos resultados acima, com respeito
a norma do espago de Lebesgue usual L*(R?) (ver Lema e, usamos esse fato
na obtencao do ultimo objetivo deste trabalho, isto é, o decaimento da solugao

com respeito a norma do espago critico de Lei-Lin X!'72%(RR3).

4



Seja (uo, by) € X' 72*(R¥) N L2(R?), onde 3 < a <1 er*:=r*(ug) =1"(by) €
(—%,oo). A solugao global obtida acima para as equa¢oes MHDE (1) satisfaz a
sequinte igualdade:

lim sup t3s || (u, b) () || x1-20 = 0,

t—o00
onde r*(ug) e 1*(bo) sGo as caracteristicas de decaimento para ug e by, respectiva-
mente.

Afim de garantirmos esta taxa de decaimento, utilizamos os Lemas [2.4]e[3.]] e
os Teoremas 3.1l e B.2

Permita-nos esclarecer o caminho percorrido nesta dissertacao para que nossos
objetivos, citados acima, fossem alcancados. Em adigao, informamos que este
trabalho esta dividido em trés capitulos.

Nosso primeiro capitulo é formado por trés secoes. Na primeira, trouxemos
algumas terminologias e notacoes a respeito dos termos presentes nas equacoes do
sistema MHDE (|l)), além de definirmos o produto tensorial entre duas fungoes,
e ainda, definimos o Projetor de Helmholtz. A segunda segao trata de um breve
estudo a respeito dos Espagos de Lebesgue LP(X). Nela, constam as defini¢oes dos
espacos LP(X) e L} (X), as desigualdades de Holder, Minkowski, Minkowski para
integrais e Young. A terceira secao retrata a transformada de Fourier no espaco
de Schwartz S(R"™), sua defini¢ao e principais propriedades; além disso, definimos
a caracteristica de decaimento para uma determinada aplicacao.

No Capitulo 2, a primeira secao traz um estudo relevante e introdutério sobre
os espagos de Lei-Lin X*(R3). Além da sua defini¢gio, provamos que o mesmo ¢é
um espaco de Banach para s € (—o0,0], ¢ que 0 espago X' 2*(R?*) com § <o <1
¢ um espaco critico para as equagbes MHDE (/1)) isto ¢, sua norma é invariante
por mudanga de escala. Na segunda e ultima se¢do, encontram-se os lemas (e
suas demonstragoes) de suma importancia para alcangarmos os objetivos deste
trabalho.

No Capitulo 3, situam-se os principais resultados. Ele é subdividido em duas
secoes. Na primeira, constam os resultados que garantem a existéncia e unicidade
de solugoes, além da analiticidade destas mesmas. Ja na segunda segao, estao as
informacoes que garantem a taxa de decaimento da solucao para a norma do espaco

usual de Lebesgue L?*(X) e para a norma do espago critico de Lei-Lin X72%(R3).



Por fim, é importante destacar que, este trabalho disserta sobre os resulta-
dos principais apresentados em [38| e algumas informacoes estabelecidas em [40].

Sendo assim, estas sao as referéncias principais para este estudo.



Capitulo 1

Definicoes e Resultados Basicos

Este presente capitulo tem como proposta apresentar a linguagem e os fatos
bésicos necessarios para a compreensao dos principais resultados deste trabalho.
Comecaremos expondo algumas terminologias e notacoes dos principais objetos
deste estudo. Introduziremos os espacos de Lebesgue usuais L” juntamente com
alguns de seus resultados relevantes para o nosso trabalho. Por conseguinte, defini-
remos a transformada de Fourier de uma fun¢ao no espago de Schwartz juntamente
com algumas de suas propriedades e apresentaremos esta mesma transformada com
respeito a uma distribuicao temperada. Além disso, estabeleceremos o conceito de

caracteristica de decaimeto para uma determinada aplicacao.

1.1 Terminologias e Notacoes
Consideremos o espaco C™ munido com o produto interno padrao

e a norma induzida por este mesmo produto como sendo

2| = Va1 2+ [l + -+ |2f?, (1.2)

com = = (L1, T2, .., Tn),y = (Y1, Y2, -, Yn) € C™.

Se () ¢ um subconjunto aberto em R" e k um inteiro ndo negativo, a classe
Ck(Q) consiste de todas as funcoes u : @ — R que tem derivadas parciais de
ordem menor ou igual a k continuas . Denotamos por C*(2) o espa¢o das fun¢oes

infinitamente diferenciaveis.



Denotamos, por simplicidade, u = u(t) = u(x,t) = (ui(x,t), us(x, t), ..., um(x, t)),
onde z € R®, t>0em e N.

O campo gradiente de u é definido como Vu = (Vuy, Vug, ..., Vu,,), onde
Vu; = (Diuj, Douy, ..., Dyu;) em que Dy significa a derivada parcial de ordem
1 com respeito a k-ésima coordenada, isto é, D) = a% (k = 1,2,...,n) e com
7=12 . m.

O Laplaciano usual é dado por Au = (Auy, Auy, ..., Au,) onde Au; = 2221 Diu;
(i = 1,2,3).

O divergente de u como sendo V -u =Y ;| Dyuy, onde u = (uy, ..., uy).

A notagao u - Vb significa 2?21 u;D;b, onde u = (uy, ug,u3) e b= (by, by, b3).

Dadas duas funcdes f : R* — R™ e g : R* — R, o produto tensorial ¢ dado

por f®g = (glf7 7gnf>7 onde f = (fl’f% "'7fm) €g= (917927‘“7971)'
Dado um campo vetorial v : R® — R3, existem w e 1) tais que

v=w—-Vi¢, V-w=0, (1.3)

Neste caso, w = Pg(v) é chamado Projetor de Helmholtz e v deve satisfazer
algumas restrigoes apropriadas (ver [22] e referéncias inclusas, para mais detalhes
sobre esta aplicacao).

Vale ressaltar que as constantes podem mudar seus valores de linha para li-
nha, embora o mesmo simbolo é aplicado. As constantes positivas absolutas sao
denotadas por C. Além disso, escrevemos C; para indicar sua dependéncia; mais

precisamente, Cs depende de s.

1.2 Espacos de Lebesgue L’

Um espaco de importancia necessiria para o desenvolvimento deste trabalho
sdo os denominados espagos de Lebesgue LP (ver |17], para mais detalhes). Vejamos

sua definicao e suas principais propriedades.

Defini¢ao 1.1. Fixemos um espaco de medida (X, M, u), ou seja, X é um con-
junto nao vazio, M é uma o-algebra de subconjuntos de X e p: M — [0, 00] uma

medida. Se f é uma fung¢ao mensuravel sobre X e 1 < p < oo, definimos

10 = [ [ 1117 " (1.4

8



Também, para p = oo, estabelecemos a seguinte norma:

[fllzee = inf{a > 0; p({x - |f(z)] > a}) = 0}, (1.5)

com a convengao de que inf () = co. Em alguns casos || f||r~ é chamada supremo

essencial de f e escrevemos

| fllz = supess{|f(x)| : x € X}. (1.6)
Definimos
LP(X, M, u) ={f: X — C; f & mensuravel e || f||1» < 00}. (1.7)

Definicao 1.2. Sejam 1 < p < oo e 2 um subconjunto aberto do R™. Diremos

que f é localmente integravel em LP(€2), e denotaremos isso por f € Lj (), se f

for uma fungao mensuravel e para qualquer compacto K C (2,

/K () Pda < oo, (1.8)

No6s também podemos definir o espaco LP envolvendo uma varidvel temporal

T, como segue.

Definigao 1.3. Assuma que (X, ||-||) seja um espago vetorial normado e T' > 0. O
espago LP([0,77; X), 1 < p < oo, contém todas as fun¢oes mensuraveis f : [0, 7] —

X para as quais as seguintes normas sao finitas

T 1/p
o = [ [ 1rPae] " ¥1<p<oc (19

e também
£l zoe o.71:x) = supess{|Lf ()] = £ € [0, T} (1.10)
Analogamente, C([0,T]; X) = {f : [0,7] — X continua} munido com a norma do

supremo essencial || - || Lo (jo,77,x)-

Definicao 1.4. Sejam f e g fungoes mensuréveis sobre R™. A convolucao de f e

g é a funcao f * g definida por

fro) = [ 1=y (1.11)
para todo x tal que a integral acima exista.

9



A convolucao entre funcoes, desde que a integral exista, zela de algumas pro-
priedades como, por exemplo, fxg=gx* fe (f*xg)xh= fx*(g=*h).
Abaixo, listamos alguns resultados importantes sobre a teoria dos espacos de

Lebesgue que serao utilizados nesta dissertacao.

Teorema 1.1 (Desigualdade de Hélder). Suponha que 1 <p < oo ept4q!=1.

Se f e g sdo funcoes mensurdveis sobre X, entdo

1fgllr < 1 fllzellgllze. (1.12)
Demonstragao. Ver |17], p. 182. O
Teorema 1.2. Para 1 < p < oo, LP € um espaco de Banach.
Demonstracao. Ver |17], p. 183. ]

Teorema 1.3 (Desigualdade de Minkowski). Se 1 <p < oo e f,g € LP, entao

1f+gllee < [ flle + llgllee- (1.13)
Demonstragao. Ver |17], p. 183. ]

A Desigualdade de Minkowski afirma que a norma L” de uma soma de apli-
cacoes € no maximo a soma das normas L” detas mesmas. H& uma outra desi-
gualdade, também conhecida pelo nome de Minkowski, que declara informacoes

relacionadas a integrais e aos espacos de Lebesgue usuais LP.

Teorema 1.4 (Desigualdade de Minkowski para Integrais). Suponha que (X, M, 1)
e (Y,N,v) sejam espagos de medida o-finito, e seja [ uma fung¢do mensurdvel em
X xXY.

a) Se f>0el<p<oo, entio

([ s auio) "o [ [ vran] " ). (L1)

b) Se 1l < p < o0, f(-,y) € LP() em quase todo ponto y, e a funcio y —
I/ y)ll, estd em L'(v), entio f(x,-) € L'(v) em quase todo ponto z, a
fungio x +— /f(x,y)dlj(y) estd em LP(u), e

| [ semar)]| < [1rclhi) (1.15)
0

1



Demonstragao. Ver |17], p. 194. ]

O Teorema seguinte contém um fato basico sobre a convolucao de fungoes no

espaco LP.

Teorema 1.5 (Desigualdade de Young). Se f € LP e g € L4, entio f*g € L',

1 _1,1 for T
com .+ 1=+ e além disso, temos que

1 gller < [[fllellgl - (1.16)

Demonstragao. Ver |17, p. 240. ]

1.3 A Transformada de Fourier

Para definirmos a transformada de Fourier de uma funcao f é necessério intro-
duzirmos a nocao de espago de Schwartz (ver [34], para mais detalhes). Para isso,

primeiro precisamos da seguinte familia de seminormas.

Para cada v, 8 € (Z*)" denotamos a seminorma || - ||,,5) definida como
1F ) = 1207 fll e = sup 2" 0] f ()], (1.17)
G tbn f
onde ¥ = 2" 2%, a¥n e OF = , com f € C®(R").

o aﬂlxl . e aﬁnxn
Definimos o espago de Schwartz S(R"), o espago das fun¢oes C°(R") que

decaem no infinito, isto é,
SR") ={p € C®°R") : |¢l@p < oo,v,B € (Z7)"}. (1.18)

Definicao 1.5. Definimos a transformada de Fourier de uma func¢ao f € S(R")

por
FONO = Fie) = [ e fn vee R (1.19)

onde 7 é a unidade imaginaria e £ - x é o produto interno candnico de R". Além
disso, definimos o operador Laplaciano fracionario A>* = (—A)%, através da trans-

~

formada de Fourier como sendo /@(f) = [£**f(£), para todo £ € R™.
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Esta definicao faz sentido, pois

‘/n ej&'“f(x)dx‘ < 5 e~ | £ (2)|dz

- / f(@)ldz + / ot L g,
B1(0) R” /B (0) ||

< [ 1f@lde [ i - vol(@B (0) < oc.
B1(0)

E verdade que o operador F : S(R") — S(R"), definido através da transfor-
mada de Fourier, ¢ um isomorfismo. Mais precisamente, temos o seguinte resul-
tado.

Teorema 1.6. A Transformada de Fourier F : S(R") — S(R™) é um operador

linear e continuo, continuamente inversivel, cuja transformada inversa € dada por:

n

FHHE) = (27?)"/ et f(x)dr, VEER™ (1.20)
Demonstragao. A prova deste resultado encontra-se em [34]. O

Logo a seguir, estabelecemos algumas propriedades que sao satisfeitas pela

transformada de Fourier.

Teorema 1.7. Se f,g € S(R™), entao temos as sequintes igualdades:

—_ -~

i) 0°f(€) = (i6)* £ (&);

i) F(a®f(2))() = il f(e);
iii) / Fodz = / fgdz;

iv) fxg(6) =17

v) fg=0n)"f %3

vi) 7(6) = @) " F(~€).

—

<)

Demonstragao. A demonstragao deste resultado situa-se em [34]. O

12



Uma tltima propriedade, envolvendo a transformada de Fourier, de grande

relavincia para este trabalho, é dada no proximo resultado.
Teorema 1.8 (Identidade de Plancherel). Suponha que f,g € S(R™), onden € N.

Entao, temos as sequintes igualdades:

) | J©sE)de = @m)" | f()gle)da

i) [ 1f©Pde=@n [ 5P

R
Demonstragao. A demonstragao deste resultado situa-se em [34]. O

Abaixo vamos definir quando um funcional linear ¥, definido sobre S(R"), é

uma distribuicao temperada e como se define a transformada desta mesma.

Definigao 1.6. Dizemos que ¥ : S(R") — C define uma distribuigao temperada,

e escrevemos ¥ € §'(R"), se
i) W é linear;
ii) W é continua, isto &, se toda {p;} C S(R™) que satisfaz p; — 0, com j — oo,
tem-se que ¥(y;) — 0, quando j — oo.
Definigdo 1.7. Dada ¥ € S'(R"), definimos a transformada de Fourier de U €
S'(R™) por
U(f)=¥(f), VfeSR"). (1.21)
Introduziremos agora as definicoes de indicador e caracteristica de decaimento

(ver |L1,[30], para mais detalhes).
Definicdo 1.8. Suponha que vy € L*(R"), B, = {{ € R : [{] < p}. Se os dois

limites, inferior e superior, existirem, eles sao indicadores de decaimento inferior e

superior de Afvy:

P’(vg)- —hmlnfp / €175 |6 (€)|2dE, s >0 (1.22)
e também
P2 (o) = limsup " [ JePla©Fds, 5 > 0. (1.23)
p—0t B,
Se P?(vg)- = P?(vp)4, entdo definimos P?(vy) = Pf(vg)- = P?(vp)+ como o

indicador de decaimento relacionado a vy.

13



Definicao 1.9. As caracteristicas de decaimento superior e inferior para Ay, €

L?*(R™) sao definidas como
rs(vo)+ =sup{r € R: P’(vg); < oo}, (1.24)

e também
rs(vo)— = inf{r € R: P’(vy)_- > 0}. (1.25)

Quando A*vy € L*(R") é tal que existe r5(vg) € (—% + s,00) que satisfaz
ri(vg) = max{r € R: P’(vg)+ < oo} = min{r € R: P’(vy)- > 0}, (1.26)

entdo % (vg) é chamado caracteristica de decaimento de vy. Em particular, quando
s = 1, r*(vg) denota a caracteristica de decaimento de vg. A caracteristica de

decaimento de A®vy (s > 0) nos dois casos é dada por:
ri(vg) = 400,  se rs(vg)y = rs(vg)- = +00 (1.27)

e também

rs(vo) = —g, se 15(vo)+ = 15(vo)- = — (1.28)

E.
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Capitulo 2

Espacos de Lei-Lin e Lemas
Preliminares

Neste capitulo, sobre os espagos de Lei-Lin X*(R?) (ver [2,/5,8,9,20L126,129,33]
e referéncias inclusas), exibiremos a defini¢do, provaremos que este é um espago
de Banach para s < 0 e mostraremos que X'72%(R3) ¢ um espago critico para as
equagoes . Além disso, determinaremos os lemas necessarios como, por exemplo,
o Teorema do Ponto Fixo, para as demonstracoes dos resultados principais que

estao presentes no tultimo capitulo.

2.1 Espacos de Lei-Lin X*(R?)

O interesse deste presente estudo estd em estabelecer a boa colocagao global,
analiticidade e estimativas de decaimento, considerando um dado inicial pequeno,

para o sistema no espago X'72%(R?), denominado espago critico de Lei-Lin,

1
2

caracteristicas relevantes deste espaco.

onde = < a < 1. Deste modo, nesta secao, apresentaremos a definicao e algumas

Definigao 2.1. Para s € R, o espaco funcional de Lei-Lin X*(R?) é definido por

X5(R?) = S'(R?) : S| F(€)|d . .
®) = {res®): [ leifiel <o) (21)
Este é equipado com a norma

Il = [ leFIF@lds, vf e SR 2.2
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A préxima definicao é acerca de espacos que dependem do tempo.

Definigao 2.2. Sejam s € R e p € [1,00). Uma funcio f(x,t) € LP([0,T] :

X*(R3)) se
[l = ( [ s

e f(z,t) € LP([0, T]; X*(R?)) quando

_f;(sdt) < 00; (2.3)

1

T . 1
e = [, ([ Q17 oprar) e < o (24)
ou ainda, f(x,t) € Z/LZO(XS) quando

sy = [ 161 sup {170} < oo 25)

<t<oo

Pela desigualdade de Minkowski podemos deduzir que se p > 1 entao
Lr([0,T); X*(R?)) < LP([0,T] : X*(R?)). (2.6)
Claramente se p = 1 entao
(0. 7) : X*(RY) = LH([0, 7] : X*(R?)). (2.7)

O resultado seguinte mostra que o espaco de Lei-Lin X* para s < 0 é um espaco

completo.

Teorema 2.1. Seja s € (—00,0]. O espago de Lei-Lin X*(R3®) é um espago de

Banach.

Demonstragdo. Considere f € §'(R?). Primeiramente, perceba que

-~

£ 1xs = HEFIS N e

Precisamos agora mostrar que o espago X *(R?), com s < 0, é um espago completo.
Com efeito, considere uma sequéncia de Cauchy (f,)neny C X*(R?). Assim, dado

e > 0, existe ng € N tal que se m,n > ngy tem-se que

X < €, (28)
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ou seja,
1€ fn = &P fmllr <€, Ym,n > ng. (2.9)

Em (2.9)), temos que (g, )nen := (\f]sfn)neN ¢ uma sequéncia de Cauchy em L'(R3).
Com 880, (gn)nen converge em L'(R?) para uma fungio f (ver Teorema |1.2).
Considere ¢ = |[7°f. Note que ¢ € Li (R?). De fato, seja K C R3 um

compacto; logo, K C B,(0), para algum r > 0. Entao,

/K o(6)|de < /B s < / VGLE
<r [ 5@ =1 < .
RB

Deste modo, ¢ € L}, (R3). Entao, ¢ € §'(R?).

loc
Defina F' = F!(p) € S'(R?). Afirmamos que (f,)nen converge para F' em
X*(R3). De fato, ¢ verdade que

1fo = Fllxs = Il fu = F (9]

s — $ /;L - d

xe= [ IeVIF - ol

- / € F — (€l l€]* Flde = / el T — flde
R3 R3

= llgn = fllz:-

Portanto, podemos escrever

lim ||f, — F||xs = lim ||g, — f||z1 = 0.
n—oo n—oo
E assim, concluimos que f,, converge em X*(R3). Logo, X*(R3) ¢ um espacgo de
Banach. ]
Um espago de Banach (X, |- ||x) é chamado espaco critico para as solugoes do

sistema se
Ifsllx = X fllx, VA>0,f€X, (2.10)

onde
Hlx) = Af(Ax).

Agora vejamos quais siao os valores de s para que o espago de Lei-Lin X*(R?) seja

um espaco critico.
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Teorema 2.2. O espago de Lei-Lin X'72*(R3) é um espago critico para o sistema
MHDFE .

Demonstragdo. Assuma que A > 0 e f € X172*(R3) e defina fy(x) = Af(\z), para
todo x € R3. Deste modo,

Il = [l 1€

=[] [ e aaag
R3 R3
€12 / e‘“f/\f()\x)dx‘dg. (2.11)

Realizando uma mudanca de coordenadas em (2.11)) do tipo y = Az, obtemos

e L A VIO
= [ lermen] [ e
= [ 1ol (2.12)

Novamente, aplique a mudanca de variaveis n = A71¢ em (2.12)) para inferir
Iallxrese = [ a2 Flp e
R

_ 2 / o2 F o) dn
RS
= )\2_2a||f||X172a.

Portanto, o espago de Lei-Lin X'~2%(R3) ¢ um espaco critico para o sistema MHDE

m =

2.2 Lemas Preliminares

Nesta secao, encontram-se os lemas que desempenham um papel de grande

importancia neste trabalho.
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Primeiramente, com o propdésito de eliminar os termos lineares dyu e 01b do
sistema MHDE dado por

Ou+ A**u+ (u-V)u+ VP = (b-V)b+ b,
O+ AN**b+ (u-V)b= (b V)u+ du,
V-u=V-b=0,

u(z,0) = ug(x),b(z,0) = by(z),

(2.13)

anunciamos o Lema (ver |38]). Este fornece uma escrita alternativa para as
transformadas de Fourier de uma solucao (u,b) para as equacoes MHDE ([2.13]),

onde ndo mais hé termos lineares.

Lema 2.1. Uma solugao (u,b) para as equagoes MHDE (2.13)) deve satisfazer as

sequintes iqualdades:

(€, 1) % (MO 4+ M0 i1y (€) + Zsgm(r) (O — MOy (€)

2
1 [ .

= /0 (MO 4 @) fe 1)

+sgn(&y) (@07 — M@= E(¢,7))dr (2.14)

e também

b(¢, 1) %sgn(&)(ew = MO g(€) + 2 (MO 4+ ROy )

2
1/ ., SN £
+5 / [sgn(€) (O — MO B(E )
0
F (MO 4 HOC) E(e 1)dr, (2.15)

onde t > 0, 5 = (51752753) € R?’; >\1(£) = —‘f’%‘ - i|€1|; )\2(5) = —|§|2a +i’§1‘7
F=—-u-Vu+b-Vb—-VP, E=—-u-Vb+b-Vu e

17 51 2 07

TR (2.16)

Demonstracao. Nosso intuito aqui presente se resume em eliminar os termos line-
ares do sistema MHDE ([2.13)). Para tal feito, vamos introduzir um processo de

diagonalizacao sobre a seguinte matriz:

_ €2 :
T ] cceawer (2.17)
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Para iniciarmos, vamos entender como obtemos a matriz dada em (2.17)). Per-
ceba que se aplicarmos a transformada de Fourier ao sistema MHDE (2.13), temos

que

Buu(€) + X2u(€) + (u- V)u(€) + VP(&) = (b- V)b(&) + rb(¢).

Ob(€) + A2H(€) + (w- V)b(E) = (b- V)u(€) + du(é), (2.18)
iz, 0) = do(x), b, 0) = by(z).

Consequentemente, podemos escrever as igualdades abaixo:

{aﬂl(f) +1€Pa(€) + (U/V\)u(ﬁ) + ﬁ)(ﬁ) = (b/V\)b(ﬁ) + 2516(5)7 (2.19)

DD(E) + €[22D(€) + (u- V)b(E) = (b- V)u(€) + i& a(€).

Passando nossa andlise as coordenadas de cada termo do sistema (2.19)) e usando

as notagoes

Fi(€) = —(u- V)uy(€) + (b- V)by(€) — 9, P () (2.20)
By (&) = —(u- V)by(€) + (b- V)uy(€), (2.21)

deduzimos o seguinte sistema

0rt (&) + |€1*05(€) — i€aby (€) = F(&), (2.22)
0;b; (&) + [€70;(€) — i&1t1;(§) = E;(8),
que na forma matricial é dado por
aa}j@} _ [—mm i1 ] [ <s>} Fy(¢)
[atbj(g) i& =[PP [b;(8) * E;(€)| (2.23)

para todo 57 = 1,2, 3.
A ideia a partir de agora ¢ diagonalizar a matriz descrita em (2.17) afim de
encontrarmos uma outra mais simples para chegarmos a conclusao da demonstra-

cao. Deste modo, sabendo que o polinémio caracteristico da matriz estabelecida

em é dado por
PO = X+ 2P A + [¢* + &
e seus autovalores (ou seja, suas raizes) sdo os seguintes:
M(§) = —[€ —il&i] e Mafg) =[] +il&l, (2.24)
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onde £ = (&,6,&3) € R?.

Considere, primeiramente, & # 0. Os autovetores associados a A;(§) e A2(§)
sdo, respectivamente, (i1, —i||) e (i&,1|€|). Estes vetores sao claramente (linear-
mente) independentes (ver (2.24))). Denote G(£) como a matriz formada por estes

autovetores em coluna, a saber

_ & &
G(&) = {—i|§| z|§|} . (2.25)
A matriz G(§) ¢é invertivel e sua inversa ¢ dada por
11
W@ﬂlF? %&]. (2.26)
Sendo assim, pela teoria dos operadores diagonalizaveis, podemos escrever
[P i& ] _ [Al(f) 0 ]
cor [T ] eor= M e e
Definamos agora
560 oo {261
pien] N laen) (229

para todo 7 = 1,2,3. Assim, 1/4;(5) e Z/?\](f) satisfazem, por (2.23)) e (2.28), as

seguintes igualdades:

016) - o iR
o[ )0+ B
~wer K)o FO| eer |29
para todo j =1,2,3 e 0 <7 <. Além disso, por (2.27), segue que
50) [ el [36] reor [ e
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para todo j = 1,2,3. Multiplicando a equacao (2.29)) pela matriz

e () (E—T) 0
{ 0 6,\2(5)(tr)1 , 0=7x4, (2:30)
obtemos 3 E
[@(@“9“—”&@)) O (50— 51 (231)
O (eMOE=DD(E))| | @) (I;Jz_g) + 2zléj> | |

para todo j = 1,2, 3. Multiplicando agora a equagao (2.31)) pela matriz G(§) (dada
em (2.25)), inferimos que

60O (6) +i610, (D 6)
—i[€110, (MO A, (€)) + if1]0r (M-I D, (é))

A (MO e T))F (€) + 3 Sgn(gl)( O=7) _ MO (€)
Logn(&,) (2007 _ u©)t-7) Fj(g) + L(eMOE) @) (€)
(2.32)

para todo j = 1,2,3. Agora, integrando de 0 a ¢ ambos os lados de ([2.32),
chegaremos a

3] -wa 5 23]

/t %( 1 (E=T7) 1 pA2(&)(t— T)) j(§)+ QSgn(él)(e)‘Q(g)(FT) ekl(ﬁ)(t*T))Ej(g) ir
0 |358n(&) (2O — MEOED) Fy(g) 4 L(M O 4 XlO0) Ey(¢)
para todo j = 1,2,3. Consequentemente, por (2.28), concluimos que

[@j@)} ) F( 1O 93, 0) + Jon(E) (=" — MO, <0>}

b;(t) 3sgn (&) (e — Al(e)t)uy( )+ 5(eM +6A2 )b;(0)

/t (0T 4 O MIE(E) + gsgn(&) (00 — MO B ()|
—+ e T,

Lsgn (&) (M=) — M€= r))p (€) + L(eM©OE=7) L X207 F,(¢)

para todo j =1, 27 3. Portanto, chegamos a

1 ~
(6, 1) =5 (MO + ) i(€) + Ssam(E) (O — MOy e)
1 ! —T —T -
:5/0 (MO0 4 MO0 e, 7)

+sgn(&) (2O — MO fe 7)]dr
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e também a

~ 1 R 1 o
BE01) —2sgnl€)(e9 = MO io(€) + 1O+ B c)
1 ! —T -\ L
=5 [[Tsame)( @6 — 00 e
0

+ (MO0 4 MO (e 1) dr

Perceba que se considerarmos &; = 0, a equacao matricial (2.23]) torna-se

ang(g)] B [_|g|2a 0 1 [@(5)} F(¢)
el =18 el ) 12| 23
ou seja, —
0:1(6) = —I€P*55() + F5(6).
9,b;(€) = —[§]7*b;(§) + E;(6),
para todo 5 = 1,2, 3. Isto nos diz que
0-a(&) = —Ig[*a(e) + F(©). (2.34)
9,b(§) = —[¢1**b(§) + E(§),

Multiplicando ambas as equacoes do sistema (2.34) por e €**(¢=7) e depois inte-
grando de 0 a ¢, deduzimos que

t
(g t) = e 16 g, + / e K= p(e 7Y dr
0

e também que

t
(&, t) = e Py + / e KPP =N B (¢ 7)dr.
0

Estes argumentos provam o Lema [2.1]
[l

Com caracter técnico, o lema abaixo (ver [39|) fornece uma desigualdade a
respeito de vetores em R? e sera 1til nas demonstracoes dos resultados de existéncia

de solucao para as equagoes MHDE (2.13)).

Lema 2.2. Assuma que % < a <1, entao vale a sequinte desigualdade:

1272 < 2722 Inllg — nl' > + '€ — ], (2.35)

para todo &,m € R3.
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Demonstracao. Inicialmente se tomarmos o = %, obtemos

2172 |nll€ — nl' 72 4 || e —nl] = In| + |€ —nl, (2.36)

e, desta forma, a desigualdade ([2.35]) é satisfeita pela desigualdade triangular, haja
vista que |£]272 = [¢].
Agora, vamos verificar a veracidade de (2.35) para o = 1. De fato, é verdade

que

—2a —2a —2a |77|2+|§_77|2
2172l = ' A Il PE =] =
1€ —nlIn]

Consequentemente, as seguintes afirmagoes valem:

> 2. (2.37)

P72 =1 <2< 217 Inllg — "7 + Il ¢ — nll.

Como acabamos de ver, para a = % e a = 1 o resultado é valido. Vejamos

agora o caso % <a<l.
Sem perda de generalidade, podemos assumir £ # 0 (£ = 0 é um caso ordinario).

Nestas condigoes, a desigualdade ([2.35) pode ser reescrita como abaixo:

L [nll€ —nl™™  [n["1E =)
Q1—2a — ‘5’27204 ‘5|272a
[ (|§—n|)l_2a (In|)1_2a € =l
= — + | = . (2.38)
SN N €]
Por conveniéncia, vamos denotar
Wl

T = E e y H (2.39)

Veja que x > 0 e y > 0. Além disso, pela desigualdade triangular, chegamos a

_fnlle—nl  fel _

r+y > == (2.40)
i iy
Desse modo, ficamos com a seguinte desigualdade:
1 1-2« 1-2«
e + %y (2.41)
Agora defina a aplicacao abaixo:
f(z,y) = xy' 2 + 2172y, Vao,y > 0. (2.42)
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Observe que se mostrarmos que a funcao f atinge um valor minimo ﬁ (% <a<
1), entao a desigualdade (2.35) é valida. Sendo assim, primeiramente, considere
que y = kx para 0 < k < oo. Com esta escolha, por compatibilidade com ([2.40)),

devemos tomar x > k%l Deste modo, defina

g(x) = f(z, kr) = 2(kx)' 2 + 22 (k2)

= 21720 L k) (2.43)

pp—

k+1
A seguir, mostraremos que ¢ atinge um valor minimo, independente de k, que
chamaremos g¢,. Mais precisamente, provaremos que

1
I = 50

(2.44)
Com efeito, é facil ver que

1
g'(w) _ 2(1 . a)$1_2a(k1_2a + k), Vo Z k——{—l (245)

para 0 < k < oo, ou seja, ¢’ é positiva em seu dominio (pois o < 1). Portanto, g

1

¢ crescente neste mesmo conjunto. Além disso, como g esta definida para >

(ver (2.40))), entao o valor minimo para g é dado por:

1 k-l—Qa +k
- <k < oo 2.4
g(k+1> (k_i_l)Q(l,a)a VO<Ek <o ( 6)

Perceba que a expressao exposta no lado direito de (2.46|) é um valor minimo que

depende de k. Vamos denota-lo por g,,(k). Como um resultado, vale a igualdade

abaixo:
O L LIV (2.47)
m - —7 - - OO- .
9 (k + 1)2(1—(1)
Assim, passando ao limite, quando & — oo, inferimos que
i gm (k) = Iyt — T (2.48)
e também que
1 1 1 1
fim gm(k) = I [ = +o0, (249
koo ! (k) e (1+4) 20 (k+1) * 1+ L(k+1)t-2 00 (2.49)

25



pois 1 < a < 1. Por outro lado, ao derivar g,, (ver (2.47)), obtemos

1+ (20— Dk — (20 — 1+ k)b
gk = 12 gkﬂ()f‘m TRRT o<k < oo (2.50)

Vamos analisar o numerador no lado direito da igualdade (2.50), chame-o
h(k) =1+ (a—1)k—(2a—1+k)k™2, V0<k<oo. (2.51)
Por conseguinte, podemos escrever a igualdade abaixo:
R'(k) =2a — 1+ [2a — Dk +2a(2a — 1)]k2*, V0 <k < oo (2.52)

Logo, I'(k) > 0, para todo 0 < k < oo (pois 3 < a < 1). Isto nos diz que h é ndo
decrescente em seu dominio. Além disso, h(1) = 0 (ver (2.51])). Portanto, temos o

seguinte comportamento para h:

h(k) <h(l) =0, Y0<k<I;
h(k) > h(1) =0, V1<k<+o0,
ou seja, por , chegamos a
d. (k) = $ <0, VO<k<I: (2.53)
I ( b%zo, V1 <k < oo (2.54)

Consequentemente, por (2.47)), (2.48)) e (2.49), podemos escrever

11—20c + 1 1
9p = gm(1) = (1+ 1)2(1704) - 91—2a" (2.55)
Através dos argumentos estabelecidos acima, o Lema [2.2] esta provado. [

A fim de apresentarmos o resultado que serd usado para provar a existéncia e
unicidade de solugdes para as equacoes MHDE ([2.13)) (ver as provas dos Teoremas
e[3.2), enunciamos o proximo lema (conhecido como Teorema do Ponto Fixo)
(ver |14]).
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Lema 2.3. Seja (X, || - ||) um espago de Banach e B : X x X — X um operador

bilinear continuo, isto €, existe uma constante C positiva tal que
1B(z,y)[| < Cillzllllyl Vz,yeX. (2.56)
Entao, para cada xq € X que satisfaca
AC ||zo|| < 1, (2.57)

a equacao a = xg + B(a,a), com a € X, admite uma solu¢io x € X. Além disso,

x obedece a desigualdade ||x|| < 2||xo|| e € a unica tal que ||z|| < ﬁ

Demonstracao. Para demonstrar este resultado, vamos considerar a bola fechada
de centro 0 e raio R em X, ou seja, Bg = {x € X : ||z|| < R}, onde

1-1-4
R= Cullzoll (2.58)

2C,

Veja que R & positivo (ver desigualdade (2.57) e satisfaz a igualdade

|zo|l + C1R* = R. (2.59)
De fato,
1— 1— 4C’1Hx0H 2 . 201 — 201 1— 401”.1'0| — 40%”1’0”
lzoll + 1 () = llaoll + 0
. 201 — 201 1— 401”3]0”
B 4C?
= R.

E, além disso, por ([2.58]), podemos escrever

1-— 401”1’0” S \/ 1-— 401”1’0” <1 — \/ 1-— 401”1’0” S 401”1‘0”

& R < 2||zl.

Observe que a primeira desigualdade acima é verdadeira por (2.57). Por conse-
guinte, R < 2|z
Agora, defina F': B — X por

F(z) =29+ B(x,x), Vx € Bg.
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Note que, para todo x, 2’ € Bg, concluimos, do fato que B é bilinear, que

|1F(z) — F(2')|| = || B(z,z) — B2, 2)]
B(2',z) + B(2',x) + B(2',2)||
,x) + B,z — ')

M+ [[B(2', z = 2.

K
8
N~—
|

r—a
<|IB(x — ',z

Usando que B é um operador continuo (ver (2.56))), chegamos a

1F(z) = F@)]| = | B(z,x) = B(z', 2')|
< Cillz = 2'|[l|=]l + Cull2"|[l]= — 2
= Cillz = 2[[(fl]| + [1"1])
< 2RC|jz — 2. (2.60)

Perceba que, por e , deduzimos
2RCy =1 — /1 —4C || < 1.
Assim, torna-se
|1F(z) = F(«')| < Clle = 2'|l, V2" € Bg,
onde 0 < C < 1. Por outro lado, aplicando e , é verdade que

IF@)[| < llzoll + [ B(z, 2)|| < [[zoll + Cilz|”
< |Jaol| + C1R?* = R,
para todo z € Bg. Ou seja, F(Bg) C Bg. Isto nos diz que F': Bg — Bg é uma

contragao. Pelo Teorema do ponto fixo de Banach usual (veja By é completa como

um subconjunto fechado contido em um espa¢o de Banach), F' possui um tnico
ponto (fixo) x € By tal que F(z) = x. Além disso, novamente por (2.56) e (2.59),

inferimos que

[l = llzoll + | Bz, 2)II < [lzo]l + Cullz]*
< [lwoll + C1R* = R < 2|0

Isto prova o Lema [2.3] m
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O lema (ver [8]) a seguir serd importante na prova do Teorema Ele traz

uma propriedade a respeito das fun¢oes continuas.
Lema 2.4. Seja f: RY — RY uma funcao continua tal que

ft) < Mo+ 0,f(0st), Vt>0, (2.61)
com My >0 e 61,0, € (0,1). Entao, é verdade que

M,
limsup f(t) < o
t—+o0 1 -6,

(2.62)
Demonstracao. Seja T > 0 fixo. Como f é continua e positiva, entao existe um

to € [0,7] C R* tal que
0 < f(to) = sup {f(¢)}.
0<t<T
Por (2.61)), temos que
f(to) < Mo+ 01 f(6at0) < Mo+ 601f(to),

pois 67 € (0,1). Tsto é,

to) < 2.63
ou equivalentemente,
M,
sup {f(t)} < —=. (2.64)
0<t<T 1—0,
Agora, passando ao limite superior quando 7" — oo, obtemos
M,
limsup f(t) < —. (2.65)
t—00 11— 01
m

O proximo lema nos fornece caracterizagoes relacionadas ao decaimento da
equacao do calor, e serd importante para a demonstracao do Teorema Sua

prova serd omitida por se tratar de equacgoes que nao sao o foco deste trabalho.

Lema 2.5. Assuma que vy € L*(R™), com caracteristica de decaimento r* = r*(vy)
(ver definicoes e , € uma solucao da sequinte equacao do calor generalizada:

v + A* =0,
v(x,0) = vo(x),

onde x € R" et > 0. Entdo, valem as afirmacoes abaizo:
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i) Se —§ < r* < +o0, entdo evistem duas contantes C1,Cy > 0 tais que

Ci(1+8)7=EH) < u(®)[F. < Co(1+1) =G+, (2.66)
ii) Ser* = —%, entao eriste uma constante C' = C. > 0 tal que
lv@)||7: > C(A+1)", Ve> 0. (2.67)

iii) Se r* = +o00, entao existe uma constante C > 0 tal que

lv@) |7 < C(A+)™, ¥Ym > 0. (2.68)

Demonstracao. Para detalhes da prova, ver [11,30] e referéncias inclusas. O
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Capitulo 3

Equacoes MHD Préximo ao
Equilibrio em Espacos de Lei-Lin

Considere o seguinte sistema 3D de equagoes Magnetohidrodinamicas (MHD)
incompressivel generalizado préoximo ao equilibrio:

O+ AN**u+ (u-V)u+ VP = (b-V)b+ 0:b,

O+ A**b+ (u-V)b= (b V)u + du,

V-u=V-b=0,

u(z,0) = uo(x), b(z,0) = bo(x),
parat>0e z € R,

Neste capitulo, estudaremos o sistema acima usando os espagos de Lei-Lin
X*(R3). Mais precisamente, obteremos solugoes (u,b) € C(RT; X172*(R3)) N
LY(R*; X*(R?)), onde a € [3,1], para estas mesmas. Mostraremos que, diante de
um dado inicial suficientemente pequeno no espaco critico de Lei-Lin X172%(R3),
poderemos estabelecer a boa colocagao global desta solucao. Diante disto, exi-
biremos a analiticidade desta solucao global e, por fim, obteremos uma taxa de

decaimento para esta mesma.

3.1 Existéncia e Analiticidade de Solucoes

Nosso primeiro resultado estabelece a existéncia e unicidade de solugoes globais
(também citamos [1}2,/5,|6} 811} 16,{19-21L28,/30,|31}:36-40] e referéncias inclusas)
para as equagoes MHDE (13.1)) nos espagos de Lei-Lin (ver |24[5[8L[0L20L26L29L|33] e

referéncias citadas), assumindo que os dados iniciais sao suficientemente pequenos.
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Permita-nos informar que (u, b) ¢ uma solugdo branda para as equacoes MHDE
(3.1)) se (u,b) satisfaz a equacao ([3.3]) abaixo.

Teorema 3.1. Assuma que a € [3,1] e (uo,bo) € X*72*(R?). Considere que existe
uma constante positiva C, tal que ||(uog, bo)| x1-2« < C,, entdo o sistema MHDE
(3.1) admite uma unica solu¢ao global no tempo

(u,b) € C(RT; X' 72*(R?*)) n L'(R*; X}(R?))

tal que
1, B)l ey + 1y Bl ety < 811 ut, B xa-2e. (3.2)

Demonstragao. Para provar este teorema vamos utilizar o Lema Deste modo,
¢ importante ressaltar que, preparamos os argumentos apresentados abaixo de

forma a poder aplicar este mesmo resultado.
Comecemos reescrevendo as igualdades (2.14]) e (2.15) como segue:

(,0)(6) = (57 [ 1 )i (€) + sn(€) (9" — M Oh(c)]

S [sen(€) (" — M) ig(6) + (MO + i) )
+ B((u,b), (u,b))(t), (3.3)

para todo t > 0 e £ = (£,&,&3) € R3, onde A\ (£) e X\o(€) sdo dados no Lema

e B é o operador definido por

B((v, ), (w, ))(t) = (Bi((v, ), (w,))(t), Ba((v, 0), (w, 9))(t)), Yt =0, (3.4)

co1m

Bl((v7 30)7 (’UJ, ¢))(t> -
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e também

( v, ), (w,¥))(t) =
/ sgn(€,)(€2O0=) _ MO F(P(— (4. Vw + (o - V)b))

( MO L MO F(— (0 W)y + (- V)w)dr |, (3.6)

para todo t > 0. Aqui P é o conhecido operador de Helmholtz (ver [22] e referéncias
inclusas para mais detalhes sobre esta aplicagio).

Estamos interessados em provar que B é um operador bilinear continuo sobre
um espago de Banach especifico (definido a seguir) com a meta de estarmos aptos
a aplicar o Lema e obter, como resultado, uma tnica solucao global no tempo
para o problema MHDE (3.1)).

Primeiramente, vamos checar que B ¢ um operador bilinear sobre (X x X)?
(onde X = C'(RT; X'2%(R3)) N L'(R*; X' (R?)) est4 munido da norma da soma
entre as normas destes espacos que estabelecem a interse¢ao). Com efeito, consi-
dere (r,s), (v, ), (w,1) € X x X e v uma constante real. Por simplicidade, vamos

denotar

A(r) = M O=T) 4 H2(O)(t-7) 4 D(t) = sgn(gl)(ekz(é)(t—ﬂ _ eh(é)(t—f))’
para todo t > 0 e 7 € [0,¢], com o objetivo de obter

Bul(r:5):2(v,) + (0. 0))(2) = Ba((r.5), (v0 + w70 +6)) (1)
=7 [ ADF6 0t w) + 5 W) +0)

[e=]

t

= F [ [ ADFPAl -V~ D+ a(s- D)o + (5 9))
+ D(7)(=(r - V) = (- V) + (s - Vv + (s - V)w)dr]

para todo ¢t > 0, onde usamos a definicao Consequentemente, através das

propriedades do operador de Helmholtz P (ver |22] e referéncias inclusas), encon-
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tramos o seguinte resultado:

Bl((f’ S) + (w,9))(t)

/ Alr V)u+ (s V)g) + D(O)F(=(r- Vo + (s V)o)dr| |

T %]—"‘1[ / ATF(P(=(r - V) + (- V) + D) F(—(r - V) + (s - V)w)dr |
= vB1((r,s), (v, 0))(t) + Bi((r, ), (w,))(t),

para todo t > 0. Isto nos diz que

Bl((rv 5)77(7]7 50) + (wv ¢)) = IVBl((T’ S)v (U’ 90)) + Bl((fr’ S)v (wv ¢))7

para todo (1, s), (v, ), (w,1) € X x X e v € R. Analogamente, verifica-se que

BQ((rv 5)77(1}7 90) + (wv ¢)) - 732((T’ S)v (U’ 90)) + BQ((T’ S)v (wv @Z)))’
para todo (7, s), (v,¢), (w,1) € X x X e v € R. Com isso, podemos escrever
B((r,s),7(v, ) + (w,v)) = B((r, 5), (v + w, v + ¥))
= (Bi((r,s), (yv + w, v +9)), Ba((r, 5), (yv + w, 79 + ¢)))

=(Bi((r,5), (v,9)), Ba(r,5), (v, 9))) + (Bi((r, 8), (w, 9)), Ba((r, 8), (w, 1))
=B((r,5), (v, 9))(t) + B((r, 5), (w, ),

para todo (7, s), (v,¢), (w,1) € X x X ey € R. Por isso, infere-se que

B((r,8),7(v, @) + (w, 9)) = vB((r, 5), (v, %)) + B((r, 5), (w, ),

para todo (r,s),(v,¢), (w,¥) € X x X e v € R. De forma similar, podemos

escrever a igualdade abaixo:

B((r,8) + (v, 9), (w, ) = B((r; ), (w, ) +7B((v, ), (w, ),

para todo (r,s),(v,¢), (w,¥) € X x X e v € R. Portanto, B & um operador
bilinear.
Agora vamos mostrar que B é um operador bilinear continuo. Para isto, pre-

cisamos da existéncia de uma constante positiva C' tal que

1B((v; @), (w, ) xxx < Cll(0, 0) [ xx | (w, P) [ xxx, (v, 9), (w, ) € X x X.
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Para darmos inicio, vamos estimar Bi((v, @), (w,1)) e Bay((v, ), (w,1)) nas
normas dos espagos C'(RT; X'72%(R3)) e L'(RT; X1(R?)).
Sendo assim, primeiramente, aplicando a transformada de Fourier ao operador

B4, obtemos

1 t
<3 / [t O 4 X OEDF(P(—(v- V)w + (9 - V)$)(7)
0
+ [P — MO F(— (0 V) + (p- D)) dr. (B
Por outro lado, veja que
MO | r(O-7)) — |e(—lfl2°‘—i|§1|)(t—f) + e(—\£|2“+i\$1|)(t—7)|
= |e 6P [emilerlt=T) 4 gilerl(t=m))
< e KPT eilal=m) | il
= e I (3.8)
ondet>0e0 <7<t (ver Lema . Analogamente, pode-se inferir que
|6>\2(£)(t—7) _ 6>\1(§)(t—T)| < 26—\£|2”<t77)’ (3.9)

onde t > 0e 0 <7 <t Por outro lado, lembre que o operador de Helmholtz P

satisfaz a seguinte igualdade:

F(e)-¢€
€]?

(ver |22] e referéncias inclusas). Sendo assim, aplicando (3.10), obtém-se
[F(P(=(v- V)w+ (- V)P) ()] < [F((v-V)w) ()] + [F (- V)P)(E)I-

Com isso, por (3.7), (3.8)) e (3.9), as propriedades da transformada de Fourier e a
desigualdade de Cauchy-Schwarz implicam que

F(Bi((v, ), (w,9)))(t)]
< / TIPT( —ie - w @ o) + i€ - b @ p(©)| + | — i - P @ u(€)]
+ i€ - w® p(&)])dr

< / TP ([w @ ()] + [0 ® @) + [¢ @ v(€)] + [w ® p(€))dr, (3.11)

FIPHIE) = f(&) — § VEER' (3.10)
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para todo t > 0. Multiplicando ambos os lados de (3.11)) por |£]'72%, encontramos

€1 F (Ba((v, ), (w,)))(1)]

- /0 e—lflw“*”|§|2_2°‘(|@(f)| + |@(5)| + |@(€)| + lw® (&)])dr.
(3.12)

Vamos analisar o primeiro termo a direita de (3.12) e, de maneira analoga,

apresentaremos os resultados deste estudo para os demais. Comecemos aplicando
o Lema (desde que a € [3,1]) e 0 Teorema de Fubini para obter

/ T e e ) dr < / P m @ u(e)|dr
0 0
<c [ [ jite—mlatlanar
<Co [ [ nlle =l + ' 2l = Dlote = )il i
< (I s (0]} » ( / |€||w(€)|dt)
Culleh=> sup {la(o)]))» (/ €lloe |dt) (3.13)

<t<oo

Consequentemente, usando (3.13) em (3.12)), podemos escrever
61 7B (00 (000 < Cal (62 sup lohy ([ llhace)ie)

(2 s (ool ([ elite |dt) +(eP> s (I}

<t<oo

)
(e |dt) = sup {101+ (/ lle(e)ie)
)

(2 s (ol ([ lllotg |dt) + (P> swp )

<t<oo <t<oo

(/ elote |dt) 0 sup (1P} » (/ o))
(e s gaon)« ([ lelste |dt)]
3.14)
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para todo t > 0. Por outro lado, integrando sobre R? e aplicando a desigualdade
de Young (ver Teorema ao primeiro termo do lado direito de (3.14)), resulta

que
e s oty s ( I IE\Iw(§)|dt) "
- 'ﬂfl”a sup {Ja(1)]}) * ( | |§I|w(§)|dt>

0<t<o0o L1(R3)
< 11e2 sup {6 / lle(e)|de
0<t<oo 0 L1(R3)

= Hv”ﬁé(xlfza)”w”Ll(Xl)-

Portanto, passando ao supremo sobre ¢ € [0, 00) e calculando a integral sobre R3
na desigualdade (3.14)), concluimos que

||B1((U790)7 (w7¢))“f}5(){172a)
< Calllvllzz xi-2ay + [l gz (x1-20)) (lwllzr ey + 191l x))
+ (lwll gz =20y + 19l = 120 0l 210y + ([l 22 xm))

= Calll(v, )l 7 (xr-20y | (w, V) L1 ey + 1w, ) | 7 x1-20) 10, 0D 21 x1)) -
(3.15)

Ou seja, é verdade que
1B1((v, ), (w, )| 7z x1-20y < Call(v; @) xx [[(w, 1) [|xxx- (3.16)

para todo (v, ), (w,9) € X x X.

Agora, para encontrar uma estimativa para || Bz((v, ), (w,¥))|| 7z x1-2) basta
comegarmos aplicando a transformada de Fourrier ao operador By (ver (3.6])), as
desigualdades elementares e e, em seguida, a desigualdade de Cauchy-

Schwarz para obter

F(Bal(0,0), (w,0)) (1)
- / sgn(E) (9 — MO E(P(—(0- V) + (- V)))

+ (MO L RO F( (- V) + (- V)w)dr

< / T ([w @ ()] + [0 ® 9()] + [¢ @ v(€)] + [w @ p(€)])dr, (3.17)
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para todo t > 0. Multiplicando ambos os lados por |£[}~2*

€[22 F(Bal (v, ), (w, ) (8)]
gﬁ eI 2220 (| GT(E) + 9 ® p(6)] + [§ ® v(©)] + @ @ B(E)|)dr,

, chegamos a

para todo ¢t > 0. Observe que o lado direito esta desigualdade acima corresponde

ao mesmo lado de (3.12)). Sendo assim, podemos deduzir, de forma analoga, que

1Ba((0,2), (w0, )17 1 e
< Calll(v, @)l e 10, ) ) + 1100, ) oo 10, 20 L2 0
< Call 0, @)L 1, ) xx, (3.18)

para todo (v, ), (w,1) € X x X. (Para mais detalhes, siga os argumentos apre-

sentados para determinar (3.15) e (3.16)).
Por (3.16]) e , inferimos a seguinte estimativa para o operador B (ver

(3.4)) em C(R*; X172%(R?)):
I1B((v, ), (w, )l = (x1-20) < Call(v, @) x| (w, ) L x, (3.19)
para todo (v, ), (w,¥) € X x X.

Agora, vamos estimar || Bi((v,¥), (w,))|1(x1). Para este fim, multiplique
ambos os lados de (3.11)) por || e integre o resultado obtido sobre [0, 00) para

encontrar

/0 ) [EIF(Bi((v, ¢), (w, 1)) (t)|dt < /0 h /0 €217 220 | @ 0 (€))]

+ 16 @ p()] + & @ v(E)] + |0 @ p(€)|)drdt.
(3.20)

Vamos analisar o primeiro termo do lado direito da desigualdade (3.20]) e genera-

lizar os demais de maneira andloga. Aplique o Lema para obter

fe'e) t
| [ repeee g e @mng arar
0 0
fe's) t
sc/ /WaMamwt”/|a%mw¢—nmmeMMﬁ
0 0 R3
[e'e) t
sca/ /Namfﬂw”/|mw—mkhwg—nmeWMMﬁ
0 0 R3
[e'e) t
G [ [ClePre [ e < allote — o) dndrae. (321
0 0 R-
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O primeiro termo do lado direito da desigualdade (3.21)) pode ser trabalhado como

segue:

[e%s) t
| [ [ alle = 2ote ~ mllaGpldnara
0 0 R3
0 t
<[] [t e apt sup (1ot =) Biallo o) drtar

/“mmm ol sw {la(e =i} [ [ o) ardeay

[Pt =l s (Jote =) [ (e 8 « o) dear.

Por isso, usando a desigualdade de Young (ver Teorema , deduzimos que

o0 t
o —|¢2elt—7) —oa .
/ /W526K2 /1mm-m12w@—nMwwwmmﬁ
0 0 R3

_|¢2at A~
"z gocop @)l 21 qo.condn

< [ 1Pt —nl sup {lot — ml}e
R3 0<t<

:/Rg & —nl' 2 Sup {lo(¢ —n I}/ ||| (n)|dtdn
:oa“még;wmmp*(A ella el

Portanto, substituindo este tltimo resultado em (3.21)), chegamos a

/gmlﬂflffae—ﬁﬁa“”|5F—*ﬂ67&55<§ﬂdfdt
< Callgl > sup (o))« ([ Ieliace) i)
Callel ™ sup (o@D« ([ llloc@lat).

0<t<o0o
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Assim sendo, implica que
| B0 ()@l < Ca(2 sup (o)
<[ ttroctar) + > sw ey« ([ elieolar)

0<t<oo

(el sup (@O ([ Iel9©e) + (< s (9O

<[ ttigtorar) + e sup Lo« ([ leliicee)

0

+ 0 sup (@D« ([ lelloidr) + (61 sup {10))
([ ticenae) + e s oin s ([ illpiar)]. @22

0<t<oco

Por outro lado, integrando sobre R? o primeiro termo (o estudo dos outros termos
é analogo) do lado direito de ([3.22]), segue da desigualdade de Young (ver Teorema
1.5) que

[ e s o ([ lellaelir)dg

0<t<oo

1-2a ~ > N
< [ 1t s {aceihas [ [ elnoearde

= [[vll gz x1-2y [l ]| 1 x0)-

Portanto, integrando sobre R? a desigualdade (3.22)), podemos escrever os seguintes

resultados:

1B1((v, ), (w, )| 2 (x)
< Col([lvll gz (x1-20y + @l 75 (x1-20y) (w22 x1) + 1)l 2 ()
+ (lwllz= (x1-20y + 10l 7z x1-20y) 0l 11y + ol L2 (x0))]
= Co(ll(v, @)l 7= (xxr-2e (W, ) 22300y + ([ (w0, V)| 75 x1-209 1 (0, D) [ L2 (x1)), (3.23)

Com isso, estabelecemos a seguinte desigualdade:

1B1((v, ), (w, )1 xy < Call (v, @) Lxx [Hw, ) Lxx, (3.24)

para todo (v, ), (w,9) € X x X.
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De forma similar, podemos estimar a norma | Bs((v, ), (w,))|1(x1). De
fato, multiplique ambos os lados de (3.17)) por ||, integre o resultado obtido sobre
0, 00), integre sobre R? e siga os argumentos estabelecidos para determinar ((3.24)

para encontrar a desigualdade abaixo:

1Ba((v, ), (w, )21 x1) < Calll(0, @)l g (x1-20 [ (w0, ) |1 x1)
+ (w0, Yl g 120 1 (0, 0) |1 x1))
< Call(v, )l x 1w, ) | xxx, (3.25)

para todo (v, ), (w,9) € X x X.
Por (3.24) e (3.25), obtemos a estimativa desejada para o operador B em

LY'(X1'). Mais precisamente, temos que

1B ((v; @), (w, )l o1 x1) < Call(v, @) xxx[[(w, )] xxx, (3.26)

para todo (v, ), (w,1) € X x X (ver (3.4)).
Portanto, a partir de (3.19) e (3.26)), chegamos a conclusao que

1B ((v; @), (w, )| xxx < Call(v, @) Lxxx [l (w, ) Lxxx, (3.27)

para todo (v, ), (w,¥) € X x X. Deste modo, B & um operador bilinear continuo,
como queriamos demonstrar.
Ainda objetivando garantir as hipoteses apresentadas no Lema [2.3] precisamos

mostrar que

X A )
4C, (5?*1((@1@ +e*O)dig(€) + sgn (&) (MO — MOy (€)),

%]—"_l(sgn(&)(e’\2(§)t _ ekl(é)t)ao(ﬁ) + (6>\1(§)t + 6A2(€)t)50(§))> <1, (3.28)

HXXX

onde C, é dado em (3.27) (ver (3.3)). Para comecar, vamos estimar cada en-
trada do vetor que esta descrito na desigualdade acima nas normas dos espacos
CRT; X'172%(R%)) e L'(R"; X (R?)).

e Estimativa da norma LNOO(X 1720 para a primeira entrada do vetor dado em
(13.28]).
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Aplicando a transformada de Fourier, obtemos, de (3.8) e (3.9)), a seguinte desi-
gualdade:

SO 1 )i (€) + sgu(6) (7O — M Oin(c))]

2
1 .
< §HeA1(£)t + 6A2(5)t!|ﬂo(£)| + ‘e/\2(5)t _ e)\l(g)tHbO(g)H
< e (| ()] + [Bo(€)]) (3.29)

< lao(&)] + [bo(€)].
para todo ¢t > 0. Como o lado direito da tltima desigualdade acima nao depende
de t, entao

%OELLP {1((eMO 4 e2O)i(€) + sgn(&;) (MO — MEBy(€))]}

< lio(&)] + 1bo(€)]-

|1—2a

Desta forma, multiplicando por |£ a desigualdade acima e integrando sobre

R? o resultado obtido, chegamos a

; / €' sup {](eMO" 4 ) itg(€) + sgn(r) (€™ — e by (€) [}
R3

0<t<oo

1—2a) 5 1-2a7
< [ e ==lalds + [ 1€/ lin(e)ide

Isto nos diz que

% / €172 sup {|(eMO + e ON)ig(€) + sgn(€) (e — M Oby(€)[}dg
R3

0<t<oco

S ||UOHX172O¢ -+ ||b0||X172a.

Com isso, é verdade que

Lot @t xaety s MO _ MO
|37 (@ 4+ Oag(€) +sam(@n) (O — M Nb©)|

< ||(uo, bo) || x1-2a- (3.30)

e Estimativa L(X!~2%) para a segunda entrada do vetor dado em (3.28).

42



Realizando um processo similar ao apresentado no caso anterior, concluiremos que

|57 (e (@0 — M M)ig() + (2O 4 X))

foZ(Xl—za)
< || (uo, bo)|[ x1-2a- (3.31)
Assim, por (3.30) e (3.31)), deduzimos que
H (577 (€ 4 2)ag(6) + smn(@) (79 — M Oin(e)),
5;— (sgn(6)(2OF — MO (€) 4 (MO +exz(@t)go(g)))HZE(XI_M)
< 2[|(uo, bo) || x1-2a (3.32)

e Estimativa L'(X"') para a primeira entrada do vetor dado em ((3.28)).

Multiplique por [£] a desigualdade (3.29)), integre o resultado obtido sobre R3,

integre sobre [0, 00) e, posteriormente, use o Teorema de Fubini para obter

/ / |g’l MO 1 2200 50(€) + sgn(gy) (2O — M EONYDy(€)|dedt
RS

—[€]*t - > — g2t A
S/o /R €llo(&)ldedt + /0 /R €1bo(©)|deds
= U _|E‘2atd d 8 _|£‘2atd d
[ it [ e ande+ [ i) [ e arae

= [ el + [ 1P lin(e)lde
R3 R3

Assim, segue que

|37 (@O 4+ g () +sam(€) (" — M Ob@)| |,

< |I(uo, bo) || x1-20. (3.33)

e Estimativa L'(X"') para a segunda entrada do vetor dado em ({3.28]).

Realizando na segunda entrada um processo anilogo ao que foi apresentado no

caso anterior, teremos que

A2(8)t _ A€ty (&)t A2(&)\],
|57 e e — M Oig(e) + (O + (e

< (utp, o) 120 (3.34)
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Portanto, por (3.33)) e (3.34)), inferimos que
1 ) )
| (77O + 9ag(€) + san(€) (= — X )in(¢).

1 A .
5}—_1(Sgn(51)(6’\2(5)t — MO i (&) 4 (MO + €A2(£)t)b0<§))) ’ LY(X1)

< 2| (o, bo) || x1-2a- (3.35)

Desta forma, aplicando (3.32)) e (3.35), podemos escrever

| (571" + X0Yig(e) + smm(er) (" — MO)hy(e)),

1 R ~

L () (0 — M) + (M 1 =) |

< 4| (ug, bo) || x1-2a- (3.36)
Multiplicando ambos os lados de (3.36) por 4C, (onde C, & dado em (3.27)),
estabelecemos que (3.28) é valida se

1
16C,

||(UQ, bo) HX1—2a <

Portanto, pelo Lema concluimos que a equagao (3.3) admite uma tdnica
solugao (u,b) € C(RT; X'72(R3)) N L'(RT; X1(R?)). Além disso, (u,b) satisfaz a
desigualdade

B < 2| (577 (A + 29a0(6) + () (2O — MO (6)),

SF (€ (O — MOy (6) + (MO 1 () )

HXxX’
isto é,
1t ) -y + 1 D)3y < 811Cutp,Bo) 1o
(Ver ([3.36])). O
Agora estamos prontos para trabalharmos com a analiticidade da solucao branda
encontrada no Teorema para as equacoes MHDE (3.1). Esta propriedade nos

permitira estabelecer o decaimento desta mesma solucao nos espacos de Lei-Lin

que estamos estudando (ver Teorema para mais detalhes).
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Teorema 3.2. A solugio (u,b) € C(RT; X172*(R3)) n L'(RT; XY (R?)) para as
equagcoes MHDE (3.1), obtida no Teorema ¢ analitica no sentido que

||(]:_1{€\/ﬂ§|aﬁ}, .F_l{eﬁlf‘al;})nﬂ.é(xlfza) + ||(J—_-—1{6\/7§|§\a,&}’ ./T_l{eﬁ‘glai)})HLl(Xl)
< 12\/E|’<U0, bo) Hxl—2a. (337)

Demonstracao. Afim de garantirmos a analiticidade da solucao estabelecida no
Teorema do sistema MHDE ({3.1}), vamos definir uma mudancga de coordenadas
no sistema MHDE (3.1) com o intuito de obtermos condi¢bes necessarias para

aplicarmos o Lema Assim, comecemos multiplicando (2.14) e (2.15) por eV¢”
para obter

Vgl

~

[(e)\l(g)t + e)\z(g)t)ﬁo(g) + Sgn(&)(ekz(f)t . e/\1(§)t)b0(§)]

VEE [t )
/ (MO | MO-)) fr
2 Jo

+sgn(€) (€07 = MOD) Bl e, 7)ar

VUl a(g 1) =°

+

e também

eVHE®

eV p(¢, t) = [sgn (&) (MO — MO, (€) + (MO + MOy (¢)]

pVilele )
. / [sgn (&) (2O _ MO f
0

+ (MO 4 ra(O)= T)) E)(¢,7)dr

+

para todo t > 0 e & = (£,&,&) € R3, onde \(£), X\o(€), E e F sdao dados no
Lema 2.1l Definimos

(U, B)(,1) = (FY{eVHI" g}, F~ Vb)), Ve e R® ¢t > 0. (3.38)

Deste modo, como V-u = V-b=0e (u(-,0),b(-,0)) = (ug, bo)(+), podemos escrever

_ (eVIEI g, V).
=V.-B= 0;
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Observe que U = V"4 e B = eVikI*p ou, equivalentemente, u = F~1(e V")
e b= F e V" B) (ver (3.38)). Consequentemente, através do Lema che-

gamos a

e Ve . R
(5 t) 5 [( A (€)t + ekz(i)t)UO + sgn(fl)(e’\Q(g)t _ e’\l(g)t)Bo]

e Ve

/ (MO 2O F(P(—(FH e VI D) . V)

F- ( f\él“U)+(f (e x/\él“B).V)]_— (e */ﬂf'&B)))
+ Sgn(gl)(e)\Z(é)(th) _ 6/\1(5)(%7))]:'[(_]:'71(efx/flﬁl"f]) . V)J—_-fl@f\/ﬂﬂaB)
+ (}"fl(e’*/ﬂé‘aé) -V)F e =Vl [ 0]}dr|, (3.39)

onde P é o projetor de Helmholtz (ver [22] para mais detalhes), e também

Vel .
S lsBn(60) (€ — MO 4 (MO 4 )

e\/w

B(£7t> =

/ {sn(6,) (2 OU=T) _ MO F(p(_(F~L (VI [T . 7)
T ( —VHEl [ U) + (F e Vil® B B)-V)F (e —\/ilf\“g)))

+ (eM©OET) L a7 )]:[( e f\&laU) v)]:—l(e—x/ilf\ag)
+(F eV B V) F N (e VI O) Y r | (3.40)
para todo £ € R? e t > 0. Agora, aplicando a transformada de Fourier inversa a

(3-39) e , inferimos que

eV eVie® .
(U, B)(E:1) = (F (S5 (M + 00 + ——sgn(&) (¥ — M) By ).
\[ et \[ @
_1<e tel Sgn(gl)(e)\z(f)t_6)\1(§)t)U0+ eVl (eh(f)t+ekz(£)t)§0>)
+Q((U, B), (U, B))(&.1), (3.41)

para todo £ € R® e t > 0, onde @Q & o operador dado por

Q((v, ), (w, ¥)) = (Qu((v, ), (w, ¥)), Qa((v, ), (w, 1)), Vv, p,w, 9 € X,
(3.42)
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onde X = C(R*; X'2*(R?)) N L}(R*; X! (R?)) (como na prova do Teorema
tal que

Vgt X
(.0, w6 = F {5 [ ADFP-F e V) v)

0

f—l(e—ﬁlélaw) + (f—l(e—x/ilf\“@) . V)}"_l(e_\/ﬂf‘a@@))dT}

+ 7Y eéga / D) F(—F ) 9)F V)
+(F eV G) ) F eV ) ar (3.43)

e também que

Vel X
Qullo. ). (w060 = F {5 [ DIFP-F ) 9)

F e VI 0) 1+ (FY (e VI ) . v) ;—1(6—&&&@)(17}

+ f‘l{eﬁzaa / ATF(F e ) 9 e
F(F eV gy V)f—l(e—\/ﬂflaw))dT}’ (3.44)

para todo £ € R? e t > 0, sendo
A(r) = (MO L 2200y o D(7) = sgn (&) (2O — MO=7)),

Nosso intuito aqui é mostrar que o operador () exposto acima é bilinear e
continuo sobre (X x X)2.
Vamos comegar mostrando a bilinearidade de @ sobre (X x X)? . De fato,

considere (r,s), (v, ), (w,1) € X x X e v uma constante real. Assim,

Qi ((r, 8) + (v, 9), (w,9)) = Qu((yr + v, 78 + ¢), (w0, ¥))
{ / A(r (e—x/ﬂ&\“(@)) V) F (e VI )

 (F e (s 1 ) - V)F eV G ar )

+f1{6€€a / D()F(=F eV (37 +v) - V)F (e V)

FF Y s 1 0) - V)F e ) ar .
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Consequentemente, através da linearidade da transformada de Fourier e das propri-
edades do operador de Helmholtz P (ver [22] para mais informagcoes) encontramos

o seguinte resultado:

Q1(v(r, 8) + (v, ), (w,¥))

Vil i i
7 S [ ADFPE ) v F V)

T (F eI S) ) F e VI ar |

+ }“1{6\/26“ /tA(T)f(P(_(j:l(ex/ﬂé“@) . V)}—A(eﬂ/ﬂﬂaw)

- (F N eI ) ) F e V) ar )

eVt a a2
+F {5 /0 D(r) [ F((=F (V14 7) - 0)F 1 (eI g))
£ F((F e15) - V) F eI ) ar )

Vi

+f*1{

[ D@ [P e - e )
FF(F (V) - V) F e ) ar |
=71Q1((r, 5), (w,¥)) + Q1 (v, @), (w,¥)),
Desta forma, concluimos que
Q1(y(r, s) + (v, ), (w, ¥)) = ¥Q:1((r, 5), (w,¥)) + Qu((v, ), (w, ¥)),

para todo (1, s), (v, @), (w,1) € X x X e v € R. Realizando calculos semelhantes,

chegamos a
Q2(7(r,s) + (v, ), (w, 1)) = 7Qa((r, 5), (w, 1)) + Q2((v, ¢), (w, ).
para todo (7, s), (v,¢), (w,¥) € X x X e v € R. E, desta maneira,

QUy(r,s) + (v,9), (w, ¥)) = Q((r, ), (w, ¥)) + Q((v, ), (w, 1)),

para todo (r, s), (v, p), (w,) € X x X e v € R. De forma anéloga ao feito acima,

obtemos a igualdade a seguir:

Q((r,5), (v, ) + (w, ) = ¥Q((r,5), (v, ) + Q((r, 8), (w, ¥)),
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para todo (r,s), (v, ), (w,) € X x X e v € R. Portanto, como querifamos, @) é
um operador bilinear.

Agora vamos mostrar que exite uma constante positiva C, tal que

||Q((v’§0)7 (quvz)))HXXX < CCVH(U’SD)HXXXKUh¢)||X><X7 V(U,QO), (wuqu)) € X x X,

isto é, vamos provar que o operador bilinear () é continuo.
Para iniciarmos, vamos estimar Q1((v, ¢), (w,v)) e Q2((v,¢), (w,1)) nas nor-
mas dos espagos C'(R™; X172*(R3)) e L'(R"; X'(R?)). Para tal, aplicando a trans-

forma de Fourier ao operador Q)1 (ver (3.43))), usando a propriedade (3.10) do
operador de Helmholtz P e, utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, e

(3-9), obtemos

[F(Q1((v, ), (w,)))(1)]
< /t V167 (1= (=1 e~V ) . ) F-1 (e~ ) dr

t
+ / VI =P =) F(F=H (e VT ) - W) F (e V- ) dr
0
t
+ / eI~ =) (= F (e VT ) - W) F (e VT ) dr
0
t
+/ eI =) F(F L (e VI ) - W) F (e VI h))dr. (3.45)
0

Vamos analisar o primeiro termo do lado direito de (3.45)) e, de maneira analoga,
firmaremos os resultados obtidos deste estudo para os demais. Pelas propriedades

da transformada de Fourier e usando o fato que

€| <€ =nl+ 0" < [E=n|"+n|*, VE&neR?,

haja vista que 0 < o < 1, constatamos, pelas propriedades da transformada (ver
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Teorema |1.7)), que
t
/ VIR )| F(—F (V) . V) F (e VT ) dr
/ VHEI P =) ||| F(F (e VTEIM ) @ FH (e VT 8))|dr

< C/ ViE|E[e—[g[2e (t—r ,5|/ VU&=l +I™) 5 (¢ — )| (n) |dndT

< [ i [ glae - o (3.46)
0
Por outro lado, é verdade que
(Vt—7lg]*=1)* =0,
sempre que 0 < 7 < t, o que significa dizer que
VE=Tel — (VT < (3.47)
sempre que 0 < 7 < t. Assim, por (3.47) podemos inferir que
VIV =g (t=7) _ ((VE=vT)IE|™ o= 5lEPP* (t=T) o= 5 [€17* (t—7)
< VTl = glelP (=) o= 31l (t-7)
< ezealé(t=T), (3.48)
sempre que 0 < 7 < t. Deste modo, de e , podemos escrever
/Ot exﬁl&l“‘flﬁ\“(tﬂ)|]:((_]:*1(€fﬁ|£|&@) V) F (e —VTIEl” w))|dr
<c [[everen [ gite - mlatdndr (3.49)
<c [ [ el - mitomdnr (3.50)
Agora multiplicando a integral no lado direito de por |£]'72% e usando o
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Lema desde que o € [1,1], deduzimos que

| [ 1ertite = wikidnds
s@ﬁﬂm”wwmmeWW+@4ﬂmwmumv%mmw
< Callel™ s (@b« ([ lllie)ar)

0<t<o0

+Calll sup (@)« ([ Iellar) (351

Integrando o lado direito de (8.51)) sobre R?® e usando a desigualdade de Young
(ver Teorema [L.F)), encontramos

Calll sup {15 s [ Iella©lar], .,

| tleian

+ Calll€]' 2 sup {Jw(&)[}H|1 re)
0<t<oo 0

L1(R3)

= Caolllvliz=x1-20) lwll 11y + [[wll g 12y 0] 2 x)]- (3.52)

Assim, de (3.45)), (3.50) e (3.52), concluimos que

t
/ |£|12a/ VU P (=) (= F Y (e VI 0) W) F (e VTl )| drde
R3 0
< Calllvllzs xi-zellwllreny + 1wl g 2o 10 ]| 220y ] (3.53)

Portanto, aplicando toda a andlise feita ao primeiro termo de (3.45)) aos demais,

podemos inferir a seguinte desigualdade:

L1 sup (17 Qu(v o) (w )

0<t<oo
< Calllvllzz xi-zey llwllzrxny + lwll gz xim2a 10 21ty + 0l 23 xim2e 19| 22 (x00)
+ 1Yl 7= (x1-2ey 1l 2oy + 0] 72 xi-2ey 102y + 101l 7 (12 [0l 22(x01)
+ [l z= xa-2ay Wl xy + [[wll gz 1-2e 10l 22 (x1))- (3.54)

(Observe que o lado direito da desigualdade (3.50) ndo depende de t). Deste modo,
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deduzimos que

/RS I sup {IF(Qu((v, ), (w, )}

< Calllvllzz= x1-20y + 0l 72 (x1-2ey w22 1) + [[9] 22 x01)]
+ Calllwll = (x1-20) + 1Pl 73 (x1-2a ][IVl 22 x0) + 110l 2 ).

Logo, é verdade que

||Q1((Ua So)a (U}, ,lvb))Hf,;(le?a)
< Calll (v, @) 7z (120 | (w, ) [[ 2 oy + 1w, D) 7z 0120 | (0, 0) [ 2 x1)]
< Call (v, @)L [l (w, ) [ xxx, (3.55)

para todo (v, ), (w,¥) € X x X.
Para encontrar uma estimativa para Qa((v, ¢), (w,v)) em C(R*; X172(R3)),
basta aplicarmos todos os passos realizados acima para Q1((v, ¢), (w,v)), isto &,

aplicar a transformada de Fourier a Q2((v, ), (w,v)) (ver (3.44)) para mais deta-

lhes), usar a desigualdade de Cauchy-Schwartz, (3.8)), (3.9) e (3.10). Em seguida,
encontramos uma desigualdade cujo lado direito corresponde exatamente ao ana-

lisado em ({3.45)). Desta forma, por (3.47) e (3.48), multiplicando a desigualdade
obtida por |£]'72% usando o Lema e, por tltimo, integrando sobre R? a desi-

gualdade encontrada, obtemos

1Qa((v, @), (w0, )| = -2
< Call(, @)l a1, 8l 22 ety + 1100, )| - 0, ) 2o
< Call (v, ) xxx | (w0, ) v (3.56)

Portanto, por (3.55) e (3.56)), uma estimativa para o operador bilinear @) (ver
(3.42)) em C(R*; X'72%(R?)) é dada por

1Q((v, ), (w, V)| = (x1-209 < Call (0, ) [[xex[[(w; ) | (3.57)

para todo (v, ), (w,¥) € X x X.
Agora, vamos determinar uma estimativa para [|Q1((v, ), (w, )| £1(x1). Para

isso, multiplicamos ambos os lados da desigualdade (3.45]) por |£| e integramos o
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resultado obtido sobre [0, c0) para encontrarmos
| HIF Qo) o
< /Oo H /t ex/ﬂ£|“—\£|2“(t—f)|]:((_]:—1(6—\F\£|“@)v)]: (e~ VTEI* %)) |drdt
0 0
+ /Ooo <] /Ot VU P (=) F(F Y (e VTR )W) F 1 (e VTIEI))) | drdt
+ /OOO €] /Ot VU =P =) F (= F~Y (e VI 3)V) F (e V7)) | drdt

00 t
+/ |5|/ VIR (t=)| (P (VAR 3) 0 F=Y (=Y ) drdt.
0 0
(3.58)

Vamos explorar o primeiro termo do lado direito da desigualdade ([3.58)) e estender
o estudo obtido para os demais termos. De ([3.49)), segue que

/°° |5|/temsa—|s2a<t—T>|;:((_;—1<€—ﬁ|sa@)v); (e=VAEI ) | drdt
0 0
Y
<o [ [ersmen [ et il @.59)

Observe que podemos escrever |£|* como sendo [£]?%|£]>72*. Deste modo, usando
o Lema o lado direito de (3.59) pode ser estimado como abaixo.

| [t [l oo ddra

0 0

< Ca 20 —§|§\2a(t—7—) 12 T A dndrdt

<c [ [rere [ e s (1o(e = miHalli o) dndr
Oa <[ 2a —%|§|2O‘(t—’r) 1—2« A . N dndrd
w0 [ [ e [t sup {lanle = allo(e — mldndras

<Cu [ JgPmle=al s (ots = a)l} [ i) atar
+Co [ 16PNt sup L} [ e g = o€ - b

Consequentemente, aplicando a desigualdade de Young (ver Teorema ao lado
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direito da desigualdade acima, chegamos a

/ €121€ = n*7>* sup {[0(¢ —m)[}Ile™2 T 0 (Il @)1 0,00 @
R3 0<t<oo

+/ |§|2a|77|1‘2a Sup {|w(n)\}||[e—%|5‘2“t] * (1€ = nllo(€ = ]l (o.00pdn

/ 1 = ' sup {19(€ — )} Il 660 oo

Iflza

/ €% ]~ JSup Ao () gz 1€ = mllo(€ = il qoeondn

o
= 2(jg sup {0« ([ lellotlas)

+2(Jg > sup (O]} / elloe)lde).

Por isso, (3.59)) nos leva a concluir que
0 t
/ |§|/eﬁmae—5|2&(t—7>|;<(_;—1(e—ﬁs|a@)v); (e~V ) | drdt
< Callgl > sup {lo(€)1) / €l (©)lde)

+Callel sup (o)« ([ Ielolas). (3.60)

<t<oo

Utilizando um processo similar para os demais termos do lado direito de (3.58)), o
resultado encontrado em (3.60|) implica que

| Q). e < [<|s|1-2@ sup {1o(€)]})

<t<oo

/ €llo©)1de) + (1€ sup {Ja(¢) / elloe)lde)
(e sup (@)1 + / Ellie |ds)+<|s|1-2a sup {I6(6)1)

0<t<o0

<[ ttigtetas) + et s gro@in« ([ i)
+ (€ sup {19(6) / €llo@)1de) + (€ sup (121D

<t<oo

<[ tetcenae) + e sup faen ([ el e @
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Em vista disto, para finalmente encontrarmos uma estimativa de @, (ver (3.43))
em L'(X1'), basta integrar (3.61)) sobre R?, aplicar a desigualdade de Young (ver
Teorema [1.5)) novamente e, assim, obter

/ / ENF@Qu((v, ). (w, $))) (1)t
< Cl(loll 7 ey + 2075 r-) (el 21y + el 1 y)
(ol -y 1901 e Uty + il ey
= Cll (0,9l ey 205 ) ety + 1100, 6) 7 ey | 0 9 L o)

ou seja,

|’Q1((U,(P)7 (U),W)HD(XI)
< Calll(v, ©) 1z (x1-20) 1w, D) [ L2 x1) + ([ (w0, ) | 7 s01-20 10, @) |1 (x0)]
< Call (v, ) |lxxx [l (w, ) || xxx, (3.62)

para todo (v, ), (w,9) € X x X.
Uma estimativa para o operador Q, (ver ([3.44])) sobre o espago L'(X') obtém-
se de forma andloga ao que executamos para uma estimativa de @ (ver (3.43))

sobre o mesmo espaco. Por conta disto, podemos concluir que

|’Q2((U790)7 (U),W)HD(XI)
< Calll(v, ©) 7z (x1-20) 1w, D) [ L2 x1) + ([ (w0, ) | 7 x01-20) 10, @) 1 (x0)]
< Call (v, ) |lx x| (w, ) || xxx, (3.63)

para todo (v, ), (w,9) € X x X.
Portanto, por (3.62)) e (3.63)) uma estimativa para o operador Q((v, ), (w, 1))

na norma do espaco L'(X?') ¢ dada por

1Q((v, @), (w, )| L1 xry < Call(v, @)l x[(w, )] xxx (3.64)

para todo (v, ), (w,?¥) € X x X.
Averiguamos deste modo que a partir de (3.57)) e (3.64) temos uma estimativa
para @ sobre o espago [X x X]?, a saber

1Q((v, @), (w, )l xxx < Call (v, @) xx [l (w, ) Lxxx, (3.65)
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para todo (v, @), (w,1) € X x X. Isto é, @) é um operador bilinear continuo, como
querfamos demonstrar.
Ainda em busca de garantir as hipoteses presentes no Lema [2.3] necessitamos

mostrar o seguinte:

oV ) eVHE™ .
AC, (]—“*1<—(eh<5>t+ek2(5)t)U0+ Sgn(&)(exmt_€A1(£)t)30>7
Ly (e X (O _ MO e Ve MO 4 MO S
FH{(Ssem(@)(e " — MO0y + o (MO 4 MO By ) )| <1,
(3.66)

onde C, é dado em (3.65) (ver equacdo (3.41])). Para tal, vamos analisar cada
entrada deste vetor em (3.66) encontrando estimativas nas normas dos espacos
C(R*; X172%(R%)) e LY(RT; X1(RY)).

e Estimativa na norma ﬁo(Xl_Qa) para a primeira entrada. (Para a segunda

coordenada, o processo é analogo.)

Aplicando a transformada de Fourier nesta primeira entrada do vetor em ([3.66]),
a partir de (3.8)), e (3.48), obtemos a seguinte desigualdade:

Vilel

T(6A1(§)t+e>\2(f)t)[jo+

eVHE

sgn(&1)(e@" — MO By

) Vi

o

< 2¢ (| Uo| + | Bol)

< e\/ﬂ§|a—|§\2°‘t(|U0| + |BO|)
Vee 2|0y + | By) (3.67)
< Ve(|Uo| + |Bol), (3.68)

IN

para todo t > 0. Observe que o lado direito da desigualdade (3.68) nao depende

de t, assim sendo podemos escrever a seguinte desigualdade:

A

eVHe” X2 (€t _ Ai(€)t
Sgﬂ(fl)(e 2 — Ml )Bo

eVilel .
{‘ (MO L AN, +

sup }
0<t<o0o

< \/E(’Uo‘ + ‘Bo|)~ (3.69)

Em vista disto, multiplicando (3.69) por [£|'72* e integrando o resultado obtido
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sobre R3, temos que

Ve

- e O L @0
] sup {] (e 4 e SNy +
R?)

0<t<oo 2
< Ve [ Jel = Culdg + Ve [ el Bl
R R

= Ve[| Uol|x1-20 + Vel By x1-2a
= Ve[|(Uo, Bo) || x1-2a-

sgn (&) (20 — MO By ydg

Por conseguinte, realizando o mesmo estudo para a segunda entrada, conseguire-

mos uma estimativa para o vetor analisado em (3.66)) no espago C'(R™; X172%(RR3))
como segue

A(E)E | Aa(é)t eVIer X (E)t _ (Ot P
(7 (e emon + i) e )Bo).
f\&l Vgl
€ ~ €
]:71< 5 sgn(fl)(e)‘g(g)t—ekl(f)t)Uo—I— 5 (M(é +6A2(£ )HLOO o
< 2v/e||(Uy, By) || x1-20. (3.70)

e Estimativa no espago L'(X') para a primeira entrada. (Para a segunda

coordenada, o processo é similar.)

Multiplicando a desigualdade (3.67) por ||, integrando o resultado encontrado
sobre [0,00) e, em seguida, integrando sobre R3, chegamos a

VgL L Vel
/ / 1] S (MO X0 Ty - s (g) (€ — O7) By g
R3 0 2 2
Sﬁ/ / (€le™31€54 O |dtde + /e / / |€le™ 2161 Bo dtds
R3 0 RZS 0
_ e / 1100 / e e 1/ / €11Bol / e HEP g e
R3 0 R3 0

= 2ve [ 1€l Onlde +2vE [ J6 Bl
— 2/e||(Up, Bo)||x1-20. (3.71)

Através disso, sabendo que para a segunda entrada do vetor dado em ([3.66|) a

analise é similar a realizada acima, encontramos uma estimativa para este mesmo
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vetor no espago L'(RT; X1(R3)) como sendo

Vil eViel® .
H( ( (MO 4 AN, + > Sgn(&)(exg(@t_€A1<5>t)30>7

FL e Ve A2 (Ot _ AM(ON [T eVier M 20N B
( sgn(&1)(e — ey + 5 (e + e B, )‘Ll(Xl)

< 4\/E”<UO7BO)||X172OA. (3.72)
Desta forma, por (3.70)) e (3.72)), concluimos que

e Vel .
[ (e 9 + & st 9" - 491 80).
e\[|§| . e\/ﬂg‘a
f71< Sgn(§1)<€)\2(£)t _ e)\1(5)t)U0 + ( A1 (6t + e §)t )H
2 XxX

S 6\/5”([]0, BO)HXl—QO‘- 3 73)
Multiplicando ambos os lados de (3.73) por 4C, (onde C, é dado em ({3.65)),

instituimos que (3.66) é verdadeira sempre que
Ve
24eC,,’
Portanto, pelo Lema determinamos que a equagao admite uma tnica
solucdo (U, B) € X x X. Além disso, (U, B) satisfaz a desigualdade

(U, B)||xxx

||<Uo7 BO)||X1720¢ <

Vilel Vi
< 2” (JT___1<6 il (6)\1(5)75 + eAg(s)t)BO + eVil Sgn(&)(eh(ﬁ)t N 6>\1(§)t>éo>7
F eﬁlﬂas At _ MO B Y a4 B
en(&1)(e M) Bo+ (M 0B ) )|

Assim, de (3.73), obtemos
(U, B)llxxx < 12v/el|(Uy, Bo)||x1-2,
isto é,
(U, B) |z (x1-20) + (U, B) | 21y < 12v/e]|(Uo, Bo) [l x1-2,

que nas coordenada originais, dadas em ({3.38]), escreve-se
|(F~H eV a, - eV DD s o -aay + IF eV a0}, FH 0} 0100
< 12\/5”(“0, bo) Hxl—za.
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Consideramos importante também citar trabalhos que estudam exsiténcia de
solucoes locais para as equacoes MHDE ou sistemas relacionados, como
também critérios de explosao para estas mesmas quando o tempo de existéncia
maximal é finito. Por exemplo, ver |1}3,4,[7,[12}/13,19,[22-27,29] para artigos que
pesquisam sobre os espacos de Lei-Lin, Sobolev ou Sobolev-Gevrey (ver também
[4,64(7,/13L/15,/18,19,[23-25L27,128,31] ).

3.2 Decaimento de Solucoes

Agora que obtivemos a boa colocacao global e analiticidade para uma solucao
das equacoes MHDE , podemos imediatamente obter uma taxa de decaimento
para a norma ||(u,b)(t)||x1-2o. Antes disso, gostariamos de enunciar e demonstrar
um resultado sobre a taxa de decaimento da solucao para a norma do espaco usual
de Lebesgue L2.

Lema 3.1. Seja (ug,by) € L*(R3) N X'72%(R3), com (ug,bo) suficientemente pe-
queno em X'72*(R3), onde 1 < a <1 er* :=1*(ug) = r*(by) € (—3,00). Entao,

a solucio global (u,b) para as equagoes MHDE (3.1), estando em L*(R3), obtida
no Teoremas e tem a sequinte taza de decaimento:

| (u, 0)()||72 < Cugboar It +€)72,  parat > 0 grande, (3.74)

onde Cyy by.ar € uma constante positiva que depende de o, 7, ||(uo, bo)|| 12, sabendo

que *(ug) e r*(by) sdo as caracteristicas de decaimento para ug e by, respectiva-

mente (ver defini¢oes e[L.9).

Demonstragao. Observemos o seguinte. Ao multiplicarmos (3.1, e (3.1), por
u(x,t) e b(z,t), respectivamente, integrarmos sobre o R? e somarmos as equagoes

resultantes, obtemos a igualdade abaixo:

d
E(Hu(t)HiszHb(t)H%g):—2</ A%.udx+/ A®b-bdr),  (375)
R3 R3
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uma vez que

3 3
/(b-V)b-udx:/ Zbi&b-udm:/ > 0i(bib) - uda
R? R? 1 R? =1

3 3
= —/ b-(b-V)udz
R3

e realizando célculos analogos, encontramos

/(u-V)u-uda::/(u-V)b-bdx:/ VP udx =0,
R3 R3

R3

/Rg(b-V)b-udx:—/ (b-V)u-bdz, e

R3

O1b-udx = — Oiu - bdzx.
R3 RS

Aplicando a identidade de Plancherel (ver Teorema em (3.75)) e usando a

transformada do Laplaciano fracionario, conseguimos

d . - o/l -
& [ iy g = =2 [ epqal + ) ae
R3 R3
Isto é,
d A .
G [ GaP+pyde v [ epeQal + by =0, (370)
dt R3 R3

Pela igualdade acima, integrando de 0 a ¢, chegamos a seguinte estimativa:
1@, B)(®) 122 < (o bo)llz2s ¥t > 0. (3.77)

Para cada ¢t > 0, considere agora o conjunto

g'(t)
Bt:{SERP’:SQO‘S };
onde g(0) = 1,4/(t) > 0 e 2¢g(t) > ¢'(t) para todo t > 0 (veremos exemplos para
esta aplicagdo ¢ ainda nesta demonstracao).

Multiplicando ¢(t) em ambos os lados de (3.76) e somando em cada lado

g'(t)/ (|af? + |b|?) d¢, obtemos

R3

60



o0
= g0) [ (il + ) de

Mais precisamente, chegamos a
d . - ol - .
1o [ (aP -+ pPyag] <2000 [ el ) s = g(0) [ (a + 16 de
R3 R3 R3
(3.78)
Analisando individualmente o segundo termo do lado esquerdo de (3.78) e usando

as defini¢oes dos conjuntos B(t) e B(t)¢ = R3\ B(t), vemos que

29(0) [Pl + ) 2 2000) [
>20() [ S+ 1) de

d .
[+ ) de +20(0) [ 1P+ ) de +90) [ (P -+ 15)ae

€17 (af + [bf*) d¢

O que nos diz que

~2900) [P aP 4 bR < g ) [ (ol BPds (379)
R3 B(t)e
Usando (3.79) em (3.78)) ficamos com
d R A R A
Slo [ ap+ipyag] < g [ QaP+ Py - g [ al+ e de
dt R3 R3 B(t c
e, assim, podemos escrever
(3.80)

%[g(t) /Rs(lﬁl2+ lé\z)ds} <d(t) /B@)(’ﬁlz+ 1b[?) de

Agora integrando (3.80) sobre o intervalo [0, t] e aplicando o Teorema L.8] obtemos

olt) [ (a0 + e, OP)de
< (27| (ut, bo) 22 + / 4(s) / R )P + 0 5.
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Pelo Lema e analogamente ao que encontramos em (3.8), (3.9) e (3.11)

chegamos a seguinte desigualdade:

46, 9)] <31 (" +97) ig(€)] + Slsgm(E)(O" — MO (€)
n %} /0 S[(6A1<s>(s—T> L+ MO e, r)dr
+sgn(&y) (eOET _ MOG=) fe, 7)]d7(
<e " (j@(€)] + [bo(©)))

T / T e (U u(E) + P b(E)] + P u(©)] + Juw b(E) dr.
(3.82)

Usando o Teorema [1.7, a desigualdade de Hélder (ver Teorema e identidade
de Plancherel (ver Teorema [1.8)), obtemos o seguinte

lu @b = (2m)78 3 (b * @)’

= Cn) 30 ([ e = mnn)
< (2m)"° i (/RS b;(§ - n)2d77> (/RS }(n)an>

= (2m) "2 [[bl1 2 llullZ-

ou seja,

u @ b(E)] < CJlullz> + [1b]1Z2). (3.83)
Assim, usando (3.83)) em (3.82]), conseguimos

i€, )| < e (a@(€)] + B(€)]) + C/O e (lull 2 + Bl172)dr.

Analogamente, encontramos

1b(&, 5)] < e (a@p(€)] + [bo(E)]) + C / e =D e (([ul|2, + ([b]122)dr.
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Com isso, (3.81)) torna-se

ott) [ (a0 + e, OP)ie

< (2m) || (o, bo) |72

+c/' ./ e K (G ()2 + [bo(€)])deds

+q£mmé@m%/ eIl + b3 )dr ) deds.

Observe que o Teorema implica que
./ e () Pde = | ey (€ Pdg
B(s) B(s)
=1/ (e ) g

(27)~ /| —A s 00)2dE

= C||6‘Am uo[72-
Pelo Lema encontramos

He—AzasuO“%Q <C(1+ S>—é(%+r*)7

(3.84)

(3.85)

onde r* = r*(ug) é a caracteristica de decaimento de ug (ver definigdes [1.8] e [L.9).

Do mesmo modo, chegamos a

le 2 5bg|22 < C(1 + ) "w 3+,

onde r* = r*(by) ¢ a caracteristica de decaimento de by (ver defini¢oes e[L.9).

Deste modo, utilizando (3.85)) em (3.84)) obtemos
0 [ Jale. 0 + e P
R

t
< (271-)_3”(”07 bO)H%/? + O/ g/(S)(l + S>_é(%+r*)d8
0

t S 20 2
+q/@@/ MW/kK“WMMHWMQM)%m
0 B(s) 0
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Agora vamos analisar individualmente o ultimo termo da desigualdade acima.

Usando integracao em coordenadas polares e a estimativa dada em (3.77)), achamos

t s 20 2
¢ [ge) [ 1eP( [ e e ults + [pliar) deds
0 B(s) 0
t p s e 2
—c [ [ [ 1eP( [ e e ulls + bliar) dsdpds
0 0 JIgl=p 0
t P s e 2
<c [ [# [ ([ e unlle + li)ar) asdps
0 0 1€]=p 0
t P s 9e 2
~Clltuntllis [ g6) [ 7 [ ([ o) asdpas
0 0 1€l=p 0
3 P
<Cu, [ 90) [ # [ sasdas,
0 0 |§|=p

onde p = [%]ﬁ e Cyuyp, € Uma constante positiva que depende de ug, by,. Con-

sequentemente, deduzimos que

t S 2
¢ [ g [ 1eP( [ e e ulls + [pliar) deds
0 B(s) 0
t P
SC’UOJ,O/ g'(s)s2/ pramprdpds
0 0

13 P
= C’uo,bo / gI(S)SQ/ :54dﬁd5
0 0

t
= CYuo,bo g/(3)32p5d8'

S~

g'(s)
29(s)

! s 2a S—T 2
¢ [ g [ 1eP( [ e e ults + [pliar) deds
0 B(s) 0
t / 5
< Clug o / g’(s)s2(m> *ds. (3.87)
0

2g(s)

Especificamente, defina g como sendo g(t) = (In(e + t))?. Claramente, temos

1 z
|24, concluimos

Uma vez que p = |

que
3(In(e +t))?

2¢(t "(1).
" >0 e 29(t)>d(t)

9(0) = (Ine)* =1, ¢'(t) =
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Entao, estimando o lado direito de (3.87)), inferimos que

t / 5 t
' 2 g'(8) \2a / ' 9 _5 _5
- P 2a 1 2a
Cuo’bo/o g'(s)s (2g(5)> ds = Cug by i g'(s)s“(e+ s) 2a[In(e + s)] 2ods

t
< Cugna / g'(s)(1+ 8)2(1+ s) 2= [In(e + s)] "2 ds
0
t
= Cuma [ S0+ 5 e+ o) s
0
t
< Cuoto.e / g'(s)[In(e + )] "2 ds,
0

onde Cly, y.o € Uma constante positiva que depende de ug, by, . Portanto, podemos

escrever

t 2 ’ 2a 2 2 2
¢ [g) [ 1eP( [ e ults + ofiar) deds
0 B(s) 0
t
< Cuo,bo,a/ g (s)[In(e + s)] "2« ds. (3.88)
0
Combinando (3.88]) com (3.86)), alcangamos
t
o / (& DI +16(&, DS < (2m) 7 (o, bo) [ + C / g(5)(1 + )75 )ds
R 0
t
+ C’uo,bo,a/ g (s)[In(e + 3)]—%ds7
0
isto é,

lu(®)]72 + 6072 < (27) || (uo, bo) |72 (In(e + 1))~
+C(n(e+t)? [ ¢(s)1+s) 2t )ds

+ Coy poa(Infe + 1)) /0 §/()[In(e + s)] 3 ds.

A partir de agora, vamos analisar cada integral do lado direito da desigualdade

acima. Comecemos pela seguinte:

t E
/ g(s)(1+5)"=Gtds. (3.89)
0
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Por integracao por partes, temos

t
[ g s
0

+ t
_/g
0 0

= g(s)(1+5)7 =G

—~

Ao

* 1 t .
= g() (1 +1)= ) — g(0) + = <§ + T*> / (In(e + $))*(1 4 s) =G 1ds
a\2 0
1,3, .« 1/3 t L
<gt)(1+1) =G 4 = (5 + 7”*) / (In(e 4 5))*(1 + )~ =zt )15,
a 0

Fazendo a mudanca de variavel u = In(e + s), encontramos du = (e + s)"'ds e,

além disso, veja que e = e+ s. Logo, s = e* — e e ds = e“du. Assim, chegamos a

t
[ g s
0

1,3 * 1 3 11’1(8+t) 3 1,3 * 1
< g(t)(1+¢) "=t 4 5(5 + r*) / W1+ e" — ) ala T ey,
1

Observe o seguinte: se escolhermos um numero real C tal que 0 < C' < %7 entao
teremos

Ce" <1+4¢e"—e,

e, assim,
t 1,3
/ g(s)(1 + )"+ G+ds
0

1,3 * 1 3 ln(€+t) 1,3 * 1
< g1+ T 4~ (S + ”>/ uH(Cet) G ety
Q 1

In(e+t)
= )1+ 1) 2G4 2 (2 ) omdger / W ()R G+ gy
a 1
. In(e+t)
— g1+ L (; Frt)eati / et Gy,
a 1

Uy e sobre

In(e+t)
Realizando integragoes por partes sobre a integral / udemalatr
1

suas integrais subsequentes, chegaremos a

In(e+t) s
/ UBe*g(gJﬂ‘ )udu < Ca,r*;
1
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onde C,,+ &€ uma constante que depende de « e da caracteristica de decaimento

r*. Portanto,
t q
JRCEET R
0
3

* 1 «
< g1+ =G 4~ (5 + r*)c—agw o

= (In(1+ )1+ 1) =G 4 Oy . (3.90)

Feito nossa anélise sobre a integral (3.89), analisaremos agora a seguinte ex-

pressao:
¢
/ ¢'(s)[In(e + s)] "2 ds.
0

Veja que

/0 9/(3)[ln(e+s)]§xds—/0 M[ln(e—l—s)]’%ds

e+ s

¢ ds
=3/ [ R
[ e+ 9p-E S
Realizando a mudanga de variavel u = In(e + s), obtemos
t 5 In(e+t) 5
/ g (s)[In(e + s)] " 2ads = 3/ u?"2a du. (3.91)
0 1
Em (3.91)) vamos analisar trés casos:
e Caso a = %, temos

t 5 In(e+1) In(e+t)
/ g (s)[ln(e+ s)| 2ads = 3/ u 'du = 31n ]u\‘ = 3In(In(e +1)).
0 1 1
Por conseguinte, pela Regra de L’Hospital, inferimos

t
/ g (s)[In(e + s)]’%ds <3ln(e+t), parat > 0grande. (3.92)
0

e Caso a > %, temos

5
u?’* 2a |In(e+t)

t . In(e+t) 5
/ g'(s)[In(e + s)] 2ads = 3/ w2 du =3
0 1

_ 35
3 2011

Ou seja,

/0 g (s)[In(e+s)] 2ds < 3 5

In(e+1¢)* 2, parat > Ogrande. (3.93)

5
2c
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e Caso a < %, temos

5
ug_ 2a 1n(e+t)

t 5 In(e+t) s
/ g (s)ln(e + s)] " 2eds = 3/ u T du = 3——
0 1

Ou seja,

t
/ g (s)[In(e + )] 2 ds < = ; para t > 0 grande. (3.94)
0

Portanto, por (3.92)), (3.93) e (3.94), chegamos a

t
/ g (s)[In(e + s)]"2ads < 3In(e +t) + Cyln(e +t)* 20 + C,, parat > 0grande,
0
(3.95)

onde (', é uma constante positiva que depende de a.
Assim, segue de (3.90) e (3.95) que
lu(®)lI3= + 1B <(2m)~2 (o, bo) |22 In(e + £) > + C(1 4 ) 7w+
+ CppeIn(e+1)2 +Cyln(e + )2 + CyIn(e + £)"2a
+CyIn(e + )73,

para t > 0 suficientemente grande. Ou seja,

[w(®)]22 + |B()]125 <Cugpo.ars In(e+ )+ C(1+ 1) =) 4 Colnle + )2
+Coln(e+t) 2, (3.96)

para t > 0 suficientemente grande, onde Cy 4, o+ ¢ Uma constante positiva que de-
pende de ug, by, a, 7. Através de alguns calculos elementares e Regra de L’Hospital,
encontramos

(1+1)"aGH) <ln(e 4 )72,

In(e +1) % <In(e+t)% e In(e +t) 2 <In(e+1t)72

para t > 0 suficientemente grande. Sendo assim, ([3.96) se resume a

lu(®)lZ2 + 16172 <Cupppar-Ine +1)7%,  parat >0 grande.
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E importante ressaltar que a desigualdade (3.74) mostra, em particular, que a
solugdo global (u,b) para as equagoes MHDE (3.1]), descritas nos Teoremas e
B.2] satisfaz o limite abaixo:

lim [|(u, )(0) 2 = 0.

Teorema 3.3. Sejam (uo,by) € L*(R?) N X'72*(R?), onde 3 < o < 1 er* :=
r*(ug) = r*(by) € (—3,00). A solugao global (u,b) € C(RT; X' 72*(R?)) N L'(RY;
XY (R?)) para as equagoes MHDE (3.1)), estando em L*(R?), construida nos Teo-
remas e satisfaz a sequinte igualdade:

lim sup ¢ | (u, b) (£)]| x1-20 = 0,

t—o00

sendo que r*(ug) e r*(by) sao as caracteristicas de decaimento para ug e by, respec-
tivamente (ver defini¢oes e .

Demonstra¢ao. Para encontrarmos o decaimento da solugdo (u,b) € X x X (onde
X = C(R*; X!1722(R?%)) N L (R*; X(R?)) ¢ dado na prova do Teorema [3.1)) acima,

comegaremos reescrevendo a norma ||(u,b)(t)|| x1-2« como segue.

12t B (B) 120 = / €122 (] + [b])de

[€]<A

b [ eI T il 1 ), (397)
€[>
para A > 0 fixo e t > 0 qualquer. Definamos
= [ geqal + g (3.99)
[€]<A

e também

o= [ T ] o s (3.90)
1€1>A

A partir de agora, vamos analisar I; e I, a fim de garantirmos que (3.97)) satisfaca
as hipoteses do Lema

Comecando pela analise do termo I, observe que

I - / ]2 alde + / ]2 e
1) €<
= EI"2*alll L er<ap) + NEF 10 L2 (qre1<ap

< MEF*zzceap lallzz + NEF* 22 cqe<ap 10l 2. (3.100)
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Pela Identidade de Plancherel temos que

it 2 = (2m)% Jul] o (3.101)

Desta forma, de (3.100) e (3.101)), inferimos que

I < @RIl aeggenn (Tl + [16(E)22). (3.102)

Utilizando a definicao

1(u, DY) 172 = Nl 122 + D)7 (3.103)

e derivando a mesma em relacao a ¢, obtemos

1d 2
5 71 DO =(ue, w2 + (b, b
=

(b V)b, u)y + (Db, u)g — (A2u, u)y — (VP )y — ((u- V)u,us
+ (b V)u,b)s + (D1, bys — (A**b, b)s — ((u- V)b, b)s.

Como

3 3
((b-V)b,u>2:/ (b-V)b-udx:/ Zbiaib-udx:/ > (Oibib) - ude
R? R® =1 R? =1

3 3
= —/ > bib- drude = —/ b bidhuds = —/ b-(b-V)uds
RS RS o RS
=—(b,(b-V)u)yy = —((b- V)u,b)s, (3.104)
e realizando célculos andlogos encontramos
<81b, ’LL>2 = —<81U, b>2, <(U : V)u, U>2 = O, <VP7 u>2 = O, <(u : V)b, b>2 = O, (3105)

segue que
1d
2 dt
para todo t > 0. Integrando (3.106)) em relacao a t, resulta que

1 (u, ) () ||72 = —(A*Yu, u)g — (A%*b, b), (3.106)

(D)) 172 = [l (w0, bo) 172 = —2/0 [(A%u, u)y + (A*b, b)s]dt, (3.107)

70



para todo t > 0. E verdade que (A%*u,u), é positivo, de fato
<Ammuh::@mﬂﬂﬁaah::@m3/‘wﬁwrawx
R3
= (2n)* [ JglaPde = 20)° [ (€ lalde > 0
R3 R3
Logo, de (3.107)) segue que
t
1, D) ()12 < [I(w, D)()I72 + 2/ (A%, )z + (A*b, b)o dt
0
= || (o, bo) |72, (3.108)

para todo t > 0. Portanto, pela desigualdade encontrada em (3.108)), concluimos,
para (3.102)), que

1

n<e(f ) o ml
<o([ [ 202945, dr) (g, o)
_ (/ o [ ) o bl

(UO, bo) ||L2.

Ou seja, é verdade que

“|I(uo, bo) |l 2 (3.109)

Agora, I, pode ser reescrito como segue.

I = / e~ VIR T =20 (g 1 [b])de
[£]>A
< / e~V N 120 |g] 4 [b])de
[€]>A
<e t/QAO‘/ e\/t/_2lf\“|€|1—20(w+]B‘)d§_ (3.110)
RS

Objetivando estimar I, semelhante ao que foi feito para I, vamos realizar um
estudo acerca do termo exibido em (|3.110f), a saber

[ eV g i e @.111)
R3
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Sendo assim, para um t > 0 fixo, considere que
t t t
V(z,7) =u(z, 7+ 5), Wiz, 7)=b(x,7+ 5), H(z,7)= Pz, 7+ 5), (3.112)

para todo x € R*> e 7 > 0. Dado ¢ > 0 pequeno suficiente (este existe pelos

Teoremas e , se
||V([E, 0), W(QS, O)||X172a <€,

pelos Teoremas e temos que (V, W) é a tnica solugdo global do seguinte
sistema:

0.V + ANV +(V-V)V+VH =W V)W + oW,

oW + AW + (V-V)W = (W - V)V + 0, V;

V.- V=V-W=0

Vo(z) ==V (z,0) = u(x,t/2), Wo(x) := W(x,0) = b(x,t/2),

(3.113)

para todo x € R3. Este sistema ¢ valido, pois
_ Oud(t+1t/2)

e 0.V =0u(z,7+1t/2) = 5 dr u(z, T+ 1/2);
B _obd(t +1t/2) '
L4 aTW = aTb(.fE,T +t/2) = aT = bt(.ilj,’f —|—t/2),

o Vo(x) =u(z,041t/2) = u(x,t/2);

o Wy(x) = b(x,0+1t/2) = b(x,t/2);

Nos demais termos do sistema ((3.113]), as derivadas sao tomadas apenas na variavel
xr, e como a solucao existe para todo tempo ¢, o sistema estd verificado. Pela

analiticidade da solucao (ver (3.37)), temos que

/ VT €2 (V7] 4 [T ))de = / €120 VT | e + / €120 VT V| de
R3 R3 R3
I(F (YD), F (VT e
< IF (V) FH (W) | e
I FH (Y, F (VT e
< 12\/EH(%,W0)|]X1_2@, (3.114)

)
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ou seja,
VT2 (o + £/2)] + [b(T + t/2)])d€
R3

< 12\/5/]&3 €12 (la(t/2)] + [b(t/2)])d€. (3.115)

Fazendo 7 = t/2, concluimos que

A;Vﬁﬁahmwwn+Wmmssu¢wwwwmmpzm (3.116)

Por (3.110)) e (3.116]), temos uma estimativa para I, a qual segue

I < 12y/eeVEN|(u, b)(£/2)]| x1-2a. (3.117)

Portanto, por (3.109)) e (3.117), conseguimos encontrar a desigualdade

1, 0) () || 120 < Ca N[ (a0, bo) || 22 + 12v/e™V 3| (w, ) (/2) || x1-20. (3.118)

Multiplicando ambos os lados de (3.118]) por t%, obtemos

T (1, b) (1) || 120 SCQAZ 877 | (g, bo) | 2
F12Vet @ e VEN (4, b) (£/2) || 1z

5—-4 5—4a

=C N7t 3 ||(ug, bo) || 12

t

5—4da

—4da tya t @
F 12250 e VA (5) 1w, b)Y (£/2) | 12

Escolha A > 0 tal que 12\/52%6_\/;\& = 1, isto &,

P (\/5111(24\/225‘;?“));'

3.119
> (3.119)
Deste modo, podemos escrever
io 21n(24,/€2°5)\ %52 5 sa
) Ol 12w <Co (VIR E NI e b 1
Vi
1oty "5
+5(3) 1@ B)E/2)x2
1ty %5
=Call (o, bo) 2+ 5(5) @ B)(t/2)]xi-20.  (3.120)

73



—do 1
Perceba que se escolhermos f(t) = t%H(U”b)(t)”le&x, 0, = 0y = 5 © M, =
Call(uo, bo)|| 2 no Lema[2.4] chegaremos a

M
limsup f(t) < —> (3.121)
t——+o00 1— (91
isto é,
limsupt i ||(u, b)()||x1-20 < Call(uo0, bo)|| 2- (3.122)

t—4o00

Agora, vamos considerar um tempo [ > 0 dado e definir
(. t) = ulw,t +1), (@, t) = bla,t +1), ha,t) = Pla,t +1),

para todo z € R® e t > 0. Novamente, pelos Teoremas e podemos consi-

derar um e > 0 pequeno o suficiente de forma que se

lp(z, 0), 9 (2, 0) || x1-2 <,

os Teoremas e implicam que (p,%) é a tnica solugdo global do seguinte

sistema:

o+ N0+ (p-V)p + Vh = (¢ - V)b + 0,
O+ NP+ (- V)b = (¢ - V) + 01,
V-p=V- -9 =0,

wo(x) = p(x,0) = u(x, 1), o(x) := Y(x,0) = b(x,1),

(3.123)

para todo z € R3 (como fizemos acima). Sendo assim, vamos recomecar nossa
analise utilizando a solucdo (p, ) de (3.123]). Perceba que podemos escrever

(@, ) ()l x1-20 = Ji + Ja,

onde

I = 1—2a /| ~ 7 d
1 /5 1091+ e

Jy = e_\/§‘5|ae\/§‘§|a|§|l_2a(|@’ + |1ﬁ|)d§

l€1>A

Realizando os mesmos passos feitos para [y e [, vamos encontrar

5—4a

J1 S CaA 2 |[(90, Vo) || 2 (3.124)

74



e também

Ty < e VN 126 (0, 0) (t/2) || x1-2¢., (3.125)
onde C\, é dado em (3.109)) e, consequentemente,

t 5—4a

5—4a 1 4o
R, ) (Ol <Calleo,vwllz +5(5) ™ 10 0)E/2)x1-20,

e, aplicando o Lema obtemos

limsupt i ||(9, ¥) ()] x1-20 < Call(0, o) 22

t—-+o0

Ou equivalentemente, chegamos a

lim sup ¢ 5 [[(u, b) (¢ + 1) | x1-20 < Col|(u,0)(1)|| g2, WL > 0.

t——+o00

Ou seja, determinamos a seguinte desigualdade:

limsupt i ||(u, b)()|[x1-20 < Call(u,b)(1)||z2, ¥l > 0. (3.126)

t—+o00

Aplicando o limite superior em ([3.126)), quando [ — oo, deduzimos que

hmsupt%”(u’ b)(t)Hxl—za =0, (3127)
t——+o00
pois ||(u,b)(1)||z2 tende a zero, quando [ tende a infinito, pelo Lema O
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