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Introdução

Neste trabalho, apresentamos um estudo a respeito do sistema de equações da

Magnetohidrodinâmica incompressíveis, tridimensionais e próximo ao equilíbrio

(MHDE) abaixo:
∂tu+ Λ2αu+ (u · ∇)u+∇P = (b · ∇)b+ ∂1b,

∂tb+ Λ2αb+ (u · ∇)b = (b · ∇)u+ ∂1u,

∇ · u = ∇ · b = 0,

u(x, 0) = u0(x), b(x, 0) = b0(x),

(1)

onde t ≥ 0 é a variável temporal, x ∈ R3 é a variável espacial, e as aplica-

ções u(x, t) = (u1(x, t), u2(x, t), u3(x, t)) ∈ R3 é o campo velocidade, b(x, t) =

(b1(x, t), b2(x, t), b3(x, t)) ∈ R3 é o campo magnético, e p(x, t) é a pressão escalar

do �uido (com P = p + 1
2
|b|2). Estamos assumindo que a viscosidade cinemática,

a constante magnética de Reynolds e os coe�cientes correspondentes são todos

iguais a 1. Aqui, α ∈ R é um parâmetro dissipativo fracionário correspondente à

velocidade e ao campo magnético. A terceira equação do sistema (1) diz respeito

a incompressibilidade do �uido. Vale enfatizar que assumiremos, em todo o tra-

balho, por compatibilidade, que ∇ · u0 = ∇ · b0 = 0. Além disso, Λ2α representa o

Laplaciano fracionário (−∆)α (ver [32,34,35], para mais detalhes).

A�m de desenvolvermos nosso estudo com maior clareza possível, é interes-

sante começarmos explicando de forma breve o que descreve �sicamente o sistema

de equações MHDE (1), o qual estudamos no decorrer desta dissertação. Como

já mencionado, este sistema considera as equações da Magnetohidrodinâmica e

somente com este argumento conseguimos entender, mesmo que de maneira super-

�cial, do que se trata. O sistema MHDE (1) descreve o comportamento macroscó-

pico de um �uido incompressível eletricamente condutor em um campo magnético.
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Vale ressaltar que, um �uido trata-se de uma substância que se deforma continua-

mente, quando submetida a uma tensão de cisalhamento de qualquer valor e, além

disso, este é dito incompressível quando apresenta uma resistência à redução do

seu volume quando submetido a uma força de compressão.

As equações usuais da Magnetohidrodinâmica (MHD) (ver [1,15,16,18,19,23�

29,36,37,39] e referências inclusas) re�etem as leis básicas da física que governam

o movimento de �uidos eletricamente condutores, como plasmas, metais líquidos

e eletrólitos. Além disso, o campo velocidade obedece às equações de Navier-

Stokes enquanto o campo magnético satisfaz as equações de eletromagnetismo de

Maxwell. Estas são descritas de forma precisa pelo sistema:
∂tu+ (u · ∇)u+∇P = (b · ∇)b+∆u,

∂tb+ (u · ∇)b = (b · ∇)u+∆b,

∇ · u = ∇ · b = 0,

u(x, 0) = u0(x), b(x, 0) = b0(x),

(2)

onde t ≥ 0 é a variável temporal, x ∈ R3 é a variável espacial, e as aplica-

ções u(x, t) = (u1(x, t), u2(x, t), u3(x, t)) ∈ R3 é o campo velocidade, b(x, t) =

(b1(x, t), b2(x, t), b3(x, t)) ∈ R3 é o campo magnético, e p(x, t) é a pressão escalar

do �uido (com P = p+ 1
2
|b|2). Estamos assumindo que a viscosidade cinemática, a

constante magnética de Reynolds e os coe�cientes correspondentes são todos iguais

a 1. A terceira equação do sistema (2) diz respeito a incompressibilidade do �uido.

As equações MHD (2) são matematicamente signi�cativas, pois elas represen-

tam uma generalização das equações de Navier-Stokes (ver [2�9,12�14,20�22,30,31]

e referências inclusas) que são dadas por:
∂tu+ (u · ∇)u+∇p = ∆u,

∇ · u = 0,

u(x, 0) = u0(x),

(3)

onde t ≥ 0 é a variável temporal, x ∈ R3 é a variável espacial, e as aplicações

u(x, t) = (u1(x, t), u2(x, t), u3(x, t)) ∈ R3 é o campo velocidade e p(x, t) é a pressão

hidrostática do �uido. Estamos assumindo que a viscosidade é igual a 1. A segunda

equação do sistema (3) diz respeito a incompressibilidade do �uido. De fato,

quando b = 0 no sistema MHD (2), encontramos as equações de Navier-Stokes (3),
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as quais constituem o problema (ainda em aberto) da existência e unicidade de

soluções clássicas que foi proposto pelo Instituto Clay de Matemática, nos anos

2000, como um dos sete problemas do milênio. Além disso, as características

distintivas das equações MHD (2) tornam os estudos analíticos um desa�o ainda

maior em Análise Matemática.

Neste estudo, trabalharemos com o problema de estabilidade que considera

perturbações próximo a uma solução estável do tipo (ũ, b̃) dada por

ũ(x, t) = (0, 0, 0), b̃(x, t) = (1, 0, 0), ∀x ∈ R3, t ≥ 0. (4)

Uma vez que Λ2αb̃ = (0, 0, 0), por meio de um breve cálculo, encontramos que

(ũ, b̃) é uma solução para o seguinte sistema 3D MHD incompressível generalizado

(ver [19,26,28,29,36,39] e referências inclusas):
∂tU + Λ2αU + (U · ∇)U +∇P = (B · ∇)B,

∂tB + Λ2αB + (U · ∇)B = (B · ∇)U,

∇ · U = ∇ ·B = 0,

(5)

para t ≥ 0, x ∈ R3, em que denotamos U = U(x, t), B = B(x, t) e p = p(x, t) o

campo de velocidade, o campo magnético e pressão escalar (com P = p+ 1
2
|b|2) do

�uido, respectivamente. Para entender este problema de estabilidade, considerare-

mos a perturbação (u, b) em torno do equilíbrio, onde u = U−ũ e b = B− b̃ em que

(u, b) satisfaz o sistema (1). Este fato é comprovado por meio de substituição direta

no sistema em questão, valendo ressaltar que (B · ∇)b̃ = (b̃ · ∇)b̃ = (U · ∇)b̃ = 0, e

que (b̃·∇)B = ∂1B e (b̃·∇)U = ∂1U . É também importante destacar que o sistema

MHD (2) é um caso particular de (5) (basta tomar α = 1). Também gostaríamos

de citar [38] (e referências inclusas) para mais detalhes sobre as equações MHDE

(1).

Inspirados nos trabalhos de Y. Xiao e B. Yuan [38] e, posteriormente, de X.

Zhao e M. Zhu [40], os objetivos desta dissertação residem em investigar a exis-

tência global, unicidade, analiticidade e o decaimento de soluções (ver [1, 2, 5, 6,

8�11, 16, 19�21, 28, 30, 31, 36�40]) brandas para o sistema MHDE (1) no espaço de

Lei-Lin (ver também [2, 5, 8, 9, 20, 26, 29, 33, 39]) com expoente crítico, o qual será

de�nido formalmente no decorrer desse trabalho.

Uma vez que, comparado com as equações de Navier-Stokes (3) e com o sis-

tema MHD (2) (ver [2,5,36]), a di�culdade para obter uma estimativa a priori é a
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presença dos termos lineares ∂1u e ∂1b em (1). Para sanar este problema, introdu-

zimos e provamos um resultado (ver Lema 2.1) que descreve uma caracterização

para uma solução do sistema MHDE (1). Através disso, conseguimos chegar ao

nosso primeiro objetivo deste estudo: o resultado abaixo.

Assuma que α ∈ [1
2
, 1] e (u0, b0) ∈ X1−2α(R3). Considere que existe uma

constante positiva Cα tal que ∥(u0, b0)∥X1−2α < Cα, então o sistema MHDE (1)

admite uma única solução global no tempo

(u, b) ∈ C(R+;X1−2α(R3)) ∩ L1(R+;X1(R3))

tal que

∥(u, b)∥L̃∞(X1−2α) + ∥(u, b)∥L1(X1) ≤ 8∥(u0, b0)∥X1−2α .

Para tal feito, usamos algumas propriedades da transformada de Fourier sobre

a caracterização, dada pelo Lema 2.1, de uma solução para o sistema MHDE (1).

Diante disto, conseguimos um operador bilinear contínuo que satisfaz todas as

hipóteses do Lema 2.3 (Teorema do Ponto Fixo), o que nos garantiu assim, a

existência e unicidade da solução, como desejado.

O segundo objetivo nos diz respeito a analiticidade da solução obtida acima,

como sugere o seguinte resultado.

A solução (u, b) ∈ C(R+;X1−2α(R3))∩L1(R+;X1(R3)) obtida acima é analítica

no seguinte sentido:

∥(F−1{e
√
t|ξ|αû},F−1{e

√
t|ξ|α b̂})∥L̃∞(X1−2α) + ∥(F−1{e

√
t|ξ|αû},F−1{e

√
t|ξ|α b̂})∥L1(X1)

≤ 12
√
e∥(u0, b0)∥X1−2α .

Para a demostração deste resultado acima, ainda utilizando-se do Lema 2.1

e das propriedades da transformada de Fourier e de sua inversa, �zemos uma

mudança de coordenadas e, novamente conseguimos obter todas as condições para

o uso do Lema 2.3 (Teorema do Ponto Fixo), e chegamos a nossa analiticidade.

Com o intuito de sermos mais especí�cos, motivados por X. Zhao e M. Zhu [40],

analisamos o decaimento da solução estimada nos resultados acima, com respeito

à norma do espaço de Lebesgue usual L2(R3) (ver Lema 3.1) e, usamos esse fato

na obtenção do último objetivo deste trabalho, isto é, o decaimento da solução

com respeito à norma do espaço crítico de Lei-Lin X1−2α(R3).
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Seja (u0, b0) ∈ X1−2α(R3) ∩ L2(R3), onde 1
2
≤ α ≤ 1 e r∗ := r∗(u0) = r∗(b0) ∈

(−3
2
,∞). A solução global obtida acima para as equações MHDE (1) satisfaz a

seguinte igualdade:

lim sup
t→∞

t
5
4α

−1∥(u, b)(t)∥X1−2α = 0,

onde r∗(u0) e r
∗(b0) são as características de decaimento para u0 e b0, respectiva-

mente.

A�m de garantirmos esta taxa de decaimento, utilizamos os Lemas 2.4 e 3.1, e

os Teoremas 3.1 e 3.2.

Permita-nos esclarecer o caminho percorrido nesta dissertação para que nossos

objetivos, citados acima, fossem alcançados. Em adição, informamos que este

trabalho está dividido em três capítulos.

Nosso primeiro capítulo é formado por três seções. Na primeira, trouxemos

algumas terminologias e notações a respeito dos termos presentes nas equações do

sistema MHDE (1), além de de�nirmos o produto tensorial entre duas funções,

e ainda, de�nimos o Projetor de Helmholtz. A segunda seção trata de um breve

estudo a respeito dos Espaços de Lebesgue Lp(X). Nela, constam as de�nições dos

espaços Lp(X) e Lp
loc(X), as desigualdades de Hölder, Minkowski, Minkowski para

integrais e Young. A terceira seção retrata a transformada de Fourier no espaço

de Schwartz S(Rn), sua de�nição e principais propriedades; além disso, de�nimos

a característica de decaimento para uma determinada aplicação.

No Capítulo 2, a primeira seção traz um estudo relevante e introdutório sobre

os espaços de Lei-Lin Xs(R3). Além da sua de�nição, provamos que o mesmo é

um espaço de Banach para s ∈ (−∞, 0], e que o espaço X1−2α(R3) com 1
2
≤ α ≤ 1

é um espaço crítico para as equações MHDE (1), isto é, sua norma é invariante

por mudança de escala. Na segunda e última seção, encontram-se os lemas (e

suas demonstrações) de suma importância para alcançarmos os objetivos deste

trabalho.

No Capítulo 3, situam-se os principais resultados. Ele é subdividido em duas

seções. Na primeira, constam os resultados que garantem a existência e unicidade

de soluções, além da analiticidade destas mesmas. Já na segunda seção, estão as

informações que garantem a taxa de decaimento da solução para a norma do espaço

usual de Lebesgue L2(X) e para a norma do espaço crítico de Lei-Lin X1−2α(R3).
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Por �m, é importante destacar que, este trabalho disserta sobre os resulta-

dos principais apresentados em [38] e algumas informações estabelecidas em [40].

Sendo assim, estas são as referências principais para este estudo.
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Capítulo 1

De�nições e Resultados Básicos

Este presente capítulo tem como proposta apresentar a linguagem e os fatos

básicos necessários para a compreensão dos principais resultados deste trabalho.

Começaremos expondo algumas terminologias e notações dos principais objetos

deste estudo. Introduziremos os espaços de Lebesgue usuais Lp juntamente com

alguns de seus resultados relevantes para o nosso trabalho. Por conseguinte, de�ni-

remos a transformada de Fourier de uma função no espaço de Schwartz juntamente

com algumas de suas propriedades e apresentaremos esta mesma transformada com

respeito a uma distribuição temperada. Além disso, estabeleceremos o conceito de

característica de decaimeto para uma determinada aplicação.

1.1 Terminologias e Notações

Consideremos o espaço Cn munido com o produto interno padrão

x · y := x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn (1.1)

e a norma induzida por este mesmo produto como sendo

|x| :=
√

|x1|2 + |x2|2 + · · ·+ |xn|2, (1.2)

com x = (x1, x2, ..., xn), y = (y1, y2, ..., yn) ∈ Cn.

Se Ω é um subconjunto aberto em Rn e k um inteiro não negativo, a classe

Ck(Ω) consiste de todas as funções u : Ω → R que tem derivadas parciais de

ordem menor ou igual a k contínuas . Denotamos por C∞(Ω) o espaço das funções

in�nitamente diferenciáveis.
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Denotamos, por simplicidade, u = u(t) = u(x, t) = (u1(x, t), u2(x, t), ..., um(x, t)),

onde x ∈ R3, t ≥ 0 e m ∈ N.
O campo gradiente de u é de�nido como ∇u = (∇u1,∇u2, ...,∇um), onde

∇uj = (D1uj, D2uj, ..., Dnuj) em que Dk signi�ca a derivada parcial de ordem

1 com respeito à k-ésima coordenada, isto é, Dk = ∂
∂xk

(k = 1, 2, ..., n) e com

j = 1, 2, ..,m.

O Laplaciano usual é dado por∆u = (∆u1,∆u2, ...,∆un) onde∆uj =
∑i

k=1D
2
kuj

(i = 1, 2, 3).

O divergente de u como sendo ∇ · u =
∑n

k=1Dkuk, onde u = (u1, ..., un).

A notação u · ∇b signi�ca
∑3

i=1 uiDib, onde u = (u1, u2, u3) e b = (b1, b2, b3).

Dadas duas funções f : Rk → Rm e g : Rk → Rn, o produto tensorial é dado

por f ⊗ g := (g1f, ..., gnf), onde f = (f1, f2, ..., fm) e g = (g1, g2, ..., gn).

Dado um campo vetorial v : R3 → R3, existem w e ψ tais que

v = w −∇ψ, ∇ · w = 0, (1.3)

Neste caso, w = PH(v) é chamado Projetor de Helmholtz e v deve satisfazer

algumas restrições apropriadas (ver [22] e referências inclusas, para mais detalhes

sobre esta aplicação).

Vale ressaltar que as constantes podem mudar seus valores de linha para li-

nha, embora o mesmo símbolo é aplicado. As constantes positivas absolutas são

denotadas por C. Além disso, escrevemos Cs para indicar sua dependência; mais

precisamente, Cs depende de s.

1.2 Espaços de Lebesgue Lp

Um espaço de importância necessária para o desenvolvimento deste trabalho

são os denominados espaços de Lebesgue Lp (ver [17], para mais detalhes). Vejamos

sua de�nição e suas principais propriedades.

De�nição 1.1. Fixemos um espaço de medida (X,M, µ), ou seja, X é um con-

junto não vazio, M é uma σ-álgebra de subconjuntos de X e µ : M → [0,∞] uma

medida. Se f é uma função mensurável sobre X e 1 ≤ p <∞, de�nimos

∥f∥Lp =
[ ∫

|f |pdµ
]1/p

. (1.4)
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Também, para p = ∞, estabelecemos a seguinte norma:

∥f∥L∞ = inf{a ≥ 0;µ({x : |f(x)| > a}) = 0}, (1.5)

com a convenção de que inf ∅ = ∞. Em alguns casos ∥f∥L∞ é chamada supremo

essencial de f e escrevemos

∥f∥L∞ = supess{|f(x)| : x ∈ X}. (1.6)

De�nimos

Lp(X,M, µ) = {f : X → C; f é mensurável e ∥f∥Lp <∞}. (1.7)

De�nição 1.2. Sejam 1 ≤ p < ∞ e Ω um subconjunto aberto do Rn. Diremos

que f é localmente integrável em Lp(Ω), e denotaremos isso por f ∈ Lp
loc(Ω), se f

for uma função mensurável e para qualquer compacto K ⊂ Ω,∫
K

|f(x)|pdx <∞. (1.8)

Nós também podemos de�nir o espaço Lp envolvendo uma variável temporal

T , como segue.

De�nição 1.3. Assuma que (X, ∥·∥) seja um espaço vetorial normado e T > 0. O

espaço Lp([0, T ];X), 1 ≤ p ≤ ∞, contém todas as funções mensuráveis f : [0, T ] →
X para as quais as seguintes normas são �nitas

∥f∥Lp([0,T ];X) :=
[ ∫ T

0

∥f∥pdt
]1/p

, ∀ 1 ≤ p <∞ (1.9)

e também

∥f∥L∞([0,T ];X) = supess{∥f(t)∥ : t ∈ [0, T ]}. (1.10)

Analogamente, C([0, T ];X) = {f : [0, T ] → X contínua} munido com a norma do

supremo essencial ∥ · ∥L∞([0,T ];X).

De�nição 1.4. Sejam f e g funções mensuráveis sobre Rn. A convolução de f e

g é a função f ∗ g de�nida por

f ∗ g(x) =
∫
f(x− y)g(y)dy, (1.11)

para todo x tal que a integral acima exista.
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A convolução entre funções, desde que a integral exista, zela de algumas pro-

priedades como, por exemplo, f ∗ g = g ∗ f e (f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h).
Abaixo, listamos alguns resultados importantes sobre a teoria dos espaços de

Lebesgue que serão utilizados nesta dissertação.

Teorema 1.1 (Desigualdade de Hölder). Suponha que 1 ≤ p ≤ ∞ e p−1+q−1 = 1.

Se f e g são funções mensuráveis sobre X, então

∥fg∥L1 ≤ ∥f∥Lp∥g∥Lq . (1.12)

Demonstração. Ver [17], p. 182.

Teorema 1.2. Para 1 ≤ p ≤ ∞, Lp é um espaço de Banach.

Demonstração. Ver [17], p. 183.

Teorema 1.3 (Desigualdade de Minkowski). Se 1 ≤ p ≤ ∞ e f, g ∈ Lp, então

∥f + g∥Lp ≤ ∥f∥Lp + ∥g∥Lp . (1.13)

Demonstração. Ver [17], p. 183.

A Desigualdade de Minkowski a�rma que a norma Lp de uma soma de apli-

cações é no máximo a soma das normas Lp detas mesmas. Há uma outra desi-

gualdade, também conhecida pelo nome de Minkowski, que declara informações

relacionadas a integrais e aos espaços de Lebesgue usuais Lp.

Teorema 1.4 (Desigualdade de Minkowski para Integrais). Suponha que (X,M, µ)

e (Y,N , ν) sejam espaços de medida σ-�nito, e seja f uma função mensurável em

X × Y .

a) Se f ≥ 0 e 1 ≤ p ≤ ∞, então[∫ (∫
f(x, y)dν(y)

)p

dµ(x)

]1/p
≤

∫ [∫
f(x, y)pdµ(x)

]1/p
dν(y). (1.14)

b) Se 1 ≤ p ≤ ∞, f(·, y) ∈ Lp(µ) em quase todo ponto y, e a função y 7→
∥f(·, y)∥p está em L1(ν), então f(x, ·) ∈ L1(ν) em quase todo ponto x, a

função x 7→
∫
f(x, y)dν(y) está em Lp(µ), e∥∥∥∫ f(·, y)dν(y)

∥∥∥
p
≤

∫
∥f(·, y)∥pdν(y). (1.15)
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Demonstração. Ver [17], p. 194.

O Teorema seguinte contém um fato básico sobre a convolução de funções no

espaço Lp.

Teorema 1.5 (Desigualdade de Young). Se f ∈ Lp e g ∈ Lq, então f ∗ g ∈ Lr,

com 1
r
+ 1 = 1

p
+ 1

q
e, além disso, temos que

∥f ∗ g∥Lr ≤ ∥f∥Lp∥g∥Lq . (1.16)

Demonstração. Ver [17], p. 240.

1.3 A Transformada de Fourier

Para de�nirmos a transformada de Fourier de uma função f é necessário intro-

duzirmos a noção de espaço de Schwartz (ver [34], para mais detalhes). Para isso,

primeiro precisamos da seguinte família de seminormas.

Para cada ν, β ∈ (Z+)n denotamos a seminorma ∥ · ∥(ν,β) de�nida como

∥f∥(ν,β) = ∥xν∂βxf∥L∞ = sup
x∈Rn

|xν∂βxf(x)|, (1.17)

onde xν = xν11 x
ν2
2 ... x

νn
n e ∂βx =

∂β1+...+βnf

∂β1x1 · · · ∂βnxn
, com f ∈ C∞(Rn).

De�nimos o espaço de Schwartz S(Rn), o espaço das funções C∞(Rn) que

decaem no in�nito, isto é,

S(Rn) = {φ ∈ C∞(Rn) : ∥φ∥(ν,β) <∞, ν, β ∈ (Z+)n}. (1.18)

De�nição 1.5. De�nimos a transformada de Fourier de uma função f ∈ S(Rn)

por

F(f)(ξ) = f̂(ξ) :=

∫
Rn

e−iξ·xf(x)dx, ∀ξ ∈ Rn, (1.19)

onde i é a unidade imaginária e ξ · x é o produto interno canônico de Rn. Além

disso, de�nimos o operador Laplaciano fracionário Λ2α = (−∆)α, através da trans-

formada de Fourier como sendo Λ̂2αf(ξ) = |ξ|2αf̂(ξ), para todo ξ ∈ Rn.
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Esta de�nição faz sentido, pois∣∣∣ ∫
Rn

e−iξ·xf(x)dx
∣∣∣ ≤ ∫

Rn

|e−iξ·x||f(x)|dx

=

∫
B1(0)

|f(x)|dx+
∫
Rn/B1(0)

|x|n+1 |f(x)|
|x|n+1

dx

≤
∫
B1(0)

|f(x)|dx+ ∥xn+1f∥L∞ · vol(∂B1(0)) <∞.

É verdade que o operador F : S(Rn) → S(Rn), de�nido através da transfor-

mada de Fourier, é um isomor�smo. Mais precisamente, temos o seguinte resul-

tado.

Teorema 1.6. A Transformada de Fourier F : S(Rn) → S(Rn) é um operador

linear e contínuo, continuamente inversível, cuja transformada inversa é dada por:

F−1(f)(ξ) := (2π)−n

∫
Rn

eiξ·xf(x)dx, ∀ξ ∈ Rn. (1.20)

Demonstração. A prova deste resultado encontra-se em [34].

Logo a seguir, estabelecemos algumas propriedades que são satisfeitas pela

transformada de Fourier.

Teorema 1.7. Se f, g ∈ S(Rn), então temos as seguintes igualdades:

i) ∂̂αf(ξ) = (iξ)αf̂(ξ);

ii) F(xαf(x))(ξ) = i|α|∂αf̂(ξ);

iii)
∫
f̂ gdx =

∫
f ĝdx;

iv) f̂ ∗ g(ξ) = f̂ ĝ;

v) f̂ g = (2π)−nf̂ ∗ ĝ;

vi) ̂̂
f(ξ) = (2π)−nf(−ξ).

Demonstração. A demonstração deste resultado situa-se em [34].
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Uma última propriedade, envolvendo a transformada de Fourier, de grande

relavância para este trabalho, é dada no próximo resultado.

Teorema 1.8 (Identidade de Plancherel). Suponha que f, g ∈ S(Rn), onde n ∈ N.
Então, temos as seguintes igualdades:

i)
∫
Rn

f̂(ξ)ĝ(ξ)dξ = (2π)−n

∫
Rn

f(x)g(x)dx;

ii)
∫
Rn

|f̂(ξ)|2dξ = (2π)−n

∫
Rn

|f(x)|2dx.

Demonstração. A demonstração deste resultado situa-se em [34].

Abaixo vamos de�nir quando um funcional linear Ψ, de�nido sobre S(Rn), é

uma distribuição temperada e como se de�ne a transformada desta mesma.

De�nição 1.6. Dizemos que Ψ : S(Rn) → C de�ne uma distribuição temperada,

e escrevemos Ψ ∈ S ′(Rn), se

i) Ψ é linear;

ii) Ψ é contínua, isto é, se toda {φj} ⊂ S(Rn) que satisfaz φj → 0, com j → ∞,

tem-se que Ψ(φj) → 0, quando j → ∞.

De�nição 1.7. Dada Ψ ∈ S ′(Rn), de�nimos a transformada de Fourier de Ψ̂ ∈
S ′(Rn) por

Ψ̂(f) = Ψ(f̂ ), ∀f ∈ S(Rn). (1.21)

Introduziremos agora as de�nições de indicador e característica de decaimento

(ver [11,30], para mais detalhes).

De�nição 1.8. Suponha que v0 ∈ L2(Rn), Bρ = {ξ ∈ Rn : |ξ| ≤ ρ}. Se os dois

limites, inferior e superior, existirem, eles são indicadores de decaimento inferior e

superior de Λsv0:

P s
r (v0)− = lim inf

ρ→0+
ρ−2r−n

∫
Bρ

|ξ|2s|v̂0(ξ)|2dξ, s ≥ 0 (1.22)

e também

P s
r (v0)+ = lim sup

ρ→0+
ρ−2r−n

∫
Bρ

|ξ|2s|v̂0(ξ)|2dξ, s ≥ 0. (1.23)

Se P s
r (v0)− = P s

r (v0)+, então de�nimos P s
r (v0) = P s

r (v0)− = P s
r (v0)+ como o

indicador de decaimento relacionado a v0.
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De�nição 1.9. As características de decaimento superior e inferior para Λsv0 ∈
L2(Rn) são de�nidas como

rs(v0)+ = sup{r ∈ R : P s
r (v0)+ <∞}, (1.24)

e também

rs(v0)− = inf{r ∈ R : P s
r (v0)− > 0}. (1.25)

Quando Λsv0 ∈ L2(Rn) é tal que existe r∗s(v0) ∈ (−n
2
+ s,∞) que satisfaz

r∗s(v0) = max{r ∈ R : P s
r (v0)+ <∞} = min{r ∈ R : P s

r (v0)− > 0}, (1.26)

então r∗s(v0) é chamado característica de decaimento de v0. Em particular, quando

s = 1, r∗(v0) denota a característica de decaimento de v0. A característica de

decaimento de Λsv0 (s ≥ 0) nos dois casos é dada por:

r∗s(v0) = +∞, se rs(v0)+ = rs(v0)− = +∞ (1.27)

e também

r∗s(v0) = −n
2
, se rs(v0)+ = rs(v0)− = −n

2
. (1.28)
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Capítulo 2

Espaços de Lei-Lin e Lemas

Preliminares

Neste capítulo, sobre os espaços de Lei-Lin Xs(R3) (ver [2, 5, 8, 9, 20, 26,29,33]

e referências inclusas), exibiremos a de�nição, provaremos que este é um espaço

de Banach para s ≤ 0 e mostraremos que X1−2α(R3) é um espaço crítico para as

equações (1). Além disso, determinaremos os lemas necessários como, por exemplo,

o Teorema do Ponto Fixo, para as demonstrações dos resultados principais que

estão presentes no último capítulo.

2.1 Espaços de Lei-Lin Xs(R3)

O interesse deste presente estudo está em estabelecer a boa colocação global,

analiticidade e estimativas de decaimento, considerando um dado inicial pequeno,

para o sistema (1) no espaço X1−2α(R3), denominado espaço crítico de Lei-Lin,

onde 1
2
≤ α ≤ 1. Deste modo, nesta seção, apresentaremos a de�nição e algumas

características relevantes deste espaço.

De�nição 2.1. Para s ∈ R, o espaço funcional de Lei-Lin Xs(R3) é de�nido por

Xs(R3) =
{
f ∈ S ′(R3) :

∫
R3

|ξ|s|f̂(ξ)|dξ <∞
}
. (2.1)

Este é equipado com a norma

∥f∥Xs =

∫
R3

|ξ|s|f̂(ξ)|dξ, ∀f ∈ S ′(R3). (2.2)
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A próxima de�nição é acerca de espaços que dependem do tempo.

De�nição 2.2. Sejam s ∈ R e p ∈ [1,∞). Uma função f(x, t) ∈ Lp([0, T ] :

Xs(R3)) se

∥f∥Lp(Xs) :=

(∫ T

0

∥f(·, t)∥pXsdt

) 1
p

<∞; (2.3)

e f(x, t) ∈ L̃p([0, T ];Xs(R3)) quando

∥f∥L̃p(Xs) :=

∫
R3

(∫ T

0

(|ξ|s|f̂(ξ, t)|)pdt
) 1

p
dξ <∞, (2.4)

ou ainda, f(x, t) ∈ L̃∞(Xs) quando

∥f∥L̃∞(Xs) =

∫
R3

|ξ|s sup
0≤t<∞

{|f̂(t)|}dξ <∞. (2.5)

Pela desigualdade de Minkowski podemos deduzir que se p > 1 então

L̃p([0, T ];Xs(R3)) ↪→ Lp([0, T ] : Xs(R3)). (2.6)

Claramente se p = 1 então

L1([0, T ] : Xs(R3)) ≡ L̃1([0, T ] : Xs(R3)). (2.7)

O resultado seguinte mostra que o espaço de Lei-Lin Xs para s ≤ 0 é um espaço

completo.

Teorema 2.1. Seja s ∈ (−∞, 0]. O espaço de Lei-Lin Xs(R3) é um espaço de

Banach.

Demonstração. Considere f ∈ S ′(R3). Primeiramente, perceba que

∥f∥Xs = ∥|ξ|s||f̂(ξ)|∥L1 .

Precisamos agora mostrar que o espaço Xs(R3), com s ≤ 0, é um espaço completo.

Com efeito, considere uma sequência de Cauchy (fn)n∈N ⊂ Xs(R3). Assim, dado

ϵ > 0, existe n0 ∈ N tal que se m,n > n0 tem-se que

∥fn − fm∥Xs < ϵ, (2.8)
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ou seja,

∥|ξ|sf̂n − |ξ|sf̂m∥L1 < ϵ, ∀m,n > n0. (2.9)

Em (2.9), temos que (gn)n∈N := (|ξ|sf̂n)n∈N é uma sequência de Cauchy em L1(R3).

Com isso, (gn)n∈N converge em L1(R3) para uma função f (ver Teorema 1.2).

Considere φ = |ξ|−sf . Note que φ ∈ L1
loc(R3). De fato, seja K ⊂ R3 um

compacto; logo, K ⊂ Br(0), para algum r > 0. Então,∫
K

|φ(ξ)|dξ ≤
∫
Br(0)

|ξ|−s|f(ξ)|dξ ≤ r−s

∫
Br(0)

|f(ξ)|dξ

≤ r−s

∫
R3

|f(ξ)|dξ = r−s∥f∥L1 <∞.

Deste modo, φ ∈ L1
loc(R3). Então, φ ∈ S ′(R3).

De�na F = F−1(φ) ∈ S ′(R3). A�rmamos que (fn)n∈N converge para F em

Xs(R3). De fato, é verdade que

∥fn − F∥Xs = ∥fn −F−1(φ)∥Xs =

∫
R3

|ξ|s|f̂n − φ|dξ

=

∫
R3

||ξ|sf̂n − |ξ|s|ξ|−sf |dξ =
∫
R3

||ξ|sf̂n − f |dξ

= ∥gn − f∥L1 .

Portanto, podemos escrever

lim
n→∞

∥fn − F∥Xs = lim
n→∞

∥gn − f∥L1 = 0.

E assim, concluímos que fn converge em Xs(R3). Logo, Xs(R3) é um espaço de

Banach.

Um espaço de Banach (X, ∥ · ∥X) é chamado espaço crítico para as soluções do

sistema (1) se

∥fλ∥X = λ2(1−α)∥f∥X , ∀λ > 0, f ∈ X, (2.10)

onde

fλ(x) = λf(λx).

Agora vejamos quais são os valores de s para que o espaço de Lei-Lin Xs(R3) seja

um espaço crítico.
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Teorema 2.2. O espaço de Lei-Lin X1−2α(R3) é um espaço crítico para o sistema

MHDE (1).

Demonstração. Assuma que λ > 0 e f ∈ X1−2α(R3) e de�na fλ(x) = λf(λx), para

todo x ∈ R3. Deste modo,

∥fλ∥X1−2α =

∫
R3

|ξ|1−2α|f̂λ(ξ)|dξ

=

∫
R3

|ξ|1−2α
∣∣∣ ∫

R3

e−ix·ξfλ(x)dx
∣∣∣dξ

=

∫
R3

|ξ|1−2α
∣∣∣ ∫

R3

e−ix·ξλf(λx)dx
∣∣∣dξ. (2.11)

Realizando uma mudança de coordenadas em (2.11) do tipo y = λx, obtemos

∥fλ∥X1−2α =

∫
R3

|ξ|1−2α
∣∣∣ ∫

R3

e−i(λ−1y)·ξλf(y)λ−3dy
∣∣∣dξ

=

∫
R3

|ξ|1−2αλ−2
∣∣∣ ∫

R3

e−iy·(λ−1ξ)f(y)dy
∣∣∣dξ

=

∫
R3

|ξ|1−2αλ−2|f̂(λ−1ξ)|dξ. (2.12)

Novamente, aplique a mudança de variáveis η = λ−1ξ em (2.12) para inferir

∥fλ∥X1−2α =

∫
R3

|λη|1−2αλ−2|f̂(η)|λ3dη

= λ2−2α

∫
R3

|η|1−2α|f̂(η)|dη

= λ2−2α∥f∥X1−2α .

Portanto, o espaço de Lei-LinX1−2α(R3) é um espaço crítico para o sistema MHDE

(1).

2.2 Lemas Preliminares

Nesta seção, encontram-se os lemas que desempenham um papel de grande

importância neste trabalho.
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Primeiramente, com o propósito de eliminar os termos lineares ∂1u e ∂1b do

sistema MHDE dado por
∂tu+ Λ2αu+ (u · ∇)u+∇P = (b · ∇)b+ ∂1b,

∂tb+ Λ2αb+ (u · ∇)b = (b · ∇)u+ ∂1u,

∇ · u = ∇ · b = 0,

u(x, 0) = u0(x), b(x, 0) = b0(x),

(2.13)

anunciamos o Lema 2.1 (ver [38]). Este fornece uma escrita alternativa para as

transformadas de Fourier de uma solução (u, b) para as equações MHDE (2.13),

onde não mais há termos lineares.

Lema 2.1. Uma solução (u, b) para as equações MHDE (2.13) deve satisfazer as

seguintes igualdades:

û(ξ, t) =
1

2

(
eλ1(ξ)t + eλ2(ξ)t

)
û0(ξ) +

1

2
sgn(ξ1)(e

λ2(ξ)t − eλ1(ξ)t)b̂0(ξ)

+
1

2

∫ t

0

[
(
eλ1(ξ)(t−τ) + eλ2(ξ)(t−τ)

)
F̂ (ξ, τ)

+ sgn(ξ1)
(
eλ2(ξ)(t−τ) − eλ1(ξ)(t−τ)

)
Ê(ξ, τ)]dτ (2.14)

e também

b̂(ξ, t) =
1

2
sgn(ξ1)(e

λ2(ξ)t − eλ1(ξ)t)û0(ξ) +
1

2
(eλ1(ξ)t + eλ2(ξ)t)b̂0(ξ)

+
1

2

∫ t

0

[sgn(ξ1)(e
λ2(ξ)(t−τ) − eλ1(ξ)(t−τ))F̂ (ξ, τ)

+ (eλ1(ξ)(t−τ) + eλ2(ξ)(t−τ))Ê(ξ, τ)]dτ, (2.15)

onde t ≥ 0, ξ = (ξ1, ξ2, ξ3) ∈ R3, λ1(ξ) = −|ξ|2α − i|ξ1|, λ2(ξ) = −|ξ|2α + i|ξ1|,
F = −u · ∇u+ b · ∇b−∇P , E = −u · ∇b+ b · ∇u e

sgn(ξ1) =

{
1, ξ1 ≥ 0,

−1, ξ1 < 0.
(2.16)

Demonstração. Nosso intuito aqui presente se resume em eliminar os termos line-

ares do sistema MHDE (2.13). Para tal feito, vamos introduzir um processo de

diagonalização sobre a seguinte matriz:[
−|ξ|2α iξ1
iξ1 −|ξ|2α

]
, ξ = (ξ1, ξ2, ξ3) ∈ R3. (2.17)
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Para iniciarmos, vamos entender como obtemos a matriz dada em (2.17). Per-

ceba que se aplicarmos a transformada de Fourier ao sistema MHDE (2.13), temos

que 
∂̂tu(ξ) + Λ̂2αu(ξ) + ̂(u · ∇)u(ξ) + ∇̂P (ξ) = ̂(b · ∇)b(ξ) + ∂̂1b(ξ),

∂̂tb(ξ) + Λ̂2αb(ξ) + ̂(u · ∇)b(ξ) = ̂(b · ∇)u(ξ) + ∂̂1u(ξ),

û(x, 0) = û0(x), b̂(x, 0) = b̂0(x).

(2.18)

Consequentemente, podemos escrever as igualdades abaixo:{
∂tû(ξ) + |ξ|2αû(ξ) + ̂(u · ∇)u(ξ) + ∇̂P (ξ) = ̂(b · ∇)b(ξ) + iξ1b̂(ξ),

∂tb̂(ξ) + |ξ|2αb̂(ξ) + ̂(u · ∇)b(ξ) = ̂(b · ∇)u(ξ) + iξ1û(ξ).
(2.19)

Passando nossa análise às coordenadas de cada termo do sistema (2.19) e usando

as notações

F̂j(ξ) = − ̂(u · ∇)uj(ξ) + ̂(b · ∇)bj(ξ)− ∂̂jP (ξ) (2.20)

e

Êj(ξ) = − ̂(u · ∇)bj(ξ) + ̂(b · ∇)uj(ξ), (2.21)

deduzimos o seguinte sistema{
∂tûj(ξ) + |ξ|2αûj(ξ)− iξ1b̂j(ξ) = F̂j(ξ),

∂tb̂j(ξ) + |ξ|2αb̂j(ξ)− iξ1ûj(ξ) = Êj(ξ),
(2.22)

que na forma matricial é dado por[
∂tûj(ξ)

∂tb̂j(ξ)

]
=

[
−|ξ|2α iξ1
iξ1 −|ξ|2α

] [
ûj(ξ)

b̂j(ξ)

]
+

[
F̂j(ξ)

Êj(ξ)

]
, (2.23)

para todo j = 1, 2, 3.

A ideia a partir de agora é diagonalizar a matriz descrita em (2.17) a�m de

encontrarmos uma outra mais simples para chegarmos a conclusão da demonstra-

ção. Deste modo, sabendo que o polinômio característico da matriz estabelecida

em (2.17) é dado por

p(λ) = λ2 + 2|ξ|2αλ+ |ξ|4α + ξ21

e seus autovalores (ou seja, suas raízes) são os seguintes:

λ1(ξ) = −|ξ|2α − i|ξ1| e λ2(ξ) = −|ξ|2α + i|ξ1|, (2.24)

20



onde ξ = (ξ1, ξ2, ξ3) ∈ R3.

Considere, primeiramente, ξ1 ̸= 0. Os autovetores associados a λ1(ξ) e λ2(ξ)

são, respectivamente, (iξ1,−i|ξ|) e (iξ1, i|ξ|). Estes vetores são claramente (linear-

mente) independentes (ver (2.24)). Denote G(ξ) como a matriz formada por estes

autovetores em coluna, a saber

G(ξ) =

[
iξ1 iξ1
−i|ξ| i|ξ|

]
. (2.25)

A matriz G(ξ) é invertível e sua inversa é dada por

[G(ξ)]−1 =


1

2iξ1
− 1

2i|ξ1|
1

2iξ1

1

2i|ξ1|
.

 . (2.26)

Sendo assim, pela teoria dos operadores diagonalizáveis, podemos escrever

[G(ξ)]−1

[
−|ξ|2α iξ1
iξ1 −|ξ|2α

]
[G(ξ)] =

[
λ1(ξ) 0
0 λ2(ξ)

]
. (2.27)

De�namos agora [
Âj(ξ, t)

D̂j(ξ, t)

]
= [G(ξ)]−1

[
ûj(ξ, t)

b̂j(ξ, t)

]
, (2.28)

para todo j = 1, 2, 3. Assim, Âj(ξ) e D̂j(ξ) satisfazem, por (2.23) e (2.28), as

seguintes igualdades:[
∂τ Âj(ξ)

∂τD̂j(ξ)

]
= [G(ξ)]−1

[
∂τ ûj(ξ)

∂τ b̂j(ξ)

]

= [G(ξ)]−1

[[
−|ξ|2α iξ1
iξ1 −|ξ|2α

] [
ûj(ξ)

b̂j(ξ)

]
+

[
F̂j(ξ)

Êj(ξ)

]]

= [G(ξ)]−1

[
−|ξ|2α iξ1
iξ1 −|ξ|2α

]
[G(ξ)]

[
Âj(ξ)

D̂j(ξ)

]
+ [G(ξ)]−1

[
F̂j(ξ)

Êj(ξ)

]
,

para todo j = 1, 2, 3 e 0 ≤ τ ≤ t. Além disso, por (2.27), segue que[
∂τ Âj(ξ)

∂τD̂j(ξ)

]
=

[
λ1(ξ) 0
0 λ2(ξ)

][
Âj(ξ)

D̂j(ξ)

]
+ [G(ξ)]−1

[
F̂j(ξ)

Êj(ξ)

]
, (2.29)

21



para todo j = 1, 2, 3. Multiplicando a equação (2.29) pela matriz[
eλ1(ξ)(t−τ) 0

0 eλ2(ξ)(t−τ)

]
, 0 ≤ τ ≤ t, (2.30)

obtemos [
∂τ (e

λ1(ξ)(t−τ)Âj(ξ))

∂τ (e
λ2(ξ)(t−τ)D̂j(ξ))

]
=

eλ1(ξ)(t−τ)
(

F̂j(ξ)

2iξ1
− Êj(ξ)

2i|ξ1|

)
eλ2(ξ)(t−τ)

(
F̂j(ξ)

2iξ1
+

Êj(ξ)

2i|ξ1|

) , (2.31)

para todo j = 1, 2, 3. Multiplicando agora a equação (2.31) pela matriz G(ξ) (dada

em (2.25)), inferimos que[
iξ1∂τ (e

λ1(ξ)(t−τ)Âj(ξ)) + iξ1∂τ (e
λ2(ξ)(t−τ)D̂j(ξ))

−i|ξ1|∂τ (eλ1(ξ)(t−τ)Âj(ξ)) + i|ξ1|∂τ (eλ2(ξ)(t−τ)D̂j(ξ))

]

=

[
1
2
(eλ1(ξ)(t−τ) + eλ2(ξ)(t−τ))F̂j(ξ) +

1
2
sgn(ξ1)(eλ2(ξ)(t−τ) − eλ1(ξ)(t−τ))Êj(ξ)

1
2
sgn(ξ1)(eλ2(ξ)(t−τ) − eλ1(ξ)(t−τ))F̂j(ξ) +

1
2
(eλ1(ξ)(t−τ) + eλ2(ξ)(t−τ))Êj(ξ)

]
,

(2.32)

para todo j = 1, 2, 3. Agora, integrando de 0 a t ambos os lados de (2.32),

chegaremos a

[G(ξ)]

[
Âj(t)

D̂j(t)

]
− [G(ξ)]

[
eλ1(ξ)t 0
0 eλ2(ξ)t

] [
Âj(0)

D̂j(0)

]
=∫ t

0

[
1
2
(eλ1(ξ)(t−τ) + eλ2(ξ)(t−τ))F̂j(ξ) +

1
2
sgn(ξ1)(eλ2(ξ)(t−τ) − eλ1(ξ)(t−τ))Êj(ξ)

1
2
sgn(ξ1)(eλ2(ξ)(t−τ) − eλ1(ξ)(t−τ))F̂j(ξ) +

1
2
(eλ1(ξ)(t−τ) + eλ2(ξ)(t−τ))Êj(ξ)

]
dτ,

para todo j = 1, 2, 3. Consequentemente, por (2.28), concluímos que[
ûj(t)

b̂j(t)

]
=

[
1
2
(eλ1(ξ)t + eλ2(ξ)t)ûj(0) +

1
2
sgn(ξ1)(eλ2(ξ)t − eλ1(ξ)t)b̂j(0)

1
2
sgn(ξ1)(eλ2(ξ)t − eλ1(ξ)t)ûj(0) +

1
2
(eλ1(ξ)t + eλ2(ξ)t)b̂j(0)

]
+

∫ t

0

[
1
2
(eλ1(ξ)(t−τ) + eλ2(ξ)(t−τ))F̂j(ξ) +

1
2
sgn(ξ1)(eλ2(ξ)(t−τ) − eλ1(ξ)(t−τ))Êj(ξ)

1
2
sgn(ξ1)(eλ2(ξ)(t−τ) − eλ1(ξ)(t−τ))F̂j(ξ) +

1
2
(eλ1(ξ)(t−τ) + eλ2(ξ)(t−τ))Êj(ξ)

]
dτ,

para todo j = 1, 2, 3. Portanto, chegamos a

û(ξ, t) =
1

2

(
eλ1(ξ)t + eλ2(ξ)t

)
û0(ξ) +

1

2
sgn(ξ1)(e

λ2(ξ)t − eλ1(ξ)t)b̂0(ξ)

=
1

2

∫ t

0

[
(
eλ1(ξ)(t−τ) + eλ2(ξ)(t−τ)

)
F̂ (ξ, τ)

+ sgn(ξ1)
(
eλ2(ξ)(t−τ) − eλ1(ξ)(t−τ)

)
Ê(ξ, τ)]dτ
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e também a

b̂(ξ, t) =
1

2
sgn(ξ1)(e

λ2(ξ)t − eλ1(ξ)t)û0(ξ) +
1

2
(eλ1(ξ)t + eλ2(ξ)t)b̂0(ξ)

=
1

2

∫ t

0

[sgn(ξ1)(e
λ2(ξ)(t−τ) − eλ1(ξ)(t−τ))F̂ (ξ, τ)

+ (eλ1(ξ)(t−τ) + eλ2(ξ)(t−τ))Ê(ξ, τ)]dτ.

Perceba que se considerarmos ξ1 = 0, a equação matricial (2.23) torna-se[
∂τ ûj(ξ)

∂τ b̂j(ξ)

]
=

[
−|ξ|2α 0

0 −|ξ|2α
] [
ûj(ξ)

b̂j(ξ)

]
+

[
F̂j(ξ)

Êj(ξ)

]
, (2.33)

ou seja, {
∂τ ûj(ξ) = −|ξ|2αûj(ξ) + F̂j(ξ),

∂τ b̂j(ξ) = −|ξ|2αb̂j(ξ) + Êj(ξ),

para todo j = 1, 2, 3. Isto nos diz que{
∂τ û(ξ) = −|ξ|2αû(ξ) + F̂ (ξ),

∂τ b̂(ξ) = −|ξ|2αb̂(ξ) + Ê(ξ),
(2.34)

Multiplicando ambas as equações do sistema (2.34) por e−|ξ|2α(t−τ) e depois inte-

grando de 0 a t, deduzimos que

û(ξ, t) = e−|ξ|2αtû0 +

∫ t

0

e−|ξ|2α(t−τ)F̂ (ξ, τ)dτ

e também que

b̂(ξ, t) = e−|ξ|2αtb̂0 +

∫ t

0

e−|ξ|2α(t−τ)Ê(ξ, τ)dτ.

Estes argumentos provam o Lema 2.1.

Com carácter técnico, o lema abaixo (ver [39]) fornece uma desigualdade a

respeito de vetores em R3 e será útil nas demonstrações dos resultados de existência

de solução para as equações MHDE (2.13).

Lema 2.2. Assuma que 1
2
≤ α ≤ 1, então vale a seguinte desigualdade:

|ξ|2−2α ≤ 21−2α[|η||ξ − η|1−2α + |η|1−2α|ξ − η|], (2.35)

para todo ξ, η ∈ R3.

23



Demonstração. Inicialmente se tomarmos α = 1
2
, obtemos

21−2α[|η||ξ − η|1−2α + |η|1−2α|ξ − η|] = |η|+ |ξ − η|, (2.36)

e, desta forma, a desigualdade (2.35) é satisfeita pela desigualdade triangular, haja

vista que |ξ|2−2α = |ξ|.
Agora, vamos veri�car a veracidade de (2.35) para α = 1. De fato, é verdade

que

21−2α[|η||ξ − η|1−2α + |η|1−2α|ξ − η|] = |η|2 + |ξ − η|2

|ξ − η||η|
≥ 2. (2.37)

Consequentemente, as seguintes a�rmações valem:

|ξ|2−2α = 1 < 2 ≤ 21−2α[|η||ξ − η|1−2α + |η|1−2α|ξ − η|].

Como acabamos de ver, para α = 1
2
e α = 1 o resultado é válido. Vejamos

agora o caso 1
2
< α < 1.

Sem perda de generalidade, podemos assumir ξ ̸= 0 (ξ = 0 é um caso ordinário).

Nestas condições, a desigualdade (2.35) pode ser reescrita como abaixo:

1

21−2α
≤ |η||ξ − η|1−2α

|ξ|2−2α
+

|η|1−2α|ξ − η|
|ξ|2−2α

=
|η|
|ξ|

(
|ξ − η|
|ξ|

)1−2α

+

(
|η|
|ξ|

)1−2α |ξ − η|
|ξ|

. (2.38)

Por conveniência, vamos denotar

x =
|η|
|ξ|

e y =
|ξ − η|
|ξ|

. (2.39)

Veja que x ≥ 0 e y ≥ 0. Além disso, pela desigualdade triangular, chegamos a

x+ y =
|η|+ |ξ − η|

|ξ|
≥ |ξ|

|ξ|
= 1. (2.40)

Desse modo, �camos com a seguinte desigualdade:

1

21−2α
≤ xy1−2α + x1−2αy. (2.41)

Agora de�na a aplicação abaixo:

f(x, y) = xy1−2α + x1−2αy, ∀x, y ≥ 0. (2.42)
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Observe que se mostrarmos que a função f atinge um valor mínimo 1
21−2α (1

2
< α <

1), então a desigualdade (2.35) é válida. Sendo assim, primeiramente, considere

que y = kx para 0 ≤ k ≤ ∞. Com esta escolha, por compatibilidade com (2.40),

devemos tomar x ≥ 1
k+1

. Deste modo, de�na

g(x) := f(x, kx) = x(kx)1−2α + x1−2α(kx)

= x2(1−α)(k1−2α + k), ∀x ≥ 1

k + 1
. (2.43)

A seguir, mostraremos que g atinge um valor mínimo, independente de k, que

chamaremos gp. Mais precisamente, provaremos que

gp =
1

21−2α
. (2.44)

Com efeito, é fácil ver que

g′(x) = 2(1− α)x1−2α(k1−2α + k), ∀x ≥ 1

k + 1
. (2.45)

para 0 ≤ k ≤ ∞, ou seja, g′ é positiva em seu domínio (pois α < 1). Portanto, g

é crescente neste mesmo conjunto. Além disso, como g está de�nida para x ≥ 1
k+1

(ver (2.40)), então o valor mínimo para g é dado por:

g
( 1

k + 1

)
=

k1−2α + k

(k + 1)2(1−α)
, ∀0 ≤ k ≤ ∞. (2.46)

Perceba que a expressão exposta no lado direito de (2.46) é um valor mínimo que

depende de k. Vamos denotá-lo por gm(k). Como um resultado, vale a igualdade

abaixo:

gm(k) =
k1−2α + k

(k + 1)2(1−α)
, ∀0 ≤ k ≤ ∞. (2.47)

Assim, passando ao limite, quando k → ∞, inferimos que

lim
k→0

gm(k) = lim
k→0

k1−2α + k

(k + 1)2(1−α)
= +∞ (2.48)

e também que

lim
k→∞

gm(k) = lim
k→∞

[ 1

(1 + 1
k
)1−2α

1

(k + 1)
+

1

1 + 1
k

1

(k + 1)1−2α

]
= +∞, (2.49)
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pois 1
2
< α < 1. Por outro lado, ao derivar gm (ver (2.47)), obtemos

g′m(k) =
1 + (2α− 1)k − (2α− 1 + k)k−2α

(k + 1)3−2α
, ∀0 ≤ k ≤ ∞. (2.50)

Vamos analisar o numerador no lado direito da igualdade (2.50), chame-o

h(k) = 1 + (2α− 1)k − (2α− 1 + k)k−2α, ∀0 ≤ k ≤ ∞. (2.51)

Por conseguinte, podemos escrever a igualdade abaixo:

h′(k) = 2α− 1 + [(2α− 1)k + 2α(2α− 1)]k−2α−1, ∀0 ≤ k ≤ ∞. (2.52)

Logo, h′(k) ≥ 0, para todo 0 ≤ k ≤ ∞ (pois 1
2
< α < 1). Isto nos diz que h é não

decrescente em seu domínio. Além disso, h(1) = 0 (ver (2.51)). Portanto, temos o

seguinte comportamento para h:

h(k) ≤ h(1) = 0, ∀0 ≤ k ≤ 1;

h(k) ≥ h(1) = 0, ∀1 ≤ k ≤ +∞,

ou seja, por (2.50), chegamos a

g′m(k) =
h(k)

(k + 1)3−2α
≤ 0, ∀0 ≤ k ≤ 1; (2.53)

g′m(k) =
h(k)

(k + 1)3−2α
≥ 0, ∀1 ≤ k ≤ ∞. (2.54)

Consequentemente, por (2.47), (2.48) e (2.49), podemos escrever

gp = gm(1) =
11−2α + 1

(1 + 1)2(1−α)
=

1

21−2α
. (2.55)

Através dos argumentos estabelecidos acima, o Lema 2.2 está provado.

A �m de apresentarmos o resultado que será usado para provar a existência e

unicidade de soluções para as equações MHDE (2.13) (ver as provas dos Teoremas

3.1 e 3.2), enunciamos o próximo lema (conhecido como Teorema do Ponto Fixo)

(ver [14]).
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Lema 2.3. Seja (X, ∥ · ∥) um espaço de Banach e B : X ×X → X um operador

bilinear contínuo, isto é, existe uma constante C1 positiva tal que

∥B(x, y)∥ ≤ C1∥x∥∥y∥ ∀x, y ∈ X. (2.56)

Então, para cada x0 ∈ X que satisfaça

4C1∥x0∥ < 1, (2.57)

a equação a = x0 + B(a, a), com a ∈ X, admite uma solução x ∈ X. Além disso,

x obedece a desigualdade ∥x∥ ≤ 2∥x0∥ e é a única tal que ∥x∥ ≤ 1
2C1

.

Demonstração. Para demonstrar este resultado, vamos considerar a bola fechada

de centro 0 e raio R em X, ou seja, BR = {x ∈ X : ∥x∥ ≤ R}, onde

R =
1−

√
1− 4C1∥x0∥
2C1

. (2.58)

Veja que R é positivo (ver desigualdade (2.57)) e satisfaz a igualdade

∥x0∥+ C1R
2 = R. (2.59)

De fato,

∥x0∥+ C1

(1−√
1− 4C1∥x0∥
2C1

)2

= ∥x0∥+
2C1 − 2C1

√
1− 4C1∥x0∥ − 4C2

1∥x0∥
4C2

1

=
2C1 − 2C1

√
1− 4C1∥x0∥

4C2
1

= R.

E, além disso, por (2.58), podemos escrever

1− 4C1∥x0∥ ≤
√

1− 4C1∥x0∥ ⇔ 1−
√
1− 4C1∥x0∥ ≤ 4C1∥x0∥

⇔ R ≤ 2∥x0∥.

Observe que a primeira desigualdade acima é verdadeira por (2.57). Por conse-

guinte, R ≤ 2∥x0∥.
Agora, de�na F : BR → X por

F (x) = x0 +B(x, x), ∀x ∈ BR.
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Note que, para todo x, x′ ∈ BR, concluímos, do fato que B é bilinear, que

∥F (x)− F (x′)∥ = ∥B(x, x)−B(x′, x′)∥

= ∥B(x, x)−B(x′, x) +B(x′, x) +B(x′, x′)∥

= ∥B(x− x′, x) +B(x′, x− x′)∥

≤ ∥B(x− x′, x)∥+ ∥B(x′, x− x′)∥.

Usando que B é um operador contínuo (ver (2.56)), chegamos a

∥F (x)− F (x′)∥ = ∥B(x, x)−B(x′, x′)∥

≤ C1∥x− x′∥∥x∥+ C1∥x′∥∥x− x′∥

= C1∥x− x′∥(∥x∥+ ∥x′∥)

≤ 2RC1∥x− x′∥. (2.60)

Perceba que, por (2.58) e (2.57), deduzimos

2RC1 = 1−
√

1− 4C1∥x0∥ < 1.

Assim, (2.60) torna-se

∥F (x)− F (x′)∥ ≤ C∥x− x′∥, ∀x, x′ ∈ BR,

onde 0 ≤ C < 1. Por outro lado, aplicando (2.56) e (2.59), é verdade que

∥F (x)∥ ≤ ∥x0∥+ ∥B(x, x)∥ ≤ ∥x0∥+ C1∥x∥2

≤ ∥x0∥+ C1R
2 = R,

para todo x ∈ BR. Ou seja, F (BR) ⊆ BR. Isto nos diz que F : BR → BR é uma

contração. Pelo Teorema do ponto �xo de Banach usual (veja BR é completa como

um subconjunto fechado contido em um espaço de Banach), F possui um único

ponto (�xo) x ∈ BR tal que F (x) = x. Além disso, novamente por (2.56) e (2.59),

inferimos que

∥x∥ = ∥x0∥+ ∥B(x, x)∥ ≤ ∥x0∥+ C1∥x∥2

≤ ∥x0∥+ C1R
2 = R ≤ 2∥x0∥.

Isto prova o Lema 2.3.
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O lema (ver [8]) a seguir será importante na prova do Teorema 3.3. Ele traz

uma propriedade a respeito das funções contínuas.

Lema 2.4. Seja f : R+ → R+ uma função contínua tal que

f(t) ≤M0 + θ1f(θ2t), ∀t ≥ 0, (2.61)

com M0 ≥ 0 e θ1, θ2 ∈ (0, 1). Então, é verdade que

lim sup
t→+∞

f(t) ≤ M0

1− θ1
. (2.62)

Demonstração. Seja T > 0 �xo. Como f é contínua e positiva, então existe um

t0 ∈ [0, T ] ⊆ R+ tal que

0 ≤ f(t0) = sup
0≤t≤T

{f(t)}.

Por (2.61), temos que

f(t0) ≤M0 + θ1f(θ2t0) ≤M0 + θ1f(t0),

pois θ1 ∈ (0, 1). Isto é,

f(t0) ≤
M0

1− θ1
, (2.63)

ou equivalentemente,

sup
0≤t≤T

{f(t)} ≤ M0

1− θ1
. (2.64)

Agora, passando ao limite superior quando T → ∞, obtemos

lim sup
t→∞

f(t) ≤ M0

1− θ1
. (2.65)

O próximo lema nos fornece caracterizações relacionadas ao decaimento da

equação do calor, e será importante para a demonstração do Teorema 3.3. Sua

prova será omitida por se tratar de equações que não são o foco deste trabalho.

Lema 2.5. Assuma que v0 ∈ L2(Rn), com característica de decaimento r∗ = r∗(v0)

(ver de�nições 1.8 e 1.9), é uma solução da seguinte equação do calor generalizada:{
vt + Λ2αv = 0,

v(x, 0) = v0(x),

onde x ∈ Rn e t ≥ 0. Então, valem as a�rmações abaixo:
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i) Se −n
2
< r∗ < +∞, então existem duas contantes C1, C2 > 0 tais que

C1(1 + t)−
1
α
(n
2
+r∗) ≤ ∥v(t)∥2L2 ≤ C2(1 + t)−

1
α
(n
2
+r∗). (2.66)

ii) Se r∗ = −n
2
, então existe uma constante C = Cϵ > 0 tal que

∥v(t)∥2L2 ≥ C(1 + t)−ϵ, ∀ϵ > 0. (2.67)

iii) Se r∗ = +∞, então existe uma constante C > 0 tal que

∥v(t)∥2L2 ≤ C(1 + t)−m, ∀m > 0. (2.68)

Demonstração. Para detalhes da prova, ver [11,30] e referências inclusas.
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Capítulo 3

Equações MHD Próximo ao

Equilíbrio em Espaços de Lei-Lin

Considere o seguinte sistema 3D de equações Magnetohidrodinâmicas (MHD)

incompressível generalizado próximo ao equilíbrio:
∂tu+ Λ2αu+ (u · ∇)u+∇P = (b · ∇)b+ ∂1b,

∂tb+ Λ2αb+ (u · ∇)b = (b · ∇)u+ ∂1u,

∇ · u = ∇ · b = 0,

u(x, 0) = u0(x), b(x, 0) = b0(x),

(3.1)

para t ≥ 0 e x ∈ R3.

Neste capítulo, estudaremos o sistema acima usando os espaços de Lei-Lin

Xs(R3). Mais precisamente, obteremos soluções (u, b) ∈ C(R+;X1−2α(R3)) ∩
L1(R+;X1(R3)), onde α ∈ [1

2
, 1], para estas mesmas. Mostraremos que, diante de

um dado inicial su�cientemente pequeno no espaço crítico de Lei-Lin X1−2α(R3),

poderemos estabelecer a boa colocação global desta solução. Diante disto, exi-

biremos a analiticidade desta solução global e, por �m, obteremos uma taxa de

decaimento para esta mesma.

3.1 Existência e Analiticidade de Soluções

Nosso primeiro resultado estabelece a existência e unicidade de soluções globais

(também citamos [1, 2, 5, 6, 8�11, 16, 19�21, 28, 30, 31, 36�40] e referências inclusas)

para as equações MHDE (3.1) nos espaços de Lei-Lin (ver [2,5,8,9,20,26,29,33] e

referências citadas), assumindo que os dados iniciais são su�cientemente pequenos.
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Permita-nos informar que (u, b) é uma solução branda para as equações MHDE

(3.1) se (u, b) satisfaz a equação (3.3) abaixo.

Teorema 3.1. Assuma que α ∈ [1
2
, 1] e (u0, b0) ∈ X1−2α(R3). Considere que existe

uma constante positiva Cα tal que ∥(u0, b0)∥X1−2α < Cα, então o sistema MHDE

(3.1) admite uma única solução global no tempo

(u, b) ∈ C(R+;X1−2α(R3)) ∩ L1(R+;X1(R3))

tal que

∥(u, b)∥L̃∞(X1−2α) + ∥(u, b)∥L1(X1) ≤ 8∥(u0, b0)∥X1−2α . (3.2)

Demonstração. Para provar este teorema vamos utilizar o Lema 2.3. Deste modo,

é importante ressaltar que, preparamos os argumentos apresentados abaixo de

forma a poder aplicar este mesmo resultado.

Comecemos reescrevendo as igualdades (2.14) e (2.15) como segue:

(u, b)(t) =
(1
2
F−1

[
(eλ1(ξ)t + eλ2(ξ)t)û0(ξ) + sgn(ξ1)(e

λ2(ξ)t − eλ1(ξ)t)b̂0(ξ)
]
,

1

2
F−1

[
sgn(ξ1)(e

λ2(ξ)t − eλ1(ξ)t)û0(ξ) + (eλ1(ξ)t + eλ2(ξ)t)b̂0(ξ)
] )

+B((u, b), (u, b))(t), (3.3)

para todo t ≥ 0 e ξ = (ξ1, ξ2, ξ3) ∈ R3, onde λ1(ξ) e λ2(ξ) são dados no Lema 2.1,

e B é o operador de�nido por

B((v, φ), (w,ψ))(t) = (B1((v, φ), (w,ψ))(t), B2((v, φ), (w,ψ))(t)), ∀t ≥ 0, (3.4)

com

B1((v, φ), (w,ψ))(t) =

1

2
F−1

{∫ t

0

[(eλ1(ξ)(t−τ) + eλ2(ξ)(t−τ))F(P(−(v · ∇)w + (φ · ∇)ψ))

+ sgn(ξ1)(e
λ2(ξ)(t−τ) − eλ1(ξ)(t−τ))F(−(v · ∇)ψ + (φ · ∇)w)]dτ

}
(3.5)
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e também

B2((v, φ), (w,ψ))(t) =

1

2
F−1

{∫ t

0

[sgn(ξ1)(e
λ2(ξ)(t−τ) − eλ1(ξ)(t−τ))F(P(−(v · ∇)w + (φ · ∇)ψ))

+ (eλ1(ξ)(t−τ) + eλ2(ξ)(t−τ))F(−(v · ∇)ψ + (φ · ∇)w)]dτ
}
, (3.6)

para todo t ≥ 0. Aqui P é o conhecido operador de Helmholtz (ver [22] e referências

inclusas para mais detalhes sobre esta aplicação).

Estamos interessados em provar que B é um operador bilinear contínuo sobre

um espaço de Banach especí�co (de�nido a seguir) com a meta de estarmos aptos

a aplicar o Lema 2.3 e obter, como resultado, uma única solução global no tempo

para o problema MHDE (3.1).

Primeiramente, vamos checar que B é um operador bilinear sobre (X × X)2

(onde X = C(R+;X1−2α(R3)) ∩ L1(R+;X1(R3)) está munido da norma da soma

entre as normas destes espaços que estabelecem a interseção). Com efeito, consi-

dere (r, s), (v, φ), (w,ψ) ∈ X×X e γ uma constante real. Por simplicidade, vamos

denotar

A(τ) = eλ1(ξ)(t−τ) + eλ2(ξ)(t−τ) e D(τ) = sgn(ξ1)(e
λ2(ξ)(t−τ) − eλ1(ξ)(t−τ)),

para todo t ≥ 0 e τ ∈ [0, t], com o objetivo de obter

B1((r, s), γ(v, φ) + (w,ψ))(t) = B1((r, s), (γv + w, γφ+ ψ))(t)

=
1

2
F−1

[ ∫ t

0

A(τ)F(−(r · ∇)(γv + w) + (s · ∇)(γφ+ ψ))

+D(τ)F(−(r · ∇)(γφ+ ψ) + (s · ∇)(γv + w))dτ
]

=
1

2
F−1

[ ∫ t

0

A(τ)F(P(−γ(r · ∇)v − (r · ∇)w + γ(s · ∇)φ+ (s · ∇)ψ))

+D(τ)(−γ(r · ∇)φ− (r · ∇)ψ + γ(s · ∇)v + (s · ∇)w)dτ
]
,

para todo t ≥ 0, onde usamos a de�nição 3.5. Consequentemente, através das

propriedades do operador de Helmholtz P (ver [22] e referências inclusas), encon-
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tramos o seguinte resultado:

B1((r, s), γ(v, φ) + (w,ψ))(t)

= γ
{1

2
F−1

[ ∫ t

0

A(τ)F(P(−(r · ∇)v + (s · ∇)φ)) +D(τ)F(−(r · ∇)φ+ (s · ∇)v)dτ
]}

+
1

2
F−1

[ ∫ t

0

A(τ)F(P(−(r · ∇)w + (s · ∇)ψ)) +D(τ)F(−(r · ∇)ψ + (s · ∇)w)dτ
]

= γB1((r, s), (v, φ))(t) +B1((r, s), (w,ψ))(t),

para todo t ≥ 0. Isto nos diz que

B1((r, s), γ(v, φ) + (w,ψ)) = γB1((r, s), (v, φ)) +B1((r, s), (w,ψ)),

para todo (r, s), (v, φ), (w,ψ) ∈ X ×X e γ ∈ R. Analogamente, veri�ca-se que

B2((r, s), γ(v, φ) + (w,ψ)) = γB2((r, s), (v, φ)) +B2((r, s), (w,ψ)),

para todo (r, s), (v, φ), (w,ψ) ∈ X ×X e γ ∈ R. Com isso, podemos escrever

B((r, s), γ(v, φ) + (w,ψ)) = B((r, s), (γv + w, γφ+ ψ))

= (B1((r, s), (γv + w, γφ+ ψ)), B2((r, s), (γv + w, γφ+ ψ)))

= γ(B1((r, s), (v, φ)), B2((r, s), (v, φ))) + (B1((r, s), (w,ψ)), B2((r, s), (w,ψ)))

= γB((r, s), (v, φ))(t) +B((r, s), (w,ψ)),

para todo (r, s), (v, φ), (w,ψ) ∈ X ×X e γ ∈ R. Por isso, infere-se que

B((r, s), γ(v, φ) + (w,ψ)) = γB((r, s), (v, φ)) +B((r, s), (w,ψ)),

para todo (r, s), (v, φ), (w,ψ) ∈ X × X e γ ∈ R. De forma similar, podemos

escrever a igualdade abaixo:

B((r, s) + γ(v, φ), (w,ψ)) = B((r, s), (w,ψ)) + γB((v, φ), (w,ψ)),

para todo (r, s), (v, φ), (w,ψ) ∈ X × X e γ ∈ R. Portanto, B é um operador

bilinear.

Agora vamos mostrar que B é um operador bilinear contínuo. Para isto, pre-

cisamos da existência de uma constante positiva C tal que

∥B((v, φ), (w,ψ))∥X×X ≤ C∥(v, φ)∥X×X∥(w,ψ)∥X×X , ∀(v, φ), (w,ψ) ∈ X ×X.
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Para darmos início, vamos estimar B1((v, φ), (w,ψ)) e B2((v, φ), (w,ψ)) nas

normas dos espaços C(R+;X1−2α(R3)) e L1(R+;X1(R3)).

Sendo assim, primeiramente, aplicando a transformada de Fourier ao operador

B1, obtemos

|F(B1((v, φ), (w,ψ)))(t)|

≤ 1

2

∫ t

0

[|eλ1(ξ)(t−τ) + eλ2(ξ)(t−τ)||F(P(−(v · ∇)w + (φ · ∇)ψ)(τ)|

+ |eλ2(ξ)(t−τ) − eλ1(ξ)(t−τ)||F(−(v · ∇)ψ + (φ · ∇)w)(τ)|]dτ. (3.7)

Por outro lado, veja que

|eλ1(ξ)(t−τ) + eλ2(ξ)(t−τ)| = |e(−|ξ|2α−i|ξ1|)(t−τ) + e(−|ξ|2α+i|ξ1|)(t−τ)|

= |e−|ξ|2α(t−τ)

[e−i|ξ1|(t−τ) + ei|ξ1|(t−τ)]|

≤ e−|ξ|2α(t−τ)

[|e−i|ξ1|(t−τ)|+ |ei|ξ1|(t−τ)|]

= 2e−|ξ|2α(t−τ)

, (3.8)

onde t ≥ 0 e 0 ≤ τ ≤ t (ver Lema 2.1). Analogamente, pode-se inferir que

|eλ2(ξ)(t−τ) − eλ1(ξ)(t−τ)| ≤ 2e−|ξ|2α(t−τ)

, (3.9)

onde t ≥ 0 e 0 ≤ τ ≤ t. Por outro lado, lembre que o operador de Helmholtz P
satisfaz a seguinte igualdade:

F [P(f)](ξ) = f̂(ξ)− f̂(ξ) · ξ
|ξ|2

ξ, ∀ξ ∈ R3. (3.10)

(ver [22] e referências inclusas). Sendo assim, aplicando (3.10), obtém-se

|F(P(−(v · ∇)w + (φ · ∇)ψ))(ξ)| ≤ |F((v · ∇)w)(ξ)|+ |F((φ · ∇)ψ)(ξ)|.

Com isso, por (3.7), (3.8) e (3.9), as propriedades da transformada de Fourier e a

desigualdade de Cauchy-Schwarz implicam que

|F(B1((v, φ), (w,ψ)))(t)|

≤
∫ t

0

e−|ξ|2α(t−τ)

(| − iξ · ŵ ⊗ v(ξ)|+ |iξ · ψ̂ ⊗ φ(ξ)|+ | − iξ · ψ̂ ⊗ v(ξ)|

+ |iξ · ŵ ⊗ φ(ξ)|)dτ

≤
∫ t

0

e−|ξ|2α(t−τ)|ξ|(|ŵ ⊗ v(ξ)|+ |ψ̂ ⊗ φ(ξ)|+ |ψ̂ ⊗ v(ξ)|+ |ŵ ⊗ φ(ξ)|)dτ, (3.11)
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para todo t ≥ 0. Multiplicando ambos os lados de (3.11) por |ξ|1−2α, encontramos

|ξ|1−2α|F(B1((v, φ), (w,ψ)))(t)|

≤
∫ ∞

0

e−|ξ|2α(t−τ)|ξ|2−2α(|ŵ ⊗ v(ξ)|+ |ψ̂ ⊗ φ(ξ)|+ |ψ̂ ⊗ v(ξ)|+ |ŵ ⊗ φ(ξ)|)dτ.

(3.12)

Vamos analisar o primeiro termo à direita de (3.12) e, de maneira análoga,

apresentaremos os resultados deste estudo para os demais. Comecemos aplicando

o Lema 2.2 (desde que α ∈ [1
2
, 1]) e o Teorema de Fubini para obter∫ ∞

0

e−|ξ|2α(t−τ)|ξ|2−2α|ŵ ⊗ v(ξ)|dτ ≤
∫ ∞

0

|ξ|2−2α|ŵ ⊗ v(ξ)|dτ

≤ C

∫ ∞

0

|ξ|2−2α

∫
R3

|v̂(ξ − η)||ŵ(η)|dη dτ

≤ Cα

∫ ∞

0

∫
R3

(|η||ξ − η|1−2α + |η|1−2α|ξ − η|)|v̂(ξ − η)||ŵ(η)|dη dτ

≤ Cα(|ξ|1−2α sup
0≤t<∞

{|v̂(t)|}) ∗
(∫ ∞

0

|ξ||ŵ(ξ)|dt
)

+ Cα(|ξ|1−2α sup
0≤t<∞

{|ŵ(t)|}) ∗
(∫ ∞

0

|ξ||v̂(ξ)|dt
)
. (3.13)

Consequentemente, usando (3.13) em (3.12), podemos escrever

|ξ|1−2α|F(B1((v, φ), (w,ψ)))(t)| ≤ Cα

[
(|ξ|1−2α sup

0≤t<∞
{|v̂(t)|}) ∗

(∫ ∞

0

|ξ||ŵ(ξ)|dt
)

+ (|ξ|1−2α sup
0≤t<∞

{|ŵ(t)|}) ∗
(∫ ∞

0

|ξ||v̂(ξ)|dt
)
+ (|ξ|1−2α sup

0≤t<∞
{|φ̂(t)|})

∗
(∫ ∞

0

|ξ||ψ̂(ξ)|dt
)
+ (|ξ|1−2α sup

0≤t<∞
{|ψ̂(t)|}) ∗

(∫ ∞

0

|ξ||φ̂(ξ)|dt
)

+ (|ξ|1−2α sup
0≤t<∞

{|v̂(t)|}) ∗
(∫ ∞

0

|ξ||ψ̂(ξ)|dt
)
+ (|ξ|1−2α sup

0≤t<∞
{|ψ̂(t)|})

∗
(∫ ∞

0

|ξ||v̂(ξ)|dt
)
+ (|ξ|1−2α sup

0≤t<∞
{|φ̂(t)|}) ∗

(∫ ∞

0

|ξ||ŵ(ξ)|dt
)

+ (|ξ|1−2α sup
0≤t<∞

{|ŵ(t)|}) ∗
(∫ ∞

0

|ξ||φ̂(ξ)|dt
)]

,

(3.14)
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para todo t ≥ 0. Por outro lado, integrando sobre R3 e aplicando a desigualdade

de Young (ver Teorema 1.8) ao primeiro termo do lado direito de (3.14), resulta

que ∫
R3

(|ξ|1−2α sup
0≤t<∞

{|v̂(t)|}) ∗
(∫ ∞

0

|ξ||ŵ(ξ)|dt
)
dξ

=

∥∥∥∥(|ξ|1−2α sup
0≤t<∞

{|v̂(t)|}) ∗
(∫ ∞

0

|ξ||ŵ(ξ)|dt
)∥∥∥∥

L1(R3)

≤ ∥|ξ|1−2α sup
0≤t<∞

{|v̂(t)|}∥L1(R3)

∥∥∥∥∫ ∞

0

|ξ||ŵ(ξ)|dt
∥∥∥∥
L1(R3)

= ∥v∥L̃∞(X1−2α)∥w∥L1(X1).

Portanto, passando ao supremo sobre t ∈ [0,∞) e calculando a integral sobre R3

na desigualdade (3.14), concluímos que

∥B1((v, φ), (w,ψ))∥L̃∞(X1−2α)

≤ Cα(∥v∥L̃∞(X1−2α) + ∥φ∥L̃∞(X1−2α))(∥w∥L1(X1) + ∥ψ∥L1(X1))

+ (∥w∥L̃∞(X1−2α) + ∥ψ∥L̃∞(X1−2α))(∥v∥L1(X1) + ∥φ∥L1(X1))

= Cα(∥(v, φ)∥L̃∞(X1−2α)∥(w,ψ)∥L1(X1) + ∥(w,ψ)∥L̃∞(X1−2α)∥(v, φ))∥L1(X1)).

(3.15)

Ou seja, é verdade que

∥B1((v, φ), (w,ψ))∥L̃∞(X1−2α) ≤ Cα∥(v, φ)∥X×X∥(w,ψ)∥X×X . (3.16)

para todo (v, φ), (w,ψ) ∈ X ×X.

Agora, para encontrar uma estimativa para ∥B2((v, φ), (w,ψ))∥L̃∞(X1−2α) basta

começarmos aplicando a transformada de Fourrier ao operador B2 (ver (3.6)), as

desigualdades elementares (3.22) e (3.16) e, em seguida, a desigualdade de Cauchy-

Schwarz para obter

|F(B2((v, φ), (w,ψ)))(t)|

=
1

2

∣∣∣ ∫ t

0

sgn(ξ1)(e
λ2(ξ)(t−τ) − eλ1(ξ)(t−τ))F(P(−(v · ∇)w + (φ · ∇)ψ))

+ (eλ1(ξ)(t−τ) + eλ2(ξ)(t−τ))F(−(v · ∇)ψ + (φ · ∇)w)dτ
∣∣∣

≤
∫ ∞

0

e−|ξ|2α(t−τ)|ξ|(|ŵ ⊗ v(ξ)|+ |ψ̂ ⊗ φ(ξ)|+ |ψ̂ ⊗ v(ξ)|+ |ŵ ⊗ φ(ξ)|)dτ, (3.17)
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para todo t ≥ 0. Multiplicando ambos os lados por |ξ|1−2α, chegamos a

|ξ|1−2α|F(B2((v, φ), (w,ψ)))(t)|

≤
∫ ∞

0

e−|ξ|2α(t−τ)|ξ|2−2α(|ŵ ⊗ v(ξ)|+ |ψ̂ ⊗ φ(ξ)|+ |ψ̂ ⊗ v(ξ)|+ |ŵ ⊗ φ(ξ)|)dτ,

para todo t ≥ 0. Observe que o lado direito esta desigualdade acima corresponde

ao mesmo lado de (3.12). Sendo assim, podemos deduzir, de forma análoga, que

∥B2((v, φ), (w,ψ))∥L̃∞(X1−2α)

≤ Cα(∥(v, φ)∥L̃∞(X1−2α)∥(w,ψ)∥L1(X1) + ∥(w,ψ)∥L̃∞(X1−2α)∥(v, φ))∥L1(X1))

≤ Cα∥(v, φ)∥X×X∥(w,ψ)∥X×X , (3.18)

para todo (v, φ), (w,ψ) ∈ X × X. (Para mais detalhes, siga os argumentos apre-

sentados para determinar (3.15) e (3.16)).

Por (3.16) e (3.18), inferimos a seguinte estimativa para o operador B (ver

(3.4)) em C(R+;X1−2α(R3)):

∥B((v, φ), (w,ψ))∥L̃∞(X1−2α) ≤ Cα∥(v, φ)∥X×X∥(w,ψ)∥X×X , (3.19)

para todo (v, φ), (w,ψ) ∈ X ×X.

Agora, vamos estimar ∥B1((v, φ), (w,ψ))∥L1(X1). Para este �m, multiplique

ambos os lados de (3.11) por |ξ| e integre o resultado obtido sobre [0,∞) para

encontrar∫ ∞

0

|ξ||F(B1((v, φ), (w,ψ)))(t)|dt ≤
∫ ∞

0

∫ t

0

|ξ|2αe−|ξ|2α(t−τ) |ξ|2−2α(|ŵ ⊗ v(ξ)|

+ |ψ̂ ⊗ φ(ξ)|+ |ψ̂ ⊗ v(ξ)|+ |ŵ ⊗ φ(ξ)|)dτdt.
(3.20)

Vamos analisar o primeiro termo do lado direito da desigualdade (3.20) e genera-

lizar os demais de maneira análoga. Aplique o Lema 2.2 para obter∫ ∞

0

∫ t

0

|ξ|2αe−|ξ|2α(t−τ) |ξ|2−2α|ŵ ⊗ v(ξ)|dτdt

≤ C

∫ ∞

0

∫ t

0

|ξ|2αe−|ξ|2α(t−τ)

∫
R3

|ξ|2−2α|v̂(ξ − η)||ŵ(η)|dηdτdt

≤ Cα

∫ ∞

0

∫ t

0

|ξ|2αe−|ξ|2α(t−τ)

∫
R3

|η||ξ − η|1−2α|v̂(ξ − η)||ŵ(η)|dηdτdt

+ Cα

∫ ∞

0

∫ t

0

|ξ|2αe−|ξ|2α(t−τ)

∫
R3

|η|1−2α|ξ − η||v̂(ξ − η)||ŵ(η)|dηdτdt. (3.21)
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O primeiro termo do lado direito da desigualdade (3.21) pode ser trabalhado como

segue:∫ ∞

0

∫ t

0

|ξ|2αe−|ξ|2α(t−τ)

∫
R3

|η||ξ − η|1−2α|v̂(ξ − η)||ŵ(η)|dηdτdt

≤
∫
R3

∫ ∞

0

∫ t

0

|ξ|2αe−|ξ|2α(t−τ) |ξ − η|1−2α sup
0≤t<∞

{|v̂(ξ − η)|}|η||ŵ(η)|dτdtdη

≤
∫
R3

|ξ|2α|ξ − η|1−2α sup
0≤t<∞

{|v̂(ξ − η)|}
∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−|ξ|2α(t−τ) |η||ŵ(τ)|dτdtdη

≤
∫
R3

|ξ|2α|ξ − η|1−2α sup
0≤t<∞

{|v̂(ξ − η)|}
∫ ∞

0

(e−|ξ|2αt

) ∗ (|η||ŵ(t)|)dtdη.

Por isso, usando a desigualdade de Young (ver Teorema 1.8), deduzimos que∫ ∞

0

∫ t

0

|ξ|2αe−|ξ|2α(t−τ)

∫
R3

|η||ξ − η|1−2α|v̂(ξ − η)||ŵ(η)|dηdτdt

≤
∫
R3

|ξ|2α|ξ − η|1−2α sup
0≤t<∞

{|v̂(ξ − η)|}∥e−|ξ|2αt∥L1([0,∞))∥|η||ŵ(η)|∥L1([0,∞))dη

=

∫
R3

|ξ − η|1−2α sup
0≤t<∞

{|v̂(ξ − η)|}
∫ ∞

0

|η||ŵ(η)|dtdη

= (|ξ|1−2α sup
0≤t<∞

{|v̂(ξ)|}) ∗
(∫ ∞

0

|ξ||ŵ(ξ)|dt
)
.

Portanto, substituindo este último resultado em (3.21), chegamos a∫ ∞

0

∫ t

0

|ξ|2αe−|ξ|2α(t−τ)|ξ|2−2α|ŵ ⊗ v(ξ)|dτdt

≤ Cα(|ξ|1−2α sup
0≤t<∞

{|v̂(ξ)|}) ∗
(∫ ∞

0

|ξ||ŵ(ξ)|dt
)

+ Cα(|ξ|1−2α sup
0≤t<∞

{|ŵ(ξ)|}) ∗
(∫ ∞

0

|ξ||v̂(ξ)|dt
)
.
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Assim sendo, (3.20) implica que∫ ∞

0

|ξ||F(B1((v, φ), (w,ψ)))(t)|dt ≤ Cα

[
(|ξ|1−2α sup

0≤t<∞
{|v̂(ξ)|})

∗
(∫ ∞

0

|ξ||ŵ(ξ)|dt
)
+ (|ξ|1−2α sup

0≤t<∞
{|ŵ(ξ)|}) ∗

(∫ ∞

0

|ξ||v̂(ξ)|dt
)

+ (|ξ|1−2α sup
0≤t<∞

{|φ̂(ξ)|}) ∗
(∫ ∞

0

|ξ||ψ̂(ξ)|dt
)
+ (|ξ|1−2α sup

0≤t<∞
{|ψ̂(ξ)|})

∗
(∫ ∞

0

|ξ||φ̂(ξ)|dt
)
+ (|ξ|1−2α sup

0≤t<∞
{|v̂(ξ)|}) ∗

(∫ ∞

0

|ξ||ψ̂(ξ)|dt
)

+ (|ξ|1−2α sup
0≤t<∞

{|ψ̂(ξ)|}) ∗
(∫ ∞

0

|ξ||v̂(ξ)|dt
)
+ (|ξ|1−2α sup

0≤t<∞
{|φ̂(ξ)|})

∗
(∫ ∞

0

|ξ||ŵ(ξ)|dt
)
+ (|ξ|1−2α sup

0≤t<∞
{|ŵ(ξ)|}) ∗

(∫ ∞

0

|ξ||φ̂(ξ)|dt
)]
. (3.22)

Por outro lado, integrando sobre R3 o primeiro termo (o estudo dos outros termos

é análogo) do lado direito de (3.22), segue da desigualdade de Young (ver Teorema

1.5) que ∫
R3

(|ξ|1−2α sup
0≤t<∞

{|v̂(ξ)|}) ∗
(∫ ∞

0

|ξ||ŵ(ξ)|dt
)
dξ

≤
∫
R3

|ξ|1−2α sup
0≤t<∞

{|v̂(ξ)|}dξ
∫
R3

∫ ∞

0

|ξ||ŵ(ξ)|dtdξ

= ∥v∥L̃∞(X1−2α)∥w∥L1(X1).

Portanto, integrando sobre R3 a desigualdade (3.22), podemos escrever os seguintes

resultados:

∥B1((v, φ), (w,ψ))∥L1(X1)

≤ Cα[(∥v∥L̃∞(X1−2α) + ∥φ∥L̃∞(X1−2α))(∥w∥L1(X1) + ∥ψ∥L1(X1))

+ (∥w∥L̃∞(X1−2α) + ∥ψ∥L̃∞(X1−2α))(∥v∥L1(X1) + ∥φ∥L1(X1))]

= Cα(∥(v, φ)∥L̃∞(X1−2α)∥(w,ψ)∥L1(X1) + ∥(w,ψ)∥L̃∞(X1−2α)∥(v, φ)∥L1(X1)), (3.23)

Com isso, estabelecemos a seguinte desigualdade:

∥B1((v, φ), (w,ψ))∥L1(X1) ≤ Cα∥(v, φ)∥X×X∥(w,ψ)∥X×X , (3.24)

para todo (v, φ), (w,ψ) ∈ X ×X.
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De forma similar, podemos estimar a norma ∥B2((v, φ), (w,ψ))∥L1(X1). De

fato, multiplique ambos os lados de (3.17) por |ξ|, integre o resultado obtido sobre
[0,∞), integre sobre R3 e siga os argumentos estabelecidos para determinar (3.24)

para encontrar a desigualdade abaixo:

∥B2((v, φ), (w,ψ))∥L1(X1) ≤ Cα(∥(v, φ)∥L̃∞(X1−2α)∥(w,ψ)∥L1(X1)

+ ∥(w,ψ)∥L̃∞(X1−2α)∥(v, φ)∥L1(X1))

≤ Cα∥(v, φ)∥X×X∥(w,ψ)∥X×X , (3.25)

para todo (v, φ), (w,ψ) ∈ X ×X.

Por (3.24) e (3.25), obtemos a estimativa desejada para o operador B em

L1(X1). Mais precisamente, temos que

∥B((v, φ), (w,ψ))∥L1(X1) ≤ Cα∥(v, φ)∥X×X∥(w,ψ)∥X×X , (3.26)

para todo (v, φ), (w,ψ) ∈ X ×X (ver (3.4)).

Portanto, a partir de (3.19) e (3.26), chegamos a conclusão que

∥B((v, φ), (w,ψ))∥X×X ≤ Cα∥(v, φ)∥X×X∥(w,ψ)∥X×X , (3.27)

para todo (v, φ), (w,ψ) ∈ X×X. Deste modo, B é um operador bilinear contínuo,

como queríamos demonstrar.

Ainda objetivando garantir as hipóteses apresentadas no Lema 2.3, precisamos

mostrar que

4Cα

∥∥∥(1
2
F−1((eλ1(ξ)t + eλ2(ξ)t)û0(ξ) + sgn(ξ1)(e

λ2(ξ)t − eλ1(ξ)t)b̂0(ξ)),

1

2
F−1(sgn(ξ1)(e

λ2(ξ)t − eλ1(ξ)t)û0(ξ) + (eλ1(ξ)t + eλ2(ξ)t)b̂0(ξ))
)∥∥∥

X×X
< 1, (3.28)

onde Cα é dado em (3.27) (ver (3.3)). Para começar, vamos estimar cada en-

trada do vetor que está descrito na desigualdade acima nas normas dos espaços

C(R+;X1−2α(R3)) e L1(R+;X1(R3)).

� Estimativa da norma L̃∞(X1−2α) para a primeira entrada do vetor dado em

(3.28).
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Aplicando a transformada de Fourier, obtemos, de (3.8) e (3.9), a seguinte desi-

gualdade: ∣∣∣1
2
((eλ1(ξ)t + eλ2(ξ)t)û0(ξ) + sgn(ξ1)(e

λ2(ξ)t − eλ1(ξ)t)b̂0(ξ))
∣∣∣

≤ 1

2
[|eλ1(ξ)t + eλ2(ξ)t||û0(ξ)|+ |eλ2(ξ)t − eλ1(ξ)t||b̂0(ξ)|]

≤ e−|ξ|2αt(|û0(ξ)|+ |b̂0(ξ)|) (3.29)

≤ |û0(ξ)|+ |b̂0(ξ)|,

para todo t ≥ 0. Como o lado direito da última desigualdade acima não depende

de t, então

1

2
sup

0≤t<∞
{|((eλ1(ξ)t + eλ2(ξ)t)û0(ξ) + sgn(ξ1)(e

λ2(ξ)t − eλ1(ξ)t)b̂0(ξ))|}

≤ |û0(ξ)|+ |b̂0(ξ)|.

Desta forma, multiplicando por |ξ|1−2α a desigualdade acima e integrando sobre

R3 o resultado obtido, chegamos a

1

2

∫
R3

|ξ|1−2α sup
0≤t<∞

{|(eλ1(ξ)t + eλ2(ξ)t)û0(ξ) + sgn(ξ1)(e
λ2(ξ)t − eλ1(ξ)t)b̂0(ξ)|}dξ

≤
∫
R3

|ξ|1−2α|û0(ξ)|dξ +
∫
R3

|ξ|1−2α|b̂0(ξ)|dξ.

Isto nos diz que

1

2

∫
R3

|ξ|1−2α sup
0≤t<∞

{|(eλ1(ξ)t + eλ2(ξ)t)û0(ξ) + sgn(ξ1)(e
λ2(ξ)t − eλ1(ξ)t)b̂0(ξ)|}dξ

≤ ∥u0∥X1−2α + ∥b0∥X1−2α .

Com isso, é verdade que∥∥∥1
2
F−1((eλ1(ξ)t + eλ2(ξ)t)û0(ξ) + sgn(ξ1)(e

λ2(ξ)t − eλ1(ξ)t)b̂0(ξ))
∥∥∥
L̃∞(X1−2α)

≤ ∥(u0, b0)∥X1−2α . (3.30)

� Estimativa L̃∞(X1−2α) para a segunda entrada do vetor dado em (3.28).
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Realizando um processo similar ao apresentado no caso anterior, concluiremos que∥∥∥1
2
F−1(sgn(ξ1)(e

λ2(ξ)t − eλ1(ξ)t)û0(ξ) + (eλ1(ξ)t + eλ2(ξ)t)b̂0(ξ))
∥∥∥
L̃∞(X1−2α)

≤ ∥(u0, b0)∥X1−2α . (3.31)

Assim, por (3.30) e (3.31), deduzimos que∥∥∥(1
2
F−1((eλ1(ξ)t + eλ2(ξ)t)û0(ξ) + sgn(ξ1)(e

λ2(ξ)t − eλ1(ξ)t)b̂0(ξ)),

1

2
F−1(sgn(ξ1)(e

λ2(ξ)t − eλ1(ξ)t)û0(ξ) + (eλ1(ξ)t + eλ2(ξ)t)b̂0(ξ))
)∥∥∥

L̃∞(X1−2α)

≤ 2∥(u0, b0)∥X1−2α . (3.32)

� Estimativa L1(X1) para a primeira entrada do vetor dado em (3.28).

Multiplique por |ξ| a desigualdade (3.29), integre o resultado obtido sobre R3,

integre sobre [0,∞) e, posteriormente, use o Teorema de Fubini para obter∫ ∞

0

∫
R3

|ξ|
2
|(eλ1(ξ)t + eλ2(ξ)t)û0(ξ) + sgn(ξ1)(e

λ2(ξ)t − eλ1(ξ)t)b̂0(ξ)|dξdt

≤
∫ ∞

0

∫
R3

e−|ξ|2αt|ξ||û0(ξ)|dξdt+
∫ ∞

0

∫
R3

e−|ξ|2αt|ξ||b̂0(ξ)|dξdt

=

∫
R3

|ξ||û0(ξ)|
∫ ∞

0

e−|ξ|2αtdtdξ +

∫
R3

|ξ||b̂0(ξ)|
∫ ∞

0

e−|ξ|2αtdtdξ

=

∫
R3

|ξ|1−2α|û0(ξ)|dξ +
∫
R3

|ξ|1−2α|b̂0(ξ)|dξ.

Assim, segue que∥∥∥1
2
F−1((eλ1(ξ)t + eλ2(ξ)t)û0(ξ) + sgn(ξ1)(e

λ2(ξ)t − eλ1(ξ)t)b̂0(ξ))
∥∥∥
L1(X1)

≤ ∥(u0, b0)∥X1−2α . (3.33)

� Estimativa L1(X1) para a segunda entrada do vetor dado em (3.28).

Realizando na segunda entrada um processo análogo ao que foi apresentado no

caso anterior, teremos que∥∥∥1
2
F−1(sgn(ξ1)(e

λ2(ξ)t − eλ1(ξ)t)û0(ξ) + (eλ1(ξ)t + eλ2(ξ)t)b̂0(ξ))
∥∥∥
L1(X1)

≤ ∥(u0, b0)∥X1−2α . (3.34)
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Portanto, por (3.33) e (3.34), inferimos que∥∥∥(1
2
F−1((eλ1(ξ)t + eλ2(ξ)t)û0(ξ) + sgn(ξ1)(e

λ2(ξ)t − eλ1(ξ)t)b̂0(ξ)),

1

2
F−1(sgn(ξ1)(e

λ2(ξ)t − eλ1(ξ)t)û0(ξ) + (eλ1(ξ)t + eλ2(ξ)t)b̂0(ξ))
)∥∥∥

L1(X1)

≤ 2∥(u0, b0)∥X1−2α . (3.35)

Desta forma, aplicando (3.32) e (3.35), podemos escrever∥∥∥(1
2
F−1((eλ1(ξ)t + eλ2(ξ)t)û0(ξ) + sgn(ξ1)(e

λ2(ξ)t − eλ1(ξ)t)b̂0(ξ)),

1

2
F−1(sgn(ξ1)(e

λ2(ξ)t − eλ1(ξ)t)û0(ξ) + (eλ1(ξ)t + eλ2(ξ)t)b̂0(ξ))
)∥∥∥

X×X

≤ 4∥(u0, b0)∥X1−2α . (3.36)

Multiplicando ambos os lados de (3.36) por 4Cα (onde Cα é dado em (3.27)),

estabelecemos que (3.28) é válida se

∥(u0, b0)∥X1−2α <
1

16Cα

.

Portanto, pelo Lema 2.3, concluímos que a equação (3.3) admite uma única

solução (u, b) ∈ C(R+;X1−2α(R3)) ∩ L1(R+;X1(R3)). Além disso, (u, b) satisfaz a

desigualdade

∥(u, b)∥X×X ≤ 2
∥∥∥(1

2
F−1((eλ1(ξ)t + eλ2(ξ)t)û0(ξ) + sgn(ξ1)(e

λ2(ξ)t − eλ1(ξ)t)b̂0(ξ)),

1

2
F−1(sgn(ξ1)(e

λ2(ξ)t − eλ1(ξ)t)û0(ξ) + (eλ1(ξ)t + eλ2(ξ)t)b̂0(ξ))
)∥∥∥

X×X
,

isto é,

∥(u, b)∥L̃∞(X1−2α) + ∥(u, b)∥L1(X1) ≤ 8∥(u0, b0)∥X1−2α .

(Ver (3.36)).

Agora estamos prontos para trabalharmos com a analiticidade da solução branda

encontrada no Teorema 3.1 para as equações MHDE (3.1). Esta propriedade nos

permitirá estabelecer o decaimento desta mesma solução nos espaços de Lei-Lin

que estamos estudando (ver Teorema 3.3 para mais detalhes).
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Teorema 3.2. A solução (u, b) ∈ C(R+;X1−2α(R3)) ∩ L1(R+;X1(R3)) para as

equações MHDE (3.1), obtida no Teorema 3.1, é analítica no sentido que

∥(F−1{e
√
t|ξ|αû},F−1{e

√
t|ξ|α b̂})∥L̃∞(X1−2α) + ∥(F−1{e

√
t|ξ|αû},F−1{e

√
t|ξ|α b̂})∥L1(X1)

≤ 12
√
e∥(u0, b0)∥X1−2α . (3.37)

Demonstração. A�m de garantirmos a analiticidade da solução estabelecida no

Teorema 3.1 do sistema MHDE (3.1), vamos de�nir uma mudança de coordenadas

no sistema MHDE (3.1) com o intuito de obtermos condições necessárias para

aplicarmos o Lema 2.3. Assim, comecemos multiplicando (2.14) e (2.15) por e
√
t|ξ|α

para obter

e
√
t|ξ|αû(ξ, t) =

e
√
t|ξ|α

2
[(eλ1(ξ)t + eλ2(ξ)t)û0(ξ) + sgn(ξ1)(e

λ2(ξ)t − eλ1(ξ)t)b̂0(ξ)]

+
e
√
t|ξ|α

2

∫ t

0

[(eλ1(ξ)(t−τ) + eλ2(ξ)(t−τ))F̂

+ sgn(ξ1)(e
λ2(ξ)(t−τ) − eλ1(ξ)(t−τ))Ê](ξ, τ)dτ

e também

e
√
t|ξ|α b̂(ξ, t) =

e
√
t|ξ|α

2
[sgn(ξ1)(e

λ2(ξ)t − eλ1(ξ)t)û0(ξ) + (eλ1(ξ)t + eλ2(ξ)t)b̂0(ξ)]

+
e
√
t|ξ|α

2

∫ t

0

[sgn(ξ1)(e
λ2(ξ)(t−τ) − eλ1(ξ)(t−τ))F̂

+ (eλ1(ξ)(t−τ) + eλ2(ξ)(t−τ))Ê](ξ, τ)dτ,

para todo t ≥ 0 e ξ = (ξ1, ξ2, ξ3) ∈ R3, onde λ1(ξ), λ2(ξ), E e F são dados no

Lema 2.1. De�nimos

(U,B)(ξ, t) := (F−1{e
√
t|ξ|αû},F−1{e

√
t|ξ|α b̂}), ∀ξ ∈ R3, t ≥ 0. (3.38)

Deste modo, como∇·u = ∇·b = 0 e (u(·, 0), b(·, 0)) = (u0, b0)(·), podemos escrever
(Û , B̂) = (e

√
t|ξ|αû, e

√
t|ξ|α b̂);

∇ · U = ∇ ·B = 0;

(U0, B0)(·) = (U(·, 0), B(·, 0)) = (u0, b0)(·).
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Observe que Û = e
√
t|ξ|αû e B̂ = e

√
t|ξ|α b̂ ou, equivalentemente, u = F−1(e−

√
t|ξ|αÛ)

e b = F−1(e−
√
t|ξ|αB̂) (ver (3.38)). Consequentemente, através do Lema 2.1, che-

gamos a

Û(ξ, t) =
e
√
t|ξ|α

2
[(eλ1(ξ)t + eλ2(ξ)t)Û0 + sgn(ξ1)(e

λ2(ξ)t − eλ1(ξ)t)B̂0]

+
e
√
t|ξ|α

2

[ ∫ t

0

{(eλ1(ξ)(t−τ) + eλ2(ξ)(t−τ))F(P(−(F−1(e−
√
t|ξ|αÛ) · ∇)

F−1(e−
√
t|ξ|αÛ) + (F−1(e−

√
t|ξ|αB̂) · ∇)F−1(e−

√
t|ξ|αB̂)))

+ sgn(ξ1)(e
λ2(ξ)(t−τ) − eλ1(ξ)(t−τ))F [(−F−1(e−

√
t|ξ|αÛ) · ∇)F−1(e−

√
t|ξ|αB̂)

+ (F−1(e−
√
t|ξ|αB̂) · ∇)F−1(e−

√
t|ξ|αÛ)]}dτ

]
, (3.39)

onde P é o projetor de Helmholtz (ver [22] para mais detalhes), e também

B̂(ξ, t) =
e
√
t|ξ|α

2
[sgn(ξ1)(e

λ2(ξ)t − eλ1(ξ)t)Û0 + (eλ1(ξ)t + eλ2(ξ)t)B̂0]

+
e
√
t|ξ|α

2

[ ∫ t

0

{sgn(ξ1)(eλ2(ξ)(t−τ) − eλ1(ξ)(t−τ))F(P(−(F−1(e−
√
t|ξ|αÛ) · ∇)

F−1(e−
√
t|ξ|αÛ) + (F−1(e−

√
t|ξ|αB̂) · ∇)F−1(e−

√
t|ξ|αB̂)))

+ (eλ1(ξ)(t−τ) + eλ2(ξ)(t−τ))F [(−F−1(e−
√
t|ξ|αÛ) · ∇)F−1(e−

√
t|ξ|αB̂)

+ (F−1(e−
√
t|ξ|αB̂) · ∇)F−1(e−

√
t|ξ|αÛ)]}dτ

]
, (3.40)

para todo ξ ∈ R3 e t ≥ 0. Agora, aplicando a transformada de Fourier inversa a

(3.39) e (3.40), inferimos que

(U,B)(ξ, t) = (F−1
(e√t|ξ|α

2
(eλ1(ξ)t + eλ2(ξ)t)Û0 +

e
√
t|ξ|α

2
sgn(ξ1)(e

λ2(ξ)t − eλ1(ξ)t)B̂0

)
,

F−1
(e√t|ξ|α

2
sgn(ξ1)(e

λ2(ξ)t − eλ1(ξ)t)Û0 +
e
√
t|ξ|α

2
(eλ1(ξ)t + eλ2(ξ)t)B̂0

)
)

+Q((U,B), (U,B))(ξ, t), (3.41)

para todo ξ ∈ R3 e t ≥ 0, onde Q é o operador dado por

Q((v, φ), (w,ψ)) = (Q1((v, φ), (w,ψ)), Q2((v, φ), (w,ψ))), ∀v, φ, w, ψ ∈ X,

(3.42)
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onde X = C(R+;X1−2α(R3)) ∩ L1(R+;X1(R3)) (como na prova do Teorema 3.1)

tal que

Q1((v, φ), (w,ψ))(ξ, t) = F−1
{e√t|ξ|α

2

∫ t

0

A(τ)F(P(−(F−1(e−
√
t|ξ|α v̂) · ∇)

F−1(e−
√
t|ξ|αŵ) + (F−1(e−

√
t|ξ|αφ̂) · ∇)F−1(e−

√
t|ξ|αψ̂))dτ

}
+ F−1

{e√t|ξ|α

2

∫ t

0

D(τ)F((−F−1(e−
√
t|ξ|α v̂) · ∇)F−1(e−

√
t|ξ|αψ̂)

+ (F−1(e−
√
t|ξ|αφ̂) · ∇)F−1(e−

√
t|ξ|αŵ))dτ

}
, (3.43)

e também que

Q2((v, φ), (w,ψ))(ξ, t) = F−1
{e√t|ξ|α

2

∫ t

0

D(τ)F(P(−(F−1(e−
√
t|ξ|α v̂) · ∇)

F−1(e−
√
t|ξ|αŵ) + (F−1(e−

√
t|ξ|αφ̂) · ∇)F−1(e−

√
t|ξ|αψ̂))dτ

}
+ F−1

{e√t|ξ|α

2

∫ t

0

A(τ)F((−F−1(e−
√
t|ξ|α v̂) · ∇)F−1(e−

√
t|ξ|αψ̂)

+ (F−1(e−
√
t|ξ|αφ̂) · ∇)F−1(e−

√
t|ξ|αŵ))dτ

}
, (3.44)

para todo ξ ∈ R3 e t ≥ 0, sendo

A(τ) = (eλ1(ξ)(t−τ) + eλ2(ξ)(t−τ)) e D(τ) = sgn(ξ1)(e
λ2(ξ)(t−τ) − eλ1(ξ)(t−τ)).

Nosso intuito aqui é mostrar que o operador Q exposto acima é bilinear e

contínuo sobre (X ×X)2.

Vamos começar mostrando a bilinearidade de Q sobre (X × X)2 . De fato,

considere (r, s), (v, φ), (w,ψ) ∈ X ×X e γ uma constante real. Assim,

Q1(γ(r, s) + (v, φ), (w,ψ)) = Q1((γr + v, γs+ φ), (w,ψ))

=F−1
{e√t|ξ|α

2

∫ t

0

A(τ)F(P(−(F−1(e−
√
t|ξ|α ̂(γr + v)) · ∇)F−1(e−

√
t|ξ|αŵ)

+ (F−1(e−
√
t|ξ|α ̂(γs+ φ)) · ∇)F−1(e−

√
t|ξ|αψ̂))dτ

}
+ F−1

{e√t|ξ|α

2

∫ t

0

D(τ)F((−F−1(e−
√
t|ξ|α ̂(γr + v) · ∇)F−1(e−

√
t|ξ|αψ̂)

+ (F−1(e−
√
t|ξ|α ̂γs+ φ)) · ∇)F−1(e−

√
t|ξ|αŵ))dτ

}
.
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Consequentemente, através da linearidade da transformada de Fourier e das propri-

edades do operador de Helmholtz P (ver [22] para mais informações) encontramos

o seguinte resultado:

Q1(γ(r, s) + (v, φ), (w,ψ))

=γF−1
{e√t|ξ|α

2

∫ t

0

A(τ)F(P(−(F−1(e−
√
t|ξ|α r̂) · ∇)F−1(e−

√
t|ξ|αŵ)

+ (F−1(e−
√
t|ξ|α ŝ) · ∇)F−1(e−

√
t|ξ|αψ̂))dτ

}
+ F−1

{e√t|ξ|α

2

∫ t

0

A(τ)F(P(−(F−1(e−
√
t|ξ|α v̂) · ∇)F−1(e−

√
t|ξ|αŵ)

+ (F−1(e−
√
t|ξ|αφ̂) · ∇)F−1(e−

√
t|ξ|αψ̂))dτ

}
+ γF−1

{e√t|ξ|α

2

∫ t

0

D(τ)
[
F((−F−1(e−

√
t|ξ|α r̂) · ∇)F−1(e−

√
t|ξ|αψ̂))

+ F((F−1(e−
√
t|ξ|α ŝ) · ∇)F−1(e−

√
t|ξ|αŵ)))

]
dτ

}
+ F−1

{e√t|ξ|α

2

∫ t

0

D(τ)
[
F((−F−1(e−

√
t|ξ|α v̂) · ∇)F−1(e−

√
t|ξ|αψ̂))

+ F((F−1(e−
√
t|ξ|αφ̂) · ∇)F−1(e−

√
t|ξ|αŵ)))

]
dτ

}
=γQ1((r, s), (w,ψ)) +Q1((v, φ), (w,ψ)),

Desta forma, concluímos que

Q1(γ(r, s) + (v, φ), (w,ψ)) = γQ1((r, s), (w,ψ)) +Q1((v, φ), (w,ψ)),

para todo (r, s), (v, φ), (w,ψ) ∈ X ×X e γ ∈ R. Realizando cálculos semelhantes,

chegamos a

Q2(γ(r, s) + (v, φ), (w,ψ)) = γQ2((r, s), (w,ψ)) +Q2((v, φ), (w,ψ)).

para todo (r, s), (v, φ), (w,ψ) ∈ X ×X e γ ∈ R. E, desta maneira,

Q(γ(r, s) + (v, φ), (w,ψ)) = γQ((r, s), (w,ψ)) +Q((v, φ), (w,ψ)),

para todo (r, s), (v, φ), (w,ψ) ∈ X ×X e γ ∈ R. De forma análoga ao feito acima,

obtemos a igualdade a seguir:

Q((r, s), γ(v, φ) + (w,ψ)) = γQ((r, s), (v, φ)) +Q((r, s), (w,ψ)),
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para todo (r, s), (v, φ), (w,ψ) ∈ X ×X e γ ∈ R. Portanto, como queríamos, Q é

um operador bilinear.

Agora vamos mostrar que exite uma constante positiva Cα tal que

∥Q((v, φ), (w,ψ))∥X×X ≤ Cα∥(v, φ)∥X×X |(w,ψ)∥X×X , ∀(v, φ), (w,ψ) ∈ X ×X,

isto é, vamos provar que o operador bilinear Q é contínuo.

Para iniciarmos, vamos estimar Q1((v, φ), (w,ψ)) e Q2((v, φ), (w,ψ)) nas nor-

mas dos espaços C(R+;X1−2α(R3)) e L1(R+;X1(R3)). Para tal, aplicando a trans-

forma de Fourier ao operador Q1 (ver (3.43)), usando a propriedade (3.10) do

operador de Helmholtz P e, utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, (3.8) e

(3.9), obtemos

|F(Q1((v, φ), (w,ψ)))(t)|

≤
∫ t

0

e
√
t|ξ|α−|ξ|2α(t−τ)|F((−F−1(e−

√
τ |ξ|α v̂) · ∇)F−1(e−

√
τ |ξ|αŵ))|dτ

+

∫ t

0

e
√
t|ξ|α−|ξ|2α(t−τ)|F((F−1(e−

√
τ |ξ|αφ̂) · ∇)F−1(e−

√
τ |ξ|αψ̂))|dτ

+

∫ t

0

e
√
t|ξ|α−|ξ|2α(t−τ)|F((−F−1(e−

√
τ |ξ|α v̂) · ∇)F−1(e−

√
τ |ξ|αψ̂))|dτ

+

∫ t

0

e
√
t|ξ|α−|ξ|2α(t−τ)|F((F−1(e−

√
τ |ξ|αφ̂) · ∇)F−1(e−

√
τ |ξ|αŵ))|dτ. (3.45)

Vamos analisar o primeiro termo do lado direito de (3.45) e, de maneira análoga,

�rmaremos os resultados obtidos deste estudo para os demais. Pelas propriedades

da transformada de Fourier e usando o fato que

|ξ|α ≤ [|ξ − η|+ |η|]α ≤ |ξ − η|α + |η|α, ∀ξ, η ∈ R3,

haja vista que 0 ≤ α ≤ 1, constatamos, pelas propriedades da transformada (ver
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Teorema 1.7), que∫ t

0

e
√
t|ξ|α−|ξ|2α(t−τ)|F((−F−1(e−

√
τ |ξ|α v̂) · ∇)F−1(e−

√
τ |ξ|αŵ))|dτ

≤
∫ t

0

e
√
t|ξ|α−|ξ|2α(t−τ)|ξ||F(F−1(e−

√
τ |ξ|αŵ)⊗F−1(e−

√
τ |ξ|α v̂))|dτ

≤ C

∫ t

0

e
√
t|ξ|α−|ξ|2α(t−τ)|ξ|

∫
R3

e−
√
τ(|ξ−η|α+|η|α)|v̂(ξ − η)||ŵ(η)|dηdτ

≤ C

∫ t

0

e(
√
t−

√
τ)|ξ|α−|ξ|2α(t−τ)

∫
R3

|ξ||v̂(ξ − η)||ŵ(η)|dηdτ. (3.46)

Por outro lado, é verdade que

(
√
t− τ |ξ|α − 1)2 ≥ 0,

sempre que 0 ≤ τ ≤ t, o que signi�ca dizer que

√
t− τ |ξ|α − 1

2
(
√
t− τ |ξ|α)2 ≤ 1

2
, (3.47)

sempre que 0 ≤ τ ≤ t. Assim, por (3.47) podemos inferir que

e(
√
t−

√
τ)|ξ|α−|ξ|2α(t−τ) = e(

√
t−

√
τ)|ξ|αe−

1
2
|ξ|2α(t−τ)e−

1
2
|ξ|2α(t−τ)

≤ e
√
t−τ |ξ|α− 1

2
|ξ|2α(t−τ)e−

1
2
|ξ|2α(t−τ)

≤ e
1
2 e−

1
2
|ξ|2α(t−τ), (3.48)

sempre que 0 ≤ τ ≤ t. Deste modo, de (3.46) e (3.48), podemos escrever∫ t

0

e
√
t|ξ|α−|ξ|2α(t−τ)|F((−F−1(e−

√
τ |ξ|α v̂) · ∇)F−1(e−

√
τ |ξ|αŵ))|dτ

≤ C

∫ t

0

e−
1
2
|ξ|2α(t−τ)

∫
R3

|ξ||v̂(ξ − η)||ŵ(η)|dηdτ (3.49)

≤ C

∫ ∞

0

∫
R3

|ξ||v̂(ξ − η)||ŵ(η)|dηdτ. (3.50)

Agora multiplicando a integral no lado direito de (3.50) por |ξ|1−2α, e usando o
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Lema 2.2, desde que α ∈ [1
2
, 1], deduzimos que∫ ∞

0

∫
R3

|ξ|2−2α|v̂(ξ − η)||ŵ(η)|dηdτ

≤ Cα

∫ ∞

0

[|ξ|1−2α|v̂(ξ)|] ∗ [|ξ||ŵ(ξ)|]dτ + Cα

∫ ∞

0

[|ξ||v̂(ξ)|] ∗ [|ξ|1−2α|ŵ(ξ)|]dτ

≤ Cα(|ξ|1−2α sup
0≤t<∞

{|v̂(ξ)|}) ∗
(∫ ∞

0

|ξ||ŵ(ξ)|dτ
)

+ Cα(|ξ|1−2α sup
0≤t<∞

{|ŵ(ξ)|}) ∗
(∫ ∞

0

|ξ||v̂(ξ)|dτ
)
. (3.51)

Integrando o lado direito de (3.51) sobre R3 e usando a desigualdade de Young

(ver Teorema 1.5), encontramos

Cα∥|ξ|1−2α sup
0≤t<∞

{|v̂(ξ)|}∥L1(R3)

∥∥∥∫ ∞

0

|ξ||ŵ(ξ)|dτ
∥∥∥
L1(R3)

+ Cα∥|ξ|1−2α sup
0≤t<∞

{|ŵ(ξ)|}∥L1(R3)

∥∥∥∫ ∞

0

|ξ||v̂(ξ)|dτ
∥∥∥
L1(R3)

= Cα[∥v∥L̃∞(X1−2α)∥w∥L1(X1) + ∥w∥L̃∞(X1−2α)∥v∥L1(X1)]. (3.52)

Assim, de (3.45), (3.50) e (3.52), concluímos que∫
R3

|ξ|1−2α

∫ t

0

e
√
t|ξ|α−|ξ|2α(t−τ)|F((−F−1(e−

√
τ |ξ|α v̂)∇)F−1(e−

√
τ |ξ|αŵ))|dτdξ

≤ Cα[∥v∥L̃∞(X1−2α)∥w∥L1(X1) + ∥w∥L̃∞(X1−2α)∥v∥L1(X1)]. (3.53)

Portanto, aplicando toda a análise feita ao primeiro termo de (3.45) aos demais,

podemos inferir a seguinte desigualdade:∫
R3

|ξ|1−2α sup
0≤t<∞

{|F(Q1((v, φ), (w,ψ)))|}dξ

≤ Cα[∥v∥L̃∞(X1−2α)∥w∥L1(X1) + ∥w∥L̃∞(X1−2α)∥v∥L1(X1) + ∥φ∥L̃∞(X1−2α)∥ψ∥L1(X1)

+ ∥ψ∥L̃∞(X1−2α)∥φ∥L1(X1) + ∥v∥L̃∞(X1−2α)∥ψ∥L1(X1) + ∥ψ∥L̃∞(X1−2α)∥v∥L1(X1)

+ ∥φ∥L̃∞(X1−2α)∥w∥L1(X1) + ∥w∥L̃∞(X1−2α)∥φ∥L1(X1)]. (3.54)

(Observe que o lado direito da desigualdade (3.50) não depende de t). Deste modo,
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deduzimos que∫
R3

|ξ|1−2α sup
0≤t<∞

{|F(Q1((v, φ), (w,ψ)))|}dξ

≤ Cα[∥v∥L̃∞(X1−2α) + ∥φ∥L̃∞(X1−2α)][∥w∥L1(X1) + ∥ψ∥L1(X1)]

+ Cα[∥w∥L̃∞(X1−2α) + ∥ψ∥L̃∞(X1−2α)][∥v∥L1(X1) + ∥φ∥L1(X1)].

Logo, é verdade que

∥Q1((v, φ), (w,ψ))∥L̃∞(X1−2α)

≤ Cα[∥(v, φ)∥L̃∞(X1−2α)∥(w,ψ)∥L1(X1) + ∥(w,ψ)∥L̃∞(X1−2α)∥(v, φ)∥L1(X1)]

≤ Cα∥(v, φ)∥X×X∥(w,ψ)∥X×X , (3.55)

para todo (v, φ), (w,ψ) ∈ X ×X.

Para encontrar uma estimativa para Q2((v, φ), (w,ψ)) em C(R+;X1−2α(R3)),

basta aplicarmos todos os passos realizados acima para Q1((v, φ), (w,ψ)), isto é,

aplicar a transformada de Fourier a Q2((v, φ), (w,ψ)) (ver (3.44) para mais deta-

lhes), usar a desigualdade de Cauchy-Schwartz, (3.8), (3.9) e (3.10). Em seguida,

encontramos uma desigualdade cujo lado direito corresponde exatamente ao ana-

lisado em (3.45). Desta forma, por (3.47) e (3.48), multiplicando a desigualdade

obtida por |ξ|1−2α, usando o Lema 2.2 e, por último, integrando sobre R3 a desi-

gualdade encontrada, obtemos

∥Q2((v, φ), (w,ψ))∥L̃∞(X1−2α)

≤ Cα[∥(v, φ)∥L̃∞(X1−2α)∥(w,ψ)∥L1(X1) + ∥(w,ψ)∥L̃∞(X1−2α)∥(v, φ))∥L1(X1)]

≤ Cα∥(v, φ)∥X×X∥(w,ψ)∥X×X . (3.56)

Portanto, por (3.55) e (3.56), uma estimativa para o operador bilinear Q (ver

(3.42)) em C(R+;X1−2α(R3)) é dada por

∥Q((v, φ), (w,ψ))∥L̃∞(X1−2α) ≤ Cα∥(v, φ)∥X×X∥(w,ψ)∥X×X , (3.57)

para todo (v, φ), (w,ψ) ∈ X ×X.

Agora, vamos determinar uma estimativa para ∥Q1((v, φ), (w,ψ))∥L1(X1). Para

isso, multiplicamos ambos os lados da desigualdade (3.45) por |ξ| e integramos o
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resultado obtido sobre [0,∞) para encontrarmos∫ ∞

0

|ξ||F(Q1((v, φ), (w,ψ)))(t)|dt

≤
∫ ∞

0

|ξ|
∫ t

0

e
√
t|ξ|α−|ξ|2α(t−τ)|F((−F−1(e−

√
τ |ξ|α v̂)∇)F−1(e−

√
τ |ξ|αŵ))|dτdt

+

∫ ∞

0

|ξ|
∫ t

0

e
√
t|ξ|α−|ξ|2α(t−τ)|F((F−1(e−

√
τ |ξ|αφ̂)∇)F−1(e−

√
τ |ξ|αψ̂))|dτdt

+

∫ ∞

0

|ξ|
∫ t

0

e
√
t|ξ|α−|ξ|2α(t−τ)|F((−F−1(e−

√
τ |ξ|α v̂)∇)F−1(e−

√
τ |ξ|αψ̂))|dτdt

+

∫ ∞

0

|ξ|
∫ t

0

e
√
t|ξ|α−|ξ|2α(t−τ)|F((F−1(e−

√
τ |ξ|αφ̂)∇)F−1(e−

√
τ |ξ|αŵ))|dτdt.

(3.58)

Vamos explorar o primeiro termo do lado direito da desigualdade (3.58) e estender

o estudo obtido para os demais termos. De (3.49), segue que∫ ∞

0

|ξ|
∫ t

0

e
√
t|ξ|α−|ξ|2α(t−τ)|F((−F−1(e−

√
τ |ξ|α v̂)∇)F−1(e−

√
τ |ξ|αŵ))|dτdt

≤ C

∫ ∞

0

∫ t

0

e−
1
2
|ξ|2α(t−τ)

∫
R3

|ξ|2|v̂(ξ − η)||ŵ(η)|dηdτdt. (3.59)

Observe que podemos escrever |ξ|2 como sendo |ξ|2α|ξ|2−2α. Deste modo, usando

o Lema 2.2, o lado direito de (3.59) pode ser estimado como abaixo.∫ ∞

0

∫ t

0

|ξ|2αe−
1
2
|ξ|2α(t−τ)

∫
R3

|ξ|2−2α|v̂(ξ − η)||ŵ(η)|dηdτdt

≤ Cα

∫ ∞

0

∫ t

0

|ξ|2αe−
1
2
|ξ|2α(t−τ)

∫
R3

|ξ − η|1−2α sup
0≤t<∞

{|v̂(ξ − η)|}|η||ŵ(η)|dηdτdt

+ Cα

∫ ∞

0

∫ t

0

|ξ|2αe−
1
2
|ξ|2α(t−τ)

∫
R3

|η|1−2α sup
0≤t<∞

{|ŵ(η)|}|ξ − η||v̂(ξ − η)|dηdτdt

≤ Cα

∫
R3

|ξ|2α|ξ − η|1−2α sup
0≤t<∞

{|v̂(ξ − η)|}
∫ ∞

0

[e−
1
2
|ξ|2αt] ∗t [|η||ŵ(η)|]dtdη

+ Cα

∫
R3

|ξ|2α|η|1−2α sup
0≤t<∞

{|ŵ(η)|}
∫ ∞

0

[e−
1
2
|ξ|2αt] ∗t [|ξ − η||v̂(ξ − η)|]dtdη.

Consequentemente, aplicando a desigualdade de Young (ver Teorema 1.5) ao lado
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direito da desigualdade acima, chegamos a∫
R3

|ξ|2α|ξ − η|1−2α sup
0≤t<∞

{|v̂(ξ − η)|}∥[e−
1
2
|ξ|2αt] ∗t [|η||ŵ(η)|]∥L1([0,∞))dη

+

∫
R3

|ξ|2α|η|1−2α sup
0≤τ≤t

{|ŵ(η)|}∥[e−
1
2
|ξ|2αt] ∗t [|ξ − η||v̂(ξ − η)|]∥L1([0,∞))dη

≤
∫
R3

|ξ|2α|ξ − η|1−2α sup
0≤t<∞

{|v̂(ξ − η)|} 2

|ξ|2α
∥|η||ŵ(η)|∥L1([0,∞))dη

+

∫
R3

|ξ|2α|η|1−2α sup
0≤t<∞

{|ŵ(η)|} 2

|ξ|2α
∥|ξ − η||v̂(ξ − η)|∥L1([0,∞))dη

= 2(|ξ|1−2α sup
0≤t<∞

{|v̂(ξ)|}) ∗
(∫ ∞

0

|ξ||ŵ(ξ)|dξ
)

+ 2(|ξ|1−2α sup
0≤t<∞

{|ŵ(ξ)|}) ∗
(∫ ∞

0

|ξ||v̂(ξ)|dξ
)
.

Por isso, (3.59) nos leva a concluir que∫ ∞

0

|ξ|
∫ t

0

e
√
t|ξ|αe−|ξ|2α(t−τ)|F((−F−1(e−

√
τ |ξ|α v̂)∇)F−1(e−

√
τ |ξ|αŵ))|dτdt

≤ Cα(|ξ|1−2α sup
0≤t<∞

{|v̂(ξ)|}) ∗
(∫ ∞

0

|ξ||ŵ(ξ)|dξ
)

+ Cα(|ξ|1−2α sup
0≤t<∞

{|ŵ(ξ)|}) ∗
(∫ ∞

0

|ξ||v̂(ξ)|dξ
)
. (3.60)

Utilizando um processo similar para os demais termos do lado direito de (3.58), o

resultado encontrado em (3.60) implica que∫ ∞

0

|ξ||F(Q1((v, φ), (w,ψ)))|dξ ≤ Cα

[
(|ξ|1−2α sup

0≤t<∞
{|v̂(ξ)|})

∗
(∫ ∞

0

|ξ||ŵ(ξ)|dξ
)
+ (|ξ|1−2α sup

0≤t<∞
{|ŵ(ξ)|}) ∗

(∫ ∞

0

|ξ||v̂(ξ)|dξ
)

+ (|ξ|1−2α sup
0≤t<∞

{|φ̂(ξ)|}) ∗
(∫ ∞

0

|ξ||ψ̂(ξ)|dξ
)
+ (|ξ|1−2α sup

0≤t<∞
{|ψ̂(ξ)|})

∗
(∫ ∞

0

|ξ||φ̂(ξ)|dξ
)
+ (|ξ|1−2α sup

0≤t<∞
{|v̂(ξ)|}) ∗

(∫ ∞

0

|ξ||ψ̂(ξ)|dξ
)

+ (|ξ|1−2α sup
0≤t<∞

{|ψ̂(ξ)|}) ∗
(∫ ∞

0

|ξ||v̂(ξ)|dξ
)
+ (|ξ|1−2α sup

0≤t<∞
{|φ̂(ξ)|})

∗
(∫ ∞

0

|ξ||ŵ(ξ)|dξ
)
+ (|ξ|1−2α sup

0≤t<∞
{|ŵ(ξ)|}) ∗

(∫ ∞

0

|ξ||φ̂(ξ)|dξ
)]
. (3.61)
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Em vista disto, para �nalmente encontrarmos uma estimativa de Q1 (ver (3.43))

em L1(X1), basta integrar (3.61) sobre R3, aplicar a desigualdade de Young (ver

Teorema 1.5) novamente e, assim, obter∫
R3

∫ ∞

0

|ξ||F(Q1((v, φ), (w,ψ)))(t)|dtdξ

≤ Cα[(∥v∥L̃∞(X1−2α) + ∥φ∥L̃∞(X1−2α))(∥w∥L1(X1) + ∥ψ∥L1(X1))

+ (∥w∥L̃∞(X1−2α) + ∥ψ∥L̃∞(X1−2α))(∥v∥L1(X1) + ∥φ∥L1(X1))]

= Cα[∥(v, φ)∥L̃∞(X1−2α)∥(w,ψ)∥L1(X1) + ∥(w,ψ)∥L̃∞(X1−2α)∥(v, φ)∥L1(X1)],

ou seja,

∥Q1((v, φ), (w,ψ))∥L1(X1)

≤ Cα[∥(v, φ)∥L̃∞(X1−2α)∥(w,ψ)∥L1(X1) + ∥(w,ψ)∥L̃∞(X1−2α)∥(v, φ)∥L1(X1)]

≤ Cα∥(v, φ)∥X×X∥(w,ψ)∥X×X , (3.62)

para todo (v, φ), (w,ψ) ∈ X ×X.

Uma estimativa para o operador Q2 (ver (3.44)) sobre o espaço L1(X1) obtém-

se de forma análoga ao que executamos para uma estimativa de Q1 (ver (3.43))

sobre o mesmo espaço. Por conta disto, podemos concluir que

∥Q2((v, φ), (w,ψ))∥L1(X1)

≤ Cα[∥(v, φ)∥L̃∞(X1−2α)∥(w,ψ)∥L1(X1) + ∥(w,ψ)∥L̃∞(X1−2α)∥(v, φ)∥L1(X1)]

≤ Cα∥(v, φ)∥X×X∥(w,ψ)∥X×X , (3.63)

para todo (v, φ), (w,ψ) ∈ X ×X.

Portanto, por (3.62) e (3.63) uma estimativa para o operador Q((v, φ), (w,ψ))

na norma do espaço L1(X1) é dada por

∥Q((v, φ), (w,ψ))∥L1(X1) ≤ Cα∥(v, φ)∥X×X∥(w,ψ)∥X×X (3.64)

para todo (v, φ), (w,ψ) ∈ X ×X.

Averiguamos deste modo que a partir de (3.57) e (3.64) temos uma estimativa

para Q sobre o espaço [X ×X]2, a saber

∥Q((v, φ), (w,ψ))∥X×X ≤ Cα∥(v, φ)∥X×X∥(w,ψ)∥X×X , (3.65)
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para todo (v, φ), (w,ψ) ∈ X×X. Isto é, Q é um operador bilinear contínuo, como

queríamos demonstrar.

Ainda em busca de garantir as hipóteses presentes no Lema 2.3, necessitamos

mostrar o seguinte:

4Cα

∥∥∥(F−1
(e√t|ξ|α

2
(eλ1(ξ)t + eλ2(ξ)t)Û0 +

e
√
t|ξ|α

2
sgn(ξ1)(e

λ2(ξ)t − eλ1(ξ)t)B̂0

)
,

F−1
(e√t|ξ|α

2
sgn(ξ1)(e

λ2(ξ)t − eλ1(ξ)t)Û0 +
e
√
t|ξ|α

2
(eλ1(ξ)t + eλ2(ξ)t)B̂0

))∥∥∥
X×X

< 1,

(3.66)

onde Cα é dado em (3.65) (ver equação (3.41)). Para tal, vamos analisar cada

entrada deste vetor em (3.66) encontrando estimativas nas normas dos espaços

C(R+; X1−2α(R3)) e L1(R+;X1(R3)).

� Estimativa na norma L̃∞(X1−2α) para a primeira entrada. (Para a segunda

coordenada, o processo é análogo.)

Aplicando a transformada de Fourier nesta primeira entrada do vetor em (3.66),

a partir de (3.8), (3.9) e (3.48), obtemos a seguinte desigualdade:∣∣∣e√t|ξ|α

2
(eλ1(ξ)t + eλ2(ξ)t)Û0 +

e
√
t|ξ|α

2
sgn(ξ1)(e

λ2(ξ)t − eλ1(ξ)t)B̂0

∣∣∣
≤ e

√
t|ξ|α

2
2e−|ξ|2αt(|Û0|+ |B̂0|)

≤ e
√
t|ξ|α−|ξ|2αt(|Û0|+ |B̂0|)

≤
√
ee−

1
2
|ξ|2αt(|Û0|+ |B̂0|) (3.67)

≤
√
e(|Û0|+ |B̂0|), (3.68)

para todo t ≥ 0. Observe que o lado direito da desigualdade (3.68) não depende

de t, assim sendo podemos escrever a seguinte desigualdade:

sup
0≤t<∞

{∣∣∣e√t|ξ|α

2
(eλ1(ξ)t + eλ2(ξ)t)Û0 +

e
√
t|ξ|α

2
sgn(ξ1)(e

λ2(ξ)t − eλ1(ξ)t)B̂0

∣∣∣}
≤

√
e(|Û0|+ |B̂0|). (3.69)

Em vista disto, multiplicando (3.69) por |ξ|1−2α e integrando o resultado obtido
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sobre R3, temos que∫
R3

|ξ|1−2α sup
0≤t<∞

{|e
√
t|ξ|α

2
(eλ1(ξ)t + eλ2(ξ)t)Û0 +

e
√
t|ξ|α

2
sgn(ξ1)(e

λ2(ξ)t − eλ1(ξ)t)B̂0|}dξ

≤
√
e

∫
R3

|ξ|1−2α|Û0|dξ +
√
e

∫
R3

|ξ|1−2α|B̂0|dξ

=
√
e∥U0∥X1−2α +

√
e∥B0∥X1−2α

=
√
e∥(U0, B0)∥X1−2α .

Por conseguinte, realizando o mesmo estudo para a segunda entrada, conseguire-

mos uma estimativa para o vetor analisado em (3.66) no espaço C(R+;X1−2α(R3))

como segue∥∥∥(F−1
(e√t|ξ|α

2
(eλ1(ξ)t + eλ2(ξ)t)Û0 +

e
√
t|ξ|α

2
sgn(ξ1)(e

λ2(ξ)t − eλ1(ξ)t)B̂0

)
,

F−1
(e√t|ξ|α

2
sgn(ξ1)(e

λ2(ξ)t − eλ1(ξ)t)Û0 +
e
√
t|ξ|α

2
(eλ1(ξ)t + eλ2(ξ)t)B̂0

))∥∥∥
L̃∞(X1−2α)

≤ 2
√
e∥(U0, B0)∥X1−2α . (3.70)

� Estimativa no espaço L1(X1) para a primeira entrada. (Para a segunda

coordenada, o processo é similar.)

Multiplicando a desigualdade (3.67) por |ξ|, integrando o resultado encontrado

sobre [0,∞) e, em seguida, integrando sobre R3, chegamos a∫
R3

∫ ∞

0

|ξ|
∣∣∣e√t|ξ|α

2
(eλ1(ξ)t + eλ2(ξ)t)Û0 +

e
√
t|ξ|α

2
sgn(ξ1)(e

λ2(ξ)t − eλ1(ξ)t)B̂0

∣∣∣dtdξ
≤

√
e

∫
R3

∫ ∞

0

|ξ|e−
1
2
|ξ|2αt|Û0|dtdξ +

√
e

∫
R3

∫ ∞

0

|ξ|e−
1
2
|ξ|2αt|B̂0|dtdξ

=
√
e

∫
R3

|ξ||Û0|
∫ ∞

0

e−
1
2
|ξ|2αtdtdξ +

√
e

∫
R3

|ξ||B̂0|
∫ ∞

0

e−
1
2
|ξ|2αtdtdξ

= 2
√
e

∫
R3

|ξ|1−2α|Û0|dξ + 2
√
e

∫
R3

|ξ|1−2α|B̂0|dξ

= 2
√
e∥(U0, B0)∥X1−2α . (3.71)

Através disso, sabendo que para a segunda entrada do vetor dado em (3.66) a

análise é similar a realizada acima, encontramos uma estimativa para este mesmo
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vetor no espaço L1(R+;X1(R3)) como sendo∥∥∥(F−1
(e√t|ξ|α

2
(eλ1(ξ)t + eλ2(ξ)t)Û0 +

e
√
t|ξ|α

2
sgn(ξ1)(e

λ2(ξ)t − eλ1(ξ)t)B̂0

)
,

F−1
(e√t|ξ|α

2
sgn(ξ1)(e

λ2(ξ)t − eλ1(ξ)t)Û0 +
e
√
t|ξ|α

2
(eλ1(ξ)t + eλ2(ξ)t)B̂0

))∥∥∥
L1(X1)

≤ 4
√
e∥(U0, B0)∥X1−2α . (3.72)

Desta forma, por (3.70) e (3.72), concluímos que∥∥∥(F−1
(e√t|ξ|α

2
(eλ1(ξ)t + eλ2(ξ)t)Û0 +

e
√
t|ξ|α

2
sgn(ξ1)(e

λ2(ξ)t − eλ1(ξ)t)B̂0

)
,

F−1
(e√t|ξ|α

2
sgn(ξ1)(e

λ2(ξ)t − eλ1(ξ)t)Û0 +
e
√
t|ξ|α

2
(eλ1(ξ)t + eλ2(ξ)t)B̂0

))∥∥∥
X×X

≤ 6
√
e∥(U0, B0)∥X1−2α . (3.73)

Multiplicando ambos os lados de (3.73) por 4Cα (onde Cα é dado em (3.65)),

instituímos que (3.66) é verdadeira sempre que

∥(U0, B0)∥X1−2α <

√
e

24eCα

.

Portanto, pelo Lema 2.3, determinamos que a equação (3.41) admite uma única

solução (U,B) ∈ X ×X. Além disso, (U,B) satisfaz a desigualdade

∥(U,B)∥X×X

≤ 2
∥∥∥(F−1

(e√t|ξ|α

2
(eλ1(ξ)t + eλ2(ξ)t)B̂0 +

e
√
t|ξ|α

2
sgn(ξ1)(e

λ2(ξ)t − eλ1(ξ)t)B̂0

)
,

F−1
(e√t|ξ|α

2
sgn(ξ1)(e

λ2(ξ)t − eλ1(ξ)t)B̂0 +
e
√
t|ξ|α

2
(eλ1(ξ)t + eλ2(ξ)t)B̂0

))∥∥∥
X×X

.

Assim, de (3.73), obtemos

∥(U,B)∥X×X ≤ 12
√
e∥(U0, B0)∥X1−2α ,

isto é,

∥(U,B)∥L̃∞(X1−2α) + ∥(U,B)∥L1(X1) ≤ 12
√
e∥(U0, B0)∥X1−2α ,

que nas coordenada originais, dadas em (3.38), escreve-se

∥(F−1{e
√
t|ξ|αû},F−1{e

√
t|ξ|α b̂})∥L̃∞(X1−2α) + ∥(F−1{e

√
t|ξ|αû},F−1{e

√
t|ξ|α b̂})∥L1(X1)

≤ 12
√
e∥(u0, b0)∥X1−2α .
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Consideramos importante também citar trabalhos que estudam exsitência de

soluções locais para as equações MHDE (2.13) ou sistemas relacionados, como

também critérios de explosão para estas mesmas quando o tempo de existência

maximal é �nito. Por exemplo, ver [1, 3, 4, 7, 12, 13, 19, 22�27, 29] para artigos que

pesquisam sobre os espaços de Lei-Lin, Sobolev ou Sobolev-Gevrey (ver também

[4,6, 7, 13,15,18,19,23�25,27,28,31]).

3.2 Decaimento de Soluções

Agora que obtivemos a boa colocação global e analiticidade para uma solução

das equações MHDE (3.1), podemos imediatamente obter uma taxa de decaimento

para a norma ∥(u, b)(t)∥X1−2α . Antes disso, gostaríamos de enunciar e demonstrar

um resultado sobre a taxa de decaimento da solução para a norma do espaço usual

de Lebesgue L2.

Lema 3.1. Seja (u0, b0) ∈ L2(R3) ∩ X1−2α(R3), com (u0, b0) su�cientemente pe-

queno em X1−2α(R3), onde 1
2
≤ α ≤ 1 e r∗ := r∗(u0) = r∗(b0) ∈ (−3

2
,∞). Então,

a solução global (u, b) para as equações MHDE (3.1), estando em L2(R3), obtida

no Teoremas 3.1 e 3.2, tem a seguinte taxa de decaimento:

∥(u, b)(t)∥2L2 ≤ Cu0,b0,α,r∗ ln(t+ e)−2, para t > 0 grande, (3.74)

onde Cu0,b0,α,r∗ é uma constante positiva que depende de α, r∗, ∥(u0, b0)∥L2, sabendo

que r∗(u0) e r∗(b0) são as características de decaimento para u0 e b0, respectiva-

mente (ver de�nições 1.8 e 1.9).

Demonstração. Observemos o seguinte. Ao multiplicarmos (3.1)1 e (3.1)2 por

u(x, t) e b(x, t), respectivamente, integrarmos sobre o R3 e somarmos as equações

resultantes, obtemos a igualdade abaixo:

d

dt
(∥u(t)∥2L2 + ∥b(t)∥2L2) = −2

(∫
R3

Λ2αu · u dx+
∫
R3

Λ2αb · b dx
)
, (3.75)
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uma vez que∫
R3

(b · ∇)b · udx =

∫
R3

3∑
i=1

bi∂ib · udx =

∫
R3

3∑
i=1

∂i(bib) · udx

= −
∫
R3

3∑
i=1

bib · ∂iudx = −
∫
R3

b ·
3∑

i=1

bi∂iudx

= −
∫
R3

b · (b · ∇)udx

e realizando cálculos análogos, encontramos∫
R3

(u · ∇)u · u dx =

∫
R3

(u · ∇)b · b dx =

∫
R3

∇P · u dx = 0,

∫
R3

(b · ∇)b · u dx = −
∫
R3

(b · ∇)u · b dx, e∫
R3

∂1b · u dx = −
∫
R3

∂1u · b dx.

Aplicando a identidade de Plancherel (ver Teorema 1.8) em (3.75) e usando a

transformada do Laplaciano fracionário, conseguimos

d

dt

∫
R3

(|û|2 + |b̂|2) dξ = −2

∫
R3

|ξ|2α(|û|2 + |b̂|2) dξ.

Isto é,
d

dt

∫
R3

(|û|2 + |b̂|2) dξ + 2

∫
R3

|ξ|2α(|û|2 + |b̂|2) dξ = 0. (3.76)

Pela igualdade acima, integrando de 0 a t, chegamos à seguinte estimativa:

∥(û, b̂)(t)∥L2 ≤ ∥(û0, b̂0)∥L2 , ∀t ≥ 0. (3.77)

Para cada t > 0, considere agora o conjunto

B(t) =
{
ξ ∈ R3 : |ξ|2α ≤ g′(t)

2g(t)

}
,

onde g(0) = 1, g′(t) > 0 e 2g(t) > g′(t) para todo t > 0 (veremos exemplos para

esta aplicação g ainda nesta demonstração).

Multiplicando g(t) em ambos os lados de (3.76) e somando em cada lado

g′(t)

∫
R3

(|û|2 + |b̂|2) dξ, obtemos
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g(t)
d

dt

∫
R3

(|û|2 + |b̂|2) dξ + 2g(t)

∫
R3

|ξ|2α(|û|2 + |b̂|2) dξ + g′(t)

∫
R3

(|û|2 + |b̂|2) dξ

= g′(t)

∫
R3

(|û|2 + |b̂|2) dξ.

Mais precisamente, chegamos a

d

dt

[
g(t)

∫
R3

(|û|2 + |b̂|2) dξ
]
+2g(t)

∫
R3

|ξ|2α(|û|2 + |b̂|2) dξ = g′(t)

∫
R3

(|û|2 + |b̂|2) dξ.

(3.78)

Analisando individualmente o segundo termo do lado esquerdo de (3.78) e usando

as de�nições dos conjuntos B(t) e B(t)c = R3\B(t), vemos que

2g(t)

∫
R3

|ξ|2α(|û|2 + |b̂|2) dξ ≥ 2g(t)

∫
B(t)c

|ξ|2α(|û|2 + |b̂|2) dξ

≥ 2g(t)

∫
B(t)c

g′(t)

2g(t)
(|û|2 + |b̂|2) dξ

= g′(t)

∫
B(t)c

(|û|2 + |b̂|2) dξ.

O que nos diz que

−2g(t)

∫
R3

|ξ|2α(|û|2 + |b̂|2) dξ ≤ −g′(t)
∫
B(t)c

(|û|2 + |b̂|2) dξ. (3.79)

Usando (3.79) em (3.78) �camos com

d

dt

[
g(t)

∫
R3

(|û|2 + |b̂|2) dξ
]
≤ g′(t)

∫
R3

(|û|2 + |b̂|2) dξ − g′(t)

∫
B(t)c

(|û|2 + |b̂|2) dξ,

e, assim, podemos escrever

d

dt

[
g(t)

∫
R3

(|û|2 + |b̂|2) dξ
]
≤ g′(t)

∫
B(t)

(|û|2 + |b̂|2) dξ. (3.80)

Agora integrando (3.80) sobre o intervalo [0, t] e aplicando o Teorema 1.8, obtemos

g(t)

∫
R3

(|û(ξ, t)|2 + |b̂(ξ, t)|2)dξ

≤ (2π)−3∥(u0, b0)∥2L2 +

∫ t

0

g′(s)

∫
B(s)

(|û(ξ, s)|2 + |b̂(ξ, s)|2)dξds. (3.81)
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Pelo Lema 2.1 e analogamente ao que encontramos em (3.8), (3.9) e (3.11)

chegamos a seguinte desigualdade:

|û(ξ, s)| ≤1

2
|
(
eλ1(ξ)s + eλ2(ξ)s

)
û0(ξ)|+

1

2
|sgn(ξ1)(eλ2(ξ)s − eλ1(ξ)s)b̂0(ξ)|

+
1

2

∣∣ ∫ s

0

[
(
eλ1(ξ)(s−τ) + eλ2(ξ)(s−τ)

)
F̂ (ξ, τ)dτ

+ sgn(ξ1)
(
eλ2(ξ)(s−τ) − eλ1(ξ)(s−τ)

)
Ê(ξ, τ)]dτ

∣∣∣
≤e−|ξ|2αs(|û0(ξ)|+ |b̂0(ξ)|)

+

∫ s

0

e−|ξ|2α(s−τ) |ξ|(|û⊗ u(ξ)|+ |b̂⊗ b(ξ)|+ |b̂⊗ u(ξ)|+ |û⊗ b(ξ)|)dτ.

(3.82)

Usando o Teorema 1.7, a desigualdade de Hölder (ver Teorema 1.1) e identidade

de Plancherel (ver Teorema 1.8), obtemos o seguinte

|û⊗ b(ξ)|2 = (2π)−6

3∑
i,j=1

(b̂j ∗ ûk)2

= (2π)−6

3∑
i,j=1

(∫
R3

b̂j(ξ − η)ûk(η)dη
)2

≤ (2π)−6

3∑
i,j=1

(∫
R3

b̂j(ξ − η)2dη
)(∫

R3

ûk(η)
2dη

)
= (2π)−12∥b∥2L2∥u∥2L2 ,

ou seja,

|û⊗ b(ξ)| ≤ C(∥u∥2L2 + ∥b∥2L2). (3.83)

Assim, usando (3.83) em (3.82), conseguimos

|û(ξ, s)| ≤ e−|ξ|2αs(|û0(ξ)|+ |b̂0(ξ)|) + C

∫ s

0

e−|ξ|2α(s−τ)|ξ|(∥u∥2L2 + ∥b∥2L2)dτ.

Analogamente, encontramos

|b̂(ξ, s)| ≤ e−|ξ|2αs(|û0(ξ)|+ |b̂0(ξ)|) + C

∫ s

0

e−|ξ|2α(s−τ)|ξ|(∥u∥2L2 + ∥b∥2L2)dτ.
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Com isso, (3.81) torna-se

g(t)

∫
R3

(|û(ξ, t)|2 + |b̂(ξ, t)|2)dξ

≤ (2π)−3∥(u0, b0)∥2L2

+ C

∫ t

0

g′(s)

∫
B(s)

e−2|ξ|2αs(|û0(ξ)|2 + |b̂0(ξ)|2)dξds

+ C

∫ t

0

g′(s)

∫
B(s)

|ξ|2
(∫ s

0

e−|ξ|2α(s−τ)(∥u∥2L2 + ∥b∥2L2)dτ
)2

dξds. (3.84)

Observe que o Teorema 1.8 implica que∫
B(s)

e−2|ξ|2αs|û0(ξ)|2dξ =
∫
B(s)

|e−|ξ|2αsû0(ξ)|2dξ

=

∫
B(s)

|F(e−Λ2αsu0)|2dξ

≤ (2π)−3

∫
R3

|(e−Λ2αsu0)|2dξ

= C∥e−Λ2αsu0∥2L2 .

Pelo Lema 2.5, encontramos

∥e−Λ2αsu0∥2L2 ≤ C(1 + s)−
1
α
( 3
2
+r∗), (3.85)

onde r∗ = r∗(u0) é a característica de decaimento de u0 (ver de�nições 1.8 e 1.9).

Do mesmo modo, chegamos a

∥e−Λ2αsb0∥2L2 ≤ C(1 + s)−
1
α
( 3
2
+r∗),

onde r∗ = r∗(b0) é a característica de decaimento de b0 (ver de�nições 1.8 e 1.9).

Deste modo, utilizando (3.85) em (3.84) obtemos

g(t)

∫
R3

|û(ξ, t)|2 + |b̂(ξ, t)|2dξ

≤ (2π)−3∥(u0, b0)∥2L2 + C

∫ t

0

g′(s)(1 + s)−
1
α
( 3
2
+r∗)ds

+ C

∫ t

0

g′(s)

∫
B(s)

|ξ|2
(∫ s

0

e−|ξ|2α(s−τ)(∥u∥2L2 + ∥b∥2L2)dτ
)2

dξds. (3.86)
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Agora vamos analisar individualmente o último termo da desigualdade acima.

Usando integração em coordenadas polares e a estimativa dada em (3.77), achamos

C

∫ t

0

g′(s)

∫
B(s)

|ξ|2
(∫ s

0

e−|ξ|2α(s−τ)(∥u∥2L2 + ∥b∥2L2)dτ
)2

dξds

= C

∫ t

0

g′(s)

∫ ρ

0

∫
|ξ|=ρ̃

|ξ|2
(∫ s

0

e−|ξ|2α(s−τ)(∥u∥2L2 + ∥b∥2L2)dτ
)2

dSdρ̃ds

≤ C

∫ t

0

g′(s)

∫ ρ

0

ρ̃2
∫
|ξ|=ρ̃

(∫ s

0

e−|ξ|2α(s−τ)(∥u0∥2L2 + ∥b0∥2L2)dτ
)2

dSdρ̃ds

= C∥(u0, b0)∥4L2

∫ t

0

g′(s)

∫ ρ

0

ρ̃2
∫
|ξ|=ρ̃

(∫ s

0

e−|ξ|2α(s−τ)dτ
)2

dSdρ̃ds

≤ Cu0,b0

∫ t

0

g′(s)

∫ ρ

0

ρ̃2
∫
|ξ|=ρ̃

s2dSdρ̃ds,

onde ρ = [ g
′(s)

2g(s)
]

1
2α e Cu0,b0 é uma constante positiva que depende de u0, b0,. Con-

sequentemente, deduzimos que

C

∫ t

0

g′(s)

∫
B(s)

|ξ|2
(∫ s

0

e−|ξ|2α(s−τ)(∥u∥2L2 + ∥b∥2L2)dτ
)2

dξds

≤ Cu0,b0

∫ t

0

g′(s)s2
∫ ρ

0

ρ̃24πρ̃2dρ̃ds

= Cu0,b0

∫ t

0

g′(s)s2
∫ ρ

0

ρ̃4dρ̃ds

= Cu0,b0

∫ t

0

g′(s)s2ρ5ds.

Uma vez que ρ = [ g
′(s)

2g(s)
]

1
2α , concluímos

C

∫ t

0

g′(s)

∫
B(s)

|ξ|2
(∫ s

0

e−|ξ|2α(s−τ)(∥u∥2L2 + ∥b∥2L2)dτ
)2

dξds

≤ Cu0,b0

∫ t

0

g′(s)s2
( g′(s)
2g(s)

) 5
2α
ds. (3.87)

Especi�camente, de�na g como sendo g(t) = (ln(e + t))3. Claramente, temos

que

g(0) = (ln e)3 = 1, g′(t) =
3(ln(e+ t))2

e+ t
> 0 e 2g(t) > g′(t).
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Então, estimando o lado direito de (3.87), inferimos que

Cu0,b0

∫ t

0

g′(s)s2
( g′(s)
2g(s)

) 5
2α
ds = Cu0,b0,α

∫ t

0

g′(s)s2(e+ s)−
5
2α [ln(e+ s)]−

5
2αds

≤ Cu0,b0,α

∫ t

0

g′(s)(1 + s)2(1 + s)−
5
2α [ln(e+ s)]−

5
2αds

= Cu0,b0,α

∫ t

0

g′(s)(1 + s)−
5−4α
2α [ln(e+ s)]−

5
2αds

≤ Cu0,b0,α

∫ t

0

g′(s)[ln(e+ s)]−
5
2αds,

onde Cu0,b0,α é uma constante positiva que depende de u0, b0, α. Portanto, podemos

escrever

C

∫ t

0

g′(s)

∫
B(s)

|ξ|2
(∫ s

0

e−|ξ|2α(s−τ)(∥u∥2L2 + ∥b∥2L2)dτ
)2

dξds

≤ Cu0,b0,α

∫ t

0

g′(s)[ln(e+ s)]−
5
2αds. (3.88)

Combinando (3.88) com (3.86), alcançamos

g(t)

∫
R3

(|û(ξ, t)|2 + |b̂(ξ, t)|2)dξ ≤ (2π)−3∥(u0, b0)∥2L2 + C

∫ t

0

g′(s)(1 + s)−
1
α
( 3
2
+r∗)ds

+ Cu0,b0,α

∫ t

0

g′(s)[ln(e+ s)]−
5
2αds,

isto é,

∥u(t)∥2L2 + ∥b(t)∥2L2 ≤ (2π)−3∥(u0, b0)∥2L2(ln(e+ t))−3

+ C(ln(e+ t))−3

∫ t

0

g′(s)(1 + s)−
1
α
( 3
2
+r∗)ds

+ Cu0,b0,α(ln(e+ t))−3

∫ t

0

g′(s)[ln(e+ s)]−
5
2αds.

A partir de agora, vamos analisar cada integral do lado direito da desigualdade

acima. Comecemos pela seguinte:∫ t

0

g′(s)(1 + s)−
1
α
( 3
2
+r∗)ds. (3.89)
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Por integração por partes, temos∫ t

0

g′(s)(1 + s)−
1
α
( 3
2
+r∗)ds

= g(s)(1 + s)−
1
α
( 3
2
+r∗)

∣∣∣t
0
−

∫ t

0

g(s)
[
− 1

α

(3
2
+ r∗

)]
(1 + s)−

1
α
( 3
2
+r∗)−1ds

= g(t)(1 + t)−
1
α
( 3
2
+r∗) − g(0) +

1

α

(3
2
+ r∗

)∫ t

0

(ln(e+ s))3(1 + s)−
1
α
( 3
2
+r∗)−1ds

≤ g(t)(1 + t)−
1
α
( 3
2
+r∗) +

1

α

(3
2
+ r∗

)∫ t

0

(ln(e+ s))3(1 + s)−
1
α
( 3
2
+r∗)−1ds.

Fazendo a mudança de variável u = ln(e + s), encontramos du = (e + s)−1ds e,

além disso, veja que eu = e+ s. Logo, s = eu − e e ds = eudu. Assim, chegamos a∫ t

0

g′(s)(1 + s)−
1
α
( 3
2
+r∗)ds

≤ g(t)(1 + t)−
1
α
( 3
2
+r∗) +

1

α

(3
2
+ r∗

)∫ ln(e+t)

1

u3(1 + eu − e)−
1
α
( 3
2
+r∗)−1eudu.

Observe o seguinte: se escolhermos um número real C tal que 0 < C < 1
e
, então

teremos

Ceu ≤ 1 + eu − e,

e, assim,∫ t

0

g′(s)(1 + s)−
1
α
( 3
2
+r∗)ds

≤ g(t)(1 + t)−
1
α
( 3
2
+r∗) +

1

α

(3
2
+ r∗

)∫ ln(e+t)

1

u3(Ceu)−
1
α
( 3
2
+r∗)−1eudu

= g(t)(1 + t)−
1
α
( 3
2
+r∗) +

1

α

(3
2
+ r∗

)
C− 1

α
( 3
2
+r∗)−1

∫ ln(e+t)

1

u3(eu)−
1
α
( 3
2
+r∗)−1eudu

= g(t)(1 + t)−
1
α
( 3
2
+r∗) +

1

α

(3
2
+ r∗

)
C− 1

α
( 3
2
+r∗)−1

∫ ln(e+t)

1

u3e−
1
α
( 3
2
+r∗)udu.

Realizando integrações por partes sobre a integral
∫ ln(e+t)

1

u3e−
1
α
( 3
2
+r∗)udu e sobre

suas integrais subsequentes, chegaremos a∫ ln(e+t)

1

u3e−
1
α
( 3
2
+r∗)udu ≤ Cα,r∗ ,

66



onde Cα,r∗ é uma constante que depende de α e da característica de decaimento

r∗. Portanto, ∫ t

0

g′(s)(1 + s)−
1
α
( 3
2
+r∗)ds

≤ g(t)(1 + t)−
1
α
( 3
2
+r∗) +

1

α

(3
2
+ r∗

)
C− 1

α
( 3
2
+r∗)−1Cα,r∗

= (ln(1 + t))3(1 + t)−
1
α
( 3
2
+r∗) + Cα,r∗ . (3.90)

Feito nossa análise sobre a integral (3.89), analisaremos agora a seguinte ex-

pressão: ∫ t

0

g′(s)[ln(e+ s)]−
5
2αds.

Veja que ∫ t

0

g′(s)[ln(e+ s)]−
5
2αds =

∫ t

0

3[ln(e+ s)]2

e+ s
[ln(e+ s)]−

5
2αds

= 3

∫ t

0

[ln(e+ s)]2−
5
2α

ds

e+ s
.

Realizando a mudança de variável u = ln(e+ s), obtemos∫ t

0

g′(s)[ln(e+ s)]−
5
2αds = 3

∫ ln(e+t)

1

u2−
5
2αdu. (3.91)

Em (3.91) vamos analisar três casos:

� Caso α = 5
6
, temos∫ t

0

g′(s)[ln(e+ s)]−
5
2αds = 3

∫ ln(e+t)

1

u−1du = 3 ln |u|
∣∣∣ln(e+t)

1
= 3 ln(ln(e+ t)).

Por conseguinte, pela Regra de L'Hospital, inferimos∫ t

0

g′(s)[ln(e+ s)]−
5
2αds ≤ 3 ln(e+ t), para t > 0 grande. (3.92)

� Caso α > 5
6
, temos∫ t

0

g′(s)[ln(e+ s)]−
5
2αds = 3

∫ ln(e+t)

1

u2−
5
2αdu = 3

u3−
5
2α

3− 5
2α

∣∣∣ln(e+t)

1
.

Ou seja,∫ t

0

g′(s)[ln(e+s)]−
5
2αds ≤ 3

3− 5
2α

ln(e+t)3−
5
2α , para t > 0 grande. (3.93)
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� Caso α < 5
6
, temos∫ t

0

g′(s)[ln(e+ s)]−
5
2αds = 3

∫ ln(e+t)

1

u2−
5
2αdu = 3

u3−
5
2α

3− 5
2α

∣∣∣ln(e+t)

1
.

Ou seja,∫ t

0

g′(s)[ln(e+ s)]−
5
2αds ≤ 3

5
2α

− 3
, para t > 0 grande. (3.94)

Portanto, por (3.92), (3.93) e (3.94), chegamos a∫ t

0

g′(s)[ln(e+ s)]−
5
2αds ≤ 3 ln(e+ t) + Cα ln(e+ t)3−

5
2α + Cα, para t > 0 grande,

(3.95)

onde Cα é uma constante positiva que depende de α.

Assim, segue de (3.90) e (3.95) que

∥u(t)∥2L2 + ∥b(t)∥2L2 ≤(2π)−3∥(u0, b0)∥2L2 ln(e+ t)−3 + C(1 + t)−
1
α
( 3
2
+r∗)

+ Cα,r∗ ln(e+ t)−3 + Cα ln(e+ t)−2 + Cα ln(e+ t)−
5
2α

+ Cα ln(e+ t)−3,

para t > 0 su�cientemente grande. Ou seja,

∥u(t)∥2L2 + ∥b(t)∥2L2 ≤Cu0,b0,α,r∗ ln(e+ t)−3 + C(1 + t)−
1
α
( 3
2
+r∗) + Cα ln(e+ t)−2

+ Cα ln(e+ t)−
5
2α , (3.96)

para t > 0 su�cientemente grande, onde Cu0,b0,α,r∗ é uma constante positiva que de-

pende de u0, b0, α, r∗. Através de alguns cálculos elementares e Regra de L'Hospital,

encontramos

(1 + t)−
1
α
( 3
2
+r∗) ≤ ln(e+ t)−2,

ln(e+ t)−3 ≤ ln(e+ t)−2 e ln(e+ t)−
5
2α ≤ ln(e+ t)−2,

para t > 0 su�cientemente grande. Sendo assim, (3.96) se resume a

∥u(t)∥2L2 + ∥b(t)∥2L2 ≤Cu0,b0,α,r∗ ln(e+ t)−2, para t > 0 grande.

68



É importante ressaltar que a desigualdade (3.74) mostra, em particular, que a

solução global (u, b) para as equações MHDE (3.1), descritas nos Teoremas 3.1 e

3.2, satisfaz o limite abaixo:

lim
t→∞

∥(u, b)(t)∥L2 = 0.

Teorema 3.3. Sejam (u0, b0) ∈ L2(R3) ∩ X1−2α(R3), onde 1
2
≤ α ≤ 1 e r∗ :=

r∗(u0) = r∗(b0) ∈ (−3
2
,∞). A solução global (u, b) ∈ C(R+;X1−2α(R3)) ∩ L1(R+;

X1(R3)) para as equações MHDE (3.1), estando em L2(R3), construída nos Teo-

remas 3.1 e 3.2, satisfaz a seguinte igualdade:

lim sup
t→∞

t
5
4α

−1∥(u, b)(t)∥X1−2α = 0,

sendo que r∗(u0) e r
∗(b0) são as características de decaimento para u0 e b0, respec-

tivamente (ver de�nições 1.8 e 1.9).

Demonstração. Para encontrarmos o decaimento da solução (u, b) ∈ X ×X (onde

X = C(R+;X1−2α(R3))∩L1(R+;X1(R3)) é dado na prova do Teorema 3.1) acima,

começaremos reescrevendo a norma ∥(u, b)(t)∥X1−2α como segue.

∥(u, b)(t)∥X1−2α =

∫
|ξ|≤λ

|ξ|1−2α(|û|+ |b̂|)dξ

+

∫
|ξ|>λ

e−
√

t/2|ξ|αe
√

t/2|ξ|α |ξ|1−2α(|û|+ |b̂|)dξ, (3.97)

para λ > 0 �xo e t > 0 qualquer. De�namos

I1 =

∫
|ξ|≤λ

|ξ|1−2α(|û|+ |b̂|)dξ (3.98)

e também

I2 =

∫
|ξ|>λ

e−
√

t/2|ξ|αe
√

t/2|ξ|α|ξ|1−2α(|û|+ |b̂|)dξ. (3.99)

A partir de agora, vamos analisar I1 e I2 a �m de garantirmos que (3.97) satisfaça

as hipóteses do Lema 2.4.

Começando pela análise do termo I1, observe que

I1 =

∫
|ξ|≤λ

|ξ|1−2α|û|dξ +
∫
|ξ|≤λ

|ξ|1−2α|b̂|dξ

= ∥|ξ|1−2α|û|∥L1({|ξ|≤λ}) + ∥|ξ|1−2α|b̂|∥L1({|ξ|≤λ})

≤ ∥|ξ|1−2α∥L2({|ξ|≤λ})∥û∥L2 + ∥|ξ|1−2α∥L2({|ξ|≤λ})∥b̂∥L2 . (3.100)
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Pela Identidade de Plancherel 1.8, temos que

∥û∥L2 = (2π)
3
2∥u∥L2 . (3.101)

Desta forma, de (3.100) e (3.101), inferimos que

I1 ≤ (2π)
3
2∥|ξ|1−2α∥L2({|ξ|≤λ})(∥u(t)∥L2 + ∥b(t)∥L2). (3.102)

Utilizando a de�nição

∥(u, b)(t)∥2L2 = ∥u(t)∥2L2 + ∥b(t)∥2L2 , (3.103)

e derivando a mesma em relação a t, obtemos

1

2

d

dt
∥(u, b)(t)∥2L2 =⟨ut, u⟩2 + ⟨bt, b⟩2

=⟨(b · ∇)b, u⟩2 + ⟨∂1b, u⟩2 − ⟨Λ2αu, u⟩2 − ⟨∇P, u⟩2 − ⟨(u · ∇)u, u⟩2
+ ⟨(b · ∇)u, b⟩2 + ⟨∂1u, b⟩2 − ⟨Λ2αb, b⟩2 − ⟨(u · ∇)b, b⟩2.

Como

⟨(b · ∇)b, u⟩2 =
∫
R3

(b · ∇)b · udx =

∫
R3

3∑
i=1

bi∂ib · udx =

∫
R3

3∑
i=1

(∂ibib) · udx

= −
∫
R3

3∑
i=1

bib · ∂iudx = −
∫
R3

b ·
3∑

i=1

bi∂iudx = −
∫
R3

b · (b · ∇)udx

= −⟨b, (b · ∇)u⟩2 = −⟨(b · ∇)u, b⟩2, (3.104)

e realizando cálculos análogos encontramos

⟨∂1b, u⟩2 = −⟨∂1u, b⟩2, ⟨(u · ∇)u, u⟩2 = 0, ⟨∇P, u⟩2 = 0, ⟨(u · ∇)b, b⟩2 = 0, (3.105)

segue que

1

2

d

dt
∥(u, b)(t)∥2L2 = −⟨Λ2αu, u⟩2 − ⟨Λ2αb, b⟩2 (3.106)

para todo t ≥ 0. Integrando (3.106) em relação a t, resulta que

∥(u, b)(t)∥2L2 − ∥(u0, b0)∥2L2 = −2

∫ t

0

[⟨Λ2αu, u⟩2 + ⟨Λ2αb, b⟩2]dt, (3.107)
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para todo t ⩾ 0. É verdade que ⟨Λ2αu, u⟩2 é positivo, de fato

⟨Λ2αu, u⟩2 = (2π)3⟨Λ̂2αu, û⟩2 = (2π)3
∫
R3

|ξ|2α[û · û]dx

= (2π)3
∫
R3

|ξ|2α|û|2dx = (2π)3
∫
R3

[|ξ|α|û|]2dx ⩾ 0.

Logo, de (3.107) segue que

∥(u, b)(t)∥2L2 ⩽ ∥(u, b)(t)∥2L2 + 2

∫ t

0

⟨Λ2αu, u⟩2 + ⟨Λ2αb, b⟩2 dt

= ∥(u0, b0)∥2L2 , (3.108)

para todo t ⩾ 0. Portanto, pela desigualdade encontrada em (3.108), concluímos,

para (3.102), que

I1 ⩽ C
(∫

|ξ|≤λ

|ξ|2(1−2α)
) 1

2∥(u0, b0)∥L2

⩽ C
(∫ λ

0

∫
|ξ|=r

r2(1−2α)dSrdr
) 1

2∥(u0, b0)∥L2

= C
(∫ λ

0

r2(1−2α)

∫
|ξ|=r

dSrdr
) 1

2∥(u0, b0)∥L2

= Cαλ
5−4α

2 ∥(u0, b0)∥L2 .

Ou seja, é verdade que

I1 ⩽ Cαλ
5−4α

2 ∥(u0, b0)∥L2 . (3.109)

Agora, I2 pode ser reescrito como segue.

I2 =

∫
|ξ|>λ

e−
√

t/2|ξ|αe
√

t/2|ξ|α |ξ|1−2α(|û|+ |b̂|)dξ

⩽
∫
|ξ|>λ

e−
√

t/2λα

e
√

t/2|ξ|α|ξ|1−2α(|û|+ |b̂|)dξ

⩽ e−
√

t/2λα

∫
R3

e
√

t/2|ξ|α|ξ|1−2α(|û|+ |b̂|)dξ. (3.110)

Objetivando estimar I2, semelhante ao que foi feito para I1, vamos realizar um

estudo acerca do termo exibido em (3.110), a saber∫
R3

e
√

t/2|ξ|α|ξ|1−2α(|û|+ |b̂|)dξ. (3.111)
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Sendo assim, para um t > 0 �xo, considere que

V (x, τ) = u(x, τ +
t

2
), W (x, τ) = b(x, τ +

t

2
), H(x, τ) = P (x, τ +

t

2
), (3.112)

para todo x ∈ R3 e τ ⩾ 0. Dado ϵ > 0 pequeno su�ciente (este existe pelos

Teoremas 3.1 e 3.2), se

∥V (x, 0),W (x, 0)∥X1−2α < ϵ,

pelos Teoremas 3.1 e 3.2, temos que (V,W ) é a única solução global do seguinte

sistema:
∂τV + Λ2αV + (V · ∇)V +∇H = (W · ∇)W + ∂1W ;

∂τW + Λ2αW + (V · ∇)W = (W · ∇)V + ∂1V ;

∇ · V = ∇ ·W = 0;

V0(x) := V (x, 0) = u(x, t/2),W0(x) := W (x, 0) = b(x, t/2),

(3.113)

para todo x ∈ R3. Este sistema é válido, pois

� ∂τV = ∂τu(x, τ + t/2) =
∂u

∂t

d(τ + t/2)

dτ
= ut(x, τ + t/2);

� ∂τW = ∂τb(x, τ + t/2) =
∂b

∂t

d(τ + t/2)

dτ
= bt(x, τ + t/2);

� V0(x) = u(x, 0 + t/2) = u(x, t/2);

� W0(x) = b(x, 0 + t/2) = b(x, t/2);

Nos demais termos do sistema (3.113), as derivadas são tomadas apenas na variável

x, e como a solução existe para todo tempo t, o sistema está veri�cado. Pela

analiticidade da solução (ver (3.37)), temos que∫
R3

e
√
τ |ξ|α|ξ|1−2α(|V̂ |+ |Ŵ |)dξ =

∫
R3

|ξ|1−2α|e
√
τ |ξ|αV̂ |dξ +

∫
R3

|ξ|1−2α|e
√
τ |ξ|αŴ |dξ

= ∥(F−1(e
√
τ |ξ|αV̂ ),F−1(e

√
z|ξ|αŴ ))∥X1−2α

≤ ∥(F−1(e
√
τ |ξ|αV̂ ),F−1(e

√
τ |ξ|αŴ ))∥L̃∞(X1−2α)

+ ∥(F−1(e
√
τ |ξ|αV̂ ),F−1(e

√
τ |ξ|αŴ ))∥L1(X1)

≤ 12
√
e∥(V0,W0)∥X1−2α , (3.114)
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ou seja, ∫
R3

e
√
τ |ξ|α |ξ|1−2α(|û(τ + t/2)|+ |b̂(τ + t/2)|)dξ

≤ 12
√
e

∫
R3

|ξ|1−2α(|û(t/2)|+ |b̂(t/2)|)dξ. (3.115)

Fazendo τ = t/2, concluímos que∫
R3

e
√

t
2
|ξ|α|ξ|1−2α(|û(t)|+ |b̂(t)|)dξ ≤ 12

√
e∥(u, b)(t/2)∥X1−2α . (3.116)

Por (3.110) e (3.116), temos uma estimativa para I2, a qual segue

I2 ≤ 12
√
ee−

√
t
2
λα∥(u, b)(t/2)∥X1−2α . (3.117)

Portanto, por (3.109) e (3.117), conseguimos encontrar a desigualdade

∥(u, b)(t)∥X1−2α ≤ Cαλ
5−4α

2 ∥(u0, b0)∥L2 + 12
√
ee−

√
t
2
λα∥(u, b)(t/2)∥X1−2α . (3.118)

Multiplicando ambos os lados de (3.118) por t
5−4α
4α , obtemos

t
5−4α
4α ∥(u, b)(t)∥X1−2α ≤Cαλ

5−4α
2 t

5−4α
4α ∥(u0, b0)∥L2

+ 12
√
et

5−4α
4α e−

√
t
2
λα∥(u, b)(t/2)∥X1−2α

=Cαλ
5−4α

2 t
5−4α
4α ∥(u0, b0)∥L2

+ 12
√
e2

5−4α
4α e−

√
t
2
λα
( t
2

) 5−4α
4α ∥(u, b)(t/2)∥X1−2α .

Escolha λ > 0 tal que 12
√
e2

5−4α
4α e−

√
t
2
λα

= 1
2
, isto é,

λ =
(√2 ln(24

√
e2

5−4α
4α )√

t

) 1
α
. (3.119)

Deste modo, podemos escrever

t
5−4α
4α ∥(u, b)(t)∥X1−2α ≤Cα

(√2 ln(24
√
e2

5−4α
4α )√

t

) 5−4α
2α
t
5−4α
4α ∥(u0, b0)∥L2

+
1

2

( t
2

) 5−4α
4α ∥(u, b)(t/2)∥X1−2α

=Cα∥(u0, b0)∥L2 +
1

2

( t
2

) 5−4α
4α ∥(u, b)(t/2)∥X1−2α . (3.120)
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Perceba que se escolhermos f(t) = t
5−4α
4α ∥(u, b)(t)∥X1−2α , θ1 = θ2 =

1

2
e M0 =

Cα∥(u0, b0)∥L2 no Lema 2.4, chegaremos a

lim sup
t→+∞

f(t) ≤ M0

1− θ1
, (3.121)

isto é,

lim sup
t→+∞

t
5−4α
4α ∥(u, b)(t)∥X1−2α ≤ Cα∥(u0, b0)∥L2 . (3.122)

Agora, vamos considerar um tempo l > 0 dado e de�nir

φ(x, t) = u(x, t+ l), ψ(x, t) = b(x, t+ l), h(x, t) = P (x, t+ l),

para todo x ∈ R3 e t ≥ 0. Novamente, pelos Teoremas 3.1 e 3.2, podemos consi-

derar um ϵ > 0 pequeno o su�ciente de forma que se

∥φ(x, 0), ψ(x, 0)∥X1−2α < ϵ,

os Teoremas 3.1 e 3.2 implicam que (φ, ψ) é a única solução global do seguinte

sistema: 
∂tφ+ Λ2αφ+ (φ · ∇)φ+∇h = (ψ · ∇)ψ + ∂1ψ,

∂tψ + Λ2αψ + (φ · ∇)ψ = (ψ · ∇)φ+ ∂1φ,

∇ · φ = ∇ · ψ = 0,

φ0(x) := φ(x, 0) = u(x, l), ψ0(x) := ψ(x, 0) = b(x, l),

(3.123)

para todo x ∈ R3 (como �zemos acima). Sendo assim, vamos recomeçar nossa

análise utilizando a solução (φ, ψ) de (3.123). Perceba que podemos escrever

∥(φ, ψ)(t)∥X1−2α = J1 + J2,

onde

J1 =

∫
|ξ|≤λ

|ξ|1−2α(|φ̂|+ |ψ̂|)dξ,

J2 =

∫
|ξ|>λ

e−
√

t
2
|ξ|αe

√
t
2
|ξ|α|ξ|1−2α(|φ̂|+ |ψ̂|)dξ.

Realizando os mesmos passos feitos para I1 e I2, vamos encontrar

J1 ≤ Cαλ
5−4α

2 ∥(φ0, ψ0)∥L2 (3.124)
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e também

J2 ≤ e−
√

t
2
λα

12
√
e∥(φ, ψ)(t/2)∥X1−2α , (3.125)

onde Cα é dado em (3.109) e, consequentemente,

t
5−4α
4α ∥(φ, ψ)(t)∥X1−2α ≤Cα∥(φ0, ψ0)∥2L2 +

1

2

( t
2

) 5−4α
4α ∥(φ, ψ)(t/2)∥X1−2α ,

e, aplicando o Lema 2.4, obtemos

lim sup
t→+∞

t
5−4α
4α ∥(φ, ψ)(t)∥X1−2α ≤ Cα∥(φ0, ψ0)∥L2 .

Ou equivalentemente, chegamos a

lim sup
t→+∞

t
5−4α
4α ∥(u, b)(t+ l)∥X1−2α ≤ Cα∥(u, b)(l)∥L2 , ∀l > 0.

Ou seja, determinamos a seguinte desigualdade:

lim sup
t→+∞

t
5−4α
4α ∥(u, b)(t)∥X1−2α ≤ Cα∥(u, b)(l)∥L2 , ∀l > 0. (3.126)

Aplicando o limite superior em (3.126), quando l → ∞, deduzimos que

lim sup
t→+∞

t
5−4α
4α ∥(u, b)(t)∥X1−2α = 0, (3.127)

pois ∥(u, b)(l)∥L2 tende a zero, quando l tende a in�nito, pelo Lema 3.1.
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