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Resumo

Esta dissertacao tem como principal objetivo o estudo da natureza das singula-
ridades das solucoes em problemas da mecanica celeste em particular no problema
de atracao gravitacional de N-corpos e em problemas do movimento de particulas
devido a forca gravitacional determinada por corpos massivos. Além disso estuda-
mos as singularidades no problema de dois corpos com potencial homogéneo. Para
atingir nosso objetivo, incluimos um capitulo de preliminares onde fornecemos a
teoria béasica de sistemas Hamiltonianos auténomos com n graus de liberdade, a
formulacao do problema de N-corpos e resultados classicos da teoria do problema
egravitacional dos N-corpos. No capitulo 2 apresentamos resultados relacionados as
singularidades das soluc¢oes no problema de N-corpos. O principal resultado desta
secao consiste em mostrar que no problema de trés corpos, todas as singularidades
sao devido a colisoes. No capitulo seguinte, estudamos a natureza das singula-
ridades no problema de uma particula de massa infinitesimal se movimentando
sob a forca gravitacional devida a um corpo massivo. Em particular, estudamos
o problema onde o corpo massivo tem a forma de um anel circular homogéneo
e determinamos a natureza das singularidades deste problema, quando a parti-
cula se movimenta no plano. No ultimo capitulo, estudamos as singularidades do
problema de dois corpos com potencial homogéneo no plano.

Palavras-chave: Problema de N-corpos; Singularidades; Colisoes; Potencial ho-
mogéneo; atracao gravitacional por corpos massivos.
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Abstract

This work has as main objective the study of the nature of the singularities of
the solutions in problems of celestial mechanics. In particular, the study of the
singularities in the Newtonian N-body problem, in the problems of the movement
of particles due to gravitational force induced by massive bodies and the two body
problem with homogeneous potential. To achieve our objective, we have inclu-
ded a chapter of preliminaries where we provide the basic theory of autonomous
Hamiltonian systems with n degrees of freedom, the formulation of the N-body
problem and classic results of the theory of the newtonian N-body problem. In
chapter 2, we present results related to singularities of the solutions in the N-body
problem. The main result of this section shows that in the three-body problem,
all singularities are due to collisions. In the next chapter, We study the nature of
singularities in the problem of a infinitesimal particle moving under the gravita-
tional force due to a massive body. In particular, we studied the problem where
t he massive body has the shape of a homogeneous circular ring and determine the
nature of the singularities of this problem, when the particle moves in the plane.
In the last chapter, we study the singularities of the planar two body problem with
homogenecous potential.

Keywords: N-body problem; Singularities; Collisions; homogeneous potential;
Gravitational attraction due to massive bodies.
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Introducao

No estudo de equacoes diferenciais ordinarias, depara-se com o problema de

valor inicial

dy _ oo
7 f(y). "
y(to) = Yo,

ondey € R" e f: Q C R® — R” é de classe C!. O Teorema de Cauchy-Picard nos
assegura que este PVI tem solucao tnica no intervalo Iy = (tg — 0,1y + &) para o
suficiente pequeno. Um problema basico consiste em saber se a solucao pode ser
extendida para um intervalo de tempo maior ou se ha um intervalo maximal no
qual a solucao esta definida. Quando o intervalo maximal nao ¢ toda a reta, por
exemplo, J = (—o00,%*) com t* < +o00, a solucao nao pode ser prolongada além
deste intervalo e diz-se que a solucao tem uma singularidade em ¢ = ¢*.

O objetivo principal desta dissertacao ¢ discutir alguns resultados sobre as
singularidades das solucoes em diferentes problemas da mécanica celeste, mais
prescisamente, em problemas de atracao gravitacional. Afim de desenvolvermos
nosso estudo com maior clareza possivel, ¢ interessante comecarmos explicando de
forma breve os problemas que serao estudados nesta dissertacao.

O problema fundamental da mecanica celeste ¢ o problema dos N-corpos, que
consiste em dar informacoes sobre o movimento de N-particulas materiais sub-
metidas unicamente a acao de suas atracoes gravitacionals . Mais precisamente,
se ;.- -qy denotam os vetores posicao das particulas de massas mq,--- ,my, 0

problema consiste em resolver o sistema de equacoes diferenciais
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|
_I—l

N
. mim; : .
mig; = — E — J_ 2 (4 —q;), 2 -, AV, (2)

onde as unidades sao escolhidas de tal forma que a constante de gravitacao ¢ G = 1.
Para resolver o sistema de equagoes ¢ necessario tomar condigoes iniciais sobre
o conjunto R*' \ A x R*" onde A é chamado de conjunto singular e definido por
BN Ulg:’{jiﬁﬁi;ﬂ: com ﬁz‘j = {q = (qq.- - -.flﬂ-") e R%" . q: = fl:i}-

O problema gravitacional de N-corpos é uma questao que desperta curiosidade
entre os cientistas desde que Newton estabelecera a sua Lei da Gravitacao Uni-
versal. A solucao para o caso N = 2 ¢é conhecida como o problema de Kepler o
qual ¢ um exemplo de um sistema integravel. As solucoes podem ser divididas em
duas classes: as solucoes periodicas e as solugoes abertas, dependendo do valor
da energia do sistema. J& para o caso N = 3, durante muitos anos as tinicas so-
lugoes periodicas conhecidas foram as determinadas por Euler (1965) e Lagrange
(1772). Muitos esforcos foram feitos para generalizar estas solucoes, devido ao
erande interesse de aplicd-las na andlise do movimento dos planetas do sistema
solar.

A questao da natureza das singularidades no problema de N-corpos se deve aos
trabalhos de Poincaré e Painlavé. Uma singularidade é dita uma singularidade de
colisao ou uma singularidade devido a colisdo (o conjunto de colisdo representa as
singularidades do potencial associado ao problema) se a solugao se aproxima de um
ponto bem definido do conjunto singular A quando  se aproxima de * (supondo
que a solucdo tem uma singularidade em #*). Caso contrario a solu¢ao com singu-

laridade é chamada sem colisao ou diz-se que solucao possui uma pseudocolisao.

Veja por exemplos as referéncias [E| § . O principal resultado que tratermos
neste trabalho, com respeito as singularidades no problema de 3-corpos se deve a

Painlavé, o qual provou que todas as singularidades sao devidas a colisao. A prova

original deste resultado pode ser encontrada em |16|.

Outro resultado importante se deve a von Zeipel, que demonstra que uma
singularidade nao devida a uma colisao ocorre se, e somente se, o sistema de
in¢rcia do sistema diverge a tempo finito, o que implica no escape dos corpos que
constituem o sistema. Esse fato é bastante surpreendente, uma vez que a forca

gravitacional ¢ atrativa e durante muitos anos serviu de entendimento para reforcar

Digitalizado com CamScanner


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

uma conjectura feita por Painlavé: “Nao existem pseudocolisoes no problema de
N-corpos para todo N7. A idéia que esta por tras deste resultado devido a von
Zeipel, é que se um dos corpos se afasta para muito longe dos outros, sua velocidade
se torna aproximadamente constante (pois a forca resultante sobre ele se anula),
o momento de inércia nao diverge, mas também nao escapa. Po outro lado, para
que este corpo escape de vez do sistema, ¢ necessario que um outro corpo oscile
para muito perto dele, com uma frequéncia muito alta, aumentando bruscamente
sua aceleracao. Neste caso entao, a singularidade estd associada a oscilacao da
distancia entre esses corpos.

No problema de N-corpos considera-se os corpos como particulas pontuais.
Para uma melhor aproximacao do movimento de corpos celeste, considera-se o
problema do movimento de uma particula infinitesimal no espaco R? cujo mo-
vimento se deve exclusivamente pela forca gravitacional induzida por um corpo
massivo de dimensao finita e com distribuicao de massa uniforme. Chamamos este
problema de problema de atracao gravitacional por corpos massivos. Na literatura
encontramos uma série de trabalhos neste sentido onde o corpo massivo tem por
exemplo a forma de um segmento linear, a forma de um fio circular ou de um
anel circular (veja por exemplo as referéncias ﬂi], , |E] e as referéncias citadas
neles). Estes modelos sao usados para aproximar o campo gravitacional originado
por corpos celestes massivos de forma irregular como asteroides, niicleo de cometas
e luas planetarias.

Em relacao ao estudo das singularidades em problemas de atracao gravitacional
por corpos massivos podemos citar o trabalho realizado em . Neste artigo os
autores consideram o corpo massivo na forma de um fio circular homogéneo e
mostram que todas as singularidades do problema sao devidas a colisao. Ou seja,
se uma solucao do problema nao estd definida para todo tempo entao a solucao
se aproxima de uma ponto determinado do fio circular (colide). Os autores em
, estudam as singularidades no problema de atracao gravitacional devido a um
anel ou um segmento ambos com distribuicao de massa uniforme. Seguindo os
resultados destes autores, estudaremos a natureza das singularidades no problema
do anel circular homogéneo. O problema das singularidades no caso espacial,
quando o corpo massivo tem a forma de um anel homogéneo ainda ¢ um problema

aberto.
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Uma generalizacao do problema gravitacional de N-corpos (Newtoniano) con-
siste no movimento de N particulas de massa m;, i1 = 1,.... N movendo-se no

espaco euclidiano R?, cujas equacoes de movimento sdao dadas pelo sistema

i mimj(qz' = Clj] : .
m;q; = —a <) §iet bowwnp N, (3)
; |la: — q;f|*+?

onde a > (. Quando a = 1 obten-se o problema classico de N-corpos e quando
a > 2 o problema ¢ chamado de problema de forca forte @l O problema ([3)
¢ chamado de problema de N-corpos com potencial homogéneo. Existem muitos
resultados sobre as singularidades neste problema, veja por exemplo ﬂ_lﬂ Em
particular é possivel extender o resultado obtido por Painlavé (se uma solucao tem
uma singularidade em um instante t* entao a solucao necessita se aproximar do
conjunto das singularidades) e também o resultado obtido por von Zeipel para
a > 1. Podemos encontrar na literatura um trabalho recente onde os autores
estudam propriedades das solucoes singulares. Em particular, eles caracterizam o
conjunto de condi¢oes iniciais que levam a solucoes globlamente definidas ou que
levam a solucoes singulares.

Neste trabalho vamos abordar o estudo das singularidades nos trés problemas
mencionados acima: O problema gravitacional (newtoniano) de N-corpos, pro-
blema de atracao gravitacional de corpos massivos e no problema de N-corpos
com potencial homogéneo. Para atingir nosso objetivo devidimos a dissertacao em
quatro capitulos, sendo que o primeiro deles tem como objetivo servir como um
breve estudo do que serd discutido ao decorrer dos demais capitulos. Inicialmente
sera abordado uma teoria inicial de sistemas Hamiltonianos, e em sequéncia, um
estudo sobre um dos principais problema da mecanica celeste, o problema de N-
corpos. Discutiremos a formulacao matematica do problema, que consiste em um
problema de valor inicial para um sistema de equacoes diferenciais de segunda or-
dem, o teorema de existéncia e unicidade, e por fim, um estudo sobre a existéncia
ou nao de solugoes de equilibrios para este tipo de problema.

No capitulo 2, dando continuidade ao estudo do problema de N-corpos, vamos
estudar os resultados classicos sobre exist éncia de singularidades das solucoes deste
tipo de problema e a natureza das mesmas. Estudamos primeiramente quando

acontece o colapso total do sistema dos N-corpos. Em seguida, apresentaremos
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os resultados classicos a respeito das singularidades devidos aos matematicos Paul
Painlevé e Von Zeipel. O principal resultado deste capitulo consiste em mostrar
que as singularidades no problema de trés corpos sao devidas a colisao. Finaliza-
mos o capitulo com a demonstracao do Teorema de von Zeipel e uma aplicacao
deste teorema para o problema colinear de N-corpos. Neste capitulo seguimos os
resultados das referéncias [11], [14] e [20].

No capitulo trés, trataremos do estudo de resultados sobre as singularidades em

problemas de atracao gravitacional por corpos massivos. Estabeleceremos condi-
coes sobre a funcao potencial para obter uma condicao suficiente para determinar
a natureza das singularidades neste problema. Considerando um caso particular,
vamos Investigar a existéncia de singularidades assim como sua natureza quando
0 corpo massivo ¢ um anel circular homogéneo. As singularidades sao completa-
mente caracterizadas quando a particula se move no mesmo plano do anel. Este
capitulo disserta sobre os resultados principais obtidos em [1f e @

O 1ltimo capitulo, tem como objetivo apresentar resultados sobre as singula-
ridades no problema de dois corpos com potencial homogéneo. Vamos considerar
o movimento dos corpos no plano com o parametro satisfazendo o > 2 (problema
de forca forte). Veremos que este problema possui uma particularidade quando
comparado ao problema de dois corpos newtoniano, visto que, neste 1ltimo, as
colisdes (colapso) s6 podem ocorrer para valores do momento angular nao nulo,
enquanto que neste problema podem ocorrer para valores do momento angular nao
nulo. Vamos dar uma caracterizacao do conjunto das condicoes iniciais que deter-
minam uma solucao singular e as que determinam solucoes globalmente definidas.

Discutiremos aqui os resultados obtidos em .

(g |
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Capitulo 1

Preliminares: Definicoes e
Resultados Basicos

Este capitulo tem como proposta apresentar a linguagem e os fatos basicos
necessarios para a compreensao dos principais resultados deste trabalho.
Ao decorrer deste capitulo, apresentaremos defini¢oes e resultados gerais da

teoria de sistemas Hamiltonianos e o problema de N-corpos.

1.1 Sistemas Hamiltonianos

O sistema Hamiltoniano é um sistema com 2n equacoes diferenciais ordinarias

da forma

ol (11)

onde H = H(q, p.t) ¢ uma func¢ao escalar definida em um aberto O C R" x R" xR
denominada funcao Hamiltoniana do sistema. Os vetores q = (g1, - ,q,) e
P = (p1.- - .p.) sao chamadas de posicao e momento, respectivamente, e ¢ é o
tempo. O mimero natural n é dito grau de liberdade do sistema. As variavels
q e p sao ditas varidveis conjugadas. (Quando a funcao Hamiltoniana depende do

tempo, dizemos que o sistema Hamiltoniano tem n graus e meio de liberdade.

Digitalizado com CamScanner


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

Podemos descrever o sistema Hamiltoniano de forma matricial, para isto, defina

aH
dzq
zz(q)?,)r:( 0 In)egzgzvﬂz ; _ (1.2)
P _In 0 aH
aEEn
Logo o sistema ([1.1) pode ser reescrito da seguinte forma
z = JVH(z,t), 1.8}

onde J é denominada matriz padrao. Temos que J ¢ uma matriz anti-simétrica
J! = —J ortogonal J~! = J! e além disso, J* = —I e det.J = 1.

No caso especial em que a funcao Hamiltoniana H independe do tempo, ou
seja, H : O — R, onde O C R?" é um conjunto aberto, a equacao diferencial
(1.3) é autonoma e o sistema Hamiltoniano é dito conservativo. Neste caso, se ¢
¢ solucdo de (1.3), para qualquer @ em R, a funcdo ¢* : I +a — O C R® x R"
definida no intervalo I +a ={s+a:s € I} por p* = ¢(t —a) também é solucao
de (1.3), ou seja, as trasnlagoes no tempo nao alteram as solucoes. Em particular,

tomando a = tg temos
©o(t — to, 20,0) = p(t, 20, Lp).

Neste caso, também pode-se eliminar a depéndencia de 3 na solucao, podendo-se
escrever a solugao como @(t, zg) assim podemos dizer que as solugoes sao curvas
parametrizadas em O C R?", e O ¢ denominado de espaco de fase.

A seguir exibiremos uma definicao e um resultado referente a sistemas Hamil-

tonianos autonomos

Definicao 1.1. Uma integral primeira para (|1.1) é uma funcio nao constante

F:U — R, onde U € aberto de R™ x R™ de classe C*™ que € constante ao longo

das solucoes de ([1.1)), ou seja,

%F(cp(t,zn)] =0, Vtel.

onde (t, z) é a solucao de ([1.1) com condicao inicial ©(0, zg) = zq.

Proposicao 1.1.1. Em um sistema Hamiltoniano auténomo a funcao H € uma

integral primeira.
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Demonstragao: Consideremos a funcao Hamiltoniana H = H(q,p) e scja

©(t) = (q(t), p(t)) solucao de (|1.1). Defininamos H ao longo de ¢ por

H(p(t)) = H(q(t),p(t))

Assim, para todo ¢ temos,

FH(e) = FH(@a(), . aa(),p1(t), -~ . pa(t))
:qu-fj‘l—[—-"—}—Hqﬂ'qn—'_le 'p]_{_“'—[_Hpn‘ﬁ”
:{:quijp}

Desta forma, H(p(t)) = H(q(t),p(t)) ¢ uma quantidade preservada ou uma
constante de movimento, ou seja, H(q(t),p(t)) = h. para qualquer f no intervalo

da solucao,onde A ¢ uma constante em R. Neste caso, dizemos que o sistema

Hamiltoniano (|1.1)) é conservativo, e dizemos simplesmente que H representa a

energia do sistema. E ainda, o conjunto definido por >, = {(q.p) € U; H(q,p) =
h}, para um valor arbitrario de h € R, é chamado de superficie (ou variedade) de
energia.

Notemos que, o fato de H ser uma integral primeira implica que as solucoes

estao contidas em alguma superficie de energia h, ou seja, se (q(t), p(t)) denota

uma solucao de ({1.1) entao H(q(t),p(¢)) = h., onde h pode ser negativo, nulo ou

positivo dependendo da solugao. Portanto, ), é um conjunto invariante, isto é,
se uma solucdo com condicdo inicial estd sobre ), entdo ela permanecerd em ), |
para todo f.

Na literatura, a maioria dos fenomenos estudados que tem como formulacao
matematica os sistemas Hamiltonianos, prevalecendo os sistemas Hamiltonianos
nao lineares que sao complexos de serem estudados. Sabendo disto, tenta-se re-
correr de alguma forma a um sistema linear correspondente. Assim, nesta secao,

apresentaremos alguns resultados sobre sistemas Hamiltonianos lineares.

Dizemos que o sistema Hamiltoniano (1.3|! ¢ linear quando for possivel escreveé-

lo na forma

7= JS(t)z = A(t)z, (1.4)

8
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onde A(t) = JS(t) ¢ chamada de matriz dos coeficientes do sistema e S(t) uma
matriz simétrica para cada t. Neste caso, a funcao Hamiltoniana ¢ uma forma

quadratica dada por

H = H(z__t) — %ZTS(t)Z. (1-5)

Vamos verificar que de fato a funcao (|1.5) é a funcao Hamiltoniana do sistema

({1.4) para o caso 2 x 2. Isto ¢, z = V,H. Inicialmente vamos denotar S, uma

(5 <)

E}} pode ser reescrito da forma,

(3)-(40) () ()
(g)z(—?g;;ﬁp) )
=)

ou seja, H = %[aqz + 2bpq + cp*). Consequent emente,
()= (%)
f" _Hq |

A seguir, enunciaremos a definicao de matrizes Hamiltonianas e alguns resul-

matriz simétrica, por

q
p

o

Assim, para z = ( ) , 0 sistema

ou scja,

Por sua vez,

como queriamos verificar.

tados relevantes para compreensao de certos aspectos que abordaremos no texto.

Definicao 1.2. Uma matriz A € My, x2,(R) € dita Hamiltoniana se satisfaz A* J+
JA = 0.

Observe que a matriz A(t) do sistema (|1.4) ¢ Hamiltoniana. Pois,

JA(t) = J2S(t) = —=S(t) = S@)J? = S(t)TJJ = —(JS(@))TJ = —A(t)T J.

Agora, vejamos alguns resultados que caracterizam matrizes Hamilt onianas.
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Teorema 1.1. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

1. A é Hamiltoniana

2. .A=JAY]

3. A= JR, com R simélrica
4. JA € simétrica

Demonstracao: Inicialmente, suponhamos que a matriz A seja Hamiltoniana.

Lembremos que J~! = —.J. Entdo, usando a definicao de Hamiltoniana

ATJ + JA=0
JA=—AT]
A= JY(-AT])
A= JATJ

Isto mostra que 1. implica 2.. Agora, consideremos A = JA?J. Tome R = A'J,

notemos que R ¢é simétrica, pois
B =A== T==04{4=A" =R

Suponha A = JR, com R simétrica. Entao, JA = J*R = —R. Dai, como —R
¢ simétrica, segue que JA é simétrica. Por fim, se JA é simétrica entao JA =
(JAY' = ATJ' = —A TJ. Assim, A’ J + JA = 0 e pela Definicao ([1.2) A é

Hamiltoniana.

Como consequéncia deste teorema e da definicao de sistemas Hamiltonianos
lineares, a matriz A(¢) dos coeficientes de um sistema Hamiltoniano linear ¢ uma

matriz Hamiltoniana.

Proposicao 1.1.2. O polinémio caracteristico de uma matriz Hamiltoniana A €

Ms, w9, (R) é uma funcao par.
Demonstracao: Considere o polindomio caracteristico de A

p(A) = det(A — \I), (1.6)

10
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Pelo teorema anterior temos que A = JS, onde S é uma matriz simétrica e pelas

propriedades da matriz padrao .J. segue
p(A) =det(JS — M) = det([JS — A]!) = det(S* J*' — X\I) = det(—SJ — )

= det(J2SJ + A\J?) = det(J(JS + AI)J)
= detJ - det(JS + M) - detJ = det(JS + A1) = p(—)

Segue da proposi¢ao acima que o polinomio caracteristico p(A) dado em ({1.6]),

contém apenas poténcias pares de A. Portanto, se este tem uma raiz do tipo A =
a + 1b, necessariamente, —\ = —a — ib também serd raiz. Se A = 0 ¢ um autovalor,
este terd multiplicidade par. Por outro lado, desde que A é uma matriz com

coeficientes reais, entao A também serd um autovalor de A. De fato,

p(A) = det(A — M) = det(A — \I) = 0.

Resumindo, se A ¢ um autovetor de A entao —A, A, —A também serao.

Teorema 1.2. Sejam A e B matrizes Hamiltonianas de mesma ordem. FEntao

Al aA (a €R),A+ B e [A. Bl = AB — BA também sio Hamiltonianas.

Demonstracao: Observe que, pelo fato de A ser Hamiltoniana, usando o teo-
rema {ED podemos afirmar que A = JA*.J e pelo fato de J? = —1I,

(AN T+ JAT = AJ+ JAT = (JAT))J + JAT = —JA" + JA" =0.

Assim, A? ¢ Hamiltoniana.

Por sua vez, para aA, temos (aA)'J + J(aA) = a(ATJ + JA) = 0.

Note que (A+ B)'J+J(A+B)=A'"J+B'J+JA+JB=0,logo A+ B é
Hamiltoniana, e de maneira analoga mostra-se que A — B ¢ Hamiltoniana.

Por fim, consideremos o caso de [A, B]. Como A e B sao Hamiltoniana, temos

que A=JR e B=JS com R e S simétricas. Entéo,
[A,B] = JRJS — JSJR = J(RJS — SJR).
Escrevendo P = (RJS — SJR) temos que P é simétrica. De fato,
PP'=S"JJR -R'J'S =-SJIR+RJS=P.

11
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Com isso, pelo teorema (|1.1) concluimos que [A, B] ¢ Hamiltoniana.

A seguir vamos caracterizar uma matriz Hamiltoniana quadrada de ordem 2.

Proposicao 1.1.3. A matriz
a b
A == ( c d ) & j‘fﬁnxﬂn(ﬁ)

¢ Hamiltoniana se, e somente se, a’ +d =0 e b e ¢ sdo simétricas.

Demonstracao: Escrevendo a matriz A em forma de blocos,

‘4 = ( 2 2 ) 1{1'.'51 Evde ﬂfn}{n(ﬁjr

temos - T i 0
T v C=C a’ + B
W iamgem (ST ) (00,
ou seja,
c—cl =0 -b=0ea' +d=0.
Portanto, c=c!’,b=0b" ea®l +d = 0. i

1.2 O Problema de N-corpos

Para apresentar a formulacao matematica do problema fundamental da Meca-
nica Celeste, o chamado problema de N-corpos, precisamos lembrar de algumas
nocoes de Fisica.

Comecamos com seguintes pressupostos da Fisica Newtoniana:

e a mecanica classica: ou seja, pressupomos o espaco tempo Newtoniano e a
existéncia de referenciails inerciais, 1sto ¢, em relacao aos quais valem as trés
Leis de Newton da Dinamica, a saber: a Ia.Lei ou lel da inércia afirma que

um corpo permanece em estado de movimento retilineo e uniforme a menos

12
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que sofra a acao de uma forca; a Za. Le: diz que a acao de uma forca sobre

um corpo ¢ a taxa de variacao de seu momento linear,

F— P

=
(no caso de uma particula com massa m > 0 e velocidade v, tem-se p = mv
e a Za.Ler fica: F = ma. onde a é a aceleracao da particula; note que a
massa ¢ uma medida da inércia); a Ja.Lei ou lei da acao e reagao, diz que se
um corpo exerce uma forca sobre outro, este também exerce uma forca sobre

o primeiro, de mesma intensidade mas em sentido contrario.

e a lei da gravitacao universal: a forca de atracao gravitacional entre
qualsquer duas particulas de massas m e M, a uma distancia r > () entre si,

tem intensidade:

onde G ¢ a constante de atracao gravitacional.

F

1

Como em todo modelo matematico de problemas fisicos, vamos trabalhar sob

certas simplificacoes ou 1dealizacoes, a saber:

(i) os corpos celestes (por exemplo, planetas) sao consideradas como particulas
(ou "pontos materiais" ), logo destituidos de estrutura interna, sendo a massa

a sua unica propriedade intrinseca;

(7¢) nao ha outro tipo de interacao entre as particulas além da atracao gravita-
cional e supomos que o sistema de N-corpos estudado esta 1solado do "resto

do universo".

1.2.1 Formulacao Matematica do Problema de N-corpos

Suponha escolhido um referencial inercial, que modelamos como o R?. Consi-
dere entao NV > 2 particulas, indexadas por 7 = 1.2.--- . N, com massas m; > ()
e que ocupam, no instante ¢ € R, as posigoes q;(t) = (g;1(t). ¢;2(?), g;3(t)). O pro-
blema fundamental da mecanica celeste é o de estudar a evolucao do sistema sob

a acao das forcas gravilacionais.

13
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A forca de atracao gravitacional que a k-ésima particula exerce sobre a j-ésima,

onde k # j, ¢ dada pela Lei de Gravitacdao Universal,

F,".IL' = GTHJTTI_{L- %k~ 9; 3
lak — q; I
Note que Fjp = —Fj;, € uma consequéncia da Ja.

Lei de Newton. Assim, a

formulacao matematica do problema de N-corpos gravitacional Newtoniano ¢ a

seguinte: dadas as posicoes q;(y) e velocidades q;(#y) de todas as particulas (7 =

1,2,---,N) num instante inicial {, € R, satisfazendo q;(ty) # qx(?o), se 7 # k;

estudar o seguinte sistema de equacoes diferenciais:

para j=1,---, N.

N
m;q; = E Gm;my %
k=1,k#j

lax — q;l*

(1.7)

Aqui usamos a notacao de Newton para derivadas em relacao ao tempo; por

exemplo, a velocidade da j-ésima particula no instante ¢ se escreve

X

aq; .\ . |
— () =q;(2).

Figura 1.1: Interacao entre as particulas m; e m; na formula¢ao do problema de

N-corpos.

14
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Denotamos também a norma (ou distancia) Euclideana usual em R? por:

3
o =l =l i= y Yo =
=1

Note que para cada j = 1,--- | N, a equagdo [1.7] é tdo somente a 2a. Lei de

Newton (equagoes de movimento) para a j-ésima particula, sendo o lado esquerdo
da resultante (ou soma) das forcas de atragao gravitacionais excercidas pelas outras
particulas sobre ela. Vemos que do ponto de vista matematico trata-se de estudar
um problema de wvalores iniciais, ou seja um sistema de 3N-equacoes diferenciais
ordindrias (nao-linear) de 2a. ordem.

E conveniente reformular o problema introduzindo a chamada funcao energia

potencial (gravitacional) do sistema:

U:RN\A —s (0, +00)

. Gm;my
1<j<k<N 9; 9k
onde q = (qi, -+ ,qy) ¢ um vetor 6/N-dimensional cuja a norma Euclideana cor-

respondente denotamos por |q| = v/||qu|[? + -+ + [[a~]*
Note que a funcao U(q) s6 est& definida para g fora do conjunto A = UjcjcrenA i,

COIll
Ajr ={d= (a1, .qn) € R*" : q; = qi.}, (1.8)

chamado conjunto singular.

Em R*Y\ A, chamado espaco de configuragaoes do sistema, a funcao U ¢ "suave",
ou seja, de classe C™ e, mais ainda, real analitica.

O problema de N-corpos pode ser reescrito na forma
5@, 5 (@), 5 (@), (1.9
com j = 1,---, N, com condicoes iniciais q;(fg) # q;(f0), se t # j, e v,({g) =
q; (o).

Por sua vez, este sistema ¢ equivalente ao seguinte sistema de 6/NV- equacoes de

m;q = Vq,U(q) = (

primeira ordem:
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q; =V
V= —VqU(@), j=1-,N (1.10)

J
(q(to), v(to)) € R*V \ A x R3Y,
onde definimos os vetores q(tg) = (q1(o), - ,qn(to)) e v(tg) = (vi(to), -+ , vN(to)).

O conjunto R*' \ A x R*' chama-se espaco de fases do sistema. Assim, de-
notando por y = (q.,v) os pontos deste espaco, onde q = (qq. - ,qy) e VvV =
(Vi,--+,Vn), 0 sistema de equacoes acima pode ser reescrito no formato ainda

mais abstrato:

=1y
{ Fg-n) _yoe (R3V\ A) x RV, (1.11)

onde

1 T 1 r
f) = (Vi o vw —Va U@, ——VauU(@).

Vemos entao que, do ponto de vista matematico, o problema de N-corpos consiste
em estudar o sistema dindmico acima.

No intuito de obter a funcao Hamiltoniana para o problema de N-corpos, temos
que, considerando N pontos materiais movendo-se em um sistema de referéncia
Newtoniano em R?, em que a tinica forca atuante, seja a forca gravitacional entre
0S mesmos. Seja g; o vetor posicao da i-ésima particula com massa m;. entao pela
segunda lel de Newton e pela lel da gravitacao universal temos a seguinte equacao
do movimento para a i-ésima massa,

N

. d: — q; oU
m;Q; = Gm;m; = ; [1.12)
2 lai —al® O

onde U(q) =U(qy. -+ .qn) ¢ o potencial Newtoniano definido por,

Gm;m;
iF= e ST 1.13
2 Ta-aql (1.13)

1<i j<N

e (G ¢ a constante gravitacional universal.

O sistema de equacdes diferenciais ([1.12) define o problema de N-corpos (for-

mulacdo Newtoniana). Seja ¢ = (¢1.--- .qn) € R3*Y. O sistema ([1.12]) escrito em

e

16
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sua forma vetorial é dado por:
Mq-VU(q) =0, (1.14)

com M = diag(my,ms,--- . my). A formulacao Hamiltoniana do problema é ob-
tida introduzindo os vetores dos momentos lineares. Defina p = (py,--- ,py) €

R*" por p = Mq, portanto p; = mi¢; ¢ o momento da i-ésima particula. As

equacoes do movimento dadas em (|1.14) assumem a forma,

{ § =H,=M>p
P =—Hy=-Uq4
onde M~! = diag (i, i cee ml_x_) ¢ a funcao Hamiltoniana associada ao sistema
aclma tem a seguinte forma
H(q,p) = i Ipdl” _ U(q) (1.15)
: 2m; ' |

1=1

1.2.2 Existéncia e Unicidade no Problema de N-corpos

A seguir iremos enunciar o teorema fundamental de existéncia e unicidade
de solucoes para o problema de N-corpos. Mas antes, precisaremos enunciar o
Teorema de Cauchy-Picard, cujo, ¢ bastante importante para a demonstracao.

Para assegurar a existéncila e unicidade de solucoes é preciso impor alguma
hip6tese adicional sobre o campo vetorial F. Uma hipétese suficiente ¢ a chamada

condicao de Lipschitz.

Definicao 1.3. Uma funcao F : @ C R* — R", onde ¢é um aberto, € dita
Lipschitziana em §) se exviste uma constante K > 0 (dita constante de Lipschitz)
tal que para todo bfx,y € (1,

F(x) - F(y)| < K|x—y|.

A funcao F' € dita localmente Lipschitziana em ) se, para todo X € €0, a F restrita
i bola By(xq) satisfaz a condicao de Lipschitz (com uma constante de Lipschitz

correspondente, que pode depender de X ).

Seguimos ao Teorema.

LT
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Teorema 1.3. (Teorema de Cauchy-Picard) Seja F' : By(ug) € R* — R”
continua e lipschilziana na bola By(ug), com constante de Lipschitz K, e tal que

|F'(u)| < M para u € Q. Entao o problema de valores iniciais

{ u = F(u),

U(f[}) — Uy
tem uma unica solugcao no intervalo Is =|tg — 0,19 + 0| onde 0 < § < min{%, f :
Demonstracao: Ver a demonstracao em . i

Estamos agora em condicoes de demonstrar o teorema de existéncia e unicidade

para o problema de valores iniciais.
Teorema 1.4. Considere o problema de valores iniciais

(Q1(to), - -+ a1(to), vi(to). -+, vn(to)) € (RPV \ A) x RV,
Demonstracao: Por simplicidade, vamos tomar a constante de gravitacao G =
1. Seja D > 0 tal que min;zrq;r(to) = % entao, o problema tem uma tnica
solucao, ao menos em um intervalo |t — ¢35 < 0, onde § depende apenas de D, das

massas ¢ da energia total. Consideramos o problema equivalente de la. ordem

{ y =fy)
y(to) =yo€ (R*\A) xR¥,

onde

. 1 i} 1
fly) = (Vlv """, VN, m—lvqlb (a), -, ;qu‘U(Q))-

N
ey = (q,v). A idéia entdo é checar que para |y — yo| < b tem-se |f(y)| < M e
aplicar o teorema de existéncia e unicidade, uma vez que f(-) é suave (analitica).
Comecamos notando que, como ¢;x(tp) > 0 para todo j # k, existe uma constante

D > 0 tal que a separacao minima entre as particulas no instante inicial satisfaz

, D
Q'min(t[]] — nlf-“j;ék‘}’jk(tﬂ] = E

Suponha entao que |y — yo| < 2. Como |y — yo| = Vg — qo|? + |v — vo|?, segue

que |[g—qo| < T e|v—1u| < 2.

18
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Lembrando que |g — qo| = \/2;1 lq; — q;(to)||?, segue que para j=1.--- N
temos ||q; — q;(to)|| < 5. Afirmamos que para j # k.

D
= lloy — aull > 7

De fato, isto segue da desigualdade triangular:

i8]
5 S 4ik(to) = lla;(to) — ax(to) | < lla;(to) — ayll + lla; — qell + llax — ax(to)ll;

logo,

D
||%—Qk||}——[|%(fn] %||—||fllﬁ—qk(fn)||25————= ik

Portanto, temos que min;+,qjr > %, logo = Ei ¢ com 1sso vamos obter uma
- Qmin

estimativa para Vo, U(q). Mais precisamente, como

1 m;(q; — qk)
—Vq Ul(q) = : :
e VU@ = 2 g T

segue que, para k=1,--- . N

onde a constante ¢; depende apenas das massas.

Agora,
1 : .
ﬁ?nk||1|""r-=='”‘;|| E T;[l - Dtu i h
onde h é a energia total do sistema em t5. Mas de r,,;,(tg) > %, vem que - _1“[]} <
% e obtemos a seguinte estimativa:
Drfu Z 1 mj._ “: A
"”” 1{3{L{N
onde a constante A depende apenas de D e das massas. Assim, parak=1,--- , N,
2
|vi]|* < —+V A+ h.
s
Como vy = (vy(tg), -+ , va(to)), segue que
|V(tﬂj| E Cay A -+ h,_,
19
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onde a constante ¢z s6 depende das massas. Pela desigualdade triangular,

D
v| < |v —vp| + |v(tp)] < = + caVA+ h = cs.

] o D e
Em suma, concluimos que se |y — yy| < %, entdo

16

)] < \/ + N+ (5) = m

onde M s6 depende de D, h e das massas. Aplicando o teorema [1.3] a prova esta

terminada. | |

1.2.3 Leis de Conservacao

Munidos do teorema de existéncia e unicidade podemos passar ao estudo de
uma das nocoes cruciais na analise do problema de N-corpos: as integrais, constan-
tes de movimento ou ainda "integrais primeiras". Sao também chamadas Leis de
C'onservacao, pols usualmente estao associadas a certas grandezas de significado
fisico fundamental e que permancem constantes ao longo do tempo. No que se
segue supomos que y(t) = (q(¢). p(?)) ¢ a solucao do problema de N-corpos com
dadas condicoes iniciais.

A existéncia de integrais de movimento ¢é muito importante pois fornece in-

formacgoes valiosas sobre o comportamento das solugoes (ver definicao (@ de
integral primeira). Por exemplo, se a fun¢ao I(y) é uma integral, entao sabemos
que a solucao do problema de valores iniciais esta restrita a uma superficie de nivel
desta funcao, reduzindo de uma unidade a "dimensao"do problema.

Diz-se que integrais I;.--- , I,, sao independentes se os gradientes V, ,;1;.-- - .
Vg, pil,. sao vetores linearmente independentes.

Vejamos a seguir uma proposicao que descreve propriedades relacionada a in-

tegrals de movimento no problema de N-corpos.

Proposicao 1.2.1. As dez integrais de movimento cldssicas do problema de N-

COTPOS SA0:
1. a energia total H:

2. as componentes do momento linear total P:

20
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3. as componentes do centro de massa do sistema Ron;
4. as componentes do momento angular total L.

e ligadas, respectivamente, ds leis de conservacao da energia, do momento linear,

do movimento do centro de massa e do momento angular.

Demonstracao: 1. A demonstracao desse item ¢é obtida a partir da proposicao

({1.1.1)), usando a funcao Hamiltoniana H associada ao problema.

2. Primeiramente, definimos o momento linear total do sistema:

N
P = Z m;Pp;

J=d

que é simplesmente a soma dos momentos lineares das particulas individuais. Para
deduzir sua lel de conservacao, soma-se os termos nos dois lados da equacao de

movimento para obter:

Zqu‘} T T GIH ﬂl_:L (qh _ ) _ 07

3=1 71=1 k=1.k#j

uma vez que cada termo ¢ cancelado por um outro com sinal oposto. Segue que,

0= Z m;q; dt(i quj) ;t(i mj.pJ) d{;’ (1.17)

que ¢ a Lel de Conservacao do Momento Linear. Temos entao que
P =

para um vetor constante a. Note que temos trés integrais de movimento, corres-
pondendo a cada componente do vetor P.

Agora, como

segue que,

ijq}- = at + b, (1.18)
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para um vetor constante b, o que resulta em mais trés integrais.

3. A equacao (1.18|: tem a seguinte interpretacao. Considere a massa total do
N

sistema, M = Z m;, entao o vetor posicao do centro de massa (CM) do sistema
i=1

¢ definido por
1 —
R, = Wi zl m;q;.
j=

que ¢ a média ponderada das posicoes das particulas onde os "pesos''sao as res-
pectivas massas. Do que vimos acima decorre que R,,, = 0 e podemos reescreve

a equacao acima como

R.-:m — Pf:mf S Rl’h (]-]-9)

P _ a
M M

equacao diz que, nao importa quao complicado ¢ o movimento das particulas, o

onde P, = ¢ a velocidade do CM e Ry = % sua posicao inicial. Esta

C'M do sistema tem movimento retilineo e uniforme.

A equacao ([1.18) também equivale a chamada Lei de Conservagao para o Mo-

vimento do Centro de Massa,

dG
dt

N
1=1

Uma vez que o C M tem movimento retilineo e uniforme, entao o referencial

=0,

onde

G

]

do CM ¢é um referencial inercial, e portanto no qual valem as Leis de Newton.

Considerando as posicoes das particulas em relacao ao C'M.

E]j =q; — Rr_'m-.

entao, como Rem = 0. segue que as equacoes de movimento tém a mesma forma
quando escritas em termos dos vetores q; quanto em termos dos vetores q;. Sem
perda de generalidade vamos supor de agora em diante que o centro de massa esta
fixo na origem:

Rctm = 0.

Assim, as leis de conservacao do momento linear e do movimento do C'M ficam:
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f N
Z m;q; = 0,

di=1

¢ 5
E m;p; = 0.

L j=1

totalizando 6 integrais de movimento independentes.
4. Finalmente, definimos o momento angular total do sistema de particulas, em

relacao a origem (no caso, o C'M) por:

N
L:=) mjq; X 4;, (1.20)
j=1

que ¢ uma medida da "rotacao"do sistema (em relacao a origem).
Fazendo o produto vetorial pelo vetor q; nas equacoes de movimento, e so-

mando, obtemos:

_'n'I'T _|n|||:r J:"lr
G G?H 11y
zqu‘jx%:z Z 1_3 q; X qr =0,
j=1 =1 k=Lhpl ki
onde usamos q; X q; = 0 e q; X q;. = —q; X q;. Comparando com a equagao (|1.20),

obtemos a Lez de Conservacao do Momento Angular,

dL  d [ _
T =E(ijqj qu) = 0.

J==

Portanto, L = ¢, para um vetor constante ¢, 3 integrais de movimento adicionais.

Em resumo obtivemos as dez integrais de movimento classicas. Observe que
todas sao funcoes algébricas das posicoes, velocidades e do tempo.

As Leis de Conservacao tém muitas aplicacoes no estudo do problema de N-
corpos. A seguir, veremos dois resultados importantes que serao utilizados em
resultados do proximo capitulo, sao eles: a identidade de Lagrange-Jacobi e a
desiqualdade de Sundman.

Estes resultados sao expressos através de uma grandeza muito util chamada

momento de inércia do sistema de particulas, definido por:
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N
1
=3 2 mll’ (1.21)

que, a grosso modo, & uma medida da dlstrlbuit;ﬁn:r espacial das massas do sistema.
Agora enunciaremos o Teorema de Euler, que serd um resultado importante
para a demonstracao da Identidade de Lagrange-Jacobi (uma das aplicagoes do

problema de N-corpos), que usaremos com certa frequéncia ao decorrer do texto.

Lema 1.2.1. Dada uma funcao f(x) homogénea de grau v, isto €, f(axr) = o® f(x)

entao

r-Vf(z) = af(x).

Lembrando que na mecanica, a energia cinética total do sistema de particulas
¢ dada por
1 N
| 2
— 5 Z mi|]vj|| 3
j=1
obtemos uma identidade importante para o problema de N-corpos envolvendo esta

quantidade.

Lema 1.2.2. (Identidade de Lagrange-Jacobi) No problema de N-corpos te-

TrLos
=9 - F=T%h=U4% 2.

Demonstracao: DBasta fazer o calculo explicitamente. Derivando a expressao

({1.21) com respeito a t, obtemos

I= Zm‘,q} q; =1 =ij|]vj||2+2m

7=1 j=1

_2T+§:% Vo, U=2T -0,

=1

onde na ultima identidade usamos que

-U(x) = qu qu(.IZ
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que segue do fato da energia potencial U ser uma funcao homogénea de grau —1

e da aplicacao do seguinte resultado, se f ¢ homogénea e diferenciavel em U, entao

r-Vf(r)=af(zr), onde a é o grau da funcao (ver Teoremall.2.1f). Asduas tltimas

igualdades no enunciado seguem imediatamente da conservacao da eneregia. i

Outro resultado importante ¢ dado pela seguinte desigualdade.

Lema 1.2.3. (Desigualdade de Sundman) Considere o momento angular total

N
do sistema, ¢ = Z-quj X V;, € seja ¢ = ||c||. Entao
J=1

Z-<AI(I —h).

Demonstracao: Irata-se de uma aplicacao da desigualdade de Cauchy-Schwarz

da algebra linear. Temos que

N N N
e =llell <Y _millas x vill <3 _msllaslllivill = Q_ vmslia ) (vmsllvsl)
j=1

j=1 j=1
N N
= ij||q?—||'3_ ij.-ijHE < V2IV2T = VAIT,
\ = \ =
e o resultado segue da identidade de Lagrange-Jacobi na forma T = I—h. |

1.3 Solucoes de equilibrio relativo

Como j4 mencionado anteriormente o principal problema no estudo de N-
corpos ¢ exibir explicitamente uma solucao do problema. Dado um sistema auto-
nomo de equacoes diferenciails as primeiras solucoes buscadas sao as solucoes de

equilibrio ou estacionarias. Uma solucao de equilibrio para o problema de N-

COTPOs (1.12': ¢ uma solucao satisfazendo q;(t) = qi(tp), para todo i =1,...,N.
Se existisse tal solucao teriamos q; = 0 ou equivalente
oU
= [, parat= 1,2 =y N. 1.22
5~ O P . (1.22)

No entanto, a funcao potencial U é homogénea de grau —1, entao pelo teorema de

Euler para funcoes homogéneas,

e
157 |
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ﬁr

oU
P 1.23
g—1 qxaqr: L ( )

Como U ¢é a soma de termos positivos, logo também ¢é positivo. Se (|1.22) fosse

verdade, entdo o lado esquerdo de (|1.23) seria zero, o que da uma contradicao.

Assim nao ha solucoes de equilibrio do problema de N-corpos.
Um equilibrio relativo do problema de N-corpos ¢ uma solucao onde a confi-
guracao permanece uma isometria da configuracao inicial, como se a configuracao

fosse jum corpo rigido. Mais precisamente temos a seguinte definicao

Definicao 1.4. Uma solugao q(t) = (qi(t),qz2(t),...,qn(t)) do problema de N-
corpos € chamada de equilibrio relativo se existe w(t) € SO(S]H tal que

qi(t) = (t)q:(0),

para todot=1,...,N.

Solucoes de equilibrio relativo sao portanto solucoes para as quails cada corpo
esta fixo relativamente a um sistema moével de coordenadas baricéntricas. Isto
porque as forcas de atracao miutua seriam compensadas pelas forcas centrifugas
devidas a rotacao de cada corpo em torno do centro de massa do sistema. Para
um observador que girasse em torno do eixo ortogonal ao plano das 6rbitas, com
a mesma velocidade angular, as particulas pareceriam estar paradas, dai o nome
solucao de equilibrio relativo. Por exemplo, no problemas de trés corpos estas
solucoes existem e foram descobertas por Euler no caso colinear e por Lagrange
no caso nao colinear.

Para estudar estas solucoes vamos escrever as equacoes do movimento em um
sistema de coordenadas que gira com velocidade angular w constante em torno de

um eixo fixo. Consideremos o referencial movel e;(t), ea(t), e3(t) em R? definido

por
e; = (cos(f(t)), —sen(A(t)),0)
e; = (sen(6(t)),cos(6(t)),0) (1.24)
es =(0,0,1).

'O grupo de rotacdo ou SO(3) é o grupo de todas as rotacbes sobre a origem de um espago
euclidiano tridimensional R® sob a operacio de composicio
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Entao, temos

él = GEE, ég — —éEl._ Eq = U
Usando estas formulas, se denotamos
q; = £e; + ne; + (es, (1.25)

obtemos para a velocidade e a aceleracao as seguintes expressoes

q = (5 — ﬂé)el + (7 + éé)ei + Ces, (1.26)

G = [(€—€6%) — (nb + 260)]er + [(ij — n6?) + (€6 + 2i)0)]ez + Ces. (1.27)

Para um sistema rotatoério com velocidade constante, (t) = wt, temos f = w e
# = 0 de modo que por (1.26‘; e (|1.27)) temos

a4 = (E—wn)er+(j+wles+Ces, & = (€—2wi—w?)er+(ij+2wE —w’n)es +(es.
Observemos que
i X @i = (¢ — ¢ — w€)er + (C€ — £C + wnl)es + (€ — né + w(€* +71°))es.
Em particular, se q; move-se no plano &7, temos ( = 0 e obtemos
Qi X 4 = (67 — 1€ +w(E* +n?))es,

Logo as equacoes do movimento do problema dos N-corpos no sistema giratorio

(que gira com uma velocidade angular constante w) é dado pelo sistema:

éi — 2w, — U-f'zfi — L_Ul._i
i + 2w€; — win = LUy, (1.28)

G = iUH,i

parai=1,...,N,onde U;; = Vq,U - e, para 3 =1,2,3.

Suponhamos agora que cada particula move-se no plano &7, e sejam (&, n;,0)

suas coordenadas na base e; (j = 1,2, 3). Entao, as equacoes do movimento (1.28|i

se reduzem as seguintes:

é:‘ — 2wn; — wzfi = nl_HUl_.z'
i + Qadét- —win = "11—_Ug_,z-. (1.29)
2T
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Teorema 1.5. Fizada a velocidade angular w, uma solugao r;(t) = (&(t), n:i(t)),

1 =1,...,N, do sistema (I.EBQ) ¢ uma solucao de equilibrio relativo se, e somente

se, (&(tg). m:i(to)) € uma solucao do sistema algébrico

—w = Uy,

g

1.30
, . (1.30)

e g mibz._:'-

para 1 =1...., N.

Demonstracao:
Para uma solucao de equilibrio relativo pela definicao da base considerada para

colocar as equagoes de movimento, temos &;(t) = &(tg) e n;(t) = n;(tp), de modo

que as derivadas em ([1.2 9|! se anulam e, por conseguinte, as condicoes iniciais dao

uma solucao para o sistema algébrico (1.3[]|;.

Reciprocamente, se (&, 7;) representa uma solugao para o sistema (1.3[]|i entao
pondo q;(t) = &eq(t) + n;es(t), obtemos uma solugao de equilibrio relativo &;(1),

n;(t) com velocidade angular w. B

De maneira andloga podemos escrever a funcao Hamiltoniana do problema de

N-corpos ([1.15) em coordenadas giratorias. Para 1sso defina

0 1 ]
K—[_l U]’ exp(wKt) =

CcOS Wi sen wit

1.31
—senwt coswt |’ ( )
matrizes 2 x 2. e considere o problema de N-corpos em R?. Entdo os vetores g;, p;
sao 2-vetores. Introduza um conjunto de coordenadas que gira uniformemente com

frequéncia w por

u; = exp(wKt)q;, v; =exp(wKi)p; (1.32)

Como K ¢é simétrica, exp(wKt) ¢ ortogonal para todo t, entao a mudanca de
variaveis ¢ simplética. A funco restante ¢ — Y wu] Kv;, ¢ chamada de termo de
Corililis ou forca de Coriolis. Assim o Hamiltoniano do problema de N-corpos em

coordenadas giratorias é dado por

2

H(v,u) = Z [v:

2m;

N
— Z wu; Kv; — U(u) (1.33)
i=1

i=1
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e as equacoes de movimento sao

oU
a'h‘,g .

u; = v; +wKu;, v;=wKuy;+

(1.34)

Para encontrar um equilibrio em coordenadas giratorias, temos que resolver

u; = v; = 0, e estas condicoes levadas a equacao (|1.34) nos fornece

ou
2
L i P []
et 8?13,:
Para o problema de N-corpos em R® basta considerar (
com
0 1 0]
K=|-100
0 0 0|
29

1.32

p——

.

1.33|i e

Digitalizado com CamScanner


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

Capitulo 2

Singularidades no Problema de
N-corpos

Pelo Teorema [1.4] (Teorema de existéncia e unicidade do problema de N-

corpos) obtivemos que o problema de N-corpos (por simplicidade consideremos
t[] = “’)

m;q; = Vq,U(q), j=1,-- __TN
(q(0), q(0)) € (R3N \ A) x R3N

possui uma tnica solugao q(t) = (qi(t). -+ ,qn(f)), a0 menos num intervalo de
tempo (w—-,wy+ ), talvez muito pequeno (solugao local). Para fixar idéias, conside-
ramos apenas a evolucao futura do sistema, ou seja em [0, w, ).

Por outro lado, novamente da teoria das EDO’s | sabemos que existe um in-

tervalo maximal de existéncia, digamos [0,1*), com 0 < T < #* < +oc. E natural
perguntar se este intervalo coincide ou nao com [0, +00). Isso leva a nogao de uma

singularidade no problema de N-corpos.

Definicao 2.1. Se t* < 400, diz-se que a solugao q(t) = (qi(t),--- .qn(t)) tem

uma singularidade no instante t =t*. Caso t* = +0o¢ a solucao € dila reqular.

Um exemplo de singularidades no problema de N-corpos sao as colisoes, que
sera discutido na secao seguinte. Mas, serd que existem outros tipos de singulari-
dades?

A questao da natureza das singularidades no problema de N-corpos foil abor-
dada pelo matematico francés Paul Painlevé, o qual obteve varios resultados fun-

damentails, os quais veremos neste capitulo. Finalizamos este capitulo com os
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resultados obtidos por von Zeipel, onde ha uma caracterizacao das singularidades
em termos do comportamento do momento de inércia total do sistema quando 7 se
aproxima da singularidade. Como aplicacao do Teorema de von Zeipel, estudamos

as singularidades no problema colinear dos N-corpos.

2.1 Colisoes e Colapso Total

Considere o vetor q(t) = (qq (%), ..., qn(?)) que fornece as posicoes das particulas

correspondentes a uma solucao do problema de N-corpos dado por (|1.12]).

Definicao 2.2. Diz-se que ocorre uma colisao no instante t* se cada qj(t) tem
limite finito, 3 = 1,--- . N quandot — t,, sendo que dois deles ao menos sao

iquais, isto €, para algum i # k : qi(t*) = qu(t*).

Equivalentemente, uma colisao ocorre quando o vetor g(¢t) = (q1(t),..., qn(?))

converge, quando t — ¢,. para um ponto ¢* € A, onde A ¢ o conjunto singular

3.

As colisoes sao exemplos de singularidades das solucoes do problema de N-

corpos. Note que se ocorre colisao em t* < o0, entao

limU(q(t)) = +oo,

L—>i*

De fato, existe um par 7, k£ tal que o

1
lim

= —{—I.1
>t ||lgi — g

e as equacoes de movimento ([1.12) nao fazem mais sentido. Em particular, pela

conservacao da energia, a velocidade de alguma(s) das particulas diverge quando
t — t*. Uma questao natural que abordaremos adiante é de saber se existem outros
tipos de singularidades além das colisoes.

As colisoes sao eventos "raros" ou "atipicos": pode-se provar que o subconjunto
das condicoes iniciais do problema de N-corpos que levam o sistema a uma colisao,
¢ um subconjunto "pequeno'"no espaco de fase no sentido de terem volume (medida
de Lebesgue) zero (ver detalhes em [17]).

Devemos mencionar que as colisoes sao idealizacoes matematicas, uma vez que

estamos lidando com pontos materiais. As colisoes reais entre objetos celestes
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sao eventos extremamente complexos e de grande importancia, por exemplo, para
entender a formacao do sistema solar. Ademais, tudo indica que os efeitos de
uma colisao da Terra com um asterdide foram a causa provavel da extincao dos
dinossauros ha cerca de 65 milhoes de anos atrés.

Definiremos a seguir um conceito relacionado a colisoes em relacao ao problema

de N-corpos.

Definicao 2.3. Diz-se que ocorre o colapso total no instante t* (finito ou nao) se

todas as particulas colidem no mesmo ponto.

No problema de N-corpos podem ocorrer colisoes duplas, triplas, quadruplas,
etc. No caso N = 3 as unicas possibilidades sao colisoes duplas ou triplas (colapso
total).

Veremos a seguir um resultado importante relacionado ao estudo do colapso

total. Seguimos ao seguinte Lema:

Lema 2.1.1. O momento de inércia I do sistema de particula do problema de

N-corpos definido por (1.21) pode ser expresso como

N
1
I'=337 > - mymellgill®

i<k
Demonstragao: Lembrando que ¢;; = ||q; — qy||, temos para j. k=1,--- | N,
N N N N
Somjllay =l = Y mylla 2+ Y mllal® - 20k (3 mja;).

Como por hipotese o CM estd em repouso na origem, o 1ltimo termo é zero, assim

a equacao acima fica:

N
Y “mjllq; — qil|* = 21 + Mq;.

j=1
Multiplicando agora por my e somando em k de 1 até N vem que

N 'y
Y mp Y mygy = 2IM + 2IM = 4IM,

k=1 j=1
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Por outro lado,

P'ur

N N N N
o 2 _ 9 =
My, m;q;; = MEM;q . = MEIN;Q 5

k=1 j=1 k=1 j=1 j<k
assim,

N N
1 :
2y mumgy =4IM  — 1= i > mymy|gil?,

i<k j<k

como desejado.

O importante corolario a seguir mostra que v/I é uma estimativa da separacio
méaxima entre as particulas enquanto que U~! é uma estimativa da sua separacao

minimea.

Corolario 2.1.1. Sejam I o momento de inércia do sistema de particulas e o U
o potencial gravitacional, existem constantes positivas A, B,C e D, que dependem

somente das massas my,--- . my, tais que:

AVI< Q< BVI,

CU-! < q < DU-!

onde Q = Qin = ﬂ;élil Gt € Q = Qraz = ﬂ;af: qjr Sao, respeclivamente, a Separagao
J J7k
minima e mdrima entre as particulas.

Demonstracao: Considere mg = min m;. Pela definicao de (), temos
1<i<N

N
QE < Z Q’j.l.-g-.
j<k

Usando o Lema [2.1.1] e a defini¢ao de my, temos que

N N
1 1

M Z mﬂijkz <= oM Z'mjmkqjif

j<k T j<k

1 N 1 N N ﬂ, 1— QE
S (zM Zmim*)QE - (ﬁ 3 Zmimk)Qi -1

j<k j=1 k=1
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Ou seja,
mni M

dae € ,
20 ¢

ou ainda,trabalhando de modo separado as desigualdades acima, tem-se

2M . 4 2 V2M
I>Q°> =1 — —VI<QZ< VI,
mﬂﬂ M M Mg
e tomando A = % e B = "riﬂ’f, chega-se na primeira desigualdade.
= M?
Por outro lado, como Z?njm;f = , temos
j<k
N .
Gm: L GJIJ
U < 2= < : 2.l
Vo e (2.1

j<k
Além disso, paral < 3,k < N,

U > Gmmy - Gmj

ik ik

1

e como em cada instante ao menos um dos ¢;.s ¢ igual a ¢. temos

2
U > G?” (2.2)
Juntando (2.1) e (2.2), vem que
Gm;? o i GM? ~ Gmg o GM?
g ~ T 2 i U_q_QU'

GM?

Tomamos entdo C' = Gmj e D = . e obtemos a segunda desigualdade. Sendo

assim, finalizando a demonstracao.

Uma consequéncia deste corolario é que se o colapso ocorre, ele se da na origem.

Corolario 2.1.2. Se ocorre o colapso total no instante t = t* (finito ou nao),

entao ele ocorre na origem.
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Demonstracao: Como por hip6tese todas as particulas colidem, temos que,

para todo j = 1,--- | N, existem e coincidem os limites lim q;(t) = q;(t*). Por-
t—>t*

tanto, se 7 # k,

lim ;. (t) = lim [|lq;(t) — qr(t)]| = lla; (") — qx(t")]| = 0.

f—t* f—t*

Como 0 < gnin(t) < q;x para todo j # k, segue que lim g,,;,(t) = 0 e pelo Corola-
i—1*

rio [2.1.T] vem que
N
. 1 g
lim 1() = > 3 m; la, [2(7) = 0.

f—st* :
j=1

temos que ||q;|| = 0, e dai que para todo j =1,--- | N, temos q;(t*) =0 B

O resultado seguinte mostra que o colapso total nao demora um tempo infinito

para ocorrer.
Proposicao 2.1.1. Se o colapso total ocorre no instante t = t*, entao t* < +oc.

Demonstracao: Suponha, por contradicao, que o colapso ocorra para t* = +oc.

(raciocinio andlogo vale para o caso t* = —o0). Pelo Corolario 2.1.2 para todo

7 # k, temos
lim ¢;x(f) =0= lim q(¢) =0,

I—+o00 I—+00

onde q(f) = min;,q;; ¢ a separagao minima das particulas. Portanto, pela esti-
mativa do Corolario 2.1.1

-

lim U(q(t)) = +o0.

t—r4-0c

De fato,

C c
U(q(t)) iy(q(m = @‘EL(QU)L

calculando o limite com ¢ tendendo + oo da 1ltima desigualdade chega-se ao re-

< q(t)

sultado.

Mas, da identidade de Lagrange-Jacobi, 1(t) = U(q(t)) + 2h, decorre que

lim I(t) = +o0.

i— 400
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Portanto, existe t; > 0 tal que para todo ¢ > t; tem-se I(t) > 1. Integrando esta

desigualdade duas vezes no intervalo [t1,t], obtemos

t1? {2
10) 2 (1(t) - I(t) - =5 ) + () — )t + 5
entao segue que
1
I(t) > Etz + at + b,
onde a e b dependem apenas de ;. Assim,
lim I(t) = +o0,
t—r40C
0 que é uma contradicao. i

Note entao que o colapso total em ¢ = t* (necessariamente < oo) se, e somente

se lim I(t) =0.

t—+00

Podemos agora enunciar o teorema do colapso total, devido a Sundman (1907),
resultado ja conhecido por Weierstrass para o caso do problema de trés corpos (sem,

porém, té-lo publicado).

Lema 2.1.2. Seja
f:la,b] — R
r —y=f(x),

uma funcao duas vezes diferencidvel em (a,b) com f(x) > 0 e f"(x) > 0 em (a,b).

Se f(b) =0, entao f'(z) <0 em (a,b).

Teorema 2.1. (Teorema de Sundman-Weierstrass) Se ocorre o colapso total

no problema de N-corpos, entao o momento angular total é nulo: ¢ = 0.

Demonstracao: Secjat® < oo o instante do colapso total, que supomos positivo,

sem perda de generalidade. Entao, como visto na secao anterior, para todo 7 # k,

lim Qmin(t] - U._.
-

t—

e portanto pelo Corolério 2.1.1

lim U(t) = +o0.

f—L*
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t)

Figura 2.1: Gréfico da funcao I(t).

Portanto, pela desigualdade de Lagrange-Jacobi,

lim I(t) = +o0.

t—t*

Logo, para t numa vizinhanca de t* temos I(f] > (). Por definicao temos que

I(t) > 0, e como I(t*) = 0, usando o Lema [2.1.2] tem-se que I(f) é estritamente

e

decrescente nesta vizinhanga (ver Figura |2.1 :

se t € [t1,13], onde ty < t*, entdo — I(t) > 0.

Considere agora a desigualdade de Sundman na forma:
2

. &
TS _ak
(J_Lﬂﬂ_

para t € [ty.15]. Multiplicando por —I(t) > 0, obtemos:

2 2] :
—II > ——— —hl.
ou seja,
1d . c? d d
—ee P (] = 1
sart 2 " ga 2 —hy
Integrando ambos os lados de t; a 3 obtemos:

I(t,)
I(t2)

1 ., 5 c?
—5[%(t2) = P(0)] 2 Tn |
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ou, reagrupando,
2

%111 Eg;;] < h[I(ty) = I(t)] - %[fz(tz) = 12(t)].

Mas, I(ty) — I(ty) < I(t3) e I?(t;) — I*(t3) < I*(t1), e temos entdo que

¢ _ hi(t) + I2(t1)

4 - In [F4)]

I{ig}
Observe que
: . : I(tq)
tgli}il I(t2) =0¢e igl_t}lflt (I(fz]) = 00,

com t; fixo, entao o limite do lado direito da desigualdade acima ¢é igual a zero.

Logo ¢? € 0 = ¢ =0, concluindo assim a demonstracao do teorema.

2.2 Uma Caracterizacao das Singularidades

Veremos em seguida uma caracterizacao demonstrada por Painlevé, que nos
diz,sobre a ocorréncia de singularidades examinada das equacoes de movimento,
que esteja ligada a possibilidade de que as distancias g;;(f) entre alguma(s) parti-

culas tornarem-se arbitrariamente pequenas quando ? tende t*.

Teorema 2.2. (Painlevé, 1895) Uma solugao do problema de N-corpos possui

uma singqularidade no instante t* se, e somente se,

lim gin(t) = 0,

f—t
onde qmin(t) = q(t) = minjzrq;i(t)

Demonstragao: (<=) Suponha que tlil}] Imin(t) = 0 e que, por absurdo, nao
_} -

ocorra uma singularidade no instante ¢ = t*. Entao a solucao q(#) ¢ uma funcao
suave para todo ¢ num intervalo limitado [t;,%*] com extremidade #*. Portanto

existe uma constante by > 0 tal que

q(t)] < by
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neste mesmo intervalo. Segue das equagoes de movimento que os vetores Vq,;U(q(?)).
j=1,---, N também sao limitados. Pelo teorema fundamental do cdlculo (com-

ponente a componente) e usando a desigualdade acima, obtemos:

() —at) = | / &i(s)ds|

(2.3)
£

Logo, pela desigualdade triangular,

Q@) < [qt) —a(t™)| + [a(#")] < by + [q(t")] = bs,

para todo t € [ty 1*].
Como [[4(t)]| < |4(#)] paraj =1, , N ¢

LU(at) = 3 Vo Ulal) - 4

Jj=1

aplicando a desigualdade de cauchy schwarz, temos

§=1

ZUa)| = ivqjv(q(m 4,

) (Z Vo ao)r) (ilmlﬂ)%

= Vg, U(a(®))llllall < b,

d
segue que EU(q(t}] ¢ limitado e portanto U(q(t)) é limitado.
Mas p::-.la estimativa do Corolario 2.1.1

F

lim ¢,,;»(t) = 0 = lim supU(q(t)) = +oc,

L—+1* t—1*

donde U(q(?)) nao poderia ser limitado. Esta contradicao leva a concluir que #*
tem de ser uma singularidade.

(=) Suponha que ocorra uma singularidade em ¢ = t*e se quer mostrar que,

lim g,,:.(t) = 0.

L—i*
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Como lim Sup ¢min(t) > liminf ¢, (t) > 0, basta mostrar que lim sup;_,;« Gmin(t) =
_}t

t—st* :
0. Suponha, por absurdo, que fosse

lim sup gmin(t) = D > 0.

i—t*

Entao existe uma sequéncia {t,},>; com lim (¢,) =t* e tal que
- v—+00

b hpialdy) =0 0.

v—40c

Ademais, para v suficientemente grande e para todo j # k. temos

D

qﬂf(tﬂ) 2 q:nin(tu) B E

Ora, entao estamos em condicoes de aplicar o teorema de existéncia e unicidade

(Teoremall.4) com condigoes iniciais y(t,) = (q(t.), p(t.)). Ouseja, se | y—y(t,)| <
D

— temos |f(y) < M, onde M depende apenas de D, das massas e da energia total

h (e esta altima ¢ a mesma que em ¢t = () pois o sistema ¢ conservativo). Portanto,

o problema de N-corpos com condicao inicial y(¢,,) tem uma tnica solu¢gao num

intervalo |t — t,| < 5’ onde 0 > 0 depende apenas de D, das massas e h.

)

Tomando v suficientemente grande tal que |f, —t*| < 5 Vemos que as equacoes

de movimento tem uma tnica soluc¢ao no intervalo:
=t <[t -t [+t — 7] <O

Mas, nesse caso (e usando o teorema de solugoes maximas) a solucao partindo de
t = 0 fo1 prolongada para além do mnstante #*e portanto, este ultimo nao poderia
ser um Instante de ocorréncia de uma singularidade. Esta contradicao conclui o

teorema. | |

2.3 (Colisoes e Pseudocolisoes

Considere a distancia entre um ponto ¢ e o conjunto singular A, definida por

plg,A) = inf [g — 2],

temos a seguinte classificacao das singularidades do problema de N-corpos:
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e Colisoes : quando f1i11t1 q(t) = q" € A, isto é, seja q(t) atinge um dado
e
ponto de A, ou ainda p(q*, A) = 0:

e Pseudocolisoes : quando q(f) se aproxima de A quando t — t*, sem

aproximar de um ponto de A.

Ou seja, de um lado temos o caso "intuitivo"das colisoes, em que a distancia
entre ao menos duas particulas ¢ zero em ¢ = *; o conjunto singular ¢ atingido.
Por outro, temos o caso em que a distancia minima entre as particulas tende a zero
sem que haja colisao. Este tipo de singularidade ¢ bem menos intuitivo. Assim,

ainda que lim g,,;,(¢) = 0 poderiamos ter, para certo par jk de particulas, que
t—t*

liminf gz () = 0 e limsupg;x(t) > 0,

t—t" t—1*

de forma que elas poderiam "oscilar", ora se aproximando ora se afastando entre,

;
sem nunca colidirem.

A seguir veremos que nao existem pseudocolisoes para N = 2, e quanto para N
= 3 veremos um teorema, demonstrado por Painlevé mostrando que o tinico tipo
de singularidade sao as colisoes.

De fato, se ocorre uma singularidade em ¢ = ¢*. entao pelo Teorema

Qmin(t) = q12(t) = ||la1(t) — q2(t)|| — 0, quando t — ¢~.

Entao,
1

It) = 337

qi2°(t) — 0, quando t — t*,

1
e lembrando que I(t) = i(mlqli(t] + maq2°(t)). concluimos que

lim q, () = lim q,(?) = 0,

t—i*

assim ocorrendo uma colisao.

A seguir, veremos um lema que nos trard informagao que ajudara na demons-
tracao em um dos principais resultados desse capitulo, que so existe colisoes para
o problema de N=3. No caso, o lema seguinte afirma que o momento de inércia

tem limite quando ¢ tende a #*.
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Lema 2.3.1. Se ocorre uma singularidade em t = t*, entao

lim I(t) = I" € [0, +].

t—t*

Demonstragao: Pelo Teorema [2.2| ocorre uma singularidade no instante ¢ = ¢*

se, e s0 se 111}1 Qmin(t) = 0. Disto segue que lim sup U(q(t)) = +oc e, pela identidade

i— t—t*
de Lagrange-Jacobi, lim I(t) = 4+oc. Logo, para t suficientemente proximo de ¥,
t—>t*

-

temos I(t) > 0, donde que I(#) é crescente numa vizinhanca de t*. Dai que I(#) &
mondtona (crescente ou decrescente) nesta vizinhanca. Lembrando que I(f) > 0.0

lema segue. i

Diante disto, seguiremos com o seguinte teorema

Teorema 2.3. (Painlevé, 1895) No problema de trés corpos, todas as singulari-

dades sao colisoes.

Demonstracao: Pelo Lema, I* € [0, +0oc]. Se I* = 0, segue do teorema de
Sundman-Weilerstrass que ocorre o colapso total, ou seja uma colisao muiltipla, e
nao ha nada a demonstrar.

Suponha entao que I* > (0 (possivelmente = +o00). Mostremos inicialmente
que a partir de certo instante em diante o mesmo par de particulas assume a
separacao minima q,,;,. Como lim I(t) = I'* > 0 segue do Corolario [2.1.1] que, de

t—t*
certo instante em diante e para uma certa constante D > ( temos

anﬂ:f:(t) == Tnﬂ-Ij:}ékQJk(t] 2 D > 0.

D
2 1

Por outro lado, pelo Teoremaf2.2| vem que de certo instante em diante g,,,;,(t) <

D
ou seja, para ao menos um par jk de particulas tem-se: g;.(t) < —.

2

Afirmamos que de certo instante em diante o mesmo par de particulas assume

a distancia minima q,,,;,. Caso contrario, em algum instante ¢ dois pares (digamos

D
12 e 23) trocariam o papel de @i, € teriamos: @min(t) = qi2(t) = ¢u3(f) < i

Mas 1sso nao ¢ possivel pois, por um lado, da desigualdade triangular aplicada ao

triangulo com vértices nas particulas my, my e ms, ver Figura tem-se:

qw(ﬂ = Q’u(t_) o Q’gg(ﬂ < I
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Por outro lado, terfamos ¢13(f) = @maz(t), a0 passo que ¢ma(t) > D a partir de
certo instante em diante.

Mostremos agora que os vetores posi¢ao q;(t), com j = 1,2, 3, tém limites
bem definidos quando ¢ tende a t*. De fato, como uma das particulas, digamos a

ms (seguindo o exemplo acima) acaba por afastar-se definitivamente das restantes

D D

my e ma(e com qi3 > > e (o3 > E) segue das equacoes de movimento que para

t numa vizinhanca de t*,

Gml Gmg 4 4
sl < < Gmi— + Gmy— = A,
1% < 13° ¥ q23° ' D2 " ‘D2 |

para uma constante A. Portanto, para instantes t,, e t,, numa vizinhanca de t*,

[Va(ta) = valtm)ll = I [ " Gis(s)ds|

T

t
tn
5 / las(s)llds < Altn —tm| — 0,
t

rri

pois tn,tm — t*. Segue do critério de convergéncia de Cauchy que vs(t) = qa(t)tem
limite bem definido quando ¢ tende a #*. Em particular ¢ limitado: para ¢ numa
vizinhanca de #* temos

lvsll = llas]| < B,

para uma constante B. Um argumento analogo ao que acabamos de fazer nos leva

entao a concluir que
lim q3(t) = C,

L—1*

onde C é um vetor constante.

Mas pela le1l de conservacao relativa ao movimento do centro de massa, temos

m1qy(t) + maqa(t) = —msqs(i).

42r<D/2

q12<D/2

Figura 2.2: Triangulo com vértices nas particulas m,, my e ms.
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adicionando miqz(t) —miqa(t), ao primeiro membro da igualdade acima, obtemos

ma(qi(t) — ga(t)) + (1 + m2)qa(t) = —maqs(?).

Como lim ¢12(¢) = lim ||q:1(¢) — q2(2)|| = 0, segue que,
t* !

t— —t*
: _ Mg BT |
el = e, O T k)

Em outras palavras, temos uma colisao binaria em ¢ = t* e o teorema esta de-

monstrado. | |

Uma das ferramentas importante que nos auxilia na demonstracao no caso
para N = 3, é aplicar a desigualdade triangular no triangulo de vértices de massas
mi, My € mz, no qual, impossibilitando, aplicar para o caso de N > 3.

Do resultante relevante para o problema de N corpos levantado por Painlevé
h& cerca de um século atras, para N = 3, que todas as singularidades sao devido
a colisao, nao conseguindo estender seu resultado para N > 4, Painlevé propos o

seguinte desafio:

Conjectura 2.1. (Conjectura de Painlevé, 1895) O problema de N-corpos,

para N > 4 admite solucoes com singularidades do tipo pseudocolisoes.

Esta conjectura mostrou-se extremamente dificil e ficou em aberto até recen-
temente. O primeiro progresso fol obtido pelo fisico e astronomo sueco E. H. von
Zeipel, que propos uma caracterizacao alternativa para colisoes e, a fortiori, para
pseudocolisoes, resultado conhecido como, O Teorema de von Zeipel, que sera visto
na proxima secao.

Para N > 5 foi comprovado que existem singularidades pseudocolisionais (ver

@) Mas, para o caso N = 4 este problema ainda permanece aberto.

2.4 Teorema de Von Zeipel

Um dos resultados mais importantes sobre as singularidades ¢ fornecido por

Hugovon Zeipel. Em seu trabalho |21], o autor mostrou que se as posicoes de

todas as particulas permanecem limitadas quanto ¢ se aproxima de ¢* (supondo
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que a solucao experimenta uma singularidade em #*), entao esta singularidade se

2
deve a uma colisao. Em outras palavras, uma pseudocolisao s6 pode ocorrer se o
sistema de particulas se torna ilimitado em tempo finito.

Uma etapa importante para demonstrar o Teorema de Von Zeipel é construir
uma decomposicao apropriada do espaco (R?)" e em especial decompor o mo-
mento de inércia I como uma soma. Antes de passar a demonstracao do teorema,

vamos trabalhar com o processo de decomposicao e resultados associados a esta

decomposicao. Os resultados desta se¢ao foram baseados nas referéncias [11] e [14].

Comecamos defindo um produto interno em (R*)" de maneira a simplificar o

momento de inércia. Considere o espaco (R?)" com produto interno

N

(0,p) =) miq; - pi, (2.4)

=1

onde o produto interno no somatario ¢ o produto interno canénico de R*. O

momento de inércia ¢é redefinido em termos da norma induzida pelo produto interno

definido em @), assumindo a forma

I(q) :=||q| quu (2.5)

¢ a norma canonica de R?. Denotamos VU o gradiente de U com respeito

onde |
ao produto interno (2.4), ou seja, VU(q) ¢ o vetor de (R?)™ tal que

DU(q)p = (VV(q),p), para todo p € (R”)",

onde DU : (R*)" — R ¢ a derivada de U. As equacoes de movimento do problema

de N-corpos podem ser escrita na forma
q=VU(q) (2.6)

Desde que as particulas sao identificadas pelos inteiros del até N, denotamos ainda

por A" o conjunto das N particulas

Se g ¢ um subconjunto de N, nos identificamos este conjunto como um subsistema

formado pelas particulas do subconjunto . O conjunto de pontos do conjunto
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singular A, correspondente ao subsistema de particulas g é o conjunto
A, ={qe€ (R*)";q; = q;, paratodo i,j € u}.

Os pontos de A, podem ser denominados como os pontos do colapso total do
subsistema . Se p tem um tnico ponto entdao A, = (R*)"Y. Se p = {i.j} entao
Ap=A0y={q=(a,---,qv) ER* : q; = q;}.

Seja I' uma particao de N, ou seja, I' ¢ um conjunto de subconjuntos de N
mutualmente disjuntos cuja uniao ¢ todo N. A particao de N corresponde a
decomposicao do sistema inicial em subsistemas, cada um dos quais, corresponde

a um elemento da particao. O conjunto correspondente ao colapso total em cada

Ar = () A,

pel

subsistema ¢ o subsepaco

Se 1 ¢ um subconjunto de N, entao o centro de massa do correspondente

subsistema é definido como
Ra=(Tma )/
1EN 1E 1

Usamos o centro de massa para definir o seguinte mapa linear

T : (RE)N — (Rﬂ)mg
onde a i-ésima componente da aplicagao é (nmrq); == R,qsei € pcl.
Entao 7 ¢ uma projecao ortogonal cujo niicleo ¢ o espaco
Xr = {q e R)"; Z miq; = 0 para todo u € I'}.
i€
e cuja imagem ¢ o conjunto Ap.

Desta maneira, para cada particao I'

(R?)Y = Ker(ar) ® Im(nr) = Xr ® Ar,

ou seja, o espaco (R?)Y pode ser escrito como uma soma direta dos subespacos Ar

e Xr. Se escrevemos Il = id — 7, entdo IIr é a projecio ortogonal de (R?)" em

Xr. Desde que Iy (q) € Ker(mr), chegamos a
lall* = [|mrall* + [ TIrq]|”. (2.7)
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Discutimos agora brevemente o significado fisico desta tltima expressao. Observe
que
[ J— 2 — F 2
Ir(q) := ||mrq||* = E | E m; | |R.ql",
nell 1Eu
¢ o momento de inércia de um sistema de particulas consistindo, para cada u €

I', a uma particula ficticia de massa ) .. m,; localizada no centro de massa do

1E 1
subsistema correspondente a p.

Também podemos obter
Jr(q) = Teq|® = > Ju(q).
el

onde

Ju(@) ==Y milq; — R,q>.
1EL

Entao Jr(q) ¢ o momento e inércia com respeito ao centro de massa do subsis-

e

tema de particulas correspondente a p. A equacao (|2.7) nos diz que o momento

de mércia do sistema pode ser decomposto na soma dos momentos de inércia de
cada subsistema com a soma do momento de inércia do sistema composto de uma

particula ficticia (com massa » .. m;) no centro de massa de cada subsistema.

1EU
O potencial U pode ser decomposto seguindo o mesmo caminho acima. Defi-

nimos 5
m;m; 5 T
= - se 1 # 7,
Uij(q) :== ¢ 2|ai — qj (2.8)
| 0. se i = j,

entao o potencial U é escrito como
U(q) = E E Ui;(q).
I'EJH‘JFJE.-'%"
(Quando visto como um sistema isolado do resto do sistema, o subsistema corres-

pondente a p tem a funcao potencial dada por

Vula) := Z Z Uij(a).

ey JEN

Para uma particao I', escrevemos

v(@) =) Vu(a), (2.9)

per
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que é a energia potencial total de todos subsistemas isolados. A energia potencial

restante ¢
Ur(q) :==U(q) = Vr(q), (2.10)
que se deve a Interacao entre as particulas do subsistema. Para ser mais preciso

no processo da decomposicao da energia potencial, se nos escrevemos

2.2 Us@.  sepnv=0,

Li,,;((]) = tEp jeEV (211)
0. se |t = v,

entao temos que

Ur(@) =) > Uula (2.12)

p€rl vel

A partir da férmula @) obtemos a seguinte identidade

Vr(q+z) = Vr(q), para todo z € Ar. (2.13)

De fato, basta observar que se z € Ar entao zz € A, para algum p e portanto
zi = z;. Entao Ujj(q + z) = Us;;(q) e segue a identidade (2.13)) segue.
Lembrando que Ar = I'm(ar), entao da identidade (2.13) segue que

Vr(q+7rp) = Vr(q)  paratodo p € (R®)™.
Differenciando a tltima equacao com respeito a p e fazendo p = 0 obtemos que
DVr(q)mr = 0.
e desde que 7 @ uma projecao ortogonal, temos que
mrVVir(q) = 0.
Combinando esta tltima equagao com as equacoes ([2.6) e ([2.10) obtemos que
mrq = mrVUr(q), (2.14)

onde usando esta tltima equacao, podemos obter a identidade

T I(a(t) = 2lmea (@) + 2Amealt). VU (a()) (2.15)

Com os resultados desenvolvidos acima, estamos com condicoes de provar o

seguinte Teorema
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Teorema 2.4 (Teorema de Von Zeipel). Seja g(t) uma solugao do problema
de N-corpos (2.6). Se q(t) exprimenta uma singularidade em t* e se I(q(t)) —
I* < 00 quando t — t* enitao exriste q* € A tal que q — q* quando t — t*.

Demonstracao: 5Seja

A* = () d(at.t))

t<t*
onde (q(t,t*)) ¢ o conjunto imagem da solucao no intervalo (¢,%*) e ¢l denota o
fecho topolégico em (R?)?. Desde que (q(t.%*)) é ndo vazio e limitado, seu fecho
¢ nao vazio e compacto. Desde que A* é a intersecao de conjuntos nao vazios e
compactos entao A* é nao vazio e compacto.
Além disso, A* ¢ um subconjunto de A. Seja [* = ilil:l I(q(t)) entao temos que

I(q) = I'" para todo q € A*. Para cada partigao I' definimos
Ay =" T A

Sobre o conjunto de todas as parti¢oes I' tais que A} # () escolha uma com a
cardinalidade minima. No restante desta demonstracao, I' denotara esta particao

fixada com cardinalidade minima. Esta escolha da particao nos assegura que todos

os denominadores da funcao definida em (2.12) sao nao nulos para todo q € A} e

dai que Ur(q) esta definido neste conjunto. Desde que A} é compacto, existe uma

vizinhanga G de A} em (R?)? e uma constante M (dependendo de G) tal que
IVUr(q)|| < M and |{mrq,VUr(q)) < M, para todo q € G. (2.16)
Introduzimos as varidveis z € Ar e z € X da seguinte maneira
z =mrq € Ar, r = IIrq € Xr.

Identificando o produto cartesiano de X com Ap com a sua soma direta, podemos
escrever

(z,2) =z +2=q € (R®".

Entao temos que um dos dois casos abaixo deve ocorrer.

Caso 1. A* nao ¢ um subconjunto de Ar.

Caso 2. A* é um subconjunto de Ar.
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Primeiro assuma que vale o Caso 1. Escolha um subconjunto B € Ap, cujo fecho

B é compacto, tal que A} C B C B C G. para cada o > 0 defina

D, :={z € Xr;||z|| € ¢}

Denotamos D, o fecho e 0D, a fronteira de D,. Escrevemos
K; i=D0; X B'C (R,

Desde que dB ¢é um conjunto compacto e desde A* N 0B = () existe oy > 0 e
t, < 1* tal que
q([to.t*)) N (D,, x OB) = 0. (2.17)

Escolhemos dentre os 05 0 menor de maneira que

K,, CG. (2.18)

~

Do fato de A* nao ser um subconjunto de Ar, existe um o € (0, 04) tal que para
infinitos valores de ¢ proximos a t*, satisfazem q(t) ¢ K,. Daqui em diante nos

fixamos o este tal valor mencionado acima. Escolha t; proximo a t* tal que
I(q(t)) — I*| < 0*/12. para t; <t <t (2.19)

Como q(t) se aproxima do infinito de forma arbitraria proximo de A} quando

t — t*, entao q(?) necessita entrar e permanecer em K, quando t — t*. A

propriedade ([2.17) implica que q(f) entra e permanece em (D,, X OB) para t

suficientemente proximo de t* (¢ > t;). Desta maneira podemos encontrar um

intervalo |7y, 73| satisfazendo as seguintes condicoes:
(I) q(t) € Ko, para 7o < t < 73,

(II) Jr(a(m)) = Jr(q(rs) = o2,

(II) min Jr(q(7)) < 0%/2,

TO<T<T3

(IV) 173 — 19 < 0/V3M.
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As condicoes (I) e (II) ocorrem conforme justicado no parragrafo acima. A con-
dicao (III) pode ser encontrada pois q(#) se aproxima arbitrariamente de A} para
valores de t proximos de t*. A condicao (IV) segue do fato que as trés primeiras
ocorrem para t arbitrariamente proximo de t*.

Seja T € (19, 73) o instante em que Ir(q(t)) atinge seu valor maximo. A equagao

(E} implica que

I(q) = Jr(q) + Ir(q).

As equacoes ([2.19) e (III) implicam que

Ir(q(7)) > I* — 70°/12.

Por outro lado, as equacoes @) e (IT) implicam que
Ir(q(ms)) < I* — 116%/12.
Das duas tultimas desigualdades segue que
Ir(a(7)) = Ir(a(7s)) > o?/3. (2.20)

por outro lado, usando as expressoes dadas em E@.l[’m), 2.16), (2.18) e (I)

obtemos

2
%fr(q(ﬂ) 2i—ald,  pARATSES T

Desde que em 7 temos um maximo local para I, concluimos que

Ir(a(7)) — Ir(q(7)) = —M(r3 — 7)*.

usando a condicao (IV), obtemos que

Ir(q(7)) — Ir(a(ms)) < 0°/3,

e esta ultima desigualdade contradiz a expresao dada em . Concluimos entao
que o caso 1 nao pode ocorrer.

Precisamos mostrar que deve ocorrer o caso 2. E imediato verificar que z(t) — 0
quando ¢t — t*. Além disso, como A* = A} entao G ¢ uma vizinhanca de A*.

Assim, existe t5 tal que q(t) € G para t; <t < t*.
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A equacao ([2.6) implica que
£(t) = mrVUr(q(1)),

que quando combinado com ([2.16), implica que

3

Z(t) < M. paraty <t <t
Desta maneira z(#) necessita se aproximar a q* € Ar quando ¢t — ¢*. Portanto
q(t) = z(t) + z(t) > 0+ q* quando t — t*,

e a prova esta concluida. i

Como consequéncia do resultado acima, vejamos um caso do problema de N-

corpos que também nao admite pseudocolisoes, a saber, o caso retilineo.

Teorema 2.5. (Saari) Se as N particulas estao restritas a mover-se numa reta

fiza com relacao ao CM. entao todas as singularidades sao colisoes.

Demonstracao: Vamos supor que a reta coincide com o eixo x do referencial

do CM. Sejam q;.--- .qy as posicoes das N particulas ao longo desta reta, da
N

esquerda para a direita. Como estamos no referencial do C'M, temos Z m;q; =0,
=1
e portanto temos segue que q; < 0 e gy = 0 em cada instante. Veja Figura 2.3

Suponha, por contradicao, que exista uma singularidade pseudocolisional no

instante ¢t = t*. Entao, pelo teorema de von Zeipel, temos que lim I(f) = +oc.
t—t*

Logo, da estimativa do Corolario [2.1.1| vem que lim ¢,,,.(1) = +oc. Como as
t—i*

particulas nao podem trocar a ordem de seu posicionamento ao longo do eixo,

temos que ¢maz(t) = |qn(t) — q1(t)| e portanto teriamos linfl lgn(t) — q1(t)| = +o0.

t—
Afirmamos que lim gy (#) = +o00. De fato, suponha que qy(#) fosse limitado e,
t—1*
N
portanto, do limite acima, temos que lim ¢,(f) = —oc. Entao, como Z m;q; = 0,
t—t*
j=1
temos que
CM x
i i ¢ & -
g q: 0 dy

Figura 2.3: Configuracao do problema de N-corpos colinear.
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N

ZT”iQi(t):_mIQI(t) —F 0,
j=2

quando ¢ — t*. Ora, i1sto implica que para algum 2z = 2.--- . N — 1 tem-se

limsup q;(t) = 400, e como gy estd & direita de todos os outros g; , segue que
t—*

limsup gy (f) = +o0, contradizendo a hipotese de gy(t) ser limitado. Em resumo
t—st*

até o aqui, se ocorre uma pseudocolisao em ¢ = t*, entao lim qy(f) = +oc.
i—t*

Por outro lado, a equacao de movimento para a N—ésima particula é

'Iﬂjq'i\r(f) — Z G’mﬂ-—mj | qJ_— q?|q :
j%N QJ q_h..,

e como g; < qy para j = 1,--- N — 1, segue que gy < 0. Ou seja, gn(f) tem

concavidade para baixo, logo nao pode ser que lim gy (f) = +00. Essa contradicao
i—t*

prova o teorema.

Note que no problema de N corpos retilineo podemos afirmar que sempre ocorre
uma singularidade (que serd necessariamente uma colisao). De fato, suponha que
nao ocorra singularidades. Como estamos no referencial do C M, segue que sempre
gy(t) > 0 (gy = 0 somente no caso do colapso total, que ¢ uma singularidade
colisional). Por outro lado, da equacao de movimento acima temos sempre que
gn(t) < 0. Ora, estas duas condigoes sao incompativeis para uma funcao qy(?)

definida para todo ¢ € R. Logo, necessariamente ocorre uma singularidade.
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Capitulo 3

Singularidades em Problema de
Atracao Gravitacional por corpos
MAass1vos

Nesta secao nos consideramos o movimento de uma particula no espaco euclidi-
ano R? atraida pela for¢a gravitacional criada por um corpo massivo com dimensoes
finitas e distribuicao de massa uniforme (corpo massivo homogéneo). Denomina-
mos este problema como problema de atracao gravitacional por um corpo massivo.
O objetivo principal deste capitulo é estudar a natureza das singularidades deste
problema em especial quando o corpo massivo tem a forma de um anel circular.

No estudo do problema de N-corpos considera-se o movimento de particulas
pontuals que se movem sob a acao da forca gravitacional mitua entre elas. Para
tratar de problemas mais realistas, baseado na astronomia e astrofisica, podemos
considerar o problema de um corpo de massa muito pequena movimentando-se
sob a atragao gravitacional de um corpo massivo (ou um sistema de corpos mas-
sivos) de forma irregular. Em geral os asterdides possuem forma irregular, alguns
planetas possuem a forma elipsoidal e nao esférica. Além disso planetas e alguns
asteroides possuem sistemas de anéis ao seu redor. Recentemente os autores em @
encontraram um sistema de anéis em torno do asteride Chariklo. Veja figura

Ha um interesse pelas agéncials espacials em pousar sondas em planetas ou até
mesmo em asterdides. Neste sentido é necessario conhecer a dinamica de pequenos
corpos ao redor destes objetos celestes. Devido a complexidade em obter a forca

gravitacional (e entao o potencial gravitacional) induzido pelo corpo massivo de
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Figura 3.1: Animacao artistica do sistema de anéis ao redor do asteroide Chari-
klo. Foto retirada do endereco eletronico: https://skyandtelescope.org/astronomy-
news/chariklo-an-asteroid-wit h-rings/

forma irregular, considera-se, em uma primeira aproximacao corpos massivos com
certas simetrias o qual pode ser tratado matematicamente. Por exemplo, corpos
massivos na forma de anel, disco ou um segmento linear.

Uma das motivagoes para considerar por exemplo o problema de uma anel
ciruclar, como foi mencionado por Broucke e Elipe em [8|, é considerar o aspecto
astrondmico relacionado com a dinamica dos anéis de Saturno, onde Maxwell em
1859 mostrou que um anel soélido seria instavel. Por outro lado, o cinturao de
asteroides pode ser aproximado por um anel continuo e seu efeito global na 6rbita
de Marte, por exemplo, é certamente nao negligenciavel e digno de investigacao.
Veja mais detalhes em |[1].

Os resultados deste capitulo dissertam sobre os resultados obtidos por [1] e [3].

3.1 Formulacao do Problema

Em uma primeira aproximacao, consideraremos a atracao de uma particula
material P e um corpo M com distribuicao de massa uniforme e com centro de

massa O no sistema euclidiano tridimensional Ozyz.

|
157 |
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Para obter uma expressao para o campo gravitacional gerado por um corpo

massivo de dimensao finita consideramos o seguinte procedimento. Imaginemos o

sOlido massivo subdividido em n cubos por meio de retas parelelas aos eixos coor-

denados, excluindo-se se de consideracao quaisquer cubos que toquem a fronteira.

Vamos supor que haja m tais cubos e que o k-ésimo cubo tenha volume AV}. De-

signemos por Qi = (&5, 1;. () o centro do k-ésimo cubo e vamos supor que toda a

massa do k-ésimo fragmento cubo esteja concentrada no seu centro. A massa do

k-¢ésimo fragmento cubico é dada por

Veja figura

3.1

AM, = 5(&,n}. G)AVk.

abalxo.

Figura 3.2: Esquema da aproximacao da forca gravitacional induzida pelo corpo
massivo a partir da subdivisao do corpo massivo em cubos de massa AM,. e centro

Qr = (&, m;, () cuja distancia a particula P é D, = (Qx — P).

Pela lei de gravitacao universal, a forca agindo sobre a particula P( massa m)

pelo pelo k-ésimo elemento de massa ¢ dada por

onde estamos supondo que a constante de gravitacao G = 1.

Fi

~ 1@k — PIP

(Qu—P),
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Portanto a forca induzida pelo corpo massivo sobre a particual pontual P é

aproximada por

Desde que Qx — P = (§f — z.9f — y.(f — z) e tomando uma particao com o
niimeros de elementos tendendo ao infinito e desta maneira passando ao processo

de integracao, obtemos que as componentes da forca Gravitacional F sao dadas

por
. ~—=m(& —x)0(&, M, ¢ ﬂ-ﬂ / (6
F = hm dM
x 2 : 2
Ti—r0o0 r—1 D
. ~—m(nt —y)d(&,nt. AV n—v) ,.
Fy — hm E : —m : dM
=00 1 D M D

= m(G = 2)0(E L AV (C—2) .
F, = lim ) s m | SprdM

k=1
onde dM = §(§,n,()dédnd¢ e D* = (z — &) + (n —y)* + (2 — ()%
De acordo com a segunda lei de Newton, se q = (z,y, z) denota a posicao da
particula P entao devemos ter

mq = —F.

O potencial gravitacional da particula P = (x,y, z) atraida pela forca gravita-
cional F associada ao corpo M é dado por

dM

Vil | T

(3.1)

onde D ¢é a distancia da particula P ao elemento de massa Observe que explicitando

D obtemos que a funcao potencial (|3.1) é dada por

f dM
VP +r2—2zf+yn+2C)

Yz, y,7) =

(3.2)

onde =z’ 4+ 9y’ +22ep’ =+ +
Desta forma, considerando a lel1 Newtonlana, o movimento da particula P,
submetida unicamente a atracdao gravitacional induzida pelo corpo M, é dado

pelo sistema de equacoes diferenciais de segunda ordem
q=—-VV(q),

=

5Y1
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ou equivalente em coordenadas

f (z — &)dM
M [22 + 32 + 22 4 p2 = 2(a€ +yn + 20)]2

" (y —n)dM
j= - —— ;- (3.3)
M 22+ 1y + 22 + p? — 2(z€ + yn + 2()]:

I | S

| 23

] el

. / (z — O)dM
M (22 +y? + 22 + p? = 2z +yn + 2()] 2

As equagoes de movimento (3.3|J podem ser escritas como um sistema de equa-

coes diferenciais de primeira ordem, com trés graus de liberdade, dado pelo sistema

Hamiltoniano _ -
P = —liq
. 3.4
{ q = HI—'*? ( )
onde a funcao Hamiltoniana associada é dada por
1 . dM
H(q,p) = 5(p; +p, + P2) —/ - (3.9)
2 ’ M /P + 12 —2(z€ + yn + 2()
O espaco de fase do sistema (|3.4) ¢ dado por
Q= {(q,p) € (R’ x R®);q ¢ M}. (3.6)

e o espaco de configuragoes ¢ R* \ M. O conjunto M ¢ chamado de conjunto
singular, o qual recebeu uma notacao diferente dquela usada no capitulo anterior,

pols coincide com o corpo massivo.

3.2 Singularidades no Problema de Atracao Gra-
vitacional por um Corpo Massivo

Nesta secao vamos discutir sobre as singularidades das solucoes do problema
egravitacional criado pelo corpo massivo com dimensao finita, isto ¢, queremos de-
terminar caracteristicas das singularidades do problema definido por ou [3.4]

No problema de N-corpos relacionam-se as singularidades do fluxo com as sin-

cgularidades do potencial. Como veremos mais adiante, no problema de atracao
gravitacional o potencial pode permanecer limitado quando uma solucao se apro-

xima do conjunto singular.
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Se (qo,po) € R*/M x R* é uma condicao inicial em ¢ = () entao pelo Teorema

de Existéncia e Unicidade de Equacoes diferenciais Ordindrias nés temos uma

tinica solugao de (j3.4), definida no intervalo maximal (w_,w,). Se wy; < oo (ou

equivalentemente w_ > —oco) entao dizemos que a solugao é singular e tem
uma singularidade em w; (respectivamente w_). O conceito de singularidades de

colisio ¢ o mesmo que no problema de N-corpos , ou seja, se q(t) solucao de
T

ou w”), entao a singularidade ¢ chamada

(3.3) tem uma singularidade em w
de singularidade de colisao ou singularidade devida a uma colisao se existe
q* € M tal que q(t) — q* quando t — w, ( out — w_). Caso contrario, a
singularidade é chamada uma singularidade sem colisao.

Comecaremos o estudo das singularidades provando o seguinte resultado geral.

Proposicao 3.2.1. Seja V : } — R, 2 C R” aberto. Seja q(t), t € (w_,wy),
uma solucao de q = —VV(q) tal que existe:

1) vg,v; € R, vy < vy, com dist(V~(vg), V=1(v1)) > 0,
2) t'il} fu] *::f N < tfj a4 GO ti‘j] € (w-,wy), 1€ N ej=1,2, satisfazendo
V(a(t;”) = v
V(a(t”) = v
Entao wy = +00.

Demonstracao: Uma vez que V(q(t)) é continua, para todo [tglj._ 1‘.?}], podemos

encontrar um subintervalo [7;}, 7] C [t} #?] tal que,
vo =V(q(7})) < V(a(t)) < V(q(r?)) = v, paratodo t € [V, 7P (3.7)

Como a energia

H = H(q(t)) = V(q(t)) + —Hl‘( )IIF

¢ constante, temos que |[£(t)| = /2(H — V], com V = V(q(t)) e H constante.
Entao, pela 03.7} temos ||#(t)|| < \/2(H — vp), para todo t € 1}, 77].
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Chamando d := dist(V " (vg), V™ (v1)), segue que

42

d< f e

{E}

< V2(H = vo)dt < (72 = 1) V2(E = vo) < (¢ — 1Y)\ /2(H

{1}

Portanto, £ < (t{2 — t( }) para todo i.
2(H—wvgp)

Uma vez que temos um ntamero infinito de mtervalos disjuntos (tglr'

d
iE < (t?} — fi?l]) para todo i. Somando em i = 1 até i = +oc,

V2(H =) ~

+00 = Z \/Q(H --:i Z ().

— Vo —

Logo concluimos que w, = +0o0.

— g

(3.8)

COIIl

Agora, veremos a prova dos segunites resultados, os quais dependem somente

da definicao do potencial V.

Lema 3.2.1. Seja {Qn}nen C R*\ M. Entio lim V(q,) = 0 se, e somente se

nn—r4+oC

Jim g = +o0

Demonstragcao: Considere dy; := maz e, segue que ||ql| — dy < [[gq—u| <

|lgl| + das, para todo q € R?. Portanto, se ||q|| > dj; a seguinte desigualdade ¢

verdadeira
M d M
_V(QH) — )\/ - 5 .
lall +da ~ mllan =l = |lq|| — du

Assim, concluimos a demonstracao do lema

Lema 3.2.2. Seja q, € R\ M. Se

lim V(q,) = —oc entao, lim dist(q,, M) =0

n—+oc n—+oc

Demonstracao: Considere n fixo, Desde que

1 1

dist(qn, M) =inf ||q, —u|| —

60

o -_
lgn — | ~ dist(gqn, M)
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entao segue que

A\ A\ M
U i: _V nl — / d'ﬂ- E / - — 1 '
(qn) o ||q71 s u,|| M dist(q,, M) dist(qp. M)

L

A fim de estudar as singularidades das solucoes do problema de atracao por um
corpo massivo M, ¢ muito importante conhecer algumas propriedades do potencial
V. No proximo resultado, estabelecemos condicoes suficientes sobre a funcao V

para concluir a natureza das singularidades do problema.

Teorema 3.1. Seja M um corpo massivo em R3 de dimensao finita e distribui-
cio de massa uniforme (homogéneo). Seja e V o potencial induzido por M e
assuma que V1({k}) é fechado em R*\ M. Suponha que q(t) uma solugio de
q = —VVI(q), definida no intervalo mazimal (w_, w, ).

Se wy < +oc0, entao lim dist(q(t), M) = 0. Também, se w_ > —oc, entao
t—bw

lim dist(q(t), M) = 0.

L= *

Demonstracao: Primeiramente, observamos que V~!({k}) ¢ compacto para
todo k € Im(V). De fato, o conjunto V~*({k}) é fechado em R* \ M pela conti-

nuidade de V, também ¢ fechado em R®. Entao do Lema|3.2.1{segue que V= ({k})

¢ limitado.

Agora, seja q(t), t € (w-,w4), wy < +00, uma solu¢gao maximal de q =

—VV(q). Entao lim V(q(#)) existe. De fato, caso contrario, pela continuidade de

t—z-.'.u;

V existiriam sequéncias (t,,), (s,) tal que t; < 51 <ty < s9 < ..., 1.8 € (W_,wy),
com

V(a(t;)) = ve, V(q(s;)) — v, vp < V1.

Como V~*(vg) e V= (vy) sao conjuntos nao vazios, disjuntos e compactos, temos
que dist(V='(vg), V~(v1)) > 0. Entdo da Proposigao [3.2.1] deveriamos ter wy =

+00, 0 que ¢ uma contradicao.

Agora, vamos considerar dois casos, onde o primeiro Im(V) C (—o0,0), e o
outro caso onde Im(V) C (—v,0),v < oo. No primeiro caso, temos que deve

ocorrer uma das seguintes possibilidades:

61
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(1) lim V(q(t)) =

t—a-u,+

(2) lim V(q(t)) = L # 0;

t—rw g

(3) lim V(q(t)) =

t—rwy

Provaremos que as duas primeiras situacoes (1) e (2) nao podem ocorrer, entao

deve ocorrer (3) e portanto pelo Lema [3.2.2| teremos lim dist(q(t), M) = 0.
A (T1NE

Suponha que vale (1), ou seja, lim V(q(t)) = 0, entao existe ¢y tal que para

t—w

todo t > tg, vo < V(q(t)) < 0, com vy = V(q(te)). Segue do Lema |3.2.1] que

lq(t)|| = +oc quando t — wi. Desde que

1
h=V(q(t)) + §||q(if)||2 t € (tp,ws+), h constante,

entao ||q(t)|| < +/2(h — vo). para todo t € (tg,w+ ), ou seja, a velocidade é limitada
neste mntervalo.
Desde que o comprimento a curva solucao ¢(¢) no intervalo (tg,1) fm

q || dt, temos que

[ la@)lldt > lla() — atto)ll = dist(a(t), V="(vo)) = d

dist(q(t).q) < dist(q(t).d(te)) = lla(t) — alto)ll-

¢ entao,

pois dist(q(t),V~(vg)) = i L
ge
Assim, d; < (t — to)y/2(h — wo),

d
f <t, paratodo t € (ty,wy).

o V2(h — o) ~

Desde que V~!(vg) é compacto, existe r > 0 tal que V~!(v) € B(0,7) e como

lq(t)|| = +oc, dado n > 0, existe t,, tal que para todo, t, wy >t > t,, q(t) ¢
B(0,n). Isto implica que, d; = dist(q(t), V™! (vg)) > n—r, para todo wy >t > t,.
Em particular, d, > n—r e para wy > t, > 1, e temos que wy = t, >

{
v ® v E(h-lﬂ}

Portanto

Im |ty + i = +00
n—++40oc 0 \/Q(h r Ul’}) .
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e concluimos que w4 = 400, 0 que ¢ uma contradicao.

Finalmente, se suponhamos que vale (2), ou seja, lim V(q(t)) = L, com 0 #

t—}w+

L < —o0, entao dado € > 0, existe t. tal que para todo t > t., V(q(t)) €
(L—¢e,L+¢). Sejavg= L —¢€, v1 = L+ ¢; noés podemos supor que 0 < ¢ < |L|,
assim v; < (. Claramente o conjunto V~*([vg,v1]) ¢ nao vazio e desde que V ¢é
continua, ele ¢ fechado em R* \ M. Além disso, pelo Lema @, este conjunto ¢
fechado em R? e pelo Lema|3.2.1| é limitado, ja que v; < 0. Portanto V~*([vy, v1])

¢ compacto e q(t) € V~!([vg. v1]), para todo t > t..
Por outro lado, da equacao de energia, nos temos ||q(#)||* = 2(h — V(q(t))) e

portanto ¢ > t., temos

la(?)|| < \/Q(h — Ug) = Ca, para todot > t..

Segue-se que a solucao maximal (q(t),q(t)), t € (w_,w, ), do sistema de equa-

coes diferenciais de primeira ordem

q =v
v =-VV(q).

est4 contido no compacto V= ([vg. v1]) x B(0, ¢3), para todo t, t, < t < wy. Por-
tanto, da teoria classica de Equacoes Diferenciais Ordiné,riaﬂ que w; = 400, O

que ¢ uma contradicao. Entao provamos o primeiro caso do teorema.

-

No segundo caso, isto é, assumindo que I'm(V') C (—v.0), para algum v < oo,
temos que lim V(q(¢)) ou ¢ zero, ou um nimero real L,0 # L # v, ou igual a v.
i—}w;
De forma andloga ao primeiro caso é possivel provar que as duas primeiras situa-
coes nao sao possiveis. Entao, devemos ter que lim V(q(t)) = © ou equivalente
f—w
+

lim dist(q(t), M) = 0. Assim concluimos a demonstracao do teorema.
t—w

Este teorema garante que como t — wl.w; < oo (ou analogamente, como

t — wl,w- < —o0) asolugdo q(f) de q = —VV(q) deve se aproximar do conjunto

1Seja f: A C R™ = R" de classe C*, k > 1 e considere o campo & = f(z). Sez € A e
I, = (w_(z),ws(zx)) étal que wy (x) < oc entdo a solucgdo (¢, r) tende a A quando t — wy (),
ou seja, para todo compacto K C A existe e = ¢(K) > 0 tal que se t € [wy(x) — €,wo(x)) entédo
o(t,z) ¢ K.

63

Digitalizado com CamScanner


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

de singular M de V. A versao analoga deste resultado para o problema de N-corpos

¢ o Teorema de Painlevé (Teorema @] Por outro lado, o resultado anterior nao
diz nada sobre a natureza da singularidade, ou seja, se a singularidade ¢ devido
a colisao ou nao, porque quando a particula infinitesimal q(f) se aproxima do
corpo massivo M quando ¢t — w4 (por exemplo) pode oscilar descontroladamente

enquanto se aproxima de M. sem se aproximar de um ponto especifico de M.

3.3 Singularidade no Problema do Anel Circular
Homogéneo

Nesta secao vamos considerar o problema das singularidades associadas ao mo-
vimento de uma particula infinitesimal atraida pela forca gravitacional criada por
um corpo massivo homogéneo na forma de um anel.

Consideramos o anel homogeéneo fixo A = {(z,y,2) € R*a < 22 +9y* <
b,z = 0} com raio interno a e raio externo b, (0 < a < b), com distribuicao de
massa uniforme e contido no plano zy. Consideramos uma particula P com massa

infinitesimal movendo-se em R?, e assumindo que a tinica forca que age sobre P é a

forca gravitacional induzida pelo anel A. Por ([3.1) a funcao potencial V' induzida

Y Adu
CRR R P

onde A é a densidade de massa constante e q ¢ a posicao da particula P e estamos

por A assume a forma

considerando a constante de gravitacao universal sendo igual a um.

Consideremos o elemento diferencial de massa dM = Apdf dp e denotamos por
u = (pcosf,psend,0) (a < p < b) um ponto sobre o anel A e P = (z,y, z) um
ponto no espaco onde queremos determinar potencial.

A distancia D = d(P,u) =|| ? - | ¢ dada pela seguinte expressao

D? (x — pcosf)? + (y — psenf)? + 2°

=x2 4+ y* + 22 — 2px cos § — 2py sen O + p?.

(3.10)

Observe que a massa do anel ¢ dada por

b 27
M = / Adu = +)./ f pdpdf = w\(b* — a*). (3.11)
A a ()
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Entao de acordo com a equacao (|3.9), e como a massa M do anel é dada por

(13.11), segue que a funcao potencial assume a forma

b p2n
1
Vi, i 2 =—)».// pdfdp
( ) a Jo 22 +y?+ 22+ p® —2xpcosf — 2ypsen

M f" /'f“f pdfdp
(0* —a®)m Ja Jo \/I2+y2+£?—|-p2—2:1:,0c056'—2yp5e119'
(3.12)

Para o nosso propoésito, necessitamos obter uma forma explicita da funcao po-

tencial (|3.12), em particular para poder resolver a integracao em questao. Para

superar esta dificuldade, vamos descrever a funcao potencial usando integrais elip-
ticas completas de primeiro tipo.

Consideremos o circulo C' de raio p, a < p < b. Sejam A o ponto sobre o circulo
C' que estd mais proximo de P, () qualquer outro ponto no circulo C e seja D a
distancia de P a B, como na Figura Se o angulo BOA ¢é representado por

) = 2w a expressao para o potencial V' é

M b2 hdibdp
V(P) = = a?)ﬂ/a /ﬂ . (3.13)

onde, QB” = p* + (1% + y?) — 207/27 + y cos(¥) e segue que A? = QB +PQ" =
iyt + 224 pf - 2,0\/:1:2 + y? cos(v’). Consequentemente,

2+ y? + 22+ p? — 2p(x? + yEJ% cos(f) |
e tomando r = ‘\/IE + y? da expressao acima obtemos
M & dod
V(P) = ———— / / s & . (3.14)
(0 —a®)m Jo Jo  /T%+ 22+ p? — 2pr cos(6)

Seja P = (r,6,z) um ponto em coordenadas cilindricas que nao esti sobre A.

A partir de P tragcamos a perpendicular P() = z ao plano do anel (veja figura @

Determinamos o diametro do anel o qual estendemos passando até B. Tomando
B = (p,05,0) um ponto do anel , sobre C' e denotamos QB = D, PA = p; ¢
PF = py, onde A e F' sao os pontos sobre C' mais proximo e mais distante de P

respectivamente.
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Figura 3.3: Anel e distancias miximas e minimas.

Evidentemente p; e p; sao as distancias maximas e minimas respectivamente
quando o ponto B percorre o circulo C de raio p. Se o angulo QOB ¢ representado
por 2w, entao o elemento de arco ¢ ds = 2pdw e a expressao para o potencial sera

dada por

M : ™ dw
V= — / pr ——dp. (3.15)
(b2 — a?)7 J, o A

Se o comprimento O ¢é representado por r, entao

2

—_—
pi=(—p)+2, pp=(+p)°+2", QB =1"+4p — 2rpcos(w).

Logo a equacao para A? pode ser reescrita como
A% = (r* + p* + 2%)(cos® w + sen”® w) — 2rp(cos® w — sen” w)
—p)? + 2% cos’w + [(r + p)* + 2% sen? w

[(r
D .l 2 2
P71 COs™ W + p3 sen” w.

A expressao para o potencial (|3.15) ¢ entao dado por

M . " dw
V =— f 2 f dp. 3.16
(02 —a?)7w J, P 0 \/pfcnsﬂm+pgsen2w F ( )
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Para introduzir a integral eliptica de primeiro tipo, definimos o modulo

2 ._1—ﬁs::1

ﬁz

e introduzimos um novo angulo ¢ = 7 + ¥ para a integragao. Assim com a ultima

defini¢ao e da mudanga de varidvel na integracao, da equagao (|3.16) obtemos a

expressao
AM b p
Vir,z) = — — K (k)dp, 3.17
) =~y | ZK®)dp (3.17)
onde K (k) é a integral eliptica de primeira espécie.

3.4 O Problema Equatorial do Anel circular Ho-
mogeéneo

A partir de agora restringiremos nossa atencao ao movimento da particula in-
finitesimal no plano equatorial (plano que contém o anel). Vamos chamar este
problema de Problema equatorial do anel circular ou simplesmente problema equa-
torial. Nesta situacao, estamos com um problema de forca central, isto ¢, a forca
que age sobre a particula infinitesimal s6 depende da distancia da mesma ao cen-
tro de massa. Também verifica-se que neste plano tanto na regiao interna quanto
externa no problema do anel massivo, o potencial V' associado ¢ limitado. Essa é
uma propriedade importante que desempenha um papel preponderante na nossa

andalise e nos permite obter os resultados sobre as singularidades do problema.

Nesta subsecao denotaremos q = (z,y.0) = (z,y), e r = ||q||, entdo as equa-

coes de movimento da particula infitesimal sao dadas por
q=-VV(q). (3.18)

Ainda, as distancias maxima e minima da particula infinitisimal ao anel assumem

a forma p? = (r + p)? e p2 = (r — p)?, ¢ a expressao para o potencial ([3.16) fica

determinada por

V= 4)\/ p/ dp
0 \/ )2sen?6 + (p + r)? cos? 6

]
—4\ K(k)dp.
/ﬂpﬂ, (k)dp

(3.19)
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Figura 3.4: Movimento de uma particula confinada no plano equatorial

Observe que o potencial V' acima depende somente da variavel radial r.
Desde que estamos com um problema de forca central e no plano, vamos usar
coordenadas polares. Para obter as equacoes de movimento em coordenadas pola-

res, precisamos aplicar a seguinte mudanca de coordenadas:

¥ — 08 P =chsﬂ—%senﬂ:
. (3.20)

y =rsenb, py = Rcostl — =Zsend,

onde (r,#) sao as coordenadas da posi¢ao e (R, ©) sao as coordenadas conjugadas
associadas. A variavel © corresponde ao momento angular da particula, ou seja,
© = (q X q.e3) = zy — yz. Em coordenadas polares a funcao Hamiltoniana do

problema equatorial assume a forma

H(r,R,0O) = % (RE + ?—;) + U(r), (3.21)
onde
b
U(r) =V(q) = —4)«[ > _'T_ I_K(k)dp. (3.22)

Desta forma, as equacoes de movimento da particula infinitesimal no problema

planar equatorial, em coordenadas polares sao dadas por

r =R, R =?§+U’(r),

p _ o . (3.23)
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A partir da ultima equacao do sistema (3.23|! obtemos que o momento angular

¢ constante ao longo das solucoes, ou seja, ©® = ¢ onde ¢ ¢ uma constante real.

Desta maneira, o sistema (3.23) possui duas integrais primeiras: a energia h =

1/2 ||q||* + V(q) e 0 momento angular c.

Observe ainda que no problema equatorial, as equacoes de movimento (3.18|i

sao explicitamente da forma

2

o= —U'(r)

1 i

15

(3.24)

As equacoes do sistema acima podem ser resolvidas de forma independente (di-
zemos que o sistema ¢ desacoplado). De fato, dada uma condicao inicial (rg, fg)

resolvemos a primeira equacao do sistema obtendo r(t). Substituindo r(#) na se-

cunda equacao de (13.24)) e integrando obtemos a solucao para o sistema. Desta

maneira ¢ suficiente resolver a primeira equacao do sistema (|3.24) acima.

Note que 7 = ;—i -U(r)=4 [— % — (r)] . Desta maneira a primeira equagao
do sistema (|3.24f) é equivalente a
7= —Uls(r) (3.25)
com .
Uets () = g + U
eff T 9p2 !

o qual ¢ chamado de potencial efetivo. O sistema (3.25|ﬁ acima corresponde ao

seguinte sistema Hamiltoniano
= €,
v = —Uggy(r),
com um grau de liberdade. e cuja funcao Hamiltoniana dada por

H(r,v) = 1/2 v* + Ug44(7). (3.26)

Para obter algumas propriedades importantes da funcao potencial, vamos pre-
cisar de alguns resultados importantes que envolvem integrais elipticas. Estes
resultados podem ser encontrados em @ § .
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Lema 3.4.1. Seja K(k) integral eliptica completa de primeira ordem. Entao

a) K(k)>0 para 0 <k <1,
b) dﬂ“‘ >0 para 0 <k <1.

Outro resultado sobre integrais elipticas de primeira espécie ¢ dado por

Lema 3.4.2. A funcao

dé
v/p?cos? ) + g% sen? §

tem a sequinte propriedade

f(p,q) =f(mgx/ﬁ_@')-

A propriedade acima é chamada de média geométrica-aritmética da integral

eliptica de primeira espécie. Para maiores detalhes desta propriedade veja

¢ [IE . Com estas propriedades de integrais elipticas obtemos o seguinte resultado.

Proposicao 3.4.1. Na regiao conexa interna ao anel homogéneo 0 < r < a,

U'(r) <0, e na regiao externa, r > b, U'(r) > 0.

Demonstracao: Pelo Lema |3.4.2] o potencial na regiao exterior ao anel r > b,

pode ser escrito como

b pn/2 ded
r) = —4) / / s | (3.27)
a Jo \/r?cos?6+ (r2 — p?)sen?d

Desde que

/*ﬂ'fﬂ Ao
r2cos? + (r?2 — p?)sen?

y
/ do
\/TE 1 — 5#.11112 6) + (r? — p?)sen? 6

:/ \/Tz—p sen? 6

[
= +(5)

- _sen2 6
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podemos escrever Eq.([3.27) da seguinte maneira

U(r) = —4) fb Ef{(g)dp. (3.28)

r

Note que a < p < b<reentdo £ < 1.

Diferenciando com respeito a r a Eq.(3.28|i verificamos que

h -
, PP, PIK(?)
‘)= [ HlK(E)+E |dp. 3.29
Uin) /ﬂ r2 r w r dk P ( )
5 < p (P, PIK (%)
Entao se r > b, segue do Lema|3.4.1| e equacao (3.29) que — [K(—) + = dkr } >
r r/ r dk
0, portanto U (r) > 0.
Se 0 < r < a, usando o Lema [3.4.2] obtemos que
b /2 d6
Ulr) = —4Af / __£ dp. (3.30)
a Jo /(p?—r?)sen? 6 + p?cos? 6

Desde que

pdd _/ pdb k(’r)
v (p? —r?) sen? 6§ + p? cos? 0 p\/l— et P/

podemos escrever Eq. (3.3[]|i como

U(r) = —4)\ /: K(%)dﬁ. (3.31)

Diferenciando Eq.(|3.31) com respeito a r obtemos

U (r) 4:af i )d (3.32)
y) =— .
«p dk
| 1 dK (%)
Novamente aplicando o Lema |3.4.1, segue que — o > (), e desta forma,
p
U'(r) < 0se0<r < a. Entdo concluimos a demonstracao. |

Nosso objetivo agora é obter expressoes fechadas para o potencial ([3.19), e

também para o potencial efetivo. Na regiao interior ao anel homogéneo (0 < a < 1)
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o potencial ¢ dado por ([3.31). Facamos a sequir uma mudanca de coordenadas
definindo k£ = r/p. Entao de (3.31) obtemos que

U(r) =4Xr /: ﬁ(f]dk (3.33)

¢ esta integral pode ser calculada analiticamente (veja ) Resulta que o poten-

cial do anel circular homogéneo, na regiao interior 0 < r < a ¢ dado por
r

U(r) = 4\ [E(—)a - E(r]], (3.34)

(L

/2
onde F(k) = / V1 — k2sen?6df é a integral eliptica completa de segunda es-
0
pécie.
O seguinte resultado mostra uma propriedade importante de limitacao do po-

tencial na regiao interior ao anel.

Lema 3.4.3. O potencial do anel firo homogéneo na regiao interna ao anel, no

plano horizontal, satisfaz a sequinte desiqualdade

Lint =4Ma— E(a)] < U(r) <4Aa—1] = U(0), para todo 0 <r < a.

Demonstragao: Sabemos que U(r) < 0 por (3.9), e pela proposi¢ao|3.4.1} temos

que U'(r) < 0, ou seja, U(r) é decrescente no intervalo [0, a). Também é claro que

lim U(r) =4Ma — E(a)] < 0. (3.35)

r=—a"

Desde que E(a) ¢ limitada, 0 < a < 1, e U(r) é uma funcao decrescente, obtemos

A\a — E(a)] < U(r) < U(0) = 4A[a — 1].

Da Equacao 15.34) segue que o potencial efetivo do anel circular na regiao

interior ao mesmo ¢ dado por

EE T

Uet(r) = — + 4\ [E(—)a _ E(r]] |

22 a
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Na regiao do plano, exterior ao anel circular (r > b), consideremos (3.28|; com
a seguinte mudanca de coordenadas k£ = R/r e calculando esta integral analitica-
mente (veja [13]) obtemos

U(r) =—axr [, kK (k)dk

- -4AT{E(§) ~[1-8]x(t)-E@©+]1- (ﬂ;)j K(2)} (3.36)

Lema 3.4.4. O potencial na regiao do plano exterior ao anel circular homogéneo
A satisfaz

2

Leat = —4Ab[1—E(%) +(1- b—g) K(b)] < U(r) <0, para todo > b. (3.37)

Demonstragao: Sabemos que U(r) < 0 por Eq.(3.9)) e da proposicao|3.4.1|segue

que U'(r) > 0. Também temos que

_ a 1 S | b? b
i 00) = =2 [E0) - 5G) + 0= DRG]+ 1 1 (- F)x ()
b2 by | .
Por outro lado, o limite 1111;+ (1 — —E)K(—) ¢ zero. De fato, fazendo a substi-
r— 1 T
tuicao u = 1/r, entao este limite ¢ equivalente a
lim_(1- 2)1{ u).
S (L
Agora usando a série para integrais elipticas K (k) (veja [15], pg. 203)
: 1 9 4 1 21
K(w) = [1+ qud + gpui +. ]1”5 ~ g+t
com ui = 1 — u?. Segue que
lim (1 — u.E)K (u)
T 17, 9 4 1, 21
= Jim (|14 qui+ gt + | o [qut+ gl ] ) =0

(3.38)

E a 1iltima igualdade segue do fato que llmn ul In — = 0. Usando (}3.38]), obtemos

uy— U
] a a’ a
lim U(r) = -4 [E(1) -B(7)+(1- K G)|

Desde que pela Proposicao 1} U(r) ¢ uma funcao crescente para todo r > b,

provamos (|3.37]). i

Devido aos Lemas [3.4.3] e [3.4.4] obtém-se que o potencial tem as propriedades

de limitacao da figura abaixo:
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Ulr)

U(0)

EII' R i e R R B vm e S AR B A B § S8 b eeme g pr o

Lol

Figura 3.5: Esboc¢o do potencial U(r), no interior e no exterior do anel.

3.5 Singularidades no Plano Equatorial do Anel
Circular Homogéneo

A seguir estudaremos a natureza das singularidades no problema do anel ho-

mogéneo no plano equatorial. Para isso considere o seguinte resultado preliminar.

Lema 3.5.1. Seja q, € R* \ A uma sequéncia no problema do anel no plano

equatorial. Se lim dist(q,,.A) =0, entao existem subsequéncias qn;, qn, lal que
n—+oo

AM |
HETDGV((IH?;) — ) la — bE(%J], para todo i, se q,. < a,
e também,
. 'L.L.'-'"I-f (1 {12 (1
nlli-lj-lmv(an) o TT(E)E o [1.2) []‘ _ E(E) = (]‘ _ b_gJK(E)]ﬂ

pra todo i, se q,_ < b.

Demonstracao: Primeiro vamos considerar a regiao fora do anel. Da equacao

construimos a sequéncia q,, como o conjuntos dos elementos q, tals que
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x| > b e a sequéncia q,, como o conjuntos dos elementos q, tais que ||q,| < a.

Desde que q,, > b isso significa que

Vi) =[5 () () o[- (2) I (2}

Desde que, q,, — b quando n — oc, obtemos

lim V(qp,)

Jim Vian) = -00{1- £ (5) + [1- (5) ]x ()}

b? b

porque lim [1 — —2] K( ) = (). Por outro lado, vamos considerar q,,, € R*\.A
L qn,- q?’h'

no interior do anel, novamente da equacao |3.36, temos

Vo) = (%) (%)}

(1

e desde que, q,,, ||[— a~ quando n — oo, obtemos que

] T
i Vo) = fa-15())

Finalmente, usando a expressao da massa do anel M = 47(b* — a*) concluimos a

demonstracao. i

Corolario 3.5.1. Seja A um anel de massa M, contido no plano equatorial de
R? e V' o potencial induzido por A. Seja q(t) uma solucio de @ = —=VV(q) (pro-
blema planar), definida no intervalo mazimal (w_,wy). Se wy < +oc, entio
lim dist(q(t),.A) = 0. Também, se w_ > —o0, entio lim dist(q(t)..A) = 0.

t—w t—swt
Demonstracao: Considerando a constante real C*(a,b) = min {;‘;i——fﬂ—zj[a —
bE(T)], ﬂ[;ﬂ_jﬂg} [1 =i s il = (%)E]K(g)] }, que depende de a e b. Segue dos

Lemas [3.4.3| e |3.4.4] que a imagem da funcao U(r) estd no intervalo (0, C*(a. b)),
veja a Figura 3.3. Entao, tomando £ € R,C*(a,b) < k < 0, do lema |3.5.1
obtemos que U~ ({k}) é fechado para todo k € (C*(a,b),0). De fato, da definicao
U=1({k}) = {r e R*,r # [a,b]; U(r) = k}, temos que

i. UT'({k}) = {1},
i. U~ ({k}) = {r1, 2},
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Figura 3.6: Ilustracao dos conjuntos U~ ({k})).

iii. U™ ({k}) = {r2},

onde 0 < r; < a ery > b, ouseja, a imagem inversa do potencial ou é um circulo
no interior do anel (caso i.) ou dois circulos circulos (caso ii.) ou um circulo no

exterior do anel (caso iii.). Observe que em qualquer caso U™'({k}) é compacto.

Assim, a conclusao do corolério segue do Teorema [3.1]

A principio, q(?) poderia se aproximar do anel de varias formas, sem necessari-
amente tender a um ponto especifico do anel. Se q(¢) aproxima-se de um ponto q
do anel quando t — w, ( out — w_) isto significa que a particula deve colidir
com o anel circular A. O principal resultados sobre as singularidades do problema

¢ dado pelo seguinte teorema.

Teorema 3.2. No problema do anel circular homogéneo no plano equatorial todas

as sinqularidades se devem a colisoes.

Demonstracao: Scja q(t), t € (w—,w4), wy < +00, uma solucao maximal do

sistema de equacoes @ = —VV/(q). Pelo Teoremal3.1] temos que lim dist(q(t),.A) =

t—}:.u'_:
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Figura 3.7: Uma solucao devido a colisao no interior do anel.

0. Para provar que lim q(t) = q* € A, escrevemos este sistema em coordenadas
t—rw
+

polares (r,#) como em (3.24).

Desde que o anel em coordenadas polares é dado por A = {(r,6).6 € [0,27],a <

r < b}, temos que mostrar, que lim q(f) = q" € A que ¢ equivalente a mostrar

L= +

que lim r(#) = a no caso da regiao interior ao anel ou lim r(¢) = b no caso da

f—!w+ t—}w+

regiao exterior ao anel e lim 6(#) = f,, para algum #,. Os dois primeiros limites

t—bm:

seguem do fato que lim dist(q(t)..A) = 0. Veja Figura 3.7

t—}w_l_

Vamos provar agora que lim #(t) = fy. Se ¢ = 0, entao #(¢) é constante, e nao

t—hw

temos nada a provar.

Suponha que ¢ > 0, logo 6(t) é uma funcao crescente. Entao para provar que o
limite #(t) existe é suficiente provar que 6(t) é limitado superiormente, para f em
uma vizinhanca de w, .

Desde que r(¢) — a ( o caso em que r(t) — b, segue analogamente), existe t;

tal que, t > to, r(t) > 5. Assim,

ol = | [ sSads + o <4 [ | 5]las + o)
< 22wy — to) + (to) < +o0
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para todo t € (9, w4+ ). Portanto, o limite de #(¢) = fy, quando ¢ — w4 para algum

6y e a demonstracao do teorema esta concluida. i

Observacao 3.5.1. Nao podemos aplicar os mesmos arqumentos descritas acima,
para o estudo das singularidades do no problema espacial do anel. A expressao
para o potencial do anel circular no problema espacial pode ser encontrada em .
Esta expressao é dada em coordenadas cilindricas e tem algumas singularidades, de
maneira que e nao estd definida parar =a ez # 0 our =b e z # 0 ( considerando
0 anel de raio interno a e raio externob). Desta maneira nao obtemos informagoes
precisas sobre o comportamento da funcao potencial numa vizinhanca do anel. A
existéncia de singularidades devido a colisoes no problema espacial, ainda é um

problema em aberto.

A seguir, discutiremos o problema da existéncia ou nao de solug¢oes com singu-

laridades. Inicialmente, provaremos o seguinte lema.

Lema 3.5.2. Na regiao externa do anel no plano equatorial, as sequintes afirma-

coes sao verdadeiras.
1. U'(r) = +oc,se r — b,
2. U'(r) = 0,se r = +00.

Demonstracao: A prova deste lema ¢é consequéncia de véarias propriedades das

integrais elipticas de primeira e segunda espécie e suas derivadas. Diferenciando a

funcao potencial (3.36|; na regiao externa do anel obtemos

o) =-{5(7) + K () 57 1]+ () 1= 3] - 5(5) ) oo

onde usamos as seguintes relacoes candnicas

_ E(k) KK .. E(k)—K(®
=~ 0= & FoWs 2 ’

K'(k)

veja para mais detalhes das derivadas de funcoes elipticas. Agora, calculando

o limite de U’(r) quando r — b, obtemos

lim U'(r) = —4A [E(l )-E(E)H{(E) [1—5” +4) lim K(E) [i—l] — $oo,

r—b+ b b bi r—bt T r
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poIS K(%) — 00, quando r — b". Assim, provamos o item 1. A prova do item 2

¢ consequéncia imediata da equacao [3.39

Proposicao 3.5.1. Seja r(t) uma solucao do problema do interior do anel com

momento angular ¢ # 0. Entdao as sequintes situacoes nao sao possiveis:

1. limr(t) =0, comt" €R

f—t*
2 th_}i'r(t) =0 ou tggmr(t) =0

Demonstracao: Para o primeiro item, supomos que exista uma unica solucao
do problema do anel r(t) tal que r(t) — 0 quando { — t* por aproximacao pela

esquerda de ¥, a demonstracao do outro caso ¢ feita de modo similar. Usando a
1., ¢ :
seguinte relacao de energia h = §T‘E+ﬁ+U(r), no intervalo (t*—4,t*) com é > 0,
r
onde U(r) = 4A|E(£)a - E(})b].

Da equacao da energia segue que

1.. c? c? : r r
? h——'-;") =S 4200 =< + 4 EA[E(—) —E(_)b] 3.40
r ( 2;' 5 + r“U(r) 5 + 4r . a : (3.40)
Desde que lim, _,o U(r) = 0, obtemos da equacao (|3.40) que
. 1 -3
r‘!(h - 5&?) N % > 0.

Por outro lado, no intervalo (¢* — 9, t*) a seguinte inequacao ¢ verificada

r? (h. - %?’"2) n (h. - %;;,2)
<h — ooc=Ilm

< h,
TE r—( T? '

chegamos a um absurdo porque h € R.

A prova do segundo item ¢é a seguinte. Assumindo que existe uma solucao de
tal modo que r(t) — 0 quando ¢ — oo (0s argumentos da prova no outro caso sao
completamente analoga). Da relagao da energia, tiramos que 7(t) — oc. De fato,

.]:,2 CE

T T
=4 & 4A[E(—) | E(—)b]
3 Tom T 7o i

2 e f—z - SA[E(E)H+ E(%)b]
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Derivando r em relacao a ¢ da dltima igualdade acima, obtemos

2¥r =10 i SAEU'I‘ —i" SAU'(r(t))7
i =0+ 5 = 8AZU(r(t)) = 57 — 8AU'(r(1))F,
assIm

. F ,

Ar— 3T SAU (r(t)),

agora, aplicando o Lema [3.5.2| temos que 7 — oo quando t — oo, pois U'(r(t)) —

0.

Assim, existem nimeros t1,k € RT tal que #(¢) > k para todot > t;. Inte-

grando duas vezes a desigualdade 7(#) > K obtemos que

rlt) 2 rlt) + # (1) (= 1) + SR

i K(t - t1)
| . . (L —1)%
i 0200+ i )+ K]

, K(t —t,)?
Como ::Eﬂc [r(tl)(t — 1)+ >
absurdo. Desta forma, concluimos a prova.

] = +00, segue que r(t) — +0c 0 que é um

Proposicao 3.5.2. Sejar(t) uma solucao do problema do anel no plano equatorial.

Entao nao podemos ter r(t) — b quando t — oc.

Demonstracao:

Para provar o item, assumimos que existe uma solucao r(¢) de (3.24) tal que

lim r(t) = b" , o caso de (t = —o0) é deito de maneira similar. Desde que r(t) —
i—4-00

b quando t — +oc segue do primeiro item do Lema |3.5.2| que lim 7({) = —o0.
i—+oo

Portanto, dado K > 0 deve existir {; € RT tal que 7(f) < —K para todo t > t;.

Integrando esta desigualdade duas vezes no intervalo (#;.t) chegamos em

r(t) < r(t) +7(t)(t —t1) — g(t -t1)’ +ec

Logo segue que r(t) — —oc, e como r(t) > 0, chegamos a uma contradicao.
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Esta proposicao nos diz que ¢ impossivel ter uma solucao de q = —VV(q) no
plano equatorial aproximando (regidao externa) do anel no tempo infinito e também

diz que uma solucao nao pode escapar em tempo finito.

Teorema 3.3. Considere o problema do anel no plano equatorial. Entao valem

as sequintes afirmacoes:
1. Na regiao interna, isto é, (0 < r < a) temos que:

(a) Sec=0, entao todas as solugoes devem comecar e terminar em colisao;

(b) Para uma solugio com momento angular nao nulo (c # 0) no interior

do anel, deve comecar e terminar em colisao;

2. No caso da regiao exterior, todas as solucoes com momento angular nulo

(c =0) nao estao definidas para todo tempot € R.

Demonstracao:

Seja r(t) uma solucao em coordenadas polares satisfazendo a equacao ([3.24)

com ¢ = 0. No caso interior, isto ¢, 0 < r(t¢) < a para todo tempo t onde a solucao
estd definida. Do Lema [3.4.3] temos que U(r) ¢ limitado e da relacdo da energia

h = £r* + U(r) nos obtemos que 7 ¢ limitado. Entdo, devemos ter que ¢(t) e ¢(t)

sao limitadas onde elas estao definidas. Entao, pela teoria classica das Equacoes
Diferenciais Ordinarias qualquer q(t) deve ser periddica ou deve comecar e finalizar

em colisao porque nos estamos considerando r(t) # (. Mas a primeira possibilidade

nao ¢ possivel por causa da preposicao|3.4.1] De fato, nesse caso ¥ = —=U'(r) > 0 e

como 7 ¢ estritamente mondtona entao a solucao nao é periodica, assim provando
a) do item 1.
Para o subitem b) considere o caso ¢ # 0, primeiro vamos relembrar que a

relacao da energia assume a forma

p=lpg € +U(r)
1—2’.'“ 972 ).

L 2 a —— L] L
Perceba que aqui aparece o fator 5. Agora, se r(f) ¢ uma solugao no interior do
r

anel, ¢ limitada e distante da origem. Entao pela relacao de energia, desde que

U(r) é limitado no plano equatorial (ver Lema |3.4.3) segue que 7(¢) também é
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limitada. Usando os mesmo argumentos usados para o caso anterior, temos que
todas as solucoes no interior do anel devem comecar e finalizar em colisao.

E para o item 2, na regiao exterior do anel, pela Proposi¢ao [3.4.1] segue que

i = —U'(r) < 0 e pela convexidade temos que pelo menos alguma solugao nao esta

definida para todo tempo em R. i
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Capitulo 4

Singularidades no problema de
N-corpos com potencial Homogéneo

Neste capitulo generalizamos o problema de N-corpos Newtoniano conside-
rando o problema de N-corpos movendo-se devido a for¢ca miutua entre as paticu-
las, cuja magnitude agora é proporcional ao produto das massas e inversamente
proporcional a uma poténcia ( a + 1) da distancia entre as particulas. Uma mo-
tivacao para este problema estd na lei de atracao entre certas moléculas que tem
uma boa discricao quando a for¢a (chamdas forcas do tipo Van-der Walls) esta
asssociada a potencias da forma V = Q/||q||° ou V = Q/||q||°.

O problema de N -corpos com potencial homogéneo ou simplesmente o problema
de N corpos homogéneo consiste no movimento de N particulas movendo-se no

espaco euclidiano R?, cujas equacoes de movimento sao dadas pelo sistema

m;m; q;) :
'ﬂ?;qi——v U _—ﬂ e \ jz]_,;\., |
2 Ta- s .

onde a >0 e U, : (R})Y — A — R é dada por

=-2, IIq

i<i quu

(4.2)

sendo A o conjunto singular definido como em ([1.8). Observe que a fungao U, ¢

uma funcao homogénea de grau —a. De fato:

m;r; m;m
}‘ Bl — J — /\—u T .
( q Z “I}tql_)\anu Z ||q f”ﬂ Lu({ﬂ

1< 1<j
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Segue dai a nomenclatura para este problema.

Assim como o problema Newtoniano de N-corpos (o = 1), o problema (M4.1J

]

pode ser descrito por um sistema Hamiltoniano, cuja funcao Hamitoniana ¢

H(q,q) Z millqll* + Ua(a). (4.3)

O problema de N-corpos com potencial homogéneo possuil as seguintes int egrais

de movimento

1) A energia total H;

2) As componentes do momento angular L(q, q) Z m;q; X q;:

3) As componentes do momento linear P(q, q) Z m;q;.

A demonstracao destas propriedades sao muito similares as demonstracoes da pro-

posicao 1.2.1.

O Teorema de Painlavé @ também ¢é valido para o problema (4.1). Ou seja,

a distancia minima entre todos os pares de particulas necessita aproximar de zero
na singularidade. A demosntracao deste resultado segue de maneira andloga a

prova do Teorema Uma demonstracao indepente deste resultado pode ser

encontrada em ﬂE .
O momento de inércia I para o problema de N-corpos homogéneo ¢ definido da

mesma forma que no problema Newtoniano de N-corpos cuja expressao ¢ como em

(|1.21)). A identidade de Lagrange-Jacobi para o problema de N-corpos homogéneo

¢ dada por
i(q) = 4(h + (a/2 — 1)Ua(a). (4.4)

onde 1 ¢ a constante de energia do sistema. De fato,

Cla) =2 mla®P +23 ma) -

1“‘1 i=1
_gzm”w |2 - 2q - VU.(q(t)) _QZmllqz )1 + 2aU(q(t))
=1 i—1

_4(h+(ﬂ/2—1)cht( ). (4.5)
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Quando a > 2 o problema associado a equacao (E]} ¢ chamado de problema
de forca forte ("strong force”). Existem muitas aplicagoes na fisica e na mecanica
celeste onde aparecem tais problemas de forca forte. Um destes problemas, esté
associado ao potencial chamado de potencial Schwarzschild. O problema de dois
corpos com potencial do tipo Schwarzschild consiste no problema de dois corpos

cuja forca ¢ determinada pelo potencial

A B
lar —q2f|  |lar —az|®

Viq) = (4.6)

Observe que o potencial V' acima é a soma do potencial gravitacional newtoniano

com o potencial Us(q) (funcio homogénea de grau —3). O potencial dado em (4.6)
¢ chamado de pontencial quasi-homogéneo, devido a esta propriedade mencionada
anteriormente.

Existem substanciais diferencas entre a dinamica do problema gravitacional
newtoniano de N-corpos e do problema de N-corpos homogéneo ou no problema
com potencial do tipo Schwarzschild. No caso N = 2, em relacao as singularida-
des, como vimos no capitulo 2 as colisoes sao possiveis somente quando momento
angular ¢ nulo. No problema de dois corpos homogéneo (ou quase homogéneo
com potencial Schwarzschild), as colisbes podem ocorrem para momento angular
diferente de zero. O estudo das colisoes no problema problema de dois corpos
com potencial quase homogéneo nao ¢ objetivo de estudo nesta dissertacao, mas
podemos indicar ao leitor o trabalho dos autores em [E] ou o trabalho recente dos
autores em [10]

4.1 Singularidades no Problema de dois corpos ho-
mogeéneo

Seguindo os resultados dos autores em , nesta secao vamos analisar as sin-
gularidades do problema de dois corpos homogéneo se movendo no plano. Mais
precisamente, vamos considerar o problema dois corpos pontuais de massas m; e
msz movendo-se no plano de maneira que o movimento destes corpos ¢ dado pelas

equacoes diferenciais

m;q; = —Vq.Ua(q), i=T1.2 (4.7)
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onde q; € R?, a >0e U, : (R*)? — A — R, dada por

SRS

lai — q;|*’

Ualq) = (4.8)

sendo A = {q = (q1.q2) € (R*)* a1 # q1}.
Assim como no problema de 2-corpos newtoniano, podemos usar um sistema

de referénecia em que a origem coincide com uma das particulas e descrever o
movimento da segunda a partir da posicao relativa entre ambas. Se q denota a

posicao relativa entre os corpos, isto ¢, q = ¢; — g, entao as equacoes de movimento

(|4.7) podem ser escritas como

q = —VU,(q), U,(q) = — (4.9)

lal[*
onde a >0 eq=(q,¢) € R°
O principal objetivo neste capitulo é considerar o problema de dois corpos

homogéneo com a > 2 e caracterizar o conjunto de condicoes iniciais do problema

(4.7) que levam a solucoes globalmente definidas ou a solugoes singulares. Isto

¢, estamos interessados em determinar a finitude/infinitude de t* com base nas

3

restricoes das condicoes iniciais. Solucoes que sao conhecidas como equilibrios

relativos do problema (@[} parecem desempenhar um papel importante em tais

caracterizacoes.

Em coordenadas polares (r.#), a equacao diferencial (@[} assume a forma

P—rf? =-U,
: = 4.10
d—ﬁi(rzﬂj = 0. (4.10)
E facil verificar que
gxXeg= 26,

e entdo o momento angular q x q = r%6 = ¢, ¢ uma constante, ¢ uma integral

primeira. Claramente a energia H(q,q) ¢ dada por

“(12+ ) 4 Ua(r). (4.11)

H(q.4) = 5l + Val@) = 5

a qual também ¢ uma quantidade preservada.
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Desde que o momento angular é preservado, para cada ¢ fixo a funcao Hamil-

toniana (4.11) assume a forma

1 e
H(q,q) = =7 + — + Ua(r), 4.12
(9,4) = 57" + 55 + Ualr). (4.12)
donde V,.(r) := % + U,(r) é o potencial efetivo. Desta maneira, obtemos um

sistema conservativo unidimensional, isto ¢, o sistema

= —V'(r). (4.13)

Sabemos que os pontos criticos do sistema (4.13|) correspondem a solugoes circula-

res do problema (@[}, ou em outras palavras, os pontos criticos do potencial efetivo
V. em coordenadas polares, sao equilibrios relativos do problema de 2 corpos (com

potencial homogéneo). Observe que

CE Y

Vi(r) = 75 S E a1’

(4.14)

e assim V/(r) = 0 se, e somente se, r = ry = (c*/a)¥/?=®)  Existe somente um

ponto critico se a # 2. Definimos

2 ]_ ]_ 20

Observe que se 0 < ¢; < ¢ entao V., (r) < V., (r) (veja figura 4.1). Ou seja, a

medida que ¢ cresce as curvas V. estao de forma ascendente.

Seja q(t) uma solugao circular de ({4.13) entdo q(t) = (rgcos(wt). rosen(wt))

onde w ¢ chamada de frequéncia (f = w). Assim rjfl = rjw = c. Desta maneira

obtemos as relacoes

.r['_l

Observe que o problema de dois corpos (@[} possul um unico equilibrio relativo.

Assim dada uma das constantes, a, w, ou rg as outras duas ficam unicamente

determinadas pelas outras duas usando as equagoes (|4.15).

Definimos
o

j{w(q) = Kw(r] = H"-‘-"E||'[l” _ ||q||u
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0.5 2.0 2.5 3.0

-

Figura 4.1: Evolucao da funcao potencial efetivo V. em funcao do momento angular
c(0=cy<c1 <cp<c3) nocaso a > 2

Desde que r?w? = ;—i entao da definicao de K (q), segue que

K, (r) = —rV!(r), (4.16)

e segue que K, (rg) = 0. Além disso, note que K,(q) < 0 ¢ equivalente a ||q|| < 7o
e K, (q) > 0 é equivalente a ||q|| > 7q.

Desde que o sistema (4.13|! ¢ um sistema conservativo, podemos deduzir as

seguintes informacoes a partir do estudo do potencial effetivo V.. Veja a figura

4.2.

Proposicao 4.1.1. Seja a > 2 e E = H um nivel de enerqgia fizado. Entao temos

as sequintes possibilidades para as solucoes do sistema (4.13|i.

1) Quando E <0, temos ry = V.Y (E) e a regido permetida para o movimento

ér < ry. Portanto a solucao tra colidir com a ortgem;

2) Quando 0 < E < V*, entio V7N E) = {ri.my}, (rn < r3) e a regido per-
metida para o movimento € r < ry our > ry. Neste caso eristem duas
posstbilidades: se r < ry entao a solucao ird colidir com a origem e ser > o

a solucao ird ao infinito e esta definida para todo tempo.

3) Quando E = V* (r = 0) temos uma solucio circular (definida para todo
tempo).
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Figura 4.2: Fixado o momento angular ¢ # 0 e a > 2. A figura mostra as diferentes

possibilidades da intersecao da Energia E com o potencial efetivo V.(r) = % — rlﬁ

Figura 4.3: Fixado o momento angular ¢ # 0 e a > 2, a figura mostra o retrato
de phase no plano (r,7). As curvas em verde tem energia maior que V,.(ry) = V*
e as curvas em vermelho tem energia menor que V*. A curva em azul é a curva
com Energia igual a V'*.
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4) Se E > VZ entao a regidao permita do movimento € todor > 0 e portanto dada
uma condicao wnictal rg nao consequimos obter uma informacao definitiva
para o coportamento da solucao. Vamos precisar neste caso de uwma condigao

imictal para a componente radial da velocidade.
Veja Figura 4.3.

Lema 4.1.1. Fize a > 2 e w. Defina os conjuntos
K*(w) ={(q,9):E(q.q) < V(w).q x q 2 c(w), K.(q) = 0}

K=(w) ={(q.9); E(q.q) < V(w).q x q = c(w), K(q) < 0}

(4.17)

Entio K*(w) sdo conjuntos invariantes do problema (|4.9).

Demonstracao: Desde que a energia e o momento angular sao integrais pri-

meiras entao T (w) UK (w) é um conjunto invariante. Nos precisamos somente

mostrar que K~ (w) ¢ invariante. Seja g(f) uma solugao do problema (@D COIM Con-
dicao inicial sobre K~ (w). Entao a energia E < ﬂfwj e momento angular ¢ > c(w).

Suponha que existe ¢; tal que K,(q(t;)) = 0, ou seja, ||q(t,)|| = ro, entao

Ve(lla()ll) 2 Vewy(la@) ) = Vi,

Portanto a Energia satisfaz a relacao

E(q(h), a(t)) > Vi(lla@)l) > Va,,

0 que é uma contradicao. i

Teorema 4.1. Considere o problema (4.9) com o« > 2. Entao temos as sequintes

afirmacoes:

1) As solugoes com condigoes iniciais em K~ (w) sao singulares, ou seja, colidem

em tempo finito.

2) As solugoes com condigoes iniciais em KT (w) estao definidas globalmente

para todo tempo.
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Demonstragao: Provamos o item 1). Fixado o valor de w, denotamos ¢ = ¢(w)

1/(2—a)

e rg = (c?/a) o ponto critico de V.(r). Seja q(t) a solugao com condicao

inicial sobre K~ (w). Entao existe 6 > 0 tal que

E(a(t), a(t)) < Vi) — 6 = Valro) = &

Seja I(q) = ||q||?, entdo pela identidade de Lagrange-Jacobi (4.4

obtemos que

1

dﬂ

1) =4 (E(q, q) +(1—a/2) nqln&)

(4.18)
<4 (Ve(ro) + (1 — a/2)=5) — 40.

Seja
f(r) = Vi(ro) + (1 — ﬂ/ﬂ),,%-. ¢ <P

A derivada da funcao f(r) ¢ f'(r) = (/2 — 1)a/r*"! e desde que a@ > 2 [ ¢
uma funcdo crescente e além disso f(rg) = 0. Desta maneira I(t) < —44. Entdo
a evolucao temporal do momento de inércia ¢ controlado por uma funcao concava
para baixo, a qual necessita se tornar negativa para t > t*, ¥ < oo. Ou seja,

o intervalo da solugao necessita ser da forma (y,¢*), com t* < oc e a particula

necessita colidir com a origem em tempo finito.

No caso do item 2), desde que K~ (w) é um conjunto invariante e toda solucao
q(t) com condicao inicial em K~ (w) satisfaz K,(q) > 0 — ||q|| = r > r¢ a solucao
esta

solucao esta definida para todo o tempo. i

nao se aproxima da origem. Como consequéncia do Teorema de Painleveé

3

Para o problema de dois corpos homogéneo e 0 < a < 2 o comportamento das
solucoes ¢ como no problema de dois corpos newtoniano. Ou seja, se o momento
angular ¢ nao nulo nao existem colisoes e as solucoes estao definidas globalmente.
As colisoes s6 podem ocorrer quando o momento angular é nulo. Neste problema
Assim como no problemade dois corpos newtoniano, pode-se provar que o conjunto
de condicoes iniciais que leva a uma solucao de colisao tem medida de Lesbegue

nula para o caso 0 < a < 2. Veja [9] para maiores detalhes.
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