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Resumo

Nesta dissertacao, estudamos a regularidade de fungoes infinitas harmonicas, ou
seja, solucgoes da equagao
Asou =0,
onde v : U C R" — R, com U limitado e u € C(U). Mais especificamente, nos
mostramos que, sob certas condigoes, fungoes infinitas harmonicas sao CLs.

Palavras-chave: Equacoes Elipticas Degeneradas, Infinito Laplaciano, Regulari-
dades, Solucao no Sentido da Viscosidade.



Abstract

In this dissertation, we study the regularity for infinite harmonic function, that

is, solutions of equation
Asu =0,

where u : U C R" — R, with U bounded and u € C(U). More specifically, we have

shown that under certain conditions, infinite harmonic function are C's.

Keywords: Degenerate Elliptic Equations, Infinity Laplacian, Regularities, Visco-
sity Solution.
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Introducao

Neste trabalho, estudaremos a teoria de regularidade de fungoes infinitas harmonicas,
isto é, solucoes da equacao
Aju =0, (1)

onde U C R™ é um aberto limitado e v € C(U). Salientamos que quando falamos
de solucao neste texto, estamos nos referindo a solugao no sentido da viscosidade
(ou viscosity solutions) que aqui chamaremos apenas de solugao.

A teoria de regularidade de ¢ uma das teorias modernas das Equacgoes Di-
ferenciais Parciais. Um dos principais problemas que ainda nao foi completamente
resolvido consiste em saber se solucgoes de sao de classe C!. Sobre isto, alguns
resultados parciais ja foram obtidos. O. Savin [I5] mostrou que em dimensao 2,
solucoes de sao C'. J4 Evans e Savin [5], provaram que ainda em dimensao 2,
se u é solucao de , entao existe um a > 0 suficientemente pequeno tal que u é
C1>. Evans e Smart [6] por sua vez, provaram que tais fungoes sao diferencidveis em
todo ponto, isto em qualquer dimensdo. Ja Aratjo, Ricarte e Teixeira [1] provaram
que sobre certas condigoes da funcao u, vale a regularidade C' L. Sobre este ultimo,
discutiremos um pouco mais no Capitulo [4]

Este trabalho estd dividido em quatro capitulos. No Capitulo[I] apresentaremos
resultados e defini¢oes que serao usados no decorrer do texto. Abordaremos con-
ceitos basicos da teoria de equagoes elipticas totalmente nao lineares. Em seguida,
apresentaremos alguns teoremas que serao usados nos Capitulos [3] e [4

No Capitulo [2 comegaremos estudando o problema de Absolutely Minimizing
Lipschitz Extension. Tal problema consiste em estender uma funcao Lipschitz
continua f : U — R, onde U C R" é um aberto, ao fecho de U sem aumentar
a constante de Lipschitz. Em outras palavras, estamos interessados em encontrar

uma funcdo v : U — R de modo que
f=u em 90U e Lip,(U) = Lip,(dU).

Na Sec¢ao [2.] introduziremos uma propriedade geométrica que esta relacionada

com o problema de Absolutely Minimizing Lipschitz Extension, que chamaremos de



Comparacao com Cones. Definiremos quando uma funcao u € C(U) tem a propri-
edade de comparacao com cones e finalizareamos a se¢ao mostrando uma condigao
necessaria e suficiente para que uma funcao tenha a propriedade de comparacao com
cones. Na Segdo [2.3] abordamos a equagao que é o foco principal deste trabalho,
o infinito Laplaciano. Finalizamos o capitulo [2] com a Segao [2.4, Nesta, mostra-
mos que os trés conceitos citados nas segoes [2.1] e sao todos equivalentes.
A demonstragao foi dividida em dois momentos: No primeiro, na Subsegao [2.4.1
mostraremos a equivaléncia entre o problema de Absolutely Minimizing Lipschitz
Extension e Comparacao com Cone. No segundo, na Subsecao [2.4.2] mostraremos
a equivaléncia entre Comparacao com Cone e o Infinito Laplaciano.

No Capitulo [3] estudaremos a regularidade de solugdes para a seguinte equagao

nao linear

\Vu|"F(D*u) = f(r) em B, (2)

onde Bj é a bola unitéria de R”, v > 0, F' é uniformemente eliptica, F'(0) =0e f é

limitada. Nés mostraremos que se u € C'(U) é uma solucao de (2)), entao u € C1*,

1
a:min{a071+ }
~

e ap ¢ a regularidade a priori das solugoes de F(D?*u) = 0. Para tal, comegaremos

onde

estabelecendo uma condicao que nos garantird a regularidade de C** de u. Em
seguida, provaremos o lema do médulo de continuidade. Este lema é uma con-
sequéncia dos lemas das estimativas Lipschitz e Holder, respectivamente. Com este
resultado em maos, obteremos a compacidade das solugoes e, assim, podemos ga-
rantir a existéncia de uma sequéncia

U — Uso
k—o0

de modo que, us ¢ solucao de
F(D*uy) =0,

que por Krylov e Safonov [12], possui regularidade C**. Em seguida, vamos mostrar

o lema de aproximacao. Este lema nos garante que solucoes de
p+ Vul"F(D*u) = f(2), (3)

com p € R", podem ser aproximadas por uma funcao linear em uma bola cujo o
raio estd intimamente associado ao erro da aproximacao. Logo apds, iteramos o
lema de aproximagao para garantirmos que a solucao u de ({3]) estd em um espago de

Campanato e, assim, mergulha-lo no espaco C*®. Por fim, mostraremos que solucoes



de (2) no caso homogéneo sao também solugoes de F'(D?*u) = 0. Este resultado foi
fundamental na demonstracao do lema de aproximacao.

No Capitulo[4], nosso intuito é o estudo da teoria de regularidade para solugoes de
. Iniciamos o capitulo mostrando a Desigualdade de Harnack. Em seguida, usa-
remos este fato para garantir que se u € C'(U) é solucao de (|1), entao u é localmente
Lipschitz e, portanto, pelo Teorema de Rademacher, concluimos que u é diferenciavel
em quase todos os pontos. Finalizaremos este trabalho com duas aplicacoes do Te-
orema [3.1 Mais especificamente, provaremos que sob certas condigdes garantimos

a tao desejada regularidade Cls para solucoes de .



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, nosso objetivo ¢ introduzir conceitos e resultados basicos de
equacoes elipticas totalmente nao lineares que tornarao o texto mais completo e
portanto com uma leitura mais agradavel. As defini¢oes e resultados deste capitulo
podem ser considerados classicos e portanto nao nos prenderemos a investigacoes
mais profundas ou demonstracgoes, para uma leitura mais completa recomendamos
o famoso livro do Caffareli e Cabré [3], as notas de Crandall-Ishii-Lions e Koike [11]

entre outros que serao citados no decorrer do texto.

1.1 Definicoes e Resultados

O primeiro aspecto que queremos tornar claro no texto é o conceito de solucao que
iremos usar, como temos por objetivo tratar de operadores da forma nao-divergente
iremos considerar o tipo de solucao introduzido por Crandall e Lions no comeco dos
anos 80, as solugoes no sentido da viscosidade ou viscosity solutions. Para tanto, a

fim de explorarmos a teoria mais classica, consideraremos operadores

F:S"xR"xRxU — R,

onde S ¢é o conjunto das matrizes simétrica e U C R” um aberto limitado, tal que
F(X7p7 Z? x) S F(Kp7 z7$)

para X > Y no sentido das matrizes, a esta propriedade chamamos de elipticidade

degenerada. Um exemplo de tais operadores é

F(X) = —Tr(X).

Neste trabalho, vamos considerar equacoes da forma

F(D*u(x), Du,u,x) = f(x), (1.1)
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onde z € U, u e f sdo fungdes definidas em U. Além disto, dizemos que u € C'(U)
¢ uma subsolucao(super) no sentido da viscosidade de (L.1)) se dado um zy € U ¢

uma funcio ¢ € C*(U) tais que v — ¢ tem um maximo(minimo) local em zy entao

F(D*¢(z0), Dé(x0), d(w0), z0) < f(0)(>).

Se u é subsolucao e supersolucao no sentido da viscosidade entao dizemos que u é
solucao no sentido da viscosidade e chamaremos apenas de solucao a partir de agora.
Um classe muito importante de operadores que levaremos em conta neste trabalho

sao os chamados Uniformememnte Elipticos que definimos como

Definicao 1.1. Dizemos que F' : S — R € Uniformemente Eliptica se existir duas

constantes positivas 0 < X\, A, com X\ < A, tais que para qualquer X € S, tem-se
AtrY < F(X)—F(X+Y) <A trY, (1.2)

para toda matriz’Y > 0.

Observacgao 1.1. As constantes A e A sao chamadas constantes de elipticidade.

Proposicao 1.1. Se F' ¢ uniformemente eliptica, entao para qualquer constante

a >0, a fungio a ' F(aX) tem as mesmas constantes de elipticidade que F.

Demonstragdo. Desde que F' é uniformemente eliptica, existem A, A (constantes

de elipticidade) positivos tais que
Mr(Y) < F(X)— F(X+Y) < Atr(Y),

para toda matriz Y > 0. Considere G(X) = a ' F(aX).
Afirmacao 1.1. X e A também sao as constantes de elipticidade de G.

De fato, como Y >0 e a > 0, segue que a~'Y > 0. Assim,

Ar(aY) < F(aX) — F(aX +aY) < Atr(aY).

1

Multiplicando as desigualdades anteriores por a™*, obtemos

Aa ttr(aY) < a'F(aX) —a 'Fa(X +Y)) < Aa"'tr(aY),

ou seja
Mr(Y) <G(X)-GX +Y) < Atr(Y).

Portanto, A e A também sdo as constantes de elipticidade de a ' F(aX). ]



Definigao 1.2. Fize 0 < A < A. Para X € S, vamos definir

P(X)=A> N+AD N e PHX)=A) XN+A> N, (13)

Ai>0 Ai<0 Ai>0 Ai<0

onde 0s N.s sao os autovalores de X . Os operadores definidos em (1.3) sdo chamados

de Operadores de Pucci.
Uma caracterizacao da elipticidade usando os operadores de Pucci é a seguinte

Proposicao 1.2. Se F' ¢ uniformemente eliptico, entao
P V)X F(X+Y)-FX)<PHY). (1.4)

Este resultado é muito t1til, por exemplo quando queremos, ao invés de traba-
lhar com a equacao envolvendo F', trabalhar com operadores com uma forma mais
acessivel.

Um fato muito importante sobre os operadores uniformemente elipticos que serd

muito importante no Capitulo [3| é o seguinte teorema devido a Krylov e Safonov
[12].

Teorema 1.1. Seja u solugao de F(D*u) =0 entdo u € CH.

Os dois proximos resultados sao ferramentas bastantes impactantes na teoria de
regularidade e na teoria de fungoes Lipschitz continuas. O primeiro é o teorema
de Campanato [14], que sera essencial no Capitulo [3| e o segundo é o teorema de

Rademacher.

Teorema 1.2 (Campanato). Se u € C(By) e existe [(x) = a+ bz tal que
[u(z) — I(2)] < Claf™,

com x € By, entao u € CH(By).

Teorema 1.3 (Rademacher). Se u : U C R* — R € uma fungio Lipschitz

continua, entdo u € diferencidvel em quase todos os pontos.



Capitulo 2

Propriedade AML, Comparacao
com Cones e o Infinito Laplaciano

2.1 Propriedade AML

Nesta secao, nosso objetivo é estudar o problema de Absolutely Minimizing Lips-
chitz Extension. O problema consiste em extender uma funcao Lipschitz continua
f:0U — R, com U C R” um conjunto aberto, ao fecho de U sem aumentar a
constante de Lipschitz. Em outras palavras, gostariamos de encontrar uma fungao
Lipschitz continua v : U — R tal que f =u em 9U e Lip, (U) = Lip,(8U).

Este tipo de problema esta relacionado a construcao de imagens por computador,
por exemplo, se conseguirmos extender Lipschitz basta obtermos as informagoes no
bordo do dominio e o programa extenderia sem precisar captar informagoes a mais
e sem distorcer a imagem, ja que a norma Lipschitz é preservada.

O problema anterior tem varias solugoes, que sao chamadas de extensoes de
McShane-Whitney. Tais extensoes de f € Lip;(OU) sao fungoes definidas em U por

MW.(f)(x) = sup{f(z) — Lip;(0U)|x — 2|}

zeoU

MW ()(@) = inf {7(y) + Lin,(00)[z — o]}
De fato, seja x € QU entao
MW, (f)(x) = Fo(x) = f(z) — Lip(0U) |z — 2| = f(z).
Por outro lado, como f € Lip(9U), temos
f(z) = Lip;(0U)|z — 2| < f(a),
para todo z € OU. Logo

MW.(f) = sup{f(z) — Lip;(9U)|z — z|} < f(x).
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Assim, MW, (f) = f em OU. De forma andloga, mostra-se que MW?*(f) = f em
oU. Portanto,

Acabamos de mostrar o seguinte teorema

Teorema 2.1. As extensoes MacShane-Whitney MW.(f) e MW?*(f) resolvem o
problema de extensdo de Lipschitz para [ € Lip(OU) e se u € qualquer solu¢ao do

problema, entao

MWL(f) <u< MW*(f) em U.
Observagao 2.1. O Problema de Extensao Lipschitz possui solu¢do unica se
MW, (f) = MW(f)
em U, que raramente acontece.

Exemplo 2.1. Sejamn =1 e U = (—1,0)U(0,1). Considere a func¢io f : 0U — R
definida por f(—1) = f(0) e f(1) = 1. Temos que

Além disso,

—r—1, se —1<zg<-1
J— ) _— _ 2
MW(f) = { x, se —% <zr<1
e
_Jx+1, se —1§[E§—%
MW.(f) = { z|, se —4<z<1

que sao, claro, funcoes direfentes.

O problema destas extensoes é que ela nao sao extensoes locais, ou seja, a ex-
tensao de McShane-Whitney pode ser a extensao desejada em um dominio U e dei-
xar de ser em um subdominio V' CC U. Este tipo de problema torna a extensao de
McShane-Whitney pouco adequada ja que em cada subdominio deveremos calcula-la
novamente, o que a priori nao é natural e além disto, a niveis praticos aumenta em
muito o custo operacional. Entao gostariamos de uma extensao que tenha natureza
local no sentido de que se ela é a extensao adequada em U ela também sera adequada

em qualquer subdominio V' CC U. Assim, definimos a seguinte propriedade

Definigao 2.1 (AML). Seja u € C(U). Dizemos que u € Absolutely Lipschitz

Minimizing em U, e escrevemos uw € AML(U), se para todo subconjunto limitado

V cc U e para cadav € C(V), tem-se
Lip, (V) < Lip,(V'), sempre que u=v em JV. (2.1)

Observagao 2.2. FEssa nogao € local no sentido de que, se uw € AML(U) e V C U,
entdo u € AML(V).



2.2 Comparacao com Cones

Nesta secao, iremos introduzir uma propriedade geométrica fortemente relacio-
nada a propriedade AML que chamamos de Comparacao com Cones (CCC). Pri-

meiro definiremos o que é um cone,

Definicao 2.2. Um cone com vértice em x¢ € R™ € uma func¢ao da forma
C(x) = a+ blz — x|,

com a,b € R". A altura de C' € a, e sua inclinagao € b.

Tendo em vista a definicao acima fica claro que qualquer cone é Lipschitz continua
e parece o tipo de funcao certa para servir como base ao estudo das fungoes com a

propriedade AML. Consideremos a definicao abaixo
Definigao 2.3. Seja C' um cone com vértice em xy. A semi-linha
{zo + t(x — xo), comt >0}
¢ o raio de C' atrdves do ponto x.
O resultado a seguir ird relacionar a constante de Lipschitz do cone com sua
inclinacao,

Lema 2.1. Seja C' um cone com inclinagcdao b. Se um conjunto V' contém dois pontos

distintos no mesmo raio de C, entao

Lipe (V') = [0].
Demonstragao. Considere o cone C(z) = a + blx — xy|. Entdo, para qualquer
r,y € R,
|Cx) = Cy)| _ |a+ble —xof — (a+bly —xof)| _ b ||z — 2o — [y — o] <o,
|z =yl |z =y |z =y

assim |b| é uma constante de Lipschitz para C' em qualquer conjunto.
Se w,y sao dois pontos distintos no mesmo raio de C', teremos, para um x*,
Yy =xo+ a(x* —x9) e w = w9+ (2" —x0), com «, f >0, a # . Assim, temos que
Cly) = Clzo+af2” — x))
= a+blxg+ alz” — xy) — 0|
= a+bla(z" — x|
= a+blallx* — zl;
Cw) = C(xo+ a(w— x0))
= a+blzy+ B(x" — xp) — w0
= a+0b|B(z" — o)
= a+b|Bllz" — w0l

9



Assim,

Cly) — C(w) = blz™ — o[ (|| — [B]).

Logo
Cly) = Clw)| _ [bl™ — xo|(laf = [B])]
ly —wl |0 + a(a* — o) — (w0 + A" — 20))]
bl — @olla = B
— o= Bllzr =
= o]
ese y,w €V, entdao Lip(V) = |b). O

Uma consequéncia do resultado acima é que sob certas condigoes a constante
de Lipschitz do cone em um dominio aberto esta relacionado com a constante de

Lipschitz do cone na fronteira do dominio, mais especificamente

Corolario 2.2. Sejam V C R™ um aberto nao vazio e C' um cone com inclinagao
b. Entao
Lipe(V) = b].

Além disso, se V' € limitado e nao contém o vértice de C', entdo
Lipc(0V) = |b].

O corolario acima assegura que o cone transmite as informacoes relacionadas a
constante de Lipschitz da fronteira para o interior do dominio, tendo em vista que é
este tipo de comportamento que estamos procurando para relacionar a propriedade

AML nos motivamos a fazer a seguinte definicao,

Definigao 2.4. Dizemos que uma funcio u € C(U) tem a propriedade de com-
paragao com cones por cima em U se vale a sequinte condi¢ao: para cada V CC U

e para todo cone C' cujo vértice nao pertence a 'V, tem-se
u<C em V sempre que u<C em JV.

De maneira andloga, dizemos que uma func¢ao u € C(U) tem a propriedade de
comparacao com cones por baixo em U se —u tem a propriedade de comparagao com
cones por cima. Uma fun¢io uw € C(U) tem a propriedade de comparagdo com cones

se u tem a propriedade de compara¢dao com cones por cima e por baixo.

O préximo resultado nos fornece uma equivaléncia muito 1til da propriedade de
comparagao com cones que sera usada amplamente em calculos que apareceram ao

longo do texto.
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Proposicao 2.1. Seja u € C(U). Sao equivalentes:

(1) u tem a propriedade de comparagdo com cones por cima em U;
(i4) Para qualquer V.CCU,beR ez gV,
u(z) — blr — z| < max(u(w) — blw — z|), (2.2)
wedV
para todo x € V.
Demonstragao. (i) = (ii) Suponha que u tem a propriedade de comparagao com
cones por cima em U. Sejam V CC U,be R e z € V. Observe que
u(z) — bl — z| < m%>‘§(u(w) —blw — z|), (2.3)
we
para todo x € dV. Sendo assim, considere o cone centrado em z € V'

C(x) = ggg};(u(w) —blw — z|) + blx — 2|,

com z € dV. Logo, por (2.3) temos que
u(z) < C(x),
para todo x € V. Como u tem a propriedade de comparacao com cones, segue que
u(z) < C(x),
para todo x € V. Portanto, segue (2.2)).
(1) = (i) Suponha que (2.2)) é verdade e considere V' CC U. Sejam a,b € R e
considere
C(x) =a+blz — z|,
o cone com vértice em z ¢ V tal que
u(z) < C(x),
para todo x € dV. Por hipdtese,

_ _ < _ _
u(@) = blz — 2| < max (u(w) - blw — 2[),
para todo x € V. Logo,
u(z) —a—blr — z| < max(u(w) — a — blw — z|),
wedV
ou seja,

u(z) — C(z) < m%)é(u(w) — C(w)).
we
Como u(w) — C(w) < 0, para todo w € AV, temos que
u(z) < C(z),

para todo x € V. Portanto, u tem a propriedade de comparacao com cones por

cima em U. ]
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2.3 O infinito Laplaciano

Nesta secao, iremos introduzir a equagao que esta associada a questao de mi-
nimizarmos localmente a norma Lipschitz. Embora a prova desta associagao nao
seja elementar a heuristica que levanta a desconfianga para tal relacao surge bem

naturalmente. Sabemos que as fun¢des harmonicas sao os minimizantes do funcional

J(u):/U|Vu|2dx

e que as fungoes p—harmonicas sao os minizantes do funcionais

J(u) = /U V.

Desde que a norma LP ”converge”para a norma L ¢ imediato pensarmos que as
solugoes da equacao ”limite”do p—laplaciano estd associada ao problema de mini-
mizacao da norma L*>° do Vu, ou seja, a minimizagao da norma Lipschitz. Assim,

desde que

Ayu = Div(|VulP7?Vu) = |VulP~* {|Vu|*Au+ (p — 2) (D*uVu, Vu) }
temos que, para Vu # 0,
{|Vul* Au+ (p—2) (D*uVu,Vu)} =0

e portanto
1

(p—2)

{{D*uVu,Vu)} = {IVu*Lu},
tomando p — oo concluimos que
{<D2uVu, Vu>} =0.

A heuristica anterior nos motiva a seguinte definicao

Definigao 2.5. Seja u € C(U). A equagdo dada por

Aot = Z U U Uy, = (D*uDu, Du) (2.4)

ij=1

em U, é chamado de Infinito Laplaciano de u. No caso em que u satisfaz
Agu =0,
dizemos que u € infinita harmonica.
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Observacao 2.3. Vale ressaltar que a nocgao apropriada a considerar € a solugao
no sentido da viscosidade. Sendo assim, definiremos novamente o que seja solug¢do

no sentido da viscosidade para o infinito Laplaciano.

Definigao 2.6. (i) Uma funcdo u € C(U) € uma subsolugao no sentido da visco-
sidade de Asou =0 (ou simplesmente subarmonica) em U se, para todo T € U

e para toda o € C*(U) tal que u — @ possui um mdximo local em T, tem-se

Asoip(T) > 0.

(77) Uma fungio v € C(U) € uma supersolucao no sentido da viscosidade de
Asu = 0 (ou simplesmente superarmonica) em U se —u € uma subsolugao

em U.

(i1) Uma fungao u € C(U) € infinita harmonica em U se u € subsolugdo e super-

solucao em U.

O lema a seguir nos assegura que se a solucao tem regularidade suficiente entao

solugao no sentido da viscosidade e solucao classica sao a mesma coisa.

Lema 2.2. Seja u € C*(U), entdo u € infinita harménica se, e somente se,
Asu=0
no sentido da viscosidade.

Demonstragao. Suponha que w ¢ infinita harmonica. Entao, u é subsolugao e

tomemos u = ¢ na definicao. Desde que todo ponto z € U é um maximo local de
u—¢ =0,

temos que
Asou(z) >0,

para todo x € U. Além disso, —u é subsolucao e, assim,

Ax(—u) >0 & —Ax(u)>0
& Aco(u) <0,

para todo x € U. Portanto,
Asu=0

no sentido da viscosidade.
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Reciprocamente, suponha que
Asu =0

no sentido da viscosidade e tome & € U e ¢ € C*(U) tal que u — ¢ possui um

maximo local em . Vamos mostrar que
Asu >0,

ou seja, u é subsolucao. Para tanto, veja que u—¢ € C*(U) e ¥ é um maximo local.
Assim,

D(u—)(1) = 0,
ou seja,

Du(z) = ¢(Z).

Além disso,
D*(u—)(7) <0,
isto é,

Assim,

para todo y € R™. Logo,

v
I
£ =
S
\/\_/
-
£
=2
-
£
=N
Ny

De maneira analoga, mostra-se que —u é uma subsolucao. Portanto, o lema esta

provado. O

Embora o lema acima nos dé uma perspectiva otimista sobre a regularidade
associada ao infinito Laplaciano, o exemplo a seguir nos coloca em um contexto

mais real do que podemos esperar nesta questao,

4/3 _ ,4/3

Exemplo 2.2 (Aronsson). A funcio u : R? — R, dada por u(z,y) = x y*s é

infinita harmonica em R?.
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Vamos mostrar o caso em que u é subarmonica e usando argumentos semelhantes,
mostra-se que u é superarmonica.
Sejam (g, yo) um ponto qualquer em R? e p € C%(R?) tal que u — ¢ possui um

méximo local em (g, o). Desde que u € C*(R?), temos
D(u — ¢)(wo,90) =0

e, consequentimente,

4
%(Io,yo) = ux(%,yo) = gl’cl)/s (2‘5)

¢ 4
SOy(CEo,yo) = Uy(l’o,yo) = —gycly/g (2-6)

Primeiro, vamos excluir o caso em que zo = 0. Se ¢ € C?(R?) tal que u — ¢ possui

um maximo local em (0, y), entao

(u—9)(@,50) < (u—9)(0,50) < 2 <o) —e0,5), (2.7

para todo x em uma vizinhanca do 0 e isto nao pode acontecer. De fato, considere
F(l’) - 80(‘7;7 yO) - ‘P(O;yo) Temos F(O) =0e

F/(O) = pr(OvyO) = ux(ovyO) = 0.

Entao, pelo teorema de Taylor, segue que

F(l‘) _ F”(O) _ Soxx(07y0)

ili% PR 5 < +o00.
Assim, se ([2.7)) for verdade, segue que
F 4/3
lim (z) > lim = o +00.
x—0 [L‘2 z—0 ,1[2

uma contradicao.
Agora, vamos considerar o caso zg # 0 e yo = 0. Se ¢ € C?(R?) tal que u — ¢

possui um méximo local em (zy,0), entao
(u=)(@,0) < (u=9)(20,0) & & —o(@,0) <5’ —p(20,0),  (28)
para todo x em uma vizinhanga do xy. Isto garante que a funcao
G(x) = 2*? — p(z,0)

possui um maximo local em xy. Observe que G ¢ de classe C? numa vizinhanca de
xo (escolhemos a vizinhanga suficientimente pequena de forma que nao contenha o

0), temos que
G/<£C0) =0
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G"(z0) <0,
ou seja,
Pra(0,0) > gx(;?/s > 0. (2.9)
Assim, usando (2.5)), e (2.9), obtemos
Acp(0,0) = (P3%a0 + 2000y Py + Popyy) (20, 0)
= 93 (20,0)@ua (w0, 0)

v

0

como queriamos.

Por fim, se (zg,y0) # (0,0), u é C? em uma vizinhanga de (zg,yo), segue com
argumentos analogos que a equacao é satisfeita no sentido da viscosidade.

Este exemplo nos mostra que existem solugoes no sentido da viscosidade que
nao sao solugoes classicas, e mais, nos garante que a maxima teoria de regularidade

, - P : . ol
possivel para solucoes do infinito Laplaciano é C'V's.

2.4 Equivaléncias

A esséncia de toda esta secao é provar que os tés conceitos abordados anterior-
mente sao todos equivalentes, embora ao longo das secoes anteriores tenha ficado
clara a relacao entre o entes apresentados, o fato de elas serem equivalentes é surpre-
endente e as demonstragoes de tais equivaléncias passam longe de serem imediatas
e foram demonstradas em uma série de artigos cldssicos, ver [4] e [10].

2.4.1 Propriedade AML e Comparacao com Cones

O Teorema garante a equivaléncia entre a Propriedade AML e Comparagao

com Cones.

Teorema 2.3. Seja u € C(U). Entdo, u tem a propriedade de comparagdo com

cones em U se, e somente se, u € AML(U).

Demonstracao. Suponha que u tem a propriedade de comparacao com cones em

U eseja V CC U. Queremos mostrar que
Lip, (V) = Lip,(9V).

Faremos uso da seguinte afirmagao
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Afirmacao 2.1. Dado u € C(U), entdo Lip,(U) = Lip,(U).
Desde que u € C(V), a Afirmacdo garante que
Lip, (V) = Lip,(8V).
Entdo, como 9V C V, segue que
Lip,(0V) < Lip, (V).

Basta mostrar que Lip, (V) < Lip,(0V). Primeiro, observe que, para qualquer
reV,
Lip,(0(V'\ {«})) = Lip,(9V U {z}) = Lip,(9V). (2.10)

Para ver isso, precisamos verificar que, para qualquer y € 0V,
|u(y) — u(x)| < Lip, (OV)|y — |,
o que é equivalente a
u(y) — Lip, (OV)|z — y| < u(x) < u(y) + Lip, (OV)]z — y|. (2.11)

Isto é claramente vélido para todo x € AV, mas o que queremos mostrar é que é

valido para todo x € V. Considere o cone
C(x) = u(y) + Lip,(9V)]z — y/,

centrado em y € dV. Desde que y € V e u tem a propriedade de comparagao com
cones por cima em U, a desigualdade é valida em V' porque ela se mantém em OV .

Agora, sejam x,y € V. Usando (2.10|) duas vezes, vamos ter
Lip, (0V)) = Lip,((V'\ {z})) = Lip, (0(V'\ {z, y})).
Desde que z,y € O(V \ {z,y}) = 0V U {x,y}, temos
u(z) — u(y)| < Lip,(O(V \ {z,y}))x — y| = Lip, (0V)|x — y.

Portanto,
Lip, (V) < Lip, (9V).

Reciprocamente, suponha que v € AML(U). Pela Proposigao basta mos-
trarmos que para qualquer V CCU,beRe 2z &V,

u(z) — blr — z| < max(u(w) — blw — z|).
wedV
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Sejam V| b e z como acima e considere o conjunto
W = {:c e Viu(z) —blz — 2| > m%>é(u(w) —blw — z|)} : (2.12)
we

O teorema estd provado se mostrarmos que W = (). Suponha por absurdo que

W # () e considere o cone

Clx) = gé%)é_(u(w) —blw — z|) + blz — z|.

Observe que W é um conjunto aberto, pois
W={zeV;(u—C)(z)>0}=Vn(u—C)(0,00)).
Afirmacgao 2.2. u=C em OW.
De fato, observe primeiro que se z € 9V, entao
(u = C)(x) <0.

Agora, suponha que z € OW, com (u— C)(x) > 0. Logo, z € OV e, como W C V,
temos que z € V. Assim, x € W. Isso é um absurdo, pois W é aberto. Se x € oW,

com (u — C)(x) < 0, existe uma vizinhanca V,, de x tal que
(u=C)y) <0,
para todo y € V. Assim,
VaUW =9,

o que gera novamente uma contradi¢ao. Portanto, segue a afirmacao.
Como u € AML(U), pelo Corolério e pelo fato de que z € W, pois z € V e
W C V, temos que

Lip,(0W) = Lip, (W) = Lipo(0W) = [b].
Tome xo € W. O raio de C' através de xg
{z+t(xg—2), t >0}

contém um segmento em W contendo o que encontra W em seus pontos de ex-
tremidades.

Considere as fungoes

F(t)=C(z+t(xo—2)) = a+ blxy — 2|

G(t) = u(z + t(xg — 2)),
onde t > 0 e a = max (u(w) — bjlw — z|). Note que F = G nas extremidades do

weoWw
segmento, uma vez que u = C em OW. Além disso, F' é uma funcao afim com

inclinagao |b||zg — z|.
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Afirmagao 2.3. G tem |b||xg — z| como constante de Lipschitz.

De fato, dados t1,t; > 0, com t; # to, temos

|G(t1) —G(t2)]  |u(z+ti(zo — 2) —u(z + ti(xg — 2)|
|t — 1o B |t — 1o
0] (t1 — ) (o — 2)|
N |t — to
= |bllzo = 2,
pois Lip,(0W) = |b| e o segmento estd contido em . Portanto, a afirmagao é

verdadeira.
Concluimos que F' e GG sao as mesmas fungoes no segmento e, como o segmento

contém xy, tem-se
G(1) = u(xg) = C(z9) = F(xo) = F(1).

Chegamos em uma contradicao uma vez que g € W e, assim, u(xg) > C(zo). O

2.4.2 Comparagao com Cones e o Infinito Laplaciano

O Teorema [2.4] garante a equivaléncia entre Comparagao com Cones e ser infinito

harmonica.

Teorema 2.4. Seja u € C(U). Entdo, Au > 0 se, e somente se, u tem a propri-

edade de comparacao com cones por cima.

Demonstracao. Suponha que A u > 0 em U. Sejam V CC U, beRez & V.

Vamos mostrar que

blr— 2| < — blw — z|).
u(z) — blx z\_gé%)‘;(u(w) blw — z|)

Note que se G é uma funcao suave, tem-se
AxG(lz]) = G"(|zDIG(|2)]*, = #0.
Tomando G(t) = bt — \t?, segue que, para todo z € V,

An(blr — 2] = Nz — 2]*) = ALG(|z —2]|)
= G"(|lz = 2]).[G(Jla — =)
= 2\.(b—2\|z — 2|)?

< 0,
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se A > 0 é suficientemente pequeno. Como
Asu >0,

temos que
u(x) = (bx — 2 = Az — 2])
nao possui um maximo local em V CC U diferente de z. Assim,
u(z) — (blz — 2| — Mz — 2|*) < m%>‘§(u(w) — (blw — 2| = Mw — 2]?)).
we
Fazendo A — 0 na desigualdade anterior, obtemos
— — < — — .
u(z) —ble — z] < gé%)é(u(w) blw — z|)
Portanto, pela Proposicao [2.1| concluimos que u tem a propriedade de comparagao
com cones por cima.
Reciprocamente, suponha que u tem a propriedade de comparagao com cones
por cima. Inicialmente, note que, para cada x € B,.(y) CC U, temos
u(w) — u(y)
uw(r) <uly)+ max | ———————= ] |z —y|. 2.13
@ <ut)+ e (LY oy 213)
De fato, considere

R e

weIBy(y) r
o cone com vértice em y & (B, (y) \ {y}. Observe que o aberto (B,(y) \{y}) CC U e
u tem a propriedade de comparagao com cones por cima. Logo, é valido para
todo = € (B, (y) \ {y} e, portanto, também ¢ vélido para todo x € (B,(y) \ {y}).
Agora, pode ser reescrita como
u(w) —u(y) < max (u(w) —u(y) Y (2.14)
wedBr(y) r—lx—yl

Com efeito, chame z = x — y e veja que

u(w) — u(y)
@) S uly) + mas (—) HEN

<

u(w) (y)
(fv)SU(y)erEHalg}(y) . 2| = .

& u(z) — uly) (’”_—’Z’) < max AW

ﬁ

2|

r weHB,(y) T
r |

= — <

r— Mu(z) uly) < wergg:((y)u w)r — |2
& |1+ 12 w(z) —u(y) < max u(w) 2

r— |z ~ wedB,(y) r—|z|
2]

o —uly) < -

ula) = ul) < s (ul) = ule)

Portanto, a desigualdade ([2.14) é verdadeira.
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Afirmacao 2.4. Se u é duas vezes diferencidvel em xq € U. Entao,
Aoou(xO) = <Xp7p> > 07

onde p € R" e X, x, uma matriz simétrica tais que p = Du(xg) e X = D?*u(xy).
Vamos mostrar a afirmacao. Suponha que u é duas vezes diferenciavel em z¢ € U.
Entao, existem p € R" e uma matriz X,,, simétrica como na afirmacao tal que
1 2
u(z) = u(xg) + (p, z — xo) + §(X(z —x9),2 — o) + 0|z — xo?), (2.15)
Escolha )
r< §dist(x0, oU)

e A suficientemente pequeno, de modo que, yo = xg — ADu(xg), B,(yo) CC U e
xo € B, (yo). Logo,

,
A< .
~ Du(zy)
Fazendo z = yo em (2.15)), obtemos
1
u(yo) = ul(zo) + (p,yo — o) + §<X(y0 —0),90 — o) + 0l|yo — xo|*)

= uleo) + (3. =N} + 5 (X(=Xp), =30} + of] = MP)
= ulan) = Mpf + 33 (Xp,5) + oVpl?).

Assim,

(o) — ulyn) = Apl? — 53(Xp,p) — oV Ipf). (2.16)

Agora, seja w, € 0B, (yo) tal que

wy\ = max u(w)
8B'r(y0)

e ponha z = w, , em (2.15)) para obtermos

1
U(wr,A) — (wo) = (p, Wy \ — $0> + §<X(wm - $0)7 Wy \ — Zo) + 0(|wm - $0|2)- (2.17)

Além disso, fazendo © = xy e y = yo em (2.14)), temos

|~’1‘30—90’
u(xg) — u < max (u(w)— ulx _
(00) —ulw) < max (uw) = ulw) 72
< max u(w)e =l o wl
wEBr(yo) r— |xo — Yol r— |xo — Yol

|$0 - y0|

= (u(wny) = u(wo)) ==
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Agora, ponha Z = w,  — z. Assim, usando (2.16]) e (2.17) e dividindo em ambos os
lados por A, temos que
il

T — Alp|
(2.18)

pl? — %MXp,p) —o| = Mpl?) < {@,z} + %(X(z),z) +o((r + A|p|)2)}

Note que
2] = |wrx = xo| = [wrx — yo — Ap[ <7+ [Ap).

Agora, fazendo A — 0 em ([2.16|), vamos obter

o< ({0 ) g (o0 (M) =) ) bl ol

1 Wy — T
p*+ = (X ©) Jw, — a0 ) |p| + o(r)pl, (2.19)
2 T

IN

onde w, € IB,(yo) é tal que w, = /l\in% Wy €, assim,
—

‘wr—xo -1

r

Fazendo r — 0 na primeira desigualdade, desde que |w, — xo| = r,

W, — T o |w, —x
p| < <p, lim 0> < |p| lim :
r—0 r r—0 r
Dai, segue que
Wy — T
lim L p # 0.

—0 1 |p|
Por fim, dividindo a desigualdade (2.17)) por r e fazendo r — 0, obtemos
1/.p p >
o< (XM 02 (X = Asulan)
2\ pl" Ipl
Portanto, segue a demonstragao da afirmacao.
No caso geral, sejam 7 € U e ¢ € C?*(U) tal que u — ¢ tem um méximo em 7.

Entao, para y,w préximos de T,

Logo,
o) —e(y) < u(@)—u(y)
< max (ulw) - @) 0
< max (o) - (@)
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e obtemos ([2.14)) para a funcdo ¢. Repetindo os mesmos argumentos, vamos concluir
que
Acop(T) 2 0

e a prova esta completa. O
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Capitulo 3

Regularidade C1'% de Soluges de
Equacoes Elipticas Nao-Lineares
Totalmente Degeneradas

Neste capitulo, nosso objetivo é o estudo da regularidade de solugoes para o

seguinte equacao nao linear
\Vu|"F(D*u) = f(x) em B, (3.1)

onde B; é a bola unitdria de R", v > 0, F' é uniformemente eliptica, F/(0) =0 e f
¢ limitada. Pela condicao v > 0 essas equagoes sao conhecidas como degeneradas e
possuem uma grande relacao com o infinito Laplaciano. Tal relacao sera discutida
amplamente no préoximo capitulo.

Para a € (0,1] e U C R", vamos denotar

(Uit =sup inf  sup |u(z) —p.2|.
»>0 PER" 1B, (x)NU

Nosso intuito é demonstrar o seguinte teorema,

Teorema 3.1. Assuma que v > 0, F uniformemente eliptica, F(0) = 0 e f €

limitada em By. Entao, existem C > 0 apenas dependendo de v tal que qualquer

solugdo u de (3.1)) € Ch e
_1
hsose < C (b= + 117 )

O exemplo abaixo mostra que solugoes u de (3.1)) ndo podem ser mais regulares

1, .
do que C T+, mesmo que f seja C*.
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Exemplo 3.1. Considere a fungio u(x) = |z|'*T*.

Como = = (x1,...,2,) € By CR", temos que
u(w) = (2 4. 4 22) 2

Além disso, sabemos que

Vu= (0u,...,0u) e Au= Z Osiu.
i=1

Logo,
1 lta
o;u = ( _ga> (;13% +...+ xi)< fe-1) 20 = (1+ a)|$|(a_1)/2xi
e
xZ; o
&'-U = (1 + Oé)(Oé — 1)|x|a—1mxi + (1 + oz)|x| 1n
2
o
= (It a)( = Dlz* 2o+ (L a)lal* ™
Portanto,
Vo = ((1+ )|z @ D2, (1 + a)z|@ D2,
e

Au= (14 a)(la+n—1)z|*"

Feito isso, veja que
\Vu|"Au = (1 + o) (a +n — 1)]z)c0FD-1,
ou seja, a fungao u satisfaz

|Vu|"Au = C‘x’(Ha)(vH)*(vH)

Y

onde C' = (1+a)"™(a+n—1). Em particular, se escolhermos o = 1/(1++) o lado
direito é sempre constante. Este exemplo mostra que mesmo para um lado direito
constante e F'(D?*u) = Au, nao podemos esperar, em geral, que a solugao seja mais
regular que C'HY/0+7),

O método que foi usado para demonstrar o resultado principal deste capitulo é o
método da compacidade associado a teoria das equacoes tangentes, uma estratégia
poderosissima que surge no artigo [2] devido a Caffarelli e é aprimorada no artigo
[16] de Teixeira. A ideia consiste em aproximar a solu¢ao do nosso problema de uma

solugao de uma equacao tangente, com boas estimativas a priori, e tentar assegurar
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tal regularidade para a solucao do problema original. O curioso neste operador é que
se por um lado o termo gradiente nao permite que ultrapasemos o regime C1®, por
outro, ele sugere uma estimativa melhor do que a estimativa a priori do problema

da equacao tangente que seria,
F(D*u) = 0.

Na verdade haverda um passo intermediario implicito, pois aproximaremos a solugao
do nosso problema da solucao do problema tangente para garantirmos o ingresso no

regime C'®, e depois iteramos o processo assegurando a regularidade desejada.

3.1 Reducao do Problema

Nesta se¢ao, como ja citado na Introdugao, mostraremos que de fato, com um
simples reescalonamento da fung¢ao u, a prova do Teorema [3.1] se reduz ao caso em
que

1
lullz= < 5 e [lfllz= < <o,

para algum gy > 0 suficientemente pequeno que sera escolhido mais adiante. Esta
reducao tornara o processo de demonstracao do teorema principal mais organizado
e elegante. Nosso primeiro resultado desta secao nos garante uma condicao para

demonstrar o Teorema [B.11

Proposicao 3.1. Para provar o Teorema|3.1], € suficiente mostrar que

[u] 1+C¥,Bl/2 S C?

assumindo
1
lullzees, < 5 e flle=,) < o,

para g9 > 0, com g9 = go(N, A, n, 7).

Demonstracao. Seja u uma fungao satisfazendo as hipéteses do Teorema 3.1} Va-

1 —1
0\ TH7
0}

e considerar a fungao escalonada

mos tomar

Note que
Vu = kVu.
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Assim,

|Va|" = k7| Vu|".
Além disso, temos

\Vi| kF (k' D*a) = k" |\ Vu| " F(D*u) = K7 f(x).
Logo, u é solucao da equacao
Val'kF(k~'D*a) = f(x),

onde

fla) =K f(2).

Agora, veja que

~ U\l [,00 1
Jill = Kl = ey <3
Loo
2 o +
(nuuL (M) )
Temos ainda que
A = k|10
1115+

1/(14)
€0

5(1]/(1+’Y)||f||1/(1+7)

1 1 1 1+
20/ M ]| oo 4 || £ AT
S1/04)
0

IN

)
ou seja,
£l < eo.
Assim, se
(W1 1ap,, < C,

por reescalonamento em u, temos que

[u]1+06731/2 = k7 [’&] 1+a,By /2
k'C

1/(1+7)
HfH”“”
= (HUHLOO 1/(1+7)

C (Jlull + Hle/(””)

IA

IN

27



3.2 Equi-Continuidade das Solucoes Reescalonado

Nesta secao, vamos mostrar que a solucao de
lp + Vu|"F(D*u) = f, (3.2)
com p € R”, sao Holder continuas, independente de p.

Lema 3.1 (Mdédulo de Continuidade Independente de p). Para todo r > 0,
existem 8 € (0,1) e C > 0, onde

/8 = /B(A7 A’ n’ 77 r) e C - C<A’ A'7 n777 T)
tal que para toda solu¢ao u de (3.2), com
oscu<l e |fllre <eo<1,
By

satisfaz

Este resultado garantird a compacidade no conjunto de solugoes permitindo, e
usaremos ele para garantir a convergéncia uniforme de uma sequéncia de solugoes

ug para uma fungao u., que serd solucao de nossa equagao tangente
F(D*us) =0

que possui estimativas CH* a priori e nos permitird passar a esse regime de regula-
ridade. Vamos separar a demonstracao do resultado em duas partes. Na primeira
consideraremos p € R" grande, ou seja, |p| > C' e demonstraremos que as solugoes de
sao uniformemente Lipschitz. A prova deste fato é bastante técnica e usaremos
para isso a famosa estratégia de Ishii-Lions [9]. Mais precisamente vamos mostrar o

seguinte resultado

Lema 3.2 (Estimativas Lipschitz para Grandes p's). Assuma que u é uma

solucao de (3.2), com

%scug L e ||fllzem) <eo < 1.
1

Se
1
|p‘ Z )
Qo

com ag = ap(A, A,n,vy,r), entdo u € Lipschitz continua em B, e
[ul1.B, < C,

onde C = C(\ A, v, d,r).
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Demonstracao. Vamos reescrever a equagao (3.2) como
le 4+ aVu|"F(D*u) = f,
onde e = p/|p|, a = 1/|p| € [0,a0] e f = |p|~7"f. Observe que

1|1y = 171 f [ oo (1) < ageo.
Para todo x € B, 3, olhamos para Ly, Ly > 0 tal que
M = sup u() = u(y) — Lw(|z = y[) = Loz — x9|* — Laly — a0/,
T, YyeLy,

onde 3/2 )
— < §9 1=
w(s) = { s —wps®?, se s < s0:=(2/3wp) .
w(sg), se s> s

Escolhemos wy tal que s > 1 (basta tomar wy > 3/2).
Afirmacao 3.1. M <0.

Suponha que M > 0. Vamos reescrever M da seguinte forma

M = Slé% u(x) +w(y) — ¢(z,y),

onde w(y) = —u(y) e ¢(z,y) = Liw(|x — y|) + La|z — x0|* + Lofy — o[> Se (z,y) ¢
o ponto onde o méaximo ¢ atingido, concluimos que

o(z,y) < 0sC u < 1.

Nosso objetivo agora é usar o Lema de Jensen-Ishii. Procedemos da seguinte ma-
neira: Escolhemos um valor para Ly de modo que o supremo ¢ alcangado em B,.
Em seguida, calculamos o gradiente da funcao de teste para u com relacao a x e y
em (x,y) e obteremos duas desigualdades de viscosidade. Entao, vejamos como isso
tudo é procedido.

Digamos que
sup ®(z,7) = w(T) — u(y) — Liw([T = J]) = La|T — xo|” — Lofg — x> = 6 > 0.
Logo,
Ly([T — wol* + [7 = 20*) + Liw(|7 — 7]) = —0 + u(T) — u(7)
Dali,
0+ u(z) — u(y)

Lo(|Z — zol* + [ — wo|*) < =04+ u(@) —u(@) = |T—zo|*+ [J — zo|* <

Ly
L u@-um -0 (f)2
Ly 4
= Ly > (%)2 (u(@) — u(y) — 0).

29



Portanto, escolhemos Lo, = (é)Q, de modo que

4 4
T — x| < = el — x| < -
r r

Com esta escolha, forcamos os pontos x e y onde o supremo ¢ alcancado em B,.
Observe também que o supremo nao pode ser alcangado em (x,y) com = = y, caso
contrario M < 0.

Agora, observe que

Duolo ) = Ll — ). (7= ) + 21ale a0

r—Yy

=g Lo (1 —
o)

Dyole,y) = Lued (2 — ). (

Dessa forma, escrevemos

Do¢(z,y) = q+2Ly(x —20) e Dyo(x,y) = q+2La(y — 70),

onde ¢ = L1w/'(8)d, § =2 —y e d = 6/|5|. Além disso, temos que

I (v —y)?
" (x_y)2 / ‘x_y‘_ |l’—y|
® Dpd(z,y) = Liw"(|z - y’)m + L' (|2 —yl) |z — y[? + 2L
= Liw"(|Jz —y|) + 2Lo,
I (r —y)?
(x —y)? ety
" /
¢ Duyg(z,y) = Li"(|lz — y’)m + Lw'(|z = yl) 1z — y[?

= Llw”(’x - y’) - DyIQS(.T, y)

—(z —y)?
|z —y|?

o Dyyd(x,y) = —Liw"(|lz—yl) + 2L,

= Liw"(|Jx —y|) + 2L,

Pelo Lema de Jensen-Ishii, para todo ¢ > 0 suficientemente pequeno, existe
X,Y € S" tais que

F(Doo(x,y),X) <0, F(Dyo(z,y),Y) >0
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<)g _OY ) < ( _ZZ _ZZ ) + (2Ly + 1)1,

onde Z = LiD*(w(] . |))(z — y). Aplicando a desigualdade de matrizes nos vetores

da forma (v,v) obtemos

(5 8)()men) = (5 ) vmn) (1)t )
(% 7))o ()0

Vamos analisar cada lado da desigualdade anterior. Assim, para o lado esquerdo da

desigualdade, vamos obter que

<()O< _0Y><Z)’(U’U)> = {( Xv, =Yv),(v, v))
= (Xv,v) — Yv,0)
= (X =Y)v,v).

Para o lado direito da desigualdade, vamos obter que

(2% 7)) () o) -

= (2L2+L)I( ,(v,v)>
= (2L2+L)<(U, ),(v,v)>
= (2Ly 4+ ¢)({v,v) + (v,v))

= 2((2Ls + ¢){v,v)
= (4Ly + 0)v)*

Dessa forma, concluimos que
(X = Y)v,v) < (4Ly +0)|v]*. (3.4)

Sendo assim, (X —Y) < (4Ly + ¢)I, ou equivalentemente, todos os autovalores de
X — Y sado menores do que (4Ls + ¢). Em particular, aplicando no vetor (;5\, —A),

obteremos

~

(X —Y)4,0)

IN

(4Ls + ¢ — Bwo Ly |z — y|_1/2) |v]?

(4L2 +u— gﬁwOLl) 10]2. (3.5)

A
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Afirmacao 3.2. Ao menos um autovalor de X —Y € menor que (4L2 +1— %ﬂwoLl).

De fato, suponha que
3
)\k > <4L2 4+ — 5\/5000[/1) R

para todo 1 < k < n. Escreva

onde os e}.s formam a base ortonormal de X — Y. Assim

<<X—Y)3\7A> = <(X—Y)Zakek,2akek>
= <Zak/\k€k,zak€k>

k=1 k=1
- Y
k=1
. 3
> Zai (4[/2 +t— 5\/5&)0[/1) .
k=1

Logo, temos que
3 N 3
4L2—|—L— 5\/50.!0[41 |(5‘ > Zak 4L2+L— 5\/5&.)0[/1 s
k=1

o que é um absurdo. Dessa forma, ao menos um autovalor de X — Y é menor ou

igual a

3
(4L2 —I— L — 5\/5(4}0[/1) .

Agora, considere o Operador de Pucci

P (X =Y)==A) N—A) X\

Ai<0 Ai>0

Usando ({3.4) e , vamos obter que
P (X —-Y) > —M\A4ly+t—3V2wyLy) — A(d — 1)(4Ly + 1)
> —(A+ (d—1)A)(4Ly + ¢) + 3v/2woAL, .

Agora escrevemos as duas desigualdades de viscosidade e as combinamos para

obter uma contradicao.



Escolha ay suficientemente pequeno dependendo de L; e Ly, de modo que

1
< — < —.

Note que essa escolha é possivel, pois basta ver que

lag.| = alq+ 2Loz|
< allgl + 2Lz |z|)
< a(La|w'(6])] + 2Lar)
< a(Lafw'([8])] 4 2L2),
ou seja,
g <3 & ol (5] +2L2) < 3
& a< 1

= 2(Lafw (6])] + 2L2)
Portanto, basta escolher

1
apg = .
" 2(Lalw/(0])] + 2Ls)

Observe que com essa escolha de ag ¢ verdade que |ag,| < % Em particular, temos
que
1 1
le + ag.| > le| — |ag.| = 3 e le+agy| > el —lag| = 5
Assim, obtemos que

< min{|e + aq,|, |e + aqy|}.

N | —

Usamos agora o fato de que F' é unifirmimente eliptica e escrevemos
FY)+ P (X -Y)<F(X).
Lembremos que
[/l < ageo.

Além disso, note que

1 - - -
S FX) sletaq'FX) < flz) = FX) <2 f(2) < 27| fll= < 2752
De maneira analoga, obtemos que

—f(Y) S 2’)/@850.

Assim, combinando as desigualdades exibidas anteriormente, obtemos

;ﬁwo)\Ll < (A4 (n—1)A)(4Ly + 1) + 27 e,
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Escolhendo L; grande o suficiente dependendo A, A, n,, e a escolha prévia de L,
(que depende de r somente), obtemos uma contradigao.
Note que esta escolha de L nao depende da escolha anterior de ag, entao devemos

primeiro escolher L, grande e ag pequeno. A prova do lema estd agora completa. [

A segunda parte consiste em provar estimativas Holder uniforme para o caso
em que |[p| < C. Para isto, vamos usar um belo resultado obtido pelo Imbert em
[7], onde se garante a estimativa C'® para solugoes de equagoes degeneradas com

hipdteses especiais, [ver [7], Teorema 1, p. 8].

Lema 3.3 (Estimativas Holder para Pequenos p's). Assuma que u € uma

solugao de (3.2)), com

osc u <1 e [[fllee) <eo<1
1
Se |p| < ai, entao u é f—Holder continua em By e

0

[u]/37B7' < Cv
onde f = BN A,n,v,1) e C=C(\An,vy,r).

Demonstragao. Vamos reescrever a equacao (3.2) como G(Du, D*u) — f(x) = 0,

com
G(q, X) = p+a"F(X) = f().
Em particular, se |¢| < 2ay', temos que
p+al” = (lal = [p)" = (205" —ag")" = ay”.
Por hipdtese, F' é eliptica, ou seja,
P~ (Y) < F(X +Y) - F(X) < PH(Y).
Agora, suponha que

G(q,X)—f(w)SO} . G(q,X)—f(fv)ZO}
lq| > 2ay" lq| > 2aq" '

No primeiro caso, vamos obter

lp+q"F(X) < f(z)
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J& no segundo caso, vamos obter

p+q"F(X) = f(z) = —|f[<[p+q"F(X)

= —lp+d7|f] £ F(X)
—ag| fl < —=lp+ql71f] £ F(X)
—ag|f| < F(D*u) — F(0) < P*(D%u)
PH(D*u) + | flag > 0.

R

Em resumo, concluimos que

lq| > 245"

Sabemos por [7] que existe f; € (0,1) e C; = C1(\, A, 7, d) tal que

} = P (D*u)+ |flaj > 0.

[ulg, B, < Ci (oscBlu+maX(2aal,HfHLn(Bl)))

< (oscBlu + max (2a61, 50)) .

Portanto, a prova do lema estd completa. O

3.3 Lema de Aproximacao

Nesta secao, iremos provar o resultado chave deste capitulo, é o mecanismo que
faz todo o sistema funcionar que é o lema de aproximacgao. Ele nos garante que
solucoes de podem ser aproximadas por uma funcao linear em uma bola cujo
raio esta intimamente associado ao erro da aproximacao. Para provar tal resultado
iremos usar fortemente o Lemma [3.6| que sera provado em uma se¢ao posterior, este
formato nao natural dos resultados é uma escolha puramente didatica e foi feita
desta forma pois a demonstracao do Lemma [3.6] é bastante técnica e acreditamos
que o desenho do trabalho ficaria mais limpo deixando a sua prova para o final do

capitulo. O resultado que iremos mostrar agora mais especificamente é o seguinte,

Lema 3.4 (Lema de Aproximagao). Ezistem ¢o € [0,1] e p € (0,1), onde p =
p(v, A\, A, n) tal que para algum p € R™ e u solugao de

lp + Vu["F(D*u) = f,

em By tal que

oscu<1l e |fllrem) < €o,
By
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entdo existe p' € R™ tal que

osc(u — p'z) <

1
B, 2'0‘

Além disto,
|p/| < Cp.

Demonstracao. Suponha que o lema nao vale. Entao existem ¢, — 0, p, € R", f,,
Uy, COM

[ fallzee(sy < €n e 0SC U, <1
1

de modo que

|pn + Vu,|” F(D*u,) = f, em B. (3.6)
Mas, para todo p’ € R"™
1
/
ogpc(un plx) > 5P (3.7)

Observe que f, — 0, quando n — oo. Gragas ao Lema (3.1]), temos que
[Un] 0B, S C .

Pelo Teorema de Arzela-Ascoli, podemos extrair uma subsequéncia de (uy,),, conver-
gindo localmente uniformemente em B; para uma fun¢ao continua u.,. Em parti-
cular, para todo p’ € R?
1
/
—pl.x) > =p. 3.8
0sc(toe —p'.2) > 5p (3.8)

P
Vamos provar que u., satisfaz F' (DQUOO) = 0 em B;. Isto implicard que existe um

vetor p, € R" tal que
1
0sc (U — pp.) < na

P
permanece verdadeiro. Esta é a desejada contradi¢ao com (3.8)).

Para provar que F'(D*uy,) =0 em By, dividiremos em dois casos
i) (pn) possui subsequéncia convergente;
i1) (pn) nao possui subsequéncia convergente.

No primeiro caso, digamos que p, — pso. Devemos mostrar que dados xg e ¢,

com xy maximo de u,, — ¢ (o mesmo para xo minimo de u, — ¢), entao
[Pso + Vip(0) " F(D*p(x0)) > 0

€ 0 mesImo para
Pos + Veo(a0)|" F(D*p(z0)) < 0.
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Desde que
1Pn + Vu,|"F(D?un) = fo € Uy — Uso,

segue que existe x, — xo. Bom, x,, é médximo de u,, — ¢, entao
[Pn + Vo (un) [T F(D*p(u)) > fo-
Fazendo n — oo na desigualdade anterior, obtemos
[Po + V(o) ["F(D*p(us)) 2 0.
De maneira analoga, obtemos que
[Poo + V(o) " F(D*p(us)) < 0.

Dessa forma, [pe+V(uco)|" F(D*p(uss)) = 0. Portanto, pelo Lemal[3.6|da subsecao
[B.5] concluimos que F(D?p(us)) = 0. Isso implica que existe um vetor p, € R tal
que
1 1
ng(uoo ~Ppt) S 7P < 5py

o que é um absurdo.

No segundo caso, se nao pudermos extrair uma subseqiiéncia convergente de
Pn, €ntao |p,| — oo e, neste caso, extraimos uma subsequéncia convergente de

en = Pn/|Pn|- Digamos que e, — ey, e dividindo a equagao (3.6) por |p,|”, obtemos

|€n + |pn|_1V<p(un)PF(D290(un) = |pu| " fu-

Usando os mesmos argumentos que o anterior e fazendo n — oo na igualdade acima,
concluimos que
2
l€co + OV oo F(D*uy) = 0

para ey, # 0, ou seja, neste caso temos também que F(D?u,) = 0 em B;. Portanto,

a demonstracao do Lema [3.4] esta completa. O]

3.4 Demonstracao do Teorema 3.1

Nesta secao, iremos demonstrar o resultado principal deste capitulo, para isto
iremos iterar o lema de aproximacao e obter uma estimativa que nos permita assegu-
rar que nossa solucao esta em um espaco de Campanato adequado, o qual possamos
mergulha-lo no espaco C'1* desejado. Vamos mostrar o lema de iteracao que gan-

rante que,
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Lema 3.5. Ezistem p,a € (0,1) eegg € [0,1] apenas dependendo de vy, das constantes
de elipticidade e da dimensdo tal que, se u é uma solug¢ao de (3.1)), com

| fllze <eo e oscu <1,
By
entao para todo k € N, existe prp € R"™ tal que

osc(u — pra) < 1t (3.9)

Tk

onde r, = p¥. Além disto, )

=

\pr — pr—1| < Cory,

Demonstracao do Lema3.5 Vamos usar indugdo sobre k. Para k = 0, tome

po =0 e (3.9) é garantido, pois OSC U < 1. Digamos que o resultado ¢ verdade para
1

k, isto é, existe pp € R™ tal que

osc (u— pg.x) <71t
B,

Agora, escolha o > 0 suficientemente pequeno de forma que p® > Para cada

N | —

x € By, considere

Uy, (JC) = U(Tkx>r1_+£k (Tkx) .

Afirmacao 3.3. uy; € solucao de
|prr, @ + Duk\yr,ﬁ_aF(Tg_lDQW) = fr(z),
onde fi(x) = Tl_a(1+7)f(7“kx).

De fato, veja que

Duy, = 7"1% (Du(ryz) — D]pg(rez)]) -
k

Note que

D(ryz) = ryDu(rpx), D?*(rpx) = riDu(riz), Dlpp(rez)] = ripeDx e  D?*[pp(rpx)] = 0.

Assim,
1 1
Duy, = — (reDu(ryz) — rppr.Dz) = —(Du — pp D).
Temos ainda que
D2
P D) = F (i D) = P
Tl



Dessa forma, segue que

Ipar @ + Dug|'ry “F(ry ' D*uy,) = v v Dul| F(D*u)
1—a(l+
= ) £(ra)
- , 1
Portanto, a afirmacao estd provada. Agora, sempre que tomarmos a < T,
Y
teremos
1—a(l+
|illzw = "l < 0.
Dessa forma, podemos aplicar o Lema [3.4] ou seja, existe ¢;1 € R™ tal que
( )<
osc(ug — —p.
B Uk — Qk+1T) = 2P
Pela escolha do « e reescrevendo a expressao anterior, obtemos
u—pi(rez) < Jl+a
o5c T Gz ) <p
Portanto,
osc (U — pry1T) < Thyt,
B""k+1
onde pri1 = Pk + Q17 € Thy1 = pri. Ademais,
1Per1 — o] < |qeari| < Corye
Portanto, o lema esta provado.
m

Agora estamos prontos para entregar a prova do teorema principal. A primeira

coisa que faremos é mostrar que (pg) é uma sequencia de Cauchy e, portanto, con-

vergente em R". Chamaremos o = ﬁ e consideraremos p,, € pr com m > k
entao
i=m
[Pm = Dkl < |Pm — Pr—a| + -+ [Prsr — o] < Co me7
i=k

como 0 < p < 1 segue que

pak

1—po

|pm - pn‘ S CO
Logo, quando k — oo, tem-se que
|pm - pn‘ — 07
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provando que p; é uma sequencia de Cauchy. Assim py — poo-

Neste ponto vamos mostrar que

%sc\u — poo| < CppMH),
ok

De fato,

U — poo| < |u — pr| + |Poo — pil| 7|

e, além disto,

pak

1—po’

|Poo — Pi| < Z Ipis1 —pil < Co
i—k

assim

1
osc [u — peo| < C <1 + Cy ) pUitak,
B 1— pa

ok
Por fim, terminamos considerando x € B;. Temos que existe um k natural tal que

PP < x| < pF, assim

|x|1+a7

oscp , [u — poot| < CipH < Cy e

e usando o teorema do mergulho de Campanato [Teorema concluimos o resul-
tado.

3.5 Solugao de |Vu|"F(D?u) =0

Por fim, para terminamos o capitulo vamos demonstrar o Lema [3.6[ que é o
resultado crucial na prova do lema de aproximagao. Neste mostramos que solugoes
u do problema [3.1] homogéneo siao também solugoes de F'(D?*u) = 0. Este fato é um
resultado simples se Vu # 0, ja nos pontos onde Vu = 0 o resultado torna-se bem
complicado. Este problema foi contornado por um belissimo argumento dado por

Imbert e Silvestre em [§] e é o que apresentaremos a seguir.
Lema 3.6. Assuma que u € uma solucao de

lp + Vu|"F(D*u) = 0
em By. Entdo, u é uma solugdo de F(D*u) =0 em Bj.

Demonstracao. Basta provar que o resultado vale para p = 0, pois se u é uma
solugao de |p + Vu|"F(D?*u) = 0, consideramos v = u + p.x, e obteremos que v
satisfaz |Vo|"F(D?u) = 0 em B;. Assim, se provamos o resultado para p = 0,
concluimos que F(D?*u) = F(D?v) =0 em B;.
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Assuma que p = 0. Mostraremos apenas a propriedade da supersolucao uma vez
que a propriedade da subsolucao ¢ anédloga.

Considere uma funcao teste ¢ que toca wu estritamente por baixo em x € Bj.
Assumimos, para simplificar, que z = 0. Portanto, temos, ¢(0) = u(0) =0e ¢ < u

em B, \ {0} para o mesmo r > 0. Podemos assumir sem perda de generalidade que

1
¢ é quadriética, isto é, ¢(z) = §A3:.:L’ + bx. Analisaremos dois casos
e Caso 1: b# 0,
e Caso 2: b=0.

Digamos que b # 0. Note que
Vo(0)=b e D?*$(0) = A.
Como u é solucao de |Vu|"F(D?u) = 0, segue que
bF(A) = [V6(0)|"F(D*¢(0)) > 0.

Portanto, concluimos que F'(A) > 0. Isso mostra o Caso 1.
Se b = 0 vamos argumentar por contradi¢ao assumindo que F(A) < 0. Como F

é uniformimente eliptica, temos que existem A\, A > 0, com A < A tais que
Mr(Y)< F(X)— F(X+Y) <Atr(Y)
Fazendo X =0 e Y = A na desigualdade anterior, obtemos que
—Atr(A) < F(A) < =Atr(A).

Logo, —Atr(A) < F(A) < 0, ou seja, Atr(A) > 0, isto implica que A tem pelo
menos um autovalor positivo. Seja S a soma direta dos autoespaco associados aos
autovalores nao negativos. Seja Pg a projecao ortogonal em S. Consideremos entao

a seguinte funcao teste
U(z) = o(x) + e[ Psal.

Como ¢ < u em B,, entdo u — 1) atinge seu minimo em zy em B, no interior da bola
para ¢ suficientemente pequeno.
Afirmamos que Pszy # 0. De fato, suponha que Pszy = 0. Sabemos que
|Psx| = max e.Psz.
=1

le

Note que
u(z) — ¢p(x) — ee.Psx > u(x) — ¢(x) — €| Psx| = (u — ¢)(x)
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u(zo) — ¢(x0) — €. Pswo = u(wo) — d(0) = (u — ) (w0)

Como xy é minimo de u — v, segue que g é minimo de u — w, onde w(z) = ¢(x) +
ge.Py(x). Logo
|Az, + ePge|"F(A) > 0.

Assim, existe e tal que
D¢(zy) +ePse #0

e, portanto, temos a contradi¢ao F'(A) > 0.

Agora, veja que
Vi =Vé+¢eV|Psz| e D*p = D?*¢+eD? Pgl.

Como Psxg # 0, ¥ é suave numa vizinhanga de xg e obtemos a seguinte desigualdade

de viscosidade

|V (z0) | F(D*)(x0)) = |Axg + ceo|"F(A+eB) > 0,

PS«TO
_ | Psol
seguinte que

onde ey = e B = D?|Ps(xg)| > 0 desde que z — |Psx| é convexo. Observacao

(AJI(] + 860).P5130 = PsAl’o.Io + €|PSI0| > €|P5$0‘ > 0.

Consequentemente,
A[Eo + €eg 7é 0

e temos a seguinte contradicao
F(A)> F(A+¢B) > 0.

A prova esta concluida. n
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Capitulo 4

Regularidade para Funcoes
Infinitas Harmonicas

Neste capitulo vamos focar no objetivo principal do trabalho que é a teoria de

regularidade para solucoes de

Agu=0em U CR" (4.1)

E sabido, pelo exemplo , que a maxima regularidade que podemos esperar é
C1/3. No entanto, apenas resultados parciais foram obtidos nesta questao. Evans
e Savin em [5] provou que existe um « > 0 tal que fungoes infinito-harmonicas sao
C1e para algum o ~ 0 quando a dimensdo é igual a 2. Evans e Smart por sua
vez provaram que tais fungoes sao diferenciaveis em todo ponto, isto em qualquer
dimensao. Ja Araujo, Ricarte e Teixeira provaram que sobre hipoteses especiais
vale a tao esperada regularidade C%'/3. O que faremos aqui é visitar os trabalhos
feitos por Lindqvist e Manfredi [I3] e mostrar que fun¢oes infinito harmonicas sao

Lipschitz continuas, e mostrar a regularidade C'*3 obtida em [].

4.1 Regularidade Lipschitz

Nesta secao, vamos mostrar que solugoes de sao Lipschitz continua. Para isto
considere d(z) = dist(x,0U) e vamos provar a seguinte desigualdade de Harnack

devido a Lindqvist e Manfredi,

Teorema 4.1. Seja u < 0 solugdo de (4.1)). Se z € U e 0 < R < d(z) entdo

u(z) < exp (—%) u(y),

para todo x,y € Br(z).
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Demonstragao. Sejam x,y € Br(z) e m um nimero natural, definimos entao

Yy—T
m
para k = 0,...,m. Note que xg = = e x,,, = y, todos os outros pontos estao na reta

.I'kILC—Fk

que ligam z a y e portanto estdo dentro de Bg(z) e satifazem d(xy41) > d(z) — R.

Além disto temos que

x —
et — o = 2= gy R
m
para m grande o suficiente, pois d(z) — R > 0 e portanto

|z —y
m

|[Zr1 — x| = < d(Tg41)

Desde que u satisfaz CCC, pelo lema ... temos que vale

M) 2 — 2,

u(z1) <wu(zg) + max ( .

wEDBy(22)

para z; € B, CC U. Se fizermos r — d(z2) e como u < 0 temos que

u(z1) < u(z) (1 - M) .

Agora tomando z; = 7y € 25 = Ty1 temos

w(ar) < ulwns) (1 . %)

e portanto

w(zr) < w(@pg) (1 - %) .

Iterando esta desigualdade obtemos

[z — |

u(r) = u(zo) < ul(y) (1 - m)m

e fazendo m — oo concluimos o resultado. O
Teorema 4.2. Se u € C(U) € infinita harmonica, entdo é localmente Lipschitz.

Demonstracao. Suponha que u é infinita harmonica. Logo, u satisfaz CCC. Tome
ze€U, R<d(z2)/4ex,y€ Br(z). Assuma primeiro que u < 0. Pela desigualdade

de Harnack, temos que

—u(y) |{L‘ B y|

IA

u(z) = u(y)

IA
|
X
=5
IS

IN
|
0
=
ie;
<



Se u > 0, entao o argumento anterior vale para

v=u— sup u <0,
B4R(Z)

uma vez que v = u + ¢, com c¢ constante, satisfaz CCC. Assim,

u(r) —uly) = v(z)—v(y)

< |z —
< sup u — sup u .
Bir()  Bg(2) R

Agora, trocando x por y e usando o mesmo argumento, concluimos que

u(e) — u(y) < 3 ( sup u— sup ) lz — yl.

Bygr(2) Br(2)
O

Combinando os Teoremas de Rademacher e o anterior, obtemos o seguinte co-

rolario
Corolario 4.3. Seu € C(U) € infinita harmoénica, entao u é diferencidvel em quase

todos os pontos.

4.2 Regularidade C'“ para Funcoes Infinitas Harmonicas

Nesta secao, mostraremos duas aplicagoes Teorema A primeira aplicacao é
baseada no Exemplo [2.2] onde garantimos que a maxima regularidade do infinito La-

. , 1.1 . ~ . . N
placiano é C'™3. Agora, vamos generalizar para qualquer funcao infinita harmonica

com variaveis separaveis, isto €,

Teorema 4.4. Seja u: By C R* — R uma funcao infinita harmonica. Assuma que

existem funcgoes u; : R — R, onde cada u; € C(R), comi=1,...,n tais que
w(z) = ug(zr) + ...+ up(zy).

Entao, u € Cl’%(Bl/g).

Demonstracao. Inicialmente, veja que

Vu = (uj,...,u,)
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9%u 0%u . 0%u
0x12 Ox10x2 Ox10xn
9%u 812u . 9%u
D2u _ 09:2.8901 8;1:‘22 6302‘85071
9%u 9%u . 9%u
0xn0r1  Oxn0T2 Oxn?
u1x11’1 ulxlxg e ulxlxn
unznxl unznxg e unmnxn
"
u; 0O 0
0 0 u!
Logo,
0 = Asu
= <D2uVu, Vu>
"ot "o / /
= ((ujuy,...,upu), (uy,...,u,))

= U+l

Assim, temos que

"

—uf Juh )P =l ub? Ll P

Observe que a parte esquerda da igualdade anterior depende somente de x1, mas a

parte direita da igualdade nao depende de x;. Entao, concluimos que
uilui* = e,

onde ¢y é constante. Logo, pelo Teorema temos que u; € Cls,
Uma vez que esse argumento vale para todo ¢ = 1,...,n, concluimos que cada
u; € CV3. Portanto, u € L3 O

Como uma segunda aplica¢ao, vamos considerar v € C(U) como sendo uma

funcao radial. Neste caso, temos o seguinte teorema:

Teorema 4.5. Seja u € C(By) satisfazendo

Aoou - f(x)a

com f € L®(By). Assuma que u € radial. Entio u € CV3.
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Demonstracao. Suponha que u é uma funcao redial, isto é, u é da forma

1/2

onde r = ||z|| = (z3 + ...+ 22)"". Primeiro, parai =1,...,n, tem-se que
o= (@ a?) Vo = T
n=g @ty =
Além disso,
Uy, = v’(r)E Up 3o = v”(r)ﬂ%—v’(r) L x_? e Upy = v”(r)xixj —v'(r) (_xlx])
T r’ TiZy r2 r r3 TiTj r2 r3 '
Logo,
/ " / /
va="0y o pu=Uygx MWy YOy x
r r r r
Assim,

Asju = <D2uVu, Vu>

_ <(#@X®X+”,Y)Id—“¥))<®x) (@x)(@x»
_ |U,(T)’2<(U”<T)X®X—|—m]d Ul(r)X@X) (a:),:):>

72 72 r 3
W' (r)]?

_ W (X ® X)(z),z) + |U/7(§,)|3<$’$> -

(X ® X)(z),2)

— |U/(T)|2UH(T) + ‘/U,<T)‘ _ |/U/(71)‘

= ['(")*"(r).

Por outro lado, sabemos que
Aoou = f(x)v

com f € L*(By). Logo,
[/ ()" (r) = f(@).

Portanto, concluimos que u € CLs. O
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