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RESUMO

Nesta dissertacao estudamos as dlgebras de explosdo de ideais monomiais em anéis de polindmios
em trés varidveis. Trabalhamos com a hipétese de que a matriz de sizigias desses ideais € do
tipo Hilbert-Burch com entradas lineares e que a quantidade de primos minimos € 2. Com essas
hipéteses provamos que a matriz de sizigias possui um formato candnico. Finalmente, discutimos

as algebras de explosdo com maiores detalhes para alguns formatos candnicos bem estruturados.

Palavras Chave: Algebra de Rees, fibra especial, sizigias, 4lgebra graduada.



ABSTRACT

In this dissertation we study the blowup algebras of monomial ideals over a polynomial ring in
three variables. We deal with the hypotheses that the syzygy matrix of those ideals are of Hilbert-
Burch type with linear entries and, moreover, these ideals have exactly 2 minimal primes. From
these hypotheses, we proved that the syzygy matrix have a canonical format. Finally, we present a

detailed discussion on blowup algebras for some well-structured canonic formats.

Key-words: Rees algebra, special fiber, syzygies, and graduated algebra.
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Simbolo Descricao

ker @ ntcleo de um homomorfismo ¢

Im o imagem de um homomorfismo ¢

R(I) algebra de Rees de um ideal I

F(I) fibra especial de um ideal I

ht I altura de um ideal I

£(I) analytic spread de um ideal I

I; componente homogénea (ou parte homogénea) de grau 1 do ideal I
A sizigia de M

XK(f) sizigia de Koszul

€q 1-ésimo vetor da base candnica de um moédulo livre de posto finito.
d ideal de apresentacdo

I (W) ideal gerado pelos menores de ordem t de uma matriz ¥
Supp (M) suporte do médulo M

Assa (M) conjunto dos primos associados do médulo M

posto(¥) posto de uma matriz ¥

dimM dimensao de Krull do médulo M

grade (I, M) | grade do ideal I sobre o médulo M

w(M) nimero minimo de geradores do médulo M

Za (M) conjunto dos divisores de zero de um A-mddulo M
Mina (M). | colegdo dos primos associados minimos de M

profa (M) profundidade de M

C) matriz jacobiana

Jr/x

ideal jacobiano de R sobre K
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Introducao

Sejam A um anel e I um ideal de A. Duas dlgebras importantes associadas a esses dados sdo:

o Adlgebrade Reesde I: R(I) = P, o [™Mt"

e A fibraespecial de I : F(I) = R(I)/mXR(I) (aqui estamos supondo A um anel local com ideal

maximal m ou ideal graduado standard com ideal maximal homogéneo m).

Essas algebras sdo usualmente chamadas de dlgebras de explosdo. Essa terminologia € justi-
ficada pelo fato delas serem realizagdes algébricas de objetos geométricos associados ao processo
de blowing-up de uma variedade ao longo de uma subvariedade.

A literatura sobre as dlgebras de explosdo € vasta e desperta o interesse dos mais proeminentes
pesquisadores da algebra comutativa. Problemas tipicos abordados no estudo dessas dlgebras in-
cluem a identificacao de propriedades (normalidade, Cohen-Macaulay, Gorenstein, etc) e a determinagao
de suas equagdes de definicdo. Um fato marcante sobre essas dlgebras, e que as colocam em relevo
sua importancia, € o seu aparecimento em outras areas tais como geometria algébrica, modelagem
geométrica, combinatéria e desenho geométrico auxiliado por computador.

Apesar do grande volume de informagdes produzidos ao longo dos anos sobre as dlgebras de
explosdao muitas questdes permanecem em aberto. Por exemplo, para um ideal I de altura dois,
gerado pelos menores maximos de uma matriz com entradas lineares em um anel de polindmios
KIx1,...,xn] as dlgebras R(I) e F(I) sdo bem compreendidas quando o ideal satisfaz a seguinte

condi¢do, chamada de condi¢do G:
w(Ip) < htP para todo ideal primo P D I comhtP < n — 1.

(ver [14]). Todavia, a condi¢ao G,, é muito forte e exclui diversos exemplos interessantes de ideais.
Nesse contexto, uma vertente que tem atraido a atengdo de alguns pesquisadores tem a ver com a
superac¢ao dessa condicdo (ver [6], [15] e [16]).

Em trés varidveis uma classe importante de ideais em que a condi¢do Gj se faz bastante restritiva
¢ a dos ideais monomiais de altura 2 gerado pelos menores maximos de uma matriz com entradas

lineares. Como muito é conhecido sobre ideais monomiais seria natural entender o que acontece
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nesse caso. Em [6] os autores investigam esse caso e, como pode ser notado em tal referéncia,
mesmo nessas condi¢des o problema se mostra bastante arduo.

Nesta dissertacdo nosso objetivo € estudar os resultados de [6] concernente ao caso monomial.
Para isso, dividimos o trabalho em 5 capitulos os quais passamos a descrever a partir de agora.

Uma das caracteristicas mais elementares das dlgebras R(I) e F(I) tem a ver com a nogdo de
dlgebra graduada. Assim, no capitulo 1 nos ocupamos em discutir em torno desse conceito.

Um ingrediente fundamental para entender as equacdes que geram os ideais de apresentagdo das
algebras R(I) e F(I) sdo as sizigias do ideal I. Desse modo, fazemos no capitulo 2 uma abordagem
sobre sizigias. Um dos principais resultados nesta parte do trabalho é o celebrado teorema de
Hilbert-Burch.

No terceiro capitulo apresentamos as defini¢oes das dlgebras R(I) e F(I). Explicamos nesta
parte como 0s conceitos vistos nos capitulos 1 e 2 se acomodam no estudo das dlgebras de explosao.

No quarto capitulo apresentamos os principais resultados do trabalho. Inicialmente, demonstra-
mos que a matriz de sizigias dos ideais que estamos interessados em investigar possui um formato
candnico moédulo mudancga invertivel de varidveis e operacdes elementares linha/coluna. Em se-
guida, usando esse formato canonico demonstramos algumas propriedades sobre as dlgebras R(I)
e JF(I) para alguns modelos especiais.

O quinto e dltimo capitulo, que pode ser omitido por um leitor mais experiente, contém um

breve apanhado sobre conceitos e resultados gerais de dlgebra comutativa.
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Capitulo 1

Algebras Graduadas

Os principais objetos de estudo nesta dissertacao sao as dlgebras de explosdo de um ideal. Elas sao
algebras produzidas a partir de um par (A, I), onde A é um anel e I € um ideal de A. Para qualquer
par (A,I) estas dlgebras sdo concebidas com uma estrutura de A-dlgebras graduadas e, sobre
hipéteses adicionais no par (A, I), elas podem ser pensadas como A-dlgebra bi-graduadas. Essas
caracteristicas intrinsecas das algebras de explosdo sdo vitais em seus estudos. O objetivo desse
capitulo € fornecer alguns preliminares sobre os conceitos de dlgebras graduadas e bi-graduadas

que serdo pertinentes para a discussiao que faremos em torno das dlgebras de explosao.

1.1 Definicoes basicas

Seja A um anel. Uma A-dlgebra Z.-graduada é uma A-algebra S com uma decomposi¢cdo em soma

s=Ps: (1.1)

ieZ

direta de grupos aditivos

tal que S = A e §;S5 C Sy paratodoi,j € Z.

Observe, em particular, que cada S; ¢ um A-mdédulo. Cada A-mddulo S; é chamado de compo-
nente ou parte homogénea de grau i de S. A decomposicado (1.1) é chamada de uma Z-graduagdo
de S. Cada elemento a € S; é chamado de elemento homogéneo de grau i (usaremos a notacao
dega := 1 para dizer que a € elemento homogéneo de grau i). Segue por defini¢do que cada

elemento b € S se escreve de forma tnica como soma finita de elementos homogéneos, ou seja,
b=ay+a +-+an,

onde cada a; é homogéneo de grau i unicamente determinado.

Observacao 1.1.1. A definicao acima pode ser realizada de forma mais geral. Ou seja, em vez de
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considerar uma dlgebra Z-graduada poderiamos considerar uma algebra Mi-graduada onde M é um
mondide. Embora exista esse conceito mais geral, na presente dissertacao as algebras estudadas

serdo apenas as Z-graduadas.

Exemplo 1.1.2. Sejam A um anel e S o anel de polindmios A[xy,...,Xx,]. Para cada n-upla de
inteiros (di,...,dn), e paracadai € Z defina S; sendo o A-mddulo gerado por todos 0s mondmios

Xp . x3 tais que o dy + - - - + andy = 1. Temos que

s=@ps:

i€Z

¢ uma S dlgebra Z-graduada tal que A C Sp e degx; = d; (1 <1 < n). Pode ser demonstrado que
esta € a Unica Z-graduacio do anel de polindmios S com essa propriedade. Observe que quando
di,...,dy = 0entdo A = Sy. Além disso, quando d; = ... = d,;, = 1 temos a graduagdo usual do

anel de polindbmios S = A[xy,...,Xn].

Exemplo 1.1.3. Seja A um anel. Considere o anel de polindmios S = A[xy, X2, X3, X4] equipado

com a graduacdo do Exemplo 1.1.2. Seja
(X1, X2, X3, X4) = X1Xa + X3X4 + XoX3Xg +X3%X5 + X3 + X5 + 6
um polindmio de S. A decomposicdo de f como soma de elementos homogéneos é:
f=fo+fi+f+f:+f,+1s

onde fy = 6, f| = x3, Ty = X3x4 + X3, T3 = XIx2 + X2X3Xy4, T4 = 0 € f5 = x3x3.
Entre as dlgebras graduadas, sao de interesse especial as da seguinte defini¢ao.

Definicao 1.1.4. Seja K um corpo. Uma K-dlgebra

s=EPs:
=
¢ chamada de K-dlgebra graduada standard se S; = 0 parai < 0 e S é gerada como K-algebra

pela parte homogénea de grau 1 (i.e., S = K[S;]).

Dada uma A-dlgebra Z-graduada S = @, ., Si diremos que um ideal I de S é um ideal ho-
mogéneo (ou ideal graduado) se 1 = @;.,(I N S;). Para cada i € Z, chamaremos o A-médulo
I N S; de componente homogénea (ou parte homogénea) de grau i do ideal I e a denotaremos por
I;.
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Uma caracteriza¢ao muito ttil para saber quando um ideal de uma anel graduado é homogéneo

¢ fornecida pela seguinte proposicao.

Proposicio 1.1.5. Sejam A um anel e S = @, Si uma A-dlgebra Z-graduada. Se 1 é um ideal

de S entdo as seguintes condicoes sdo equivalentes:
(a) 1é um ideal homogéneo;
(b) I contém um conjunto de geradores formado por elementos homogéneos.

Demonstracdo. (a)= (b) Fazendo B = |J S; N1 segue que B é um conjunto formado por elementos
homogéneos e que gera .

(b)= (a) Digamos que B é um conjunto de geradores homogéneos de I. Precisamos provar que
[ =6,.,(INS;). Ainclusao ;.,(INS;) C I ¢ imediata. Para a inclusao contraria, considere
« € [. Temos que « se escreve de forma tinica como x = xy+- - - + &y, onde n € um certo nimero

natural e &; € S; paracada 1 < i < n. Por outro lado, usando o fato de que B gera I temos
x=aybg+- -+ ambm (1.2)

onde a; € Seb; € Bparacadal < i < m. Como podemos inserir em (1.2) parcelas da forma
a- 0, entdo podemos supor, sem perda de generalidade, que cada b; é elemento homogéneo de grau

1. Escrevamos cada coeficiente a; de (1.2) da seguinte maneira

Si
a; = E Clij
j=0

onde ai; € S;. Entdo,
S| Sm
X = Zaoj b0—|——|— Z(lmj bmz Z aijbi + Z Clijbi + -
j=0 j=0

i+j=0 i+j=1

Pela unicidade da escrita de &« como soma de elementos homogéneos segue que

Xg = Z aijbi,...,ocn: Z Clijbi.

i+j=0 i+j=n

Em particular, cada &; € INS;. Logo, & € ;., INS;. Portanto, I = @, ., INS; como querfamos

provar. O

Um tipo de ideal homogéneo muito importante nesse trabalho sdo os ideais monomiais cuja

defini¢do € dada da seguinte maneira:
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Definicao 1.1.6. Sejam K um corpo e A um anel de polindmios em n varidveis com coeficiente em
K com sua graduacao usual. Um ideal de A que pode ser gerado por um conjunto de mondmios é

chamado de ideal monomial
Sintetizamos abaixo algumas propriedades sobre ideais monomiais que serdo uteis nesta dissertagao.

Teorema 1.1.7. Sejam K um corpo e A um anel de polinomios em n varidveis com coeficiente em
K com sua graduagdo usual. Suponha 1 um ideal monomial gerado por monémios my, ..., M,.

Entdo
(a) Os primos associados de A /1 sdo ideais primos gerados por varidveis.
(b) Se M ¢ um monémio em 1 entdo M é muiltiplo de m; para algum 1 <1< v
Demonstracdo. Ver [9, Corollary 1.3.9] para o item (a) e [9, Proposition 1.1.5] para o item (b). O

Observe que dados uma A-dlgebra Z-graduada S e um ideal homogéneo I de S temos que o

anel quociente S/1 tem estrutura natural de A-algebra graduada dada pela decomposicao:

S/1=EPSi/Li

icZ

Definicdo 1.1.8. Sejam S = ,.,Si e R = €, R; duas dlgebras Z-graduadas. Um homo-
morfismo de A-dlgebras ¢ : S — R é chamado um homomorfismo de A-dlgebras graduadas se

preserva grau, ou seja, se ©(S;) C R; paracadai € Z.

Definicdo 1.1.9. Seja S =

denotemos S{ = S; N S’ para cada i € N. Dizemos que S’ é uma A-subdlgebra Z-graduada se
§" =iz SieS{S; CS{,;paracadai,j € Z.

icz Si uma A-dlgebra Z-graduada. Dada uma A-subdlgebra S’ de S,
Naturalmente, uma A-subdlgebra Z-graduada € em si uma A-algebra Z-graduada.

Exemplo 1.1.10. Seja S = @;., S; uma A-ilgebra Z-graduada. Suponha b,,..., b, elemen-
tos homogéneos de S de grau d. A A-subdlgebra S’ = A[by,...,b,] de S é um A-subdlgebra
Z-graduada de S. De fato, seja g € A[by,...,b,]. Entdo, g = f(by,...,b,,) para algum f €

AlX1,...,Xn]). Escrevamos f como soma de polindmios homogéneos
f=Ff+fi+---+7.
Avaliando f nos geradores by, ..., b, temos que

f(bl,"-’bn) :f()(bl,...,bn) +f1(b17'~~7bn) +f2(bla"'?bn) +”'+f1‘(bla'-~abn)
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Notadamente, f;(by,...,bn) € SiaNA[by,...,by] paracada l < i < reissonos permite concluir
aigualdade S’ = ;. S}

Proposicao 1.1.11. Sejam S = @, Si e R = @, Ri duas A-dlgebras 7-graduadas e @ : S —

R um homomorfismo de A-dlgebras graduadas. Entdo:

(a) Imq é A-subdlgebra Z-graduada de R.

(b) ker @ é um ideal homogéneo de S.

Demonstragdo. (a) A inclusdo @;.,(Ri N Ime) C Ime é imediata. Assim, resta-nos mostrar a
inclusdo contrdria. Para isso, considere x um elemento na imagem de . Entdo, x = ¢(r) para

algum r em S. Como S é A-dlgebra graduada, podemos escrever T da seguinte maneira:
T=To+T+- -+ T
onde, r; € S; paracada 1 <1< s. Em particular,
x=@(r) = @(ro) + @(r1) + -+ @(rs),

pois @ é homomorfismo. Além disso, como ¢ € homomorfismo de A-dlgebras Z-graduadas, temos
@(ry) € Ry paracadal <1i<s.Logo,x € @ieZ(Ri N Ime). Portanto, também temos a inclusdo
Im @ C P;.,(Ri NIm @), 0 que nos permite concluir a afirmagio desejada.

(b) Sejar=19+71+ -+ 71 € ker @, com 1; € S;. Entdo:

e(M)=@(ro+r+---+71)=0
Como ¢ é homomorfismo de A-dlgebras graduadas temos que:
@(r) = @(ro) + @(ri) + -+ @(rs) =0

Assim, @(1;) = 0 para cada i € Z, pois a soma € direta. Desse modo, concluimos o desejado. [J

1.2 Algebras bi-graduadas

Seja A um anel. Uma A-dlgebra bi-graduada é uma A-algebra S com uma decomposi¢do em soma

S= P s (1.3)

(1j)EZXZ

direta de grupos aditivos

tal que 5(0’0) =Ae S(Lj)S(i/,j/) C S(i+i’,j+j/) para cada (‘L,]), (i/,j,) €7 X 7.
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Exemplo 1.2.1. Sejam A um anel e S o anel de polinémios A[xy,...,Xn,Y1,...,Yml (onde{x,...,xn}

e{y1,...,YmJ sdo dois conjuntos de varidveis disjuntos). Dados
(di,d;),...,(dn,dn), (e1,€]),...,(em.€0,) EZ X Z
defina S(; ;) sendo o A-médulo gerado por todos os mondmios x| - - xSy Py P tais que
o (dp, df) + -+ + o (dn. dy) + Bileref) +- - 4 Bmlem. €)= (1.).

Temos que

S= P sy
(Lj)€ZxZ
¢ uma S, dlgebra bi-graduada tal que (i) A C S0, (ii) degx; = (di,d{) (1 < i < n) e (iii)
degyi = (e, ef) (I < 1 < m). Pode ser demonstrado que esta ¢ a unica bi-graduagio do anel de
polindmios S satisfazendo (i), (ii) e (iii). Quando degx; = (1,0) (1 < 1 < n)edegy; = (0,1)

(1 <1< m)temos a bi-graduagdo usual do anel de polindmios S.

Os conceitos e resultados sobre algebras bi-graduadas se assemelham aos que tinhamos para
algebras graduadas. Podemos falar por exemplo de: componente bi-homogénea, elemento bi-
homogéneo, ideais bi-homogéneos, homomorfismos de dlgebras bi-graduadas, etc.

Para efeito de citagdo, enunciamos a seguinte proposi¢do cuja demonstragdo € uma simples

adaptacdo da prova da Proposicao 1.1.11.

Proposicio 1.2.2. Sejam S = D i )czxz Si € R = D (1)ezxz Ri duas A-dlgebras bi-graduadas
e @ : S — Rum homomorfismo de A-dlgebras bi-graduadas. Entdo:

(a) Ime é A-subdlgebra bi-graduada de R.

(b) ker @ é um ideal bi-homogéneo de S.
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Capitulo 2
Sizigias

No estudo das dlgebras de explosdo um conceito muito importante é o de sizigia. E através da
matriz de sizigias que obtemos uma primeira aproximacao para o ideal de definicdo da dlgebra
de Rees. Nesse capitulo apresentaremos diversos conceitos e resultados relacionados a nocao de
sizigia com énfase em especial ao teorema de Hilbert-Burch. Esse é um resultado central nesse

trabalho pois fornece a estrutura dos ideais que iremos abordar.

2.1 Sequéncias exatas

Definicao 2.1.1. Seja A um anel. Uma sequéncia finita ou infinita de homomorfismos de A-
modulos

co— Mg ZE M S M B
é chamada de sequéncia exata se Im@;, | = ker ¢ para cada 1.
Alguns fatos basicos sobre sequéncias exatas estdo contidos na seguinte proposicao.
Proposicao 2.1.2. Sejam M e N mdodulos sobre o anel A. Entdo:

(@) A sequéncia 0 — M -5 N ¢ exata se, e somente se, @ é homomorfismo injetor.
(b) A sequéncia M 25 N — 0 ¢é exata se, e somente se, @ é homomorfismo sobrejetor.

(c) A sequéncia 0 — M —s N — 0 ¢ exata se, e somente se, © € isomorfismo.

Demonstracdo. (a) Suponhamos que a sequéncia 0 — M — N seja exata, assim, observe que
o mapa do médulo nulo tem imagem zero, logo ker (¢) = 0. Portanto ¢ é homomorfismo injetor.
Reciprocamente, suponhamos que ¢ seja homomorfismo injetor, entdo seu nicleo € o0 médulo nulo,
ou seja, é igual a imagem do homomorfismo do médulo nulo em M. Logo 0 — M —% N é uma

sequéncia exata.
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(b) Seja M -2+ N — 0 uma sequéncia é exata, logo a imagem de ¢ é o niicleo do ho-
momorfismo de N em 0. Mas o niicleo desse homomorfismo é todo o N, logo Im(¢@) = N.
Portanto ¢ € sobrejetor. Reciprocamente, suponhamos que ¢ seja um homomorfismo sobrejetor.
Observe que do homomorfismo nulo é N, desde que ¢ € sobrejetor temos que Im(¢@) = N, logo
M —£5 N — 0 é uma sequéncia exata.

(c) Em (a) e (b) provamos que ¢ € homomorfismo injetor e sobrejetor, logo ¢ € isomorfismo.

0

2.2 Apresentacao livre
Definicao 2.2.1. Seja M um A-mddulo. Uma apresentagdo livre de M é uma sequéncia exata
FF—F—M—70

onde F; e Fy sdo A-mddulos livres.

Uma pergunta 6bvia € se todo médulo admite uma apresentacao livre. A resposta para essa

questao € o contetido do seguinte resultado:
Proposicao 2.2.2. Todo A-mdodulo possui uma apresentagdo livre.

Demonstragcdo. Seja M um A-moddulo considere S um conjunto de geradores para M. Defina F
sendo o A-mdédulo livre cujos elementos da base sdo indexados pelos elementos de S. Digamos que

{es}ses seja uma base para Fy. Entdo, podemos considerar o seguinte homomorfismo sobrejetor
©o:Fp—> M, eg —s
Assim, pela Proposicao 2.1.2(b), temos estabelecido a seguinte sequéncia exata:
Fo =5 M — 0

Agora consideremos Z := ker ¢y C Fy. Repetindo o argumento anterior, substituindo M por

Z, podemos encontrar um homomorfismo sobrejetor
(O Fl —» /£ C F()

onde F; é um A-mddulo livre com base indexada por um conjunto de geradores de Z. Com isso,
temos que a sequéncia

FF—F—>M—70
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¢ exata com F; e Fy sendo A-mdédulo livres. Portanto, o resultado segue. O

Nesse trabalho estamos particularmente interessados na situacdo em que A € um anel Noetheri-

ano e M é A-mdédulo finitamente gerado (portanto, também Noetheriano). Nesse contexto, na prova

da proposi¢ao acima poderiamos ter suposto M e Z gerados por conjuntos finitos S = {v,..., v}
eS = {uy,...,un}, respectivamente. Assim, a apresentacdo livre de M se escreve como:
A" — A" — M —0 (2.1)

Portanto, para médulos finitamente gerados sobre anéis Noetherianos sempre teremos uma apresentacao
em que os médulos livre sdo de posto finito.
Notacao: Doravante, utilizaremos e; para denotar o i-ésimo vetor da base candnica de um médulo
livre de posto finito. Mesmo quando estivermos lidando com dois A-mddulos livres ndo faremos
distin¢do de letra. Tipicamente, ficard bem entendido pelo contexto qual médulo livre e; pertence.

Na sequéncia exibiremos dois exemplos para explicar na pritica como apresentacdes livres

podem ser obtidas.

Exemplo 2.2.3. Sejam K um corpo e A o anel de polindmios K[x, y]. Considere o ideal I =
(x,y) C A. De acordo com o que vimos acima, para obter uma apresentagao livre de I considera-

mos inicialmente o0 homomorfismo sobrejetor
Po:A? 1, e =X, ey

Em seguida calculamos geradores para Z := ker . No caso presente, afirmamos que Z =
((y,—x)). Observamos que a inclusdo Z O ((y, —x)) é imediata. Para, mostrar a inclusao contraria,
considere u = (o, ®y) € Z. Entao, &;x + o,y = 0. Equivalentemente, o;x = —x,y. Dessa igual-
dade e do fato que y € elemento primo em A segue que «; = py para algum p € A. Fazendo a
substituicdo de o; = py naigualdade x;x = —x,y e efetuando os devidos cancelamentos obtemos
oy = —px. Logo, u = p - (y,—x), ou seja, u € Z. Como consequéncia, Z = ((y, —x)) conforme
afirmado. Em particular,

e A — AT 11— (y,—x).

€ um homomorfismo cuja imagem € ker . Portanto, uma apresentacao livre de I é
Al L AT T 0

Exemplo 2.2.4. Sejam K um corpo e A o anel de polindmios K[x, y, z]. Considere o ideal I =

(xy,xz,yz) C A. Assim como no exemplo anterior, iniciamos considerando o homomorfismo
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sobrejetor

@o: A’ > 1, e =Xy, e Xz, €3 > Yz.

Nesse caso, dado u = (o, B,y) € A3 temos @o(u) = axy + Bxz + yyz. Afirmamos que
Z = ker @ € gerado pelos vetores v; = (0,y, —x) e v, = (2,0, —x). A inclusdo (v, v,) C Z é um
célculo direto. Para a inclusdo contraria considere uw = («, 3,7y) € Z. Entao aoxy+ Bxz+vyyz = 0.
Equivalentemente, axy = —z(f3x + yy). Como z é elemento primo de A segue que & = pz para
algum p € A. Substituindo essa expressdo de « na igualdade axy = —z(f3x + yy) e efetuando
os devidos cancelamentos obtemos pxy = —fx — yy. Por conseguinte, essa igualdade pode ser
reescrita como x = —y(px + y). Agora, dessa igualdade e da primalidade de y em A segue que
B = qy para algum q € A. Substituindo essa expressdo de 3 em 3x = —y(px + vy) e efetuando

cancelamentos obtemos gx = —px — Y, ou seja, Y = —(q + p)x. Assim, temos

u=(e,B,v) = (pz.qy,—(q +p)x) = q- (0,y,—x) + p - (2,0, —x) = qv; + pv».

Logo, u € (v;,Vv,). Consequentemente, Z = (v;,V,). Finalmente, considerando o homomorfismo
sobrejetor

P AT A} e v, eV
cuja imagem € Z segue que uma apresentacao livre de [ é
A? 2L AT T 0.

Definicao 2.2.5. Seja A um anel e M um A-mddulo finitamente gerado. Considere u = {uy, ..., Uy}

um conjunto de geradores de M. O nicleo Z do homomorfismo sobrejetor
@: A" > M, e u

¢ chamado de modulo de sizigias do médulo M com respeito ao conjunto de geradores u. Cada

elemento em Z é chamado uma sizigia de M com respeito ao conjunto de geradores u.

Digamos que o médulo de sizigias Z € finitamente gerado e v ={vy, ...,V } € um conjunto de

geradores de Z. Como visto acima, ao considerarmos o homomorfismo sobrejetor
Il) AT Z, ei — Vi

temos a apresentacgdo livre
A™ 2y An 2 M 0.

Em particular, como 1 € um homomorfismo de A-mddulos livres, podemos considerar sua representacao
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matricial com respeito as bases candnicas de A™ e A™. E usual, e assim o faremos aqui, identi-
ficar essa matriz com o préprio homomorfismo 1. Essa matriz é chamada uma matriz de sizigias
do médulo M com respeito ao conjunto de geradores v. Notadamente, 1\ ¢ uma matriz de ordem

n x m onde a j-ésima coluna corresponde a transposta do vetor v; = 1(e;).

Exemplo 2.2.6. Sejam K um corpo e A o anel de polindmios K[x,y, z]. No Exemplo 2.2.4 vimos
que um conjunto de geradores para o0 médulo de sizigias Z do ideal I = (xy, xz,yz) C A (com
respeito ao conjunto de geradores xy, xz,yz) € {(0,y, —x), (z,0, —x)}. Nesse caso, uma matriz de

sizigias para o ideal I (com respeito ao conjunto de geradores xy, xz, yz) é:

0 z
y 0
—X —X

Exemplo 2.2.7. Sejam K um corpo e A um anel de polindmios com coeficientes em K. Seja I
um ideal monomial gerado por mondmios my, ..., m,. Dado um subconjunto G de X ={1,...,1},

denote por M g 0 minimo multiplo comum dos mondmios m; comi € G.Paracadal <1< j <,
defina

b = Myij) e — ALILS I

M; M
Por um célculo direto podemos observar que t;; € uma sizigia de I com respeito ao conjunto de
geradores my, ..., m,. O que € menos 6bvio, mas que também € verdade (ver [9, Section 7.1]) é
que as sizigias t; ; geram todo o médulo de sizigias. Chamamos cada t; ; de sizigia de Taylor do

ideal monomial I.

Observacao 2.2.8. (a) Sejam A um anel e [ um ideal de A. Considere f = {f}, ..., f,} um conjunto
de geradores de I. Um conjunto 6bvio de sizigias do ideal I com respeito ao conjunto de geradores
fé: K(f) ={fie; — fjei| 1 <1i<j < n}. Cadaelemento de K(f) é chamado de sizigia de Koszul
do ideal I com respeito ao conjunto de geradores f. Tipicamente, as sizigias de Koszul ndo sdo
suficientes para gerar todo o mddulo de sizigias (esse fendmeno pode ser observado no Exemplo
2.2.6). Contudo, existem alguns ideais importantes que admitem conjuntos de geradores cujas
sizigias de Koszul sdo suficientes para gerar todo o médulo de sizigias. Esse € o caso dos ideais
que sdo gerados por sequéncias regulares'. Precisamente, pode-se verificar que se I é gerado por
uma sequéncia regular f = {f,..., f,} entdo o médulo de sizigias de I com respeito ao conjunto
de geradores f é K (f) (ver [17, Corollary 6.3.9]).

(b) Seja @ = (ai;) uma matriz de ordem (m + 1) X m com entradas em um anel A. Nesse

trabalho estaremos interessados de um modo particular no ideal I = I,,(¢). Considere ¢ =

Iver definigio de sequéncia regular em Definigdo 5.3.1
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(aij -+ @ms15)" a j-ésima coluna da matriz @. A concatenacdo [c | ¢] é uma matriz quadrada
de ordem m + 1 com duas colunas iguais. Assim, det[c | @] = 0. Desenvolvendo esse determi-

nante por Laplace ao logo da primeira coluna obtemos a sequinte relacao:
aAr+ -+ Amr1)jAmi1 =0

onde A; é o m-menor da matriz ¢ obtido pela omissdo da i-ésima linha multiplicado por (—1)*"1.
Essa relacao nos diz que as colunas de ¢ sdo sizigias do ideal I = I,,_;(¢) com respeito ao
conjunto de geradores Ay, ..., A .. Cabe aqui a pergunta de quando € o caso de ¢ ja ser a matriz

de sizigias. Veremos a resposta para essa pergunta na proxima se¢ao.

2.3 Resolucao livre

Definicao 2.3.1. Sejam A um anel e M um A-moédulo. Uma resolugdo livre de M € uma sequéncia

exata da forma
Foiooo—F -2 F 8 2 P M —0 (2.2)

onde F; € um A-mddulo livre para cada i > 0.

A resolugdo livre F, é chamada finita se existe um nimero natural n tal que F; = 0 para cada

i > n. Em tal caso escrevemos a resolucdo F, como
Pn- On-
Fo:0 —F, ™5 F ... F %Fp3M—o

Uma resolugdo livre que nao € finita é chamada de resolucao livre infinita.

A seguir apresentamos exemplos ilustrando resolugdes livres dos dois tipos, finita e infinita.

Exemplo 2.3.2. Sejam K um corpo e A o anel de polindmios K[x, y, z]. Considere o ideal I =

(xy,xz,yz). de A Pelo Exemplo 2.2.4 temos a seguinte sequéncia exata:
A2 2L A3 25T 0.
onde @(, 0y) = (022, 1y, — (0t + 2)x) para cada (&, x;) € A% Em particular,

(a1, 00) €kerp) < mz=0y=—(; +)x =0< o = &, = 0.
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Logo, ker ¢, = 0. Desse modo, temos a resolucao livre finita
0—+A2 2L A3 2% 150,

Exemplo 2.3.3. Sejam A = K[x]/(x?) e I = (X) C A. Considere o seguinte homomorfismo de
A-moédulos:

e:A—= A, o(x)=ax

Observe que Im(@) = 1. Além disso,
xckergeax=0<axc (X)) & ac (x) < xc (X).
Assim, ker ¢ = I. Por fim, usando o fato de que Im(¢@) = ker ¢ = I segue que
A ASBA BT —0

¢ uma resolucgdo livre infinita do A-mddulo 1.

A seguir enunciamos uma versdo fraca de um celebrado resultado em algebra comutativa, o
teorema de Hilbert-Burch. Esse é um resultado que caracteriza resolucdo livre de uma classe de

ideais muito especial. Tais ideais s@o os principais objetos desse trabalho.

Teorema 2.3.4 (Hilbert-Burch). Sejam K um corpo e A o anel de polinomios K[xy,...,xn] e @
uma matriz de ordem (n + 1) x n com entradas em A. Se 1 = 1,.(@) é um ideal de A de altura 2

entdo a resolugdo livre de 1 é
0— A" 5 A 5150 (2.3)
Em particular, R/1 é um anel Cohen-Macaulay e @ é a matriz de sizigias de 1.
Revisitaremos agora o Exemplo 2.2.4 a luz do teorema de Hilbert-Burch

Exemplo 2.3.5. Sejam K um corpo e A o anel de polindmios K[x, y, z]. Consideremos mais uma
vez o ideal I = (xy,xz,yz). Observe que os geradores de I sdo os 2-menores ordenados e com

sinal da matriz

0 z
¢ = y O ,
—X —X

ou seja, I = I)(¢). Além disso, htI = 2 (ver Exemplo5.2.4). Assim, de acordo o teorema de

Hilbert-Burch segue que a resolugdo do ideal I €

0-5AZ- 25 A3 51 50.
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Capitulo 3
Algebras de explosao

Nesse capitulo chegamos finalmente as definicdes de algebra de Rees e de fibra especial. Ficara
evidente no decorrer do capitulo como os preliminares abordados anteriormente nesta dissertacao

se inserem no entendimento dessas dlgebras.

3.1 A algebra de Rees

Sejam A um anel e I C A um ideal. Associado ao par (A, I) podemos considerar o seguinte

A-submédulo do anel de polindmios Alt] :

RO =EPI" =A+Tt+ -+ It +--- CA[Ll.

n=0

Segue das propriedades de poténcias de ideais que (I't!)(Ut)) = I*"t') para cada i,j € N.
Em particular, R(I) tem estrutura A-subdlgebra Z-graduada de A[t] onde a i-ésima componente

homogénea R(I); é o A-médulo I't'. Chamamos R(I) de dlgebra de Rees do ideal 1.

Observacao 3.1.1. Observe que se o anel base A é um dominio entdao R(I) é um subanel do

dominio Alt]. Portanto, R(I) é dominio sempre que A for dominio.

Um primeiro fato importante da dlgebra de Rees tem a ver com sua dimensao. Ela é determinada

de acordo com o seguinte teorema

Teorema 3.1.2. Seja A um anel Noetheriano cuja dimensdo de Krull é finita. Se 1 é um ideal de A

entdo
dimA + 1, sel & P para algum ideal primo P

dimRa (1) = com dimA/P =dimA.

dimA, caso contrdrio.
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Prova. Ver [10, Theorem 5.1.4]. O
Notemos que se I € finitamente gerado, digamos por fy, ..., f;;;, entdo cada elemento de I't!se

escreve da forma

Y aalfit) e (fp)n

ot o =1

com cada a, em A. Em particular, segue que fit,...,f,t é um conjunto de geradores de R(I)

como A-dlgebra, ou seja, a seguinte igualdade tem lugar:
R(I) = Alfit, ..., fnt] (3.1)
Desse modo, podemos considerar o seguinte homomorfismo sobrejetor de A-algebras graduadas
C: A, ..t = R(D), ti—=fit (I<ig<m). (3.2)
Segue da Proposicao 1.1.11 a seguinte observagao:
Observacao 3.1.3. O nicleo J do homomorfismo ¢ é um ideal homogéneo de Alty,...,t,].

Este ideal homogéneo J é chamado de ideal de apresentacdo (ou ideal de definicdo) da algebra
de Rees R(I) com respeito ao conjunto de geradores fy,..., f,,. Através do primeiro teorema dos

isomorfismos temos a seguinte forma de expressar a dlgebra de Rees de I :
R(I) ~ Alty,..., twl/d (3.3)

Observacao 3.1.4. Segue do isomorfismo (3.3) e da Observacdo 3.1.1 que o ideal de apresentagdo

da algebra de Rees é um ideal primo sempre que o anel base A for um dominio.

Um problema muito importante no estudo da algebra de Rees diz respeito a determinacdo de
geradores para o ideal J. Encontramos na literatura diversos trabalhos dedicados a esse tipo de
problema (ver por exemplo [14], [11], [1], [5], [4]).

Um ponto de partida usual para abordar o problema de encontrar geradores para o ideal J se
baseia na andlise de certos elementos de J que surgem a partir da matriz de sizigias do ideal I. Na

proposi¢do a seguir explicamos de forma precisa como esses elementos de J sao obtidos.

Proposicao 3.1.5. Seja I = (fy,...,f) um ideal em um anel Noetheriano A. Seja ¢ a matriz de
sizigias de 1 com respeito ao conjunto de geradores fi,...,T. Denote por t a matriz [t - - - t,].
Entdo 1,(t - @) estd contido no ideal de apresentacdo J da dlgebra de Rees de 1 com respeito ao

conjunto de geradores fq,...,fn.
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Prova. Digamos que ¢ = (ayj)mxn. Entdo, da defini¢do de matriz de sizigias segue que

Zai’jfi=0 (]:1,,TL)
i=1

Equivalentemente,
m
Zai,jfit:O (]:1,,1’1)
i=1
Logo,
m
Zai’jtieﬂ ():1,,TL)
i=1
Assim, [ (t- @) = (3", aitti, ..., D10, @inti) C J como desejado. m|

A seguir fazemos em detalhes um exemplo onde a inclusdo mencionada na Proposicdo 3.1.5 é

uma igualdade

Exemplo 3.1.6. Sejam K um corpo e A o anel de polindmios K[x,y, z]. Considere o ideal I =

(xy,xz,yz). Como visto no Exemplo 2.2.6, uma matriz de sizigias para o ideal I é

0 =z
o=y 0
—X —X
Assim, pela Proposicao 3.1.5 segue que
Il(t . (p) = <tzy — 4%, 6tz — t3X> - 8 (34)

Afirmamos que esta inclusao € uma igualdade. Pelo Teorema 3.1.2,
dimR(I) =dimA + 1 =4.
Como R(I) ~ Alty, 1, 13]/7 entdo, pelo Teorema 5.3.8(c), segue que
htd = dimAlt), tp, t3] —dimR(I) =6 —4 =2.

Por outro lado G; := tyy—t3x, G, := t;z—t3x séo elementos irredutiveis e distintos de A[t, ts, t3],
logo I;(t - @) = (Gy,G,) é um ideal de altura 2. Assim, (3.4) é uma inclusdo de ideais de
mesma altura. Além disso, J € ideal primo (ver Observacao 3.1.3). Dessa forma, para con-
cluir a igualdade afirmada € suficiente provar que (G;, G,) é ideal primo, ou equivalentemente,

que Alty,ts,t:3]/(G, G2) € um dominio. Como Gy, G, é sequéncia regular em Alty,tr,t3] e
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Alty, 1y, t3] € Cohen-Macaulay segue pelo Teorema 5.3.8(a) que Alty, ta, t31/(G;, G,) também é
Cohen-Macaulay. Em particular, A[ty, t, t3]/(G;, G,) satisfaz a condi¢@o S, de Serre. A matriz
Jacobiana de A[ty, ts, t3]/(G}, G,) sobre K é:

—t3t200y—X
—t30t120—x

Assim, o ideal Jacobiano de A[t, t,, t3]/(Gy, G,) sobre K é:

J = <IZ(®)9 Gl9G2>/<Gl’G2>
= (tots, tits, zt3, yts, tita, taz, tox, tiy, tix, I, Gi, G2) /(Gy, Ga)

Logo, (tit, tots, tits, Gy, G2)/(Gy, G2) C ] € um ideal de altura dois contido em J. Desse
modo, ht] > 2. Com isso, segue da Observacao 5.7.4 que Alty, tr,13]/(Gy, G,) também satis-
faz a condi¢do R; de Serre. Consequentemente, A[t;, t5,t3]/(G, G;) é um anel normal. Como
Alty, ta, t31/(Gy, G,) € anel graduado normal segue pela Observacgdo 5.5.4 que Alty, t, t31/(Gy, G2)

¢ dominio. Concluimos com isso a prova da afirmacao.
Exemplos como esse sdo muito especiais e sao o conteido da seguinte defini¢ao.

Definicao 3.1.7. Considere as notacdes e hipéteses da Proposicao 3.1.5. Dizemos que o ideal I é

de tipo linearse J = 1;(t- @).

3.2 A fibra especial

Denotemos por (A, m) um anel local com ideal maximal m ou um anel graduado standard com ideal
maximal homogéneo m. Considere I C m um ideal de A (quando A for uma K-algebra graduada
standard iremos supor I um ideal homogéneo). A fibra especial de 1, € a seguinte dlgebra residual

da 4lgebra de Rees:
F(I) := R(I)/mR(I) = (A/m) @ (I/ml) & (I*/mI*) & - - - (3.5)

Segue da definicdo que a fibra especial F(I) é uma K-algebra graduada, onde K = A /m. Observe
que se I = (fy,...,f;,) entdo F(I) € gerado como K-dlgebra pelas classes f},...,f5, € I/ml de
f1,...,fm, respectivamente. Além disso, o ideal mR(I) é imagem do ideal mA[ty,..., t;] pelo
homomorfismo ¢ em (3.2). Desse modo, também temos a seguinte forma de apresentar a fibra

especial.
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F(I) = R(I)/mR(I)
(Alti, ... twl/3)/((mATt, ... 1], 3)/)

12

Vejamos essa apresentacdo em um exemplo

Exemplo 3.2.1. Sejam K um corpo e A o anel de polindmios K[x,y, z]. Considere o ideal I =

(xy,xz,yz). Nesse caso, temos
J = (tay — t3x, 11z — t3x) (ver Exemplo 3.1.6) e mA[ty, to, t3] = (x,y, 2) (3.7)
Assim, (J, mA[t), o, t3]) = (thy — t3x, t1z — 13, %, Y, z) = (x,y, z). Portanto,
F(I) ~ Alty, to, t31/(d, mA[ty, to, t3]) = Kix, y, z, ty, t2, t31/(x, y, z) ~ K[t,, t,, t3].

A dimensdo de Krull da fibra especial é chamada de analytic spread do ideal I e a denotamos
por £(I). O calculo do analytic spread de um ideal € um problema que pode ser muito intrigante. O

tipo de informagdo geral que temos sobre esse invariante é dado pelas seguintes estimativas:

ht1 < €(I) < dimA (3.8)

3.3 Algebra de Rees bi-graduada

Sejam K um corpo e A o anel de polindmios K[xy,...,x,] com a graduagdo usual. Nesta secido
particularizamos o estudo da 4lgebra de Rees ao caso em que os geradores fy, ..., f,, doideal I sao
polindmios homogéneos em A de grau fixo d. Nesse caso, podemos decompor a dlgebra de Rees

como uma soma de K-espacos vetoriais da seguinte maneira:

R(I) = P Ry

onde Rij) = [I';t'. Naturalmente, R i) - R(irj) C Ritij+jr) paracada (i,), (i',j') € Z x Z.
Em particular, R(I) com essa decomposi¢do de K-espagos vetoriais é uma K-algebra bi-graduada.
Consideremos agora o anel de polinémios Alty,...,ty] = K[x,...,Xn,t1,...,t,] equipado

com sua bi-graduacdo usual (ver Exemplo1.2.1). Para que o0 homomorfismo de K-4lgebras

C : A[tl, .. .,tm] —» :R(I), Xi — X, T — fit (39)
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possa ser visto como um homomofismo de K-dlgebras graduadas fazemos degt = (—d, 1). Com
isso, segue da Proposicdo 1.2.2 que o ideal de apresentag¢do J da dlgebra de Rees R(I) é um ideal

bi-homogéneo e podemos decomp0-lo da seguinte maneira:

d= GB dig)-

(1j)EZXZ

Observe ainda que, para m = (x4, ..., X ), temos:

(@.mAlt..... tn]) = (D 104). m):

jEZ

logo, por (3.6), temos

FO) ~ Kixi....xnt- .o tw /(@D d105). m)

jez
~ (KK Xns b td /m)/ (@D (04). m) /m)
jeZ
~ Klti,...,tml/Q (3.10)
onde Q := (D;cz d0j))Klt1.. ., tm]. Note ainda que Q € o nicleo do seguinte homomomorfismo

sobrejetor de K-algebras
K[tb-"’tm] _»K[fla"-afm] (tini)'

Assim,
F(I) =~ Klty,...,tml/Q ~ K[f,..., fi] (3.11)

Alternativamente, podemos olhar o ideal Q de uma forma direta como

Q ={F(ty,...,tm) € K[ty,...,tm] |F(f1,....fm) =0}. (3.12)
Observacao 3.3.1. Como K[fy,..., ] € um subanel de K[x;,...,X] ¢ este dltimo é um dominio
segue que K[fy,...,f,] é também um dominio. Assim, de (3.11) podemos concluir que a fibra

especial F(I) é dominio.
Nas hipoteses dessa secdo temos ainda o seguinte resultado sobre o spread analitico.

Teorema 3.3.2. Sejam K um corpo de caracteristica zero e A o anel de polindmios K[xi, ..., Xn]

com a graduagdo usual. Se 1 é um ideal de A gerado por polinomios homogéneos de mesmo grau
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d entdo

{(I) = posto(©)

onde © = (gif) é a matriz jacobiana de 1.
)

Demonstragdo. Ver [17, Proposition 4.1.9]. O
Exemplo 3.3.3. Seja I = (x*y?, xy’z, xyz?,yz?,z*) C Klx,y, z]. Temos:

2xy* y’z yz2 0 0
©O=| 2xy 2xyz xz*2 22 0
0 xy? 2xyz 3yz* 47°
Observe que o determinante da submatriz 3 x 3 da direita de © € 4yz®. Assim, posto(@) = 3. Em

particular, pelo Teorema 3.3.2, segue que £(I) = 3.
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Capitulo 4
Resultados Principais

Nesse capitulo apresentamos os principais resultados do trabalho. Inicialmente, demonstramos que
a matriz de sizigias dos ideais que estamos interessados em estudar possuem um formato canonica
moédulo mudanga invertivel de varidveis e operagcdes elementares linha/coluna. Em seguida, usando
esse formato candnico demonstramos algumas propriedades sobre as algebras R(I) e F(I) para

alguns modelos especiais.

4.1 Ideais monomiais com dois primos minimos

Observacao 4.1.1. Em todo esse capitulo iremos considerar K um corpo de caracteristica zero.

Seja A o anel de polindmios K[x,y, z] com sua graduag@o usual. Considere I C A um ideal
monomial gerado pelos menores maximos de uma matriz ¢ de ordem n x (n—1) cujas entradas sdo
formas lineares em A. Inicialmente, iremos explicar como ¢ a estrutura dessa matriz ¢ na situagao

em que a quantidade de primos minimos de I € igual a 2.

Lemma 4.1.2. Seja | um ideal de A = Klx,y, z] gerado por monémios my, ..., m, de grau d.

Entdo:
(a) Se z“ € | para algum inteiro positivo \u entdo algum dos m; é igual a z°.

(b) Se (xy)¥ € ] para algum inteiro positivo v entdo algum dos m; é igual a X"y’ para certos

19, jo € N satisfazendo iy + jo = d.

Demonstragdo. (a) Pelo Teorema 1.1.7(b) temos que z"* = pm, para algum p € A e algum indice
1 <1 < 7. Essaigualdade nos diz que o unico fator primo de m; € z. Como deg m; = d segue que

my = Zd como querl’amos mostrar.
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(b) Também pelo Teorema 1.1.7(b) temos que (xy)¥ = pm; para algum 1 < j < 1. Dessa
igualdade segue que os possiveis fatores primos de m; sdo x e y. Logo, m; = x'yl para certos

10, jo € N. A igualdade iy + jo = d € consequéncia de degm; = d. O

Proposicao 4.1.3. Seja 1 C A = K[x,y, z] um ideal monomial de altura dois gerado pelos menores
mdximos de uma matriz @ de ordem n X (n — 1) cujas entradas sdo polindomios homogéneos de
grau 1 em A. Se A /1 tem exatamente dois primos minimos entdo, a menos de conjugacdo, a matriz

@ tem a forma

z 0 0
—C1 z 0
0 —cp, . : 4.1)
: : z
0 0 - —Cny

onde ¢; € {x,y}paracadal <i<n—1.

Demonstragdo. Por conjugacio - de fato, uma mudanga de coordenadas - podemos supor que os
dois primos minimos de I sdo (x, z) e (y,z). Em particular, v'I = (x,z) N (y,z) = (xy, z). Assim,
como I é ideal monomial gerado por mondmios de grau n— 1, segue pelo Lema 4.1.2 que z" ! € I

e x%y® € Icom a +b =n — 1. Afirmamos que os demais 1. — 2 geradores de I sdo da forma
x4yPizi 1 <i<n—2,a;+by=n—1-ikL (4.2)

ou seja, dois geradores distintos ndo tem a mesma poténcia de z como fator. Suponha o contrério.
~ . . . ! ! . .
Entéo existem geradores distintos da forma f; = x®y®z¢ e f; = x*y® z¢. Em particular, I admite

a seguinte sizigia 3 = x*'y® e; — x%y®e;. Em particular,
@-v=3 4.3)

para uma certa matriz v de ordem (n— 1) x 1 cujas entradas sdo formas de grau n—2 em A. Como
z"! € 1 podemos supor que z* — 1 é o (n — 1)-menor de ¢ obtido pela exclusio da n-éisma
linha. Denote por ¢, a submatriz de ¢ obtida pela exclusdo da n-ésima linha. Multiplicando os

dois lados de (4.3) a direita por adj( @, ) obtemos

= adj(@n)3

Mas ao menos uma das (n — 1) primeiras entradas do lado esquerdo tem grau maior ou igual a
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n — 1 na varidvel z enquanto as entradas do lado direito tem grau no miximo n — 2 na varidvel z.
Isso € um absurdo. Logo, segue a afirmacdo. Assim, temos que a cole¢cdo de mondmios que gera [
¢ da forma

{Xaoynflfao’ Xalyn72faoz’ e anl}'

Por razao de grau na variavel z e do Exemplo 2.2.7 segue que as sizigias dessa colecao de geradores
devem ser necessariamente da forma ze; — ¢y je;,; com ¢y € {x,y}. Com isso encerramos a

prova. O

Nas condi¢des do teorema acima chamaremos a sequéncia c,c,...cn_ de sequéncia bdsica

das entradas do ideal 1.

Observacao 4.1.4. Para cada 1 < 1 < n, denotemos por ¢; a submatriz de ¢, de ordem (n— 1) X

(n— 1), obtida pela omisséo da i-ésima linha de ¢. Observe que @; tem o seguinte formato:

z 0 0] O 0 0
—C z 0] 0O 0 0
0
0 —Ci2 z| O 0 0
e 0 0] -z 0
0 O 0 0 —ciy 0
0 0 .0l 0 0 cee —Cng
Em particular,
det; = (—1)™" 2V ey eny (4.4)

4.2 Casos de estudo

4.2.1 Modelo alternante

Em toda essa sec¢do iremos supor n sendo um numero inteiro impar > 5. Nas hipdteses e notacoes

da Proposicao 4.1.3, iremos considerar seguinte sequéncia basica das entradas do ideal I :

X, seié impar
Ci = ., >
Yy, seiépar

ou seja, a matriz ¢ € da forma
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z 0 O 0 O
—x z 0 0 O
0 —y =z 0 O
¢ = s
0O 0 O z
o o0 o0 --- —x z
o o0 o0 --- 0 —y
Denotemos por fy, fi, ..., 0s menores maximos (e ordenados) de ¢. Usando (4.4) temos:
X(n—l)/Zy(n—l)/Z, sei=0
fi = —(fi_1/x)z, seié impar 4.5)

—(fi_1/y)z,  seiépar

Com essas expressoes podemos deduzir facilmente o seguinte resultado

tO oo tnf?:
16}
t2 .o tnfl

estd contido no ideal de defini¢do J da dlgebra de Rees de 1 = (fo,...,Tn_1).

Proposicao 4.2.1. O ideal

Demonstragdo. Paral <1 <j <n — 3 defina

ti t;
pi,j(t0,~~-,tn) = det ' )
tiva Y2

Para provar a proposi¢do devemos mostrar que p; ;(fo,...,fn) = 0 para cada 1 <

Para isso, faremos a prova por casos:

Caso 1: i e j tem mesma paridade.

Para fixar ideias, digamos que i e j sdo ambos pares

1<j<n-3.

‘pi,]' (f()’ ceey fn) = det ) (4:5) et i
fio fj4o —(fir1/ylz —(fj11/y)z

fj

fi . fi
= z/ydet Py z/ydet
—fir —fja (fi/x)z  (f;

fi fs
= 7z%/xydet v =0
/xy fo

f;
/x)z
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Notadamente, a prova para i e j ambos impares é andloga.
Caso 2: i e j tem paridades distintas.
Digamos que i € par e que j é impar. Temos

£ f; f
pijlfor..nfn) = det| © T ) e ' J
firr fjio —(fix1/y)z —(fj41/x)z

fi fj “5) fi f;
—(z/Y)fir1 —(z/%)fj11 (z/y)(z/¥) i (z/x)(z/y)f;
i f;
= Z/xydet| ' ] =0
z°/xy de ( ff, )
Portanto, o resultado segue. O
Proposicao 4.2.2. O analytic spread {(1) do ideal 1 é 3.

Demonstragdo. Usando (4.5) segue que os 3 ultimos geradores do ideal I sdo:

—XyZn_3,yZn_2 e . Zn—I.

Assim, uma submatriz de ordem 3 x 3 da matriz jacobiana de I é

—yz" 3 0 0
B = —xz" 3 Zn 2 0
—Mm=3)xyz"* (n—-2yz"3? —(n—1)z"2

Como det B = (n—1)yz*>™~7 # 0 segue que o posto da matriz jacobiana de I é 3. Portanto, usando

o Teorema 3.3.2 segue o resultado desejado, ou seja, £(1) = 3. O

Teorema 4.2.3. O ideal de definicdo da fibra especial de 1 é

< ty - ths )

I

t2 e tn—l

Demonstracdo. Seja Q C Klto,...,t, 1] oideal de defini¢do da fibra especial. Pela Proposi¢io 4.2.1

Iz<t0 tn3)CQ (4.6)

temos

t2 N tTl.—l

tg - tpo ) )
Pelo Exemplo 5.4.2 e Teorema 5.4.3 , I, ( 0 : > ¢ ideal primo de altura (n —2) —2 +

t, -0 th
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1 = n — 3. Por outro lado, também temos que Q € ideal primo (ver Observacdo ??) e que

ht Q = dim k[t(), ey tn—l] — E(I) (47)
= n—3. (4.8)

Portanto, (4.6) € uma inclusdo de ideais primos de mesma altura. Logo, pela Observacio 5.2.1

to - ths
=1

como queriamos provar. O

segue que

Observacao 4.2.4. Usando o Teorema 4.2.3 € provado em [6, Theorem 4.11] que a dlgebra de Rees
R(I) € um dominio Cohen-Macaulay normal. A prova desse resultado envolve aspectos que nao
conseguimos atingir até a fase de conclusio dessa dissertacdo. Por esse motivo, omitimos a sua

demonstracao.

4.2.2 Modelo separante (simplificado)

Aqui iremos supor n > 4 um ntimero inteiro. Iremos considerar seguinte sequéncia basica das

entradas do ideal I :

X, sei=1
Ci = L.
Y, caso contrario

0 O 0
x z 0 0
0y z 0
¢ = X
oo o0 - z
00 0 --- vy
Como antes, denotemos por fy, fi, ..., f;, 0s menores maximos (e ordenados) de ¢. Aplicando (4.4)

nesse Caso segue que

fi = 4.9)

ym izl osel <i<n—1

t, - tho
L
t, -0 tag

{ xy™2, sei=0

Proposicao 4.2.5. O ideal
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estd contido no ideal de defini¢do J da dlgebra de Rees de 1 = (fq,...,fn_1).

Demonstragdo. Paracadal <1< j < ndefina

t; t;
Pijlto,....th_y) =det t j
tip tj+1

Para provar o desejado devemos deduzir que pi;(fo,...,fn—1) =0paracadal <1i<j < n.De
fato,
£ f. 49) n—i—1,i n—j—1,j
pislforeeitu) =det| * T )R Y E Y E )y
firr T ynoittl o ynoi2y)
Logo, o resultado segue. O

Proposicao 4.2.6. O analytic spread {(1) do ideal 1 ¢ 3.

Demonstragcdo. Usando (4.9) segue que 3 geradores do ideal I sdo:

yn72 0 0
B=| m-2)xy™? (n—2)y"3z 0
0 yn? (m—1)zn2

Como detB = (n — 1)(n — 2)y?>™3z"! £ 0 segue que o posto da matriz jacobiana de I é 3.

Portanto, usando 3.3.2 segue o resultado desejado, ou seja, {(I) = 3. O

Teorema 4.2.7. O ideal de definicdo da fibra especial de 1 é

t, - thoo
L
t, - thog

Demonstracdo. SejaQ C Klty, ..., t,_1] oideal de definicdo da fibra especial. Pela Proposi¢do 4.2.5

temos
t] e tn_z
I C 4.10
2 < t, o0 taog ) Q ( )
ot ) L .
Pelo Exemplo 5.4.2 e Teorema 5.4.3 , I, ( ) ) > ¢ ideal primo de altura (n —2) — 2+
R
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1 = n — 3. Por outro lado, também temos que Q € ideal primo (ver Observacdo 3.3.1) e que

th = dimk[to,...,tn_l]—ﬂ(l) (411)
— n-3. (4.12)

Portanto, (4.10) € uma inclusdo de ideais primos de mesma altura. Logo, pela Observacdo 5.2.1

t, o tho
=1
Q-n(y )

como queriamos provar. O

segue que

De posse do Teorema 4.2.7 acima e da Proposi¢do 3.1.5 temos:

tl e tn—2
K= (Lt )l cd
<1( 0} 2<t2 tnl)>
onde J € o ideal de apresentacdo da dlgebra de Rees do ideal I. Podemos reescrever o ideal K da
t, ot
x:<Zto—Xt],Iz(y ! 2>>
z t2 e tT‘L*l

y tl e tn72
z t2 tnfl

seguinte maneira:

Pelo Teorema 5.4.3, S := K[x, y, z, to, ..., th—1]/1» < ) ¢ um dominio Cohen-

y tl e tn—2
z t2 e tn_]
e S é dominio segue que zty — xt; é S-regular. Assim, da Cohen-Macaulicidade de S segue que

Macaulay de dimensao 5. Como zty—xt; € diferente de zero médulo o ideal I,

Kx,y,z,to, ..., th_11/K ~ S/(zty — xt;)S

¢ Cohen-Macaulay de dimensao 4.
Com essas observacdes podemos concluir a seguinte informagao sobre o ideal J da dlgebra de
Rees R(I)

Proposicao 4.2.8. J é um primo minimo de X.

Demonstracdo. Como K[x,y, z, to, ..., tn_1]/K é Cohen-Macaulay de dimensdo 4 entao todos os
primos minimos de X sdo de alturan + 3 —4 = n — 1. Também temos que a alturade J é n — 1.
Agora considere um ideal primo P tal que X C P C J. Como os extremos dessas inclusdes tem
altura n — 1 e a altura ¢ uma func@o decrescente, segue que ht(P) = ht(J). Logo, P C J é uma
inclusdo de ideais primos da mesma altura. Logo, P = {J. Com isso, concluimos que J é primo

minimo de XK. U
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Capitulo 5

Apéndice

5.1 Primos associados e decomposicao primaria

Seja M um moédulo sobre um anel A. Um ideal primo P de A € dito primo associado de M se existe
um elemento x de M tal que P = 0 :4 x. O conjunto de todos os primos associados de M sera
denotado por Assa (M). Os elementos minimais de Ass, (M), com respeito a relacdo de inclusao,
sdo chamados de primos associados minimos de M.. Denotaremos a colecio dos primos associados
minimos de M por Mina (M). Os primos associados de M que ndo pertencem a Mina (M) serao
chamados de primos associados imersos de M.

Na proposicdo a seguir, bem como no resto do texto, usaremos Z, (M) para denotar o conjunto
dos divisores de zero de um A-mdédulo M (recordemos que, por defini¢do, ZA (M) é o conjunto de

todos os elementos a € A tal que ax = 0 para algum x € M ndo nulo).
Proposicao 5.1.1. Sejam A um anel noetheriano e M um A-modulo finitamente gerado. Entdo:
(a) Assa (M) évazio se, e somente se, M = 0.
(b) Assa (M) é um conjunto finito.
(©) ZAM) =Upeagsam) P-
(d) Se N é um submddulo de M entdo Assp(N) C Assa (M) C Assa(N) U Assa(M/N).

Prova. Ver [13, Theorem 6.1, 6.3, 6.5 (i)] O

Sejam M um médulo sobre um anel A e N um submédulo de M. E verificivel que as seguintes

condic¢des sdo equivalentes:

(a) Assa(M/N) tem um dnico elemento.
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(b) ZA(M/N) =+vN: M.
(c) Dadosa € Aex € Mtaisque ax € Nentdoa € vVN: Moux € N.

Se N satisfaz uma (e portanto todas) dessas condi¢des dizemos que N é um submdodulo primdrio
de M. Além disso, se P é o tinico primo de Assa(M/N), também dizemos que N é submddulo

P-primdrio de M.

Observacao 5.1.2. Seja I um ideal de um anel A. Dizer que I € um ideal primdrio de A significa
que I é um submodulo primario de A. Observe que [ : A = . Assim, I € ideal primério se satisfaz

as seguintes condicoes:

(a) Assa(A/I) tem um dnico elemento.
(b) ZA(A/1) = V1.
(c) Dados a,x € A taisque ax € I entdo a € Vioux € L

Exemplo 5.1.3. Seja P um ideal primo de um anel A. Notemos que nesse caso a condicdo (c) da

Observacgao 5.1.2 € automadtica. Assim, todo ideal primo é primario.

Exemplo 5.1.4. Seja m um ideal maximal de um anel A. Afirmamos que para qualquer inteiro po-
sitivo 1. 0 ideal m™ é primario. Para provar essa afirmag@o iniciamos observando que Ass(A/m™)
¢ ndo vazio pois A/m™ # {0}. Dito isso, suponhamos P sendo um primo associado de A/m™.
Entdo, P = 0 : x para algum x € A/m™ nao nulo. Em particular, temos m™x = {0}, ou seja,
m™ C P. Como P € primo, segue dessa inclusdo que m C P. Pela maximalidade de m segue que

P = m. Dessa forma, Assa (A/m™) = {m}. Portanto, da Observacdo 5.1.2(a) segue o afirmado.

Definicao 5.1.5. Seja N um submédulo de um A-médulo M. Uma decomposicdo primdria de
N em M € uma intersegdo N = ();_, Q; onde cada Q; é submédulo P;-primdrio de M. A
decomposi¢do priméria N = ();_, Q; € dita reduzida se Assx(M/Qi) # Assa(M/Q;) sempre

que i # j e N ndo pode ser expresso como interse¢do de uma subcolecao propria dos Q;.

Exemplo 5.1.6. Sejam A = k[x,y,z] um anel de polindmios em trés varidveis com coeficientes
sobre um corpo k e I = (xy,xz,yz). Claramente, cada gerador do ideal I pertence a interse¢do
(x,y) N (x,z) N (y,z). Agora, suponhamos que f é um elemento arbitrario da intersecao (x,y) N

(x,z) N (y, z). Em particular, existem a;,b; € A, com 1 < i < 3, tais que
f=a;x+ by = axx + bz = a3y + bsz.
Dessas igualdades segue, por exemplo, que:

ax=(a3—bj)y+bsz e biy=(a,—a)x+ bsz
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Logo, a;x € (y,z) e bjy € (x,z). Como (y, z) e (x,z) sdo ideais primos de A com x ¢ (y,z) e
y ¢ (x,z) entdo a; € (y,z) e by € (x,z). Assim, existem &, ; € A, com i = 1 ou 2, tais que
a; =y + oz e by = Bix + Brz. Desse modo, f = (o + B1)xy + xoxz + Bryz, ou seja, f € 1.
Com isso segue que a interse¢do (x,y) N (x,z) N (y, z) estd contida no ideal I. Portanto, temos a

igualdade
[=(xy)Nxz2)N(y,2).

Como cada membro dessa intersecao € ideal primo, segue que esta ¢ uma decomposi¢ao primaria

para o ideal L.

Exemplo 5.1.7. Sejam A = K]x,y] um anel de polindmios em duas varidveis sobre um corpo k
e I = (x*,xy). Considere a interse¢do (x) N (x,y)?. Claramente, os geradores de I pertencem a
intersegdo citada. Além disso, seja f € (x) N (x,y)?. Observe que (x,y)* = (x*,y% xy), assim,

existem a, b, c,d € A, tais que
f = ax = bx* + cy® + dxy.
Desse modo:
cy? = ax — bx? — dxy.
Entdo, cy? € (x). Como (x) é primo e y*> ¢ (x), temos que ¢ € (x). Logo, existe p € A, tal que

¢ = px. Entdo, f = bx? + cy? + dxy = bx* + pxy? + dxy € (x*,xy) = L. Desse modo,

I=(x)N(xy)"

Pelo Exemplo 5.1.3 segue que (x) é primdrio e pela Observacdo 5.1.2 segue que (x,y)? também ¢é

primdrio. Portanto, I = (x) N (x,y)? é uma decomposi¢do priméria de 1.

Teorema 5.1.8. Sejam M um mdédulo finitamente gerado sobre um anel noetheriano A e N um
submddulo de M. Entdo N admite uma decomposicdo primdria reduzida N = ()i_, Q;. Além

disso,

(i) Assa(M/N) = {/Q1: M,...,/Q, : M}. Em particular, os radicais \/Qi : M em uma
decomposicdo primdria reduzida de N em M sdo unicamente determinados pelo quociente

M/N.

(i1) Os submddulos primdrios Qi que correspondem aos primos associados minimos de M /N

sdo unicamente determinados pelo quociente M /N.

Prova. Ver [12, Theorem 3.2] O
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Exemplo 5.1.9. Sejam A = k[x,y,z] um anel de polindmios em trés varidveis com coeficientes
sobre um corpo k e I = (xy, xz,yz). No Exemplo 5.1.6 vimos que uma decomposi¢@o primdria de
[é¢:

I[=({x,y)N{x,z) N (y,z).

E imediato observar que essa € de fato uma decomposi¢ao primaria reduzida. Segue do teorema da

decomposicao primdria que para esse exemplo temos:

Assa(A/1) =Mina (A/T) ={(x,y), (x,2), (y,z)}.

Observacao 5.1.10. Sejam A um anel noetheriano e I um ideal de A. Afirmamos que um ideal
primo P é primo associado minimo de A/I se, e somente se, P € minimo (com respeito a ordem
de inclusdo) entre os ideais primos de A que contém 1. Com efeito, suponhamos que I = ();_, Q;
seja uma decomposicdo primdaria de I. Se P € um elemento minimo na cole¢do dos ideais que
contem [ entdo, em particular, P D ﬂ:z , Qi. Como P ¢ ideal primo, P contém um certo Q;. Logo,
P = +/P O y/Qi. Como /Q; é ideal primo e contém I segue da minimalidade de P que P = 1/Q.
Obviamente, 1/Q; € primo associado minimo, pois caso contrario, isso contrariaria a minimalidade
de P. Por outro lado, consideremos P = 1/Q; sendo um primo associado minimo de A/I. Seja P,
um ideal primo tal que I = ();_, Qi C P; C /Q;. Da primalidade de P, segue que Q; C P,
para algum j. Logo, \/@ C P; € v/Qi. Como /Q; é primo associado minimo devemos ter
VQi = \/6 , ou seja, P; = v/Q;. Sendo assim, v/Q; é minimo entre os ideais primos que contém
I

5.2 A dimensao de Krull

Seja A um ideal. Dizemos que uma cadeia de ideais primos de A da forma Py C P, C --- C P,
tem comprimento n. A dimensdo de Krull de A, denotada dim A, é o comprimento maximo de
uma cadeia de ideais primos Py C P; € --- C P, em A. Se ndo existe uma cota superior para os
comprimentos das cadeias de ideais primos de A entdo dizemos que dim A = oo.

A altura de um ideal primo P de A, denotada ht(P), é o supremo dos comprimentos das cadeias
de ideias primos Py C P; € --- C P,, = P. Segue das definicdes de altura e dimensdo e das
propriedades de localiza¢do que

ht(P) = dim Ap. (5.1)

Observacao 5.2.1. Seja P; C P, uma inclusao de ideais primos em um anel Noetheriano A. Segue

imediatamente da defini¢do de altura que se ht(P;) = ht(P,) entdo P; = P,.

A defini¢do de altura para um ideal arbitrdrio I C A € realizada através da igualdade
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ht(I) := min{ht(P) | P € Mina (A/I)}. (5.2)
Enunciamos agora um dos principais resultados da teoria da dimensao

Teorema 5.2.2 (Teorema do ideal principal de Krull Generalizado). Sejam x,, ..., X, elementos de
um anel noetheriano A e 1 = (xy,...,%;). Entdo para cada P € Min(A /1) tem-se ht(P) < . Em
particular, ht(I) < .

Prova. Ver [7, Theorem 10.2]. O
Exemplo 5.2.3. Seja A = K[x,...,X] um anel de polindmios em n varidveis com coeficientes
sobre um corpo k. Para cada 1 < i < n, consideremos o ideal primo P; = (xi,...,X;). A cadeia

de ideais primos (0) C P; C --- C P; implica que ht(P;) > 1i. Por outro lado, pelo teorema do
ideal principal de Krull generalizado segue que ht(P;) < i. Portanto, segue dessas desigualdades
que ht(P;) = 1.

Exemplo 5.2.4. Sejam A = K[x, y, z] um anel de polindmios em trés varidveis com coeficientes

sobre um corpo k e I = (xy, xz,yz). No Exemplo 5.1.9 obtemos que

Mina (A/) = {(x,y), (x.2), (y,2)}

Assim, por defini¢do,
ht(I) = min{ht(x, y), ht(x, z), ht(y, z)} (5.3)

Mas, pelo exemplo anterior, ht(x,y) = ht(x, z) = ht(y, z) = 2. Logo, ht(I) = 2.

Exemplo 5.2.5. Sejam A = K|[x, y, z, t, ts, t3] um anel de polindmios com coeficientes sobre um
corpo ke I = (t;z — thy, try — t3x). Podemos olhar t;z — t,y como um polindmio de grau 1 na
variavel z com coeficientes em K[x, y, t;, t5, t3]. Aplicando o critério de Eisenstein neste polindmio
concluimos que ele é um irredutivel. Observe que o ideal (t;z — t,y) estd propriamente contido
em I pois, t;y — t3x ndo pode ser miiltiplo de t,z — t,y, uma vez que t,y — t3x tem grau zero na

variavel t;. Assim, se P € Mina (A/I) entdo temos a seguinte cadeia de ideais primos:
{0} g <t12 — t2y> g P.

Logo, ht(P) > 2. Com isso, segue que ht(I) > 2. Por outro lado, pelo Teorema 5.2.2 segue que
ht(I) < 2. Portanto, dessas duas desigualdades segue ht(I) = 2.

Uma importante classe de ideais nesse trabalho serd a dos ideais gerados por menores de tama-

nho fixo de uma matriz. Mais especificamente, considere ¥ sendo uma matriz de ordem m x n com
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entradas em um anel A. Para cada 1 < t < min{m, n}, denotaremos por I (V) o ideal de A gerado
por todos os menores de ordem t da matriz V. Para ideais desse tipo temos a seguinte estimativa

para a altura:
Teorema 5.2.6. ht([,(V)) < (m—t+1)(n—t+1).

Prova. Ver [3, Theorem 2.1]. O

Seja M um A-mddulo. A dimensdo de Krull de M, também denotada por dim M, € a dimensao
de Krull do anel A/0 : M. Um fato notavel da dimensao de Krull de um A-médulo M € que ela é

detectavel através dos primos minimos de M. De fato, pode ser provado que

dim M = max{dim A/P|P € Min(M)}. (5.4)

5.3 Sequéncia regular e modulos Cohen-Macaulay

5.3.1 Sequéncia regular

Sejam M um A-mddulo e a um elemento de A. Dizemos que a € divisor de zero de M se existe
um elemento m € M diferente de zero tal que am = 0. Lembrando que o conjunto de todos os
divisores de zero de M por Z (M). Os elementos de A que ndo sdo divisores de M sdao chamados

elementos regulares de M (ou elementos M-regulares).

Definicao 5.3.1. Seja M um mddulo sobre um anel A. Dizemos que a = {a;,...,a,} é uma

sequéncia regular de M (ou uma M-sequéncia) se as seguintes condi¢des sdo satisfeitas:
(a) aM #= M.
(b) a; é elemento M-regular e a; é elemento M /(ay,...,a;_;)M-regular paracada2 < i < n.

Exemplo 5.3.2. O protétipo mais basico de sequéncia regular ocorre na situacdo em que A é um

anel de polindmios em n variaveis xy, ..., X,, com coeficiente sobre um anel S. Uma vez que
A/<X1,. .. ,Xi_]>A ~ S[Xi,. .. ,Xn]

segue facilmente que x; é A/(xy,...,x;_1)-regular para qualquer 1 < i < n.

Sejam [ um ideal de um anel noetheriano A ¢ M um A-mddulo finitamente gerado com IM #
M. Uma M-sequéncia maximal em I é uma M-sequéncia a = {ay, ..., a,} C I tal que ndo pode

ser aumentada, isto é, para qualquery € I,a’ ={a,, ..., a,,y} ndo é M-sequéncia.
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Observe que se X = {Xq,...,Xn} € uma M-sequéncia entdo temos a cadeia de ideais (x;) C
(x1,%2) € ... € (xq,...,%n) onde cada inclusdo é propria. Assim, se A ¢ anel noetheriano toda M-
sequéncia pode ser estendida para uma M-sequéncia maximal. Em particular, toda M-sequéncia

contida em um ideal I se estende para uma M-sequéncia maximal em 1.

Teorema 5.3.3. Sejam A um anel noetheriano, M um A-modulo finitamente gerado e 1 um ideal de

A tal que IM # M. Entdo duas M-sequéncias maximais em M tem o mesmo niimero de elementos.

Prova. Ver [2, Theorem 1.2.5]. O

Utilizamos esse teorema para definir o grade de I em M como o nimero de elementos de uma
M-sequéncia maximal em I. Denotaremos esse nimero por grade(I, M). Em algumas situagdes
especiais, costumamos empregar notagdes e terminologias distintas para o nimero grade(I, M).

Por exemplo:

(1) Se (A,m) é um anel local com ideal maximal m entdo chamamos o grade de m em M de

profundidade de M e denotaremos esse nimero por profa (M).

(2) Se I =0:a4 M entdo chamamos o grade de [ em A de grade de M e denotamos esse nimero

por grade(M).
(3) O grade de I em A é chamado de grade de I e denotado por grade(I).

Proposicao 5.3.4. Sejam (A, m) um anel noetheriano local e M um mddulo finitamente gerado.
Entdo prof , (M) < dim M.

5.3.2 Modulos e anéis Cohen-Macaulay

Definicao 5.3.5. Seja (A, m) um anel noetheriano local e M um mdédulo finitamente gerado ndo
nulo. Dizemos que M é um mddulo Cohen-Macaulay se prof , (M) = dim M. O anel A ¢ dito um

anel Cohen-Macaulay se o for como A-mddulo.

Em geral, se A € um anel noetheriano arbitrario entio um A-médulo M é Cohen-Macaulay se

M, é A-m6dulo Cohen-Macaulay para cada ideal maximal m € Supp(M).!

Exemplo 5.3.6. Seja A um anel noetheriano de dimensao zero. Por razdes dbvias temos nesse caso

que A é Cohen-Macaulay.

Exemplo 5.3.7. Seja A um anel Cohen-Macaulay. Entdao o anel de polindmios Alxq,...,Xn]
também € Cohen-Macaulay (ver [13, Theorem 17.7]). Em particular, se k € um corpo entdao

k[xi,...,Xxn] € Cohen-Macaulay.

'O suporte de um A-médulo M, denotado Supp, (M), é o conjunto de todos os ideais primos P de A tais que
Mp #£ 0.
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Teorema 5.3.8. Sejam A um anel noetheriano e M um médulo finitamente gerado.

(a) Se x é uma M-sequéncia e M é um médulo Cohen-Macaulay entdo M/(x)M ¢é Cohen-

Macaulay (sobre A ou A/(X)). A reciproca também é verdadeira se A é anel local.

(b) Se M ¢é Cohen-Macaulay e S é um conjunto multiplicativo de A entdo S™'M é Cohen-
Macaulay.

(c) Se A é Cohen-Macaulay e | C A é um ideal de A entdo ht (1) +dimA/I = dimA. Em

particular, se 1 C | sdo ideais de A e e os anéis A e A/] sdo Cohen-Macaulay entdo

ht (J/1) = ht(J) — ht (I).

(d) Se A é anel Cohen-Macaulay 1 C A é um ideal de A entdo grade(1) = ht (I).

5.4 Ideais de menores de matrizes 1-genéricas

Seja A um anel de polindmios em n varidveis com coeficientes em um corpo K. Uma matriz M
de ordem v X w cujas as entradas sdo formas lineares em A € chamada de 1-genérica se nenhuma
entrada de M ¢é anulada depois de efetuada qualquer sequéncia finita de operacdes elementares

invertiveis linha/coluna.

Exemplo 5.4.1. Sejam x5, I <1 < vel <j < w, indeterminadas sobre um corpo K. Entio
M = (xi;) com entradas no anel A = K[xi,]-;l <1< vel <j < w]é l-genérica. A razdo
para isso é porque para qualquer matriz M’ obtida de M por operacgdes elementares invertiveis
linha/coluna devemos ter I; (M) = I;(M’).

Exemplo 5.4.2. Uma matriz r-catalética de ordem v x wem A = K[xq,...,xn],onde I <1 <V

en=v+ (w—1)réamatriz

X1 X2 X3 Cen Xv
Xr41 Xr42 Xr43 . Xrv
X2r41 X2r42 X2r43 . X2r4v
Xw—1r+1 X(w—1r+2 X(w—Dr+3 -+ X(w—1)r+v
Quando r = 1 a matriz r-catalética é chamada de matriz de Hankel e quando r = v entdo a

matriz r-catalética coincide com a matriz genérica. De acordo com [8], matrizes r-cataléticas sdao

1-genéricas.

A teoria dos ideais gerados pelos menores maximos de uma matriz 1-genérica € muito rica.

Abaixo sumarizamos algumas das propriedades desses ideais
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Teorema 5.4.3. Seja M uma matriz 1-genérica de ordem w X v (w > v) cujas entradas sdo formas

lineares em um anel de polindmios A = K[x; ..., xn]. Entdo:
(@ htI,( M) =w—v+ 1.
(b) I,,(M) é ideal primo.
(¢) R/I,(M) é um dominio Cohen-Macaulay.

Demonstracdo. Ver [, | O

5.5 Anéis normais

Seja A C B uma inclusdo de anéis. Um elemento x € B € dito integral sobre A se existe um inteiro

positivo n. e elementos 1y, ..., T, € A tais que

X" X x4 T X T =0 (5.5)

Chamamos (5.5) de equagdo de dependéncia integral de x sobre A. Pode ser verificado que o con-
junto dos elementos de B que sdo integrais sobre A € um subanel de B que contém A. Chamamos
este subanel de B de fecho integral de A em B. O anel A € integralmente fechado em B se seu fecho
integral em B € o préprio A.

Quando B € o anel total de fracdes de A chamamos o fecho integral de A em B de fecho integral.

Um anel reduzido A € integralmente fechado se seu fecho integral € igual a A.

Definicao 5.5.1. Dizemos que um anel A é normal se Ap é dominio integralmente fechado para

todo ideal primo P de A.

Observamos que todo anel normal A € reduzido. Com efeito, suponhamos a € A tal que
a™ = 0 para algum nimero natural n. Devemos mostrar que, necessariamente, a = 0. Para isso,
¢ suficiente provar que 1 € (0 : a). Suponhamos que este ndo seja o caso. Entdo existe um ideal
primo P de A que contém (0 : a). Em particular, (a/1)™ = 0/1 em Ap. Como Ap é dominio, segue
que a/1 =0/1 em Ap. Logo, existe s € A — P tal que sa = 0. Desse modo, s € (A—P)N(0: a).
Mas isso é um absurdo pois (0: a) C P.

Proposicao 5.5.2. Seja A um anel reduzido cujo anel total de fracoes é um produto direto finito de

corpos. Entdo, A é normal se, e somente se, A é integralmente fechado.

Prova. Ver [10, Lemma 2.1.15]. O

Notemos que a hip6tese do anel total de fragdes ser um produto direto finito de corpos € imediata

quando A é um dominio.
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Exemplo 5.5.3. Seja A um dominio de fatorac@o tnica. Afirmamos que A ¢ um anel normal. Com
efeito, suponha p/q um elemento no corpo de fra¢cdes de A. Como A é dominio de fatoracdo tnica,
podemos supor que o maximo divisor comum de p e g € 1. Digamos que p/q satisfaz uma equagio

de dependéncia integral

(p/Q)™ +1i(p/Q™ " +12(p/Q" P 4+ e (p/q) + T =0

Multiplicando os dois lados dessa igualdade por q™ obtemos:
pn + 1”lpn—lq + szn—ZqZ et Tn—lpqn_l + ann =0.

Logo,
p(pnfl + rl]97172q + T.szlquZ et rnflqnil) — ann

Dessa igualdade e do fato do maximo divisor de p e ¢ ser 1 segue que ¢ divide
pn—l + T.lpn—Zq + szn_3q2 et Tn—lqn_l'

Mas isso forca n— 1 = 0, pois caso contrdrio q dividiria p. Assim, p/q = —1; € A. Segue dai que

o fecho integral de A em seu corpo de fragdes € de fato A. Portanto, A é normal como afirmado.

Proposicao 5.5.4. Sejam A um anel noetheriano normal e Py,..., P, os primos minimos de A.

Entdo, A/Py,...,A /P, sdo dominios normais e
A~A/P; x---xA/P,.

Prova. Ver [10, Corollary 2.1.13]. O

Esta proposi¢do € bastante util nesse trabalho em virtude da seguinte observagao:

Observacao 5.5.5. Seja A uma K-algebra Z-graduada e noetheriana. Entdo os primos minimos
de A sdo ideais homogéneos (ver [7, Proposition 3.12]). Afirmamos que se A € anel normal entao
A € dominio. Com efeito, sejam Py,..., P, s3o os primos minimos de A. Entdo A/Py,...,A/P,
sdo K-algebras graduadas. Logo, A/P; x -+ x A/P,. é uma (K x --- x K)-dlgebra graduada.
Em particular, a parte homogénea de grau zero de A/P; x --- x A/P, € K x --- x K. Por outro
lado, como A ~ A/Py,...,A/P, (Proposi¢dao 5.5.4) e a parte de grau zero de A é K segue que
K~ K x --- x K; isso implica que T = 1. Portanto, A é um dominio.
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5.6 O critério de normalidade

Seja (A, m) um anel noetheriano local. Denotemos por p(m) o nimero minimo de geradores de m.

Segue do Teorema 5.2.2 a seguinte desigualdade
ht(m) < p(m).

Na situagdo em que esta desigualdade é uma igualdade dizemos que o anel noetheriano local (A, m)
€ regular. De modo geral, diremos que um anel noetheriano A € regular se Ap € regular para cada

ideal primo P de A.
Definicao 5.6.1. Sejam A um anel noetheriano e i um inteiro ndo-negativo.

(i) Dizemos que o anel A satisfaz a condicdo (R;) de Serre se para todo ideal primo P de A de

altura < 1 o0 anel local Ap € regular.

(ii) Dizemos que o anel A satisfaz a condigdo (S;) de Serre se para todo ideal primo P de A, prof
Ap > min{i, ht(P)}.

Observacao 5.6.2. Suponhamos que A é um anel Cohen-Macaulay. Em particular, pelo item (b)

do Teorema 5.3.8, Ap € Cohen-Macaulay para cada ideal primo P de A. Assim,

prof(Ap) = dimAp (pois Ap é Cohen-Macaulay)
= ht(P) (pela igualdade (??))

para cada ideal primo P de A. Logo, prof(Ap) > min{i, ht(P)} para cada ideal primo P de A.
Portanto, se A € anel Cohen-Macaulay entdo A satisfaz a condigdo (S;) para qualquer inteiro ndo

negativo 1i.

O teorema a seguir apresenta uma caracteriza¢ao para a normalidade de um anel em termos das

condicoes de Serre

Teorema 5.6.3 (Critério de Normalidade de Serre). Um anel noetheriano A é normal se, e somente

se, A satisfaz as condicoes (Ry) e (S;) de Serre.

Prova. Ver [10, Theorem 4.5.3]. O

5.7 Critério jacobiano

Seja A = Kl[xy,...,xn] um anel de polindmios em n varidveis com coeficientes sobre um corpo
k. Dados fi,...,f, € A, consideremos a k-dlgebra R = A /I onde I = (fy,..., f;;,). Uma matriz
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jacobiana de R sobre K € a seguinte matriz de ordem m x n

of;
O = (ax) (5.6)

Digamos que ht(I) = h. O ideal jacobiano de R sobre K, denotado J k., é o seguinte ideal de R:

Jr/x = (In(©),1)/1 (5.7)

Temos o seguinte resultado que garante que o ideal Jg /x estd bem definido.

Proposicao 5.7.1. Sejam R e R’ K-dlgebras finitamente geradas isomorfas. Entdo, o isomorfismo

entre elas transforma o ideal jacobiano de uma no ideal jacobiano da outra.
Prova. Ver [10, Proposition 4.4.4]. O

Exemplo 5.7.2. Sejam A = K|[x, y, z, t;, ts, t3] um anel de polindmios com coeficientes sobre um
corpo K e I = (t1z — ty, toy — t3x). Consideremos R = A/I. Uma matriz jacobiana de R sobre
Ké:

0O —t t4 z —y O
—t; t, 0 0 y —x

0=
Como visto no Exemplo 5.2.5, ht(I) = 2. Assim
Jr/k = (L2(©),I)/1.
Um célculo direto nos da
L(©) = (tity, t1t3, tats, Xy, X2z, Yz, t1%, 112, trX, thy, trz, t3y, t3z)

Portanto,

Jr/x = (tite, tits, tots, Xy, X2, Yz, t1x, t12, 12X, toy, toz, t3y, taz, I) /1.

Teorema 5.7.3 (Critério Jacobiano). Seja A = Klxy,...,xn] um anel de polindbmios com coefici-
ente sobre um corpo K de caracteristica zero. Seja 1 um ideal puro de A e R = A /1. Suponha P

sendo um ideal primo de R. Entdo, as seguintes afirmagoes sdo equivalentes:
(a) Rp é anel regular.
(b) P ndo estd contido em Jg /x.

Prova. Ver [10, Theorem 4.4.9] O

A observacdo a seguir serd bastante importante nesse trabalho



53

Observacao 5.7.4. Seja A = Klxy,...,x,,] um anel de polindmios com coeficientes sobre um
corpo de caracteristica zero K. Sejam I um ideal puro de A e R = A/I. Entdo R satisfaz a condi¢ao
(Ry) de Serre se, e somente se, ht(Jg,x) > 2. Com efeito, suponhamos que R satisfaz a condigdo
(Ry). Entdo, Rp é regular para cada ideal primo de R de altura < 1. Assim, pelo critério Jacobiano,
os primos contendo Jr/x tem que ter altura pelo menos 2. Por outro lado, suponha que ht(Jg,/x) >
2. Entdo, ndo existe primo de altura < 1 contendo Jr k. Logo, novamente pelo critério Jacobiano,

Rp € regular para cada ideal primo de R de altura < 1.
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