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RESUMO

MELO, THIAGO, G. Restri¢ao de Fourier em conjuntos de Salem. 2021. 273 p. Disserta-
¢ao (Mestrado em Matematica) — Programa de Pds-Graduagdo em Matematica, Universidade
Federal de Sergipe, Sdo Cristovao — SE, 2021.

Neste trabalho, mostramos como a s—energia /(;) de uma medida de Borel 1 com suporte
compacto se relaciona com a dimensao de Hausdorff de supp(y). Por meio da transformada de
Fourier distribucional do Nucleo de Riesz, relacionamos I(x) com fi. Com isto, mostramos
que dimensao de Hausdorff e transformada de Fourier de medidas s@o conceitos intimamente
ligados, o que € traduzido na dimensao de Fourier. Para a construcdo de exemplos, fizemos
um estudo de medidas de superficies. Mais precisamente, utilizamos convergéncia fraca de
medidas para calcular a transformada de Fourier da medida de superficie na esfera. Além disso,
utilizamos o comportamento assintético das fungdes de Bessel para mostrar que tal tem um
decaimento rapido. Mais geralmente, estudamos integrais oscilatdrias e aplicamos os resultados
para obter o decaimento da transformada de Fourier da medida intrinseca a uma superficie regular
compacta com um nimero [ de curvaturas principais ndo nulas. Além disso, usamos o conceito
de dimensdo de Hausdorff para mostrar que o decaimento de tal medida € 6timo. Abordamos a
conjectura da restricdo na esfera e usamos o Exemplo de Knapp para chegar ao range necessario.
Tratamos do Teorema de Stein-Tomas e obtivemos 0 mesmo como consequéncia do Teorema de
Littman. Usamos as técnicas de Carleson-Sjolin para exibir a prova da conjectura da restri¢do no
plano. Finalizamos esta dissertacdo apresentando o Teorema de Mockenhaupt-Mitsis, o qual
generaliza o Teorema de Stein-Tomas, sem o end-point. Além disso, apresentamos algumas
consequéncias do mesmo observadas por Mitsis. Brevemente versamos sobre a construgdo de
uma medida suportada num conjunto de Salem, a qual, satisfaz as hipéteses do Teorema de
Mockenhaupt-Mitsis.

Palavras-chave: Restri¢do de Fourier, dimensdo de Hausdorff, s-energia de medidas, dimensao

de Fourier, conjuntos de Salem.






ABSTRACT

MELO, THIAGO, G. . 2021. 273 p. Dissertacao (Mestrado em Matemadtica) — Programa de
P6s-Graduagdo em Matematica, Universidade Federal de Sergipe, Sdo Cristovao — SE, 2021.

In this work, we show how the s—energy /() of a Borel measure ;. compactly supported is
related to the Hausdorff dimension of supp(s). Using the distributional Fourier transform of
the Riesz kernel, we relate /5(x) to fi. In this way, we show that Hausdorff dimension and
Fourier transforms of measures are closely linked concepts, which is translated into the Fourier
dimension. For the construction of examples, we made a study of surface measures. More
precisely, we use weak convergence of measures to calculate the Fourier transform of the surface
measure in the sphere. In addition, we use the asymptotic behavior of Bessel’s functions to show
that it has a rapid decay. More generally, we study oscillatory integrals and apply the results to
obtain the decay of the Fourier transform of the intrinsec measure of a compact regular surface
with [ non-zero principal curvatures. In addition, we use Hausdorff dimension concept to show
that the decay of such a measure is optimal. We approach the restriction conjecture in the sphere
and use the Knapp Example to get required range. We have dealt with the Stein-Tomas Theorem
and obtained it as a consequence of the Littman Theorem. We use the techniques of Carleson-
Sjolin to exhibit the proof of the restriction conjecture in the plane. We finish this dissertation
by presenting the Mockenhaupt-Mitsis Theorem, which generalizes the Stein-Tomas Theorem,
without the end-point. In addition, we present some consequences of the same observed by
Mitsis. We briefly deal with the construction of a measure supported on a Salem set, which
satisfies the hypotheses of the Mockenhaupt-Mitsis- Theorem.

Keywords: Fourier restriction, Hausdorff dimension, s-energy of measures, Fourier dimension,

Salem sets.
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CAPITULO

INTRODUCAO

Usando o Lema de Riemann-Lebesgue, concluimos que a transformada de Fourier de
uma fungio f € L'(R™) é sempre uma fungdo continua. Sendo assim, podemos restringir
pontualmente f a qualquer subconjunto E de R™, inclusive quando £"(F) = 0. Todavia, isto
ndo é verdade em geral. Basta considerar uma fun¢do em LP(R") com 1 < p < 2, entdo a
restri¢ao f |z ndo é bem definida quando F é um hiperplano (veja Exemplo 5.1.1). Sabe-se que
se I for uma superficie regular, compacta e com curvatura Gaussiana nao nula, entdo f g é
bem definida em f € LP(IR") e usando exemplos do tipo Knapp chegamos a famosa conjectura
da restri¢do, como ficard mais claro nas linhas abaixo. Todavia, o fendmeno da restricao pode

ocorrer em conjuntos sem nenhum tipo de curvatura, por exemplo, em conjuntos de Salem.

1.1 A conjectura da restricao na esfera

Seja S"~! a esfera unitdria em R". Para lidar com o problema de restringir f asS" !,
pesquisadores tem trabalhado para mostrar a existéncia de pares (p, ¢) que satisfacam estimativas

da forma

| Flsn-1]|agon-1) < C0,p, Q)| fll oy, ¥ f € LP(R™). (1.1)

A conjectura da restri¢do na esfera S"~! é um problema em aberto bastante famoso da anélise
harmonica. Mais precisamente, conjectura-se que o operador R : LP(R") — L%(c™~!) dado por
R(f) = flsn—1 é limitado com as condi¢des necessarias

_ /
l<pe 2 R Ut/
n

(¢]
—_
|
LS
|

; (1.2)
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com p’ satisfazendo ]l) + 1% = 1. Equivalentemente,

2n (n+1)q
1<p<—— 1<p< ) 1.3
=P n—+1 © _p_(n+1)q—(n—1) (1.3)

No Capitulo 5 iremos utilizar o famoso Exemplo de Knapp na esfera para chegar em tais
condi¢Oes necessdrias. Basicamente, Knapp construiu uma certa funcao caracteristica em uma
pequena por¢ao da esfera. As ferramentas desenvolvidas por Carleson e Sjolin em (CARLESON;
SJOLIN, 1972) foram usadas para mostrar que a conjectura é verdadeira ndo s6 para a esfera,
mas para qualquer curva suave e compacta em R?. Ou seja, se 7 C R? é uma curva suave e

compacta com curvatura Gaussiana ndo nula em todo ponto, entao

| fLaey S ] rm2)s (1.4)

quando 1 < p < %e 1<¢< %p’. Em outras palavras, se f € LP(R?) com 1 < p < 4/3,
entdo f |, € uma genuina fungdo do espago L%(7y), sempre que 1 < ¢ < %p’ . Iremos abordar este
resultado no Capitulo 5. Todavia, Zygmund em (ZYGMUND, 1974) provou que tal conjectura
¢ verdadeira em R? apenas para a esfera. Além disso, Zygmund provou outras estimativas de

restri¢ao para séries.

Um dos resultados parciais mais celebrados nesta teoria € o Teorema de Stein-Tomas
provado em (TOMAS, 1975). Este dd uma resposta completa ao problema quando ¢ = 2. Mais
precisamente, para toda f € LP(R") a estimativa

1 F1lz2n-1y < C|| 1| zocm) (1.5)

PR 2(n+1 . . o
¢ vélida sempre que 1 < p < % Neste trabalho, iremos mostrar que o intervalo de restri¢cao
do Teorema de Stein-Tomas é 6timo. Além disso, iremos exibir a prova do mesmo como

consequéncia do Teorema de Greenleaf-Littman.

1.2 Teorema da restricao de Mockenhaupt-Mitsis

Ja percebemos que a curvatura de subconjuntos de medida nula sdo pecas fundamentais
em problemas de restri¢do. Porém, serd que podemos falar em problemas de restricdo com medi-
das suportadas em conjuntos de medida nula ndo suaves? No Capitulo 6 iremos tratar do objetivo
central deste trabalho, que € dissertar sobre os trabalhos de Mockenhaupt (MOCKENHAUPT,
2000) e Mitsis (MITSIS, 2002). Estes provaram, independentemente, uma versao do Teorema
de Stein-Tomas para medidas mais gerais, suportadas em conjuntos compactos, podendo ser

inclusive nao suaves e contidos em R. Mais precisamente:

Teorema 1.2.1 (Mockenhaupt-Mitsis). Sejam 0 < o < ne 0 < § < «. Suponha que i €
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M(R™) é uma medida tal que

w(B(z,r)) Sr®, VYa esupp(p)er >0 (1.6)

)| S 1E17°72, ¢ #0. (1.7)

Sel <p<p.= 22("76“”6 entdo existe uma constante positiva C' > 0 (independente de f) tal

(n—a)+B/2°
que

1|2y < ClIfllzo@n, (1.8)

paratodo f € S(R").

A estimativa no ponto critico p. foi provada por Bak e Seeger em (BAK; SEEGER,
2010), onde eles usaram o método de interpolagio de Bourgain em espacos de Lorentz L9(R").
Além disso, como no Teorema de Stein-Tomas, o intervalo de restricdo do Teorema 1.2.1 € 6timo
e isto foi provado recentemente por Hambrook e Laba em (HAMBROOK; LABA, 2013).

1.3 Decaimento de medidas intrinsecas a superficies

Seja og uma medida intrinseca a uma superficie regular e compacta, usando o método da

fase estaciondria e ndo-estaciondria obtemos o seguinte resultado famoso:

Teorema 1.3.1. (LITTMAN, 1963) Seja S uma superficie regular compacta com m curvaturas
principais nao nulas em cada ponto e og a sua medida intrinseca induzida pela primeira forma

fundamental. Entdo, temos a seguinte taxa de decaimento de Fourier da medida og,
G5O S €77, vE e RM{0}. (1.9)

Evidentemente, a medida superficial 0! satisfaz a estimativa dimensional (1.6). Em
particular, como a quantidade de curvaturas principais ndo nulas da esfera S*~! é n — 1, segue
que

OIS I, Ve e RN (o). (1.10)
Com isto, percebemos que o Teorema 1.2.1 generaliza o Teorema de Stein-Tomas, sem o end-
point. Ficara claro a contribui¢do do Teorema 1.2.1, quando apresentarmos uma construgao de

uma medida x com suporte compacto satisfazendo as estimativas (1.6) e (1.7).
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1.4 Dimensao de Hausdorff e dimensao de Fourier

Bluhm em (BLUHM, 1996) e Mockenhaupt em seu trabalho ja mencionado, usaram
a construcao feita por Salem em (SALEM, 1951), para exibir um conjunto satisfazendo as
condic¢des (1.6) e (1.7). E nosso objetivo secunddrio tratar brevemente de tal construcao. Por
isto, reservamos o Capitulo 3 para explorar o conceito de dimensao de Hausdorff e energia de
medidas. Mais precisamente, iremos provar o Lema de Frostman e utilizar o mesmo para mostrar

a conhecida identidade
dimy(A) =sup{s > 0:3Fp € M(A), u(B(x,r)) <r’, Vo € R" r > 0}.
Além disso, definindo a s—energia da medida p por

L) = [ Koxpdp (1.11)

temos que
dimy(A) =sup{s > 0: 3 pu e M(A), I;(n) < oo}.

O Nicleo de Riesz € definido como K,(z) = |z|~*, x € R"\{0} e 0 < s < n. Estes podem ser
vistos como distribuicdes temperadas. Além disso, sua transformada de Fourier distribucional é

dada por

—

K, =cK,_,, em S'(R").
com c sendo uma constante positiva dependendo de n e s. Isto culminaré na identidade

L(w) =c [ 1) o] "da. (1.12)

que € a chave para relacionar dimensao de Hausdorff e transformada de Fourier de medidas.
Mais precisamente, isto d4 origem a uma nova noc¢ao de dimensao de um conjunto A C R", a

saber, a dimensao de Fourier:

dimp(A) = sup {s:3Ipu € M(A),|i(z)| < |x| =% = # 0}.
0<s<n
E de répida verificacio que dimp(A) < dimg(A). Os conjuntos para os quais dimp(A) =
dimy(A) sdo denominados conjuntos de Salem, cujo nome vem de R. Salem, que construiu o
primeiro conjunto com tal propriedade em (SALEM, 1951). Se dimy(A) = se u € M(A),

entao

fi(x)| S J2| %, Va e R"\{0}, (1.13)
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é o melhor decaimento que /i pode ter, isto &, se sy > s, ndo pode ocorrer |fi(x)| < |z|~*0/2. Com
isto percebemos que a hipdtese (1.7) do Teorema de Mockenhaupt-Mitsis estd profundamente

ligada a dimensédo de Hausdorff de supp(s), mais precisamente, 3 < dimy(supp(u)) = a.

1.5 Conjuntos de Salem C'y e medidas ux € M(CYy)

Conforme ja comentamos, (BLUHM, 1996) usou a construcao feita por Salem na década
de 50 para exibir conjuntos de Salem no R". No Capitulo 6, iremos tratar de tal constru¢do em

R. Mais precisamente, mostraremos:

Teorema 1.5.1. Dado « € (0, 1), existe um conjunto C'y e uma medida px € M(Cyx) tais que

1) dlmH(Cx) = Q,
i) fix (&) = O(|¢|~7/?), para todo § <

iil) pux(I) < |I|, para todo intervalo aberto 1.

SejaN eN,N>2efy= N—1/2_Além disso, considere ¢, tal que

1
N—QN >Ca/N.

A construg@o é essencialmente como segue: Consideramos o intervalo C; = [0, 1] e aplicamos
uma particao
[N;XN,l, oy XNNG Onl, N =2.

Basicamente, tal particdo nos faz considerar dois subintervalos extremais de C';. Denote por C5

a unido destes. Em cada um que restou, aplicamos a parti¢ao
[N; Xy, X On], N =3,

0 que ird originar 6 novos subintervalos. Denote por C's a unido destes. Continuando o processo,

na etapa /N iremos obter /N! subintervalos, denotando por C'y a unido deste, definimos

CX: nCNv

N>2

com X sendo a sequéncia

X = (XNJ) N=23,... -

j=1,...,.N
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Os numeros X ; na sequéncia acima sdo escolhidos criteriosamente de modo a satisfazer:

i1 ¢y j—1 2
O L S

— =1,...,N.
N N7 N +N:|7 .7 ’ )

Por fim, definimos uma medida ;1x como sendo o limite fraco da sequéncia {vy }y, com

1 1¢
VN = ﬁ Z 5@(6) - *}]CV:2 (ka:l(;@l%--ﬂk—lxk,j) ’

T eegN

onde £V = {(e1,€2,...,6n) €6 €{1,2,...,N}} e

N
ale) = 010y.. .0, 1Xy ,, comb :=1. (1.14)
k=2

Usando o Teorema 1.5.1 acima, obtemos estimativas de restricdo de Fourier sobre

conjuntos de Salem, a saber,

I flex 2o S M@y, f € S(R), (1.15)

paratodo 1 < p < p. = %

1.6 Uma generalizacao de restricao de Fourier

Se soubermos apenas que /i tem o decaimento (1.7), serd que isto pode influenciar o

comportamento de ;4 em bolas? A resposta para isto estd no resultado a seguir.

Proposicao 1.6.1. Seja 1 uma medida em M(R") cuja transformada de Fourier satisfaz o

decaimento (1.7) para 0 < 3 < n. Entlo,
w(B(a,r) S P2, (1.16)
paratodoxr € R"er > 0.

Consequentemente, pelo Teorema 1.2.1 de Mitsis-Mockenhaupt obtemos a seguinte

estimativa de restricao:

[F 2 < cll flle@ny,
paratodo 1 < p < A‘T‘f—fﬁ,como < fB <n.
A luz do método T'T*, para provar o Teorema 1.2.1, é suficiente mostrar que existe uma

constante ¢ > 0 tal que
17 % f1l Loy < Cl1 £l oy, (1.17)
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para todo f € S(R™). Para tanto, usamos o Teorema de Interpolacdo de Riesz-Thorin nas

estimativas
1(03) * fllzoe@ny S 27521 £l @y (1.18)

(i) * fllrzgny S 27| |2y, (1.19)

para todo f € S(R"), com {p;}%2, sendo a particdo da unidade de Littlewood-Paley. Para
mostrar a estimativa (1.19) € utilizado apenas a identidade de Plancherel, férmula da convolugdo
e a condi¢do dimensional (1.6) para estimar ||1¢|| o (®n). Logo, pelo método 7T, de certa forma
podemos esperar que haja uma limitacao para ﬁc sob condicdes mais gerais. Isto foi primeiro
observado por Strichartz em (STRICHARTZ, 1990) em um outro contexto, provando que se
w(B(x,r)) S r*paratodoz € R”, r > 0com0 < o < n, entdo

/B(W) Fr(©)Pde <=2l F112 0, (1.20)

para todo zp € R™ e r > (. Contudo, Mitsis mostrou o seguinte resultado mais geral.

Teorema 1.6.2. Seja u € M(R") satisfazendo u(B(x,7)) < h(r), para alguma fungdo ndo

Y

negativa h. Entdo, existe uma constante C' > 0 tal que
Lo TP E < " hie/r) 12, (121)
xo,r

paratodoz € R",r > 0e f € L*(1). Quando h(r) = r* obtemos o (1.20).
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CAPITULO

PRELIMINARES

2.1 Construcao de Carathéodory e medidas de Borel

Nesta se¢do, iremos apresentar um resultado que nos mostra como construir uma medida
geral, o que serd a chave para a construcdo das medidas de Hausdorff. Além disso, iremos ver
algumas propriedades das medidas de Borel e trataremos de sua regularidade. As referéncias
basicas utilizadas ao longo desta secdao foram (MATTILA, 2015) e (MATTILA, 1995).

Dado 2 C R™ denotaremos por P(£2) o conjunto das partes de 2. Neste trabalho [0, oo]
ird simbolizar o conjunto {z € R: 0 < x < oco}. Uma funcéo p : P(Q2) — [0, o] é chamada
de medida quando for mondétona crescente, subaditiva enumerdvel e que se anula no conjunto
vazio. E importante frisar que o fun¢io que estamos chamando de medida é chamada de medida

exterior nos livros classicos de teoria da medida.

A proposicdo a seguir nos mostra como construir uma medida de maneira geral.

Proposicao 2.1.1. Sejam Q@ C R"e £ C P(2) com @, € £. Além disso, seja p : £ — [0, 0]
uma fungio tal que p(@) = 0. A fungéo

p*(A) = inf {ip(El) EiefeAC GEl}, (2.1)
i=1

=1

para todo A C €2, € uma medida.

Demonstracdo. Note que p*(A) estd bem definido, pois, dado A C (2, sempre existe { F;}5° C £
com A C U2, E;, uma vez que €2 € £. Naturalmente p*(@8) = 0, jd que, @ € £. E imediato
que p*(A) < p*(B) para A C B pois o conjunto sobre o qual o infimo na defini¢do de p*(A) é
tomado inclui o conjunto correspondente na definicdo de p*(B). Para mostrar a subaditividade
seja { A;}5° uma colegio de subconjuntos de 2 e € > 0. Para cadai € N, existe { E¥}2° | C £ tal
que A; C Ui, EF e 3352, p(EF) < p*(A;) + €27 Dessa forma, temos que U; A; C U; 1 EF
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e >0%—1 p(EF) < X p*(A;) + € e portanto p*(U; A;) < ¥, p*(A;) + e. Como e foi arbitrario

concluimos a prova. O]

Na Secdo 2.2 iremos tomar p e £ adequados na Proposi¢do 2.1.1 para construir as

medidas que irdo originar as medidas de Hausdorff.

Toda medida p sobre 2 C R" da origem a uma o—algebra M, a saber, a familia de

subconjuntos £ C ) tais que
p(A) = p(ANE)+ pn(A\E),YAC Q. (2.2)

Diremos que um conjunto £ € p-mensurdvel, se o mesmo satisfaz (2.2). Usando o Teorema de
Carathéodory (FOLLAND, 1999, Teorema 1.11) concluimos que de fato a colecdo M € uma

o—algebra e i |y € uma medida aditiva, isto é,

" (G E) -3l

sempre que {E;}°, C M satisfaz B, N E; = @, 1 # j.

Denotaremos por B, a o-dlgebra de Borel, isto €, a intersecdo de todas as o-adlgebras
contendo os conjuntos abertos (equivalentemente os fechados) de €2. Neste trabalho serd comum
chamar um elemento da o — dlgebra By, por boreliano de 2. Quando ndo houver risco de confusio
iremos utilizar apenas B ao invés de Bg,. Diremos que uma medida ;. € uma medida de Borel,

se todos os borelianos de €2 sdo y-mensurdveis.

Na Secao 2.3.3 iremos definir um espaco adequado para tratar alguns conceitos funda-
mentais para este trabalho, a saber, o conceito de convergéncia fraca e transformada de Fourier

de Medidas. Para tanto, precisaremos do seguinte defini¢do.

Definicao 1. Seja i uma medida de Borel sobre €2 C R". Dizemos que yu € regular, se para
cada A C (2 existe um boreliano B C €2 e contendo A tal que pu(A) = u(B).

A restri¢do de uma medida g em 2 C R™ a um conjunto A C 2, denotada por uL A, é

definida por
uLA(B) = u(AN B),

para todo B C (2. Este conceito serd muito importante para este trabalho, pois é com ele que
iremos construir sequéncias de medidas com boas propriedades. Mais precisamente, iremos
utilizar este conceito na demonstracdo do Lema de Frostman na Se¢@o 3.2. Naturalmente pL A é

de fato uma medida sobre R". Vejamos algumas rela¢des entre ;1L A e pu.

Teorema 2.1.2. Seja ;» uma medida sobre R"™.
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1) Todo conjunto p—mensurdvel € também p L B— mensurdvel, com B arbitrério;

2) Se p é regular e A é u—mensuravel com p(A) < oo entdo p L A é regular.

Demonstragdo. Seja E C R"™ um conjunto g—mensurdvel e A C R” qualquer. E de rapida

verificacdo, por meio da identidade (2.2), que
(L B)(A) = (uL B)(AN E) + (uL B)(A\E).

Logo o item 1) € vdlido. Provemos entdo o item 2). Como x € regular, existe um boreliano B com
A C Btal que u(A) = pu(B). Dessa forma, como £1(A) < oo naturalmente temos p(B\A) = 0,
pois, pu(B) = u(B\A)+u(A). Seja C C R™ um conjunto qualquer. Novamente pela regularidade
de /4 podemos encontrar um boreliano D com BNC' C D e u(BNC') = u(D). Defina o conjunto
de Borel E = DU (R™\B) e note que C' C E. E claro que (uLA)(E) = w(ANE) < u(BNE).
Logo, como BN E = B N D obtemos

(L A)(E) < u(B 1 D) < p(D) = u(BNC).

Utilizando que u(B\A) = 0, é de rdpida verificacdo que u((BNC)\(ANC)) = 0. Logo, como
ANC c BN Ctemos que (BN C) = pu(ANC) e portanto

(L A)(E) < (nLA)C),
o que ¢ suficiente para concluirmos que (L A)(F) = (uL A)(C), ou seja, L A é regular. [

Neste trabalho, a medida de Lebesgue n—dimensional serd denotada por L™ e a integral
de uma fungdo mensurdvel f com respeito a mesma poderd ser denotada por [p. f(z)dz,

[ f(x)dx, [gn f ou simplesmente [ f. Lembre que o suporte de uma fungdo f com valores

complexos definida em 2 C R™ é definido por supp f = {z € Q : f(z) # 0} e o espago de tais
fungdes serd denotado por C.(R™, C) ou simplesmente por C..(R™).Denotaremos por C>°(R"™, C),
ou simplesmente C'>°(R™), o espago das fungdes em C°(R"™, C) que sdo suaves. Além disso,

sendo f, g € C°(R", C) sabemos que

supp(fg) C supp(f) Nsupp(g) (2.3)

supp(f + g) C supp(f) Usupp(g). (2.4)

Seja 1 uma medida de Borel em 2 C R™. O suporte de 1, denotado por supp(p), € a intersegio

de todos os conjuntos fechados F, tais que p(Q2\ F') = 0. Em outras palavras,

supp(u) = Q\ J V, (2.5)
veD
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comD ={V C Q:pu(V)=0eV éaberto}. Finalizamos esta secdo com uma Observacio que
ird nos ajudar a ver (supp(u), ) como um espago de medida bem definido, ou seja, a forma

como 4 age "fora"de seu suporte € irrelevante.

Observacio 2.1.3. Se B N supp(p) = @, entdo u(B) = 0. Para constatarmos isso basta
verificarmos que de fato p(Q2\ supp(u)) = 0, pois B C Q\ supp(u). Com efeito, como R" é
separavel e tem base enumeravel, entdo o mesmo ocorre para o aberto €2\ supp(y), dessa forma,
como D é uma cobertura aberta para {2\ supp(u) pela Propriedade de Lindelof (LIMA, 1977,

Proposicao 1), podemos extrair uma cobertura enumerdvel de D. Logo

u(Q\ supp(n)) = 1 (m v;) <3 ul;) =0.

2.2 Medida de Hausdorff

Nesta secao, iremos utilizar a Construcao de Carathéodory para construir a medida de
Hausdorff. Além disso, mostraremos propriedades de tais medidas, que serdo fundamentais para
o conceito de dimensdo de Hausdorff no Capitulo seguinte. As referéncias principais aqui usadas
foram (MATTILA, 1995; EVANS; GARIEPY, 2015; FOLLAND, 1999).

Sejam A, B subconjuntos de {2 C R"” e 0 < § < oo. Quando A for limitado denotaremos
seu didmetro por diam(A) = sup{|z — y| : x,y € A}. Além disso, a distincia entre A e B serd
denotada por d(A, B) = inf{|x —y| : x € A,y € B}.

Dado ¢ > 0, dizemos que uma cole¢do { F; }2°, de subconjuntos de {2 é uma 0 —cobertura
de Ase A C U2, F; e diam(F;) < ¢ paratodo i € N. E importante notar que uma 6 —cobertura
€ uma cobertura mais refinada do que uma cobertura qualquer. As ) —coberturas sdo importan-
tes para a medi¢do de conjuntos mais "irregulares", o que exploraremos no Capitulo 3 com o
conjunto de Cantor. Dados 0 < s < 00,0 < d < oce A C (2 defina

H35(A) = inf {Z diam(E;)® : A C | E;, diam(E;) < (5} . (2.6)
i=1 i=1

Note que o infimo é tomado sob todas d—coberturas { £;}°, de A. Iremos adotar a convengao
diam(@) = 0. Dessa forma, note que a expressio (2.6) é exatamente a medida da Proposi¢ao
2.1.1 com p(A) = diam(A)*® e £ sendo uma cole¢do composta por @, (2 e todas as d —coberturas

para A, paratodo A C €. Sendo assim, Hj ¢ uma medida.

No exemplo a seguir, iremos explorar o comportamento das d —coberturas de um conjunto
A C R” quando diminuimos o valor de d. Isto serd fundamental para definirmos a medida de
Hausdorff.
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Exemplo 2.2.1. Para A C R", temos a relacio
H3(A) < HI(A), (2.7)

sempre que 0 < € < & < oo. De fato, sendo { F;}°, uma e—cobertura para A C €2, temos que

diam(E;) < ¢, paratodo i € N. Dessa forma, { F;}3°, é uma d—cobertura para A e portanto

Hi(A) < S diam(E,)".

=1

Como a e—cobertura { E; }3°, foi arbitrdria obtemos (2.7).

Vejamos o conceito mais importante desta secao.

Definicao 2. A medida de Hausdorff “s—dimensional” de um conjunto A C R" é definida pela

expressao

H*(A) = lim Hj(A) = sup H5(A), (2.8)
640 5>0

onde ¢ | O significa que § — 0 para d > 0.

Pelo Exemplo 2.2.1 e o Teorema da Convergéncia Monétona, concluimos que (2.8) esta
bem definido. O termo dimensao utilizado na Defini¢do 2 ndo foi usado ao acaso. Veremos no
Capitulo 3 que as medidas H*(A) irdo dar origem a uma nogdo de dimensdo para os conjuntos

H*®—mensuraveis.

Vimos na Secdo 2.1 que uma medida é de Borel quando os borelianos sdo pi—mensuraveis.
Portanto, medidas de Borel sdo aditivas pelo Teorema de Carathéodory. Por outro lado, o
Critério de Carathéodory (EVANS; GARIEPY, 2015, Teorema 1.9) nos fornece condi¢des

para a reciproca. Mais precisamente, se 4 ¢ uma medida sobre €2 C R" tal que
(AU B) = u(A) + p(B), (2.9)

para quaisquer A, B C 2 com d(A, B) > 0, entdo x é uma medida de Borel. O resultado a

seguir garante que a medida de Hausdorff ¢ uma medida de Borel.

Teorema 2.2.2. H° é uma medida de Borel sobre () C R".

Demonstragdo. Sejam A, B C 2 com d(A4, B) > 0 e {E;}3°, uma d—cobertura para A U B,
com 0 < § < d(A, B)/2. Logo, pela forma que escolhemos ¢ nenhum dos conjuntos F;’s

intersecta ambos A e B, e com isso, obtemos

S diam(E) > 3 diam(E)' + 3 diam(Ey)* > Hi(A) + Hi(B).

1=1 ANE; BNE;
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Com isso, tomando o infimo sob todas as 0 —coberturas para A U B concluimos Hj(A U B) >
H;i(A)+H;(B). Como a desigualdade contréria é consequéncia da monotonicidade de 3, segue
que Hi(AU B) = H;(A) + Hi(B). Isto ndo nos diz que H; é uma medida de Borel, uma vez
que J estd dependendo de A e B. Todavia, fazendo ¢ | 0, temos H*(A U B) = H*(A) + H*(B)

e portanto pelo Critério de Carathéodory (2.9) concluimos o resultado. U

E irrelevante escolher §—coberturas de conjuntos abertos ou fechados para construir

medidas de Hausdorff, conforme a Proposi¢do a seguir.

Proposicao 2.2.3. Seja (2 C R" e considere as cole¢des

1) Fy ={F C Q: F éfechado};

2) Fo={U C Q:U éaberto}.

Dado A C Q, vale H*(A) = 1&{8 3(A), onde
YP5(A) = inf {Z diam(Ei)S} ,
i=1

e o infimo é tomado sobre todas as — coberturas {£;}7°, C F;,j = 1,2.

Demonstragdo. Dado € > 0, seja { E;}3°, uma d—cobertura de A C (2 tal que

idiam(ﬂ»)s < HI(A) + e (2.10)
=1

Como diam(F;) = diam(FE;), obtemos
> diam(F;)° < H3(A) + ¢, F, = E; € F.
i=1

Uma vez que E; C Fj, entdo a desigualdade anterior diz que H3(A) é o infimo do conjunto
de todas as somas Y 2, diam(F;)® com {F;}3°, —coberturade A e F; € Fi, isto é, Hj(A) =
13(A). Fagamos o caso do item 2). Utilizando os mesmos conjuntos E’s anteriores, seja U; =
User, B(x,n), com 1 sendo suficientemente pequeno de modo que diam(U;) < 6. E natural que
diam(U;) = diam(E;) + 2n. Com isto obtemos

(diam(U;) — 2n)°* = diam(E;)*.

Logo, por (2.10) obtemos

o0

> (diam(U;) — 2n)° < Hi(A) +e.

=1
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Fazendo n — 0 e depois € — 0 obtemos
Z diam(U;)* < H3(A),

com A C U2, U; e diam(U;) < 6. Como ¥3(A) < 30, diam(U;)*, concluimos também que
P3(A) < H3(A). Como a desigualdade contrdria € imediata, obtemos 5(A) = Hj(A). Logo,

fazendo 0 | 0 concluimos. O

7z

Proposicao 2.2.4. A medida de Hausdorff #° é regular.

Demonstragdo. Seja A C (2 e para cada i € N considere uma 1/i—cobertura { F;; }52, para A
satisfazendo

1
Zdlam i) < 7—[5 (A) + -

Pela Proposi¢do 2.2.3 - (2) podemos supor que F; ; sdo abertos, ou seja, borelianos. Note que

B =) U Ei; é um conjunto de Borel contendo A. Vamos mostrar que H*(A) = H*(B). Com
i=1j=1
efeito, para cada i € N, note que { £;;}52, é uma 1/i—cobertura para B, para todo i € N, o que

implica,
> 1
7-[5 z diam(E;;)* < 7—[5 (A) —I— -

Fazendo i — oo segue que H*(B) < H*(A). A desigualdade contréria segue da monotonicidade
de H®. O

Medidas de Hausdorff se comportam bem sob translagcdes e dilatagdes de subconjuntos
do R". Mais precisamente, dado A C R",a € R"e 0 < t < o0, temos

H(A+a) = H(A) e H(tA) = 'H(A), 2.11)

comA+a={r+a:x € A}etA = {txr : v € A}. No que segue, iremos mostrar que a
medida de Hausdorff H" €, a menos de uma constante, igual a medida de Lebesgue £". Para
isto, relembre que uma medida regular ;. em 2 C R" é dita uniformemente distribuida se

w(B(x,r)) = pu(B(y,r)), paratodo z,y € 2,0 < r < oo.

Observacao 2.2.5. Em geral, sendo ;4 uma medida regular em R” e A C R" um conjunto
p—mensurdvel, entdo, se existir uma familia de conjuntos abertos {V;}2°, com A C U2

e u(V;) < oo para todo i € N, podemos encontrar um conjunto aberto V' tal que A C V e
uw(V\A) < e, para todo e > 0 (MATTILA, 1995, Teorema 1.10).
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Teorema 2.2.6. Se ;. e v sdo medidas regulares uniformemente distribuidas, o —finitas e positivas

em bolas, entdo existe uma constante ¢ > 0 tal que p = cv.

Demonstragdo. Sejam g e h fungdes dadas pelas medidas de ;o e v em bolas de raio r:

paraz € R" e 0 < 7 < 00. Seja U um conjunto aberto, limitado e ndo vazio. Pelo Teorema da
Diferenciacdo de Lebesgue temos que
v(UN B(z,1))

i =1, Vv .
l}irol h(r) , x el

De maneira intuitiva isto é verdade, pois, dado x € U, existe ry > 0 tal que B(z,19) C U. Logo,

B(z,r) C U para todo r < rq. Portanto, dado r < r deduzimos que

v(UN B(z,1)) _ v(B(z,r))  h(r)
h(r) h(r) h(r)

Com isto, pelo Lema de Fatou e pelo Teorema de Fubini, obtemos

W) = [ 1im v(UN B(xz,1))

d
U hlo h(r) fa

1
< lir%%nf ) /U v(UN B(x,r))du,

|
:ll%énfh(m/U/UXB(m,r)(y)dyydpjz

|
:hlyuljnfh(r)/U/UXB(x,r)(y)d/idey-

E de rdpida verificagdo que X p(x.)(y) = XB(y.» (). Com isto; para r suficientemente pequeno,

obtemos
() < Tim inf — // (2)dptpdy
iminf — , °
HET =200 h(r) Ju y XBn ey
R |
= hl?iénfh(r)/U'U(B@’T))dVy
B
= lim inf 9(r) [ m(Bly. 7a))dl/y = lim inf 9(r) ().
rlo h(r)Ju  g(r) rlo h(r)
Analogamente, podemos concluir que
o h(r)
< — .
v(U) < hn&anf o) w(U)
Seque que o limite lim,. o ZE:% := cexiste e u(U) = cv(U), para todo conjunto aberto limitado
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U C R™ Seja A C Q. Como p é regular existe um boreliano B contendo A tal que p(A) = p(B).
Em geral, sendo ;2 uma medida regular em R" e A C R"™ um conjunto y—mensuravel, se existir
uma familia de conjuntos abertos {V;}2, com A C U2, Vi e u(V;) < oo paratodo i € N,
podemos encontrar um conjunto aberto V' tal que A C V e pu(V\A) < ¢, para todo ¢ > 0.
Dessa forma, como R" pode ser escrito como uma unido enumerdvel de bolas abertas e p €
uniformemente distribuida, dado ¢ > 0 existe um aberto U contendo B tal que u(U\B) < e.
Assim, p(U) = u(B) + p(U\B) < u(B) + €, ou seja,

wu(A) =inf{u(U) : A C U,aberto}. (2.12)
Analogamente, concluimos que

v(A) = inf{v(U) : A C U, aberto}. (2.13)
Como p(U) = cv(U), por (2.12) e (2.13) concluimos a demonstrag@o. O

A medida de Lebesgue £" é uniformemente distribul’da pois € invariante por translacio
e L"(B(0,7)) = r"a(n), onde a(n) = L"(B(0,1)) = m Vimos em (2.11) e (2.11) que
medidas de Hausdorff s@o invariantes por translacdes e tem um "scaling". Portanto, a mesma é

uniformemente distribuida, isto €,
H¥(B(z,1)) = H*(B(y,7)), (2.14)

paratodo z,y € R",0 < r < o0.

Lema 2.2.7. Dado z € R" e r > 0 temos que H"(B(z,r)) < 0.

Demonstragdo. Seja Q = {x = (v1,...,3,) € R ¢ |z;| < i = 1,...,n}. E suficiente
mostrar que H"(Q) < oo. Com efeito, para qualquer inteiro positivo m > 1 o cubo ) pode ser
coberto por m™ cubos cujos lados medem 1/m digamos, Q1,...,Qmun. Sejam 0 < 6 < lem
um numero natural satisfazendo m > max { ‘{, 1}. E importante observar que a distincia do
centro de (); a um de seus vértices é dada por

- EGT -8

= \2m 2m

Paracada j = 1,...,m", seja B; a bola fechada na qual (); estd inscrito. E claro que, para cada
J, oraio de B; é exatamente 7. Além disso, tais bolas formam uma cobertura para (). Ainda,

notando que diam(B;) = 2r < ¢, obtemos

m" m" n n/2
Zdlam Z;{f _n m" = n"?,

mTL

—

.
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fazendo & | 0 obtemos H"(Q) < n™/? < oo. ]

Lema 2.2.8. Dado z € 2 C R" e r > 0, temos que H"(B(x,r)) > 0.

Demonstracdo. Denote B = B(x,r). Vamos mostrar que 7" é uma cota inferior para o conjunto
oo
{Z diam(E;)" : {E;};2, é uma § — cobertura deB} :
i=1

Com efeito, seja {E;}3°, tal que B C U, E;. Denote d; = diam(E;) e v; = L™(E;). Entdo,

cada F; cabe em uma bola de raio d;, digamos, F; C B;. Assim,
v; < En(Bi) = d?wna

com w, = L"(B(0,1)). Como L"(B(0,7)) = r"«(n), obtemos
r"w, = L"(B(x,r)) < L" (U Ez> <L (U BZ») <> LYB) =D dlw,.
i=1 i=1 i=1 i=1

Com isto, concluimos 7 < >0, d = >, diam(F;)", como querfamos. Lembre que

=1 """

Ho (B) = inf {Zdiam(Ei)” :BC|JFE;, E; C Q} :

=1

com o infimo sendo tomado sob quaisquer coberturas de B. Dessa forma, " < HZ (B). O
Exemplo 2.2.1 nos permite concluir que " < ‘HF(B), para todo 6 > 0. Logo, fazendo ¢ | 0,
obtemos H"(B) > 0. O

z

Usando (2.14) e os Lemas 2.2.7 e 2.2.8, concluimos que H" é o—finita e positiva em

bolas, logo, pelo Teorema 2.2.6 existe uma constante c¢,, tal que

E possivel encontrar efetivamente a constante em (2.15) utilizando a desigualdade isodiamétrica
(EVANS; GARIEPY, 2015, Teorema 2.4):

L"(A) <27"a(n)diam(A)", VA C R",

a saber
H" = 2"a(n) L™, (2.16)

com o, = L"(B(0,1)).

Teorema 2.2.9. Para0 < s <t < ooe A C R”, temos
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1) H*(A) < oo implica H!(A) = 0;

2) H'(A) > 0 implica H*(A) = oco.

E claro que 2) é apenas a contrapositiva de 1). Fizemos questdo de enunciar o resultado desta

forma pois 0 mesmo dard origem ao conceito de dimensao de Hausdorff e suas equivaléncias.

Demonstragdo. Se H*(A) < oo, entdo dado € > 0 podemos encontrar uma d —cobertura { £; }3°,

para A satisfazendo

Z diam(E;)®* < H*(A) +

Como t — s > 0 e diam(E;) < 4§, obtemos [diam(F;)]*"* < ¢ *. Em outras palavras,
[diam(E;)]* < §'*[diam(FE;)]* e concluimos que

o0

idlam < 6 Sz:[dlam( D]F < 8T (HE(A) +€) < o0,

=1

Fazendo 0 — 0, obtemos 1). O
Usando a invaridncia por translacdo e scaling, segue que
H(B(x,r)) = c(s,n)r?, c(s,n) = H*(B(0,1)). (2.17)

O Lema 2.2.7 garante que c¢(n,n) < oo, com isto, se s > n concluimos; pelo Teorema 2.2.9, que

c(s,n) = 0. Similarmente ¢(s,n) = oo se s < n.

2.3 Odual de C.(R", R)

Um dos elementos principais para este trabalho serd um certo espaco de medidas de
Borel finitas com suporte compacto. Iremos ver que tal espago possui uma topologia que ird
nos auxiliar em algumas situacdes neste trabalho, por exemplo, na demonstragao do Lema de
Frostman. Mais precisamente, iremos definir medidas de Radon e ver que este conceito equivale
ao de medidas de Borel localmente finita. Na Subsecdo 2.3.2 iremos concluir, através do Teorema
da Representagdo de Riesz, que o espaco das medidas de Radon com sinal finitas € isomorfo ao
dual de C.(R"™, R). Com isto, iremos introduzir o conceito de convergéncia fraca de medidas. As
referéncia que nos guiaram ao longo desta se¢do foram (FOLLAND, 1999), (MATTILA, 1995)
e (EVANS; GARIEPY, 2015).

2.3.1 Medidas de Radon

Nesta secdo, iremos definir medida de Radon e mostrar suas propriedades.

Definicao 3. Seja ; uma medida sobre (2 C R™.
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1. p é localmente finita, se para todo x em € existir > 0 tal que u(B(x,r)) < oo;

2. p é uma medida de Radon, se for uma medida de Borel, isto €, se todos os borelianos de €

forem p-mensuraveis;
i) u(K) < oo, VK C S compacto;
i) u(V) =sup{u(K): K C V,compacto}, V'V C €, aberto (regularidade interior);
iil) pu(A) =inf{u(V): A C V,aberto}, V¥ A C Q) (regularidade exterior).

Proposicao 2.3.1. A medida de Lebesgue £ em R" é uma medida de Radon.

Demonstragdo. Como todo conjunto compacto em R™ estd contido numa bola e £™(B(x,r)) <
00, para todo x € R”, r > 0, entdo i) é valido para L". A regularidade exterior em qualquer
subconjunto de R™ € fruto da construgdo de Carathéodory (FOLLAND, 1999, Proposi¢do 1.10),
o que pode ser visto também em (STEIN; SHAKARCHI, 2005, Observagado 3). Vejamos apenas
a prova da regularidade interior. Seja £ C R™ um conjunto limitado. Se E for fechado temos
imediatamente a regularidade interior no mesmo. Suponhamos entao que £ nao é fechado. Uma
vez que a regularidade exterior € vdlida em qualquer subconjunto do R", podemos encontrar
um aberto U com E\E C U satisfazendo L"(U) < L"(E\FE) + €. Seja K = E\U e note que
K C E. Além disso, K é compacto. Isto implica L"(E) = L"(F\K) + L"(K). Além disso,
temos

LU = LP((U\E)U (UNE)) = L"(U\E) + £"(U N E).

Observe também que £\ K = E N U e portanto,

LK) = L(E) — L(E\K)
— L(E) - LYENU)
= L"(E) = [£"(U) = L*(U\E)]
— L(E) — LMU) + LM (U\E).

Como E\E C U naturalmente temos £\ E C U\E. Logo,
LYE) > LYE) — LMU) + LYE\E) > L(E) — e,

e portanto vale a regularidade interior de £" em conjuntos limitados. Por fim, supondo que F € ili-
mitado, para cada j € N seja E; = END; um conjunto limitado com D; = B(0, j + 1)\ B(0, j),

paraj > 1e Dy = B(0, 1). Pelo argumento anterior, dado ¢ > 0 existe um compacto K; C E;
com L"(K;) > L"(E;) — €277, Seja H,, = UL, K. E claro que tal unido é disjunta e forma
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um conjunto compacto. Além disso, temos que H,, C E' e

LM(H,,) = icn(Kj) > iﬁ"(Ej) ey 2 s (6 Ej> py

=0 j=0

Como L™(E) = lim,;, ;0 L™(UjL, E;), entdo, existe mgy com

£ME) — £ (@ Ej) <e

ou seja,
mo
LM(E) —3e < L (U Ej) —2¢ < L™"(Hp,),
j=0
e com isso finalizamos a regularidade interior de £ também nos conjuntos ilimitados. [l

Exemplo 2.3.2. A medida de Dirac d, em um ponto a € R" é definida por §,(A) =1sea € A
e 0,(A) = 0sea ¢ A, istoé, 6,(A) = xa(a). Esta é uma medida de Radon. Com efeito,
¢ de rapida verificagdo que, fixado £ C R” vale §,(A) = d,(AN E) + §,(A\E), para todo
A C R, ou seja, todos os subconjuntos do R" sdo d,—mensuraveis, e em particular a mesma
¢ uma medida de Borel. Como ¢, € finita naturalmente temos o item i) da Defini¢do 3. Seja
V' C R"™ um conjunto aberto. Se a € V, entdo existe > 0 tal que B(a,r) C V. Logo, para
K, = B(a,r/2) temos que K, C V e §(K,) = 1 e portanto vale a regularidade interior quando
a € V. Por outro lado, se a ¢ V, entdo J,(K) = 0 para qualquer compacto K C V' e também
temos a regularidade interior neste caso. A regularidade exterior pode ser obtida com argumentos

semelhantes.

Proposicao 2.3.3. Toda medida de Radon p € regular.

Demonstragcdo. Seja A C R™ qualquer. Se ;4(A) = oo podemos considerar o borelianos B = R”
e naturalmente temos p(A) = u(B). Suponhamos entdo que p(A) < oo. Pela regularidade

exterior de 1 podemos obter uma sequéncia de abertos {V}.} com A C V satisfazendo

1
1(Vi) < p(A) + T (2.18)

para todo k& € N. Podemos supor sem perda de generalidade que a sequéncia {V} } é decrescente.
Como u(A) < oo naturalmente (2.18) nos diz que (V). Dessa forma, considerando o boreliano
B =NV}, temos que p(B) = limg_o0 (Vi) < p(A). Por fim, como A C B naturalmente temos

1(A) < u(B) e com isso concluimos que p é uma medida regular. O

A reciproca da Proposi¢ao 2.3.3 ¢ falsa.

Exemplo 2.3.4. Seja n a medida da contagem sobre um conjunto X, isto é, n(A) é a quantidade

de elementos em A, para todo A C X. Este medida é naturalmente regular, pois, primeiramente
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ela é uma medida de Borel, uma vez que qualquer subconjunto de X é n—mensuravel. Dado
A C X sempre existe um boreliano B contendo A tal que n(A) = n(B), pois, se A for finito
logo serd fechado, logo boreliano, caso A seja infinito, tomamos B = X. Entretanto, n sé € uma

medida de Radon se todo subconjunto compacto de X for finito.

Diante do Exemplo 2.3.4, podemos nos perguntar sob quais hipéteses uma medida
regular também € uma medida de Radon. A resposta € o seguinte resultado, cuja prova nao

iremos apresentar.

Teorema 2.3.5. (MATTILA, 1995, Corolario 1.11) Uma medida ¢ em R" € uma medida de

Radon se e somente se ¢ uma medida de Borel regular localmente finita.

Nem toda medida de Hausdorff é uma medida de Radon, por exemplo apesar da Proposi-
¢d0 2.2.4 dizer que H°® € regular, o que comentamos em (2.17) nos diz que H*(B(0, 1)) = oo
se s < n. Todavia, vimos na Proposicdo 2.3.1 que £" é uma medida de Radon e, portanto, pela
identidade (2.16) concluimos que a medida de Hausdorff H" é também uma medida de Radon,

ou a menos de uma constante, a propria medida de Lebesgue.

Finalizamos a se¢do com uma propriedade de medidas de Radon que ser4 util na demons-

tracdo do Teorema da Representacdo de Riesz.

Proposicao 2.3.6. Soma finita de medidas de Radon em €2 C R" é uma medida de Radon.

Demonstragcdo. Sejam p e v medidas de Radon em () C R” e escreva A = u + v. Além disso,
seja V' C €2 um conjunto aberto. Dado € > 0 escolha conjuntos compactos K, e K, contidos em
V tais que

p(V)—e< (K, e v(V)—e<v(K,). (2.19)

Somando as expressdes em (2.19) e considerando K = K,, U K, C V obtemos A\(V) — 2¢ <
A(K). Com isto provamos a regularidade interior nos abertos. Sejam A C Qe V,,, V,, conjuntos

abertos contendo A tais que
p(Vy) < p(A)+e e v(V,) <v(A)+e (2.20)
De maneira andloga, somando as expressdes em (2.20) e tomando V' = V,, NV, obtemos

AV) < A(A) + 2¢, e com isso mostramos assim a regularidade exterior em A. []

2.3.2 O Teorema da Representacao de Riesz

Lembre-se que medidas regulares sdo unicamente determinadas por seus valores nos
conjuntos de Borel, dessa forma, iremos nos concentrar em medidas definidas na o — dlgebra de

Borel e por simplicidade iremos chamar estas também de medidas de Borel. Além disso, nesta
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secdo, uma medida de Radon serd uma medida de Borel finita em conjuntos compactos, regular

exterior nos borelianos e regular interior nos abertos.

Uma medida com sinal sobre (R", B) é uma fungdo v : B — [—00, 0] tal que

1) v(@) =0;
2) v assume no maximo um dos valores +00;

3) se {E;}3°, é uma sequéncia de subconjuntos dois a dois disjuntos em B, entdo
I/(U Ez> :ZV(Ez)a
i=1 i=1

com a soma convergindo absolutamente se v (U2, E;) é finito.

A condic¢do 2) acima € requerida para ndo ocorrer a indeterminagdo oo — oo. Dizemos que duas
medidas com sinal 4 e v em (R™, B) sdo mutuamente singulares se existe £, F' € B tais que

ENF=¢,FUF =R", E énulo para y e F' € nulo para v. Denotamos esta relagdo por p 1L v.

Teorema 2.3.7 (Decomposi¢io de Jordan). Se v é uma medida com sinal sobre (R”, B) entdo

existem tnicas medidas v* e v~ taisque v = vt — v evt L v,

Este resultado pode ser consultado em (FOLLAND, 1999, Teorema 3.4). Chamamos
vt e v~ de variagéo positiva e negativa de v respectivamente e definimos a variagio total de v

como sendo a medida |v| definida por |v| = v + v~

Sejam v uma medida com sinal e denote L!'(v) := L'(v") N L' (v~). Dado f € L'(v)

definimos
Fdv = / Fdvt — / Fdv
R'"/ Rn ]Rn

Uma medida de Radon com sinal em R" ¢ uma medida de Borel com sinal cujas
varia¢des positiva e negativa sdo medidas de Radon. Denotaremos por M (R™) o espaco de todas

as medidas de Radon com sinal finitas em R", isto é
M(R") ={u: B — (—00,00) : " e u~ sdo medidas de Radon}.

Definimos também a norma ||x|| = |u|(R™) neste espagco (FOLLAND, 1999, Teorema 7.16). Se

w1 € uma medida positiva, temos || || = u(R™).

Denotaremos por BC(R™) o conjunto das fungdes reais continuas e limitadas definidas

em R". Neste espaco fica bem definida a norma uniforme:

11l = sup {£(a)} @.21)
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paratoda f € C.(R"). E comum também denotar esta norma por || ||~.. Naturalmente C,,(R") é

um subespago de BC'(R™), pois fungdes continuas definidas em compactos sdo limitadas.

Denotaremos por Cy(R", C) ou simplesmente Cp(R™), o espago de todas as fungdes
continuas definidas em R" que se anulam no infinito, isto €, para todo ¢ > 0 o conjunto
Ac={z € R": |f(x)| > €} é compacto. Note que Cy(R") também & subespago de BC'(R", R),
pois, se f € Co(R™), por continuidade, o conjunto f(A;) é um compacto de C.

Um funcional linear I em C,(R", R) € dito limitado se existir uma constante positiva M/
tal que |I(f)| < M||f||., para toda f € C.(R™, R). Denotaremos por C.(R", R)* o espago de

todos os funcionais lineares limitados sobre C.(R™, R) e para I neste espaco fica bem definido

]| = Sup{lf(f)l}‘

freCe HfHu

Além disso, a aplicagdo I — ||I|| é de fato uma norma em C,(R", R)* (FOLLAND, 1999, p.
154).

Um funcional linear / em C.(R",R) é dito positivo se I(f) > 0 sempre que f > 0.
Nesta se¢ao, iremos apresentar duas versdes do Teorema da Representagcao de Riesz. A primeira,
apresentada a seguir, nos mostra que o espaco das medidas de Radon € essencialmente o espaco
dos funcionais lineares positivos sobre C.(R", R). Nao iremos exibir a prova deste, porém a
mesma pode ser consultada em (FOLLAND, 1999, Teorema 7.2). Iremos usar esta versao para
provar a Teorema da Representacdo de Riesz que ird caracterizar completamente o espaco das

medidas de Radon com sinal finitas como o dual de C..(R", R).

Toda medida de Radon em R" pode ser associada ao funcional linear positivo [ sobre
C.(R™",R) — R dado por

1) = [ fdu, ¥ | € C(R",R). (222)
R”
O resultado a seguir nos diz que a reciproca deste fato é verdadeira.

Teorema 2.3.8 (Representacdo de Riesz para funcionais positivos). Se I é um funcional linear

positivo definido em C.(R", R) entdo existe uma tinica medida de Radon p tal que
I(f) = [ fdu,
Rﬂ,
paratoda f € C.(R™ R). Além disso, x satisfaz
u(U) =sup{I(f) : f € Cc(R*,R),0 < f < 1,supp(f) C U}, (2.23)
para todo aberto U C R".

Observacdo 2.3.9. Quando / é um funcional linear limitado obtemos |/ (f)| < ||I||, para toda
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funcdo f € C.(R",R) tal que 0 < f < 1, dessa forma, pela pela igualdade (2.23) temos que x é

uma medida de Radon finita.

O resultado a seguir nos mostra que sempre podemos decompor um operador limitado

sobre C.(R™, R) de uma forma bem conveniente.

Lema 2.3.10. Se / é um funcional linear limitado sobre C..(R™, R), entdo existem funcionais
lineares positivos I*, I~ sobre C.(R", R) taisque I = It — I~

Demonstragdo. Para f € C.(R™,[0,00)) defina

J(f) = sup{l(g) : g € C(R",R),0 < g < f}.

Mostremos que J( f1+ f2) = J(f1)+J(f2), sempre que f1, fo € C.(R", [0, 00)). De fato, sempre
que g1,92 € C.(R",R) sdotaisque 0 < g1 < f1e0 < gs < fotemos 0 < g1 + g2 < f1 + fos
assim, I(g1) + 1(g2) < J(f1+ f2). Disto segue que J(f1) + J(f2) < J(f1 + fa). Por outro lado,
se 0 < g < f1+ f2,sejag; = min{g, f1} € go = g— g1. Entdo claramente 0 < g; < f; e também
0 < g9 < f5 pois é sempre verdade qualquer um dos dois casos: ¢ < fo +ge g < fo + fi.
Assim, I(g) = 1(g1) + I(g2) < J(f1) + J(f2), e portanto J(f1 + f2) < J(f1) + J(f2). Além
disso, naturalmente J(cf) = c¢J(f) se ¢ > 0.

Afirmamos que existe um funcional /* em C.(R™ R)* tal que I |c (rn [0,00)) = J-
Com efeito, se f € C.(R",R), entdo f*, [~ € C.(R",[0,00)), dessa forma, defina I7(f) =
J(ft)—=J(f7).Seporacaso f = fi— fo,com f1, fo > 0, afirmamos que I (f) = J(f1)—J(f2).
De fato, é rdpida verificagdo que f; + f~ = fo + f*. Pela linearidade de J em C.(R"™, [0, c0))

obtemos

J(f0) +J(f7) = J(f2) + I (f7),

o que € suficiente para concluir o que afirmamos. Vamos mostrar a linearidade de /. Para isto,
sejam f, g € C.(R", R), denote h = f + g e note que

hr=h>=f"—f"+g" -y

Logo,
Wt +f +g =h + fr+g".

Usando a linearidade de J em C.(R"™, [0, c0)) obtemos
J(T) + () +I(g) = J(h7)+ J(f7) + T(g").

Logo
J(WF) = J(h™) = J(f7) = J(f7) + I g") = J(g7),
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istoé, IT(f+¢g)=1I"(f)+I"(g).Ofatode I (cf) = cI™(f)com c € R segue diretamente

das relacdes
(ef)F = cft, ¢>0
lelf~ e<0

L cf=, ¢>0
e _{W o

Para concluirmos o resultado, resta mostrar que I+ é limitado. Com efeito, dado f € C.(R", [0, 00)),
temos J(f) > 0, pois, g = 0 € C.(R",R) e g < f. Além disso, dado g € C.(R",R) tal que
0< g < fiemos I(g) < |1(g)| < I|ZIlllgll. < I1ZII[|fI]. Portanto

0 < J(f) < U Sl ¥V f € Ce(R, [0, 00)). (2.24)

Por outro lado, dado f € C.(R™, R), por (2.24) obtemos

(5O =TT = T(f)]
< max{J ("), J(f7)}
< (]| max{] Lf s 11 [}
= [ £l

Logo, temos a limita¢do de /™. Além disso, note que ||I7|| < ||I||. Finalmente, defina I~ =
I*—1I. Naturalmente I~ € C,(R",R)*. E claro que I~ é positivo, pois, dado f € C.(R", [0, 00))
temos I~ (f) = IT(f) — I(f) = J(f) — I(f). Como em particular f € C.(R™,[0,00)) e
0 < f < f,obtemos J(f) > I(f),ouseja, I~(f) > 0.Por fim, o fato de I ser positivo segue

diretamente de sua defini¢ao. ]

Vimos na Observagdo 2.3.9 que funcionais lineares limitados e positivos sobre C.(R", R)
sdo identificados como medidas de Radon finitas. O préximo resultado nos fornece uma caracte-
rizagdo completa do dual de C.(R", R).

Teorema 2.3.11 (Representagdo de Riesz). Seja u € M (R") e defina

L(f) = /R fdu,V f € Co(R™,R).
A aplicacdo p — I, € um isomorfismo de M (R™) em C.(R™, R)*.

Demonstracdo. Dado I € C.(R",R)*, pelo Lema 2.3.10 existem funcionais lineares positivos
It I~ sobre C.(R",R) tais que I = I — I~. Logo, o Teorema 2.3.8 (Representagdo de Riesz
para funcionais positivos) garante que existem tnicas medidas de Radon i e p~ tais que, para
todo f € C.(R",R)

1) = [ fapter (f)= [ fan.
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Portanto,
1) = [ fau.
Rn
com p = 1 — p~. Mostremos a injetividade. Suponha que i, v € M (R™) sdo tais que I, = 1,
isto é
/ fdut — / fdu— = / fdvt — / fdv=, ¥ f € Cu(R").
R™ Rn Rn Rn
Com isto, obtemos

/Rn fdx = /R fdn, ¥ f € C.(R",R),

com\ = pu" +v~ en=v"+ pu . Pela Proposi¢do 2.3.6, A e 1) sio medidas de Radon. Portanto,
pela unicidade do Teorema 2.3.8 temos A = 7), o que implica a injetividade. [

2.3.3 Convergéncia fraca de medidas

Nesta Secdo, iremos definir o conceito de convergéncia fraca de medidas e explorar
alguns resultados inerentes a este. Especialmente o que serd apresentado aqui serd de suma
importancia para a demonstracdo do Lema de Frostman. Além disso, o conceito de convergéncia
fraca de medidas serd usado para o calculo da transformada de Fourier da medida de superficie

na esfera na Se¢do 4.1.

Definicio 4. Dizemos que uma sequéncia { i }7° ; de medidas de Radon converge fracamente

para uma medida ;2 quando

L g [ rdu, 229)

para toda f € C,(R™, R). Ao longo do trabalho denotaremos esta convergéncia por fi, — .

Observacdo 2.3.12. Através do Teorema 2.3.11 podemos munir o espagco M (R™) de uma
topologia herdada da topologia fraca* em C.(R™, R)*. E possivel concluir, utilizando (BREZIS,
2011, Proposicdo 3.13, 1)), que uma sequéncia de medidas {1}, em M (R™) converge para

uma medida p em tal topologia se, e somente se,

/R" Froe = /R fap, (2.26)

paratoda f € C.(R™, R). Isto justifica a nomenclatura utilizada na Defini¢do 4. Além disso, note
que poderiamos ter substituido medidas de Radon na Defini¢do 4 por medidas de Borel regulares

e localmente finitas devido a Proposicdo 2.3.5.

Dado um boreliano A C R", denotaremos por M (A) o conjunto de todas as medidas de
Borel regulares p tais que 0 < u(A) < oo e supp(u) C A é compacto, veja (2.5). Naturalmente
temos que M (A) € M(R"). E importante notar que pelo Teorema 2.3.5 temos a inclusio

M(A) C M(RM).
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Veremos na Secdo 2.4.3 o conceito de medida intrinseca de superficies e que estas sdo elementos
de M(R™).

Exemplo 2.3.13.

1) EmR, §; = 0 quando i — oo (veja o Exemplo 2.3.2). De fato, para f € C,(R,R) observe

primeiramente que

Logo, como f tem suporte compacto temos

lim [ fdo = lim £(i) =0 = [ fdu.

1—+00
com p = 0.
2) Seja
1 k
P = o > ik
i=1
Entdo py, — L£1L[0,1]. Com efeito, dado f € C.(R,R) temos

1

AMMzkgAﬁmm
_ Zf; ]1€f (;) . (2.27)

A soma em (2.27) tende a integral de Riemann de f no intervalo [0, 1] quando k£ — oo, ou

seja

lim / fduy = [ fac
k—oo JR [0,1]
:/fdu,uzﬁluo,u.
R

Observacao 2.3.14. Sejam A C R" e 1 € M(A). Apesar de supp(p) C A, a medida y estd
definida na o— dlgebra de Borel B do R", sendo assim, faz sentido o espago L?(R", B, 11). Por
conseguinte, sendo 4 a 0 —algebra de Borel em A induzida por B, podemos considerar o espago
de medida LP(A,Ba, pia) com i 4 sendo a medida natural em A definida da seguinte forma:
dado C € By, existe B € Btal que C = BN A. Logo, pua(C) = u(B). Esta defini¢do ndo
depende da escolha de B, pois, pela Observagdo 2.1.3, se BN A = @, entdo p(B) = 0. Quando
nao houver risco de confusao, iremos utilizar apenas a notagdo L”(A, i), ou LP(R", ) para
denotar LP(A, By, f1a).

No que segue, queremos provar um resultado que garante que, sob certas condi¢des, uma

sequencia de medidas de Radon possui uma subsequéncia que converge fracamente para alguma
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medida de Radon. Todavia, precisamos de algumas defini¢Ges e alguns resultados.

A convolugdo f * g de fungcdes mensuraveis f e g € definida por

frg(@) = [ F@—yeldy.

sempre que a integral existe. A proposi¢do a seguir serd util quando precisarmos saber se

convolucao de fun¢des com suporte compacto também tem suporte compacto.

Proposicao 2.3.15. Sejam f e g fungdes mensurdveis tais que exista f * g. Denotando por F' o

fecho do conjunto {x + y : x € supp(f),y € supp(g)} temos que supp(f * g) C F.

Demonstracdo. Supondo que x ¢ F temos que z — y & supp(f), para todo y € supp(g). Logo
f(z —y) = 0 e obtemos

* = - dy = 0.
(Feg)a)= [ =)o)y =0
Portanto supp(f * g) C A. H

Teorema 2.3.16 (Regra de Leibniz). Seja ;» uma medida em R™. Suponha que f : R"x[a,b] — C
e que f(-,t) : R" — C é integravel para cada t € [a, b]. Defina F(t) = [pn f(x,t)dp,.

i) Suponha que existe uma fun¢do g € L'(p) tal que |f(z,t)| < g(z), para todo (z,t) €
R™ x [a,b]. Se limy_, f(z,t) = f(x,ty), para cada x, entdo lim; ,;, F'(t) = F(ty); em

particular, se f(z, ) é continua para cada x, entdo F' é continua.

ii) Suponha que existe a derivada 0 f /0t bem como uma fungdo g € L' () tal que

< g(x,1),

of
e

para todo (z,t) € R™ x [a, b]. Entdo F' é diferencidvel e

of
F(t) = / 9 ety
)= [ Gra.tdp

A demonstracdo € uma aplica¢do do Teorema da Convergéncia Dominada e pode ser
consultada em (FOLLAND, 1999, Teorema 2.27).

Vejamos qual é a regularidade da convolucdo de fun¢des em L! e em C* e como calcular

precisamente suas derivadas.

Proposic¢ao 2.3.17. Se f € L', g € C* e 9°g € limitada para || < k, entdo fx g € C* e
O%(f * g) = f = (0%) para |o| < k.
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Demonstragdo. E suficiente provarmos o resultado para o caso em que |a| = 1, pois para os

casos demais segue por indugdo e do Teorema 2.3.16 (Regra de Leibniz) . Neste caso, supondo

que « = (0,...,0,1,0,...,0), com o 1 na posi¢éo i, queremos mostrar que
o0f+9) _,, 09

Com efeito, mostremos primeiramente que f*g € C'. Naturalmente, diante das hip6teses
sobre g, pelo Teorema da convergéncia dominada f * g € continua. Mostremos que f * g tem

derivadas de ordem 1. Para isso, fixado = (z1,...,x,) € R, seja
Ty = (1, i1, b Tty e, Ty
e defina a aplicacdo
F(t) = frgle) = g% flz) = [ h(y.0)dy.

com h(y,t) = g(x; — y) f(y). Pelas hipdteses sobre g, existe Oh/0t e vale fOg/0x; e a mesma
¢ limitada pela funcdo integravel M f, com M sendo a constante de limitacdo de g. Dessa forma,

pela Proposi¢ao 2.3.15, b), obtemos

g dg dg
Flay) = [ =2 (e, - ay = [ - dy = .
(#9) = [ g s =Wy = [ 5= ) W)dy = f+ 5 ~(x)
Para finalizar, basta observamos que F”(z;) = ag;fg )(z) e que a continuidade da mesma seque
também da Proposi¢do 2.3.17 a). ]

Lema 2.3.18. A fun¢do n : R — R definida por

(2.28)

e/t set >0,
n(t) = {

0 set<0.

estd em C°(R).

Demonstragdo. Inicialmente vamos mostrar que a fun¢ao exponencial cresce mais rapido do

que qualquer polindmio no infinito, isto &,

P
tim 20 g (2.29)
r—00 et
com P(x) sendo um polindmio qualquer. De fato, suponha que P(x) = >, a;2° e note que

[P(2)| <3 laill2]".
i=1



2.3. O dual de C,(R",R) 53

Se x é tal que |z| > 1, entdo |z|" < |z|™ paratodoi = 1,...,m. Logo,
|P(z)| < Clz|™,

com C' = Y, |a;|. Por outro lado, lembre que

o) k
T
T __
e —E ]{;'.
k=0 """

Logo, e* > z*/k!, para todo k € N, em particular, se x € tal que |z| > 0, obtemos

L < (m + D)lg= ),
e*l’

Portanto,
|P(z)]

< Ol (m + D)l = C(m 4+ D)lz
e xX

e isto nos d4 o limite (2.29). Ainda, considerando P(z) = 37, a;z" o limite (2.29) € equivalente

a .
. iy ai(1/h) _
1115% By 0, (2.30)
ou seja,
. 00 aie—l/h
}g(l); = 0. (2.31)

A fungdo 7 € diferencidvel em qualquer ¢ ndo nulo e suas derivadas sdo continuas no mesmo,
portanto, precisamos apenas mostrar que existe 17(*)(0), para todo k € N e que lim,_,, n* (t) =

n®)(0). Por simplicidade facamos primeiramente o caso k = 1. Naturalmente,

lim n(0+ 1) = n(0) = lim M = 0.

h—0— h h—0- h

Por outro lado, por (2.31) obtemos

_ ~1/h
lim n(O—i—h) T}(O) = lim M = lim S

=0
h—0t h—0t h h—0t h ’

portanto existe 7(0) e vale 0. Ainda, como 7(t) = 0 para t < 0, entdo lim; ,o- 7//(t) = 0. Por
outro lado, novamente por (2.31); escolhendo um polindmio adequado, obtemos

—1t
c o

lim 7n'(t) = lim
t—0+ n'(t) t—0t 12

Logo, i’ é continua em 0. Para finalizar basta notarmos que ao tomarmos derivadas de 7 de
ordem cada vez maiores sempre chegaremos em situacdes parecidas com a que acabamos de
fazer e sempre poderemos utilizar a expressio geral (2.31) para concluir a existéncia de 1*)(0)

bem como a continuidade da mesma em 0. O]
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O préximo resultado garante a existéncia de uma fungio ¢ em C°(R™) tal que [z. ¢ = 1.

Proposicao 2.3.19. Seja ¢ : R™ — R uma func¢ao definida por

(@) :{ exp[(|z]> = 1) se | <1, 032

0 se |z| > 1.

Entdo ¢ € C>°(R™) e supp() é a bola fechada unitéria. Definindo ¢ = ( [z, ¥) !¢ obtemos
¢ € CZ(R") e fgn o = L.

Demonstragdo. Note que 1(x) = n(1 — |x|?), com 7 sendo como no Lema 2.3.18. Logo
Y € C*(R™). Como 1 se anula "fora"de B[0, 1], entdo supp(¢)) C B0, 1]. Por outro lado, seja
F & um conjunto fechado tal que 1(z) = 0, para todo = € F*. Pela defini¢do de ) temos que
x ¢ B(0,1), logo, B(0,1) C F. Como F ¢ arbitrario concluimos que

B(0,1)Cc () F,

FeD

com D = {F :¢(x) =0, Vo € F°}. Tomando o fecho e utilizando a propriedade

el el

obtemos B0, 1] C supp(¢). Portanto supp(y)) = B|0, 1]. ]

Definimos a distancia de um ponto x € R™ ao conjunto A C R" por
dist(z, A) = inf{||z — a|| : a € A}.
Além disso, se B C R", definimos a distancia entre A e B por

dist(A, B) = inf{||la — b|| : a € A,b € B}.

O resultado a seguir serd util em muitas situacdes deste trabalho, especialmente quando

tratarmos da existéncia de particao da unidade para uma superficie regular.

Lema 2.3.20 (Existéncia de func¢des de corte). Seja K C R™ um conjunto compacto contido em
uma bola aberta B. Entdo existe uma fun¢do p € C*(R") talque 0 < p < l,p=lem K e

supp(p) C B.

Demonstragdo. Vamos provar o resultado para um aberto U C R" qualquer. Seja e > 0. Dado
0 > 0, defina o conjunto
Ks = {z € R" : dist(z, K) < 0}.



2.3. O dual de C,(R",R) 55

E claro que K C K. Além disso, como K é compacto o nimero dist(K, U¢) é sempre positivo.
Logo, se § < dist(K, U¢) entdo temos a inclusdo K5 C U. Pela Proposi¢do 2.3.19 podemos
tomar uma fungdo ¢ € C2° tal que [, ¢ = 1 e supp(¢) = B0, 1]. Defina ¢.(x) = e "¢(ze ™).
E de répida verificacio que ¢. € C°, supp(¢.) = B[0, €] e fgn ¢ = 1. Seja @ = Xk, * Pe.
Pelas Proposi¢do 2.3.15 € 2.3.17 temos que ¢ € C2°. Além disso, note que 0 < ¢(z) < 1 para

todo z € R". Por fim, note que

1—o(x)= /B 0 bc(y)dy — / Xk (T — ) 0e(y)dy

BJ[0,¢]

= B[o,qu — XK (T — )]0 (y)dy,

paratodoz € R". Sex € K. ey € B|0,1] entdo = — y € Ks, pois, sendo kg o ponto em K tal

que d(z, K) = ||z — ko|| obtemos naturalmente
dist(z —y, K) < ||z —y — ko|| < 2e.

Portanto, nessas condi¢des X, (z — y) = 1. Tomando § = 2¢ temos assim ¢(x) = 1, para todo
x € K., em particular, o = 1 em K. Com uma andlise andlogo concluimos que se x ¢ K, entdo

() = 0, dessa forma, supp(p) C K, C U para € suficientemente pequeno. 0

Lema 2.3.21. O espago C.(R") é separdvel com a norma || ||, definida em (2.21).

Demonstracdo. Seja f € C.(R™) e denote por K seu suporte. A versdo para R" do Teorema
de Aproximagdo de Weierstrass (LIMA, 1977, p. 262) nos diz que f pode ser uniformemente
aproximada por polindmios de n varidveis restritos a K. Dessa forma, devido a densidade de Q

em R existe uma sequéncia de polindmios { P;} de n varidveis com coeficientes em Q tais que

I1Pj |k — f |k ||« = 0quando j — oo. (2.33)

Utilizando o Lema de existéncia de func¢des de corte 2.3.20, para cada i € N, seja p; €
C*(R™) uma fungao tal que ¢; = 1 em K e supp(¢) C B(0,1). Supondo que K C B(0,m),
para algum m € N, (2.33) implica ||¢,,P; — f||. — 0, quando j — oo e com isto provamos

que o conjunto enumeravel
D = {p;P :i € Ne P polindmio com coeficientes em Q de n varidveis}
¢ denso em C.(R™) nanorma || - [[,. O

Observacao 2.3.22. Note que na demonstracdo do Lema 2.3.21 concluimos que dado f €
C.(R™), existe uma sequéncia { f} € D tal que || fx— f||. — 0quando k — oo esupp(fi) C B,
com B sendo uma bola contendo o suporte de f.



56 Capitulo 2. Preliminares

Uma das vantagens de se trabalhar com convergéncia fraca de medidas € o seguinte
teorema que envolve compacidade, o qual serd de suma importancia para a demonstracdo do

Lema de Frostman no Capitulo 3.

Teorema 2.3.23. Se {1, }2°_, uma sequéncia de medidas de Radon em R" satisfazendo
sup{ i (K)} < o0, (2.34)
meN

para todo conjunto compacto ' C R", entdo existe uma subsequéncia { /i, };’11 e uma medida

de Radon 1 tal que fim,, — /.

Demonstragdo. Pelo Lema 2.3.21 sabemos que existe um subconjunto D = {f; : k € N} C
C.(R™) que é denso. Como a condi¢do (2.34) implica { [g. fidpm}oo_, ser limitada podemos

encontrar uma subsequéncia {/ }°_, de {,, }°°_; € a; € R tais que

/Rn flduin — aq.

Continuando, escolhemos uma subsequéncia {p% }°_, de {pF71}°_, e a; € R tais que

/IR{" fkd:ufn — Qg

quando m — oo. Defina v,,, := /. Para cada k fixo, temos que {7, }.»>r € uma subsequéncia
de {uF }>°_,. Portanto

ar = lim fedvm,
m—r0o0 Rn

paratodo k > 1. Defina L : D — R por L(f;) = a; e note que L € linear. Portanto L pode ser
unicamente estendido a um funcional linear limitado L em C,(R™) da seguinte forma: Dado
f € C(R™), seja { fx, }52, C D tal que || fx, — f|l. — 0 quando ¢ — oo. Defina

Para mostrar que a aplicacdo L estd bem definida vamos mostrar que a sequéncia {ay, }2, é de

Cauchy. Naturalmente

|aki - akj| =

m—oo JRr

< lim. - | i = fo;|dVim.

Vimos na Observagdo 2.3.22 que supp(fx,), supp(fi,) C B, com B sendo uma bola

contendo o suporte de f. Logo
|ak, — ar,| < %i_fgo/gfki — fisldvim < M fii = fi; |l Jim v (B).

Por (2.34), existe M > 0 tal que o v,,,(B) < M para todo m. Logo, nll_{noo Vm(B) < M.
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Além disso, a sequéncia { fx, }32, € de Cauchy. Portanto a sequéncia {ay, }3°, é convergente,

digamos que a mesma convirja para o, dessa forma, L(f) = a;. Vamos mostrar que

L(f) = lim - fdvp,.

m— 00

Com efeito, naturalmente dado € > 0 existe oy, tal que |ay — oy, | < €/3e||f — fi,|l. < €/3M.

Além disso, também existe my tal que

A, —/ fkldl/m < 6/3,
R
para todo m > my. Logo, para m > m, temos
‘af—/ fdvm| < €/3+ |ay, —/ fdv,,
R™ R”
<ef3+ | = [ (= fuddvm = [ frdvn

< 2¢/3 + \ L = fodvm

<2/3+|[f - szHuVm(E)
<2¢/3+¢/3MM =e.

Por fim, como o funcional L é positivo pelo Teorema 2.3.8 (Representacdo de Riesz para

funcionais positivos) existe uma tinica medida de Radon p tal que
L) = [ fdn.
R”
paratoda f € C.(R"), isto &, u™ = p. O
No que segue, queremos mostrar sob quais condi¢des a podemos trocar funcdes continuas

com suporte compacto por fungdes continuas e limitadas na Defini¢do 4. Para tanto, precisamos

de dois lemas auxiliares.

Lema 2.3.24 (Desigualdade de Markov). Seja f uma fun¢do real y—mensurdvel. Para todo

e > 0, segue que

il € R 1) 2 D < 1 [ 17l

Demonstragdo. Seja s(x) = e se | f(x)| > e e s(z) = 0 caso contrario. E de rapida verificagio
que 0 < s < |f]. Logo

/Rn | fldp > /Rn sdp = ep({z € R™ . |f(z)| > €}),
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ou seja,
" 1
o e R |f@) = ) < = [ |fldn
Com isto finalizamos a demonstragao. [
Lema 2.3.25. Sejam ; uma medida finita e {1 }72, uma sequéncia de medidas de Radon tais

que p;(R™) — p(R™). Entdo dado € > 0 existe um compacto K tal que ux(R"\K) < € para k
grande.

Demonstrag¢do. Como p € uma medida de Radon finita, temos que
u(R™) = sup{u(K) : K C R", compacto}.

Portanto, dado ¢ > 0 existe um compacto K tal que u(R™) — e < u(K). Pelo Lema 2.3.20
(existéncia de fungdes de corte) podemos considerar f € C.(R™, [0,1]) talque f = 1em K e

f = 0 "fora"de um subconjunto compacto de R" contendo K. Com isto, obtemos

I

pEn) —e< [dp= [ fan< [ pap<]|[ san

o que implica,
(R — ‘ / fdu‘ <e (2.35)
JR"

Como por hipétese . (R™) — p(R™), existe ky € N tal que
pr(R™) = p(R™) < |up(R™) — p(R")] <€, V k = ko. (2.36)
As desigualdades (2.35), (2.36) nos dizem que
1(R?) — ‘/R fdM’ < 2% k> k.
Para cada k£ > kq temos
L= 1D = [ =Dt [\ fldpn = [ 1 fldra

< [ a=1ibdu+ [Vl = ][ s
— (®) = | [ fdn

< 2e,

ou seja,
/ (1= | ) < 2€,k > ko (2.37)
R’r’l

Como C.(R™) C Cy(R™) temos que f € Cy(R"), isto é, {x € R™ : |f(x)| > €} é compacto,
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para todo € > 0, em particular, o conjunto

Ky = {xGR”:|f(x)| > ;}

€ compacto. Observe também que

R”\Kl—{xeR":]f(x)]<;}—{xeanl—]f(:c)]>;}.

Pelo Lema 2.3.24, obtemos

uk({xeR":1—|f(x)]>;})g;/Rnl—\f\duk.

Utilizando (2.37) concluimos pu (R"\ K1) < €, k > k. O

O préximo resultado serd muito importante na Secio de transformadas de Fourier de

medidas.

Proposicdo 2.3.26. Sejam p uma medida finita e {1 }7° ; uma sequéncia de medidas de Radon
tais que p, — g e pp(R™) — p(R™). Entdo,

| fdue— [ fdu,
Rr Rn
paratoda f € BC(R™, R).

Demonstracdo. Seja f € BC(R™",R) e M > 0tal que |f| < M. Dado € > 0, pelo Lema 2.3.25

existe um conjunto compacto K tal que

€

R™\ K — 2.
pu(R™\ 1)<3M’ (2.38)
para k grande. Como x € uma medida de Radon sabemos que

p(R™) = sup{u(K) : K C R" compacto}.
Logo, pela sua finitude, seja K5 um conjunto compacto tal que p(R") — 357 < p(K3). Isto

implica, u(R™\ K3) < 33;. Denote K = K; U K. Logo,

p(RNK) = p(R™\ Ky U Ky)

p(R™ N (R™M\K7) N (R™M\K2))
n(R™ N (R™\Ks))

n(R™\K>)

€

3M’

IN

A
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portanto,
€

pRNE) < oo (2.39)

Pela Lema 2.3.20 (existéncia de fungdes de corte) , escolha h € C.(R") talque h = 1em K e
seja g = hf, dessa forma, g = f em K. Como i, — pu, existe ky € N tal que

k> ko = j/ gdpe— | gdu\ < (2.40)
K K 3

Portanto,

‘/Rnfduk—/wfdu’: /deukJr/Rn\deuk—/deu—/Rn\deM’
/deuk—/deM‘—F‘/Rn\deuk +’/Rn\de“‘

/ gduk—/ gdu’Jr/ |f\duk+/ | fldp
K K R\ K R\ K
[ gdin = [_gdp|+ Mu(RNE) + Mu@\K).

IA

IN

IA

Note que como K; C K temos R"\ K C R"™\ K e consequentemente por (2.38)

n €
(R < oo (2.41)

Portanto, por (2.39), (2.40) e (2.41), obtemos

‘/ fduk—/ fdu‘ <,
R™ R”

para k grande. [

O resultado a seguir é uma consequéncia imediata da Proposicao 2.3.26 e serd bastante
itil para o célculo da transformada de Fourier da medida de superficie na esfera S"~! na Secdo
4.1.

Corolario 2.3.27. Seja ;1 uma medida finita e {4 }2, uma sequéncia de medidas Radon tal que
pr = e g (R") — pu(R™). Entdo, [gn fdur — Jgn fdu, paratoda f € BC(R™, C).

2.4 Elementos de Geometria Diferencial em R"

O objetivo principal desta secdo € definir localmente uma medida suportada em uma
superficie regular. Quando a superficie for compacta, usando particio da unidade, iremos
estender globalmente a medida para a superficie. Para tanto, precisaremos definir superficie

regular, primeira forma fundamental e usar o Teorema de Mudanca de Varidveis para definir
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medida intrinseca a superficie numa vizinhanga coordenada. As referéncias principais para esta
secdo foram (LEE, 2013) e (TAYLOR, 2006).

2.4.1 Superficie regular e espaco tangente

Nesta secdo, veremos o com o conceito de superficie regular e mostraremos que a imagem
da derivada de duas parametrizacdes de uma superficie no mesmo ponto sdo iguais, o que sera

importante para definir espago tangente.

Definicao 5. Seja S um subconjunto de R™. Dizemos que S € uma superficie regular de dimensao
m < n se, para cada p € S, existem uma vizinhanga U de p em S, um aberto O de R™ e uma

aplicagdo ¢ : O — U tais que:

1. A aplicagiio o é um difeomorfismo local de classe C';

2. paracada ¢ € O aaplicagdo derivada dp, : R™ — R" € injetiva.

O par (O, ) é chamado de parametrizagdo local de S. Se p € ¢(O), entdo dizemos que
(O, ¢) é uma parametrizagio de S em p. E comum também dizer que ¢(O) é uma vizinhanca
coordenada de S em p. Se ¢ for de classe C* dizemos que a parametrizacdo (O, ) é de classe

C*. Se todas as aplicacdes ¢ forem de classe C*, dizemos que a superficie S é de classe C*.

Seja (O, ¢) uma parametrizagio de S no ponto p e suponha que ¢(q) = p, para algum

q € O. Utilizaremos a seguinte notagao

Range dp, := {dp,(x) : © € R™}.

Além disso, denotando por ; ai-€sima fungdo coordenadade p,7 = 1...,n, temos Range dyp, =
(v1,...,0m,), com
8901 agpn
i = ey : 242

Se (O, ¢) é uma parametrizacdo de S no ponto p e ¢(q) = p, entdo, como dyp, € injetiva
temos que Range dy, € um subespago de R™ de dimensdo m. Antes de definir espago tangente,

precisamos de alguns resultados.

Proposicao 2.4.1. Sejam S uma superficie regular e (O, ), (£2,v) parametrizagdes de S de
classe C* com ¢(O) = (). Entdo, existe um difeomorfismo F : O — € de classe C* tal que

p=1oF.

Demonstragdo. Sejap € U = p(O) = () com p(x) = (o) = p e denote por N, e Ny, 0
complemento ortogonal de Range dy,, e Range di,,, respectivamente. Seja A : R"™™ — N,
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um isomorfismo e defina
OO xR = R ®(x,2) = p(x) + A2).

Portanto, a menos de isomorfismo, ® pode ser vista como uma aplicagio C* definida em um
aberto de R". Note que

dq)(ac,z) — (dSOm s A)nxna

logo, parav € R™ e w € R"™™, temos

v
L ( . ) = dipuy(v) + Alw),

Com isto, como R" = Range dy,, ® N,,, segue que d®,, o) : R" — R" € sobrejetiva, e
portanto, bijetiva. Pelo Teorema da Funcdo Inversa, existem vizinhangas V' e W de (z¢,0) e
p, respectivamente tais que ® : V' — W é um difeomorfismo de classe C* cuja inversa tem a

mesma regularidade.

Como ¢ € v sdo por hipétese bijetivas, segue que F' = "1 o : O — ) estd bem
definida e é também bijetiva. Vamos mostrar que F' é um difeomorfismo de classe C*, e para tanto,
é suficiente mostrar que F' e F'~! sdo de classe C* em uma vizinhanga de e 1/o. Analogamente
ao que ja fizemos, escolha um isomorfismo B : R"™™ — N, e defina ¥ :  x R"™™ — R"
dada por ¥ (y, z) = ¥(y)+ B(z). Com os mesmos argumentos anteriores, ¥ é um difeomorfismo

de classe C* de uma vizinhanga de (o, 0) sobre uma vizinhanga de p.

Com isto, segue que ¥~! o ® é um difeomorfismo de classe C* de uma vizinhanca de

(x0, 0) sobre uma vizinhanga de (¥, 0). Logo, dado z perto de x, e y perto de ¥, temos
Ut o &(x,0) = (F(2),0), @7'oW(y,0) = (F'(y),0).
Estas identidades implicam o que queriamos. ]

O préximo resultado nos permitird definir espago tangente.

Corolario 2.4.2. Suponha que S uma superficie regular. Sejam p € S e (O, ¢), (€2, 1) parame-

trizagdes locais de classe C* de S no ponto p. Se () = ¥(yy) = p, entdo
Range dy,, = Range di),,.

Demonstragdo. Pela Proposicio 2.4.1, existe um difeomorfismo F : O — ) de classe C* tal

que ¢ = 1 o F. Naturalmente, F'(zg) = (1~ o ¢)(zg) = yo. Pela regra da cadeia, temos

Ay, = dipy,dFy,.
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Por outro lado, podemos concluir naturalmente que
-1
dpy, = dpr,dlF, ",
o que € suficiente para concluir a prova. [

Seja S uma superficie regular, p € S e (O, ¢) uma parametrizagao de S no ponto p de

classe C*, com ¢(q) = p. Definimos o espago tangente a S no ponto p por
T,S = Range dy,.

Pelo Coroldrio 2.4.2 T,,S estd bem definido.

O Exemplo a seguir nos mostra que gréficos de fungdes C*, com k > 1, sdo superficies

regulares.

Exemplo 2.4.3. Seja f € C*(U,R), com U C R". O grifico de f é uma superficie regular em
R, De fato, a aplicagdo o : U — R""! dada por

a(ty, ... up) = (U, ooy Uy, f(Ur, .. uy))
é naturalmente uma parametrizac¢do global para Gy = {(u,7) € R"*' : 7 = f(u)}.
O resultado a seguir nos fornece uma grande quantidade de Exemplos de superficies
regulares.

Proposicdo 2.4.4. Suponha que A C R"*! ¢ um conjunto aberto. Sejam f € C¥(A,R), k > 1
e ¢ € R um valor regular de f, isto é, para todo p € S, temos V f(p) # 0. O conjunto

S ={x e A: f(xr) = c} é uma superficie regular de classe C*.

Demonstracdo. Dado x € S, suponha sem perda de generalidade que 6x8nf+l (x) # 0. Seja

F : A — R™"! uma aplicagio dada por

F(zy, .. @, Tng1) = (@1, @, f(21, 000 Ty Tgr)).-

E claro que F é de classe C* e

1 0 0
JF, — : : :
0 . 1 0

a%(a:) . %(m) afnfﬂ (x)

Dessa forma, det dF, = 8;11 (x) # 0. Logo, pelo Teorema da Fungdo Inversa (MUNKRES,

1991, Teorema 8.3) existe uma vizinhanga V' de p e uma vizinhanga W de F'(p) tais que F :
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V — W é difeomorfismo de classe C*. Denote por (U, ..., Up, Upy1) as fungdes coordenadas
de F~!. Como para (xy,..., Ty, Tpni1) €V,
-1
F7oF(xy,...,Tn, Tpy1) = (1, ..., Tpy Ty,

podemos concluir

Wiy, Ty Tpg1) =i =1,...,n
e
Unt1(T1y ooy Ty f(Z1, 0o Ty Tpg1)) = Tpgr-
Comi isto, se (z1,...,Zn, Tnr1) € V NS, temos
Tpi1 = Upg1(T1, ..., Tn, C).

Por fim, para z € O = (V' N S), definindo h(x) = wu,11(z, c), concluimos que V NS é o
gréfico de h. E claro que O é aberto, pois projecdes sdo aplicagdes abertas. Pelo Exemplo 2.4.3

S € uma superficie regular. [

Exemplo 2.4.5. A esfera unitdria do R"™, S" = {x € R" : |z| = 1} € uma superficie regular
de classe C'. De fato, defina f : R"** — R por f(x) = >4 22 e observe

S" = {z € R™': f(z) = 1}.

Além disso, note que 1 € valor regular de f, uma vez que, parax € S", V f(z) = (221,...,2x,11) #

0. Pela Proposicao 2.4.4 concluimos.

2.4.2 A primeira forma fundamental

Sejam (O, ¢) uma parametrizacdo local de S e ¢; a [—ésima func¢do coordenada de
,l =1,...,n.Por (2.42) sabemos que {dy,(e1),...,dp,(e)} é uma base para 7,,S. Dado

x € O, considere a matriz m x m dada por G(z) = (g;x(x)), onde

051(2) = (dga(ey), dpu(en)) = Z 001001,

“O0x; " Oxy,
e{e;:j=1,...,m} é abase canonica de R™. Equivalentemente,
G(z) = (dp.) depa. (2.43)
E claro que G(x) é definida positiva, pois, dado v € R™ nio nulo, digamos, v = (vq, ..., V),
temos que v'G(z)v = (0,9) = [0]*> > 0 com o = Y7, vidp,(e;). Além disso, temos

det G(x) >0
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Chamamos G de tensor métrico de S em () com respeito a parametrizagdo local
(O, ¢) ou de primeira forma fundamental de S em p.

O préoximo resultado revela uma relacdo entre tensores métricos, a qual serd de suma

importancia para podermos falar em medida intrinseca de superficie.

Corolario 2.4.6. Sejam S uma superficie regular e (O, ¢), (€2, 1) parametriza¢des locais de S.
Além disso, suponha que estas sdo de classe C* com p(O) = 1)(€). Sejam F : O — € como
na Proposicdo 2.4.1 e H o tensor métrico de S em (£2) com respeito a parametrizagio local
(2, 1). Entéo,

G(x) = (AF,) H(F(x))dF,.

Demonstragdo. Pela regra da cadeira temos que dy, = d{p(,)dF,. Dessa forma,

G(r) = (dp.)'de,

(
(dYp@)dFy) dpgdF,
(
(

!

dF, )" (dp ) dipp ) dF,
dF,) H(F(z))dF,.

o

O]

Finalizamos esta Secdo vendo como calcular a primeira forma fundamental de uma

superficie dada pelo grafico de uma fungio de classe C*.

Exemplo 2.4.7. Seja f € C*(U,R), com U C R™. Vimos no Exemplo 2.4.3 que de fato o grafico
de f é uma superficie regular em R"™!, Além disso, vimos que a aplica¢do a : U — R"™! dada
por

a(ty, .. up) = (U, .oy Uy, f(Ur, .. uy))
é uma parametrizagdo global para G; = {(u,7) € R"*! : f(u)}. Com isso, note que
dov, = (i) (n41)xn> ONde, para @ # n + 1, a;; = 65 € Qny1)x; = 8—f( ). Dessa forma, por

(2.43), G(x) = (gij), com

nt1 n of o f of of
Gij = kzz:l Qi = kz::lékzdk] a a 6 * 8u1 8%

2.4.3 Medida intrinseca de superficie

Nosso objetivo nesta secao € construir uma medida intrinseca a uma superficie regular
compacta por meio de uma parti¢do da unidade para a mesma. Seja {V } jc ; uma cobertura aberta
localmente finita para uma superficie regular S, isto é, cada ponto de .S possui uma vizinhanga
que intersecta no maximo uma quantidade finita de abertos da familia {V;};c,. Uma parti¢do da

unidade subordinada a cobertura {V;};c; € uma cole¢do de fungdes {; } e, em C*°(R™) tal que
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1) ¢j(p) > 0paratodoj e Jepe S,
2) supp(y;) C Vj}, paratodo j € J;

3) Yjcsj(p) = Lparatodop € S.

Lembre que o suporte de uma fungéo real f definida em 2 C R"™ é dado por

supp [ = {z € Q: f(z) # 0}.

Observacao 2.4.8. A soma no item 3) ¢ finita. De fato, dado cada p € S existe uma vizinhanca
V' de p que intersecta somente finitos abertos da colegio {V}}c, digamos, V},,..., V] . Ou
seja, VNV, = @, sempre que j # j;,l = 1...,k. Dessa forma, p ¢ V;, paratodo j # j; e
portanto 3", ; 0;(p) = SF 1 ¢;,(p). Um fato bastante dtil é que qualquer cobertura aberta para
S sempre possui um refinamento de tal cobertura que é enumeravel e localmente finito (LEE,

2013, Teorema 1.15).

Proposicao 2.4.9 (Existéncia de parti¢io da unidade para superficies). Se S C R"*! é uma
superficie regular e W = {W, } ,c 4 € uma cobertura localmente finita e aberta para a mesma,

entdo existe uma parti¢do da unidade subordinada a VV formada por fungdes C2°(R™).

Demonstracdo. E sempre possivel considerar um refinamento V = {Vi} de W que é enumeravel
e localmente finito e que satisfaz (LEE, 2013, Teorema 1.15): Para cada 7, V; C W, para algum
« e existe um aberto V; C W, com V; C V/, bem como existe uma parametrizagio (B(0,7;), ¢;)

de V; e r; > r; satisfazendo

Vi=@i(B(0,11), Vi =@i(B(0,r})).

Com isso, para cada 7, o Lema 2.3.20 (existéncia de funcdes de corte) nos permite escolher
uma funcdo ¢ com ¢ = 1 em B(0,¢;), ¢; < r; e supp(¢) C B(0,r;). Assim, defina a fungdo
fi+ S — Rpor
_ ) gowl emVY
L

No conjunto V/\V;; onde as duas defini¢des de f; se sobrepdem, ambas sio nulas. Logo, f; é uma
fungdo suave bem definida e supp(f;) C V;. Defina a fungdo f : S — R por f(z) = 32, fi(2).
Como a cobertura {Vl} € localmente finita (LEE, 2013, Lema 1.13), entdo esta soma tem apenas
uma quantidade finita de parcelas ndo nulas em uma vizinhanca de cada ponto e portanto define
uma fungio suave. Se z € V; entdo o; '(z) € B(0,r;). Portanto fi(x) = ¢(p; '(z)) = 1e
concluimos que f; € positiva em B; e ndo negativa em geral. Além disso, como cada ponto de

S estd em algum V; (ja que {V;} também é uma cobertura para S) segue que f > 0 em toda a
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superficie S. Com isso fica bem definida a funcdo suave g : S — R dada por

R 1C))
0=y

E imediato da definicio que 0 < ¢; < 1 e X%°, g; = 1. Por fim precisamos reindexar nossas
funcdes de modo que utilizemos os indices em A. Com efeito, lembre que, para cada i € Z*,
existe a(i) € A com V; C Wy(;. Para cada o € A defina v, : S — R por

¢a(l’)= Z gz(x)

ta(i)=a

Se ndo existirem indices ¢ para os quais «(i) = «, entdo a soma acima deve ser interpretada

como a fungdo nula. Como g; € ndo negativa € supp(g;) C V; temos

supp(¢s) C U V, C X..

tai)=a

Observando que >, o = >;9; = 1 e 0 < 1p < 1temos que {1, }aca € a particio da unidade

requerida.

]

O cléssico Teorema de Mudanga de Varidveis (TAYLOR, 2006, Teorema 7.2) serd crucial

para a boa defini¢ao de uma medida de superficie. Vejamos a seguir seu enunciado:

Teorema 2.4.10. Sejam O, ) C R™ abertos e v : O — € um difeomorfismo de classe C*. Se f

for uma fung¢@o mensurével positivaem Q ou f € L'(Q), entdo

dr — / J(x)dz,
| f@dz = [ foy(@) @)
com J(x) = | det dr,|.
Seja S uma superficie de classe C' e V' C S, aberto. Suponha que (O, ¢) € (£2,1)) sejam

parametrizacdes locais de S tais que V' = () = ¢(O). Vamos mostrar que para qualquer

fung¢do f em L'(V'), ou mensuravel positiva em V' vale

L(Fo@)@n/det Gy = [ (f ow)(x)y/det H(a)dz, (2.44)

com G, e H sendo os tensores métricos de S em p(O) e 1(€2), respectivamente. Com efeito,

pelo Corolério 2.4.6, obtemos

det G(x) = (det dF,)* det H(F(x)),
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com F': O — () sendo a mudanca de coordenadas da Proposicdo 2.4.1. Dessa forma,

\/det G(z) = | det dF,|\/det H(F(x)).

Portanto, aplicando o Teorema 2.4.10 ao difeomorfismo F' e lembrando que ¢ = 1) o F’ obtemos

0 que queriamos:

/ o )(x)y/det H(z dx_/ o )(F(x))\/det H(F(x))| det dF,|dz

—/ o p)( detG( )dz.

Utilizando (2.44) podemos definir um dos conceitos mais importantes para este trabalho:

Defini¢do 6. Seja S C R" uma superficie regular de classe C' e V C S, aberto. Suponha que
(O, ) seja uma parametrizagdo local S tal que V' = ¢(O). A medida intrinseca a vizinhanga

coordenada V' é a medida dada por

/Rn fdo = /Ofo ¢(I)\/g(7)dx,

com g(z) = det G(z) e f é uma fungdo em L' (V'), ou mensurével positiva em V. Em outras
palavras, a medida intrinseca a S, na vizinhanga V' é a medida induzida pela primeira forma

fundamental. Em particular, dado ¥ C R"™, com L"(FE) < oo e sendo f = xg obtemos

/Xso /g dx—/o 71(E)\/g(x)dx, (2.45)

Ny

dessa forma, se £ NV = @, a fungdo caracteristica x,-1(x) € nula e portanto o(E) =0.

2.4.3.1 Medida em superficie compacta

No que segue, iremos utilizar particdo da unidade para definir de maneira geral uma

medida de superficie compacta.

Sejam S uma superficie compactae p; : O; — V;, 7 = 1,..., [, parametrizacdes locais
tais que {V;}\_, é uma cobertura aberta para S. Pela Proposicdo 2.4.9, seja {1; }}_, uma parti¢éo
da unidade subordinada a tal cobertura. Sendo f é uma fun¢@o mensurdvel positiva em .S ou em
L'(S), para z € S escreva

I
=2 (f¥y)(x
7j=1
Logo, se z € O;, concluimos que f(p;(x)) = (f1;)(z) e portanto definimos a medida intrinseca

o a S como sendo

/ fdo = Z /Supp Fbsdo; :jzi; /V Fdu,, (2.46)
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com p; = ;do;. Serd usual utilizarmos a notagdo p; = 1;do. Em particular, dado A C R",

com AN S # 0, tomando f = y 4, obtemos
!
o(A) =" pi(ANsupp(y;)). (2.47)
j=1

Vejamos um exemplo que nos mostra que o espagco M (RR™) é ndo vazio.

Exemplo 2.4.11. Seja S C R" uma superficie regular compacta de classe C! e seja o a medida
de superficie intrinseca a .S. Vamos mostrar que o € M|(S). Com efeito, inicialmente suponha
que V' C S é um aberto e seja (O, ) uma parametrizagdo local S tal que V' = ¢(O). Como S é

compacta podemos supor que O limitado. Defina o funcional linear positivo I : C.(R") — R

1) = [ £ o p(@)y/g(a)da.

Pela unicidade proporcionada pelo Teorema 2.3.8 (Representacdo de Riesz para funcionais

por

positivos) concluimos que a medida de superficie da Defini¢do 6 € de fato uma medida de Radon.
Além disso, como /g € continua em O e f tem suporte compacto, concluimos que I é limitado.
Portanto, pela Observagdo 2.3.9 ¢ é finita, logo, 0 < o(V') < oo. Ainda, por (2.45) temos que
supp(o) C V. Para finalizar, utilizamos a compacidade de S e parti¢cao da unidade para definir a
medida de superficie em S de maneira global assim como fizemos em (2.46) e concluir o que

queriamos.

Nem sempre € simples obter a expressdo de uma medida de superficie, todavia, se uma
superficie for dada pelo grafico de uma fungio C'! o préximo resultado torna este trabalho mais

simplorio.

Proposi¢io 2.4.12. Sejam f € C*(O,R), definida no aberto O C R" e S C R"! uma

superficie regular dada pelo gréifico de f. A medida de superficie o sobre S é dada por

do = \/1+ |V f|2dm. (2.48)
Além disso, para toda fun¢do h mensurdvel positiva ou em L (S), temos
[ hdo = [ he(@)1+ VS (@)Pdz,
com (x) = (x, f(x)). Em particular, dado A C S,

o(A) = /MA) 1+ |V f(2)2de.

Demonstragcdo. Primeiramente, pelo Exemplo 2.4.3 S é uma superficie regular. Seja (O, ¢) uma

parametrizacdo local de S com ¢(z) = (z, f(x)). Dado x € O, vimos no Exemplo 2.4.3 que o
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tensor métrico relacionado a esta parametrizagio é dado por G(z) = (g;;(x)), onde

0 0 -
55(@) =8+ G @ @i <n 2.49)

Com o intuito de simplificar a expressao acima, vamos definir uma outra parametrizagao

detG(z) = /14 |Vf(z)]?, V€ O. (2.50)

Fixe g € O.Se V f(x) = 0, entdo G(z) é a matriz identidade e (2.50) é trivial. Suponha
que V f(zg) # 0esejaR : R" — R"™ uma rotagdo tal que R(V f(x()) = ce;, com ¢ sendo uma
constante e e; = (1,0,...,0). Sejam Q = R(O), y, tal que R(z¢) = yoe f = f o R~'. Seja
¥ : 2 — S uma parametrizacio local dada por

local e mostrar que

(y) =po R (y) = (R (y), f(y)).

Naturalmente
R(V f(xg)) = Vf(yo)7

pois, como R! = R~!, temos

R(V f(w)) = R+ [V f(wo)]" = [Vf(z0) - R = V(f o R™)(R(x0)) = Vf(y0)-

Ainda, € claro que a mudanga de coordenadas F' = ¢t o o : O —  é dada por F'(z) = R.

Sendo H o tensor métrico relacionado a v, pelo Corolario 2.4.6 temos
G(l’o) = RtH(yo)R-

Por outro lado, temos

Rt Rt
iy, = N -
V f(vo) cey
Portanto, como R € uma matriz ortogonal, temos
1+ 0 ]
R™! !
H(yo):{R cel} =

ceq

Por outro lado, como R preserva norma, concluimos que ¢ = |V f(zo)|. Portanto

det G(z) = (det R)?det H(yo) = 1 + |V f(z0)|?,
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como desejavamos. Por fim, para uma fungiio i mensuravel positiva ou em L'(.S) temos

/Shda ::/Oh(go(x)) 1+ |V f(x)|?dz,

em particular, dado A C S, para h = ) 4, temos

o(A) = /MA) J1 1 |V F(2)2da.

Apesar de ndo ser simples expressar uma medida de superficie, veremos, com a a
proposicao a seguir que toda superficie regular € localmente o grafico de uma funcio suave, e
portanto, a luz da Proposi¢do 2.4.12, sera possivel trabalharmos com a medida de superficie

localmente.

Proposicdo 2.4.13. Toda superficie regular de classe C* é localmente o grafico de uma fungio
de classe C*.

Demonstragdo. Sejam S C R™! uma superficie regular de classe C*, p € S e (U, a) uma

parametrizac¢do de S em p. Defina a aplicagdo § = m o o : U — R", com 7 sendo a projecio

(21, o Ty 1) = (1,0, Xy)-

Seja g € U tal que a(q) = p. Naturalmente, df3, é a submatriz de ordem n da matriz do, dada
pela exclusdo da tltima linha. Como do, € injetiva, segue que o determinante de df3, € ndo nulo,
dessa forma, pelo Teorema da Func¢do Inversa (MUNKRES, 1991, Teorema 8.3) existe uma
vizinhanca V' de ¢ e uma vizinhanca W de 3(q) tal que 8 : V' — W é um difeomorfismo, o que
implica 7 ‘a(V) : (V') — W € bijecao. Denote por «; a i—ésima fungio coordenada de o, com

1=1,...,n+ 1. Além disso, defina a funcao
f=0pi0B W =R

E claro que (V') contém p. No que segue, vamos mostrar que o(V) é o grifico de f. Com

efeito, dado p € a(V'), existem ¢; € V e g2 € W tais que a(q;) = p e m(p) = ¢». Naturalmente,

p=(a1(qr) - nt1(q))-

Logo,
G = (@), -, an(q))-

Por fim, f(¢2) = an+1(87HG2)) = ant1(q1), e p = (@, f(R)). O
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Seja S C R™ uma superficie e ¢ sua medida intrinseca. Além disso, seja 7" : R — R"
uma transformacao ortogonal. A imagem de S por meio de 7' d4 origem a uma nova superficie
regular dada por S = T (S). Qual é a relacdo entre a medida de superficie de S, digamos, 7, e 07

O resultado a seguir nos responde isto.

Proposicao 2.4.14. Seja S C R"™ uma superficie regular compacta. Entdo sua medida o de
superficie € invariante por transformacdes ortogonais, isto é, se S e & sd3o como anteriormente,
entao,

5(S) = a(9),

Demonstracdo. Como S é compacta, por (2.47) € suficiente provamos o resultado para uma
vizinhanga coordenada V de S. Seja ¢ : U C R""! — S uma parametrizacio de Ve T : R" —
R” uma transformagao linear ortogonal. Denote V = T'(V). E claro que p = T o ¢ : U — R
é uma parametrizacio para V. Dado x € U, é de rapida verificacio que dp, = T'dp,. Logo, a

primeira forma fundamental de S em V' é dada por
G(x) = (dpe)'dpe = (Tdp)' dp, = (dp,T"Tdg, = dpdp, = G(z),

com G(x) sendo a primeira forma fundamental de S em V. Com isso, por (2.45), obtemos

5(V) = /U Jdet G(z)dz = /U Jdet G(z)dz = o(V),

e com 1sso concluimos. O

Proposi¢io 2.4.15. Seja 0" ! e medida de superficie na esfera S !, Paratodo z € R" e r > 0

temos que

nfl)

Demonstra¢do. Como supp(o C S"~! € suficiente provarmos o resultado supondo que

B(x,r) N'S"! # @. Suponhamos inicialmente que r > 1 naturalmente temos o resultado, pois
o" N B(x,r)) = 0" HB(x,r) NS < 0" S < oS

Com isso s6 nos resta mostrar o resultado supondo que r < 1. Como ¢™~! € invariante por
transformagdes ortogonais (Proposicao 2.4.14), sem perda de generalidade, suponhamos que a
bola B(z, ) intersecta a esfera S"~! de modo que B(x,r) N S" ! esteja contida no grafico da
funcdo f : B(0,7) C R"! — R definida por f(2') = (1 — |2|*)/2 e 0 vetor e, = (0, ...,0,1)
esteja em tal intersecdo, veja a figura 1. Dessa forma, denotando V' = G,(f), temos que

B(xz,r)NS"™! C V. Além disso, € de rdpida verifica¢do que

xz

VI =y
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Logo, pela Proposicdo 2.4.12 e utilizando integracdo em coordenadas polares, obtemos

V)= [ 1+ V)P
B(0,r)
:/ (1 — |']2) " 2da!
B(0,r)

— oS /T(l )2y
0

< O_nfl(Snfl)rnfl /T(l . |t|2)71/2dt
0

=" 1(S" )" arcsin(r)

< Un—l (Sn—l)rn—l arcsin(r)
—_— 7/. .

Uma vez que lim,_,q arcsin(x)/z = 1, entdo obtemos a limita¢do
Un_l(V) 5 ’I"n_l,

e com 1sso finalizamos. O]

Figura 1 — Intersegdo de bola B(x,r) e a esfera S*~!

Finalizamos esta se¢cdo com a conhecida férmula de integracdo em coordenadas polares
a qual pode ser consultada em (TAYLOR, 2006, Proposicao 7.3).

Teorema 2.4.16 (Coordenadas Polares). Seja o a medida de superficie em S"~!. Se f é uma

fun¢do mensurdvel a Borel ndo negativa ou f € L!,entdo
/ f(z)dx = / / fry)r™tdoy dr.
n 0 S§n—1

2.4.4 Orientabilidade de superficies

Temos o interesse de mostrar decaimentos para transformada de Fourier de medidas de
superficie, sendo assim, faz-se necessdrio o conceito de orientacdo para definirmos curvatura.
Esta secdo € baseada em (LIMA, 2014a) e (THORPE, 1979).
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Dados vy, . .., v, € R*"! defina o vetor
€1 €2 ... €Enpiti
v1 A ... Av, = det U% U% U}L:H , (2.51)
(O O O
comv; = (v},...,v5,),i=1,....,ne{ey,...,e,11} é abase candnica de R"*'. Da dlgebra

linear sabemos que as seguintes propriedades sdo validas:

) w=viA...\v,étalque w L v;, paratodos =1,...,n;

ii) Se vy, ..., v, sdo linearmente independentes, entdo o vetor v; A ... A v, € ndo nulo.

Sejam E um espaco vetorial de dimensdo m e B o conjunto de todas as suas bases

ordenadas. Dadas bases £, F € B, digamos,

5:{617'--;6777,}7 ‘F:{flv"'7fm}7

lembre que a matriz de mudanca de base de € para F ¢ a matriz Be = (Aij)mxm. onde
I/ j = Z /\ij€i7
i=1

paratodo j = 1,...,m. Dizemos que £ e F possuem a mesma orienta¢do se det(Bg ) > 0.
Segue de propriedades de matrizes de mudanga de base e de determinante que esta relacdo é¢ uma

relacdo de equivaléncia no conjunto B, isto é, para £, F,G € B valem as propriedades:

1) det(Bg,g) =1>0;
ii) Se det(Bg r) > 0, entdo det(Brg) > 0, pois Br ¢ = ngr;

i) Se det(B&;) >0e det(B}-g) > () entdo det(Bg,g) > (), pois B&g = Bg,]:B]:g.

Observacao 2.4.17. A relacao de equivaléncia definida anteriormente determina exatamente
duas classes em B (LIMA, 2014a, Proposi¢do 1) e cada uma dessas serd chamada de orien-
tacao do espaco vetorial E. Ou seja, uma orientagdo de £ é uma colecio de bases O com as

propriedades:

i) Se &, F € O entdo det(Bg 5) > 0;

ii) Se G ¢ O entdo det(Bgg) < 0, paratoda & € O.
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Um espaco vetorial orientado ¢ um espaco vetorial no qual uma das suas orientacdes
foi escolhida, digamos, (£, Q). Neste caso, as bases em O sdo chamadas de positivas e as demais
sdo chamadas de negativas. Pela relacdo de equivaléncia, dada uma base £ de E existe uma tinica

orientacdo determinada por £.

Exemplo 2.4.18. A orientac@o candnica em R" € a orientacdo determinada pela base candnica.

Sejam S C R™"! uma superficie regular e f : S — R uma fungdo. Dizemos que f €
diferencidvel em p € S se existe uma parametrizagio de S em p (U, p) talque fop: U — Ré
diferencidvel em ¢, com ¢(q) = p. Naturalmente esta definicdo ndao depende da parametrizacgéo
escolhida, pois se (O, 1)) é outra parametriza¢do de S em p temos que fo1) = (fop)o(p o))

¢ diferenciavel.

Dados p € Sewv € 71,5 e supondo que f : S — R é diferencidvel em p, definimos a
derivada de f em p como sendo a aplicagdo df, : 1,5 — R dada por

dfy(v) = (f 0 @)(0),

com « : I — S sendo uma curva diferencidvel tal que «(0) = pe /(0) = v. Afirmamos que esta
defini¢@o independe da curva. De fato, seja [ outra curva diferencidvel tal que 5(0) = p = «(0)
e #(0) = v = a(0). Seja (U, p) uma parametrizagdo de S em p. Além disso, defina @ = ¢ 'oa
e = ¢! o A. Naturalmente, & (0) = (5(0). Logo, como o« = ¢ o @ e 3 = ¢ o [3, pela regra da

cadeira obtemos

a'(0) = dea)(a'(0)),  B'(0) = dipg) (5(0))-

Com isto, segue da injetividade da derivada dip, que &' (0) = #'(0). Portanto,

Com argumentos semelhantes também podemos mostrar que df,, ¢ uma aplicac¢io linear.

Um vetor em um ponto p € R™™! é um par (p, v) com v € R™**!, Utilizaremos a notagio
R = {(p,v) : v € R""'}. Um campo de vetores em uma superficie regular S C R"" é uma
aplicacdo X que associa a cada ponto de p de S um vetor X (p) € R?*'. Se X (p) € 7,5, para
todo p € S dizemos que X é um campo tangente a S, por outro lado, se X (p) é ortogonal a .S
para todo p € S, isto é, X(p) € (T,5)*, dizemos que o campo X € normal a S. Um campo

X em uma superficie S é suave em p € S se para qualquer parametrizacdo (U, ¢) de S em
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p a aplicagdo X o p : U C R™ — R™"! for suave. Neste caso, dado v € T,(S) definimos
dX, : T,S — R"*"! como sendo

dX,(v) = (X o )'(0), (2.52)

com « sendo uma curva diferenciavel tal que a(0) = p e @/(0) = v. Analogamente ao que ja
fizemos, esta defini¢do ndo depende da escolha de o e portanto definimos a derivada de X no

ponto p na direcdo de v € 7,5 como sendo d.X,(v).

Definicdo 7. Uma orientacio em uma superficie regular S C R"*! é um campo de vetores
normal e suave sobre a mesma. Uma vez escolhida uma orientagdo em S dizemos que a mesma

estd orientada.

Em uma superficie regular S C R"*!, uma orientacdo N pode ser usada para particionar
a colecdo de todas as bases ordenadas de cada plano tangente em dois subconjuntos da seguinte
forma: Dado p € S, seja {v; € R"* : i =1,...,n} uma base ordenada de 7},5, tal base é dita
consistente com a orientagdo N em S se o determinante
%

det

N(p)

¢ positivo; a base € inconsistente com /N se o determinante € negativo. Em outras palavras,
{vi,..., v, N(p)} € uma base de R"*! e este possui apenas duas orientagdes, isto condiz com o

que vimos na Observagdo 2.4.17. De agora em diante as superficies serdo orientaveis.

Sejam S C R"*! uma superficie regular e (U, ¢) uma parametrizagdo de S emp € S.

Além disso, seja ¢ € U tal que ¢(q) = p e denote

ul) = 520 = (52, 222 0)

para todo ¢ = 1,...,n, com ¢; sendo a :—ésima func¢do coordenada de ¢. Lembre que,
{v1,...,v,} é umabase para 7,5, dessa forma, como S ¢ orientdvel e os vetores v1(q), . . . , v,,(q)

sao linearmente independentes fica bem definido o campo normal

vi(p) A ... Avp(p)

N = A A o)

e chamamos a mesma de aplicaciio de Gauss e N(S) é chamada de imagem esférica. Pela
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defini¢do (2.52),dadop € Sev € T),S
dN,(v) = (N 0 a)'(0),

com « sendo uma curva tal que a(0) = p e o/(0) = v. Vamos mostrar que de fato este vetor
ainda estd em 7,5, independendo do vetor v, mas antes disso precisamos de um resultado sobre
aplicacdes diferencidveis em um aberto do R™. Seja f : A — R uma funcdo de classe C* defina
no aberto A C R". Lembre que a derivada de f no ponto p € A na direcdo de v € R" € dada por

o )= (0t 253

com v : I — A sendo uma curva diferencidvel tal que y(ty) = p e 7/(ty) = v. Pela regra da
cadeira (2.53) estd bem definido. Seja F' : A — R"*! uma funcdo definida no aberto A C R™.
De maneira andloga, definimos a derivada de F' no ponto p € A na dire¢do de v € R" como

sendo

8F . (9F1 aFn-{-l
o0 = (5w 2.
com F; sendo a :—ésima funcdo coordenada de F'. Vejamos algumas propriedades de campos

diferenciaveis.

Proposicio 2.4.19. Sejam F, G : A — R™"! funcdes diferencidveis definidas no aberto A C R"
e f : A — R diferencidvel. Entdo, dado p € A e v € R" sdo validas

L AF+C) _OF 0G,
v v O

.. O(F -G oF oG
i) ((%)(p) — %(p) -G(p) + F(p) - %(p) (regra do produto);

i) 0 ) = 2L ) F) + )5 ).

Demonstragdo. A demonstracdo de cada sdo semelhantes entre si, sendo assim, provemos apenas
o item iii). Seja F} a i—ésima fungdo coordenada de F e defina o campo G : A — R"*! dado
por G(z) = (G1(x),...,Gpi1(x)), com G; = fF;. Seja~y : I — A uma curva diferencidvel tal

que Y(ty) = pe ' (to) = v. Com isto, pela regra da cadeia, obtemos

0G;
ov

(p) = (Gi o) (to) = VGi(p) - v.

Por outro lado, pela regra do produto concluimos que

gf () = gi@m(p) G, )
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paratodo j = 1...,n. Dessa forma,
_(of OF; of OF;
V60 = (SLEE) + D0, 32 DR+ ) 3)

= E(p)Vf(p)+ f(p)VFi(p).

Assim,
) = (VI0) - ) + T TR,
= L rw + 105 ).
€ portanto,
o= (G 25m)

_ gi(p)(}q(p), L Eea(p) + fp) (88}3(17) e ag:;tl (p))

_ g?{(p)F(p) + f(p)aaf(p%
e concluimos. )

Proposicio 2.4.20. Dado p € S temos que dN,(v) € T,,S paratodo v € T,S.

Demonstragdo. De fato, inicialmente seja (U, ¢) uma parametrizagdo de S em p e suponha
que o(q) = p. Além disso, seja ¢ : 7,5 — R™ um isomorfismo dado por ¢(v;(p)) = e; e
denote 0 = 1(v), com v € T,S. Dessa forma, sendo F' = No g : U — R"*! concluimos que

(F - F)(x) = 1 paratodo z € U. Logo, pela Proposicdo 2.4.19 - (ii) obtemos

OF OF
=92 - F =2— - N(p).
0=25-(a) Flq) =25-(q) - N(p)
Logo, %5 (q) € T,,S. Por outro lado, note que
oF , ,
(@) = (Foa)/(0) = (N og0a)/(0),

com « : I — U sendo uma curva tal que a(0) = ¢ e o/(0) = 0. Naturalmente, 5 = ¢ o o é
uma curva tal que 5(0) = p e §'(0) = v, pois, pela defini¢do de 1, se denotarmos v = Y- \;v;(p)
concluimos que ¥ = ¢ (v) = Y \e;. Comisso, 5'(0) = dp,(0) = > Midpg(e;) = > Avi(p) =

v. Portanto, por defini¢do

dN,(v) := (N 0 5)'(0) = N o (p 0 a)'(0),
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e concluimos. [
Definicdo 8. Sendo S C R™"! uma superficie regular e p € S a Aplicacio de Weingarten
sobre S € a aplicagdo A, : T),S — T,,S dada por

Ap(v) = —dN,y(v).

No exemplo a seguir iremos calcular as aplicacOes de Gauss e de Weingarten na esfera de raio 7.

Exemplo 2.4.21. O campo de vetores normal a esfera de raio r > 0
St ={peR™ :|p| =1}

¢ dado por N(p) = 2, para todo p € S. Além disso, A,(v) = —v/r, para todo v € T,S}!. De

fato, primeiramente, para p = (p1,...,pu11) € S7, obtemos
1/2
pl:j: (TQ_ZP?) )
J#i

paracadaz =1 ...,n+ 1. Seja

com RZL = {(.Z'l, N S 07$i+17 e ,l'n) LTy < R} Defina 90:_, QDZ_ . Uz — Rn—l—l por

1/2
+ — 2 2
P; (z)_ (vxla-.-;xi—la (’r —Z$]) ,$¢+1,...,$n>,

J#i

1/2
gpl_(x): (1]1;...71’1'—1,_ (’]"2_21‘3) 75[72‘_;'_17...,1‘”),
J#

paratodo¢ = 1,...,n + 1. Tais aplicagdes cobrem toda as esfera S!'. Por simplicidade, su-
ponhamos que p € ¢; (U;) e denotemos ¢ = ¢ e U; = U. Além disso, por simplicidade

seja

E claro que
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para todo z € U. Com isto, dado = € U tal que ¢(z) = p, temos

vi(p) = (—x;4¢,0,...,0,1,0,...,0),

n

. —-1/2 . .
paratodo i = 1,...,n, com ¢ = (r2 -0 sz) e 0 1 se encontra na (i + 1)—ésima

coordenada. Indutivamente, concluimos que

vi(p) A Avp(p) = (1,216, .. ., x50).

Logo, |vi(p) A ... Avy(p)| = rc. Portanto,

Por fim, dado v € T,S?, seja « : I — R"™™ uma curva diferencidvel tal que «(0) = p e

a/(0) = v. Dessa forma,

t
(Voa)(p) = 2
para todo ¢ € [ e portanto,

Ay(v) = =dN,y(v) = —=(N 0 a)'(0) = _O/<O) - _%

r

Na Proposi¢do 2.4.13 mostraremos que toda superficie regular S € localmente o grifico
de uma fun¢do e com isto iremos obter concretamente uma medida de superficie em coordenadas

locais.

Exemplo 2.4.22. Seja S C R""! uma superficie dada pelo grafico de uma fungio ¢ : A — R
definida em um aberto A C R", de classe C*, k > 1, digamos,

S={(x1,...,Tp41) : Tpp1 = (21, ..., 2,)} ={x € AXR: O(x) =0},

com &(x) = x4 — ¢(21,...,2,). Entdo, N(p) = :I:égg;r De fato, suponha sem perda de

generalidade que ¢ : A — R""! ¢ uma parametrizacdo de S dada por

(1, ) = (1,00 T, P(T1, .-, ).

Logo, dado p € S seja x € A tal que p(z) = p. E claro que

vi(p) = (O,...,O,l,O,...,%(w)),
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com o ndmero 1 estando na 7—ésima coordenada. Com isso, indutivamente, obtemos

€1 €2 ... €n €nt1

10 ... 0 2 ) 5
vi(p)A. . Avp(p)=det | 0 1 ... 0 %(z) =(=1)" <—ai(m),...,—&f (x),l) :

0 0 1 2 (x)
ou seja,

vi(P) A Avn(p) = £(=Vo(x),1) = £VO(z, é(x))
Portanto,
Vo(p)

N(p) ==+ :
[Ve(p)]
Por fim, considerando o vetor normal com o sinal negativo, pela Proposi¢do 2.4.19 - (ii1) (regra

da cadeia), obtemos

para todo v € T),S.

Proposicao 2.4.23. A aplicacdo de Weingarten € autoadjunta, isto &,
(Ap(u), v) = (u, 4,(v)),

para todo u,v € T,S.

Demonstracdo. Seja (U, p) uma parametrizacdo de S no ponto p e suponha que «(q) = p. Dessa

forma, considere {vy, ..., v, } uma base para 7,5 dada por

Oy
vi = ¢u,(q) = 5 -(9).

Como A, ¢ linear, ¢ suficiente mostrar que
(Ap(vi), v5) = (5, Ap(w2)).

Como ((N o ¢)(q), ¢z,(q)) = 0, para todo ¢ € U, derivando com respeito a varidvel z;, obtemos

(N 0 9)2.(9); 2, (@) + (N ©9)(9); Puai(9)) = 0,



82 Capitulo 2. Preliminares

ou seja,
(N o ©)(q), Pz;2:(q)) = (= (N 0 9)z,(q), pa;(q))-

Por outro lado,
(N 0 9)a;(q) = (N o) 0 A)(0),
com A : I — U sendo tal que A\(0) = g e N'(0) = e;. Assim, definindo 3 = ¢ o A, temos que
B(0) =pe (0) = ¢, (q) = v;. Portanto,
(N 0 @)a,(q) = dNp(vi)
e obtemos
<(N ° @)(Q)a (pwsz(q» = <_de(Ui)7 vj> .

De maneira andloga podemos concluir que

(N0 ©)(@), Paia; (9)) = (=dNp(v;), vi) -

Como ¢ ¢ de classe C* concluimos que @, (q) = @q,s,(¢) e finalizamos. O

2.4.5 A segunda forma fundamental

Nesta Secao, iremos definir o conceito de segunda forma fundamental e curvatura de

uma superficie regular.

Sejam .S uma superficie regulare A, : 7,5 — T,,S a aplicacdo de Weingarten. Definimos
a segunda forma fundamental de .S em p como sendo a forma bilinear /1, definida em 7,5 x
T,S dada por
I, (u, v) = = {dNy(u), v) = (Ap(u),v) .

Vejamos como calcular a segunda forma fundamental de uma superficie dada pelo grafico

de uma fungio de classe C*, k > 2.

Proposi¢io 2.4.24. Seja S C R™"! uma superficie regular dada pelo grafico de fungdo ¢ : A C
R™ — R de classe C*, k > 2. Sendo p = (¢, ¢(q)) entdo

[11,] = cHessy(q),

comc = (1+ |V(q)|*) 72 e Hessy(q) = (822% (q>>1<ij<n ’

Demonstracdo. Vimos no Exemplo 2.4.22 que a aplicacdo de Weingarten sobre .S é dada por

Ap(u) = —

1 1
y (W) (WV0p) + o d (V) ()]
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para todo u € 7,S. Dessa forma, como V®(p) L v, para todo v € 7,5, obtemos

Hp(uv U) - <AP(U)7 U>
1

= 530 (d(V®), (u),v).

Vamos calcular a derivada direcional do dltimo produto interno. Para tanto, seja ' : S € R*™! —
R o0 campo dado por F(p) = (Fy(p), ..., Fn(p), Fui1(p)), com
_%

Fi(p) = 9, (a™'(p)),

paratodo: = 1,...,ne F,11(p) = 1. Em outras palavras F' = V®. Seja u € 7,5 e & uma

curva tal que a(0) = p e o/ (0) = u. Logo

OF; ,
1 (p) = (Fi0a)/(0) = (VE(p), ),
paratodo: =1,...,ne
aF’n+1 .
“ou D=0

Por outro lado, supondo que p = ¢(x) temos que

0% 0?¢
VEF(z,¢(x)) = <_8x13x]~ (x),..., —axna% (x), 0) )
Logo, denotando u = (uy, ..., Upy1) €V = (V1,...,Vys1), Obtemos
OF; L 0%
Por fim,
1 OF
I (u,v) = —(z,0(x)),v
000) = ~ e g e 4 0)
1 " OF;
= x, ¢(x))v
Ve, o) 25 ou O
1 n n 82¢
= T)UV;,
VO (z,p(x))] jz:l ; 0,0z, (@)ui;
e com isso finalizamos a prova. 0

Observacao 2.4.25. Na proposicao 2.4.24, podemos supor sem perda de generalidade que
|V (x)|? = 0, pois, dado p € S, podemos transladar e rotacionar a superficie S até a origem de

modo que 7,5 = R". Com isto, ¢ teria um minimo ou maximo local em z, com p(z) = p.
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Seja B uma base para 7,,5. Sabemos da dlgebra linear que sempre podemos escrever
IT,(u,v) = [u]s[I1T,]5[v]3s-

Dessa forma, sendo /1, uma forma bilinear simétrica em 7,5 sempre existe uma base ortonormal
para 7,5 na qual 11, é representada por uma matriz diagonal (HOFFMAN, 1971, Teorema
3). Por outro lado, como a aplicacao de Weingarten € autoadjunta pelo Teorema Espectral
(HOFFMAN, 1971, Teorema 9) também podemos obter uma base ortonormal de 7,5, digamos
D ={ei(p),...,en(p)}, de modo que [A,]|p é diagonal. Sejam k;(p), ..., k,(p) os autovalores

de A,. Escrevendo de maneira geral [/],)]p = (a;;), temos

aij = —(dNp(ei(p)), e;(p)) = (Ap(ei(p)), e;(p)) = (ki(p)ei(p), e;(p)) = ki(p)di;,

ou seja, a matriz da segunda forma fundamental de S em p coincide com a matriz associada a

aplicacdo de Weingarten.

Definicdo 9. Sejap € Se A, : 7,5 — 1,5 a aplicagdo de Weingarten. Suponha que a
matriz de A, esteja na sua forma diagonal. Os niimeros reis k;(p) sdo chamados de curvaturas
principais de superficie S no ponto p e as dire¢des correspondentes e;(p) sdo chamadas de
direcoes principais em p. Além disso, a curvatura Gaussiana de S em p definida como
K(p) = det[A,] = det[11,].

Exemplo 2.4.26. A curvatura Gaussiana de qualquer subespaco P C R" de dimensdo m < n é
nula. De fato, suponhamos sem perda de generalidade que m =n —1e P = R"! x {0}. Dessa
forma, P é o gréfico da fungdo f(z') = (2/,0), para todo 2’ € R"!. Logo, Hessf(¢q) = 0 e pela
Proposi¢do 2.4.24 temos que o que queriamos.

2.5 Transformada de Fourier de medidas

Seja 4+ uma medida de Borel regular e finita sobre R"”, a transformada de Fourier de p €

definida por
i) = [ e,

para todo £ € R". Também utilizaremos a notagdo

pE) = FH(©) = [ e,

n

para todo £ € R". A transformada de Fourier de uma medida de Borel regular finita 1« é sempre
limitada, pois
()] < [R™)[ = [[u]- (2.54)
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Portanto,
A]loo < [|12l]- (2.55)

Observacgao 2.5.1. Suponha que v é uma medida com sinal de modo que as variagdes v e

v~ sejam medidas de Borel regulares e finitas sobre R™. Logo, dado f € L'(v*) N LY (v71)

/Rnde::/Rnfdz/Jr—/Rnfdl/*

—

() = / ey, =y (E) — v ().

Dessa forma, seja 1 uma medida de Borel, regular e finita e defina a medida com sinal v = gd,

definimos

com g sendo uma fungdo mensurével real. Naturalmente, v = gtdp e v~ = g~ du. Logo

P(§) = Flgd)(§) = [ g@)e ™ dp,. (256)

Rn

Lema 2.5.2. A funcdo g(t) = e, t € R é uma fungdo Lipschitz com constante de Lipschitz

igual a 1. Além disso, g(t) — ¢(c) uniformemente quando ¢ — c.

Demonstracdo. Sejam a,b € R tais que a < b. Logo,

e’Lb _ ela

9(b) — g(a)| =

b b
= ’/ ie”dt‘ < / lie"|dt =b—a < |b—al.
Além disso, dado € > 0 tome 6 = €. Logo, se |t —c| < ¢ obtemos |g(t) —g(c)| < |t—c| <e. O

Proposicao 2.5.3. Seja A C R" e u € M(A). Entdo /i é uma funcdo Lipschitz continua.

Demonstragdo. Pelo Lema 2.5.2 temos

fa(z) = a(y)| = | | (727 — eV E)dp
]Rn
S - |€—27riac~§ - e—27riy~§|dlu€

< / | — 2miz - £+ 2miy - &|dpe
Rn

=2 [ |y — ) Eldpe

Como p tem suporte compacto, suponha que supp(u) C B(0, R). Logo, pela Desigualdade de
Cauchy Schwarz obtemos

Aw) = B < 27lx ol [ Jeldue < 2nRu(A)lz — yl.
B(0,R)
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O Exemplo a seguir mostra que nem sempre € verdade que a transformada de Fourier [

estiem LP.

Exemplo 2.5.4. Seja d, a medida de Dirac no ponto a € R" definida no Exemplo 2.3.2. Vimos
no mesmo que J, ¢ uma medida de Radon finita, logo, pelo Teorema 2.3.5 a mesma é uma medida
de Borel regular. Com isto, faz sentido d,. Vimos também que, para A C R" §,(A) = x4(a).

Vamos mostrar que
0a(€) = 72, (2.57)

para todo £ € R" o que ird implicar Oa ¢ LP, paratodo 0 < p < oo, pois,
L a©rds = [ 1 = .
R” R”
Com efeito, dado ¢ > 0 obtemos
g;(g) — / 6—27ria:~£d6aw — / 6—27riw-§d5ax + 6—27ria:~§d5ax7
n B(a,e) R\ B(a,e)
Como §,(R™\ B(a,€)) = 0, obtemos
0a(&) = [ e X p 0 (@)D,
Fazendo € — 0, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, obtemos
5(6) = [ h(w)do,.

com h(z) = e 2™ Ex 1 (2). Além disso, é claro que h = x4, com ¢ = e~ 2™, Portanto,

5(6) = ¢ [ Xiw(@)db, = c8u({a}) = c.

Exemplo 2.5.5. Se ¢ € L' e u = pdm, entdo [i = {, pois
Ae) = [ e, = [ pla)em e dm, = 3(¢).

Neste momento precisamos de algumas notacdes. Sejam i, ¥ medidas de Borel regulares

e finitas e defina em C,(R", R) o funcional linear limitado dado por

() = / / @+ y)dpdyy.

Dessa forma, pelo Observacao 2.3.9 existe uma tnica medida de Radon finita, a qual denotaremos

por v * u, tal que
/ dv * pi = /R /R oz + y)dp.dy,

para toda ¢ € C.(R", R). Iremos chamar a medida x * v de convolugdo de 1 e v.
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Definimos a convolucdo entre uma funcdo mensuravel f e uma medida de Borel regular
p como sendo f * pu(x) = [pn f(2 — y)dp, e lembre que a convolugio de fungdes mensurdveis
f e g é definida por
f*ﬂ®=jéwﬂx—MQWM%

sempre que a integral existir.

Vejamos algumas propriedades da transformada de Fourier de func¢des e de medidas.

Proposicdo 2.5.6. Seja f € L' e u, v € M(R"). Entio,

D [ af=[ Jau
R™ R™
iD/ﬂW:/ﬁm;
R™ R™
i) f o p = fi;
iv) fii=f*u;
V) [L* U = [iD;
vi) fdu = f = fi, sempre que f € L.

Demonstragdo. Os itens 1), i1), ii1) e iv) podem ser demonstrados utilizando mudanga de coor-
denadas apropriadas e o Teorema de Fubini. Vamos provar apenas os itens v) e vi). Para cada
k € N pelo Lema de existéncia de fungdes de corte 2.3.20 seja 1o, € C'2° uma funcio tal que
0 < < 1,¢, = 1em B[0,k] e supp(¢sx) C B(0,n + 1). Dessa forma, ¢, — 1 quando
k — o0. Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada e usando fortemente o fato das medidas

W * v, i, v serem finitas, obtemos:

G = [ e e,

= lm [ @) ),

k—o0

= lim / V(2 + y)e @Sy, dy,
k—oo JR" JR™

= lim / / Yr(z +y)e Tl dy,
k—oo n

—_ / / 72mx£ 727sz éd,u dVy

— / 727r1y 13 7271'1:1: gd/,bde

R™ Rn v

I
1:)

(©) [ e ea,
AEPE).
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Provemos o item vi). Pelo Teorema A.1.10 e o Teorema de Fubini obtemos

tomando a mudanga de coordenada x — £ = w concluimos

fap() = [ fla—w)atw)dw = f+ z).

A seguir iremos ver qual € a regularidade da transformada de Fourier de uma medida e

também ver a regularidade de convolu¢@o de uma fun¢do e um medida.
Proposicdo 2.5.7. Seja ;x uma medida em M(A). Entdo i € C*°(R") e
00 = F((—2miz)*du), (2.58)

com « sendo um multi-indice qualquer e F((—2miz)*dp) é definido em (2.56). Em particular
se supp(p) C B(0,r) entdo
10°lloe < (27r) ||

Demonstracdo. Vamos mostrar inicialmente que existe 0°/i(¢) para todo £ € R" e que a mesma
é continua, para todo multi-indice « tal que |o| = 1. O caso geral seguira por indugédo. Com
efeito, seja v = (0,...,1,...,0), com o 1 estando na i—ésima coordenada. Além disso, sejam
€= (&,...,&) € R"ea,b € R tais que o intervalo (a, b) contenha &;. Seja g uma fungao
definida em R" X [a, b] dada por

gz, t) = e 28 (2.59)

com& = (&,...,&-1,t, &4, -+, &) Logo

ag o - o —2mix-Et
a(z,t) = (—2mix)% :

Portanto

dg
ot

<x,t>\ < onfail € LA (1),
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pois p € finita e tem suporte compacto. Definindo

0
Pty = [ 5 dus,

pelo Teorema 2.3.16 - (i1) (Regra de Leibniz) , obtemos

Fi(t) = | (~2miz)e 2o

Uma vez que 0°fi(§) = F'(&;) concluimos a igualdade (2.58). A continuidade de 0“fi segue
de maneira andloga utilizando o Teorema 2.3.16 - (i) (Regra de Leibniz). Para o caso, como ja
haviamos dito, basta fazer indugéo em |«| e fazer um procedimento semelhante ao que acabamos
de fazer. O

Utilizando essencialmente a mesma demonstra¢do da Proposicdo 2.5.7 obtemos o se-

guinte resultado:

Proposicao 2.5.8. Seja u € M(R") e ¢ uma fungdo suave. Entdo v * p é suave e

O (Y * ) = (0% = p).
Além disso, se ¢ tem suporte compacto, entdo 0% (1) * 1) também o tem.

Corolario 2.5.9. Seja u € M(R") ey € S(R™). Entdo ¢ * u € S(R™).

Demonstragdo. Denote f = 1 % p e K = supp(u). Sejam N um inteiro positivo e o um

multi-indice. Dessa forma, pela Proposi¢do 2.5.8, temos

(1 + |20 f ()] = (L + 2D [(0°¢ * p)(x)] < /K(l + ) V0" (@ — y)ldpsy-
Fixe y € K e suponha que K C B(0, R). Logo, utilizando a expansé&o binomial (A.22) obtemos

(1+ |z)™[0%p(z — )| < (1 + |z —yl) + ) V[0 ¢ (z — y)]

(L+ [z =y lyF10%y(z — v)]

I
==

=
Il

0

k
Ca,N,kR )

hWE

<

>
I

0

com Cy & = supga{(1 + | - [)V7*|0*4|}. Portanto,

sup {(1 + [2))¥0°f ()]} < u(K) > CanaRF,

zeR" k=0

e com isso concluimos que ¢ * 1 € S(R™). O
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Aproximar medidas por func¢des suaves serd importante para mostramos a injetividade

da transformada de Fourier de medidas.

Defini¢ao 10. Dizemos que uma familia {¢). : ¢ > 0} de fun¢des ndo negativas e continuas sobre

R™ é uma aproximagdo da identidade se supp(¢.) C B(0,€) e [gn ¥ = 1, para todo e > 0.

Observacgao 2.5.10. Para construir uma aproximacao da identidade basta considerar, pelo Lema
de existéncia de fungdes de corte 2.3.20, uma fungio ndo negativa ¢ € C° tal que supp(¢)) C
B(0,1) e [gn ¥ = 1 e definir ¢, = ¢ "¢)(x/€), para todo € > 0.

Se {? : € > 0} é uma aproximacdo da identidade, entdo, com uma simples mudanga de

coordenadas obtemos que . (£) = 1(e€). Dessa forma, pelo Lema 2.5.2 concluimos o limite
lim b() = 0(0) = [ v=1, (2.60)
e—0 R

é uniforme para todo ¢ € R™. E sempre possivel aproximar medidas por fun¢des suaves da
seguinte forma: Seja {1, : ¢ > 0} uma aproximagado da identidade e ;2 ¢ uma medida de Borel
regular localmente finita sobre R™. Para cada € > 0 defina a medida p. = (¢, * 1)dm. Entéo,
e BN 14, 1sto €,

lim [ pdyp. = /Rn wdpu, (2.61)

e—0 Jrn
para toda ¢ € C.(R™). Além disso, se p tem suporte compacto a convergéncia acima ocorre
para toda ¢ € C'(R™). Pela Proposigdo 2.5.8, a menos de identificagdo, podemos dizer que . é
suave. A prova deste fato pode ser consultada em (MATTILA, 1995, Teorema 1.26). Por (2.55) e
(2.60), temos que ji. — i uniformemente.

Proposicao 2.5.11. Se y,v € M(A)e i = v, entdo 1 = v.

Demonstracdo. Sejam {1, : € > 0} uma aproximagdo da identidade e /i, v, como anteriormente.
Vamos mostrar que ¢, * i = 9. * v. De fato, pelo Exemplo 2.5.5 e pela Proposi¢ao 2.5.6 - (iii)
obtemos

or i =i = 6D = o x v,
aplicando a transformada de Fourier inversa 7! obtemos o que queriamos. Dessa forma,
concluimos que yz. = v.. Logo, por (2.61) temos que ft — j e pe — v. Logo, pela unicidade do
limite fraco, assegurado pelo Teorema Teorema 2.3.8 (Representac@o de Riesz para funcionais

positivos) concluimos p = v. [

Proposicio 2.5.12. Seja ;1 € M(A). Entio,
i) / fdp = / ?ﬁ, vV f € S(R") (férmula de Parseval para medidas);
Rn R

i) oo (7 9)f = [ GFdu¥ f.g€ S®Y).
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Demonstragcdo. Provemos o item 1). Como g tem suporte compacto, entdo, por (2.61), obtemos

| Fdu=tim [ Fdu. =ty [ F@)(w ) (@)do

Por outro lado, utilizando a férmula de Parseval para funcdes em L' dada na Proposi¢io A.1.23 -

(1) e também utilizando a Proposi¢ao 2.5.6 - (iii), obtemos

~

[ Tdn =1t [ F@) @) (@)de =lim [ F(@)i () dr,

R

por fim, utilizando o Teorema da Convergéncia Dominada e o limite (2.60) concluimos. O item

i) pode ser provado de maneira andloga. [

Finalizamos esta se¢do com uma observacao que sera ttil quando precisarmos calcular a
transformada de Fourier de medidas com suporte em conjuntos que sio a rotacio e/ou translagdo
de conjuntos mais simples. Mais precisamente, se 7' : R” — R" é uma aplicacao linear ortogonal
ep € M(A), com A C R", entdo esta aplicagdo déd origem a uma medida em 7'(A) de uma
forma bastante natural: Sendo B um conjunto de Borel de 7'(A), definimos o pushforward da

medida p por 7' como sendo a medida

Com isso, podemos nos perguntar qual € a relagdo entre [i e iﬁ ? A resposta para esta pergunta

estd no Teorema da mudancga de varidveis para medidas que nos diz que

., i, = [ o)

com v = T, u. A prova deste fato pode ser consulta em (WOLFF, 2003) ou (SANTOS, 2020,
Teorema 17). Dessa forma, dado & € R", obtemos

Topu(€) = / e Wy, = / e 2T (@€ — / o~ 2miT (@) T(T1€)) 1 / o2 T gy
ou seja, T,pu(€) = A(T1(€)). Logo, obtemos a relagio

i=TuoT. (2.62)
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2.6 Transformada de Fourier de distribuicoes

Defini¢do 11 (Distribui¢do temperada). Uma aplicag@o linear 7' : S(R™) — C é dita uma

distribui¢do temperada se existe uma constante C' > 0 e inteiros k, m tais que

T <C 3 lell@s) (2.63)

la|<m
181<k

para toda ¢ € S, com
lellias) = sup {la"0"(x)]}.

Observacio 2.6.1. A condigdo em (2.63) tem uma razdo topoldgica, a saber, {|| ||(a,5) : o, 5}
forma uma familia de seminormas em S(R"™) de modo que, a continuidade em S’(R™) pode ser
caracterizada dessa forma, (GRUBB, 2009, Lemma B.7).

Exemplo 2.6.2. Fungdes em 1P, 1 < p < oo sdo distribuicdes temperadas. Com efeito, defina a
aplicacdo
Tilp) = [ fe

para toda p € S(R"). E de rdpida verificacio que T € linear. Além disso, pela Desigualdade de
Holder e por (A.24) concluimos 7y estd bem definia, isto &, |T'()| < co. S6 nos resta verificar

(2.63). Pela expansao Binomial em (A.22) e por (A.21) concluimos que

aela =3 (Ve < 32 (e X el

k=0 la|=k

logo, para ¢ € S(R") e x € R™ temos que,

la|l=k

IN

@)1+ )" < z( )ckn S et
; @j) Crn Y el (a0

laf=k

<M > 1ll@s),

la|<N

com [y = (O,...,O)eMN:maX{(]Z)Ckm:k:O,...,N}.Comisto,

|Tf | </ Hgo ’dx
:/ lo(2)|(1 4 [2))N]f(2)|(1 + |z)) Nda
<MY el [ 1f@IQ+[a)da.

|| <N
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Por outro lado, vimos na demonstragdo da Proposi¢do A.1.17 que a aplicagdo (1 + | - |)~" estd
em LP para N > n/p. Logo, dado N > n/p’, com p’ sendo o expoente conjugado de p, pela

Desigualdade de Holder concluimos

Tr ()l < C > llellam:

la|<N

com C' = M]||f||,[|(L +|-])~"||,;. De maneira andloga provamos para o caso em que p = 0o.

Se uma func¢iio mensuravel f é tal que [, |f| < oo, para todo conjunto compacto

K C R", dizemos que a mesma € localmente integravel e denotamos a espago de tais funcdes

1
loc*

por L; .. Equivalentemente, este espaco pode ser visto como o espaco de todas as fungdes f tais

que [pn | fip| <, 00, para toda fungdo ¢ € C2°(R™).

Exemplo 2.6.3. Seja f € L} _tal que |f(z)| < L|z|*, quando |z| > 1, para algum A € R\{0}.

Entdo f pode ser vista como uma distribuicao temperada. Com efeito, defina a aplicagdo

Tip) = [ fe

para toda ¢ € S(R™). Analogamente ao que fizemos no Exemplo 2.6.2 temos

Tr(o)l < M > [l /Rn [f(@)| (1 + [o]) " da (2.64)

la]<N

com fp = (0,...,0) e My = max {(JIDCM k=0,... ,N}. Vamos escolher um N adequado
de modo que a integral em (2.64) seja finita. Denote B = B(0, 1). Logo

L F@IQ -+ fa) e = [ @I+ o) Yo+ [ @I+ f])

Como a fungdo (1 + | - |)~" € continua, entdo a mesma possui um mdximo em B. Além disso,

como f € L},., obtemos

L@+ fal)Nde <110+ DN lmy [ (@)lde < .

Por outro lado, como (1+ |z|)™ < |z|~", para todo z € R™\{0} e por hipétese | f(z)| < L|x|*

para |z| > 1, pelo Teorema 2.4.16 (integracdo em coordenadas polares), obtemos

Lo @I+ la) N < [ (o Ve
R"\B R”\B

:/ / 1 |ry|’\*Nr”*1daydT
1 Jsn-

— o(S™ ) /OO JA-N+n—1 ..
1
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Tomando N > \ + n, concluimos que integral [ r*~~*7=1dr € finita. Com isso, obtemos que

Ty (p) em (2.64) é bem definido e satisfaz a condigao (2.63). Com isto concluimos o Exemplo.

O Nicleo de Riesz é definido como K (z) = |z|™°, x € R"\{0} e 0 < s < n.
Estas fun¢des serdo de suma importancia para este trabalho. Vejamos uma propriedade destas

aplicagdes.

1
loc

Proposicdo 2.6.4. Os Niicleos de Riesz K, 0 < s < n estdo em L, .(R") e consequentemente

podem ser vistos como distribui¢des temperadas.

Demonstragdo. Considerando ¢ > 0 e utilizando o Teorema 2.4.16 (integragdo em coordenadas

t
K, :/ / ry| =5 r" tdo,dr
/B(O,t) 0 S"*1| y| v

-t
—s—1 —
= [ r *do,dr
Lt [l e,
t

:o(S"’l)/O Sy

tTL*S

polares) obtemos

= o(s")

< 0Q.
n—s

Portanto, pelo Exemplo 2.6.3 concluimos que K pode ser vista como uma distribui¢do temperada.
[]

O fato da transformada de Fourier uma funcdo na classe de Schwartz S ainda estar em S

Teorema A.1.22, motiva a seguinte definicao:

Definicao 12. Definimos transformada de Fourier de uma distribuicao temperada 7' como sendo
a distribuicio T : S(R") — C dada por T(y) = T(@). Além disso, esta é uma bijecdo, pois,
dado T € S'(R") podemos tomar L = T o F~' e ver que L = T, dessa forma, definimos
T(p) = T(p).

Na secao 3.4, iremos calcular efetivamente a transformada de Fourier dos Nucleos de

Riesz, mais precisamente, iremos mostrar que existe uma constante positiva y(n, s) tal que

—

Ks - 7(”a S)Kn—s

em S'(R™), ou seja,

KS@ = ’Y(na 5) Kn—S@»
R’VL R"L

paratoda p € S.
Vimos na se¢o A.1.2.2 que se f € LP, 1 < p < 2, entdo existem f; € L' e f, € L?

tais que f = fi + f2 e ja definimos f = E + }”; Esta defini¢do coincide com a defini¢do de
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~

transformada de Fourier distribucional, pois, f(¢) = [gn f@ = [z (fi+[2)P = [gn 1P+ 2@ =
filp) + fa(e).

Neste trabalho, sera bastante frequente escrevermos a < b para dizer que existe uma
constante positiva A tal que a < \b. Analogamente, quando escrevermos a = b, significa que
existe uma constante positiva ~y tal que a > vb. A depender do contexto, se houver parametros
varidveis e ndo varidveis, ficard subentendido que a constante em questio nunca ird depender dos

parametros varidveis.

Vejamos algumas propriedades interessantes para a distribuicdo temperada vista no
Exemplo 2.6.3.

1
loc

étal que | f(z)| < |z|*, |z| > 1 com

1
loc

Proposicio 2.6.5. Seja ¢ € S(R") e suponha que f € L

A € R\{0}. Além disso, suponha que existe uma fungdo g € L, tal que |g(z)| < |z|%, |z] > 1

com o € R\{0} e que satisfaca f = g¢. Entiio, no sentido distribucional, vale of =Pxge

ox* [ =gg.

Demonstragdo. Primeiramente note que 0K, € L, pois K, é uma distribui¢do, dessa forma
faz sentido falarmos da sua transformada de Fourier distribucional. Vamos provar ﬁ =p=xg,e

para tanto, devemos mostrar
| efe=[ @xgw. (2.65)

para toda v € S(R"). Com efeito, pelo Teorema de Fubini e pela férmula f = }?, (veja a
Proposi¢ao A.1.12 -(i)), obtemos

[ @ep@e@de= [ |[ o yowiy| o)

Em geral, como f/*\g = f@, temos que F1( fﬁ) = f % g, dessa forma, obtemos

-~

prrp=F (P0) = F ' (gd).
Com isso, obtemos

| @xgu=[ gFpd)

Rn
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Rigorosamente, a hipétese f = g em S’(R"), significa que T} =T,, ouseja, [gn fh = fgn gh,
para todo h € S(R™). Portanto,

/ P* )Y /ff ))Z/Rn(fw)ﬁ

Pelas hipéteses sobre f, sabemos pelo Exemplo 2.6.3 que a mesma € uma distribui¢do temperada,

dessa forma f¢ é integravel e portanto, pela férmula do produto (A.4), obtemos

/ P *g) / fov

e portanto provamos (2.65). A prova de que @ = (g segue por argumento analogos. ]

2.7 Teorema de Interpolacao de Riesz-Thorin

Inicialmente, lembre que se f € L' entdo por (A.2) vimos que E € L*>°. Além disso,
vimos no Teorema A.1.28 (Plancherel) que se [ € L? entdo f € L? ou seja, nestes dois casos,
a transformada de Fourier de f estd em LY, com ¢ sendo o expoente conjugado de 1 ou de 2.
Mostraremos que em geral, se f € LP,1 < p < 2, entdo f e L”, com p’ sendo o expoente
conjugado de p. Para tanto, precisaremos da desigualdade de Hausdorff-Young, que ¢ uma

consequéncia do Teorema de Interpolacdo de Riesz-Thorin.

A demonstragdo do Teorema de Interpolacdo de Riesz-Thorin € bastante técnica e por

iss0 vamos provar um caso particular do mesmo separadamente:

Lema 2.7.1. Sejam X, Y C R" e (X, A4, u), (Y, B,v) espagos de medida. Dados p, qo,q1 €

[1,00] e 0 < 6 < 1 defina gy por
L_1-6

% G @
Suponha que 7" : LP(X) — L% (Y) N L%(Y") é um operador linear tal que

T () Loy < Mol f1]zrx), (2.66)

TP Loy < Ml fllzecx), (2.67)

paratodo f € LP(X), com My, M; € (0, 00). Entdo T' é um operador linear limitado de L? em

L% Mais precisamente,
1T ()l vy < M= My |l f 1 2o ).
paratoda f € LP(X).

Demonstragdo. Para provar o resultado iremos utilizar um resultado de interpolagdo bastante
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conhecido de um curso de teoria da medida (FOLLAND, 1999, Proposi¢do 6.10): Seja (Y, B, v)
um espaco de medidacom Y C R". Se 0 < r < ¢ < s < o0, entdo

L'(Y)NLAY) C LY(Y) (2.68)

S| ey < FNEF 2 (2.69)

com A € (0, 1) sendo definido por

Com isto, suponha, sem perda de generalidade, que ¢; < ¢o. Dessa forma, obtemos ¢; < ¢y < qo.
Como T'(f) € L®(Y) N L2 (Y") por (2.69), (2.72) e (2.73), temos

1T )|z vy < NTONzao 1T AN < Mo~ MY Fl]2ocx).-

]

Para provarmos a versao completa do Teorema de Interpolagcdo de Riesz-Thorin faremos
uso de dois fatos. O primeiro deles € da teoria da andlise complexa (FOLLAND, 1999, Lema
6.26) e afirma que se ¢ uma fungdo continua e limitada na faixa ' = {z € C: 0 <Re(z) < 1}
que é holomorfa em intF" e satisfaz |p(z)| < M, paraRe(z) = 0 e |¢(z)| < M; com Re(z) = 1,

entdo a mesma satisfaz a estimativa
lp(2)] < My~ M{, (2.70)

paraRe(z) = ¢,0 < t < 1. O segundo resultado que ird nos auxiliar (FOLLAND, 1999, Teorema
6.14) é o seguinte: Sejam p e p’ expoentes conjugados e Y o conjunto de todas as fungdes simples
que se anulam "fora"de um conjunto de medida finita. Suponha que g € uma fungdo mensurdvel
em (X, A, 1), onde X C R™ de modo que fg € L'(X), para toda f € X e que a quantidade

My(g) =suwp | [ 1ol s 1 e Sellflly =1} @7

¢ finita. Também suponha que S, = {z : g(x) # 0} é o—finita ou que x é semifinita. Entdo

g € LP e My(g) = ||g]|- Por fim, vamos provar um Lema auxiliar.

Lema 2.7.2. Dado X C R", seja f € LP(X,.A,v) com 0 < p < oco. Entdo o conjunto

E={x: f(x) #0}

¢ o— finito, isto é, existe uma familia de conjuntos { F }32 , tais que v(Ey) < coe E = U2, Ek.
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Demonstragdo. Inicialmente note que £ = {z : |f(x)|P # 0}, dessa forma, defina para cada
k € N o conjunto B, = {x : |f(x)[? > 1/n}. E de répida verificagdo que xg, (v) < n|f(x)[?,

para todo z € R" dessa forma,

v(E,) = /XXEndl/ < n/X |f|Pdv < 0.

Concluimos a demonstra¢ao percebendo que £ = ;2| Ej. ]

Com isto estamos prontos para provar o principal resultado desta secdo:

Teorema 2.7.3 (Interpolagio de Riesz-Thorin). Sejam (X, A, 1), (Y, B, v) espagos de medida
com X, Y C R" e pg,p1,q90, 1 € [1,00]. Se o = ¢1 = oo suponha que v é semifinita, isto
¢, paracada E € Bcom v(E) = coexiste ' € Btalque F C Ee 0 < v(F) < oo. Para
0 < 8 < 1 defina py, gy por

1 1-6 6 1 1—-6 0
+

Do DPo b1 do q0 q1

Suponha que 7" : LP°(X) + LP(X) — L®(Y) 4+ L9 (Y) é um operador linear tal que

T ()l Lo vy < Mol f]zro(x), (2.72)
paratoda f € LP(X)e

T (Dl vy < Maf|Fl] o ), (2.73)
paratoda f € L' (X), com My, M; € (0,00). Entdo 7' € um operador linear limitado de L"?(X)

em L% (Y"). Mais precisamente,

T (F)|zao vy < Mo~ M| f||zre (x),

paratoda f € LP?(X).

Demonstragcdo. Se py = p1, note que py = p e portanto o resultado € valido pelo Lema 2.7.1.
Portanto, suponha que py # p;. Em particular py < oo, pois do contrdrio concluimos que
po = p1 = 0, 0 que nunca ocorre. Seja X x (resp. 2y ) o espaco de todas as fungdes simples em
X (resp. Y) que se anulam "fora"de conjuntos de medida finita. Sabemos que > x € denso em
LP(X) para p < oo (FOLLAND, 1999, Proposicdo 6.7)), analogamente para >y . A parte mais

importante desta demonstragdo consiste em mostrar
1T (F)lzaory < Mo~ MY||fl]zro ), (2.74)

paratoda f € Y x.Dado f € Y, temos f € LP, para todo p. Em particular, f € LP° N LP' e
T(f) € L% N L%. Logo, por (2.68) temos que T'(f) € L%. Com isto, segue da desigualdade de
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Holder que T'(f)g € L'(Y), paratoda g € Xy e

[ T(hgds] < Il

sempre que g € Ly é tal que ||g| |Lqé = 1. Se o € g1 ndo valem ambos oo, entdo obrigatoriamente
g9 # o0. Logo, como T'(f) € L% pelo Lema 2.7.2 o conjunto {y : T'(f)(y) # 0} é o—finito.
Portanto, por (2.71) obtemos

Ty = sup {| [ gT (1)

geSrellgll,, =1} (2.75)

A menos de normalizagdo, ¢ suficiente mostrar (2.74) para o caso em que || f||»s (x) = 1 devido

a linearidade de 7'. Portanto, a luz de (2.75), provar (2.74) equivale a:

Afirmacdo 2.74. Se f € Xx e ||f]||» = 1, entdo / gT(f)dv| < M}=°M? paratoda g € Xy
Y
al que gl = 1.
Sejam f,g em Yx, Yy, respectivamente, tais que ||f|[zro = |[|g]| 4 = 1. Escreva

f=3Y"cxe € ¥xeg = Xp_dixr, € Yy, com {E;} e {F},} sendo sequencias de
subconjuntos de X e Y dois a dois disjuntos, respectivamente e ¢;, d;, € C\{0}. Escreva ¢; e d,
na forma polar

cj = |cj]ewj, dy, = |dg|e™*.

Também defina as funcdes

Do y4i qo0 q1

para todo z € C. Logo, a(f) = 1/pg e 5(0) = 1/qy. Lembre que estamos supondo que py < 00,
o que implica a(#) # 0. Logo, podemos definir

f, = Z Ic;] [a(2)/a(0)] ;6 XE,-

=1

Como 1 < gy, q, obtemos 1 < gy (a igualdade ocorre precisamente quando ¢y = ¢; = 1).
Consequentemente temos 3(0) < 1. Se 3(#) < 1 definimos

g, = Z ‘dk’[Pﬁ(z)/l*ﬁ(@)}eimxﬂc_
k=1

Se 5(0) = 1 definimos g, = ¢ para todo z € C. Iremos continuar a demonstracdo apenas
supondo que 3(6) < 1, pois, com pequenas modifica¢cdes na demonstragdo podemos concluir a

resultado para 3(#) = 1. Finalmente definimos

0(z) = [(Tf.)g.dv.
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E de rapida verificacdo que ¢(6) = [(7'f)gdv. Com algumas manipulagdes podemos concluir
que
() = 3 Ay 2@ g, 1-5)/1-50)]
.k

com A, = "%+ [0 T(xp,)xr,dv. Naturalmente ¢ ¢ continua e limitada na faixa F' = {z €
C:0 <Re(z) < 1}. Além disso, a mesma € holomorfa em intF’, pois é a soma de produtos de
funcgdes da forma h(z) = ra®*, com a,r,s € Re z € C. Dessa forma, para utilizar (2.70) s6
nos resta verificar que |¢(z)| < My, para Re(z) = 0 e |¢(z)| < M; quando Re(z) = 1. Neste

sentido, obtemos
, 1. < 1 1 )
a(is) = — +is | — — —
Do p1 Do

= (1 L) s (L L
1—6(23)—(1 qo) <Q1 q0>,

para s € R. E claro que |f| = 0Ly lejlxe; € gl = Xk=1 |di|xr,, pois, por exemplo, se = € E,
obtemos

@) = ol = i eslxe, ().

Com um argumento semelhante; e lembrando que em geral a**% = e?(@7ei™(@)y com q € R,

podemos concluir que

| fis| = |f|Re(a(iS)/a(9)) - ’f|p9/po |gis| = |g|Re(1—6(iS)/6(9)) - ‘g‘q{,/q{)'

Logo,

Jotste = [ =1, [ lgalt = [ 1g% =1.
X X Y Y

Isto nos diz que f;, € L" e g;s € L%. Logo, T(f;s) € L%. Assim, pela desigualdade de Holder
e pela hipotese (2.72), obtemos

6)| < [ T (fo)giol < (i)l ol gioll oy < Moll sl gl = Mo

Com argumentos semelhantes, podemos mostrar que |¢(1 + is)| < M;. Logo, por (2.70)
concluimos que

[ @] =166)] < My~ 0!

e mostramos a Afirmacao (2.7.4). Além disso, mostramos que

1T ()llzeo < Mo~ M| f]]2ro

para toda f € Y x e portanto 7T'|y, possui uma tdnica extensdo para LP?(X) satisfazendo a
mesma desigualdade (FOLLAND, 1999, Proposicdo 6.7). SO nos resta mostrar que esta extensao

¢ o préprio T, ou seja, que T satisfaz tal estimativa para toda f € LP¢(X). Dado uma tal f,
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escolha uma sequéncia { f;} em Xx tal que |fx| < |f| e fr — f pontualmente. Além disso,
seja B ={z:|f(x)| >1}eg= fxe,9x = fuXe,h = fXEe € hx = frXge. Entdo, supondo
sem perda de generalidade que py < p; obtemos que py < py. Logo |f[F* < |f|P* em E, o
que implica g € L e também |f|P* < |f[P* em E°, o que implica h € LP'. Além disso, é
importante notar que g, h € LP?, uma vez que f estd em tal espaco. Dessa forma, pelo Teorema
da Convergéncia Dominada || fi. — f||zre — 0, ||gx — g||ro — 0 € ||hx — h||z»1 — 0; as fungdes
dominantes em todos os casos podem ser encontradas utilizando | fi| < |f| e as relagdes que

acabamos de estabelecer. Isto implica
lim [|T(g) = T(g)||zoo =0,  lim [[T'(h) = T(h)||zn =0,
k—o00 k—o0
uma vez que
T (gx) = T(g)llroo < Mollgr = gllzeo [T (hi) = T(h)||ar < My[hg — Rl[Lr1,

jaque gi, hy € Xxeg,h e LP?.

Como {T'(gx)} € {T'(hx)} convergem em L% e L' respectivamente, existem subsequén-
cias {7 (gx,) } € {T'(hx,)} que convergem v — qtp para T'(g) e T'(h), respectivamente; (BREZIS,
2011, Teorema 4.9). Naturalmente h = f — g e hy = fr — gx. Logo, temos que T'(fr) — T(f)

v — qtp. Portanto, pelo Lema de Fatou,
1T (A < liminf [[T(fi)][ze0 < li,ggglfM&_erkallm = My~ MY f]|wo

e isto conclui a demonstragao. [

Corolario 2.7.5 (Desigualdade de Young). Se 1 < p,q,r < oo satisfazem p~ ! +r~! = ¢~ +1,
entdo para g € LP(R") e h € L"(R"), temos g x h € LY(R") e

g * hl|La@ny < [19]] L@ |2l 2 &)
Demonstragdo. Inicialmente, mostremos que para 1 < ¢ < oo vale

I1f * gllza@ry < ]l @mllglLa@ny, (2.76)

paratoda f € L'(R") e g € L4(R"). De fato, sejag € LY(R") com1 < g < cce f € L}(R").

Se ¢ = 00, naturalmente o que almejamos, pois

()@ = [ fla=)gw)dy < llgllooe]|llr e
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Suponhamos entdo que 1 < ¢ < oc. E de rdpida verificagio que

Fra)@l < [ lol =yl @)ldy.

Logo,

/Rn (/Rn lg(x — y)||f(y)!dy)qd4 1/q

Por outro lado, a desigualdade de Minkowski para integrais (FOLLAND, 1999, 6.19) nos diz que

L (L o= iiswian)'a] " < [

o que é suficiente para concluirmos (2.76). Além disso, sendo 1 < p < oo e p’ seu expoente
conjugado, temos (FOLLAND, 1999, Proposi¢ao 8.8):

1S * gl Loqny = (/R |(f * g)(x)lqu> v <

[t =] ay

1S * gllzeo®ny < (| fl|o@n)|g]] o gy (2.77)

paratoda f € LP(R") e g € L” (R™). Dadas estas observagdes, podemos prosseguir para a prova
do resultado. Seja 1 < r < co e fixe h € L"(R"). Seja

T, : [(R") + I (R") > L'(R") + L™(R")
uma aplicacdo dada por T}, (g) = g * h. Por (2.76) obtemos
[Tk ()| r@ny < Mol|f|1®n),
paratoda g € L'(R") e My = ||h|| 1~ ®n). Além disso, por (2.77) temos
HTh(g)HLw(R”) < M1H9||Lr’(Rn)a

sempre que g € L™ (R™) com M; = My = ||h||pr@n). Parad = 1 —r/qarelagio p™ + 1! =
q~! + 1 nos permite concluir que
1 1-6 6 1 1-4

0
=t e o= +—.
P 1 q T 00

Além disso, é importante notar que a mesma relagdo nos dd 0 < 6 < 1. Por fim, pelo Teorema

2.7.3 (interpolacdo de Riesz-Thorin), obtemos
1T0(9)l|aqen) < Mo~ MY|lgl|Loen),

isto €,

g * || La@ny < ||B]]Lr@m)l|g]|Le@n)-
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Com isto concluimos. Quando ¢y = ¢; = oo a hipdtese nos diz que v € semifinita e portanto a

demonstracdo segue de maneira andloga utilizando (2.71). 0

2.7.1 Desigualdade de Hausdorff-Young

Nesta secdo, iremos fazer uso do Teorema 2.7.3 (interpolacdo de Riesz-Thorin) para
provar um resultado que nos mostra exatamente em qual espago L? a transformada de Fourier de
fungdes em L estd para 1 < p < 2. Tal resultado serd de suma importancia para entendimento

da Conjectura da Restri¢ao.

Proposicao 2.7.6 (Desigualdade de Hausdorff-Young). Para toda fungdo f € LP(R™) a estima-
tiva a seguir € valida
[l < 11 s (2.78)

para quaisquer 1 < p < 2, com p’ sendo o expoente conjugado de p.

Demonstragdo. Como ja comentamos no inicio desta secao, por (A.2) e pelo Teorema A.1.28
(Plancherel) valem as estimativas: || f]|s < ||f|l1 € [|f]|2 = ||f]|o. Dessa forma, s6 nos resta
mostrar o resultado para 1 < p < 2. Vamos utilizar o Teorema 2.7.3 (interpolacao de Riesz-
Thorin) tomando py = 2,p; = 1,qp = 2 € ¢; = oco. Para tanto, seja F : L? + L' — L? + L*®
uma aplicac¢do dada por F(fo + f1) = E + E Naturalmente F € linear e satisfaz (2.72) e (2.73)
para My = M; = 1. Fixado 1 < p < 2,sejafl =2/p — 1. E claro que 1 < @ < 1. Além disso,

— =t =— (2.79)

1 1-60 60 1-0
= = 2.30
o 2 o0 2 ( )

Somando as expressoes (2.79) e (2.80) concluimos que gy € o expoente conjugado de py. Além
disso, desenvolvendo (2.79) obtemos py = p. Portanto, pelo Teorema 2.7.3 (interpolagdo de

Riesz-Thorin), obtemos
F o+ fOlly < [1f2+ fillp

e com isso mostramos (2.78). OJ
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CAPITULO

ENERGIA DE MEDIDAS E DIMENSAO DE
FOURIER

Neste capitulo, iremos demonstrar o Lema de Frostman e o utilizar para mostrar que
a dimensdo de Hausdorff dimy(A) de um subconjunto A C R™ é o supremo dos nimero
reais s > 0 sobre medidas em M (A) que satisfazem o decaimento u(B(x,r)) < r®. Mais

precisamente,
dimy(A) =sup{s > 0: Iu € M(A), u(B(z,r)) Sr’ Ve e R",r > 0}.
Além disso, definindo a s—energia da medida p por

L(w) = [ Koxpdn, 3.1

mostraremos que
dimyg(A) = sup{s > 0: I u € M(A), [;(u) < oo}.

Finalizaremos o capitulo mostrando que a s—energia de uma medida p pode ser redefinida via

operador de Riesz,
L(1) = c/Rn () 2]~ de, (3.2)

com c sendo uma constante positiva dependendo de n e s. Desta forma, podemos conectar a
dimensdo de Fourier de A com a definicdo dos conjuntos de Salem. As referéncias basicas para
este capitulo foram (MATTILA, 1995) e (FALCONER, 1985).
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3.1 Dimensao de Hausdorff

Dado 0 < s < oo, relembre que a medida de Hausdorff s—dimensional de um conjunto
A C R"™ € definida como

H(A) = lgim Hi(A) =sup H5(A), (3.3)
10 5>0
com .
H;(A) = inf {Z diam(Ei)S} : (3.4)
i=1

com o infimo sendo tomado sob todas as d —coberturas de A. A dimensao de Hausdorff de A é

definida por
dimy(A) = %gg{Ht(A) =0}. (3.5)

Este nimero estd bem definido, ver Teorema 2.2.9. Equivalentemente, utilizando o Teorema
2.2.9, temos

dimy(A) = glg{t t HY(A) < oo} (3.6)
= sup{s: H*(A) > 0} 3.7

s>0
= sup{s : H*(A) = oo}. (3.8)

s>0

Proposicao 3.1.1. Sep € R, étalque 0 < HP(A) < oo, entdo p = dimy(A).

Demonstracdo. Primeiramente vamos mostrar que p é uma cota inferior para o conjunto {¢ :
H'(A) = 0}. Com efeito, seja to > 0 tal que H'(A) = 0. Queremos mostrar que p < t.
Suponha que ¢y < p. Como H'(A) = 0 < oo, pelo Teorema 2.2.9 temos HP(A) = 0, o que ndo
ocorre por hipétese. Portanto p > ¢,. Agora vamos verificar que p é a menor das cotas inferiores.
Sejae > 0 eescolhat. tal que p < t. < p+e. Se HP(A) < oo, pelo Teorema 2.2.9, 1) temos
H'<(A) =0, ou seja, p = inf{t : H'(A) = 0} = dimy(A). O

Proposicao 3.1.2. Se dimy(A) < co e H*(A) > 0, entdo o > dimpy(A).
Demonstragdo. Suponha que o < dimy(A). Como dimy(A) < oo, fica bem definido o nimero
¢ = dimy(A) — a > 0. Como dimy(A) = sup,o{H*(A) = oo}, entdo, existe s, > 0 tal que

H(A) =ce
dimy(A) — € < s

isto é, « < s.. Como H*(A) > 0, pelo Teorema 2.2.9 obtemos H*(A) = 0, o que é uma

contradicao. O]

Corolario 3.1.3. Se A C R" e H*(A) > 0, entdo o = dimy(A).
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Demonstragdo. Se H*(A) > 0, entdo o < sup,o{H(A) > 0} = dimy(A). Por outro lado,
sabemos que dimy(A) < dimy(R™) = n < oo, portanto, pela Proposi¢ao 3.1.2 temos a >
dimy(A). Portanto temos o = dimy(A). O

Portanto, a dimensao de Hausdorff de A é o tinico nimero (podendo ser oo) tal que

(i) se s < dimy(A), entdo H*(A) = oo;

(ii) set > dimy(A), entdo H'(A) = 0.

De fato, se s < dimy(A) e H*(A) < oo, entdo por (3.6) obtemos s > dimy(A) o que é uma
contradi¢do. Por outro lado, se ¢ > dimy(A) e H'(A) = 0, entdo por (3.7) concluimos que

t < dimy(A), e novamente temos uma contradicao.

A dimensao de Hausdorff tem as propriedades naturais de monotonicidade e estabilidade

com respeito a unides enumeraveis, a saber:

Proposicao 3.1.4. Sejam A, B C R" tais que A C B. Entdo, dimy(A4) < dimy(B). Além

disso, se {4;}°, C R™ temos

dimy <fj Ai> = sup dimy(4;). (3.9)

i=1 €N

Demonstracdo. Naturalmente, para provar que dimy(A) < dimy(B), € suficiente mostrar que
dimy(A) < ¢, (3.10)

para todo ¢ > 0 tal que H'(B) < oo. Sendo ¢ > 0 tal que H!(B) < oo, como a medida H' é
monétona, temos que H'(A) < H!(B). Logo, H!(A) < oo e portanto
igg{s tH(A) < oo} <t
Com isto, provamos (3.10). Suponha agora que {A4;}32, C R™. Pelo que acabamos de provar,
segue que
dimyg(A4;) < dimy (U A,-) , VieN.
i=1

Logo,

ieN i=1

Para provar a desigualdade contrdria, considere s > 0 tal que H*(U:2; A;) > 0. Neste caso,
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existe j € N tal que #°(A;) > 0, pois, do contrario, terfamos que

o que é uma contradi¢do. Assim,

s <sup{t : H'(A;) > 0} = dimy(4;).

t>0

Portanto, s < sup,y dimy(A;), paratodo s > 0 tal que H*(U2, A;) > 0. Com isto, concluimos

que
dimyg (U AZ) = sup {t CH! (U A,») > O} < sup dimy(A4;).
i=1 t>0 i=1 1€N
E assim finalizamos a demonstracao. [

Lema 3.1.5. Dado x € R" e r > 0 temos dimy(B(x,r)) = n. Além disso, dimy(R") = n.

Demonstracdo. Denote B = B(x,r). Usando o Lema2.2.7 e o Lema 2.2.8 temos 0 < H"(B) <
oo. Dessa forma, pela Proposi¢do 3.1.1 concluimos que dimy(B) = n. Visto que

R"= |J B(z,1),

zeQn

usando a Proposi¢do 3.1.4 segue que dimy(R"™) = sup,cgn dimu(B(z,1)) = n. Il
Usando a Proposi¢do 3.1.4 e o Lema 3.1.5 segue que
0 < dimyx(A) < n, (3.11)

quando A C R"™. Na Sec¢do 3.1.1 iremos construir um conjunto em R e mostrar que a dimensao
de Hausdorff dele é nao inteira. Quando S C R"™ for uma superficie regular, veremos que
dimy(S) =n — 1.

A través do resultado a seguir, poderemos ver o conceito de dimensio de Hausdorff sem
mencionar medidas de Hausdorff. Tal resultado e suas consequéncias serdo uteis para o cdlculo

da dimensdo de Hausdorff de conjuntos.

Proposi¢ao 3.1.6. Dados A C R" e 0 < s < 00, sdo equivalentes:

1) H*(A) = 0;

2) H3(A) =0, paratodo 0 < ¢ < o0;
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3) Paratodo € > 0, existe { F;}3°, C R™ tal que

AC U FE;e Zdlam(EZ)s < €.

=1 i=1

Demonstragdo. Suponha que H°(A) = 0 e fixe 0 < < oo. Vimos em (2.7) que Hj(A) <
H:(A), quando 0 < € < § < oo. Dessa forma,

0 < H3(4) < limH:(4) = H*(A),

o que implica 2). Supondo que Hj(A) = 0 temos imediatamente 3) pela defini¢do de infimo.
Por fim, suponha que 3) é verdadeiro. Fixado 0 < § < oo, seja € < §°. Por hipétese, existe uma
cobertura { E;}3°, de A tal que

3 diam(E)* < € < 6, (3.12)
i=1

o que implica diam(E;) < J, para todo i € N, ou seja, {F;}°, é uma d—cobertura para A.

Assim, por (3.12) obtemos
H3(A) < diam(E;)® <e.
i=1

Tomando o limite na expressdo acima quando § | 0 concluimos que H*(A) < ¢, e como € é

arbitrariamente pequeno obtemos 1). [

Diante da Proposi¢ao 3.1.6 podemos dizer que H*(A) = 0 se, e somente se, H5_(A) = 0.

3.1.1 O conjunto de Cantor

Nesta secdo, iremos construir o conjunto de Cantor com escala 0 < d < 1/2 e também
calcularemos sua dimensio de maneira analitica. O conjunto de Cantor € construido geralmente

com d = 1/3. Mais precisamente, seja Ip; = [0, 1] e divida o mesmo em trés partes iguais. Ou

1
=gl
3

O processo para a construgdo do conjunto de Cantor C'(1/3) consiste em remover o intervalo

seja,

1
3

1 1
1

0 B
’ 3’ 3

Y

do "meio" de cada intervalo obtido apds a divisdo em trés partes iguais e, em seguida, tomar a
interse¢@o de todos os intervalos remanescentes, veja Figura 3. De forma geral, se 0 < d < 1/2,
retirando do "meio" de [, (veja a Figura 2) um intervalo aberto de comprimento 1 — 2d ird
restar dois intervalos de comprimento d, digamos, I, = [0,d] e ;5 = [1 — d, 1]. Para j = 1,2,

retirando do "meio" de /; ; (veja a Figura 3) um intervalo aberto de comprimento (1 — 2d)d
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.[1’1 -[1,2

0 d 1—d 1

Figura 2 — Intervalos I7 1 € I1 2

restard apenas quatro intervalos, a saber
Ly=[0,d*,Ls=[d—d d,Ly=[1—d (1—d) +d]ely=[1-d1].

Note que o comprimento do intervalo I»; é d?, para todo i = 1,2, 3, 4. Depois de k iteragdes

iremos obter 2" intervalos fechados I ;,i = 1,. .., 2" de comprimento d*. O conjunto de Cantor
com a escala d € definido por
oo 2k
Ca= (U -
k=0 j=1

E bastante natural concluir que o conjunto de Cantor tem medida de Lebesgue nula, pois sabemos
que Cy C U?il I ; e diam(Iy;) = d* — 0 quando k — oo, pois d < 1. Com isto, obtemos
L(Cy) < 2kd* — 0 quando k — oco. Além disso, o conjunto C; € compacto, ndo é enumerével
e ndo tem pontos interiores (FOLLAND, 1999, Proposicao 1.22).

Iy
I I 5
Iy, Iy, Iy Iry
Ll o - e e em -
Iia

Figura 3 — Conjunto de Cantor com escala d

No que segue, iremos tratar da dimensao de Hausdorff de C;. Vamos encontrar uma valor
0<s<ootalque0 < H*(Cy) < . E muito mais simples encontrar limites superiores do que
limites inferiores para as medidas de Hausdorff. Pois, uma cobertura criteriosamente escolhida
dard uma estimativa superior, porém uma estimativa inferior requer a obtencdo de um infimo

sobre coberturas arbitrarias. Comecemos mostrando que H*(Cy) < oco. Paracada k € N, é de
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rapida verificagdo que Cy C U?il I;..;. Além disso, como diam(/}, ;) = d*, obtemos

2k
Hi(Co) < diam(Ly;)* = d™2" = (24°)F, (3.13)

j=1
para 0 < s < oo. Se o limite superior em (3.13) for limitado, para todo k£ € Z., entdo, fazendo
k — oo obterfamos um limitante para H*(C}). Por isso, devemos investigar qual valor de s faz
com que (2d*)* fique limitado quando k& — oco. Evidentemente, o menor valor s, para o qual isto

ocorre € dado por 2d°? = 1, uma vez que, se s, satisfizer 2d°* > 1 teriamos klim (2d°4)k = oo.
—00

Ou seja,
sq = log, <2_1) = l(i(g)%c(i%)l)‘
Iremos mostrar que de fato
dimy(Cy) = l(igfc(l%)l)' (3.14)

Por (3.13) fica claro que
Hsd(Cd) = kh_)rn 7—[2{12<Cd) S 1

pois d < 1e2d*® = 1. Portanto, por (3.6) segue que dimy (C}) < s4. Para mostrar a desigualdade
contréria iremos verificar que H*¢(C,) > 1/4 > 0 e utilizar (3.7) para concluir. Com efeito, pela

Proposicao 2.2.3 € suficiente mostrar que

Zdlam )4 >1/4 (3.15)

para qualquer colecdo de intervalos abertos { £ };";1 que cobrem C};. Pela compacidade de Cy
podemos supor que uma quantidade finita de E’s cobrem Cy, digamos E, .. ., Ey,. Como Cy
ndo tem pontos interiores podemos (fazendo £; um pouco maior se necessario) supor que 0s
pontos iniciais e finais de cada E; estdo "fora"de C,. Denote E; = (a;,b;), com a;,b; & Cye
defina

0 = min {d(al, Ca),d(b;, Cy) }.

ie{l,....m}

Pelas nossas suposi¢des temos que § > 0. Como d < 1, temos que d* — 0 quando k& — 0.
Sendo assim, podemos escolher ko € N de modo que § > d* = diam (I}, ;). Logo, segue que

cada intervalo I}, ; estd contido em algum F;. Dado k£ € N, note que

2k 2k

2k
S diam (L™ = (k) (27) de’gd ™) =S ok =1, (3.16)
=1

i=1 1=1

Mostraremos que se / é um intervalo aberto tal que / N Cy # @, com extremos ndo pertencentes
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a Cy, entdo

Y diam([;;)* < 4diam(I)*, VI € N. (3.17)

Il,iCI

Com isto obteremos (3.15), pois utilizando (3.16) e (3.17), teremos

2ko
1=> diam(l,,) d<Z > dlamIkozsd<Z4d1amE sd<4Zd1am )%
i=1 3=1Iry,i CEj j=1 j=1

Para verificar (3.17), podemos supor, sem perda de generalidade, que [ € suficientemente grande
de modo que existam intervalos /;; contidos em /. Seja n o menor inteiro tal que / D I, ;, para

algum . Pela minimalidade de n temos n < [. Sejam I, I, j, todos os intervalos em

v
sequéncia da n—ésima iteracdo da constru¢do do conjunto C'; que estdo contidos em [. Pela
construg@o do conjunto de Cantor, dados ¢ > 5 intervalos sequenciais de uma iteracao qualquer,
pelo menos dois destes sempre estdo contidos em um intervalo da iteragdo anterior. Portanto,
p < 4, pois do contrdrio, [ iria conter algum intervalo /,,_; ;, 0 que iria contrariar a minimalidade
de n. Portanto, como n < [, concluimos que [;; C I, ;. , para algum m = 1,...,p. Com isto,

obtemos

p
Z diam(/; ;)% < Z Z diam(/; ;)" Z iam(7, ;)% < 4diam([)%

I ;CI m=11, ;Cly j,,

como desejavamos. Note que dimy(C,;) mede os tamanhos dos conjuntos de cantor Cy de
forma natural: quando d cresce, o comprimento dos intervalos deletados diminuem. Por exemplo,
lembre que no primeiro passo da construgdo de C; retiramos um intervalo central de comprimento
1 — 2d. Dessa forma, o conjunto Cy se torna maior e também dimy (Cy) cresce. Note também que
quando d varia de 0 a 1/2, dimy(C,) assume todos os valores entre 0 e 1, ou seja, escolhendo d
adequado, podemos criar exemplos em R com dimensdo de Hausdorff em [0, 1], conforme ja

haviamos visto em (3.11).

3.1.2 Dimensao de Hausdorff e auto-similaridade

Na secdo anterior calculamos a dimensdo de Hausdorff do conjunto de Cantor C; pela
definicdo. Nesta secdo, nosso o objetivo € apresentar duas formas de calcular a dimensao de
Hausdorff de subconjuntos do R™. A primeira ird envolver conjuntos auto-similares e a segunda
conjuntos relacionados por uma aplicacao Lipschitziana. As referéncias bédsicas para esta secao
foram (MATTILA, 1995) e (FALCONER, 1985).

3.1.2.1 Dimensé&o de Hausdorff de conjuntos auto-similares

Conjuntos auto-similares sdo conjuntos que t€m uma constru¢do muito parecida com

aquela do conjunto de Cantor. Uma aplicagdo f : R” — R" é dita auto-similar (ou "scaling") de
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escala A > 0 se f é bijetora e

[f(2) = F(@)l = Alz — 9], (3.18)

para todo x,y € R™. Observe que a condi¢do (3.18) nos diz que f € injetiva. Um subconjunto A
¢ auto-similar, se o mesmo puder ser dividido em partes que sdo geometricamente semelhantes
ao mesmo, isto é, A é auto-similar se existe A’ C A, talque A = fi(A)U... U fi(A),e f; é

auto-similar com escala A > (. Por exemplo, o conjunto de Cantor € auto-similar, pois

Cr = f1(C\) U fo(Cy), (3.19)

com os "scalings" fi(z) = Az e fo(x) = Ax + 1 — A. Note que

|fi(z) = fi(y)] = Mz —yl e [fa(z) = foly)| = Az —y[, Vr,y eR" (3.20)

Seja A um conjunto compacto e suponha que o mesmo € descrito por uma familia de "sca-

lings"que cria m copias dele mesmo com um fator de escala r > 0, a saber

para alguma fungdo f; auto-similar com escala . Com isso, temos:

log(m)

dimy(A) = Tog(r 1)’

(3.21)
A prova do fato acima € bastante técnica e pode ser consultada em (FALCONER, 1985, Teorema

8.6). Usando (3.21) no conjunto de Cantor C'y concluimos que

dimy(C)) = 1;;?@1).

Finalizamos esta secdo com mais um exemplo interessante. A Curva de Von Koch, a qual
denotaremos por C, € um exemplo de conjunto em R? que tem propriedades parecidas com o
conjunto de Cantor C'(1/3). Esta é construida completando as lacunas deixadas em cada etapa
da construgdo de C'(1/3) com um tridngulo equildtero de lado igual ao comprimento da lacuna
deixada (veja a Figura 4). Sendo f1, fo, f3 e f4 0os "scalings"com escala 1/3 do plano que leva o

primeiro segmento sobre 0s quatro segmentos seguintes, temos
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Vo

W

Va

Vi

Figura 4 — Curva de Von Koch

Novamente, usando (3.21) concluimos que

_ log(4)
log(3)

3.1.2.2 Dimensé&o de Hausdorff e aplicacbées Lipschitzianas

Nesta secdo, apresentaremos dois resultados que iremos utilizar para mostrar que a

dimensao de Hausdorff de uma superficie regular € igual a dimensao topoldgica da mesma.

Proposicao 3.1.7. Seja f : A — R"™ uma fungdo Lipschitziana definida num conjunto A C R™

com constante de Lipschitz ¢ > 0. Entdo,
H(f(A)) < PH(A).

Demonstracdo. Seja { E;}5°, uma d—cobertura de A. Claro que

4y € U F(EN A).

i=1

Além disso, note que
diam(f(E; N A)) < cdiam(E;),

pois,

|f(z) — f(y)| < clx —y| < cdiam(E; N A) < cdiam(E;),

Vr,y e E;NA.

(3.22)
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Como diam(F;) < 4§, temos que { f(E; N A)}2, é uma cd—cobertura de f(A). Logo,

(F(A) < 3 diam(f(E: N A)* < ¢S diam(Ey)",

i=1 =1
ou seja, =H:5(f(A)) < X2, diam(E;)*. Pela arbitrariedade da —cobertura { E;}5°,, obtemos

CHI(F(A)) < H(A).

Multiplicando esta desigualdade por ¢* e fazendo § — 0, obtemos (3.22). [

3.1.3 Dimensao de Hausdorff de superficies regulares

Nesta se¢do, iremos calcular a dimensido de Hausdorff de uma superficie regular S C R".

Lema 3.1.8. Seja f : A — R uma fungdo de classe C'! definida num conjunto aberto A C R™.

Seja K C A um conjunto compacto. Entdo f|x é Lipschitziana.

Demonstracdo. Vamos mostra que existe um natural ng tal que

|f(x) = f(y)] < nolz — vyl (3.23)

para todo z,y € K. Com efeito, suponhamos que (3.23) ndo ocorre, isto €, para cadam € N

existem x,,, ¥, € K tais que

|f(Wm) = f(@m)] > M|y — Tl (3.24)

Mas, K é compacto, entdo as sequéncias {z,, }>°_,, {y, }>°_, possuem subsequéncias conver-
gentes em K, x,,,, — T € Y, — Y, com z,y € K. Queremos mostrar que x = y. De fato, se

x # y, entdo podemos considerar € = |z — y|/2 > 0 e escolhendo k£ € N grande segue que

|y_$| - |ymk _'Imk| S ||y—:zc| - |ymk _':ka“ <€,

0 que implica,
ly — |

|f<ymk) _f(xmk)‘ >mk|ymk _‘ka| > M, 92 :

Logo, f ndo é limitada em K, pois m; — oo quando k — oo, o que contradiz o fato de f

ser continua. Como A € aberto podemos escolher r > 0 tal que B(x,r) C A. Para k grande
temos que Yy, , Tm, € B(z, ). Por outro lado, como o segmento de reta [y, , Tm, | C B(z,r) e

aplicando o Teorema do Valor Médio, existe um vetor u em [Z,,, , Y, | tal que

f(yfmc) - f(mmk> = Vf(U) ’ (ymk - xmk)’
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o que implica

Mas, f é de classe C''. Logo, as suas derivadas parciais de ordem 1 sdo continuas. Com isto, |V f|
¢ uniformemente limitado em B(x, 1), ou seja, existe uma constante M/ > 0, uniformemente em
x, tal que |V f(z)| < M, para todo x € B(z, ). Portanto,

|f(ymk) - f(kaN < M|ymk - 'rmk|7

para k grande. Isto contradiz (3.24), ja que my; — oo quando k£ — oo. Com isto, mostramos
(3.23). [

Corolario 3.1.9. Seja f : A — R™ uma fungdo de classe C" definida no aberto A C R™. Entdo,

f € uma funcgdo Lipschitziana em qualquer conjunto compacto K C A.

Demonstragdo. Escreva f(x) = (fi(x),..., fa(z)), paratodo z € A. Como f € de classe C,
cada fun¢do coordenada f; também o é. Assim, pelo Lema 3.1.8 existe uma constante ¢; > 0 tal
que

|fi(x) = fily)] < cilz —yl.

Lembrando que em R" vale a desigualdade |z| < >-" , |z;|, obtemos

[f(x) = F)l = [(fix) = fiy), - fulz) = Fa(y))]
=21 )l

e

Portanto, f é Lipschitziana em K. ]

Proposicao 3.1.10. Seja S C R™ uma superficie regular de dimensao topolégica (n — 1). Entao,
a dimensdo de Hausdorff de S é (n — 1).

Demonstracdo. Dado p € S, sejam (p,U) uma parametrizagido de S em pe ¢ € U com
©(q) = p. Como U é aberto, seja B, uma vizinhanga de ¢ tal que B, C U e defina a fungio
¢ = |5, Dessa forma, como ¢ € CY(U), temos ¢ € C*(B,). Comisso, {p(B,) : p € S}
€ uma cobertura aberta para S. Além disso, pela Observagao 2.4.8, podemos supor que tal

cobertura é enumerdvel. Portanto, suponhamos que

S = U‘Pz D), i € CHUY), U; D B,
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Assim, pelo Coroldrio 3.1.9 ¢; é uma funcdo Lipschitziana em B;. Além disso, pelo Lema 2.2.7,
temos que H"1(B;) < oo, j4 que B; é uma bola em R"!. Portanto, pela Proposi¢do 3.1.7

temos que H" ' (p;(B;)) < oo.
Por outro lado, seja o; a medida de superficie em ;(U;). Utilizando a mesma ideia da
Proposi¢ao 2.4.15 podemos concluir que

oi(B(x,r)) <r"t Vo e R r > 0.

~

Dado ¢ > 0, podemos tomar uma cobertura de ¢;(B;) dada por { B;}32,, onde B; = B(w;,7;) €
diam(B;) < 6. Defina B; = B(x;, 2r;). Naturalmente,
0i(wi(Bi)) < D_0i(B)) £ D_(2ry)" " = diam(B))" .
i=1 ‘ i=1

Isto implica

oi(pi(B;)) < inf {Z diam(B;)""" : {B;} é uma § — cobertura para (pi(Bi)} = H;  (pi(By)).

J=1

(3.25)

Como o;(p;(B;)) > 0, fazendo § | 0 concluimos que H"*(;(B;)) > 0. Logo, pela Proposi¢io
3.1.1 temos

Portanto, pela relagio (3.9) concluimos que
dimy(S) = dimy (U gpi(Bi)> = supdimy(¢;(B;)) =n — 1
i=1 iEN

e finalizamos a prova. 0

3.2 Lema de Frostman

Embora limitar medidas de Hausdorff superiormente seja relativamente simples; tendo
apenas que estimar algumas coberturas convenientes, geralmente ¢ muito mais dificil encontrar
limites inferiores. O lema de Frostman transforma o problema de encontrar um bom limite
inferior para H*(A) em saber se existe uma medida em M (A) com uma boa limitagdo superior

em bolas.

Relembre que para A C R™ M(A) é o conjunto das medidas regulares y tais que

0 < pu(A) < oo esupp(p) C A é compacto. Na demonstragido do Lema de Frostman vamos
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utilizar cubos diadicos em R™. Um intervalo diddico semiaberto em R é um intervalo da forma

]

m,p; 2m ) 2m

para todo m, p; € Z. A amplitude de tal intervalo € 27". A vantagem de considerar intervalos
semiabertos € que eles sdo dois a dois disjuntos. Um cubo diddico de R" € um produto cartesiano

de intervalos diddicos de R, ou seja
n
Qm,p — H ]m,pja
Jj=1

comp = (py,...,Pn). Denotaremos por D,, a familia de todos os cubos diddicos com arestas de

comprimento 27", Cubos diddicos em R" também sdo dois a dois disjuntos e

R"= (] Q.
Q€EDm
Observacao 3.2.1. Uma propriedade bastante ttil dos cubos diddicos é que um cubo em D,,
¢ exatamente a unido de 2" cubos em D,, ;. Recursivamente, sempre podemos dizer que um
cubo em D,,, € uma unido finita de cubos em D,,,.«, £ € N. Com uma anélise andloga, podemos
concluir que um cubo em D,,,;; estd sempre contido em um cubo de D,,, ou, em geral, um cubo

em D,, estd sempre contido em um cubo de D,,, .

Teorema 3.2.2 (Lema de Frostman). Sejam 0 < s < n e K um conjunto compacto de R". Entdo

H*(K) > 0 se, e somente se, existe ;1 € M (K) e uma constante positiva C' tal que

u(B(a,r) < Cr, (3.26)
paratodo z € R" e r > 0. A constante C' é independente de x e .
Demonstracdo. Seja p € M(K) satisfazendo (3.26). Dado 6 > 0, podemos tomar uma cober-

tura de K dada por {B;}%2,, onde B; = B(z;,r;) e diam(B;) < . Defina B; = B(zj,2r;).

Naturalmente,

MMSim@simmzimmwf

=1

<
Il

Isto implica

w(K) < inf {Z diam(B;)* : {B;} é uma § — cobertura para K} = H3(K). (3.27)

J=1

Como p € M(K), temos p(K) > 0 e portanto H*(K) > 0.
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Reciprocamente, suponha que #°(K) > 0. Entdo, pela contrapositiva da Proposi¢ao
3.1.6 temos H: (K) > 0. Escolha uma constante ¢ € (0,1). Logo, H3 (K) > ¢H (K) e

portanto

> diam(E;)° > b, b= cH3(K)
i=1

para qualquer cobertura { F; }5°. Pela Proposi¢do 2.2.3, podemos tomar a cobertura { F;} por

conjuntos abertos ou fechados. Em particular,
> diam(Q;)* > b, (3.28)
i=1

para qualquer familia {Q;}32, de cubos cobrindo K. Seja m € N e defina a medida p!" sobre

R"™ de modo que para todo @) € D,,

27ms L (Q)THLMLQ), se KNQ # @

ml_ —
- {O . se KNQ=¢.

Esta medida é bem definida: Dado V' C R", temos que

V= Vna,

QEDm

logo, como cubos em D,,, sdo disjuntos temos

pm(V) = > (VN Q)
QEDm

= > (umLQ)(V)

QEDm
= > (L))
QNK#Q
=27 > LMQ)TTLM(@QNV).
QNK#P

Se @ € D, e QN K # @, entdo 1 (Q) = 27™*, caso contrdrio, (@) = 0, ou seja,

Q) <27 Y Q € D

Temos total controle da medida i), em cubos em D,,,, porém, ndo sabemos qual o comportamento

da mesma em cubos maiores em D,,_. Por isso, seja ., uma medida definida por

L Q , se (@) < 27tm= s,

P LQ =19 " _ (e
1 {2<m1”me>1meQ>,semyQ>>2<mlh
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para todo ) € D,, ;. De maneira andloga, temos

pm  LQ <L Qe pm (@) <27, (3.29)

para todo Q € D,,_,. Além disso, a igualdade em (3.29) ocorre quando ™ (Q) > 2~ (m~1)s,

Continuando este processo, obtemos ., a partir de p,_, de modo que

i LQ , se um_(Q) < 27 (m=k=D)s,

’uz_k_LQ: —(m—k—1)s,,m — m m —(m—k—1)s
' { 2 (m—h=Dsym Q) (L Q) , seul_(Q) > 27 mk=Ds,

Q@ € D,,_j_1. Analogamente, obtemos

pr o LQ <l LQ e pr_, (Q) < 27tmkbs, (3.30)

para todo ) € D, ;. Além disso, a igualdade em (3.30) ocorre quando u ,(Q) >
2-(m=k=1)s Como estamos aumentando os tamanho dos cubos 4 medida que aumentamos
o valor de k, paramos o procedimento quando K C Q*, para algum QQ* € D,,,_y,. Isto é possivel

devido a compacidade de K. Definimos assim, ™ = ;.

Afirmacio 3.2.3. Dado k € N temos p™(Q) < 2=m~*)5 para todo Q € D,,_.

Antes de provamos a Afirmacgdo 3.2.3, note que a mesma nos diz que a medida p'™ faz a

construgdo se estabilizar, isto €, i, ;. = fi;, ., para qualquer N € N.

De fato, seja Q € D,,_x. Se Q N K = @, entdo por construgdo temos p(Q) = 0.
Quando k£ = kg, a Afirmagdo 3.2.3 segue imediatamente de (3.30). Suponha entao que ky < k e
Q N K # @. Pela Observacdo 3.2.1 temos que () ¢ uma unido finita de cubos D,,_,. Digamos,

Q - U Qi7 QZ € Dm—kO'
=1

Logo, Q* = Q;, para algumig € {1,...,r},pois QN K # @ e K C Q*. Os outros cubos da

unido nao intersectam K. Logo, por (3.30), concluimos
Mm(Q> _ :um (U Qz) _ le(Qio) _ Mm(Q*) _ M%—kzo(Q*) _ 2—(m—k’o)s < 2—(m—k)s‘
i=1
Para provar a Afirmacgao 3.2.3 para o caso k < kg, iremos mostrar que em geral

Han—(k+p) (@) < fam—1e (@), (3.31)

paratodo @) € D,, , e p € N. Para ver que isto ird implicar a Afirmagdo 3.2.3, basta escrever
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ko = k + po, para algum p, € N e aplicar (3.31) para obter

o1 (@) < p (@) (3.32)

e, em seguida, utilizar (3.30). Provemos, entdo, (3.31). Com efeito, dado ) € D,,  pela
Observagdo 3.2.1 existe um cubo @, € D, —i)—p contendo (). Dessa forma, utilizando (3.30),

obtemos

Mz—(mp)(Q) = (/’Lz—(k’-i—p) L Qp)(Q)
< (M) +1 L @) (Q)
= N%—(lwrp—l)(@)-

Portanto, para () € D,,,_,
Him— () (@) <t esp1) (@) (3.33)

Analogamente, existe Q,—1 € D(y;—k)—(p—1) contendo . Logo,

Him—(k+p—1) (@) = (Ban—(kp—1) L @p-1)(Q)
< (sz(k+p71)+1 L prl)(Q)
= :u%f(k+p72) (Q)

Portanto, para () € D,,,_, tem-se
Hon—(k+p-1) (@) < (i p—2) (@) (3.34)

Indutivamente, existe ()1 € Dyy—k)—(p—(p—1)) = Pm—(k+1) contendo (). Portanto, analogamente

ao que ja fizemos para () € D,,,_j, encontramos

sz(ml)(Q) < i1 (Q)- (3.35)

Por fim, pelas desigualdades (3.33), (3.34) e (3.35) concluimos (3.31). Decorre da construgdo,
que dadoz € K existem k < kpe Q € D,, ptaisquez € Qe

Nm(@) _ 2—(m—k)s _ n—s/2 dlam(Q)S

Lembre que o didmetro de um cubo com aresta de tamanho [ é dado por /nl. Escolhendo para
cada x € K o maior () satisfazendo o que acabamos de comentar, obtemos cubos disjuntos
Q1, ..., Qq tais que K C U, Q;. Logo, por (3.28), temos que

PR =30 " (Q) = 3o p™(Qe) = nTV? Y diam(Q)T > ™,
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o que implica,
™ (R~ < n®/2p7, (3.36)

Defina v™ = ™ (R")~'u™ e note que v (R"™) = 1. Além disso, pela Afirmagio 3.2.3 e por
(3.36) obtemos

v(Q) = (R T m(Q) < ¥ Apiomim s, (3.37)

para todo () € D,,,_j. Pelo Teorema 2.1.2 e Teorema 2.3.5, podemos concluir que £" L () é uma
medida de Radon e consequentemente v também o €. Por outro lado, como qualquer compacto

do R™ estd sempre contido em algum cubo diddico utilizando (3.37) podemos concluir que
sup{v™(B) : m € N} < oo,

para todo compacto B. Usando o Teorema 2.3.23, concluimos que a sequéncia {~""} tem uma
subsequéncia que converge fracamente para alguma medida de Radon v. Queremos verificar que
v € M(K). Claro que 0 < v(K) < oo, pois a mesma é uma medida de Radon. Como v™ se

anula "fora"de K para todo m € N temos que supp(rv) C K. Portanto, supp(r) é compacto.

Sejax € R"e 0 < r < oo. Seja p € Ntal que 277 < 4r e de modo que B(z,r) C
int(U?", Q.). Qi € D,. Logo,

diam(Q;) = n'/27P < Ap'Pri=1,...,2™

Se m > p, entdo podemos escrever p = m — kg, para algum ky, € N. Portanto, por (3.37),

deduzimos que

on 2m 2n
" <int (U QZ)) < (U Qi> <> V(@)
i=1 =1 =1
271
S Z ns/2b7127(mfko)s
=1
= 2"/ 2y 1o

< 2n+2sns/26—17,5’ )

Conclusao,

on on
v(B(z,r)) <v <int (U QZ)> < lim inf »™ (int (U Q2>) < Cr?,
i=1 i=1
com C = 2"25p/2p~1, O

Seja Jy = {5 >0:3pu € MA),uBx,r) <ryel ={s: HA) >0}E

~J

consequéncia imediata do Teorema 3.2.2 que I = J4. Além disso, o conjunto .J4 € limitado
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superiormente por n. De fato, dado s € J,, temos que s € I. Consequentemente, s < sup(/) =
dimy(A). Por (3.11) sabemos que dimy(A) < n. Logo, s < n. Com isto, e utilizando (3.7)

obtemos o seguinte resultado.

Corolario 3.2.4. Seja A C R™ compacto. Entdo, dimy(A) = sup(Ja).

3.3 Energia de medidas e dimensao de Hausdorff

Uma dos conceitos mais fundamentais para o estudo de dimensao de Hausdorff € o de

s—energia de uma medida de Borel yu:

Iy(p) = // |z =y dpadpy.

Relembre que o Nicleo de Riesz é definido por K (z) = |z|7%, z € R"\{0} e 0 < s < n.

Assim, podemos reescrever (1) da seguinte forma,

L) = [ (K + ) (3.38)

Proposicao 3.3.1. Seja 1 uma medida de Borel com suporte compacto. Se I(i) < oo, entdo
Ii(p) < oo, paratodo 0 < ¢ < s.

Demonstragdo. Fixado y € R", temos

/ |z — y| ", =/ !x—y!’tduﬁ/ |z — y| ™" dp,
R™ B(y,1) R™\B(y,1)

<[ Je-yl v+ ldu,
B(y,1) R™\B(y,1)
< /R [z =y dpa + p(K), K = supp(p).

Integrando na varidvel y, obtemos

/n /n |z =yl dpadpy, < /R" /IR” |z —y| " dp.dp, + /R" p(K)dp,

ou seja, [;(p) < I(p) + p(K)?* < . O

Podemos facilmente relacionar s—energia com a condi¢cdo de Frostman (3.26) via a

férmula a seguir.

Lema 3.3.2. Seja i € M(R"). Entéo, paracada s > 0 e x € R", temos

/Rn & — y|~dy, = s /OOO wB@.r)) . (3.39)

TS+1
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Demonstracdo. Primeiramente, temos que

,U/ /oo —s—1
= r dudr
/ ’I”SJrl 0 B(z,r) a

:u _ o s—1
/ 7“3+1 = /R s XB(ar) ()1~ drdp,
:/ / T_S_ldrd,uy
R7 J|z—y|

Proposic¢io 3.3.3. Seja A C R™. Entdo, dimy(A) = sup{s > 0: I u € M(A), (1) < oo}.

Demonstracdo. Considere os conjuntos dados por 4 = {s > 0: I u € M(A), I;(n) < oo}
eJa={s>0:3pe MA),uB(xz,r)) Sr*,¥Yz € R"r >0} Dado s > 0, suponha que
existe . € M(A) satisfazendo (3.26). Dessa forma, para 0 < ¢ < s e pelo Lema 3.3.2, obtemos

=// Iw—yl‘tduydum
(B
¢ [" m MB@r) g,

Para cada z € R", deduzimos que

r

diam (supp(p)) 00
/ u(B t wBlz,r)) _/ pP(s N(B(%T))err/ wB(z,1)) |
r“ d

ritt iam(supp(n)) 7!

diam (supp(p rs 00 R™
S / L dr +/ ’u(t+1)dr
diam(supp(p)) T

_ diam(supp())*™ | p(R")
s—1

diam (supp(u)) ™" < oo. (3.40)

Note que a expressao (3.40) ndo depende de x e portanto /;() < co. Com isso mostramos que
{t >0:t< s} C Iq4,logo, tomando o supremo nestes conjuntos, obtemos s < sup /4. Pela
arbitrariedade de s temos sup J4 < sup I 4, ou seja, pelo Coroldrio 3.2.4 dimy A < sup I 4. Por
outro lado, seja s > 0 tal que existe 1 € M(A) satisfazendo I(u) < oo. Logo,

/ |r — y|*du, < co,q.t.p.emy € R".
Rn
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Logo, existe 0 < M < oo tal que o conjunto

C:{yGR":/ |x—y|_sd,uw<M}
Rn

tem medida p positiva. De fato, seja

Be={yeR": [ |o—yl~du, € [k—1,k)},

para todo £ € N. Como estes conjuntos sdo disjuntos, temos que ((F,,) > 0 para algum ny € N,
assim, tomando M = n, obtemos o que queriamos. Utilizando o Lema 3.3.2 concluimos que
a medida p L C satisfaz (3.26). Dessa forma, s € I4 e com um raciocinio andlogo ao que ja

fizemos, concluiremos que sup /4 < dimy A. O]

3.4 A transformada de Fourier do nucleo de Riesz

Vimos na Proposi¢do 2.6.4 que o Niicleo de Riesz pode ser visto como uma distribuicao.
Nesta secdo, iremos calcular efetivamente sua transformada de Fourier. Quando n/2 < s <n
iremos calcular sua transformada efetivamente. Por outro lado, quando 0 < s < n/2 serd

possivel apenas calcular a sua transformada de Fourier em S’(R").

Lema 3.4.1. O nicleo de Riesz K, € L' + L? paran/2 < s < n.

Demonstragdo. E de rdpida verificagdo que K, = M, + N, com M, = K,xp@o,1) € Ns =
K Xrm\ B(0,1)- Vamos mostrar que M, € L' e N, € L?. Com efeito, naturalmente M, € L' uma
vez que, pela Proposi¢do 2.6.4, K, € L} .. Por outro lado, usando o Teorema 2.4.16 (integragdo

em coordenadas polares), obtemos

L= | da
Rn R\ B(0,1)
o *° —2s5..n—1
_/1 /STH |ry|~=*r" " doy,dr

o n—2s—1 2s
TS ~“*do,dr
/1 /an Y] Oy

— O'(Snil) /oo r”fzsfldr.
1

Como n — 2s < 0, obtemos

e concluimos que N, € L2 O

O resultado a seguir serd de suma importancia para calcular K, no sentido classico

quando n/2 < s < n.
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Lema 3.4.2. Seja f uma fun¢do C' em R"\{0} e a > 0. Entdo, f(z) = c|z|™ se, € somente

se,

1) féradial,istoé, f oT = f, paratodo T' € O(R"™), e também

2) f éhomogénea de grau —a, ou seja, f(ex) = e *f(z), para todo € > 0.

Demonstragdo. Suponha que f(x) = c|z|~*. Dado T' € O(R"™) temos que a mesma ¢ uma

isometria. L.ogo,
foT(z) =T (z)] = clz|™ = f().
Por outro lado, dado € > 0 temos

flex) = clex|™ = ce x| = e “f(x).

Provemos a reciproca. Note que, dado z € R" e zy € S(0, |z|), temos que 2o = R(z) com R

sendo uma rotagao. Logo, pela radialidade de f, temos

[(wo) = [(R(z)) = [f(x).

Isto nos diz que f é uma funcgio que s6 depende da norma dos pontos. Com isto fica bem definida
a fungdo ¢(r) = f(z), com |z| = 7. Como f € de classe C'!, naturalmente ¢) também o é. Pela

homogeneidade de grau —« de f, obtemos
w(er) =€ “Y(r), Vr > 0. (3.41)

Vamos mostrar que ¢(r) = cr~®, com ¢ sendo uma constante e r > 0. Para tanto, defina, para

cadar > 0,

gr(t) = Y(tr) —t (1),
Por (3.41) temos que g, € nula em (0, o). Derivando g,, concluimos que
W' (tr)r + at™*P(r) = 0.

Fazendo ¢ = 1, obtemos a equagdo diferencial ordindria ¢'(r) + % (r) = 0. Utilizando o método

do fator integrante concluimos que ¢ (r) = cr~?. Portanto,

f(x) = (|z]) = ez~

]

Teorema 3.4.3. Se n/2 < s < n, entdo existe uma constante positiva e finita ¢; dependendo

apenas de n e s, tal que K, = cK,_, no sentido cléssico.
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Demonstragdo. Pela demonstracdo do Lema 3.4.1, sabemos que Ky = M, + N, com
M, = KsXB(O,l); Ny = KsXRn\B(o,U,

desta forma, I/(\s = ﬁs + N\S Queremos mostrar que ﬁs e ]Vs satisfazem 1) e 2) no Lema
3.4.2com o =n — s. Como K é radial, segue que M, e N, também o sdo. Desta forma, pela
Proposicao A.1.3 - (iv) e Proposi¢cao A.1.31 - iv), temos que ﬁs e ]/\7\S sdo radiais e satisfazem
1) no Lema 3.4.2. S6 nos resta mostrar que ﬁs e J/\f\s sdo homogéneas de grau —(n — s).

Naturalmente,

M(z) = P(lz]) e No(z) = o(|z]),

com (1) = r~*x(0,1)(r) € ¢(1) = 77°X[1,00) (7). Utilizando a férmula de integragio para fungdes

radiais (Teorema A.1.32), obtemos

—

1
W(ex) = clmlexl™ 22 [ ol 2mealu)i dn.
Fazendo a mudanga n = z/e, temos

(Z)_ Tin_22(27|2]2) (/€)% dz

€

— 1
M, (ex) = c(n)e =2/ |~n=2)/2 /
0

1

— [ (D252 o) | (22 / 2 Sy o (27| 2) 2 2
0

= [ e(m) D72 [ p(2) Sy p(2la]z) 2" 2z

= "M, (z).

Analogamente, usando a Observagdo A.1.33, podemos concluir que N, é também homogénea de
grau —(n — s). Portanto, pelo Lema 3.4.2, obtemos [/(\s = c|x|‘("‘s) =cK,_s. O

Pela férmula do produto (A.3), (A.30) em L'(R") e em L*(R"™), respectivamente, e

usando Teorema 3.4.3, obtemos o seguinte resultado.

Coroléario 3.4.4. Se n/2 < s < n, entdo existe uma constante positiva e finita c¢; dependendo de
n e s, tal que

—~

K, =cK, s, em S'(R").

1

No Exemplo 2.6.3, vimos que se f € L}, é tal que |f(x)| < L|z|*, quando |z| > 1e

A € R\{0}, entdo podemos olhar para f como uma distribui¢io temperada

Ty(p) :/Rn fe, VoeSR).

Com esta identificagdo, definimos
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Lema 3.4.5. Seja g € L} (R") uma fungdo par tal que |g(x)| < |x|* para |z| > 1 com

loc

A € R\{0}. Suponha que existe f em L},. com o decaimento |f(x)| < |z|* para |z] > 1e
a € R\{0} tal que g = f em S’(R"), ou seja, T’g = Ty. Entdo, f=g,istoé, T} =1T,.

Demonstragdo. Dado ¢ € S(R™), temos

~

F9) = Tr(e) = T5(@) = T,(@) = T,(2) = | g(@)3(x)da.

n

Por A.1.12 - (i), sabemos que () = (—x), dessa forma, como g é uma fungio par, obtemos

flo)= [ g@e(=a)dz= [ g-a)p@)dz= [ ga@)e(@)d = T,(¢) = g(p).
e, com isso, finalizamos a prova. L]

Teorema 3.4.6. Se 0 < s < n, entdo existe uma constante positiva e finita c; dependendo de n e
s, tal que

o~

K, =cK,_s, em S'(R").

Demonstracdo. Quando n/2 < s < n, o Coroldrio 3.4.4 nos diz que o resultado € valido.
Suponha que 0 < s < n/2. E claro que n/2 < n — s < n. Novamente, pelo Coroldrio 3.4.4

existe uma constante -y tal que

—

K, s = VK —(n—s) — ’YKS (3.42)

com v dependendo de n e n — s. Por outro lado, como K € sempre par, aplicando o Lema 3.4.5

em (3.42), obtemos y/l?s = K, _s, ou seja
]:/(2 = inlans-

S6 nos resta mostrar o resultado para o caso limite n/2, isto é,

—

Ko = cKy_pje, em S'(R™).

Para tanto, iremos usar um argumento de limite. Com efeito, para ¢ € S(R"), por defini¢ao,

temos

—

Knpo(p) = Knpa(@) = /Rn K, /9.

Seja 0 < s < n/2.Denote B = B(0,1) e escreva
Ks@ = fs +gs 1= XBK.S@ + XR"\BKS@'

Claro que
| fs| < XxBKnj2p (3.43)
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95| < Xrm\B- (3.44)

O limitante em (3.44) est4 claramente em L!. Por outro lado, pela Proposi¢io 2.6.4, sabemos
que K2 € Li,.. Além disso, pela continuidade de @, temos que o limitante em (3.43) também

estd em L!. Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada e pelo Coroldrio, 3.4.4 obtemos

n/2 / Kn/ggp— hm K,p = lim [/(\S(go) = lim [¢(n, s)K,_s(p)]. (3.45)
R™ s—g s—g
Para finalizar, vamos mostrar que lim, .- ¢(n,s) = 1. Com efeito, sejan/2 < s < ne

o(x) = e ™ E fato que ¢ € S(R") e $ = ¢ (FOLLAND, 1999, Proposicio 8.24), dessa

forma, pelo Coroldrio 3.4.4, obtemos [pn K@ = c(n, s) [gn Kpn—sp, U seja,

Kyp = c(n, 3)/ K,_sp. (3.46)
Rn

R”

De maneira andloga a que fizemos em (3.45), podemos concluir que lim,_,, o+ [pn Ksp =

Jgn Knp. Como n — s < n/2; denotando § = n — s, obtemos

i Koo(p) = Jim [ Ko = lim / Kep = / Kopp = Kup().  (3.47)

s—5 s—5 = JR®

Tomando o limite em (3.46) quando s — 2, obtemos

/ Kn/gw— hm / Kyp = lim {c(n, s)/ Kn_sgp]. (3.48)
s—g R™
Logo,
Kn—s
Jim cln,s) = T c<”’K‘28 (90)(90) — 1. (3.49)

Portanto, aplicando em (3.45) o que concluimos em (3.47) e (3.49), obtemos

—

Kn/z(@) = Kn/z(@),

e finalizamos a demonstracgdo. 0

A constante c; dependendo de n e s, pode ser calculada explicitamente através das

integrais em (3.46), a saber,

(rn=s
:,ﬁ(s—n/Q) ( 2 )

L)

c=c(n,s)

com I'(z) = [;°t* e !dt, para todo x > 0. Como ndo iremos fazer nenhum uso destas cons-
tantes explicitamente ndo iremos exibir a prova, todavia o leitor pode consultar em (MATTILA,
2015, p.37).
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Pelas propriedades da Proposicao 2.6.5 e pelo Teorema 3.4.6 obtemos as identidades:

oK, = cp* K,_q, (3.50)

o x K, = cpK,_,. 3.51)

3.5 Transformadas de Fourier e energia de medidas

Nesta secao, iremos utilizar a transformada de Fourier do nicleo de Riesz K para
mostrar uma férmula que ird relacionar dimensao de Hausdorff de subconjuntos compactos do

R™ ao decaimento da transformada de Fourier de medidas suportadas no mesmo. Vimos em
(3.38) que a s—energia de uma medida de Borel p € definida como

I(p) = /Rn(Ks * pu)dp.

Teorema 3.5.1. Seja ;1 € M(R™) e 0 < s < n. Entdo,

L(w) =c [ 1) ] "da. (352)

Demonstracdo. Seja p € S(R™) com valores reais. Vamos mostrar inicialmente (3.52) para a
medida v = (pdm. Com efeito,

1L0) = [ Ko, = [ [ Kly—o)dvde, = [ [ |y -2~ pl@)e(y)dedy.

(3.53)

Defina ¢o(x) = ¢(—z). Logo, pelo Teorema de Fubini e aplicando a mudanga de varidvel
z =y — x, obtemos

I(v) = /n /n 12|y — 2)p(y)dzdy
= Jeu I /R P(z — y)ply)dydz
- /Rn K(2)(@ * ¢)(2)dz

Pelo Corolario A.1.13, sabemos quejAg = f* g. Além disso, pela Proposi¢ao A.1.12 - (ii) e (iii)
também sabemos que f = fef= f . Portanto,

—_—  _—

= [@f

A~

prp=prp= =9

)

*

ASY
)

E de rdpida verificagdo que $ = ». Utilizando a transformada de Fourier de K, vista no Teorema
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3.4.6, obtemos

L) = [ KRR =c [ Kool =c[ Ko,
R» Rn Rn
isto é,
L(v) = c/ ()2 |2]* " de.
RT’L

Para finalizar a prova, iremos aproximar uma medida ;. € M(R") por medidas suaves. Mais
precisamente, sejam ¢ € C2°(R") e {1, : € > 0} uma aproximagdo da identidade com [, ¢ =1
e Y. (x) = e ™p(xe™t) (veja a Observagio 2.5.10). Defina a fungdo . = 1), * u. Lembre que 1),
¢ uma funcdo positiva para cada e > 0. Portanto, o Coroldrio 2.5.9 assegura que ¢, € S(R").

Seja v, = ¢p.dm. Pela Proposicdo 2.5.6 - (iii) constatamos que
7. = Bo = Yox = V.
Portanto,
L) = [ 1b@)Pla(@)la] " de. (.54

Como () = 9 (ex) (Proposi¢io A.1.3 - (ii)), segue que ¥ (z) — 1(0) = Jzn ¥ = 1. Além
disso,
[Pe(@)Pla@) |2 < ([l a(@) Pl = (@) Kos(z)-

Se |fi]*K,_s € L', entdo pelo Teorema de Convergéncia Dominada temos que o lado direito de
(3.54) se aproxima de ¢ [z |fi(z)|?|x|*~"dz quando ¢ — 0. Por outro lado, se |ji|*K,,_, ¢ L,

pelo Lema de Fatou, obtemos

e—0

[ @t rde = [ (im0 R) i) Plalda

< timinf [ (3 () 2|(e)le] " de.
RT’L

e—0

Logo, o lado direito de (3.54) diverge quando ¢ — 0. Portanto, em todo caso, obtemos

. - ~ 2 s—n
lim 1,() = c/Rn () 2] (3.55)

Conforme ja fizemos em (3.53), e notando que K,(y — ) = K (z — y), concluimos que

Lovo) = / / ly — 2| pe(@) e (y)dudy
B / / [ =y (e * p) () (e * p) (y)ddy

= [ L (o [ e = 2 [ iy~ ) ddy,
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ou seja

L = [ (L e = sl = 20y = w)duadp) dady. (3.56)

Utilizando o Teorema de Fubini, obtemos

L = [ [ (L e = sl = 2y = w)dedy) dredp. (357)

Considerando as mudangas de varidveis u = (r — z)/e e v = (y — w)/e, e lembrando que

Ye(x) = e "p(ze 1), a integral do paréntese de (3.57) se torna
[ fw)dv, com fi(w) = [ et =)+ 2 = w ()b ©)du
E de répida verificagdo que |e(u — v) + z — w|™* < |z — w|~*. Logo,

f.(0)] < /R Iz — w| = (w)(v)du = |z — w|~*P(v) /w(u)du — |z —w|~P(v). (3.58)

Assim, f, é limitada por uma fung¢do integravel na varidvel v e

lig £.(0) = [ 1z = wl () (o)

pois, de maneira andloga, podemos limitar |e(u — v) 4+ z — w| ™%y (u)1(v) por uma fungdo

integravel da variavel u. Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, obtemos

lig% - fe(w)dv = /Rn /Rn |z — w|*Y(u)(v)dudv
—lz—w [ [ w()po)dudy,

ou seja
lim [ f(v)dv =]z —w| ™ (3.59)

e—0 JRrn
Com isto, jd sabemos para qual valor a sequéncia do paréntese de (3.57) converge. SO precisamos
nos certificar que podemos limitar a funcdo dos parénteses por uma fungdo integravel em
L'(u x p) para podermos usar o Teorema da Convergéncia Dominada e finalizar. Utilizando

(3.58), temos que a integral dos parénteses em (3.57) tem a seguinte limitacao

/n / |z —y| " Ye(x — 2)Y(y — w)dxdy’ < /Rn |fe(v)|dv < /Rn |z—w| %Y (v)dv = |z—w|~?,
dessa forma, se supormos que I,(;1) < oo temos que |z — w|™* € L'(u x p), pois

I(p) = | Ksxpdp= |z =yl dpydpy.
R™ R” JR™
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Com isto podemos usar o Teorema da Convergéncia Dominada em (3.57) e obter

tim () = [ [ e = wl " dpeda = L)

Este resultado, em conjunto com (3.55), implica

L) =c [ 1a@)Plal™

S6 nos resta argumentar o caso em que /(x) = oo. Utilizando o limite em (3.59) e o Lema de

Fatou, obtemos

L1z =wldpdp, = [ [ timinf [ ] o=yl = 2y — w)dedydp.dp,
n JRn R" JR? R" JR?

e—0

< lim inf/n /n (/n /n |z — y| ez — 2)e(y — w)da:dy) dp.diy,.

e—0

Além disso, substituindo a integral acima pelo que concluimos em (3.57) e, em seguida, usando
(3.55), obtemos

/ / |z — w|*dp,dp, <liminf I (v.) = c/ ()| ||
n n e—0 R~

Se I;(p) = oo, entdo
c/ () |z = oo
R"

e finalizamos a demonstragdo. [

3.5.1 Conjuntos de Salem e dimensao de Fourier

Nesta se¢ao, iremos fazer uma breve introducdo dos conjuntos de Salem. Estes conjuntos

surgem apds algumas relagdes que iremos obter com os resultados aqui apresentados.

Proposi¢io 3.5.2. Seja € M(R")e0 < s < n.Se
()] < a2, (3.60)

para todo z € R™\{0}, entdo [;(1) < oo paratodo 0 < ¢ < s.

Demonstragcdo. Seja( <t < se denote B = B(0,1). Pelo Teorema 3.5.1, podemos escrever
Ii(p) = ct/ () |?|z) " dx + Ct/ () |z " da. (3.61)
B R\ B

Pela Proposicdo 2.5.3, sabemos que fi € continua. Logo, esta assume um maximo em B. Como
0 < n—t < n, pela Proposigdo 2.6.4, sabemos que K,,_; € L;, .. Desta forma, a primeira integral

em (3.61) € finita. Por outro lado, utilizando a hipétese (3.60) e o Teorema 2.4.16 (integracdo em
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coordenadas polares), obtemos

Lo a@Pelde s [ el
R™\B R™\B

ge.el

— Un—l(Sn—l)/ ’l“t_s_ldT

1
0.1171 (Snfl)

s—t

e finalizamos a demonstragao. [

Corolario 3.5.3. Seja 1 € M(R") e denote K = supp(u). Se |fi(z)| < |z|7%/2, entdo s <

Demonstragdo. Pela Proposicao 3.5.2 temos que
0,s)cJ={r>0:3pe M(K),I(n) < oo}

Por outro lado, a Proposic¢ao 3.3.3 diz que sup(.J) é a dimensao de Hausdorff de K, conclusao
s < dimy(K). O

Observaciao 3.5.4. Se dimy(A) = se u € M(A), entdo (3.60) é o melhor decaimento que
podemos esperar para fi. Isto é, se sy > s, entdo |z|~*0/? < |z|*/? para |z| > 1, porém ndo pode
ocorrer o decaimento

A S [0,

para x € R™\{0}. Caso contrdrio, pela Proposi¢ao 3.5.3, concluirfamos que dimy(A) > s, isto

€, s > Sp, 0 que nao ocorre.

Defini¢ao 13. Um conjunto A C R™ é um conjunto de Salem se, para cada s < dimy(A), existe

uma medida ;1 € M(A) com o decaimento
fi(x)| Sl 72,

para todo = € R"\{0}.

7z

Defini¢ao 14. A dimensdo de Fourier de um conjunto A C R" é o nimero

dimp(A) = sup {s: 3y € M(A),|i(z)| < |z|7*2 x # 0}.

0<s<n

Pelo Coroldrio 3.5.3 temos que dimp(A) < dimy(A). Além disso, segue da defini¢ao
de conjunto de Salem e da Proposi¢do 3.3.3 que A C R™ é um conjunto de Salem se, e somente
se, dimp(A) = dimy(A).
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Veremos no Capitulo 4 via o método da fase estaciondria, que a medida de superficie o

de uma superficie regular S com curvatura Gaussiana nao nula tem o decaimento local

6O S e, (3.62)

ou seja, S € um conjunto de Salem ji que dimy(.S) = n — 1, conforme Proposi¢ao 3.1.10.

Vejamos um Exemplo de um conjunto suave que nao €é de Salem.

Exemplo 3.5.5. Sejam P um subespaco do R” de dimensdo m < ne A C P. Pelo Exemplo
2.4.26 P tem curvatura Gaussiana nula. Vamos mostrar que, para todo . € M(A), a transformada
de Fourier 1 ndo tende a zero no infinito. De fato, pela relacdo (2.62) podemos supor, sem perda
de generalidade, que m =n—1e P = R x {0}. Dessa forma, pelo Teorema de Fubini,

temos

ﬂ(g) :/ 6—27ri1’-§du$:/ 6—27rix/.§/dplx’
A A

comz’ = (x1,...,2,-1,0) e & = (&,...,&-1,0). Dessa forma, i ndo depende da dltima

coordenada de £. Logo

Com isto ndo ocorre lim,_, |2(0, ..., 0,7)| = 0. Logo, concluimos que dimz(A) = 0. Portanto,
como dimy(A) = n — 1 (veja Proposi¢ao 3.1.10), o conjunto A ndo pode ser um conjunto de

Salem.

Veremos com mais detalhes na Secdo 6.2.2.1, que o conjunto de Cantor (/3 € um

conjunto ndo suave que ndo € de Salem.

Construir conjuntos de Salem ndo suaves é uma tarefa extremamente delicada. Por isso,
reservamos a Sec¢ao 6.2.3 para construir um conjunto de Salem ndo suave e nao deterministico.
O exemplo a seguir, foi o primeiro conjunto de Salem deterministico construido. O mesmo foi
construido por Kauffman em (KAUFMAN, 1981).

Exemplo 3.5.6. Dado a > 0, seja E, o conjunto dos nimeros x € R tais que para infinitos

racionais p/q vale

| —p/ql < g~
Temos que F, é um conjunto de Salem com
2
dimy(E,) = .
iy (Eo) 2+«

A prova deste fato é bastante delicada e por isso ndo iremos exibir a prova. Para mais
detalhes o leitor também pode consultar (MATTILA, 2015, Teorema 3.13).
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CAPITULO

DECAIMENTO DE FOURIER DE MEDIDAS
SUPERFICIAIS

Neste capitulo, iremos obter um decaimento de medidas de superficie na esfera utilizando
o comportamento assintético das fungdes de Bessel. Além disso, vamos mostrar que em geral
podemos obter o mesmo decaimento para medidas de superficies regulares com curvatura nao
nula através do estudo de integrais oscilatorias. Esta se¢do serd de suma importincia para a

formulacao da conjectura da restricdo na esfera.

4.1 Decaimento de Fourier de medida superficial na es-
fera

O objetivo principal desta se¢do é desenvolver ferramentas para encontrar a transformada
de Fourier da medida de superficie sobre a esfera S"™! = {x € R" : || = 1}. Além disso,
iremos utilizar a teoria de convergéncia fraca de medidas e o decaimento assintético das funcdes

de Bessel para mostrar que a medida de superficie 0"~ ! sobre S"~! tem o decaimento
o= (@) < Cma| =707, (4.1

para todo x € R™\{0}. Precisaremos do Teorema da Diferenciag¢do de Lebesgue para calcular a
transformada de Fourier da medida 0™ ! sobre S"~!. Seja f uma fun¢do em R”. Definimos o

conjunto de Lebesgue de f por

L= {e R pops [ 1) - S@las =0},



138 Capitulo 4. Decaimento de Fourier de medidas superficiais

O Teorema da Diferenciag¢do de Lebesgue (FOLLAND, 1999, Teorema 3.21) nos diz que se U ¢

um boreliano contido em B(0,1) e f € L}, ., entdo, para cada x € L; temos

1
f) =t s [ Ty (42)

onde E,(z) = {z +ry : y € U}. Um fato que também serd ttil nesta se¢do € que, se f € L},
entdo todos os pontos nos quais f € continua estdo em Ly (FOLLAND, 1999, p. 100). Além

disso, se tomarmos U = [0,1) em (4.2) e se f € L}, € continua em x entdo

loc

— lim - / fly (4.3)

r—0 r

Observacao 4.1.1. Pelo Coroldrio 2.3.27, se { . } € uma sequéncia de medidas de Radon e y é
uma medida finita tal que j;, — g € up(R™) — p(R™), entdo fi — fi pontualmente.

Lema 4.1.2. Seja pus = 61 L"L A, onde A; = B[0,1 + 6]\ B[0, 1]. Entdo,
lim / odus = / odo™ 1, ¥ o € LR,
0—0 n—1

Em particular, 5 — o™ 1.

Demonstragdo. Para ¢ € L'(R"), temos naturalmente que

/gpdu(g = 5_1/ wdL". (4.4)
. As

Por outro lado, pelo Teorema 2.4.16 (integragdo em coordenadas polares), temos
/Rn XA, AL = /0 /Sn_l ¢(ry)XA5(ry)r”_ldag_ldr.

E de rdpida verificagio que , paray € S""' e 7 > 0 vale x ,(ry) = X(1.1+4 (7). Com isto, e pelo

Teorema de Fubini, temos

51 dc" =61 e (ry)r" tdotdr
[ oXa, L ey ) dr.

Como ¢ € L'(R™) segue do Teorema 2.4.16 (integragio em coordenadas polares) que a aplicagio
V(1) = Jgn1 @(ry)r"do(y) estd em L. (R), pois, dado o compacto [a, b] temos [’ (r)dr <
l|¢||1. Com isto, fazendo & — 0, por (4.3) e por (4.4), temos

lim/gpd,u(; = / odo" ', ¥V € L'(R™).
0—0 sn—1

Por fim, como C.(R") C L'(R") segue que y5 — o™ L. O
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Teorema 4.1.3. A transformada de Fourier da medida 0™ ~! sobre a esfera S"~! é dada por
o (z) = e(n)]x| " D2 T, gy 0 (2m)2]). (4.5)
Além disso, o seguinte decaimento é valido:
0" ()] < C(n)|a| D72, (4.6)

Demonstragdo. Aplicando a formula do Teorema A.1.32 a fungdo radial x 4,(z) = x@,144(|])

e multiplicando 1, obtemos
146
67 (@) = e(m) a2 [T g gy o 2 s)s 2.
1
Por outro lado, temos
— _ —2miz-€ _ <1 —2mix-& n _ ¢—1 —2mix-& n_ ¢—1—
= [ et =7t [ emietacy — o7 | e 2Tt qLn = § .
fis () /Rn s N ¢ - X4, (€) ¢ X4, ()
Portanto, deduzimos que
— (n-2)/25-1 [ /2
fs(z) = c(n)|x| =" "2/267 /1 Jn—2)/2(2m|x|s)s™ *ds.
Usando o Teorema 2.4.16 (integracao em coordenadas polares) é de rapida verificacdo que
lim p5(R™) = o™ 1(S™71). 4.7)
6—0

Pelo Lema 4.1.2, temos que x5 — o™~ *. Logo, segue da Observacdo 4.1.1 e de (4.7) que fi; — &
pontualmente quando 6 — 0. Com isto e por (4.3) obtemos a transformada de Fourier da medida
n—1 .

o
o1 (x) = c(n) |x|_("_2)/2 Jn—2)/2(2|z|).

Por fim, utilizando a Proposicdo A.1.34 - (iv), obtemos

o1 (x)] < C(n)]a|E-/2,

A razdo para o bom decaimento (4.6) é a curvatura da esfera. Veremos em secoes
posteriores que a transformada de Fourier de medidas de superficies regulares com curvatura
Gaussiana ndo nula se comportam essencialmente como a esfera. Além disso, veremos que tal
decaimento € o melhor possivel. Vimos no Exemplo 3.5.5 como a falta de curvatura pode afetar
o decaimento da transformada de Fourier de uma medida, mais precisamente, mostramos que se

P é um subespaco do R" de dimensdo m < n entdo, para todo p € M(A), a transformada de
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Fourier 1 ndo tende a zero no infinito.

Iremos ver em nas sec¢des seguintes que o decaimento (4.6) é valido para a medidas
de superficies regulares mais gerais e, para tanto, iremos utilizar apenas a teoria das integrais

oscilatorias. Finalizamos esta se¢do com uma caracteristica da transformada de Fourier da medida

o™~ !, a qual serd importante quando tratarmos da conjectura da restricdo na esfera.

Seja f uma funcdo complexa e g uma funcdo real positiva. Utilizaremos a notagao

f(z) = O(g(x)) quando x — oo para dizer que existe uma constante positiva M e x, tal que
|f(z)] < Mg(x), Vo > . (4.8)

Proposicio 4.1.4. A transformada de Fourier da medida de superficie na esfera S*~! oL estd
em L1(R"), para todo ¢ > 2n/(n — 1). Além disso, o1 ¢ L2/ (n=1)(R™).

Demonstragdo. Usando decaimento (4.6) e o Teorema 2.4.16 (integracdo em coordenadas
polares) temos que 0"~ € L4 (R™), para todo ¢ > 2n/(n — 1). Por outro lado, tomando

m = (n — 2)/2 et = 27|x| na Observagio A.1.35, concluimos que

Jin—2)/2(27]z]) = \/Z(%le)_l/z cos (27r\x| - 7T<n4_2) - Z) +O((2]z])¥?)

— 7|2 cos (2n | — A(n)) + O(J] ),
com \(n) = @. Usando a expressao de o1 vista no Teorema 4.1.3, escreva
o Y(x) = g(z) + h(z),

com
—(n—2)

g(x) = cn)|2] =7 [J-ay2(2mla]) = 77 2] 7 cos (2m]z| = A(n))]

h(z) = c(n)|z[~" 22 [a~ a7 cos (2mfa] — A(n))].

Vamos mostrar que g € L*"/("~D(R") e h ¢ L?*/ (=D (R"). De fato, naturalmente existe 7 > 0
tal que
[ Jn-2)/2(2m|2]) — 77|72 cos (22| — A(n)) | S 2|72,

sempre que |z| > ry. Com isso, obtemos

—(n-2) -3
lg(@)| S |zl |22 = 2|72,

para todo = € R" satisfazendo |z| > ry, consequentemente,

—(n+1)n

19(2)| 70 < [z "o
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Utilizando a Teorema 2.4.16 (integra¢do em coordenadas polares), obtemos

—(n+1)n

—(nt1)n n—1/qn-1y [°, =edtbny, g
/ |z| =D dx = 0" (S )/ Pl dr
R"\B[O,T‘o]

To

_ O_n71<Sn71) |:_7’L - 17""271L1|
2n o
1 =2
=o"H(S" ) [n2n 7“6”} < 00
e, com isso, concluimos que |g|?*/("~Y & integravel em R™\ B[0, 79]. Além disso, |g|>"/ =1 &

integravel em B0, 1], uma vez que a mesma € o produto de fungdes continuas com o nicleo de
Riesz K (;,—2yn/(n—1), 0 qual estd em L}, (R™) pela Proposi¢do 2.6.4. Com isso, concluimos que

g € L*/("=D(R"). Provemos o que afirmamos para a funcio h. Naturalmente,

2n

|h(2)| 72T = C(n)|z| "] cos (2r]z| — A(n)) |77,

com C(n) = [e(n)7~1]>"/("=1), Seja M uma constante dada por

2n
M= mi 27la| — A(n)) |70 }.
JJain, {]cos (27| — A(n)) [0}

Utilizando o Teorema 2.4.16 (integracdo em coordenadas polares), obtemos

/ |z| " dx = oc.
B(0,1)

Logo, |h|>" "=V nio pode ser integravel em R", pois, como M < |cos (27|z| — A(n))
para todo x € BJ0, 1], em particular M < | cos (27|z| — A(n)) [~V para todo x € B(0,1).

|2n/(n71)

)

Portanto,
2| ™M < |2| ™| cos (2] — A(n)) |7-D

para todo x € B(0, 1). Consequentemente,

_2n__
(h(2)| ™D dz < ||h]|™2
L(

C(n)M |z|"dx < P A
) n—1) (R")

B(0,1 B(0,1)

(n—1)

Por fim, "~1 ndo pode pertencer a L>"/ , pois, se isto fosse verdade, teriamos que h estaria

em tal espaco, uma vez que h = 0"~ — g e com isso concluimos a demonstragéo. [

4.2 Integrais Oscilatorias
Nesta se¢do, iremos estudar integrais do tipo

) = / MDY (), A > 0, 4.9)
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e em particular seu comportamento quando A — oo. Estas integrais sdo conhecidas como
integrais oscilatérias. A funcdo ¢ € chamada de fase e ¢ de amplitude. Iremos supor que
v € C*R"R) ey € C*(R" C). Apesar de requerermos toda essa regularidade de ¢ e
1, algumas vezes no texto ndo precisaremos de tanto. Iremos obter uma estimativa para a
transformada de Fourier da medida de superficie na esfera utilizando fungdes de Bessel. A
referéncia principal para esta é secdo foi (MATTILA, 2015). Como leitura complementar,
também utilizamos (WOLFF, 2003).

4.2.1 Meétodo da fase nao-estacionaria

Dizemos que a fase ¢ € nao-estacionaria quando o gradiente V¢ ndo se anula no suporte
da amplitude %, ou seja, quando Vi (x) # 0, para todo x € supp(7). Sob essas hipdtese iremos

mostrar que a integral em (4.9) tem o decaimento
[TV < CATY,

para todo N € N, com C' sendo uma constante dependendo de ¢, ¢, N.

Antes de provarmos isto de maneira geral, iremos fazer o caso unidimensional.

Teorema 4.2.1. Suponha que ¢ € C*(R,R) e ) € C°(R,C). Se ¢'(x) # 0 quando = €
supp(v), entdo, para cada N € N,

[I(N)] < Clp o, N)ATY,

sempre que A > 0.

Demonstra¢do. Comecemos mostrando, indutivamente, que

)\—N N 4
I0) = (=1 S [ (EY 0w (@)p Ve Oda, (.10
k=1
com Yy (z) = (W (z),..., N (2)) e F¥ : R* x RN — R é suave. Como ¢’ ndo se anula

em supp()) podemos reescrever I (\) da seguinte forma:

i Jr ¢ (z)dx

Com isto, integrando por partes e usando o fato de supp(?) ser compacto deduzimos que

4.11)
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Dessa forma, definindo Fi(¢,x) = z/t* e F5(t,z) = 1/t, com (¢, z) € R* x R obtemos

V(@)¢'(x) + P(x)e"(x)
¢ (x)? '

Logo, (4.11) vale para N = 1. Supondo que (4.10) é valido para N — 1 concluimos que

(From)(@)ih(x) + (Fzrom)(x)y'(x) =

1) = ()T S o )@,

k=1

Analogamente ao que ja fizemos, podemos reescrever /(\) da seguinte forma:

d .
(FN=to ﬁyN,l)(x)w(k)%(e”‘“’(x))dx. (4.12)

Vimos em (2.3) que
supp(fg) C supp(f) N supp(g),

para quaisquer funcdes f, g. Além disso, pelo Lema A.1.7 a funcio ¢*) tem suporte compacto
para todo k e, portanto, (F}Y ~*oyx_1 )¢ * tem suporte compacto. Com isso, utilizando integracio

por partes em (4.12), obtemos

N—-1 !
I\ = / ( (F " ov- 1)¢<k>> (2)e™@ dz.
R =1

¢'(z)

Vamos mostrar que as derivadas do somatério da integral acima podem ser escritas como F}¥ o7y,

para alguma fungio diferencidvel ;. De fato, como

v-1(@) = (¢ (@), ..., o™M(@)),

deduzimos que
(@) = (PP (@), " (@)

Escrevendo os elementos de R* x RV~ como (¢, 4, ..., yn_1), pela regra da cadeira, obtemos
aFN_l -1 8FN 1
(FY o) = ——(n1)¢” + (An-—1)pl*2),
ot o Oy

Com isso, obtemos

(F¥ Yoyn)\  (FF toqyn )¢ — (FNtoyn)y”
90/ - 90/2

"o (+2)
An-1)p"
()\N—l)QO” N ]22:1 ayj ( 1) B (Fliv_l o ”YNfl)(PN

(p/ (pl S0/2

OFN!
ot




144 Capitulo 4. Decaimento de Fourier de medidas superficiais

Considerando (r, z,zx) = (r, 21, ..., o5_1,2n) € R* x RV7IRY defina as fungdes
oFN—1
le:v<rax7IN) :r_l k (7’,(13)1’1,
ot
N-1 gpN- 1
V(o ay) =Y (@) 20,
J 1 8y2
e
ZN(r,z,on) = —r*FN Y, x)z.
Dessa forma, )
FN=loqyn_
<( — 1>> = FY o, (4.13)

com FN = (XY + VY + Z). Por outro lado, definindo

FN—I
Flﬁrl(nxax]\/): L (7"71')’
T
obtemos N
FX _
(Fi " enw-1) _ FN oy, (4.14)

QDI
Portanto, por (4.13) e (4.14) e pela regra da cadeia, concluimos que
— / _ / _
((Fliv ' °7N1)¢(k)> _ ((Fliv ' O’Wl)) ¢(k) + ((Fliv ' O”YN1>) w(k;+1)
S0/ ()0/ /
= (K o yw)o™ + (Bl o )Y,

Assim,

3 (i) (@) = SR 0 + (X (i 09w o)

k=1

Logo, concluimos (4.10). Portanto,

TN < Clp. o, N)ATY

com
N

STEY oyn) ()™ da. (4.15)

k=1

CleeN) = [,

Com isto, finalizamos a demonstragao. [

Estamos prontos para provar o caso geral.

Teorema 4.2.2. Suponha que p € C°(R",R) e v € C*(R",C). Se Vp(z) # 0 quando
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x € supp(v), entdo, para cada N € N,
TN < Clp, b, N)A™N, YA>0

Demonstrag¢do. Suponhamos primeiramente que 8“”( ) # 0, para todo € supp(%)), com

j=1...,n.Dadox = (x1,...,2,) € R", seja

T = (.fl'l,...,l’j,l,l’j+1,...,§l}'n)

C={Z:ze€supp(®¥)}.

Além disso, para cada © € C' defina

@j(l'j) = ()0(.1’1, ey Lj—15, Ly L1y - - - ,:L'n)

2/Jic(xj) = (xy, ... y Lj—15Tjy L1, - - - , Tn),

para todo x; € R. Dessa forma, pelo Teorema de Fubini, podemos escrever

1) = / eN@Y(2)da
_ erele )w(az)daz

— /Sup(p/ Az (@5)q)) (xj)d$j> dz.

Assim, aplicando o Teorema 4.2.1 a integral dos parénteses, obtemos

11 < | [ Clpa, s, )| A7

Note que
k
),y 9 R
vz () al‘?(a:l,...,x],l,xj,:cﬁl,...,xn)
e o
2 Y
wé)(fﬁj):W(Q?l,...,xj,1,$j7$j+1,...,$n).

Logo, por (4.15), obtemos

N

S (FY 0 qw) (@)W (x;)| da;

k=1

N ~
<3 [, IO 0 ) )00yl d,

C(%0£7¢@7N>:/R
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onde A% = supp ( ¢(x1, R S R TR ,xn)) e

~ ( ) (990 8N+190
ri)=|=—, .., —r
TN Ox;’ "7 0zt
e cada derivada estd aplicada no vetor (xy,...,%j_1, %), Tj41,...,Ty). E de rapida verificacdo
que, paracada k = 1,..., N, vale a estimativa uniforme
[ NEY 033 @) (@)l da; < Cul, v N), (4.16)
com
oF oF
Culip ) = (ot (G0 er (s (52)) @
supp ;lf Lj Lj
e
. 890 aNJrlgO
] — 4.18
o) = (520, G ). @.18)

para todo = € R". Portanto, C'(¢;, 1z, N) é limitada uniformemente por uma constante depen-

dendo apenas de ¢, ¥ (e suas derivadas) e NV, digamos, C(¢, ¥, N'). Com isto, concluimos

[I(N)] < Clp. o, N)ATY

Provemos o caso geral. Por hipétese, dado x € supp(¢)) sabemos que Vp(z) # 0. Logo,

%‘;(m) # 0 par algum j = 1,...,n e ;por continuidade, existe uma vizinhanga U, de z tal
que %(y} # 0, para todo y € U,. Com isto, {U, : x € supp(¢))} é uma cobertura aberta
para supp(v). Logo, pela sua compacidade, podemos dizer que existem abertos By, ..., B,
cobrindo supp(v)) tais que, para cada i, existe um j; = 1,...,n tal que

I

a%( z) # 0,

para todo © € B;. Considerando uma particdo da unidade {h;}!", subordinada a {B;}",
(FOLLAND, 1999, Teorema 4.41) consistindo de fun¢des com suporte compacto, isto é,
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supp(h;) C B;e >, hi(x) = 1, para todo = € supp(¢)). Dessa forma, obtemos

I\ = / ey (z)da
supp(¢)

supp(¢)

=3 [ e (a)de,
i=17Bi

= @) () i hi(x)dx
i=1

com v; = 1h,. Para concluir a demonstragado, basta aplicar o que provamos inicialmente a cada

integral da soma anterior. [

4.2.2 Meétodo da fase estacionaria

Vimos anteriormente que a integral (4.9) tem um decaimento rdpido quando V(x) # 0
para todo = € supp(7)). Nesta se¢do, temos o objetivo de estudar o decaimento da mesma
integral quando V¢ se anula em algum ponto de supp(#), ou seja, quando  possui um ponto
critico em supp(¢). Quando isto ocorre dizemos que a fase ¢ € estacionaria. Um ponto z, é
chamado de critico ndo degenerado de ¢ se V() = 0 e o determinante da matriz Hessiana de

 no ponto x, € ndo nulo, isto &, det(Hess,(zy)) # 0, com

82
Hess,(an) = ( o))
iUl 1<i,j<n

Vamos mostrar que se todos os pontos criticos de ¢ em supp(¢)) forem ndo degenerados, entdo
[T < Clp, )N %,

para todo A > 0. Inicialmente iremos mostrar o caso unidimensional.

Teorema 4.2.3. Suponha que |¢¥)(z)| > 1 paratodo x € [a, b], com k sendo um inteiro positivo.

Defina C;, = 5-2¢1 —2.Se k = 1 e ' é monétona, ou, k > 2, temos

b . 1
/ M@ dpl < CAE, A > 0. (4.19)

Demonstragdo. Inicialmente, suponhamos que k£ = 1 e, sem perda de generalidade, que ¢’ é

monotona crescente. Integrando por partes, deduzimos que

ixp(b iXpla
/beimwdx: /b L4 ine@)y gy = © o el _/beiwx)d LI P
a a IAQ'(x)dx iAg'(b)  iNg'(a)  Ja dx
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Como, por hipétese, |¢'(a)|, |¢'(b)| > 1, obtemos

b bl d 1
/ e gyl < oxTt 4 )\71/ — dx. (4.20)
a a |dz 30/(‘1;)
Vamos mostrar a seguinte identidade:
bl d 1 1 1
— dr = — . (4.21)
/a dx <¢/(m)>| ‘@’(b) ¥'(a)

Com efeito, é claro que " ndo troca de sinal em [a, b], pois, se existissem ¢ € [a,b] e § > 0 tais
que ¢"(z) > 0 paratodo x € (¢,c+0) e ¢"(z) < 0 para todo x € (¢ — 6, ¢), pelo Teorema do
Valor Médio; e usando o fato de ¢’ ser crescente, poderiamos encontrar r € (¢ — d, ¢) tal que

(,0”(7’) _ 90/(0) — ?l(c — 6) > O,

e, com isso, terfamos uma contradi¢@o. Portanto, ¢” < 0 em [a, b] ou ¢ > 0 em [a, b]. Dessa

di (w%x)) - ‘;f(())

também ndo troca de sinal em [a, b]. Portanto,

[l (o oo L

e com isso concluimos (4.21). Além disso, por (4.20), obtemos

forma,

e

1
¢ ()

) N

/ ' M) gy

o) ¢la)]

Como ¢’ é continua e |¢'(z)| > 1 para todo = € [a,b], temos que ¢’ ndo troca de sinal em
[a, b], pois, se houvesse =,y € [a,b] tais que ¢'(z) > 0 e ¢'(y) < 0, pelo Teorema do Valor
Intermedidrio, existiria r € [z, y] tal que ’(r) = 0, 0 que nunca pode acontecer. Portanto, como

¢’ é crescente temos que ¢’ (a) < ¢'(b) e

| 1 1
¢'(b)  ¢'(a)

De fato, se ¢'(a) > 0 entdo —¢'(b) < 0. Logo, como |¢'(a)| > 1, obtemos
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Por outro lado, se ¢'(b) < 0, entdo ¢'(a) < 0. Logo, como |¢'(b)| > 1, obtemos

= - <0+1=1.

Com isso,

<o lial=0n

/ ' M@)o

com(Cy=5-1"1-2=3.

Agora, vamos supor que k > 2 é tal que |¢¥)| > 1 e que o resultado é vélido para
k — 1. Com isso, temos que p*) (1) # 0 para todo = € [a, b]. Logo, pelo Teorema do Valor
Intermedidrio, a fung¢do »*) ndo troca de sinal. Supondo, sem perda de generalidade, que
¢ > 0 em [a, b]; mais precisamente ) > 1, a funcio ¥~ & estritamente crescente. Com
isso, perceba que existe um tdnico ¢ € [a, b] tal que o minimo da fungio |p*~V| ocorre em um

dos casos: ¢ = a, ¢ = bou "V (c) = 0, veja Figura 5.

k:—l)|

Figura 5 — Ponto critico da funcio \go(

Vamos prosseguir supondo que o ponto critico de ¢*~1) estd no interior de [a, b]. Por

outro lado, dado ¢ > 0 tal que [c — 0, ¢ + d] C [a, b] afirmamos que a estimativa
|¢(k—1)(r)| >4, (4.22)

¢ vélida para todo = € [a, b]\(c — J,c + ). Com efeito, seja zy € [c + 0, b]. Pelo Teorema do
Valor Médio, sejar € (¢, c+ 0) tal que

p (e +0) — ") "D (c+4)
5

M (r) =

(k=1) ¢ crescente, obtemos

Como ) > 1em [a,b] e ¢
8 < 8B (r) = o* V(e +6) < "V (a0).

De maneira andloga, supondo que zy € [a, ¢ — §], concluimos que § < —p*~(z() e, com isso,

concluimos (4.22). Dessa forma, |(6~') 1| > 1 tanto em [a, ¢ — 6] quanto em [c + J, b]. Pela



150 Capitulo 4. Decaimento de Fourier de medidas superficiais

hipétese de inducao, obtemos

c=0
/ 67,86 lw(x)dx S O(k_l)s_(kim

___1
< Cp—pys &1,

b
os—1
/ 6186 @(x)dx
c+6

para todo s > 0. Em particular, tomando s = \J e observando que

c+6
/ ’ M) gy
c—0

< 96,

obtemos

b
[ €20 da| < 204 (30) T 426,

Seja § = A~/*. Naturalmente, se \ é suficientemente grande, entdo & é pequeno e, portanto,

podemos concluir que

/ ' M) gy

finalizamos observando que 2C(;,_1)+2 = Cj. E importante notar que quando ) é suficientemente

< 2C(_y(ANTH) T 4+ 207F = 20 A+ + 20 F = (201 + 2)AF,

pequeno, a estimativa (4.19) € vélida, mais precisamente,

/b ei)\ga(gv)d‘r
a

para A pequeno. Por fim, para os casos em que ¢ = a ou ¢ = b podemos utilizar argumentos

-

<(b—a) <CpATF,

semelhantes para obter

b
/ M@ 4| < G (M) T 4,

e novamente tomamos § = \~ /%, ]

Corolario 4.2.4. Sob as hipdteses do Teorema 4.2.3, para qualquer fungio suave ¢ : R — C

vale a estimativa

b .
/ @) (z)dx

<t (jwol+ [ W),

para todo A > 0.

Demonstragédo. Seja F uma fungdo definida por F(z) = [ e dt, com x € (a,b]. Logo,
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utilizando o Teorema Fundamental do Calculo e integrando por partes, obtemos

/ab e (z)dx = /ab F'(z)y(x)dz
= P, - [ P @

onde usamos que F'(a) = 0. Dessa forma,

b b
| e @] < [FOIE)] + [ |F@) @)dr,

Pelo Teorema 4.2.3, temos que |F(z)| < CyA~*, para todo € [a, b] e, com isso, obtemos o

resultado. O]

Vejamos o resultado mais importante desta secao.

Teorema 4.2.5. Suponha que todos os pontos criticos de ¢ em supp(?) sdo ndo degenerados.

Entao,

w3

[I(A)] < Clp,)A72, (4.23)

para todo A > 0.

Demonstragdo. Primeiramente iremos mostrar o resultado para o caso em que

10 = [ ¥ (a)da,

com () sendo um polindmio da forma

Q@)=xl+.. . +af —xpq — ... — 22, (4.24)
para algum k € {1,...,n}. Mais precisamente, iremos mostrar indutivamente que
/ eMQ(w)w(x)d:c’ <\ (/ |8aw(a:)]dx) : (4.25)
n R”

com |a| < n. Supondo que n = 1, o polindmio em questdo tem a forma Q(x) = z?. Logo,
Q" (z) > 1 para todo x € R. Com isto, supondo que supp(v)) C (—6,6) e ¥(d) = 0, pelo

Corolario 4.2.4, obtemos

Q)
/IR e W(z)dz

- ‘/66 N (1) da

< CpA7E (/_2 W(x)ux) .
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Com isto concluimos que (4.25) quando n = 1. Suponha que o resultado vale para n — 1. Pelo

Teorema de Fubini, temos

I = /R Py () da

-1 iNz2+.ta2—a2  —..—x2
= )‘ 2 Rn—1 € ( 2 L )%(1’2, L ?xn)d(ibg ..... ZTn)s

com
1 .
1/1,\(I27 e 71‘”) = \2 /Rewc%w(xl, To,. .. ,xn)d:cl.

Naturalmente ¢/, tem suporte compacto, pois ¢) o tem. Além disso, segue do Teorema 2.3.16
- (ii) (Regra de Leibniz) que 9, € suave. Logo, concluimos que 1, € C>°(R""! C). Portanto,

pela hipétese de inducdo, obtemos

[T S A2 (/R R L2 N Co T T M) (4.26)

com |a| < n — 1. Ainda, fixado (s, ..., z,) suponha que supp(0*Y (-, xa, ..., x,)) C (=7, 7)
e 0°Y(r, za,...,x,) = 0. Logo, pelo Coroldrio 4.2.4 ¢ Teorema 2.3.16 - (ii) (Regra de Leibniz),

temos

8Q¢A(x27 s 7xn)

1 [T
A2 / e”‘x%(‘?aw(ajl, Ty ..., Ty)dx]
-7

T

< )\%02)\7% <|aa1/1(7”> Lo, ... 7$n)’ +

5 / |3B¢($1,$27 e 7In)’dx17
R

|8’3w(x1, To, ... ,xn)|dx1>

T

com |3] < n. Logo, por (4.26) e pelo Teorema de Fubini, obtemos

IS (/R |a%(;c)|dx> | 4.27)

Com isto, concluimos (4.23) para o caso em que ¢ € um polindmio da forma (4.24). Provaremos
o caso geral supondo que os pontos criticos de ¢ em supp(?) sdo ndo degenerados e, para tanto,

faremos uso do seguinte resultado conhecido de um curso de Andlise no R" :

Lema de Morse (LIMA, 2014b, p. 290): Seja ¢ : U — R uma fungdo C*° definida
no aberto U C R" e seja zy € U tal que p(zo) = 0, Vo(zp) = 0 e det(Hess,(zo)) # 0.
Entdo existe um difeomorfismo G : V. — W, com V, W C R™ abertos,0 € V, zg € W C U,
G(0) =xpeparaalgum k € {1,...,n},

k—1 n
pol) =Y it =3 a2
j=1 =k

paratodo z € V.
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Seja x € supp(v). Se Vp(x) # 0, entdo por continuidade existe uma vizinhanga U, de =
tal que Vp(y) # 0, para todo y € U,. Por outro lado, se Vy(z) = 0, seja W, a vizinhanga dada
pelo difeomorfismo do do Lema de Morse. Dessa forma, estes abertos formam uma cobertura
para supp(%.) Pela compacidade, considere uma cobertura finita com tais abertos, digamos,
{Bi,...,Bn,}. Seja {h;}", uma parti¢do da unidade subordinada a {B;}", consistindo de
fungdes com suporte compacto (FOLLAND, 1999, Teorema 4.41), isto é supp(h;) C B; e
>, hi(z) = 1, para todo x € supp(y). Dessa forma, analogamente ao que fizemos na

demonstracdo do Teorema 4.2.2, podemos escrever
I(N) = _L;(N),
j=1

com [;(A) = [pn €@ (z)dx € 1p; = 1h;. Se j corresponde a um ponto ndo critico, entdo
usamos o método da fase niio estacionaria (ver o Teorema 4.2.2) para concluir que |1;(\)] <
A~z . Por outro lado, se j corresponde a um ponto critico ndo degenerado, entio, sendo Gjo
difeomorfismo correspondente do Lema de Morse, temos

KO = [ e¥0@)de = [ P90, 0G5) (), (n)dy,

n

com (); = o). Dessa forma, denotando por D; o suporte de 1; 0 G;, utilizando a continuidade

de Jg, € 0 que provamos em (4.25), obtemos

REIRQVIS SATE

[, 40w, 0Gy)(0)dy

J

e, com isso, finalizamos a demonstracao. ]

O posto de uma matriz A m x n é a quantidade de linhas linearmente independentes. Esta
quantidade também coincide com a quantidade de colunas linearmente independentes (ROMAN,

2005, Teorema 1.16). Em geral, o posto de uma matriz A é ¢ se, e somente se

i) existe pelo menos uma submatriz quadrada de A de ordem c cujo determinante é diferente

de zero,

ii) toda submatriz quadrada de A de ordem superior a ¢ tem determinante nulo.

Este fato pode ser consultado em (HORN; JOHNSON, 1990, p. 13). Dizemos que uma matriz
quadrada A de ordem n tem posto maximo se seu posto for n. Logo, se det(A) = 0 entdo o
posto de A € estritamente menor que n. Dessa forma, o ponto x é critico ndo degenerado de ¢
se, e somente se, Vi (zo) = 0 e Hess,(z() tem posto maximo. Além disso, se A for uma matriz
real simétrica a mesma € sempre diagonalizavel (HOFFMAN, 1971, p. 314), isto €, existe uma

matriz ortogonal P tal que A = PDP~!, com D sendo uma matriz diagonal formada por seus
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autovalores. Assim, o posto de A € igual a quantidade de linhas nio nulas em D, ou seja, o posto

de A é igual a quantidade de autovalores nao nulos; inclusive os repetidos.

Até este ponto mostramos que o decaimento |1 (\)| < A™/2 ¢ valido quando V() #
0 para todo = € supp(¢)). Além disso, se nos pontos = de supp(v) tais que Vi(z) = 0
adicionarmos a hipétese det Hess,,(z) # 0, entdo também temos o mesmo decaimento. Uma
pergunta natural a se fazer € a seguinte: A estimativa anterior continua védlida em algum sentido
se existirem pontos = em supp(7)) tais que det Hess,,(2) = 0? O préximo resultado nos responde

este questionamento.

Corolario 4.2.6. Seja ¢ € C*(R™",R) e v € C*(R",C). Suponha que Hess,(x) tem posto
| < n paratodo = € supp(¢). Entéo,

T S A7z,

para todo A > 0.

Demonstragdo. Seja xo € supp(v) arbitrario. Como Hess, (z() é uma matriz simétrica entao a

mesma é diagonalizdvel. Dessa forma, sejam { (o), ..., A\, (7o)} seus autovalores e escreva
A 0
Hess,(zg) = (o) ;
0 B (I’Q)

com A(I’()) = (6ij/\i(x0)>1§i,j§l € B(l’o) = (5ij/\i(l‘0))l+1§i,j§n' Como a ordem da matriz A é

igual ao posto de Hess,, (), entdo, sem perda de generalidade, suponha que det(A(xz)) # 0.

Escreva z = (¢, 2") € R x R* e xg = (xf, x)). Dessa forma, como Hess,(. o) () =
A(xg) temos que det Hess,(. 2 (x3) # 0. Logo, pela continuidade da fungdo determinante existe

uma vizinhanga Uy = U} x Uy de x, tal que det Hess,(. . (2") # 0, para todo (z', 2") € U.

Seja x € supp(¢)) } um ponto qualquer. Se Vi (z) # 0, entdo escolha uma vizinhanga
V., do mesmo tal que V(y) # 0 para todo y € V. Por outro lado, se Vip(z) = 0, pelo que
fizemos inicialmente, seja U, uma vizinhanga do ponto x tal que det Hess,(. ;) (") # 0, para
todo (2, 2") € U,. Dessa forma, {V,, U, : = € supp(¢)} é uma cobertura aberta para supp(¢).
Logo, como este é compacto podemos extrair uma subcobertura finita, digamos, { By, . .., By, }.
Além disso, seja {g1, . . ., g, uma parti¢do da unidade subordinada a tal cobertura (FOLLAND,
1999, Teorema 4.41), com supp(g;) C B;. Assim,

[T <Y1, (4.28)
j=1

com [;(\) = [pn €2°@e)(x)g;(x)dz. Se j for correspondente a um aberto onde Vi # 0, entdo
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utilizamos o Teoremas 4.2.2 para concluir que

LV < Clp, o, n)A™, (4.29)

sempre que A > 0. E de répida verificacio que A" < \7/2 para A > 1. Além disso, 1 < \~/2
quando 0 < A < 1. Ainda,

A </ 1=\
)< [, o=,

para todo A > 0. Dessa forma, sendo M; = max{C(p, 1, n), \;}, obtemos
[N < MpA2,

para todo A > 0. Por fim, se j corresponde a um aberto onde V¢ = 0, denotando v; = vg;,

pelo Teorema de Fubini, concluimos que

(M) =

[ e 0" da
/”/, ixp(z,z'") w] x .z )d.’L’d.ﬁEU

< dz”.

)\ / 1
/, et p(z!,x )77/)]‘(I/,ZL’H)CZZL',
J

B 4
J

Como det Hess,,(. .7 (2') # 0 paratodo z” € supp(v;), pelo Teorema 4.2.5, existe uma constante
C, dependendo de (-, 2") e de 1}, tal que

// p(a'2") 1/1](x 2")dx'| < ON"3,

Note que as constantes no Teorema 4.2.5 envolvem essencialmente integrais das fungdes ¢ e 1.

Com isto, sem perda de generalidade, a constante C' é uniforme em z”. Logo,
GO S £ (B2 (4.30)

e, com isso, finalizamos a demonstracao. O

Finalizamos esta secdo com alguns comentdrios acerca de integrais oscilatérias do

segundo tipo, isto &, integrais oscilatérias com fase e amplitude dependendo de um ponto fixado.

Proposicao 4.2.7. Suponha que & € C*(R" x R"R), ¥ € C*(R™ x R",C) e defina o
operador

L) = [ e, )f(w)dn, € <R
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Se

0?P
det (8%8&4 (z, f)) #0, (4.31)

para todo (z, &) € supp(¥), entdo o operador L, satisfaz
1L fllp2@ny S A2l p2ceny, (4.32)

paratoda f € L*(R"), e \ > 0.

A prova da Proposicado 4.2.7 é baseada no estudo de integrais oscilatdrias visto nesta
secdo. No que segue, daremos a ideia da demonstracdo. Todavia, o leitor pode ver a demonstragdo
na integra em (MATTILA, 2015, Teorema 20.1).

Ideia da prova da Proposicao 4.2.7: Podemos escrever

IEafl3= [ [ K@) s (@) )dedy,

com
Ka(w,y) = [ X000, U (y, E)de.

n

Para |z — y| < 1 temos

0?®
anafk

Vdﬂ%®—¢@fﬁ=< <ao)m—ywwxu—m%

Como ja fizemos nesta se¢@o, podemos supor que supp (V) é suficientemente pequeno. Com isto,

para alguma constante ¢ > 0, temos a seguinte estimativa

[Ve(®(x,8) — @(y,6))| = ¢z —y]

quando (z,&), (v, ) € supp(¥). Diminuindo o suporte de W, se necessario, podemos supor que,

paraalgumj=1,...,n,

;;wa@—¢@@»sdx—m

quando (z, &), (y,£) € supp(¥). Com isto,

|[Kx(2,9)] Sy (1+ Nz —y|)™™, ecom N € N.
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para z,y € R". Aplicando isto a N = n + 1, deduz-se que
/ |Kx(z,y)|dy S A", paraz € R,
]Rn

| A, y)lde S A7, paray € R,
Rn

Antes de continuar a prova, vejamos o seguinte resultado:

Teorema 4.2.8 (Teste de Schur). (MATTILA, 2015, Teorema 20.2) Sejam (X, i) e (Y, v) dois
espagos de medidae K : X xY — C uma fungdo i x v—mensuravel tal que [y | K (z,y)|?du, <
oo para y € Y. Suponha que

LK@ y)ldp < A, paray €Y,
/ |Kx\(z,y)|dv, < B, paraz € X.
R”

Defina

Ty () :/ K(z,y)f(2)dus, parayeY, feL(u).

n

Entao,

Tk fllzew) < VABI fllzagy, Y f € L*(w).

Para finalizar a prova da Proposi¢do 4.2.7, define-se

T f () = [, Kale.y)f()de,

Logo, pelo Teste de Schur concluimos que

ILAfIz = /Rn(TKAf)T < 1 Tx, fllall £ll2 S AT £,

com queriamos.

O resultado a seguir serd utilizado na demonstracao do Teorema de Carleson-Sj6lin na
Sec¢do 5.4.

Corolario 4.2.9. Suponha que ® € C*(R" xR™",R), ¥ € C°(R™ xR", C) e defina o operador

Li§) = [ X *9U(,)f(a)dr.

Se

2P
det < 52 7, (z, )) £0, (4.33)



158 Capitulo 4. Decaimento de Fourier de medidas superficiais

para todo (z, &) € supp(V), entdo o operador L) satisfaz

NZAS I Lo gy S AN o), (4.34)

paratoda f € LP(R"),A>0el <p<2.

Demonstragdo. Usando que ¥ tem suporte compacto, deduzimos que

Laf oo S (1111 (4.35)

para toda f € L*(R™). Além disso, pela Proposicio 4.2.7 a seguinte estimativa é vélida:

WAl 2@ny S A2 F] 2y, (4.36)

paratoda f € LZ(R”). Note que, (4.35) e (4.36) nos dizem que (4.34) é verdadeiro quando p = 1
e p = 2. Por isso, suponhamos que 1 < p < 2 e sejaf € (0, 1) dado por 6 = (2p — 2)/p. E de
répida verificacdo que

1 1—-60 6 I 1-6 ¢

P 1 27 00 2

Pelo Teorema 2.7.3 (interpolacdo de Riesz-Thorin) segue o resultado. [

4.3 Transformada de Fourier de medidas superficiais

Esta secado € destinada ao cdlculo da transformada de Fourier da medida de uma su-
perficie compacta. Sejam S C R™ uma superficie regular compacta de classe C¥ e p € S. A
Proposi¢do 2.4.13 nos permite escolher uma vizinhanga V,, do ponto p de modo que, sem perda

de generalidade, digamos
Vo ={(&, fp(2)) : 2" € Uy},

com f, sendo uma fungdo de classe C* definida no aberto U, C R"!. Logo, {V, : p € S} ¢
uma cobertura aberta para S e pela sua compacidade podemos extrair uma subcobertura finita,
digamos, B = {Vi,...,Vy}, onde

Vi ={(a, f;(")) : 2" € Us}-
Pela Proposi¢do 2.4.9 podemos considerar uma parti¢do da unidade {); }évzl subordinada a

cobertura B. Seja ¢; : U; — V; uma aplicagdo dada por ¢;(2) = (2, f;(2')). Vimos em (2.47)
que a medida de superficie em S no conjunto A C S é dada por

dmzzymm, 4.37)
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com f1; = 1;do. Logo,
N
G=> [ (4.38)
j=1

Dessa forma,

) = [ e iy, = [ e (y)do,

J

Como V; = ¢;(U;), pela Proposicdo 2.4.12, temos que

v hdo; = /Uj h(gpj(x’))\/l + |V fi(a)|2da’,

para uma fun¢o mensurdvel a Borel i com suporte em V. Portanto, tomando h(y) = e~ 2™, (y),

obtemos
() = [ Sy s+ Ve (o) P’
_ / —2mi(@ €415 )6) ) (o) d (4.39)
onde W; = U; N o5 (supp(¢h5)), 95(a') = 15(2/, 05 ()1 + [Var fi(2)? € € = (€, 60)-
Substituindo (4.39) em (4.38), obtemos a transformada de Fourier da medida o :
N N !l ¢! / ~
56 =3 / e~ 2l €15 e ] (1), (4.40)
j=1"Wi

4.4 Decaimento de Fourier de medidas superficiais

Seja S C R™ uma superficie regular compacta. Devido a relagdo (4.37), podemos nos
concentrar em medidas de superficie da forma p = 1¢)do, com o sendo a medida da superficie S
e 1 € C°(R™, C), cujo suporte estd contido numa vizinhanga de S dada pelo grafico de uma

funcgdo suave f : U — R definida no aberto U C R"~!. Além disso, por (4.39), temos que

AE) = [ e (o) da

com h(z') = (a, gp(x’))\/l + |V f(2)|? e & = (€,&,). Temos o objetivo de mostrar; utili-
zando o método da fase estaciondria e ndo-estaciondria, que i também satisfaz mesmo decai-
mento obtido em (4.6) para a esfera, todavia, precisaremos de uma hipétese acerca da curvatura

de S. E importante lembrar que a curvatura Gaussiana de S no ponto p é dada

K(p) = detHessf(q) = Mi(p) - ... - Ni(p),

com {\;(p) : i =1,...,1} sendo as curvaturas principais de .S no ponto p.
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Teorema 4.4.1. Suponha que S é uma superficie regular compacta e todos os pontos de S
possuem curvatura Gaussiana ndo nula. Entao sendo o a medida de superficie sobre .S vale o

decaimento

—(n-1)
)

G < I€1™> (4.41)

para todo £ € R™\{0}.

Demonstragdo. Seja p € S. Por (4.38), é suficiente provamos o resultado para uma medida
p = 1o, onde ¢ € C(R™, C) é suportada numa vizinhanga coordenada de .S dada pelo grafico
de uma fungdo suave f : U C R""! — R. Sem perda de generalidade podemos supor que p = 0
e que 7,S = R"™! x {0}. Neste caso, se ¢ € U é tal que p = (g, f(q)), entdo ¢ é um ponto
critico de f, isto é, V f(q) = 0. Portanto, pela Proposi¢ao 2.4.24, obtemos

[11,] = Hessy(q).

Seja & € R™ fixo, e escreva & = A¢n, com A\ = |[¢] > 0 e || = 1. Denotando os vetores de R™~*

porz’ = (x1,...,x,_1) €N = (m,...,1n,), defina a fungdo
pn(a') = =2m(mar + ...+ Doy + 00 f (),
para todo z € U. Dessa forma,
Q) = [ e

Uma vez que

0 0
%(w') =27 (nmnauj(a:’)> , (4.42)
paratodo: =1,...,n — 1, obtemos

V(@) = =21((n, ., Npe1) + 0 Var f(2))

Hess,, (¢) = —2mn, Hess;(z).

Se 1, = 0, entdo Vi, (z') # 0 para todo =’ € U, pois |n| = 1. Dessa forma, pelo método da
fase ndo-estaciondria (ver Teorema 4.2.2), existe uma constante M (<p77, 1;, N)com N =n — 1,

tal que

[ @] < Mgy, §mr )
Rn—1

par todo A > 0. Analisando (4.42) e (4.18) e o fato de |n| = 1, por (4.16), podemos constatar
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que a constante M (¢, 0, n) ndo depende de 7. Além disso, note que

| el dat

< [ Wbla)lda’ < sup{w}£” (supp(i)) = Av.

Dessa forma, definindo C' (¢, ¢, n) = max{\y, M (¢, 1, n)} e substituindo A\ = ||, concluimos

que

/Rni1 ei)\ggo,,(x’)qj)(x/)dx/ < C(QO, 77Z),n>|§‘_(n_1)/2,

g7 < (€077 quando [¢] > Te 1 < [¢]07™/2 para

|¢| < 1. Por outro lado, se 7, # 0; como S tem curvatura Gaussiana ndo nula todos os ponto de

para todo £ € R" ndo nulo, pois,

U, entdo det(Hess,, (z')) # 0, para todo 2’ € U. Com isto, a estimativa requerida é obtida pelo

método da fase-estaciondria, Teorema 4.2.5 e concluimos a demonstragao. L]

Utilizando essencialmente a mesma demonstracdo do Teorema 4.4.1 e o decaimento do

Corolario 4.2.6, obtemos o seguinte resultado.

Corolario 4.4.2. (LITTMAN, 1963) Suponha que S é uma superficie regular compacta com ¢
curvaturas principais nao nulas em cada ponto. Entdo, sendo ¢ a medida de superficie sobre S

vale o decaimento
. e
()] S 16172, (4.43)

para todo £ € R"\{0}.
Vimos na Proposicao 3.1.10 que a dimensao de Hausdorff de superficies no R” é n — 1,

dessa forma, pela Observacdo 3.5.4 o decaimento (4.41) é 6timo, bem como o decaimento (4.43)

nas condicoes dadas.
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CAPITULO

RESTRICAO DE FOURIER SOBRE
SUPERFICIES

Neste capitulo, iniciaremos falando um pouco sobre problemas de restri¢do e iremos ver

alguns resultados que irdo nos auxiliar a lidar com desigualdades da forma

[ for = [La@ry S| f|o(sn1y, (5.1

para toda f € LP(S"!). Tais resultados irdo nos auxiliar a entender a natureza da Conjectura
da Restri¢do. Mais precisamente, temos como objetivo mostrar o famoso Exemplo de Knapp
na esfera e ver como o mesmo € utilizado para mostrar as condi¢des necessdrias para que a
desigualdade (5.1) ocorra, o que ird culminar na Conjectura da Restricdo. Além disso, usaremos
o mesmo Exemplo para mostrar que os parametros do Teorema de Stein-Tomas também sao
otimos. Finalizaremos este capitulo vendo em detalhes que tal conjectura é totalmente resolvida
em R? para qualquer curva compacta suave com curvatura Gaussiana nfo nula e iremos exibir

a demonstracao deste fato. As referéncias basicas que nos guiaram ao longo do texto foram
(MATTILA, 2015) e (SOGGE, 2017).

5.1 Problemas de restricao

Dado f € L*(R"), pela Proposi¢do A.1.1, temos que f é continua. Além disso, o
Teorema A.1.8 (Lema de Riemann-Lebesgue) nos diz que a mesma decai a zero no infinito. Em
particular, podemos restringir ]? a qualquer subconjunto A do R", inclusive se L"(A) = 0. Por
outro lado, se f € L%(R™), o Teorema A.1.28 (Plancherel) garante apenas que f estd em L2(R™).
Com isto, ndo sabemos o que ocorre com a mesma em conjuntos com medida de Lebesgue nula,
todavia, pela Desigualdade de Holder, sabemos que f € L}, .(R™) e, portanto, dados A C R"

e & € A, arestricdo pode ser feita se ¢ também estd no conjunto de Lebesgue Lf usando o
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Teorema da diferenciacdo de Lebesgue (4.2) conforme a férmula

—~ 1 —~
— i / dy, 52
F(€) = lim (B N A) ey W (5.2)
desde que L"(B(&,r) N A) > 0. Ainda, se f € LP(R") com 1 < p < 2, a Proposi¢do 2.7.6
(Desigualdade de Hausdorff Young) nos permite saber que f er” (R™), com p’ sendo o expoente
conjugado de p. Logo, a primeira vista, a mesma pode ser pensada como definida apenas em
quase toda parte, porém, novamente pela Desigualdade de Holder, f € L}, .(R™) e, portanto,

podemos concluir que f também satisfaz (5.2).

Se A C R” tiver medida de Lebesgue nula, serd que podemos falar de f| A quando
f € LP(p) para 1 < p < 2? Veremos no exemplo a seguir que isto em geral ndo é possivel,

mesmo se f for uma fungao continua.

Exemplo 5.1.1 (Restricao sobre hiperplanos). Seja £ o hiperplano dado por
E={(" z,) e R" : z, =0}

Sabemos de um curso de Andlise no R™ que este conjunto tem medida de Lebesgue nula.
Considere K C E um conjunto compacto. Utilizando o Lema 2.3.20 (existéncia de fungdes
de corte) escolha 1 € C®°(R" 1) com 1 < ¢(2') < 1,¢ = 1 em K e supp(¢)) contido numa

vizinhanga de K. Defina a fun¢ao

para todo x € R". Naturalmente f € LP(R"™), para todo 1 < p < oo, pois, pelo Teorema de

Fubini, deduzimos que

1 1
p — /\|p ! — p
/Rn |f(x)|Pdx = /Rn_1 |(x")[Pdx /R a \xn\)de" = ||¢||LP(R,L,1)/]R i |xn])den < o0.

Por outro lado, note que

—2mixnén e—QWiiann

—dz,.
R 1+ |z,

F&) = [ e dr, = D(E)

R 1+ [a,]
Logo, se £ € E obtemos .

f©) = 0(€) [, 7 pdom =20
e portanto 1l | ndo estd bem definido.

Se considerarmos um subconjunto que ndo esteja contido em um hiperplano, serd que
conseguimos alguma restricdo? Por exemplo, seja S"~! a esfera unitdria e "' a sua me-

dida intrinseca. Dado f € LP,1 < p < 2, quando f |sn—1 faz sentido como uma fungdo em
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L9(S"!, o"~1) para algum ¢? Veremos na Secio 5.4 que se f € LP(R™), entdo f|s.—1 faz
sentido para alguns valores 1 < p < 2. No que segue vamos deixar claro o que significa restri¢ao

para 0s nossos propositos.

Se para uma fungdo f € LP(R"), com 1 < p < 2, ocorrer

~ ~ 1/
Fllzsesy o= ([ 1F@dom) 7 < oo, (53)

para algum ¢ < oo entdo fica bem definida a restri¢io f |sn-1 como um genuino elemento de
L9(S™1), com a medida o™~! implicita. Vejamos, pois, uma condi¢do necessdria para que (5.3)

ocorra. Suponhamos que exista algum ¢ < oo que faga a desigualdade a seguir ser verdadeira:

1| zaggn-1y < C(n, p, @)1 £l 2o o) (5.4)

para toda f € S(R™). Dessa forma, fica bem definida a aplicag¢@o continua
Rgn-1 : S(R") — LY(S™ 1 o™ )

dada por Rgn-1(f) = f|gn-1. Pela Proposicio A.1.20, sabemos que S(R") é denso em LP(R™),
logo, podemos estender continuamente de maneira tnica a aplica¢do Rg»-1 a todo o LP(R™), de

modo que a estimativa (5.4) ainda seja valida.

Problemas de restri¢io envolvem saber para quais pares (p,q) a estimativa (5.4) é
vdlida, inclusive com outros conjuntos do R com medidas suportadas no mesmo. De maneira

mais geral, seja © € M(IR") e denote seu suporte por S,,. Se ocorrer

R 1/q
( /. !f(&)!qdug> <o,

com f € LP(R™), entdo fica bem definida a restri¢do f| s, como um elemento de L?(S,,, 11). E
importante salientar que o espago L?(.S,, i) significa L?(R", 1), com a medida 4 restrita aos
borelianos de S,,. Alguma vezes utilizaremos apenas L?(.S,,) por simplicidade. Isto faz sentido
pois a medida y se anula "fora" de .S, (para mais detalhes veja a Observagdo 2.3.14). E importante
lembrar que, pelo Exemplo 2.4.11, se S C R™ ¢ uma superficie regular compacta de classe C'! e,
sendo 0"~ ! sua medida intrinseca, entdo o' € M(R"). Utilizaremos a nota¢do Rs,(p — q)

para dizer que
11l zagn ) < C(:, )| ]| o ) (5.5)

para toda f € S(R"), por exemplo, Rgn-1(p — ¢) significa exatamente (5.4).

Exemplo 5.1.2. A restri¢do Rgn-1(1 — ¢) € vdlida para todo 1 < ¢ < co. Com efeito, por
(A.2), arelagdo Rgn-1(1 — o0) é vdlida. Suponha, pois, que 1 < ¢ < co. Novamente, de acordo
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com (A.2) sabemos que

FENT < 1111y

para todo ¢ € R", dessa forma integrando com respeito a medida 0! sobre a esfera S" !,

obtemos

L NF© oz < (171l o™ (677 < " S SN oy

isto nos diz que
1 llzoggn-1.0n-1y < Unfl(Snfl)l/q\|f\|L1(Rﬂ)-

Sejam f,g € S(R") e p € M(R™). Além disso, denote K = supp(u). Observe que

(£)g(&)dpe
()¢ > drg(€)due
(2)e > g(&)dpede
(«) [ g€ dneda

(2)Gi(—)dz

=)

(R(f); 9)x =

AT
B

f
f

=

n

I
—a S

- =

n

Isto motiva a definicdo R*(¢)(x) = gi(—=). Logo,

(R(f),9)k = (f, R*(9))rn-

No que segue, vamos provar um resultado que nos dard uma caracterizacao para uma desigualdade

da forma (5.4), mais precisamente, queremos mostrar que a mesma € equivalente a

170 oy < C, e DIt 1 (5.6)

para toda f € S(R"). Desigualdades do tipo (5.4) e (5.6) sdo chamadas desigualdades de

extensdo. Vamos também fixar a notagdo RY (¢’ — p’) para simbolizar
w

el o @y < C(sp, I fll o @y (5.7)

para toda f € S(R"). Antes de provar o que comentamos, precisaremos de um lema auxiliar.

Sejal < p < co. Dado g € L¥(R") defina o funcional linear ¢, : L”(R") — R por
bg(f) = Jgn fg. Pela Desigualdade de Holder o operador ¢, ¢ limitado.

Lema 5.1.3. Seja g € L” (R™). Entio,

gl ey =sun{| [ af]: £ € SED. ey = 1. 58)
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Demonstragdo. Iremos fazer uso da seguinte relacdo de dualidade comum de um curso de
medida (FOLLAND, 1999, Proposicdo 6.13):

ol gy = sllinny = sup{| [ af]: £ € PR, N luoiam = 1}

Seja ¢, : S(R") — R um o funcional linear dado por

ng(f) = - fg'

Pela Desigualdade de Holder o funcional ggg ¢ limitado. A funcdo ¢, € naturalmente uma extensao
de ¢,. Além disso, como ¢, estende ¢, é imediato que ||d,||s@ny- < ||Bgl| Lo+, com S(R™)*
sendo os funcionais lineares definidos em S(R") continuos na norma || - ||,. Por outro lado, seja
f e LP(R™) com || f||prny = 1 e {fu}p2, C S(R") convergindo para f em LP(R"). Além

disso, temos
f -
¢g ( < ||¢g||S(R")*'

__Jk
[ fiel| o ()
Logo, tomando o limite quando & — oo e usando a continuidade de ¢4, concluimos que

6ol | Lo @@y < ||@gl|srny- € finalizamos a demonstragdo.

]

E possivel mostrar, utilizando o Teorema de Lusin, (FOLLAND, 1999, Teorema 7.10), e
o Teorema de aproximagdo de Weierstrass, (LIMA, 1977, p. 262), que para u € M(R") o espago
de Schwartz S(R™) também € denso em LP(R", 1) para 1 < p < oo, (MATTILA, 2015, p. 270).
Com isso; e utilizando essencialmente a mesma demonstragdo do Lema 5.1.3, a igualdade a

seguir € vélida:
190l sy = sup {| [ afdi : £ € SRS lmrsy = 1} 59

paratoda g € L” (R", 1) com 1 < p < oo e pp € M(R").

Como ja mencionado anteriormente, o resultado a seguir nos dd uma caracteriza¢ao para
a desigualdade (5.5). Além disso, 0 mesmo serd usado para provar a versdao do Teorema de

Stein-Tomas para medidas gerais, o que € o principal objetivo deste trabalho.

Proposiciao 5.14. Sejam 1 < p,q < ocoe pu € M(R™). As seguintes desigualdades sdo

equivalentes para qualquer constante 0 < C' < oo:

D) ||l za@n ) < C)If]| Lo (@ny para toda f € S(R™);

2) ||fﬂ||Lv’(Rn) < C||f||L‘?'(R",;¢) para toda f € S(R").

Quando ¢ = 2, os itens 1) e 2) equivalem a
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3) | * fllw @ny < C?[|f]|Lr@n) paratoda f € S(R™).

Demonstragdo. Suponhamos que 1) seja vélido e sejam f,g € S(R™) com ||g|[zr@n) = 1.

Aplicando a Proposicdo 2.5.6 - (i) a medida fdu, obtemos

/Rnﬁw:/wﬁfdw

Pelo Teorema A.1.22, sabemos que § € S(R™). Logo, pela Proposi¢do A.1.18, temos que
G € LYR", 1) e naturalmente f € L9 (R™, ;). Dessa forma, pela Desigualdade de Holder,

deduzimos que

L Fig| < [ 1671 = 1167 < Vallse sl e

Logo, utilizando a hipétese, obtemos

[ Fug| < Cllgllnll s gy = Ol oy < 0
Tomando o supremo sobre g € S(R") com ||g||z»rn) = 1 € utilizando o Lema 5.1.3 concluimos
2).

Suponhamos que o item 2) € vilido e seja g € S(R") com |[g]| ¢ gn ,) = 1. Novamente,

pela Proposi¢do 2.5.6 - (i), temos que

[ Fodu= [ Fatow) = [ s

Como g € S(R") e 2) é vélido, entdo |[gfi|| ., gny < 00, ou seja, gi € L¥'(R™), dessa forma,
pela Desigualdade de Holder e pela hipétese, obtemos

[ Fodu| < [ 11581 < Il 198l ey < Il lamcen gl o e = CUS ooy < o0

Tomando o supremo sobre g € S(R") com ||g]|,¢gn ) = 1 concluimos que 1) € vélido utili-
zando (5.9).

Vamos mostrar que 1) e 2) sdo equivalentes a 3) quando ¢ = 2, e para tanto, € suficiente
mostrar que 1) é equivalente a 3). Inicialmente vamos verificar que se 1) € valido, entdo i x f €
L (R™). De fato, como f € S(R"), ento, pelo Teorema A.1.22, existe uma fungio h € S(R™)

com h = f. Dessa forma, Pela Proposi¢do 2.5.6, vi), temos

—

ﬂ*f:ﬂ*ﬁzﬁ*ﬂ:hd,u.

Como 1) é equivalente a 2), temos que Hh/d\uHLp/(Rn) < o0, ou seja, fi x f € LP (R™). Em



5.1. Problemas de restri¢do 169

particular, i * f também estd em L” (R™) e portanto, pelo Lema 5.1.3 faz sentido a igualdade

1 Pl =sup {| [ @+ Fhg| - 9 € SE. Nl =1} 5.10)

Considerando g € S(R™) com ||g||r»(rn) = 1 e utilizando a férmula 2.5.12 - (ii), obtemos

[ G| = [, Fadu] < 17 ezl Bllaer s = 1172231 2cen

Logo, pelo item 1), deduzimos que

[ @5 Prg| < s lgllireny = ¥ v

tomando o supremo sobre g € S(R™) com ||g||rr@n) = 1 e utilizando (5.10), concluimos
3). Finalmente, suponhamos que 3) é vdlido e seja f € S(R"). Dessa forma, novamente pela

féormula 2.5.12 - (ii), obtemos

11122y = /Rn(ﬁ*f)f < 1 # Fll g e 1 oy < CEIIF o1 fllr@ey,  (5.11)

isto €,
122 @y < CPIF 10 @ny

e com isto obtemos o item 1). OJ

Se uma das condi¢des 1)-3) da Proposicao 5.1.4 for satisfeita podemos concluir que,
de fato, a respectiva desigualdade vale para toda funcdo no respectivo espaco de Lebesgue no
sentido de extensdo de operadores. Todavia, especialmente se o item 2) for satisfeito, vamos
utilizar a continuidade das medidas em M(RR") (Proposic¢do 2.5.3), para mostrar que vale a

extensao
f 1l o ey < CHF N Lo ey (5.12)

para toda f € L7 (R", 1). Com efeito, seja f € L7 (R", 1) e uma sequéncia { f,};2, C S(R"™)
tal que [|fx — f[|;¢ g,y — 0 quando k& — oco. Dessa forma, por 2) temos que a sequéncia
{ fru}32, é uma sequéncia de Cauchy em LP' (R") e, portanto, converge para alguma fungéo
g € L¥ (R™). Vamos mostrar que, de fato, g = fﬁ Com efeito, naturalmente temos que {m}zozl
possui uma subsequéncia que converge para g qtp, digamos, { ﬂl\,u}fil. Por outro lado, vimos na

Proposi¢do 2.5.3 que medidas em M (R") sdo continuas, dessa forma, dado = € R", obtemos

Jria) = [ Jue ™=, = [ (@) = F)e =g, + [ fly)e > vdp,

Sendo K o suporte da medida p, pela Desigualdade de Holder, obtemos

L (Fuly) = Fe > dp,

< [ 10 = Dxcldn < p() ) fiy = Flliw e
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Com isso, a sequéncia { ﬁl\u} ; converge para f/] pontualmente em todo o R"™. Portanto, g = f/]
qtp, o que implica fu € LY (R™) e f/kl\p converge para fu em L (R™). Por fim, por 2), temos

kaz:uHLP'(R") < CkalHLq/(R",u)v

fazendo [ — oo, obtemos (5.12).

O resultado a seguir nos dd condigdes necessdrias para que as estimativas Rgn—1(p — q)
e R&.—1(p — ¢) sejam verdadeiras. Isto serd extremamente Util para mostrar que os parimetros

da Conjectura da Restri¢do na esfera sdo 6timos.

Proposicao 5.1.5. Seja 1 € M(R") e denote K = supp(y). Os seguintes itens sdo verdadeiros:

1) Se Rk (p — q) é vélido, entdo R (p — ¢) paratodop < pe G < ¢;

2) Se Ry (p — q) é vdlida, entdo R (p — §), paratodop > pe g > q.

Demonstragdo. Mostremos primeiramente que

I fllza < Ifllze@ny,

para toda f € S(R™). De fato, considerando f € S(R"), pela Desigualdade de Holder, temos

que

1 1oy = LA et < 2@l 2 s

comr = q/(q— ) e r’ = q/G. Com isto, deduzimos que

AW zagy < 11 zaq-

Seja ¢ € S(R™) com ¢ positiva e tal que » > 1 numa bola contendo K (veja a Observacédo
A.1.27). Logo, pela formula da convolugdo (A.4) e como Rk (p — ) vale, obtemos

1 oo S [ 7@l = I1F 5 @llio S 1S % llzoee.
Seja r definido por 1/p + 1/r = 1/p + 1. Note que o mesmo satisfaz

pp

1
,
pois p — p < 0. Logo, a Desigualdade de Young (Corolario 2.7.5) nos diz que

A llzagy S NF* @llir@ny < [ flle@mllellr@n S 1| L@,
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como desejado. Provemos o item 2), isto €, vamos mostrar que

I[fellzany S I o), (5.13)

para todo f € S(R™). Vamos mostrar primeiramente que

fllzewy S Il o) (5.14)

De fato, pela Desigualdade de Holder, obtemos

Aoy = 11 1Pl <

w P e S AP e

comr = p/per’ = p/(p—p). Notando que [[| ||
que a estimativa (5.13) € valida para ¢ = oco. De fato, utilizando a mesma prova de (5.14) para

1) = |[f1175(,)> obtemos (5.14). Mostremos
p = 1, obtemos
Fu©) = | [ eS| < 1 7losin 115

Como f,z] € continua (Proposi¢ao 2.5.3), tomando o supremo sobre todos os vetores & € R”,

deduzimos que

HfNHLOO(R”) S HfHLﬁ(,u)- (5.15)

Com isso, s6 nos resta concluir (5.13) para ¢ < ¢ < oo. Com efeito, uma vezque § —q > 0 e

|ﬁ(§)| < ||fﬁ||Loo(Rn), para todo ¢ € R", concluimos que

( 1Fu(e)] )"“’<1
1Fullem@en )~

Fullpoe@ny ) \ I Full oo reny

Integrando e utilizando a hipétese de que R (p — ¢) é vélida, temos que

ou seja,

1Pl oy [ 1Pl < 1Tl ey [ 1
= 177 o T
< ||f,u||L<>O(R") fHLp(H)
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Dessa forma, utilizando as estimativas (5.14) e (5.15), obtemos

il agany < N FllEm L 1 Eog S AT G 500 = (111550,

e, com isso, obtemos (5.13) para ¢ < § < o©. ]

Devido a Proposi¢do 5.1.5, quando lidamos com problemas de restri¢do, sempre adota-

mos a filosofia de maximizar p e ¢ para os quais R(p — ¢q) ou R*(p — ¢) é vélido.

5.2 Exemplo de Knapp na esfera

Para mostrar que algumas estimativas envolvendo fun¢des em algum espaco sdo 6timas,
muitas vezes € suficiente encontrar uma func¢do particular que nos dé o que almejamos. O
resultado a seguir é conhecido na literatura como Exemplo de Knapp para a esfera e sera
utilizado para mostrar que o intervalo de restricdo para o Teorema de Stein-Thomas é 6timo,

bem como que os parametros da conjectura da restricdo também s@o 6timos.

Proposicio 5.2.1 (Exemplo de Knapp). Seja e, = (0,...,0,1) € R", com n > 2. Dado
0 < 0 < 1, considere o conjunto

Cs={reS"':1-x-¢, <0}

Entdo, sendo f = x(,, vale a estimativa

— n—1
i)z T, (5.16)
para todo £ € R, com Ry C R™ dado por
c c e c c
R~ [=5o] xex [5:5] < [ )

com ¢ = 1/12n.

Demonstracdo. Primeiramente mostremos que se © € Cj, entdo |z;| < V26, para todo i =
1,...,n — 1. De fato, denotando os vetores de R" por (', ), se © € Cs, entdo 1 — x - e, < &2,

ou seja, 0 < 1 — 6% < x,,. Além disso, temos que z,, = (1 — |2’|?)*/2. Com isso, obtemos

1 — 52 < (1 . |£E/|2)1/2.
Consequentemente,

l2'|> < 26 — §* < 267, (5.17)
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o que € suficiente para concluir o que afirmamos. Além disso,
3 _ —2mi-x 3 _n—1
Fo©)l = | [, o
8

/ e—27‘ri§-xd0_;z—1
Cs

/ 6—27ri§-(m—en)d0_;—1 '
Cs

|€27ri§~en ’

Logo, como o médulo de um nidmero complexo € sempre maior ou igual que sua parte real,

obtemos
fo(©)] > /05 cos(2m - (v — ey))do™ . (5.18)
Vamos mostrar que
27 - (2 —en)| < g (5.19)

paratodo x € Cs e £ € R;. Com efeito, seja x € Cs e £ € R;. Naturalmente temos |§;| < ¢/d,
paratodoi =1,...,n — 1e &, < ¢/62 Logo,

n—1
-2 —&-e] = —Zgixi“‘gn(xn_l)
i=1

i=1
n—1
< D lGillzsl + &l — 2 - e
i=1
02

=c[V2(n—1)+1]

= [Van— 1) +1].

n—lc\/_ c )
SZ;E 20 + =0

E de rdpida verificagdo que +-[v2(n — 1) + 1] < §.Logo, obtemos
1
|§I—€€n| <

6

e, multiplicando por 27, obtemos (5.19). Portanto, cos(27€ - (x — e,,)) > 1/2 para todo x € Cj
e & € Rs. Logo, substituindo isto em (5.18), concluimos a requerida estimativa (5.16). ]

Vejamos a seguir uma propriedade importante do conjunto Cs do Exemplo de Knapp.

Proposicao 5.2.2. Dado 0 < § < 1/2, seja

Cs={reS"':1-x-¢, <}
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Entdo, 0" 1(Cs) S 0" e d" ! < o™ 1(Cy).

Demonstragdo. Utilizando (5.17), podemos constatar que o ponto (z/, x,,) € Cjs se, e somente
se, ' € B(0,/202 — 6%), dessa forma, Cj € o grafico da funcéo f : B(0, /2% — §*) — R dada
por f(z') = (1 — |2/|?)"/2. E de rdpida verifica¢do que

X

VI ==y

Dessa forma, pela Proposi¢do 2.4.12, temos

n—lC :/ 1 /Qd/:/ 1_ ,2_1/2d/.
)= [ VIR = [ )
Se 2’ € B(0,+/202 — &%), entdo (1 — |2'|>)"¥/2 > 1. Logo ,

o™ H(C5) > L (B(0, V262 — §4)).

Em geral, se 7' é uma aplicagéo ortogonal e F' é L —mensuravel, entdo L™ (T'(F)) = |det T|L™(E)
(FOLLAND, 1999, Teorema 2.44), com isso, obtemos

O'n_l(05) 2 (252 . 64)(71—1)/2 > 6n—1

€, com isso, terminamos a primeira parte da proposicao.

Provemos a segunda estimativa. Naturalmente,
B(0,v/26%2 = 5%) ¢ B(0,/20).
Isto implica

anfl(CS) _ / (1 . ‘I/|2)71/2dx/ < (1 . |x/|2>71/2dx/.
B(0,v/262—5%) B(0,v/26)

E claro que (1 — |2/|?) # 0 quando 2’ € B(0,/26); pois, por hipétese, § < 1/2 < 1/v/2.
Portanto, a tltima integral estd bem definida. Além disso, se #' € B(0,1/20) é de rapida
verificacio que

(1= o) < (1 2%) P,

dessa forma,

"N (Cs) < (1 —28%)7V2L Y (B(0,v/26)) = (1 — 26%)~V2(v/20)" 1 L1 (B(0, 1)),

ou seja,
O_nfl(cis) S 67171(1 . 252)71/2.
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Para finalizar, basta observar que (1 — 26%)~'/2 < /2 sempre que § < 1/2 e concluir que
onL(C) < 6, 0

Finalizamos esta se¢do com uma propriedade da fun¢do f = x ¢, do Exemplo de Knapp.
Mais precisamente, o resultado a seguir serd utilizado para mostrar a otimalidade dos expoentes

do Teorema de Stein-Tomas e também da Conjectura da Restri¢do na esfera.

Corolario 5.2.3. Seja f = x¢, com 0 < § < 1/2. Entdo, para todo 1 < p, ¢ < oo, temos

||f||Lp(Sn n < < 671 1/p (520)
€
5n717(n+1)/q S Hfo'nilulﬂ(R")' (521)

Demonstragdo. Primeiramente, pela Proposi¢cdo 5.2.2, temos

1/p 1/p
1/ 2oy = (/ |f |”d<’"_1> N ( don_1> oY () < gDl
Sn—1 Cg
Com isto, provamos (5.20). Por outro lado, pela Proposi¢ado, 5.2.1 sabemos que

o1 (05)

For (@) = T

para todo £ € Rs. Além disso, note que o volume de R; vale

n—1
LM (Rs) = <2§) zﬁ = oneng=(ntD), (5.22)

Com isso, para 1 < g < oo, obtemos

1T e = ([ 1Fm10) = ([ (o) 2 7 ey

Utilizando (5.22) e a Proposi¢ao 5.2.2, obtemos
o™ |paggny = 8" (206D a > grt=(nth)/a

b

e ,com isso, provamos (5.21). O]

5.3 A conjectura da restricao na esfera S"!

Iniciemos esta secdo verificando os pares (p, ¢) que sdo necessarios para que a estimativa

[ fo [ La@ny S flzosn-1 (5.23)
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seja verdadeira para toda f € LP(S"!). Claramente a fun¢do f = 1 estd em LP(S"™1), para
todo p. Além disso, vimos na Proposicdo 4.1.4 que o™~ ! € Li(R™), paratodo ¢ > 2n/(n —1)e
que 0”1 ¢ L>/(=1(R"). Logo, a fim de que (5.23) seja vélida para f = 1, é necessario que

(5.24)

pois do contrério, se
—_—
[ fomH[romn) S | fllLe@n1),

para algum ¢y < %, entdo pela Proposi¢do 5.1.5 - (ii) a mesma desigualdade valeria para

qualquer ¢ > ¢ e, com isso, terfamos uma contradi¢do ao tomar f = 1e ¢ = 2n/(n — 1).

Por outro lado, a fim de que (5.23) seja verdadeira para f = Y(,, com Cs como no

Exemplo de Knapp (ver a Proposi¢do 5.2.1), pelo Coroldrio 5.2.3 € necessario que
gr1-(nin/a < ||@|’Lq(w) S F ooy < 8D/,
para § suficientemente pequeno, ou seja, é necessirio que 5"~ 1~ (»+D/a=(n=1/p <1 sto é,

§=D/P=(nt1)/a < 1 (5.25)

Se o expoente na expressao (5.25) for negativo, entdo

lim §(=V/P'=(n+)/a —
6—0 ’

0 que nao pode ocorrer. Com isso, obtemos uma segunda condi¢io necessaria para que (5.23)
ocorra:

(nt1) (5.26)

>
1= n—1

Ainda, pela Proposicdo 5.1.5 - (ii), se (5.23) ocorre para ¢ = (n + 1)p’/(n — 1), entdo a mesma

valerd para qualquer ¢ > (n + 1)p’/(n — 1), dessa forma, a condigdo (5.26) € equivalente a:

(nt1), (5.27)

1= n—1

A conjectura da extensao na esfera pergunta se as condi¢cdes necessdrias (5.24), (5.27) para

(5.23) também sdo suficientes.

Conjectura 5.3.1 (Extensdo). A estimativa

[ fo = La@ny S| fl|o(sn-1 (5.28)

¢ vdlida sempre que
2n

— (5.29)

q >
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b, (5.30)

paratoda f € LP(S"1).

Gragas a Proposicéo 5.1.5, poderiamos ter colocado ¢ > (n+ 1)p’/(n — 1) em (5.30).
Além disso, utilizando as equivaléncias da Proposi¢do 5.1.4, a estimativa (5.28) é equivalente a

1 gn-1y < Clf I Lo @y
para toda f € LY (R™) com

/
(n+1)p —(n—1) n+1

Assim, podemos enunciar a conjectura da extensdo na esfera da seguinte forma equivalente.

Conjectura 5.3.2 (Restri¢ao). A estimativa

||ﬂ|Lq(S”*1) S 1 e @ny (5.31)
paratoda f € LP(R™) é vélida sempre que

2
1<p< ni” (5.32)

(n+1)q
(n+1)g—(n—1)

p= (5.33)

Pela Proposicao 5.1.5, poderiamos ter colocado 1 < p < % em (5.33). Devido
as equivaléncias utilizadas, as condi¢des (5.32) e (5.32) também sdo necessdrias para (5.31).

Além disso, pela condigdo (5.32), a estimativa Rg.—1(2 — ¢) nunca é vélida para nenhum g.

Stein foi o primeiro matematico a formular a Conjectura da Restricdo nos anos 70
(STEIN, 1979). Esta conjectura foi provada para o caso n = 2 e iremos explorar isto na Secao
5.4. No entanto, para o caso n > 3 € um problema em aberto da andlise de Fourier e apenas
resultados parciais sdo conhecidos. Uma resposta completa € dada quando p = 2 pelo Teorema

da extensdo de Stein-Thomas.

Teorema 5.3.3. (TOMAS, 1975; STEIN, 1993) Para toda f € L*(S"!), a estimativa

[[for Loy S flz2sn

¢ vélida para todo ¢ > 2(n+ 1)/(n — 1), com n > 2. Além disso, o limitante inferior 2(n +
1)/(n —1) é étimo.
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N3ao iremos exibir a prova deste resultado, pois, iremos provar na Se¢do 6.1 o Teorema
de Mockenhaupt-Mitsis, o qual generaliza 0 mesmo, sem o end-point. Também, na Secdo 6.4,

iremos provar o caso end-point de tal resultado.

Por (5.26), podemos também concluir também que o end-point no Teorema de Stein-
Tomas € de fato 6timo, bastando tomar p = 2. De maneira equivalente, temos o Teorema de

restricdo de Stein-Tomas.
Teorema 5.3.4. (TOMAS, 1975; STEIN, 1993) Para toda f € L”(R"), a estimativa

1 F1lz2n-1y < C||f1|zocm) (5.34)

o 1s 2(n+1)
¢ valida sempre que 1 < p < TN

Historicamente, Stein provou este teorema para o range 1 < p < e quando n = 2,

Fefferman em (FEFFERMAN, 1970) estendeu o range para 1 < p < 6/5.

in
3n+1

5.4 A conjectura da restricao em curvas no R*

Nesta sec@o, temos o objetivo de mostrar que a Conjectura 5.3.2 é vdlida em R?, ndo
sO na esfera, mas em qualquer curva suave compacta com curvatura nao nula. O texto bésico
utilizado nesta se¢ao foram (MATTILA, 2015, Secado 20.3) e (SOGGE, 2017, Secao 2.2).

Seja S C R”™ uma superficie regular compacta e o sua medida intrinseca. Por (4.37), é
suficiente trabalharmos com uma medida dada por pn = (o, com ¢ € C'°(R™) sendo positiva e
iremos supor que supp(¢) N S é o grafico da fungdo real ¢ definida no aberto U C R"~!. Com

isso, sabemos que
/ gdp = / g(x, p(x))(x)dx, (5.35)
supp(¢) U

com ¢(z) = ((z, p(x))y/1 + |Ve(x)|?. Utilizando o Lema 2.3.20 de existéncia de funcdes de

corte, escolha uma fungio n € C°(R™) ndo negativa com 7(0) = 1 e defina o operador

Tf(e) = [ ™ eOw(, ) f(€)de, (5.36)

Rn—1

comz = (Z,z,) € R"e A > 0, com

O(z, &) = —2m(@ - &+ (E)zy), V(&) =n(x)(()",

p>1lep !+ p~! = 1.0 motivo pelo qual estamos envolvendo a funcdo de corte 7 ficard mais

claro quando vermos as hipéteses do Teorema 5.4.2 (Carleson-Sjolin). E de rapida verificacio
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que
Fuly) = [ @09 (€, o€ e)de. (5.37)

Vejamos um resultado que nos dd uma condicao suficiente para que ocorra a desigualdade

de extensao para a medida .

Lema 5.4.1. Suponha que existam p, ¢ > 1 satisfazendo

T3 fllzany S A9 £l ooy, (5.38)

paratoda f € LP(R"!), com T) f definido em (5.36). Com isto vale a desigualdade

| uallzany S V1o,

paratoda f € LP(u), com = (o, como anteriormente.

Demonstracio. Seja f € LP(u) e defina f(x) = f(z,p(z))(¥(z))"/P. Naturalmente temos
f e LP(R™1), pois,

oy = [, @Iz = [ 1fGp@)Po@de= [ |fEde= (1]l < oo

Além disso, temos

e (2, €) f(€)dE
M@ (2, €) F(€, 0(€))((€))Pd¢
e @On(2) (€)Y F(€ 0(€))((€)) P dé

Rn—1

=) [ PO p(€)b()de.

Logo, observando que a®(z, &) = ®(ax, ), para todo « # 0 e utilizando a identidade (5.37),

obtemos
T f (A 2) = n(A ) Fu(a).

A seguinte propriedade de dilata¢do é de rapida verificagdo para qualquer fungio g € L1(R") e
A >0,

llglla@my = A~ lg(A™" )| Laen).

Com isso, obtemos

T2 Fll ey = AT F ) [ pany = A (A1) F il pagen)-
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Aplicando (5.38) a f e multiplicando por A"/ obtemos a desigualdade

InA™) Fullzany Sl a1y = | F]Lego)-

Uma vez que (A~'y) — 1 quando A — oo, tomando o limite na dltima desigualdade quando

A — o0 (via Teorema da Convergéncia Dominada), obtemos

I[fllzany Sl o),

e, com isso, finalizamos a demonstracao. ]

Diante do Lema 5.4.1 podemos nos perguntar se existem indices (p, ¢) que fagam (5.38)
ser verdadeira. Nesta secdo, iremos apresentar a prova do Teorema 5.4.2 (Carleson-Sjolin) e
este ird nos fornecer condi¢des para que uma desigualdade semelhante a (5.38) seja verdadeira
em IR? para fungdes ¥, ® mais gerais com certos indices p, . Antes de provamos tal resultado,

precisamos de algumas ferramentas.

O préximo resultado é devido a Carleson e Sj6lin no artigo (CARLESON; SJOLIN,
1972) sobre integrais oscilatérias e com ele mostraremos que a Conjectura da Restricao é valida

para curvas suaves compactas com curvatura Gaussiana ndo nula.
Teorema 5.4.2 (Carleson-Sj6lin). Sejam ® € C°(R? x R,R), ¥ € C°(R? x R, C) tais que
D3P 0*®
@ t) (1)
2
o0t AP (5.39)
——,t) ——(z,1
5202\ g

para todo (z,t) € supp(V). Defina o operador
Tf() = [ =00, 0) (1),
R
com z € R2, \ > 0. Entdo,

1T f o) S A2 fllooceys (5.40)
paratoda f € LP(R), A > 0,qg=3p' e q > 4.

Existem outras duas versdes do Teorema 5.4.2, uma provada em (HORMANDER, 1973)
e outra em (FEFFERMAN, 1970). Todavia, iremos nos concentrar na prova dada por Carleson e
Sjolin. A mesma € bastante técnica, por isso, antes de provarmos 0 mesmo, vejamos como este
pode ser usado para provar a Conjectura 5.3.2 para uma curva suave compacta com curvatura
ndo nula no R2. E importante frisar que este caso da Conjectura foi inicialmente provado por

Zygmund no artigo (ZYGMUND, 1974, Teorema 3) apenas para a esfera.
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Teorema 5.4.3. Suponha que ¥ C R? é uma curva C* compacta com curvatura Gaussiana nio

nula em todo ponto. Entao,
A lpay S Nl Lee), (5.41)

sempre que ¢ = %p’e 1<p< %.

Demonstracdo. Pelos comentdrios do inicio desta sec¢do, € suficiente provar (5.41) para a medida
p = (o, com ¢ € C>*(R?) sendo positiva e iremos supor que supp(¢) N~ € o grafico da fungdo
real o definida no aberto U C R. Temos o interesse de utilizar o que provamos no Lema 5.4.1

para a curva -y, por isso, vamos mostrar que as fungdes

©(z,€) = —2m(0:1& + p(§)a2) € V(w, &) = n(z) (€))7,

satisfazem as hipSteses do Teorema 5.4.2 (Carleson-Sjolin), com ¥ (&) = ((&, ¢(£))+/1 + ¢'(£)2.
De fato, neste momento percebemos a importancia da funcdo 7, pois a mesma faz com que
U € C*(R™). Além disso, note que

o 020
7(%,5) <I’£) —
O 55 |= L, O”(é) 2 27(5) S ome e
e OO —2m"(§) —2mp
82&%2(%5) 8£8x2<x’£)

Por outro lado, sabemos que a curvatura Gaussiana de uma superficie regular ¢ dada pelo
determinante da segunda forma fundamental da mesma (veja a Defini¢do 9), além disso, pela
Proposicao 2.4.24 sabemos que a matriz da segunda forma fundamental da curva v, na vizinhanca

coordenada dada pelo grafico da funcao ¢, é dada por

L)) = (L+¢/(€)%) 72 Hess, (€) = (1+¢/(€)*) 72" (€).

E de rapida verificacdo que o determinante (5.42) nio depende da varidvel z. Logo, a hipétese
de que v tem curvatura Gaussiana ndo nula em todos os pontos do dominio de ¢ nos faz
concluir que 0 mesmo é ndo nulo, para todo (z,£) em supp(¥). Portanto, pelo Teorema 5.4.2

(Carleson-Sjolin), obtemos

T3 fll ) S A2 | ooy, (5.43)

paratoda f € LP(R), A > 0, ¢ = 3p’ e ¢ > 4. Logo, pelo Lema 5.4.1, concluimos que

I[f el a2y SIFIlzew, (5.44)

para toda f € LP(u) com ¢ = 3p’ e ¢ > 4. Lembre que a Proposi¢do 5.1.4 nos diz que a
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desigualdade (5.44) € equivalente a sua desigualdade dual, a saber

Wz oy S N1 o 2y (5.45)

paratoda f € LY (R?) com ¢ = 3p’ e ¢ > 4. Como ~y é compacta, por meio da identidade (4.37),

concluimos que a desigualdade a seguir € vélida:

/]

') S Il e @2y (5.46)

para toda f € L9 (R?) com ¢ = 3p’ e ¢ > 4. Por outro lado, a condicdio ¢ > 4 nos di

—1/4 < —1/q. Logo,
1 1 1 3
S=l-s>1--="°
q q 4 4

isto é, ¢ < 4/3. Além disso, trivialmente vale a condi¢do 1 < ¢’. Portanto, provamos que

AN o () S N1 o 2y (5.47)

para toda f € L9 (R?) com p/ = %q e 1 < ¢ < 4/3.Isto é exatamente a requerida estimativa

(5.41), bastando apenas fazer uma reindexacéo, por exemplo, faca r = ¢’ e s = p’. Logo,

171

o) Sfler @2y, (5.48)

paratoda f € L"(R?) coms = 37" e 1 <r < 4/3. O

Vejamos a demonstra¢ido do Teorema 5.4.2. Primeiramente, seja f € LP(R) com

q = 3p/, ¢ > 4. Lembrando da propriedade |z|* = |2?|, z € C, é de rdpida verifica¢do que

T3 Fll o) = 1T ey (5.49)

Portanto, iremos nos concentrar em explorar as propriedades de (7T} f)?. Naturalmente, temos

@) = ([ @) fede ) (| P90, 6) 1))
:/R/Rei/\[‘b(x,fl)+'1>(x,§2)}\ll($,fl)\I/(mjfQ)f(gl)f<€2)d€1d£2’

logo, pelo Teorema de Fubini, obtemos

(Tuf@)? = [ X EIG(a, h(E)de, (5:50)

com

F(Z‘,f) = (I)(xufl) + q)($7£2)7 G(l‘,f) = \IJ(;L'7§1)\II(Q;,§2) e h(f) = f(gl)f<€2)7



5.4. A conjectura da restri¢do em curvas no R? 183

com (z,£) € R? x R2 Gostarfamos de aplicar o Coroldrio 4.2.9 as fun¢des F' e G, todavia ndo
podemos fazer isto pois o determinante da funcéo F se anula na diagonal {{; = & }. De fato,

naturalmente temos

0*d 0*®
82F 8%1351 (x 51) 8:161852 (-ﬁE 52)
det dx,;0¢ (2,€) 9*d 0*®
Tio5k o (1,6) (7, 52)
01208, 022083

> _— 9% dessa forma,

a
para todo (7, &) € supp(G). Além disso, é de rdpida verificagio que § S

aQF 82(1) 82 82 82
det (axjagk(ff, )) = 81:1815( &) 28t(93 ;&) — 2815( 51)8 at(:v ). (5.51)

Portanto, quando & = & claramente a dltima expressdo se anula. Apesar deste problema,

afirmamos que

2
det (aig& (x,§)> = K(z,&)(& — &) + O(|& — &)%), (5.52)

com

ok 0*® PP 0*®

K(x,&) = . atg( ,61) 1825( 751)—8%&2( 51) at(lv&)‘

Z2

Para a definicdo do grande-O veja (4.8). Fixado z, defina as funcdes a e b por

0*® 0*®
a(t) = 5 5 (1) e b(t) =5 = (@.1).

Logo, pela Féormula de Taylor e usando a expansao do Resto de Lagrange (LIMA, 2014b,
Capitulo III, Secdo 8) sabemos que

a(&) = a(&y) +d'(&)(& — &) + (&~ &) (5.53)
c
(&) = H(E) +H(6)(E — &) + & — &) (5.54
com
P& — &) = 50"(6 + 016 — £)(E& — &) 5.59)
c

ro(§ — &) = ;b"(& +05(& — &) (& — &)%) (5.56)
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para certos 6, 6, € (0, 1). E de répida verificagio que

PP ok

a' (&) = O 8t2(x &) e V(&)= o atQ(I £1).

Logo, substituindo (5.53), (5.54) na identidade (5.51); ap6s um cancelamento, obtemos

dot (G (0,6)) = g Eala) — 5o . E0(ED

= K(z,&) (& — &) + Az, §) — B(z,§),

com 82

A &) = 5o .66 — €)
[ 82

B(w,€) = 5o 0. 607a(6 — )

Com isso, por (5.55) e (5.56), obtemos

— &P (5.57)

82
det (83:]5&;( f)) K(,81)(& — &) < M|&,

com M sendo o méximo da seguinte func@o no suporte de V:

0*® 0’® "
PUn€) = 5 | g (1 )66+ 46— )~ g, 16+l )

e, com isso, mostramos o que afirmamos em (5.52). Vamos mostrar que se supp(¥) € suficiente-

mente pequeno, entdo existe uma constante ¢ > 0 tal que

2
det ( 88 ;;k (, f))‘ > clé; — &1, (5.58)

para todo (z,£) € supp(G). De fato, a partir de (5.57), usando a desigualdade triangular

contraria, obtemos

(1K(x, &) = M|& — &) — &| <

0’F
det <8xj8§k (, 5)) | : (5.59)

A hipétese (5.39) claramente implica KC(z, &) # 0 sempre que (z,&;) € supp(V). Logo, seja «
o minimo de X em supp(¥). Supondo que o suporte de W é suficientemente pequeno de modo
que & — &| < o/2M quando (z,€) € supp(G), temos

K@.e)l =Ml —&l2a-5 =3

e, portanto, (5.58) € vélido.
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No que segue, queremos fazer uma mudancga de varidvel na integral em (5.50) para que
apenas apareca uma certa regido de modo que a diagonal {{; = &>} ndo cause problemas. Para
tanto, iremos usar fortemente a propriedade de simetria das fungdes F, G' e h na varidvel &, isto

z

<,

F(x7§1,§2> = F($,§2,€1)7 G(xa§17§2) = G(l‘7£27§1) € h<x>§1’§2) = h(x7€2’§1>' (560)

Seja g : R? — R? uma aplicagio dada por g(&;, &) = (& + &2, £1&). Naturalmente, o conjunto
imagem de g é dado por V = {({1, () € R? : (} > 4(,}. Ainda, note que, dado ({1, (3) € Im(g)

temos que g(&1,&2) = (C1, G2), com

_ 2 2
(&,8&) = (Cl ”gl 4@, ot ”gl 442) (5.61)

ou

2

2 _ 2 _
(&’&):(m\/g i G-y 442) 5.62)

Em outras palavras, g ndo € injetiva. Todavia, o vetor em (5.61) estd na regido acima da diagonal
{& = &} enquanto o vetor em (5.61) estd na regido abaixo da mesma. Além disso, note que
quando (¢, ¢») estd na Pardbola P = {(? = 4(»}, os vetores mencionados sdo iguais. Dessa

forma, se restringirmos, sem perda de generalidade, o dominio de g ao aberto

U={(&,&) &> &}

temos que a mesma é um difeomorfismo de classe C*°, de U em V' = Im(g)\P. Com isso,

podemos definir as fungdes de classe O

O(z,¢) = F(z,g7'(C)), ¥(z,¢)=GC(z,97'()),

com ¢ € V. Além disso, pelas nossas escolhas, temos

57(0) = (60, &(Q) = (Q - %g—*% G+ Jg——élc) |

Precisamos relacionar os determinantes das matrizes Hessiana de ® e F' e, para tanto, defina as

fungdes

6.6 = (Gr0.9. 51 (06))
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Go(C) = (gj;@,o, gf;(x,o) .

E de répida verificagdo, usando a regra da cadeia, que ( Q) = ( ,g74(¢)), dessa forma
obtemos G, = G, o g. Além disso, dado & € U dedu21m0s que

162 = e :6)).

Ainda, com um simples célculo podemos constatar que det(dge) = & — &. Logo, pela regra da

cadeia, obtemos

det ( O Gt 5)) — det(d(C.)y(e) det(dge)

92
= det (M(x,g(f))> (&1 — &o).

Portanto, por (5.58), temos

para todo (z,¢) € supp(G), ou seja

PP
det <5$kaCj (x, ()) £ 0, (5.63)

sempre que (z, () € supp(¥). Pela simetria das fungdes F, G e h que vimos em (5.60), podemos
reescrever a integral (5.50) da seguinte forma:

(Lf (@) =2 [ eFEOG(a, h(€)de

Aplicando o Teorema 2.4.10 (mudanga varidvel) a tltima integral com o difeomorfismo g1,

obtemos

(Tuf(@)? =2 [ b, Oh(C)d, (564

com

hg™'(Q)  _ f(&())f(&(Q)
600 = &0 [6(0) =&

h(¢) =

quando ¢ € V. E importante observar que as fun¢des @, U e h na integral de (5.64) ndo estdo
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definidas "fora"de V, porém, é suficiente que ¢ seja uma funcdo suave numa vizinhanga de

supp(¥), sendo assim, em tal integral, estamos supondo sem perda de generalidade, que as

funcgdes ja mencionadas sdo nulas "fora" de um aberto contendo o suporte de V.

Com a nossa mudanca de varidvel ganhamos por um lado, ja que o determinante em
(5.63) € ndo nulo e perdemos por outro, pois h tem uma singularidade quando ( estd na pardbola

P, contudo, iremos mostrar que a funcdo h tem boas propriedades.

Defina r por 21’ = ¢, isto, r = qfq2. Com isso, tomando o médulo em (5.64), elevando a

r’ e integrando na variavel x, obtemos

BSPy = [N D@ dw =27 [ |Lah@)]” do =27 ARl ), (565)
com
Lah(z) = [ X%, QR(C)dC
RQ

Lembre que estamos supondo que f € LP(R) com ¢ = 3p’ e ¢ > 4. Além disso, podemos supor
que g < 00, pois do contrdrio, teriamos p = 1 e a desigualdade (5.40) € claramente valida neste
caso. Por outro lado, é de rdpida verificacdo que 1 < r < 2, dessa forma, para que possamos
usar o Corolario 4.2.9 para estimar ||Lh||, (r2) Precisamos nos certificar que h € L"(R),
sempre que ¢ = 3p’ e 4 < ¢ < co. Novamente, usando o Teorema 2.4.10 (mudanga varidvel) ao

difeomorfismo g, obtemos

S I@rde = [ 1h((©)' 6 ~ €ulde
= [ M)l = &7 le — &old
= [ 1@l - &l e
< [ risria - el de

Logo, pelo Teorema de Fubini, obtemos

J@Qrac< [ [IfErif@ria - el rdads = [ IfF UG- 7). (566
Seja o = p/r. Precisamos verificar que 1 < « para podermos aplicar a Desigualdade de Holder

na dltima integral. De fato, claramente temos que

31
3p—2 -1

(5.67)

pois, como 3p’ > 4, segue que p’ — 1 > 0 e, consequentemente, 3p’ — 2 > 0. Logo, multiplicando
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(5.67) por p' e usando o fato de que 3p’ = ¢ e ¢ = 21/, deduzimos que

/

p>3p’:q:2r’:r’
pPp—-1 3p-2 q-2 2r-2 1r' -1

p= =7 (5.68)
Com isto concluimos que 1 < «, 0 que nos permite aplicar a Desigualdade de Holder a ultima

integral em (5.66) para obter
/V RO dC < T Mm@y Kooy # 117 oy = 1 m 1Bt |7 por ey (5:69)

Neste momento queremos aplicar a desigualdade (A.35); a qual obtivemos como con-
sequéncia da Desigualdade de Hardy—Littlewood—Sobolev para funcdes de uma varidvel, a
fungdo g = |f|", v = r — 1 e s = «, porém, precisamos nos certificar que estes satisfazem
(A.36). Com efeito, jd vimos que 1 < r < 2, dessa forma € verdade que 0 < v < 1. Comecemos

mostrando que

2
—=2—-7. (5.70)
!

E de rdpida verificacio que a hipétese ¢ = 3p’ implica 2 = 2p — 6p/q, dessa forma, como
2r’ = ¢, obtemos

2:2p—6p—2p—?f:(2—3)p:<3(1—1/)—1>p:<i—1)p:(3—r)a

21! r! T

e, com isso, obtemos (5.70). Para mostrar que v e « satisfazem (A.36) s6 nos resta verificar
que 1 < a < 2. De fato, pelas hipéteses ¢ > 4 e 3p’ = ¢, temos que 4 < 3p’. Isto implica
(3p" —2)/(p' — 1) < 6. Logo, multiplicando isto por p’, obtemos (3p’ — 2)/p < 6p’. Como
2r' = ¢, concluimos que

6p 2q 4r’ r’

< == = =2 =2r
-2 q—2 2 -2 r—1

p

e portanto a < 2. O caso 1 < « ja foi mostrado em (5.68). Com isso, podemos usar a
Desigualdade de Hardy-Littlewood—Sobolev (A.35) com a fungdo g = |f|", v =r—1les =«

para concluir que

[ * 1 oy S I 2oy = 111 2oy - (5.7D)

Logo, por (5.69), obtemos
LIRS S 1113 < oo (572)

ja que estamos supondo f € LP(R). Portanto, a fungdo h estd em L’ (R?). Logo, pelo Corolario
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4.2.9 e por (5.72), obtemos a estimativa

ILARI L g2y S A1

LR S AT ||f||%P(R)'

Com isto, e por (5.65), concluimos que

T ) S 272 12

Além disso, lembre que (5.49) nos diz que

T3 l[Zo2) = (T2 F)?]

L7 (R?)
e, portanto, obtemos
T3 fllzowey S AV fllow)-

Como 21’ = ¢, obtemos (5.40) e, com isso, finalizamos a demonstragao. O]

5.5 Teorema de Greenleaf-Littman

Nesta sec¢do, iremos exibir a demonstracao do Teorema de Greenleaf-Littman, o qual
generaliza o Teorema de Stein-Tomas. As referéncias principais foram (GREENLEAF, 1981),
(LITTMAN, 1963) e (STRICHARTZ, 1977). Como leitura complementar também utilizamos
(SANTOS, 2020) e (MUSCALU; SCHLAG, 2013).

Teorema 5.5.1. Seja S uma superficie regular compacta do R, n > 2 e o a medida intrinseca a

mesma. Se S tem [ # 0 curvaturas principais nao nulas em todo ponto, entdo

Al 220y S I Fl oy, (5.73)

paratoda f € LP(R") com 1 < p <p, = (20 +4)/(l +4).

Demonstragdo. Primeiramente, quando f € L'(R™) sabemos que f € continua, logo, devido a

compacidade de .S, temos

11y = [ 1FPdo < o ()1 ey

Portanto,

1/1120) S 11F 1121 )- (5.74)
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Suponha que

171122) S 11 llzmnqgen)- (5.75)

Sejal <p<pede(0,1) satisfazendo

1 1-6 6 1 1-60 0
_—_—= ——— _ c —_— —_—— —
P 1 |2 2 2 2
Tal valor existe, basta tomar 6 = g:i 35 1’) . Aplicando o Teorema de interpolag@o de Riesz-Thorin

em (5.74) e (5.75), obtemos

1A llz20) S [1f ] ze @)

e provamos o resultado. S6 nos resta provar (5.75) e, para tanto, pelo método 77 (Proposicao

5.1.4), € suficiente mostrar que

para todo f € S(R™). Dado p; € S, seja {U;, a;} uma parametrizagio de S em p;. Logo,
{a;(U;)}jes é uma cobertura aberta para S. Pela Observacgio 2.4.8 podemos supor que tal
€ localmente finita e enumerdvel. Pela Proposi¢ao 2.4.9 (existéncia de particdo da unidade)
seja {¢; }jen uma parti¢do da unidade subordinada a tal cobertura. Portanto, extraindo uma

subcobertura finita, podemos escrever

N
G f=Y @5/ (5.77)

J=1

Portanto a medida cm = (;0 estd suportada numa vizinhanga coordenada «;(U;). Podemos
supor que o aberto «;(U;) é o grafico de uma fungdo ¢; de classe C''. Além disso, supondo que
V¢; = 0, pela Proposicdo 2.4.24 as curvaturas principais de S em (z, ¢,(x)) sdo os autovalores
da matriz Hess,, () (veja também a Observagdo 2.4.25). Por hipétese, o nimero de curvaturas
principais ndo nulas em cada ponto de «;(U;) é [. Iremos denotar z = (z/,t) € R". Logo,
pela compacidade de S pelo Coroldrio 4.4.2, vale o decaimento |do(z/,t)| < |(#/,)]7"/2.

Consequentemente
[do(a’, )] S [t 7>
Com a notacdo fixada e pelo Teorema de Fubini, podemos escrever

Ko @)= [ [ Ky =yt = 5)fu(y)dyds,
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com K; = d/,u\] e fs(v') = f(v,s). Paracadat € R, defina o operador de evolucao
UOh() = [ G =y D)y = () = ) (a),
para toda h € S(R"1). Logo,
UORE)] < [ leste’ o 050 —of OIAGdY < cllggl o 21 1R] 52 oy
Com isto, obtemos
| U;(0)h]| oo mn-1y S \t!’l/2\|h||L1(Rn-1). (Dispersao)
Por outro lado, pela identidade de Plancherel, obtemos

U3 @l L2@n-1y = [[K; (5 DAl L2@n-) < NG (S O poe @R 2 @n-1).
Sabemos que “m)”Lm(Rn—l) < [|K; (-, t)|| 11 n-1). Além disso, supondo que supp(p;) C
B(0,r), é claro que supp(K;) C B(0,r). Logo, supp(K;(-,t)) C B(0,r) N R™"!, para todo
t € R. De fato, suponha que |2'| > r e sejat € R. Dai,

(', t)] > |2'| > 1, o que implica,
K;(2',t) = 0. Além disso, utilizando a continuidade de K, obtemos

1 Ol ey = |

Rn—1

K (', 1)|da’ = /B o i@ 01" < Ol e,
com C' = L™ Y(B(0,r) N R""1). Portanto,
U3 (@) A]| 2@n-ry < G )| @n-n) |7l L2@e—1) < CJKG] ooy ||| L2n-1),-

Com isto, obtemos

[|U;(#)h]| 2 @n-1) S [|]]L2@n-1).- (Energia)
Sejaf € (0,1) tal que
1 1—-6 0 1 1-60 4
- = — e J— —
Vi 1 2 D) 00 2

O ntimero 6 existe, basta tomar § = 2/pj, com p; = (2] 4+ 4)/Il. Logo, podemos usar o Teorema
de interpolacdo de Riesz-Thorin para interpolar a estimativa de dispersdo e energia anteriores
para obter

|U;(£)R]] ) S [t 2O Al o -1y = [ geny, (5.78)

Li”; (Rn—1
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com \({) = [/(l + 2). Suponha que
1 1l gy S 1l (5.79)

com K sendo o Nicleo de Riesz e m(s) = ||fs||rrimn—1). Note que p; e A(l) satisfazem
0<Al) <Ll <p <2e I%z = 2 — A(!). Com isto, podemos usar a Desigualdade de
Hardy-Littlewood—Sobolev (A.35) para concluir que

@+ ml| o S Il loeey = 11 o). (5.80)

L (R) ™~

Portanto,

o que € suficiente para provar (5.76) usando a decomposi¢ao (5.77). S6 nos resta provar (5.79).

Com efeito,

1K = £,

L”z Rn)

-1/ 71|Kj*f(x’,t)|p3dx’dt

SRR
<[] (/ U (¢ )|ds> " dadt.

Além disso, dado t € R, pela desigualdade de Minkowski para integrais (FOLLAND, 1999,
6.19), temos

= </R'Uj“‘s)fs(“'ds)pgdxlr/piS/ [t ] as
= [ 103t = 2l g

da:’ dt

Com isto, e por (5.78), obtemos

P}
1 # A1 < L (L0 = 9Ll g ) e

Py
5/ (/ ‘t_S’/\(Z)HszLpl(Rn—l)dS) dt
R \J/R
:/ |KA(1)*m(t)|p§dt
R

/
= [[ Ky =",

como queriamos. L

A técnica utilizada na demonstragdo do Teorema 5.5.1 foi inspirada no trabalho (STRI-

CHARTZ, 1977). Como a esfera tem n — 1 curvaturas principais nao nulas, pelo Teorema 5.5.1
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obtemos o seguinte o Teorema de Stein-Tomas:

Teorema 5.5.2. (TOMAS, 1975) Para toda f € L*(S"!), a estimativa

1112y S (1f 1] ze@ny

2n+2

¢ valida paratodo 1 < p < = .
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CAPITULO

RESTRICAO DE FOURIER EM CONJUNTOS
DE SALEM

Neste capitulo, estamos interessados em estudar o Teorema de Thomas-Stein, quando a
transformada de Fourier € restrita a subconjuntos mais gerais que superficies regulares. Mais
precisamente, seja f € S(R™) e u € M(R™), suportada em S e satisfazendo a estimativa

dimensional e o decaimento de Fourier

p(Bz,r) Sre e (A€ < 1+, (6.1)

para todo 0 < # < « < n. Entdo, temos a estimativa de restri¢ao

L7 Pdn < el e, (62)
paratodo 1 < p < p. com p, = % Este resultado foi provado independentemente

por Mockenhaupt (MOCKENHAUPT, 2000) e depois por Mitsis (MITSIS, 2002), para o caso
1 < p < p.. A estimativa no ponto critico p. foi provada por Bak e Seeger em (BAK; SEEGER,
2010). Além disso, iremos exibir a prova do Teorema de Littman, que generaliza o Teorema de

Stein-Tomas e, para tanto, nos baseamos em (SANTOS, 2020).

6.1 Teorema de Mockenhaupt-Mitsis

Para a demonstracdo do resultado principal desta se¢do, precisaremos da decomposi¢ao
de Littlewood-Paley:

Lema 6.1.1 (Parti¢ao da unidade de Littlewood-Paley). Existe uma fungio ¢ € C°(R") tal que

i ©(277z) = 1,¥x # 0. (6.3)

j=—o0
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Demonstracdo. Pelo Lema 2.3.20 de existéncia de fun¢des de corte podemos considerar uma
fungdo v € C2°(R") com v = 1 em B[0, 1] e supp(y) C B(0, 2). Defina p(z) = y(z) — v(2z).
E claro que supp(p) C {z € R": 1/2 < |z| < 2}. Além disso, para cada k € N, temos

k

> e(27) = 727 x) — (2" ).

Logo, dado = # 0, podemos escolher k suficientemente grande de modo que [27%z| < 1 e

|2k+1x| > 2. Portanto, y(27%2) = 1 e v(2*"'z) = 0 e finalizamos a demonstragio.
Observacio 6.1.2. Seja ¢ a fungio do Lema 6.1.1 e defina ¢;(z) = ¢(277x). E claro que
supp(yp;) C {z € R": 2771 < |z < 2741,

Desta forma, dado = € R™ ndo nulo, a série em (6.3) tem finitos termos para cada = # (. Note
que {p;}jcz é uma parti¢do da unidade. Além disso, se |z| > 1, entdo [277z| > 2, para todo

j € Z_ e portanto ¢(277z) = 0, isto é, a soma em (6.3) se resume a N quando |z| > 1.

Suponha que ¢ € uma medida em R” tal que

w(B(x,r)) Sr*, Vo €supp(u)er > 0. (6.4)

Y

Além disso, suponha que existe ¢ > 0 tal que

()] < clg|777, VEH£0. (6.5)

Pelo Lema de Frostman (Teorema 3.2.2), concluimos que (6.4) implica H*(supp(u)) > 0,
consequentemente, por (3.6) temos o < dimy(A). Além disso, por (3.11) sabemos que
dimy(supp(p)) < n < oo. Logo, pela Proposi¢do 3.1.2 temos « > dimy(supp(u)). Por-
tanto, o« = dimy(A). Além disso, usando o decaimento (6.5) e o Coroldrio 3.5.3, concluimos

que 5 < dimy(supp(p)) = «a. Portanto a hipétese do resultado a seguir € natural.

Teorema 6.1.3 (Mockenhaupt-Mitsis). Sejam 0 < a« < ne 0 < < a. Considere u € M(R")
uma medida satisfazendo as estimativas (6.4) e (6.5). Seja f € S(R™), entdo temos a estimativa

de restri¢cao de Fourier
1 f 20y < el fllze@n, (6.6)

paratodo 1 <p < p. = %
Demonstragdo. Pelo método 11 (veja Proposicdo 5.1.4), € suficiente mostrar que existe uma

constante ¢ > 0 tal que
17 £l gy < CPHI S llzo ), ©.7)
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para todo f € S(R™). Usando parti¢do da unidade de Littlewood-Paley (veja Lema 6.1.1), seja
fi; () = ¢, (2)i(x), para alguma y1; € S(R") com i, € C e supp(ip;) C {x = 277 < |a] <
271}, Seja K (x) = g(a)fi(x) com g(x) = (1—=352, ¢;(x)) = X521 @;(x). Pela Observagio
6.1.2, é claro que

supp(g) C B(0,1) e supp(f;) C {x : 207D < |z < 271},

Portanto, podemos decompor o operador 7'f = i * f em pedagos de Littlewood-Paley, a saber,

Tf= Y fjxf=Kxf+> fjf (6.8)

j=—o0 =0

Vejamos porque de fato vale (Z;’io /T]) [ = 2520 (fuj+ f). Defina g (y) = Z?:o wi(x—y)f(y).
Logo, |gx(y)| < fi(z — y) f(y) € LY(R™), ja que /i é limitada e f € S(R"). Logo, pelo Teorema

da Convergéncia Dominada temos

n k—o0

(i ﬁ) wfla) = [ Jim gi(y)dy

= lim ar(y)dy

k—o00 JRn

Usando a desigualdade de Young (Coroldrio 2.7.5), obtemos

[ fl] o ey <A o2 gy |1 1| 2o ey
< LY(B(0, 1)* || Kool f | o)
< || fllzr ), (6.9)
pois g e fi sdo limitadas. Portanto, para estimar ||7"f||,» s6 nos resta estimar ||f; * f||,». Suponha

que
T fllpoe ey = |85 * fllzee@ny S 277572 £l o1 gy (6.10)

€ que
T £l 2@y = 1185 * fll2@ny S 2777 | £l 2 enys (6.11)

paratodo f € S(R") e j € N.Dado 1 < p < p,, escolha 6 € (0, 1) tal que
Ip=01-0)/1+6/2 e 1/p)=(1-0)/co+0/2.

O niimero 0 < 6 < 1 existe, basta tomar ¢ = 2/p’. Entdo, pelo Teorema de interpolagdo de
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Riesz-Thorin, concluimos que

o0

ZHT}JCHL?"(R” Z 7(8/2)(1-0)+j(n—c) HfHLp B
7=0 7=0
o0 2(n a) B 2

< CIIfIILPmn)a (6.12)

se, € somente se, % - g (1 — 1%) < 0, ouseja, p < % As desigualdades (6.9) e

(6.12) implicam na desigualdade (6.7), como desejamos. Resta mostrar as estimativas (6.10) e
(6.11). Como p; € C é suportada no anel A = {z : 2771 < |z| < 277!} logo a mesma é

Lipschitziana. Pelo decaimento de Fourier (6.5), obtemos
17 ()] = lp(277x)| |i(z)| < c27|a|lz| ™7 < 27777, Ve A (6.13)

Portanto, pela Desigualdade de Young, obtemos ||fi; * f||reo@n) < 279/2|| f||11(rn). Resta
estimar ||fi; * f||,2@n. Para tanto, seja ¢ = ¢ e 1;(x) = 2™4(27x). Claro que ¢ = p e
171; = @(277z). Logo, i; = Jjﬁ = m e i = 1 * p. Visto que ¢ € S(R"), concluimos que

| (= |—’/ Ui (=€ —n)du,
<29 [ (14 2le+n) " dp,

:2"3'/ 1+ 291¢ + 1) "dpy + / 1+ 27[¢ + %z)
([ ey 12t i 43 [ (12t 0])

com Aj, = B(—=¢£, 289\ B(=¢, 2%k > 1e Ay = B(—¢,277). Naturalmente, temos que
(L+2)E+n)™ < Lsene B(=&27) e (L+2|¢+n)) ™ <27V sen € Ay k > L.

Portanto,

|15 (— |<2”’</A 1+ 276+ 7))~ ”dﬂn+2/ (L+27|€+ 1))~ "dun>
0

< 2"] (/L Ao + 22 n(k—1) /L(Ak)>

< 9nj

zw(u 6279 +z2"<’“ B(—s,Q’f—j»)

9—Jo i Q—n(k—l)Qa(k—j)>
k=1

_ 2j(nfa) <1 + on i 2(na)k>

k=1
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Usando que 0 < o < n, podemos garantir que a série acima € convergente. Logo,

5] o0 S 20 (6.14)

~Y

Assim, utilizando a identidade de Plancherel e a férmula da convolugdo, obtemos

A * Fllze@ey < il oo | Fllre@ny S 277 £l L2 ny,
como desejamos. [
Observacao 6.1.4.

(i) Stein-Tomas: Pelo Teorema 6.1.3 podemos obter o Teorema 5.3.4 de restricao de Stein-Tomas,
quando 1 < p < 2(n + 1)/(n + 3). De fato, basta observar que

para todo x € R" e r > 0 (veja a Proposicdo 2.4.15). Além disso, pelo Teorema 4.1.3 a

transformada de Fourier da medida de superficie sobre a esfera tem o decaimento
o (@)] S o]~

Mais geralmente, se .S é uma superficie regular compacta com um ntdmero ¢ de curvaturas
principais nao nulas, podemos utilizando o decaimento do Coroldrio 4.4.2 para obter o Teorema

5.5.1 (Littman), sem o end-point.

(i) O caso end-point p|, = ¢n 3 = 2(2n—2a+ )/ (que engloba o end-point ¢ = 2(n+1)/n—1
do Teorema de Stein-Tomas) ndo é coberto pelo Teorema de Mockenhaupt-Mitsis, isto foi
provado por Bak e Seeger (BAK; SEEGER, 2010), usando o método de interpolacdo de Bourgain

em espacos de Lorentz L9,

(ii1)) O Teorema da restricdo de Mockenhaupt-Mitsis engloba o caso unidimensional R, mostrando

que o fendmeno da restricdo de Fourier € verdadeiro para conjuntos ndo suaves.

(iv) A otimalidade do range no Teorema acima foi mostrado por Hambrook e Laba em (HAM-
BROOK; LABA, 2013).

6.2 Conjuntos de Salem Cx e medidas ;. € M(CYx)

Vimos que a medida de superficie em qualquer superficie regular compacta com um
ndmero [ de curvaturas principais ndo nulas satisfaz as hipéteses do Teorema de Mockenhaupt-
Mitsis. Todavia, tal resultado engloba medidas muito mais gerais, suportadas em conjuntos

compactos fractais, mais precisamente, conjuntos de Salem. A constru¢ao de exemplos nao
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triviais de tais conjuntos € sempre bastante delicada. A existéncia do primeiro conjunto de
Salem em R foi primeiro mostrada em (SALEM, 1951). Trabalhos como (KAUFMAN, 1981),
(KAHANE, 1985), (BLUHM, 1996), (CHEN, 2014) e (HAMBROOK, 2015) deram contribui-
¢oOes significativas a respeito disto. Todavia, para aplicar o Teorema de Mockenhaupt-Mitsis
precisamos de uma medida suportada num conjunto de Salem que também satisfaca a condi¢do
dimensional (6.4). O objetivo desta Se¢do € mostrar a existéncia de uma medida ndo trivial que
satisfaca as hipéteses do Teorema de Mockenhaupt-Mitsis e, para tanto, iremos nos basear em
(CHEN, -), (BLUHM, 1996) e (MOCKENHAUPT, 2000).

6.2.1 Construcao de conjuntos de Salem

Nesta secdo, iremos apresentar uma construcdo de um subconjunto de R cuja ideia
€ amplamente utilizada para construir conjuntos de Salem. Salem em (SALEM, 1951), usou
esta construgdo para obter o primeiro conjunto C'x cuja dimy(Cx) = dimp(Cyx), isto é, um

conjunto de Salem. Como complemento, nos baseamos também no livro (ZYGMUND, 1974).

Sejam Z = [z,z + f] e a(i) € [0,1) tais que a(j) < a(j + 1), paraj =1,...,d — 1.

Com isto, considere os intervalos

tais que I;(n) N Ix(n) = @ e I;(n) C Z, quando n < d~'. Naturalmente o comprimento de I;(n)
¢ 31). Chamaremos estes intervalos ;(n) de intervalos visiveis ¢ os intervalos em Z\ U7_, 1;(1)

de intervalos invisiveis, que serdo desconsiderados. Para denotar esta particdo de Z usaremos a

notagdo [d; (1), ..., a(d); n], veja a figura abaixo:
Li(n) Iy(n) e Ta-1(m) Ty(n) .
L]  —— L g o z + B
Figura 6 — Particdo [d; a(1),. .., a(d);n]
Seja Fy = T e considere [dy; a1 (1), ..., ai(dy);m] uma parti¢do de Fy em intervalos I}l (m),

fechados, disjuntos e com comprimento 31,, para todo j; = 1,...,d;. Note que

I} (m) = [z + Boa(j1), z + Boa(j1) + Bm).-

dy

Denote por E; a unido destes intervalos visiveis, isto €, [y = U =1 I ]-11 (m), veja a figura 7. E
importante frisar que o extremo esquerdo de cada intervalo [ jll (m) € (Bai(j1) + ), com j; =

1,...,d,.Particione cada intervalo visivel I} (1) por meio da parti¢do [dy; aa(1), .. . , aa(dy); ).

Isto ird gerar ds subintervalos [ ]21 j,de cada intervalo [ j11 (m1) com jo = 1,...,ds. Logo, obtemos
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[11(711) 13(771) s 151—1(771) 151(771)
L] *r— ————

T z+p

Figura 7 — Conjunto F

. 2 . . . . .
dydy intervalos I3 ; (1)) visiveis, cada um com comprimento (37,7, mais precisamente,

2, (n2) = [z + Baa(jr) + Bmaa(f2), = + Ban(f1) + Baa(j2) + Bl (6.15)
Denote
4 do
U U J1J2
J1=1j2=1

Por (6.15), fixado j; € {1,...,d1} e jo € {1,...,d>}, 0 extremo esquerdo do intervalo 1]21]2 é
dado por = + B(a1(j1) + maz(J2)).
do

d;
2
U 7200m) U i1n(112) U 200),(m)

jo=1 Jo=1 Jo=1

@ o—e o—2 o—s o—a O @ o—t ot ot o—s O @ oe—t ot ot o—e O

Figura 8 — Conjunto E»

Continuando o processo acima, obteremos dyds - . .. - d,, intervalos [; ’-’ - (np) visiveis, cada um

com comprimento 31; - 1z - ... - 1,, p € N. Denote por E, a unido de ]fl gy (n,), ou seja,

-0 Ump

Jj1=1 Jp

Indutivamente, dado (j1,...,j,) € {1,...,d1} x...x{1,...,d,}, o extremo esquerdo de cada

intervalo 7, (n,) € dado por

1, =2+ Bar(jr) + maa(je) +mneas(js) + ...+ 01 p_10p(Jp))- (6.16)

Nas iteragdes anteriores, note que obtemos uma sequéncia { £, }, de intervalos compactos tais

que

1) Fg D FE1DE;..

ii) O comprimento ((I}, ; (1,)) = Bm1 - ... 1, — 0 quando p — oco.

Entdo, o conjunto £’ = (2, E), € ndo vazio, compacto e contém todos seus pontos de acumulagao

(conjunto perfeito).
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6.2.2 Medidas com suporte em conjunto de Cantor

Esta secdo € dedicada a mostrar para o leitor o quéo dificil pode ser construir conjuntos
com medidas suportadas no mesmo, cuja transformada de Fourier tenha decaimento no infinito,
o que evidencia a dificuldade tedrica por tras dos conjuntos de Salem. Mais precisamente, iremos
construir uma medida de probabilidade y,; suportada no conjunto de Cantor C'; e explorar o
comportamento de j4(u) quando u — co. Além disso, vamos mostrar que Cy ndo € um conjunto
de Salem, quando 1/d > 3.

Seja i € M(R™) e, por simplicidade, considere

) = [ e tdu,.

Se 11 € absolutamente continua (com respeito a medida de Lebesgue L"), entdo
Ae) = FAL©) = | et flayac,

sempre que f € L'(R"). Quando f € L'(R™) temos f(£) = O(|¢]71), isto &, f(£) — 0 quando

o~

€| — oo. (Teorema A.1.8). Além disso, se f é continua, entdo a taxa de decaimento de f(&)
depende do nimero de derivadas de f, conforme a Proposi¢cdo A.1.6. Mas, se a medida y for

singular, temos 0 mesmo comportamento? Isto em geral ndo € verdade.

Exemplo 6.2.1. Seja ;1 = 6, (medida de Dirac). Entéo,

(). ) = (60, B0)) = Bla) = [ e p(e)d = (7, ),

n

isto €, 3;(5 ) = e~ e concluimos que a mesma ndo decai a zero no infinito.
Relembre da constru¢ido do conjunto de Cantor simétrico feita na Secdo 3.1.1. Dado
0 < d < 1/2, construimos
00 2k
Cd = ﬂ Ek7 Ek = U ]k,j7
k=0 j=1

onde os intervalos visiveis I ; tém comprimento /(I ;) = d".

Pergunta 6.2.2. Qualquer ;1 € M(Cy) satisfaz o decaimento fi(£) — 0 no infinito?

No que segue, iremos responder esta pergunta. Comecemos construindo uma medida de
probabilidade 11y € M(Cy), isto é, uqs(Cy) = 1. Seja

2k
e = (2d)* > LML I,

i=1



6.2. Conjuntos de Salem Cx e medidas pn € M(Cx) 203

Entao,

2k

pn(Cy) = ch (I,;NCy) = Zﬁl (Ir;) = 2d)* > d" = (2d) a2 =1
i=1 =

e, concluimos que, j; € uma medida de probabilidade. Pelo Teorema 2.3.23, existe uma medida

tq € M(RR™) tal que, a menos de subsequéncia, i = 1tq- Além disso, usando que os intervalos

I;.; sdo disjuntos, para todo i = 1,.. ., 2¥ e fixando j, obtemos

2k
,U/k(Im,j) = (2d)7k£1 (U [k,i N [m,j) .

i=1

para todo m € N. Observe que o intervalo [, ; intersecta (contém) apenas dois intervalos da

m+1)

forma I(,,41),;, portanto, o comprimento de Ul v Jans1)i N 1 ; € 2d™1. De maneira andloga,

o intervalo I, ;, intersecta (contém) apenas quatro intervalos da forma /(,, ), portanto, o

comprimento de U2 I y2)5 N In; € 22d™ 2. Indutivamente, dados p, m € N, temos

o(m+p)
cl ( U ZTontp)i mfm,j) = 2°d"™ P
i=1

Logo, tomando £ = m + p deduzimos que

fimip (I ) = (2d)~mP)2pgmtp — o=m, (6.17)
Portanto,
pallmj) = W pinip(In) =277, j=1,...,2". (6.18)

Logo, 14 € uniformemente distribuida (inica). Usando esta propriedade € de rapida verificacao

que 114(Cq) = 1. Defina o nimero s, tal que 2d*? = 1, isto é,

1og( )

Logo 2% = @°8a1/2)" — gksa — ((¥)sa, Portanto,
pa(Iy ;) = [diam (1)), i =1,...,2% k € N.
Nao € dificil concluir que
0<H(Cy) <1 e dimy(Cy) = sq4.

De fato,
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i) H*(Cy) < 1: Basta notar primeiramente que

> [diam(1y;)]* = 2F(d")* = (2d°)" = 1.

=1

Como C; C U?il I.;, para todo k e diam (I} ;) = d* < 27%, temos

Fazendo k — oo, obtemos o que queriamos.

ii) 0 < H%(Cy) : Basta provar que
pa(J) < diam(J)%, (6.19)

para todo J C R aberto e, em seguida, usar o Teorema 3.2.2 (Lema de Frostman). Como
supp(uq) C Cy, podemos supor que J C [0,1] e Cy N J # @. Seja m o menor inteiro
para o qual algum intervalo I,,, ; esteja contido em J e denote por I o maior destes. Por
construcio, no maximo 4 intervalos de comprimento |/| intersectam .J. Logo, Cy N .J estd

contido na unido destes quatro intervalos. Por fim,

/Ld(J> = ud(Cd N J) < 4/Ld([) = 4diam([)sd < 4diam(J)sd.
iii) dimy(Cy) = sq : Segue diretamente da Proposicdo 3.1.1 e dos itens i), ii).

6.2.2.1 Medida de Cantor e decaimento de Fourier

Para calcular fi;, vamos escrever (i; como um limite fraco de combinacdes lineares
finitas de medidas de Dirac indexadas por sequéncias bindrias. Podemos utilizar a construcao da
Secdo 6.2.1 para obter o conjunto Cy. Mais precisamente, o conjunto Cy, 0 < d < 1/2 pode ser
construido aplicando recursivamente a particéo [2;0,1 — d; d]. Logo, usando a férmula (6.16),

cada ponto extremal esquerdo a(e€) dos intervalos da unido Ej tem a forma
k .
ale) =Y (1 —d)d", com e={e} e
j=1

onde &F = {(e1,...,€ex) : ¢; € {0,1}}. J4 os pontos extremais direitos sdo da forma a(e) + d*.

Assim, os pontos de Cy = (22, By, By = U?il I;,.; tém a forma

k

lim Y (1 —d)d ™,

k—o0 =
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ou

Como dF — 0 quando k£ — oo, obtemos:

C; = {Zej(l—d)dj_l:ej:()ouej:l}. (6.20)

Jj=1

Defina a medida singular

Vp = 2~k Z 5a(6).

ecgk

Essencialmente, usando o Exemplo 2.3.13 - 2) temos v}, — iy quando & — co. Vejamos isto
de maneira mais precisa. Basicamente, para cada k € N, a(€) é um ponto extremo esquerdo de
algum intervalo [ ;. De maneira andloga a que construimos /4, temos que existe uma medida
wqy suportada em Cy tal que v, — wy. Para concluir que wy = ji4, basta provamos que wy €

uniformemente distribuida. Sejam € Ne j € {1,...,27}. Logo,

Vit (Ing) = 270" 37 8o (L) = 27 37 x5 (ale)).

6€§m+1 E€§m+1

Observe que, no passo m + 1 da constru¢do de (), apenas dois intervalos, digamos I,,, 1 ;
€ Ipy11,i41 irdo estar contidos em I, ;. Logo, a soma anterior se resume a dois termos. Mais

precisamente, sendo a; € a;41 0s extremos esquerdos de I, 11 ; € L4141, t€MOS
Vi1 (I ) = 27" Vs, (@) + X, 5 (@ig)] = 2707020 = 27,

Utilizando a mesma ideia, podemos concluir que v, 1, (1, ;) = 27", para todo p € N. Por-
tanto, wq (L, ;) = imy, o Vintp(Ln,;) = 27™ € assim wy € também uniformemente distribuida.

Relembre que 5Aa(u) = ¢ % com a,u € R. Entio,

Ti(u) = 275 37 Ga(o)(u)

eetk

_ 2—k Z e—ia(s)u

eetk

. k
— 27]{ Z elzjzl ejuj7

ecgk
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com u; = —u(1 — d)d’~'. Note que

k

Z ei2§:l €juj H(l =+ ezu])

ecek j=1
Assim,
_ 1+ et
Up(u) = H ( 5 )
j=1
Usando a férmula
H_; = /2 cos(x/2),

segue que

k ; k
T et/ = (T Tt/ ) = 5 ot

J=1 Jj=1
Usando u; = —u(1 — d)d’~!, deduzimos que
S WZ A = LS (@ - d) = R (1 - d¥).
=2 — 2 2
Logo
—iu k k .
Up(u) = ez =4 [T cos(u(l — d)d’—"/2).
j=1
Fazendo k — oo e usando que d* — 0 quando k — oo, obtemos
—iu O 1 - d dj_l
__ u)=62HCOS<U())>
iy 2
7=1
Por exemplo, escolhendo d = 1/3 (conjunto de Cantor padrio), temos
fays(u) = e I cos(u3™). (6.21)

J=1

Claramente /17,3(u) ndo decai a zero quando u — co. A titulo de exemplo, escolha u = 3,
k € N. Mas, isto ainda nao responde a nossa Pergunta 6.2.2. O resultado a seguir € a nossa

resposta.
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Teorema 6.2.3. Se 1/d > 3 é um inteiro, entdo para qualquer . € M(Cy) temos

lim sup |f(z)| > 0,

|z| =00

isto é, [i ndo decai a zero no infinito.

Demonstracdo. De fato, denote por [y]| a parte fraciondria de y > 0, isto é, [y] € [0,1) e
y—Ilyl eN.

Afirmacio 6.2.4. Escolhendo [ = (d,1 —d) e N = 1/d, temos

[N*z) ¢ I, VaxecCykeN.

Por (6.20), dado = € C; podemos escrever

=Y ¢(l-—d)d ' =
— d
J
come; = 0oue; = 1. Logo,
Nfz = (N —1)> N7

=1

=(N—-1) ((elN’H + ...+ N+ i eij—j)

j=k+1

k—1 00
= (N — 1) ( Ek_jN] + ZE[H_]'N_])

]:0 7=1

Portanto,

[NFz] = (N - 1) i exs ;N7 € CyC [0, 1\1.

j=1

Para provar este teorema, suponha que existe ;1 € M(Cy) tal que fi(k) — O com k € Z e
|k| — oco. Seja ¢ € S(R) tal que supp(p) C I = (d,1 —d)einfp = 1. Seja N = 1/d e defina

pi(z) = p([N’z]), Vzel01].
Pela Afirmagao 6.2.4, € claro que

supp(;) N Ca = @.
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Usando inversao de Séries de Fourier (MATTILA, 2015, p. 51), temos

pi(x) =3 pk)eN ez e0,1].

kEZ

Com isto, temos @(N’k) = ¢(k) e os outros coeficientes de Fourier de ¢; se anulam. Portanto,

usando a férmula de Parseval para séries (MATTILA, 2015, p. 51), podemos obter

0—/%@ S BR)A(NE) 0+ S BFEANE) + S BRANE).

keZ 1<|k|<m |k|>m

Vamos estimar as duas ultimas parcelas da soma acima. Antes disto, usando que [ ¢ = 1,

deduzimos que

2(0)7(0) = /Rsz?(y)dy/Rdu = u(Cy) >0

Por outro lado, usando que |fi(€)| < u(Cy), para todo £ € R, temos

o que podemos fazer ficar suficientemente pequeno escolhendo m grande, ja que ¢ € S(R). Por

fim,

p(k)(Nk)

1< [k|<m

<2m sup |a(l)],
[l|>NJ leZ

o0 que tende a zero quando j — oo. Com isto, segue que 1(Cy) = 0, 0 que é uma contradi¢do. [

O Teorema 6.2.3 nos informa quando a transformada de Fourier de medidas em M (Cj)
ndo decai a zero no infinito, mais precisamente, quando 1/d > 3. O resultado a seguir nos diz

quando ocorre o contrério.

Teorema 6.2.5. Seja 0 < d < 1/2 e seja y1y a medida de Cantor. Entéo,

lim jia(u) = 0,

UuU—00

se, e somente se, 1/d ndo é um nimero de Pisot, isto &, ndo existe A # 0 tal que
> " sin?*(Ad") < o0
k

A demonstragdo do resultado acima é bastante técnica, por isso, por brevidade, ndo
iremos exibir a prova. O leitor pode consultar a demonstragdo do mesmo em (MATTILA, 2015,

Teorema 8.3). O Teorema 6.2.3 nos diz que dimg(Cy) = 0, sempre que 1/d > 3, pois, neste caso,
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a transformada de Fourier de nenhuma medida em M (Cy) pode decair no infinito. Com isto,
concluimos que C,; ndo € um conjunto de Salem. Os resultados vistos nesta se¢do evidenciam a

dificuldade de se obter conjuntos de Salem.

Observacio 6.2.6. A medida ;4 € M(C,) é essencialmente uma medida de Hausdorff. Mais
precisamente,
HeL Cd = HUd-

Nao iremos fazer nenhum uso profundo deste fato, por isso, ndo iremos exibir a prova. Todavia,
o leitor pode consultar este fato em (MATTILA, 2015, p. 110). Além disso, conforme mostramos
em (6.19), pq(I) < b|I|*, para todo intervalo aberto /, onde b é uma constante que nao depende

dos intervalos 1.

6.2.3 Construcao de Salem-Bluhm

A construgdo feita por Salem da Secdo 6.2.1 € bastante abrangente. Muitos pesquisadores
da area tem adaptado tal construcdo para outros contextos. Bluhm em (BLUHM, 1996) construiu
um conjunto e uma medida que satisfaz as hipdteses do Teorema de Mockenhaupt-Mitsis. Nesta

secdo, iremos apresentar tal constru¢do tomando como base as notas (CHEN, -).

6.2.3.1 Construgdo do conjunto C

Vamos iniciar esta se¢do construindo o conjunto do trabalho de Bluhm, o qual é baseado
na construcio geral de Salem da Secdo 6.2.1. Seja N € N e considere fy = N~/* quando
N > 2e 6, = 1. Para que possamos usar a construcdo da se¢do 6.2.1, note que 0 < fy < 1/N
quando N > 2, o que serd suficiente para a constru¢do. Note que

1 Nl/a — N 1— N(lfl/a) 1 — 2(171/04)
= >

/I =
N N NNVa N = N

> ¢o/N,
escolhendo 0 < ¢, < 1 — 20-1/%)_Observe que

) — 1 Cq
R R

Assim, iremos substituir as particoes

[dn;an(1), ..., an(dn); ]
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por
[N§ XN,h cee ;XN,N; ‘9N]7

onde Xy ; = ay(j) Desta forma, denote C; = [0, 1] e considere a parti¢do
[N; XN, Xyn;On], com N =2,
do intervalo C'; e obtenha dois intervalos
I} =[Xo1,Xo1 + 6] e I =[Xa2, Xoo+ 04

Denote por Cy = I? U 12, veja a figura abaixo:

62:

: 2
Figura 9 — Intervalos I

Agora, vamos particionar cada intervalo / ]22, Jj2 = 1,2, obedecendo a regra
[N;XN,la--~7XN,N;9N]7 com N =3

e obteremos 6 intervalos visiveis 1]32].3, j3=1,2,37.=1,2,

032

3 3 3 3 3 3
iy I Iy I I, 15,

; 3
Figura 10 — Intervalos I5, ;.

cada um deles definido por

I3

J2J3

= [Xoj, +02X3;, Xaj, + 02X35, + 0205].

Denote por (5 a unido dos intervalos [ ;’2 j,- Observe que o comprimento de cada / 3 . vale

J2J3
(1 fz jg) = 6,03. Continuando este processo, obteremos, na etapa N, N! intervalos fechados e

disjuntos, a saber

n=2 \m= n=2 \m=

N N n N n N
]jg...jN = Z ( 0m—1> Xn,jn7 Z ( 9m—1> Xn,jn + H Qp
2 2 p=2
== [X27j2 + ...+ 92 e QN—lXN7jN7X2,j2 + ...+ 92 e HN—IXN,jN + 02 ce QN_lé’N].
Cada um destes intervalos com comprimento

oy

J2---JN

) =0y... 0y 10y =27V NTVe = (ND)TVe, (6.22)
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Seja Cy a unido destes intervalos visiveis e denote por Cx = (y>2 Cn, com X sendo a

sequéncia X = (X ;) v=23..... O indice faz sentido pois a construcdo ¢ baseada em tal sequéncia.
j=1,.,N

91:1 I —.
X22

82:(1/2)“' 21* ————————————
X34 X2 X33

0:=(1/3)"" e ——— ——— — ———— E——— S———

94:(1.’4)1"0 54-1- 544- e == - Emas = T T - e .-

Figura 11 — Etapas da construgédo de C'x

Fonte: Chen

6.2.3.2 Construcdo da medida jx

Vamos agora construir a medida de probabilidade natural suportada em C'y Além disso,
iremos calcular sua transformada de Fourier. Na Subsecdo 6.2.2.1, construimos uma medida
suportada no conjunto de Cantor C, mais precisamente, 1y € M(Cy). A mesma nasceu como o

limite fraco da sequéncia {v }y, a saber

BT T —k
pa = i v = i 27 2 G,

onde &¥ = {(e1,...,€x) : ¢, = 0 oue; = 1} e a(e) sdo pontos extremais esquerdos dos intervalos

. k . L
na unido Ej, = U7, I ;, isto é,

a(e) => (1 —d)d".

j=1

Vimos que o conjunto C}; pode ser construido aplicando recursivamente a particéo [2; 0, 1 — d; dJ.

Além disso, cada ponto extremal a(€) dos intervalos da unido Ej tem a forma

ale) =Y (1 —ad)d", eech

J=1

Com isto, vimos que os pontos de Cy = (72, F) t€ém a forma
r=e(l—d) +edl—d+ed(l—d+... +ed(1-d+...
Agora lembre que construimos o conjunto C'x via particdo

[N; Xn1,.. o, XoniOn], Oy =N"Y" N>2
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De maneira andloga, ja vimos que os extremos esquerdo dos intervalos da unido C'y s@o expres-

sados por
N
6) = Z 9192 Lt ekleka, com 91 = 1, (623)

ee=(Jo,.--,Jk)s Je = 1,..., k, k > 2. Utilizando ga\(f) = e~%%, ¢ de rdpida verificacdo que
Surt = 0ady. Além disso, pela Proposicdo 2.5.6 temos i x 7 = [i, para toda v, v € M(R™).
Logo, 6;;, = 0,0, = m Ainda, pela injetividade vista na Proposicao 2.5.11 concluimos que

Oarp = 0q * Op. Com isto definimos
Z 5(1(6 - ( 259192 Hk 1Xk J) I
EGEN j=1

com a(¢) definido em (6.23) € £V = {(ea,€3,...,€n) 1 €& € {1,2,...,k}}. Portanto,

&
&

Denote por px o limite fraco da sequéncia de medidas {vy}y. Logo, vy(Cx) — ux(Cx)
(EVANS; GARIEPY, 2015, Teorema 1.40-ii1)). Com isto, podemos usar a Observacao 4.1.1 para

obter

—

VN(LL))

Il
=
eI
M=

00102-...-0x 1 X5 (W))

e
I|
¥

1

Il
=
eI
M=

eiw0192-...-9k1X;€_’j) .

e
Il
¥

1

px (w H (llfzk: Mele?'"'ek—le,j) .

k=2

Lema 6.2.7. Dado a € (0, 1), temos que

i) pux(I) < |I]%, para todo intervalo aberto 1.

i) dimy(Cx) = o

Demonstragdo. O item i) segue da Observagao 6.2.6, pois, a construcdo de C'x e j1x € essencial-
mente a mesma feita para C; e p1y. Mais precisamente, de maneira andloga a que fizemos em

(6.17), é de rapida verificacdo que:

V(I j,) = (m!)™!

Tomando o limite, obtemos: yix (17} ; ) = (m!)~!. Com isto, devemos responder a pergunta:

Qual valor de 7 € tal que px (1) ; ) = [diam([7} ; )]"? Vimos em (6.22) que diam ([} , ) =

J2.Jm J2---Jm
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(m!)~%/®. Portanto, basta resolver a equacio
(m)~ = [(m)=,

ou seja, r = «. Por fim, considere J C [0, 1] tal que C'xy N J # @. Seja m o nimero da primeira
etapa, na qual pelo menos dois intervalos invisiveis estdo contidos em .J. Logo, no maximo 4
intervalos contidos em F,, intersectam ./, sendo que pelo menos um estd inteiramente contido
em .J, digamos, I{", ..., I;". Portanto C'x N J estd contido na unido destes quatro intervalos. Por
fim,

px(J) = px(CenJ) < ;Mx(fzm) = > _[diam(;")]* < 4[diam(.J)]".

=1

Como o item i) provado, obtemos o item ii) usando o Lema de Frostman. De fato, claramente

—1/a

Cn é uma 0 —cobertura de C'x, com dy = (N!) , na verdade precisamos de N! intervalos

de comprimento (N!)~'/«, Portanto,
H (Cx) = J\ll_I)ﬂoo /H(;N (Ox)
Naturalmente, temos que

H3,(Cx) € 30 (D)™ = NIV~ = 1,

ICCn

Logo, fazendo N — oo temos H*(Cx) < oo. Por outro lado, pelo Lema de Frostman temos

0 < H*(Cx). Portanto, utilizando a proposi¢ado 3.1.1 temos o = dimy(Cx ). O

6.2.3.3 Decaimento de jix

No que segue, iremos mostrar como escolher uma sequéncia X adequada, de modo que
C'x seja um conjunto de Salem. Mais precisamente, dado o € (0, 1), iremos mostrar que, para

uma certa sequéncia X, vale o decaimento

fix(&) = 0(|¢]7?), VB <a.

Para tanto, precisaremos de alguns lemas auxiliares.

Lema 6.2.8. Seja ¢,k € N e seja { X} ;} uma familia de varidveis aleatérias independentes,

entao
. q X
‘ : (6177 E:p:1(Xk»J'P7 k,i;ﬂ)’ < Ck|7]|_17

para todo iy, ...,0. J1,...,J; € {1,2,... N}.
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Demonstragdo. Note que existem hy, hs, ..., hy € Z satisfazendo |h;| < g tais que

q N
Z(Xk’yjp — Xk,ip) = Z thk:,j-
p=1 J=1

Como X, ; sdo varidreis aleatdrias independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.), entdo

N
‘E (e_inzfal(kaJp_kaip))‘ =[] |E(e~""*ki)| < ‘IE (e_i’?hjoXk,jo)

Jj=1

< nl™,

para algum jj tal que || > 1. O

Lema 6.2.9. Seja ¢,k € Nen € R tais que |n| > 0. Entdo,

2q

E lie_inx’” < q—q+20_1k|n|_1
k = k4 ¢
Demonstragcdo. Note que
2q
& b 1 in S . .
- —inXy, _ . =iy 0 (X jp=Xk,ip)
Elfre™ -Z_1k2qE<e . ):
J= J1ye5]Jq=
i1,eesig=1

Decompondo a soma convenientemente € usando o Lema 6.2.8, obtemos

2q

q! -1 -1
S ﬁ + 2604 k|77’ )

como desejamos. ]

Estamos prontos para provar o resultado principal desta secao.

Teorema 6.2.10. (BLUHM, 1996) Dado « € (0, 1), existe uma sequéncia X = (Xy,;) n-2.3....
j=1,..N
tal que

i) pux(I) < |I]%, para todo intervalo aberto 1.
i) dimg(Cx) = a;

i) fix(€) = O(|¢|7P/%), para todo B < a;

Demonstragdo. Os itens i) e i7) foram provamos no Lema 6.2.7. S6 nos resta provar o item ii).
Provemos, pois, o decaimento jix (w) = O(|w|™/2). A construgdo feita na Segdo anterior deixou

a sequéncia X livre para que possamos impor algumas condigdes. Considere Xy ; uma varidvel
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aleatdria (fungc@o mensuravel) via a identificacao

-1
C
XN<E = X[i=1,ca j=1_4 2¢ca]-
7 N [N"'W’N"'N]

Além disso, suponha que { Xy ; },; sdo independentes no sentido que

Ux (ﬂ AN,j) = HNX(ANJ>>

onde Ay; = Xy (Bg) sdo conjuntos yy —mensurdveis. Dado uma varidvel aleatéria X com

respeito ao espaco de probabilidade ([0, 1], pux ), a esperanga de X € definida por

E(X) = /[071] X ()dpux.

Vejamos como obter o decaimento de fix(w) = O(|w|~#/?). Suponha que
B(x (@)) < Jol 47, V| > (6.24)

para todo ¢,m € {1,2...}, com A dependendo de «,m, q. De fato, assumindo (6.24), seja
q> %’” ew =n € Ztal que |n| > A, onde X\ é uma constante positiva dependendo de o, m e q.

Entao,
E (|| %2 fix (n)[*) < |n|~5%7 < |n| 72,

que nos permite a concluir que
g (Z |n|<1-i>aq|ﬁ;<n>|2q) <3 Inl
[n|>X [n|>X

Logo, os coeficientes desta série satisfazem a estimativa
— _a_2
Ex ()] < [nf720 7w, qep

A prova do fato utilizado acima pode ser consultada e (SARALA, 2019, p. 65) ou (KAHANE,

1985). Para obter o decaimento fix (w) = O(|w|~?/?) faremos uso do resultado seguinte:

Lema 6.2.11. (KAHANE, 1985, p. 252) Seja ;+ uma medida de probabilidade suportada em
[0,1] € 8 > 0 tal que fi(n) = O(|n|=?), entdo ji(w) = O(|w|?).

O Lema 6.2.11 implica a estimativa desejada:

o

ix(w) = O(lw|~20=%)),  Vm e N, qp.
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Pela arbitrariedade de m (fazendo m — 00), obtemos fix(w) = O(Jw|"2). Com isto segue

a < dimp(Cy) (veja Defini¢do 14). Mas, pelo Corolario 3.5.3, temos
dimF(Cx) < dln’lH(CX> = «,

e concluimos que C'x € um conjunto de Salem. Resta provar a estimativa (6.24) para obter o item
111) do Teorema 6.2.10.

Relembre que

10_0[ (; zk: ZOJ9192~...~91€_1X;€,]-)

Usando a propriedade |z;23| = |21]|22], z; € C, obtemos

N 1 k )
(@) = Jim [T] {30 ot

N=oolp 5 )

N 1 k
— llm H %Ze—zweleg-...-ek_l)(kd ,
j=1

N—oo Pl

para todo NV > 2. Considere a sequéncia {ay }y, com

N 1 k
_ H 77;0.)9192-..‘-9)@,1)(]9’]'
= % E (& .
k=2 7=1

Vamos mostrar que {ay } é decrescente. De fato,

1 N-+1 ] 1 N+1 )
e*lwal02-...-9(N+1)_1XN+1’j S Z ‘6*1&)9102'...'9(N+1)_1XN+17]' — 1
N+1 & N+1:=

.

Multiplicando o que obtemos acima por ay, segue que

1 N+1

B0 Oy 1) 1 X N1
AN41 = ON |y e TR T INADSIANALT L <y
Jj=1

Logo, para todo w € R temos:

k
Ze—zw9192'---'9k—1Xk,]' , VN > 2.

N
|fix (w H

| =
<



6.2. Conjuntos de Salem Cx e medidas pn € M(Cx) 217

Isto nos permite deduzir que

2q

E(fx@)[*) SE | [T | 2 et (6.25)
k=2 " j=1
N 1 k ) %
STIE | |7 e @it | YN > 2, (6.26)
k=2 k j=1
em razdo da Proposi¢cdo 10.5 em (FOLLAND, 1999).
Aplicando o Lema 6.2.9 com 1) = w6165 - ... - 0;_1 obtemos:
2q
1 j X q‘ 1 1
E E Ze—zw9192.._.~9k—1 k,j < ﬁ + 20; k|w9192 - ek—ll_ .
j=1

Logo, por (6.26), temos

2q
E()) < [1E ‘k 37 et A e 627
k=2 =1
S k];[z |:]€q + 20;1k|w0192 CER Qk_1|_1] , (628)

paratodo N > 2, q,k € N. Para controlar o termo do produtério acima, suponha que Dados
k=2,3,...,NcomN > 2 fixado tenhamos:

q
261 k|wb 0y .. Oy |t < % (6.29)
Logo,
N qq
E (jix@)®) < I1 <kq + 2 | (wBiBs - .. ek_1|—1)
k=2
N q
q
<II2:
k=2 ka
_ 2
(N
- 2quN _ (21/qq)N q
= (Nl N

Agora precisamos argumentar a respeito de (6.29). Lembrando que #y = N~'/* para todo

N >2e#, :=1, temos que (6.29) é equivalente a

2 g kT (k- DY <|w|, Vk=2,...,N.
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Note que o lado esquerdo desta desigualdade € crescente em £, entdo
2e: gTINTT(N — 1))V < |w). (6.30)

Portanto, dado w # 0, sempre podemos tomar um N, dependendo de w que faca (6.29) ser
verdadeira. Por exemplo, tomando |w| > 2¢,'q™927"!, temos que a almejada estimativa vale

para N = 2. Seja N, o maior nimero natural satisfazendo (6.30). Logo,
CagNED(N, — 1)! < |w|?, (6.31)

com ¢, 4 = (2¢;,'¢™9)". Pela maximalidade de N, segue que

|W|* < Cog(N, + 1) @I N1 (6.32)
Por (6.31) e (6.32), obtemos
— (0% — (0% 1 —Q «
(N, — 1) < Wca}q]w] < ca}l\w\ e N < Coglw] (N, + 1) (a+1)

Para dar continuidade, faremos uso do seguinte resultado:

Lema 6.2.12. Sejam 0 < o < le g,m € {1,2,...}. Para N suficientemente grande, depen-

dendo de o, m e ¢, temos que

(N + 1)) < (N — 1)/,

(217q)" < [(N = 1)/,

O Lema anterior pode ser consultado em (CHEN, -, p. 5). Portanto, para w suficientemente

grande, deduzimos que

[E (lax@)P)] " <
< Clagl] (N 4 1)2(04D 2V 1g)¥
< Claglo [N = D27 (N — 1)1/
= Claglo] (N — 1)1

< Caglwl ™ cqd ™ |w]*™

_(1—-L
= Coc,m,q|w| a m)a’

como desejdvamos mostrar. ]

Utilizando o Teorema 6.2.10 e o Teorema 6.1.3 obtemos a seguinte estimativa de restricao
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em R:
12y S ey f € S(R), (6.33)
paratodo 1 < p < p. = %

6.3 Uma generalizacao de restricao de Fourier

Nesta secdo, temos o objetivo de exibir algumas consequéncias do Teorema de Mockenhaupt-

Mitsis e, para tanto, iremos nos basear em (MITSIS, 2002).

Lema 6.3.1. Dado 0 < § < 1, existe uma fungdo ¢ € S(R"™), ndo negativa, satisfazendo ¢ 2> 1
em B(0,1) tal que supp(¢) C B(0,8) e ¢ > 0.

Demonstragdo. O Exemplo A.1.26 nos permite escolher uma fungdo ¢ € S(R™), ndo negativa,
com ¢ > 1em B(0,1), ¢ > 0esupp(@) C B(0,1). Além disso, seja 0 < § < 1 e defina
¢(x) = 6"p(8z). E claro que ¢(€) = G(671€) (Proposicio A.1.3 - (ii)). Logo, ¢ = 1 em B(0, 1)
e supp(¢) C B(0,6). O

o~

Lema 6.3.2. Existe uma funcfio par ¢ € S(R") tal que ¢ > 1 em B(0,1), ¢ > 0 e supp(¢) C
B(0,C) paraalgum 0 < C' < 1.

Demonstragdo. Seja ¢ € S(R™) a fun¢do da demonstragdo do Lema 6.3.1 e defina ¢(z) =
©(Cz). E de rdpida verificacio que 1(€) = C"@(C 1), dessa forma, definindo a funciio par
¢(z) = Y(x) + ¢(—x) concluimos a prova. O

O resultado a seguir nos mostra como o decaimento da transformada de Fourier de uma

medida em M (R"™) pode afetar o comportamento da medida em bolas.

Proposicdo 6.3.3. Seja ;1 uma medida em M (R") cuja transformada de Fourier satisfaz o

decaimento (6.5) para 0 < # < n. Entao,
w(B(x,r)) < rf2, (6.34)
paratodoz € R"er > 0.

Demonstracdo. Pelo Lema 6.3.1, seja ¢ € S(R™) uma fun¢@o ndo negativa, tal que ¢ = 1 em
B(0,1) e supp(¢) C B(0,4), para algum 0 < § < 1. Com isto, dado = € R" e r > 0 defina

brrl) =0 ().

r

para todo y € R™. E de répida verificacio que 1 < ¢((z — y)/r) sempre que y € B(z,r). Logo,

p(Bla.r) = [ Xown Wity S [ Gnr(y)di, (6.35)
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Pela Proposicdo 2.5.6 - (i), temos que [gn fdu = Jgn I1f para toda func¢do f em S(R™). Além
disso, pelo Teorema A.1.10 (férmula da inversao) e pela Proposi¢ao A.1.12 - (1), concluimos que

f= f = f Com isto, obtemos

[ Guntn = [ fber = [ 550 (-6 636

Ainda, com uma simples mudanca de varidvel podemos verificar rapidamente que

Gor(—E) = 12 TEH(rE). (6.37)

Portanto, substituindo (6.37) em (6.36) por (6.35) e utilizando o decaimento (6.5), obtemos
W(Bar) S [ ROl <o [ e Hpre)lde

Como supp(¢) C B(0,4), temos que ¢(r€) = 0 sempre que |r&| > 8. Logo, fazendo a mudanca
de varidvel ¢ = 7, obtemos

p(B,r) S [ e 8(re) g

|r§|<o
=72 [ |Gl
[n|<é

< TB/QH@HL%(R@/ Kg/a(n)dn,
In|<é

com Kpg/, sendo o nicleo de Riesz definido na Se¢do 2.6. Além disso, pela Proposi¢do 2.6.4

temos que K5 € Lj,., jd que § < n. Com isto, finalizamos a demonstragdo. O]

Se u € M(R™) e se soubermos apenas que sua transformada de Fourier tem o decaimento
(6.5) para 0 < 3 < n, entdo, pela Proposi¢do 6.3.3 e pelo Teorema 6.1.3 de Mockenhaupt-Mitsis,

obtemos o seguinte estimativa de restri¢cao:

1]z < ellfllo@m,

4n
dn—pB"

paratodo 1 < p <

Para finalizar esta seciio, é importante observar que para mostrar a estimativa L? (6.11)
na demonstracdo do Teorema 6.1.3 utilizamos apenas uma condi¢ao dimensional. Mais precisa-

mente, mostramos que

(0277 ) ) * fll2@n) S Qj(nfa)Hme(Rn)-

usando apenas a condi¢d@o (6.4) para estimar ||l/(\j || oo (mny. Com isto e pela equivaléncia comen-
tada em (6.7) de certa forma podemos esperar que haja uma limitagcdo para fAu sob condicdes

mais gerais. Isto foi primeiro observado por Strichartz em (STRICHARTZ, 1990) em um outro
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contexto, provando que se u(B(x,r)) < r® paratodo z € R™ e r > 0, entdo

/B(W) | Fr©)1Pde <=2\l £, (6.38)

para todo zy € R" e » > 0. Contudo, Mitsis em seu trabalho (MITSIS, 2002) mostrou o seguinte

resultado mais geral.

Teorema 6.3.4 (Uma generalizagdo de restricdo de Fourier). Seja u € M(R") satisfazendo
w(B(z,7)) < h(r), para alguma fung¢@o ndo negativa h. Entdo, existe uma constante C' > 0 tal

que

/B(W) FR(E)2dE S rh(e/r) | 1220, (6.39)

paratodoz € R",r > 0e f € L*(11). Quando h(r) = r™ obtemos o (6.38).

Demonstragdo. E suficiente mostramos o resultado quando x, = 0, pois o caso geral segue por
uma simples mudancga de varidvel. Pelo Lema 6.3.2, escolha uma funcdo par ¢ € S(R") tal
que ¢ > 1em B(0,1), p>0e supp(gg) C B(0,C) para algum 0 < C' < 1. Com isto, defina
¢r(z) = ¢(x/r) e note que a mesma ainda € uma fungdo par. Logo, pela Proposigdo A.1.12 - (ii)
concluimos que ¢, = ¢,. Além disso, temos que |¢, ()2 > 1 para todo = € B(0, ). Com isto,

e utilizando a Proposi¢do 2.5.6 - (iii), obtemos
Lo AR < [ Joufult = [ N6 Ful = [ 1F @ (fu),
B(0,r) R” Rn» R

Como a medida fu estd em M(R™), pelo Corolério 2.5.9, temos que br * (frn) € S(R™).
Portanto, podemos utilizar a Proposi¢do A.1.23 - (ii) (identidade de Plancherel) na ultima

desigualdade para obter

/B(O,r) |ﬁ|2 < /Rn ‘(?5; x (fu)(z)Pdx
[ [ dea=w)r@)dn,
= </R [6r(z — y)f(y)\duy)2 dx.

= Jgn

2
dx

Para z € R™ fixo, defina a fun¢@o positiva h,(y) = or (x — y). Logo, pela Desigualdade de
Holder, obtemos

L e fldn = [ 22 ) dp < 0 o 1032 520,
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logo,

([ hasidn) < [ Vhelde [ nallfPdn = [ 160~ ldm, [ 160~ )i,

Com isto, deduzimos que

Lo 10 < [ 100t = i, [ 16 = )1 ) P, | da

Pela Proposicdo A.1.3 - (ii) temos que ¢, (£) = r"¢(r€). Além disso, como supp(¢) C B(0,C),

para cada x fixo, obtemos
[ 1o = ylduy = [ (e = y)dpy < 1716l ey Bl C/r)).
R™ B(z,C/r)
Portanto, utilizando o controle da medida p sobre bolas e o Teorema de Fubini, obtemos

Lo, i (@) [ V@ [ Vol = w)ldam, (6.40)

Ainda, substituindo a expressiao de g/b; J4 comentada e através de uma simples mudanga de

varidvel podemos constatar que

| 1@ =ylde = [ (3@ —y)ida = [ 18] = 1|6llzsen,

portanto, para finalizarmos a prova, basta substituir a identidade acima em (6.40). [

6.4 Caso end-point do Teorema de Mockenhaupt-Mitsis

Esta secdo € dedicada a demonstracio do caso end-point do Teorema de Mockenhaupt-
Mitsis feita feita Bak e Seeger em (BAK; SEEGER, 2010). Além disso, utilizamos como
referéncia basica para o estudo dos espacos de Lorentz e de interpolacio os livros (GRAFAKOS,
2014), (BERGH; LOFSTROM, 1976).

6.4.1 Espacos de Lorentz

Seja (X, X, ;1) um espago de medida e considere f uma fun¢do mensurdvel complexa

definida em X. A aplicagdo d; : [0, 00) — R dada por

dp(a) = p({z € X |f(z)] > a}) Yael0,00)
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€ chamada de func¢do distribui¢do de f. O rearranjo decrescente de f € a funcdo f* definida em
[0, 00) dada por

[0 =, inf_{s>0}.

dy(s)<t

Vejamos algumas propriedades das fungdes d e f*, cujas provas podem ser consultadas
em (GRAFAKOS, 2014, Proposi¢ao 1.4.5).

Proposicao 6.4.1. Seja (X, ;1) um espaco de medida e f, g fungdes mensurdveis sobre X. Além
disso seja 0 < p < oco. Entdo

D (fP) = ()

ii) /X |flPdp = /OOO fr(e)rdt;
iii) supyo{t?f*(t)} = supysof{alds(@))’};
iv) (kf)* = |k|f*, paratodo k € C.

Definicio 15 (Espaco de Lorentz). Seja f uma fun¢do mensurdvel no espaco de medida (X, u).
Dados 0 < p, ¢ < oo defina

1/q

AV q@
oo b (@) acoe

supso{t/? f*(1)}, = 00
O espaco de Lorentz com indices p, ¢ € definido como

LPUX, ) =4 [ fllzwa < 00}

Além disso, as fungdes em LP4( X, ;1) sdo iguais se forem iguais u—qtp.

Corolario 6.4.2. Seja (X, ;1) um espago de medida e f uma fun¢do mensurédvel sobre X. Além

disso seja 0 < p, q < oco. Entdo

D [fllzea = || fl|Lras

i) [[flle = [lfl|Lor e LPP = L,

Demonstracdo. Pela Proposicio 6.4.1 - i) temos (f*)? = (|f|9)* = ([f|9)* = (f)*. Logo,

e = ([ on®) = (w7 on®) = 7.

t
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e provamos o item i). Novamente, pela Proposicao 6.4.1 - ii) temos

Wil = [ 1opdu= [ ropa= [erp = [T@Rr©rT =111

e com isto obtemos o item ii). L]

Sel<p<oxel<q<r < oo,existe uma constante ¢, dependendo de p, ¢, r tal que

A llzer < llfl] o, (6.41)

em outras palavras, L”? C LP". A prova deste fato pode ser consultada em (GRAFAKOS, 2014,
Proposigdo 1.4.10). Vejamos a seguir uma versao da desigualdade de Holder para espacos de

Lorentz.

Proposicio 6.4.3. Sejam (X, ;) um espago de medida o—finito e f, g fungdes mensurdveis

sobre X. Entdo, dados 1 < g < ooel < p < oo, temos

1Fgller ey < 1 llpau gl ar -

Demonstrag¢do. Como (X, 1) é o—finito temos

dt

J F@a@an. < [~ £ g ®at= [ ey T

A prova da desigualdade acima pode ser consultada em (GRAFAKOS, 2014, P. 74). Com isto,

supondo que ¢ < oo podemos usar a desigualdade de Holder usual para obter

dt

Ifgllicen < [ 10725 087 g (0|5

<12 £ Ol arllt"” g (Ol o s e

oo 1/q 00 , ) 1/¢
= ([Terror) ([ereor)

= [[fllzrallgll oo

O caso em que ¢ = oo pode ser consultado em (GRAFAKOS, 2014, p. 16). ]

O resultado a seguir € chamado Teorema de interpolacao de Marcinkiewicz geral, cuja
demonstracdo pode ser consultada em (BERGH; LOFSTROM, 1976, Teorema 5.3.2).

Teorema 6.4.4 (Interpolagio de Marcinkiewicz geral). Sejam (X, 1) e (Y, ) espagos de medida

e considere p;,q; € [1,00],7 = 0,1 tais py # p1 € o # ¢1 - Suponha que existam constantes
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positivas My, M tais que

HT(f)HLquSO(V) S Mg||f||[}>omo(u), Vf € Lpo’m(,u), (642)
HT(f)HLqLﬂ(y) S M1||f||LP1,7'1(M), Vf e Lprm (IU), (643)

com s;,7; > 0,7 =0,1.Dado 6 € (0, 1), defina

1 1-06 0 1 1-6 0
- = +— e —-= + —. (6.44)
Do b1 q qo0 q1
Entao
T (N)ILosw) Spas Mo "M fllieeq, YV F € L7 (), (6.45)

com s € (0, 00l

6.4.2 Espacos de interpolacao

O objetivo desta Se¢do é mostrar que um espago de Lorentz LP9( X, ;1) € um espago de
interpolaciio. A referéncia utilizada nesta Secio foi (BERGH; LOFSTROM, 1976).

Uma categoria C consiste de objetos {A; };c; e morfismos (aplica¢des que preservam
estrutura) {Tj}je ; tais que, dados C', D € C, existe um morfismo 7', de C'em D. Representamos
istoporT : C' ~ D. Alémdisso,se T : C' ~ De S : D ~ FE, entdo existe um morfismo ST’
tal que ST : C ~ E.Se T, S, T sdo morfismos, também ¢é requerido que S(T'R) = (ST)R.
Ainda, dado um objeto A € C, deve existir um morfismo [ = [, tal que, paratodo7T : A ~ A
temos T’/ = I'T = T'. Por exemplo na teoria de conjuntos, os morfismos sdo func¢des, na teoria
de grupos os morfismos sao os homomorfismos e na topologia, os morfismos sdo as fungdes

continuas.

Exemplo 6.4.5. A colecdo de todos os espacos topoldgicos juntamente com as aplicagdes
continuas forma uma categoria com 7'S = 71" o S e I sendo a aplicagado identidade. J4 os espagos

vetoriais topoldgicos e as aplicacdes continuas formam uma categoria de maneira analoga.

Sejam C; e C duas categorias. Considere F' uma regre que associa todo objeto A € C;
aum objeto F'(A) € C. Suponha também que F'(7") é um morfismo em C, sempre que 7" é um
morfismo de C;. Além disso, se A, B sdo objetos em C; e T, S sdo morfismos em C; tais que
T : A~ B,suponha que F(T) : F(A) ~ F(B), F(ST) = F(S)F(T) e F(1a) = Ira). Tal

regra F' é chamado de funtor de C; em C.

Exemplo 6.4.6. Seja C a categoria dos espagos topoldgicos e C; a categoria dos espagos vetoriais
reais de dimensao finita. A regra F'(A) = A, F(T) = T é um funtor de C; em C.
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Definicao 16. Sejam C; e C duas categorias. Se os objetos e os morfismos de C; sdo objetos e
morfismos de C, além disso, se a regra F'(A) = A, F(T) = T é um funtor de C; em C, dizemos

que C; € uma subcategoria de C.

Seja A um espago vetorial sobre C ou R. Além disso, suponha que o mesmo é normado
com anorma ||-|| 4. Neste caso, 0 mesmo é um espago vetorial topoldgico, com a topologia gerada
pela métrica d(u,v) = ||u — v||4. Sejam A, B sdo espagos vetoriais normadose 7' : A — B é

um operador linear. Se existe uma constante // > 0 tal que
IT(a)lls < Mllalla, Va e A\{0},

dizemos que 7' é limitado (continuo). Neste caso, a aplicagdao

||T<a>||B}

1Tz = sup{
a0 | [lalla

€ uma norma no espago dos operadores limitados de A em B. Denotaremos por A a categoria
dos espacos vetoriais normados, com os morfismos dados por operadores lineares limitados.

Uma subcategoria natural de N € a dos espagos de Banach. Denotaremos a mesma por 5.

Sejam Ag e A; dois espagos vetoriais topoldgicos. Diremos que Ay e A; sdo compativeis
se existir um espaco vetorial de Hausdorff ¢/ tal que Ay, A; sdo subespacgos de I/. Neste caso fica

bem definido os espagos vetoriais

Ao+ A ={ael:a=ay+a,ay € Ag,a; € Ay}
AomAlz{aICLEAo,CLGAl}.

Se Ay e A; sdo espagos vetoriais normados compativeis. Entdo as aplica¢des

lallona, = max{[lal[a,, [lal[a, }

lallagra, = _inf  {llaollag + flar]la,}
0Ta1

sdo normas em Ag N A;, Ay + Aj, respectivamente. Além disso, se Ay, A; sdo completos, entdo
Ay N Ay, Ay + Ay também sdo (BERGH; LOFSTROM, 1976, Lema 2.3.1).

Seja C uma subcategoria qualquer da categoria /. Usaremos a notagio A = (Ay, A;)
para dizer que Aj e A; sdo espagos vetoriais normados compativeis tais que Ay + A; e Ag N A,

sdo objetos de C. Seja T': Ay + Ay — By + B; um operador linear limitado tal que
TA0:T|AOZA0—>B(), TA1:T|AIIA1—>Bl

sejam morfismos em C. Com isto, associamos 1" : (Ag, A1) — (By, By). Com as defini¢des de

composicdo e identidade, os objetos (A, A1) e os morfismos 7' formam uma categoria, a qual
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iremos denotar por C;. Com isto, podemos definir os funtores . (soma) e A (intersecdo) de C;
em C escrevendo (7)) = A(T) =T e

E(Z) :A0+A1, A(Z) :AomAl.

No que segue, C denote uma subcategoria de N qualquer, tal que C é fechada sob
operacgdes de soma e interse¢do. Além disso, iremos denotar por C; a categoria de todos os pares

A compativeis em C.

Definicdo 17. Seja A = (Aj, A;) um par em C;. Um espago A € C é chamado de espago

intermedidrio entre A e A; (ou com respeito a A) se
A(A) Cc AcC X(A),

com as inclusdes sendo continuas. Além disso, se adicionarmos a condi¢io de que 7' : A — A
implica T : A — A, entdo o espaco A é chamado de espaco de interpolacdo entre Ay e A,
(ou com respeito a A). Mais geralmente, dizemos que dois espagos A, B em C sdo espagos de
interpolacdo com respeito a A e B se A e B forem espacos intermedidrios com respeito a A e B,

respectivamente e se T : A — B implicaT : A — B.

E fato que A(A) e A(B) sido espagos de interpolacio com respeito a A e B. O mesmo
é verdade para ¥.(A) e ¥(B) (BERGH; LOFSTROM, 1976, p. 27). E importante observar que

Y (A) é um espaco de interpolagdo entre Ay e A, pois
A(A) C B(A) C X(A),

e,seT : A — Acom A = (A, Ay), por construgdo temos T : X(A) — X(A) isto é,
TIAQ+A1 —)A0+A1-

Definicao 18. Um funtor interpolacdo (ou método de interpolagdo)em C é um funtor F' de C;
em C tal que se A e B sdo pares em Cy, entdo F(A) e F(B) sdo espacos de interpolagdo com
respeito a A e B. Além disso, se T : A — B, F deve satisfazer F/(T) = T.

Fixado ¢ > 0 defina

K(t,a) = K(t,a; A) = inf {||aol|a, +tllailla,}, a€ Z(A),

a=ap+a1

J(t,a) = J(t, a; A) = max{la]| s, tlalla,}, @ € A(A).

As fungdes K(t,a) e J(t,a) sdo normas equivalentes em %(A) e A(A), respectivamente
(BERGH: LOFSTROM, 1976, Lema 3.3.1)
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No que segue, queremos construir uma familia de funtores na categoria V. Ja vimos que

a norma em no espago de interpolacao >(A) é dada por
lallagea, = _inf {laolla, + arlla},

com A = (Ag, A;). Além disso, trocando ||a; || 4, por t|lai|| 4, obtemos a norma equivalente
K(t,a) = K(t,a; A), t > 0. No que segue, queremos definir um novo espaco de interpolagio.

Dados 0 < 6 < oo e 0 < g < o0, defina o funcional ®g , por

%00 = ( w(tego(t))qcf)l/q, 1<g< o,

com ¢ sendo uma funcio ndo negativa. Para estes valores de # e ¢ definimos
Ag g = (Ao, A1)ogx (6.46)
o espaco de todos a € X(A) tal que Py ,(K(+,a)) < co. Com isto definimos a regra
Ko (A) = A i
Além disso defina
llallo.qx = Po (K (-, a)). (6.47)

De fato || - |lp..x € uma norma em Ay, x (veja (BERGH; LOFSTROM, 1976, p. 46)). Se
T : A — B, definimos K@7q(T) = T'. Com isto, Ky , € um funtor de interpola¢io na categoria N/
(BERGH; LOFSTROM, 1976, Teorema 3.1.2). O modo que obtivemos o funtor K4, é chamado
de K —método.

Observacio 6.4.7. E possivel construir outra familia de funtores usando o chamado J—método.
Este consiste em definir Ay ,.; como sendo os elementos a € ¥(A) que podem ser representados

por
o= /O - u(t)cff, (6.48)
com u sendo uma fungio mensurdvel com valores em A(A) e
Qg (J(t,u(t))) < oo (6.49)
Com isto define-se Jy ,(A) = Ay ;€

lallo.g.s = Hulf Dy o (J(t, ult))), (6.50)
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com o infimo sendo tomado sobre todas u que satisfaz (6.48) e (6.49). Porém, de fato Jy ,(A) =

Ky ,(A) com normas equivalentes (6.47) e (6.50), sempre que 0 < 6 < 0o, 1 < ¢ < oo (BERGH;
LOFSTROM, 1976, Teorema 3.3.1).

Pela Observacdo 6.4.7 podemos omitir o sub-indice K na definicao (6.46), isto &,

Agq = (Ao, A1),g; (6.51)

o espaco de todos a € X(A) tal que @y ,(K(-,a)) < co. Com isto podemos enunciar o resultado

mais importante desta Secao:

Teorema 6.4.8. (BERGH; LOFSTROM, 1976, Teorema 5.3.1) Seja (X, 1) um espaco de medida
e considere os nimeros po, 1, qo, g1, ¢ € (0, 00]. Dado 6 € (0, 1), defina p por
1 1-0 40

+ —.
b Po b1

Se po # p1, entdo

(LPO@O) Lplgl)e,q = P9

Em outras palavras, o espaco de Lorentz L”¢ € um espaco de interpolagdo. A férmula acima

também vale no caso em que py = p; = p, desde que 1/q = (1 —0)/q0 + 0/ 1.

6.4.3 O end-point

Queremos mostrar que o Teorema 6.1.3 € vélido para o end-point p. = % Mais

precisamente:

Teorema 6.4.9 (Bak-Seeger). Sejam 0 < a < n, 0 < 8 < «. Suponha que px € M(R") uma
medida de probabilidade e 1 < A, B < oo sdo constantes tais que

u(B(z,r)) < Ar®,  Va € supp(u), r > 0. (6.52)
Além disso suponha que

sup |£|7?|a(¢)| < B. (6.53)

[€]>1

Entdo existe uma constante ¢, dependendo de A, B, «, 3 tal que

112200y < el f ]| oe ey, (6.54)

para toda f € S(R").
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Suponha que o resultado a seguir seja valido.

Teorema 6.4.10. Sejam 0 < o < n, 0 < f < a e p uma medida em M (R") satisfazendo (6.52)
e (6.53), com A, B > 1. Entdo

. 5 2(n—a)
/R ]f|2d,u < C2A=a T8 Bon-a)+7 Hf”%pC’Q(Rn), (6.55)

Além disso, se «, 3 forem escolhidos em um intervalo compacto I C (0, 00), entdo C' depende

apenasdene I.

Lema 6.4.11. O Teorema 6.4.10 implica o Teorema 6.4.9.

Demonstragdo. E de rdpida verificagio que p, < 2. Logo, por (6.41), temos

[ Fllzren S Nfzrewe = 1 fl|zoe-

Pelo Teorema 6.4.10 temos:

—~ 8 2(n—a)
Hf“%?(,u) < C? A2=a)%8 BZi-a)+8 HfHZch(Rny

Antes de continuar, vejamos outra consequéncia do Teorema 6.4.10.

Corolario 6.4.12. Sejam 0 < o < n,0 < < « e p uma medida em M (R"™) satisfazendo
(6.52) e (6.53), com A, B > 1. Entao

Lo Sasp [[fllee@ny, V€ LP(R"),
com1<p<pc,q:mp’e()<s<q.

Demonstragdo. Dado f € L'(R") sabemos que f ¢é continua (veja a Proposi¢do A.1.1). Logo,

o~

| f(§)] <|f]|L1 (rn) em toda parte. Consequentemente

/1l = inf{a > 0: | f] < o, pu-qtp} <[] 11zn)-

Pelo Coroldrio 6.4.2 - ii) temos || f|[z1 = ||f||z1.1. Além disso, L = L*>° (GRAFAKOS,

~

2014, p. 52). Logo, definindo o operador F(f) = f, temos

IF(Dllzecey < 1 flla@n, Y f € LYR™). (6.56)

Além disso, como L?? = L? temos

8 2(n—a)
||F(f>||L2,2(u) < CQAQ(TL—QHBBQ(”_O‘)‘*‘B ||f||ch,2(Rn), \V/f & ch,2‘ (657)
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Fixado 1 < p < p,, sejaf € (0,1) tal que

I 1-0 0
1 p
p . — 4n=a)+28 : _ B
Tal nimero existe, basta tomar = 5 Definindo ¢ = o) i B p', temos
1 1-6 46
-=—+_. (6.58)
q 00 2

Portanto, interpolando (6.56) e (6.57) via Teorema 6.4.4 (Interpola¢do de Marcinkiewicz) obte-

mos

IFPlzes S Mo~ My fllzrs@ny, VS € LP(R™),0 < s < oo,

2(n—a)

B
com My = 1e M; = C?A2=a+8 B2-a1+7 . Tomando s < g, sabemos que ||g||zsa < ||g||zas-

Portanto:

IF (P oy S Mo M| fllzreny,  Vf € LP(R™),
paratodo 1 < p < p.,q = mp’ es<qg,comf=2/qq= mp'.

Usando o método 77 visto em (5.11) obtemos

/Rn | Pdpe < ||z ) f|] .

Logo, pela Proposi¢do 6.4.3 (Desigualdade de Holder) temos

N2 < |z Fll o2l flore2-

Neste momento, notamos que precisamos controlar ||7i x f|| 1#4.2- Suponha que

8 2(n—a)
175 fll o2 < C(pe) AZo=a78 B2=03 || || poe.2. (6.59)

Logo,

~ B 2(n—a)
HfH%Q(u) < AT+ B 48 || |22

Para obter (6.55), basta usar o Coroldrio 6.4.2 - i) para ver que || f||rsc = ||f||z+c. A proposi¢do
seguir nos certifica que (6.59) € vélido. Para provar a mesma, iremos fazer uso do resultado a
seguir, cuja prova pode ser consultada em (BOURGALIN, 1985) ou (CARBERY et al., 1999).

Lema 6.4.13 (Método de Bourgain). Sejam {TJ};";O uma sequéncia de operadores de Ay + A;
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em By + B tais que

B < MZQJ'BZ-

al

IT;(a)| 4, i=0,1, (6.60)

com By < 0 < pBreM; >0,7=0,1. Defina § = BOB—O,Bl‘ Entdo, 7' = > T é estendido a

um operador linear limitado de (Ag, A1)g1 a (By, B1)s, com operador norma limitado por
CME=9M?, com C dependendo de Sy, 1.

Corolario 6.4.14. Considere p;, ¢;,7;,5; € (0,00],7 = 0,1 com pg # p; e ro # 1. Além disso,

sejam {TJ}J“;O uma sequéncia de operadores de P29 4 [P14 em ["0%0 4 [ tais que

T3 fllzroso S Mo27 | fllzeoso  1T5fllzrm S Ma27P | fllLorar,

com [y, 51 € (0,00). Seja O = /jf e defina p e r por

Bo+B1

1 1-6 4 1 1-6 0

p DPo b1 To To 1

Entdo, o operador 7" = ) T} satisfaz
IT(P)llzree S Mo~ MY || f| o
Demonstragdo. Pelo Teorema 6.4.8 temos
(Lpo,qo’Lp1,q1)01 =[Pl e (L7”0750’L7"1,81>900 — [0

Logo, pelo método de Bourgain, o operador 7' = Y T mapeia continuamente (LP0-%, LP141),

em (L%, L™51), o e com isto finalizamos. O

Proposicao 6.4.15. Seja € M(R"™) uma medida de probabilidade satisfazendo (6.52) e (6.53)

e defina o operador T'(f) = f  fi. Além disso, considere os nimeros

(n—a+pB)(n—a+p/2) _n-a+p

P = art382—a)+ (522 7 B2

(6.61)

Entdo 7" € do tipo fraco restrito (p, o) e do tipo fraco restrito (o', ¢’), ambos com operador

B/2 n—a B/2 n—o
norma de ordem O(An—o+572 Bn=a%672) isto & ||T(f)||pac < An=et872 Bn=at6/2|| f||», com

(p,q) sendo (p, o) ou (p',0’). Além disso, se p < p < o’ e % — % = #fé/?, entdo, para
qualquer s € (0, o] temos
=N B/2 n—o
1f # filliae < C(p, 5) AT=557 Br=57373 | || . (6.62)

Em particular, (6.62) vale parap = p.,q = p.e s = 2.
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Demonstragdo. Iniciemos com alguns cdlculos que serdo titeis para aplicar o método de Bourgain

e o Teorema de interpolacio de Marcinkiewicz. E de répida verificacio que o/ = nﬁ;‘fg% e
p = 4("_a+ﬁ)g;‘_o‘+ﬂ/2). Logo, p < ¢’ e isto nos permite considerar p € (p, o’). Além disso, seja
0 € (0,1) tal que
I 1-0 0
p p 0
Tal valor de 6 existe, basta tomar 6 = ;E;ﬁ _(ff;. Seja ¢ satisfazendo a hip6tese ]19 — é = #f}z/z
Logo
L_1-0 6
g o 7
De fato
11 _n-a
g p n—a+pB/2
1—-6 40 n—ao
_|_ e
p o n—a+ /2
(1 =0)[(n—a)*+36/2(n—a)+ (8/2)?] N On—a+pB/2) n—ao
(n—a+pB)(n—a+b/2) (n—a+p) (n—a+p5/2)

_(8/2)(n—a)(1—0)+47'p7
(n—a+pB)n—a+p/2)
_ 28(n—a)(1-0)+p
4n—a+B)(n—a+5/2)
_28(1—0)(n—a+/2) + 68
An—a+pB)(n—a+p/2)
_A=0)8/2) 03
(n—a)+6 An—a+p)(n—a+5/2)
_(1-0)

o ,0"

Suponha que vale

B/2 n—o
I % illire S A7 BT 0 663

Por dualidade temos

B8/2 n—o
1 # Bl e S Ar=esi2 Br=eai 2| f| por.r. (6.64)
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Interpolando as estimativas acima via Teorema 6.4.4 (interpola¢do de Marcinkiewicz) obtemos

3/ n—o 1-60 B/ n—o
”f * /,/ZHqu’S 5371) <Ana+2ﬁ/2 B7la+5/2> (An7a+2,8/2 Bn7a+ﬁ/2 )9||fHLp,S

B/2 n-o
= An=at872 Brn=oF572 || f|| 1p.s,

para todo s € (0, c0] e com isto provamos (6.62). S6 nos resta provar (6.63). Seja py € C°(R")
tal que supp(y) C B(0,2) e ¢ = 1 em B(0,1). Defina A(z) = wo(x) — ¢o(22) e seja p;(x) =
A(277x), j > 1. Observe que {i;}2, é essencialmente a parti¢do da unidade de Littlewood-
Paley. Neste caso temos Y22, ¢;(z) = 1, para todo z € R™. Vimos na demonstragdo do Teorema
6.1.3 que, ao definir a fungdo 11; = @; * 11, temos [i; = ;i, para todo j € N. Pela hipotese 6.53
temos |fi(z)| < Blx|~/2, para todo |z| > 1. Por outro lado, como B > 1 e y é uma medida de

probabilidade, podemos concluir o mesmo para todo z € R", isto €,
i(x)| < Blz| "%, Vz e R"

De maneira andlogo a que fizemos em (6.13), podemos concluir que ||fi;]|oo < B277%/2. Além
disso, com o mesmo célculo feito em (6.14) temos || < A2/, Defina o operador

T;(f) = [ * [1;. Com isto; conforme ja provamos em (6.11) e (6.10) temos ||T} f||r2rn) <
A21C=|| F|| p2gny € || T f]| oo vy S B279872|| f|| 2 @ny, ou seja

T f|| ooroo @y S B277%2|| f] 12 @y (6.65)

1T ll22@e) S A2 fll22@r), (6.66)
Seja By = /2 e/ = (n — ) e defina

Bo + 51

w

10,

n—«
n—a+3/2°
em (L°>>° L*?),, ., continuamente com operador norma majorado por C(, 51)B*~“ A“. Bour-

com 6 = Logo, pelo Método de Bourgain o operador 7' = 3~ T; mapeia (L*!, L*?),,

gain em seu trabalho j4 mencionado, provou que com o0s espacos que estamos trabalhando,
o operador T' é do tipo fraco restrito (p.,p.), e se I for um compacto em (0, c0), entdo se
a, /2 € I aconstante C'(«, ) depende s6 de I, ndo iremos exibir esta prova. Além disso, é de

rapida verificacdo que
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Pelo Teorema 6.4.8 temos

(L1,17 L272)w,1 — ch,l e (Loo,oo7 LQ,Q)W’OO — Lp/c,oo

B/2

aipyz temos

Portanto, observando que 1 — 6 =

-~ —w Aw 5/2 <
1f # Bl e S BY A f| pre = AT=o¥572 Ba=at 57| f || et
Pela Proposicao 2.5.12 - ii) e pela Proposi¢do 6.4.3 (Desigualdade de Holder) obtemos

L F©Fdue = [ F€)f(€dne

— [ @
< |[|(a* )l
S ||ﬂ*7||Lp'C,oo||f||ch,l

< AT B Pl e
Pelo Corolario 6.4.2 - i) temos || f||zre = || f||»e. Portanto
~ 9 B/2 n—a 2
[ 1F©du 5 AT BT (667

Vamos utilizar (6.67) para limitar || f * [i;||o. Com efeito, pelo Teorema de Plancherel temos

1 mllg = [ 1) Pls(€)Pde

S 4207 [ ()Pl (€)lag

= 4207 [ ()P * p(€)lde

= 4207 [ TP [ @56~ n)dug|de
< A=) / / E)1¢5(& — m)|dpydé

= 4207 [ 1 )P () dpad

Pela Proposicdo A.1.3 - iii) temos f(z + 1) = e_. f(n), com eq(z) = €2¥@*_ Com isto, e por
(6.67) obtemos

I 5l 5 A2 [ 1851 [ lemf )P dugdz

j(n—a) 5/2 L M 2
S Ay grerm i [ g5 ()llesf|pendz.
R

Usando a Proposi¢do 6.4.1 - iv) e o fato de que |e_.(x)| = 1 obtemos ||e__ f||zrcn = || f]|ren.
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Portanto

~ j(n—a b/2 n—< M
1% B3l S 11 AP O AT=557 BT [ (352

Vamos mostrar que a dltima integral ndo depende de j. Com um cdlculo rdpido, deduzimos que
@i(x) = 2"\(27x). Como ¢; = ;. obtemos ¢;(z) = 29m\(—2). Logo, tomando a mudanga
de varidvel y = —27z, temos

2 _ Jny (o _ 3 <IN
L lei@dz = [ 2"A(=22)dz = [ )y < AL

RTL
Portanto

. (n—a)

IT5(f)ll 22 S (A2BY2) 2772 || f|| poea, (6.68)

n—a
n—a+3/2"

com ) = Ja provamos que

T | ooy S B2772| f]| 11 (.- (6.69)

Vamos usar novamente o argumento de interpolacdo de Bourgain. Sejam 3y = 3/2, 81 =
(n —a)/2. Defina A = 5y /(o + 1) e considere

n—a
=1-)A=
7 n—a+f
Se p e 0 s@o como em (6.61) temos
1 1- 1 1-
p De 1 o 2 00

Novamente, pelo Teorema 6.4.8 obtemos
(ch,17 Ll,l)%1 — Lp,l e (L2’2, Loo,oo)%oo — [0
Novamente, usando o método de Bourgain, 7" € do tipo fraco restrito (p, o) e
1 # fllzeoe S BAAPBP fllon = [APB) B fll e (670)

E de rdpida verificagio que

(1—§>(1—7) 52

T n—a+p/2’
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2

Substituindo em (6.70) obtemos a almejada estimativa (6.63). ]
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APENDICE

APENDICE

A.1 Elementos de analise de Fourier

A.1.1 Transformada de Fourier em L}

Definimos a transformada de Fourier de uma fungdo f € L'(R") como sendo

o~

FUNEQ =F©) = [ f@e > =du. (A1)
Naturalmente, f é uma funcdo limitada pois | f(€)| < ||f]|.1, para todo & € R™. Portanto

1o < [1£]]5- (A2)

Vejamos uma das propriedades mais importantes da transformada de Fourier de fun¢des em
LY (R™)

Proposi¢iio A.1.1. Dado f € L'(R") temos que f ¢ continua.

Demonstragdo. Sejam & € R™ e {&;}7°, uma sequéncia que converge para £. Defina fi(z) =
f(x)e ?"%k® paratodo x € R". Naturalmente f, € L* paratodo k € Ne fy(z) — f(x)e 2w,
paratodo x € R" e | f,,| < | f|. Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada (FOLLAND,

~ o~

1999, Teorema 2.24) temos f (&) — f(&). O

Novamente, a convolucdo f * g de fungdes mensurdveis f e g € definida por

frgl)= [ f@—ygldy.
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e a convolug@o de uma fun¢do mensurdvel f e uma medida de Borel x4 € definida por

fen@) = [ f@—y)du,

sempre que as integrais existirem. Com uma simples mudanga de varidvel podemos constatar
que f * g = g * f. Vejamos algumas propriedades envolvendo convolugdo e a transformada de

Fourier de uma funcdo.

Proposi¢do A.1.2. Sejam f, g € L'(R™). Entdo,

/ fg= / fg, (férmula do produto) (A.3)
R™ Rn
m = f g, (férmula da convolugdo). (A4)

Demonstragcdo. Para mostrar ambas igualdade iremos utilizar o Teorema de Fubini. Note que

= [ s@eedn) (e
L, 9(©e75 f(x)ded
[ 9@ mewde) do

e temos assim (A.3).Dado ¢ € R” temos que

—

f*xg(&) = . Fx gla)e 2™y
R / fla—y)g(y)dy| e dx

= [ [ fa—ygt)e " drdy.

Fazendo a mudanga z = x — y obtemos

Fro©= [ [ FEgle e dzy
= [ ] F@glye e e vdzay
L aw)e ™ [ fe)e dzdy

.
.
7

f2)e / gly)e >V dy
(£)g(8),

n
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e provamos assim (A.4). ]

Vejamos como a transformada de Fourier se comporta sob algumas transformacdes.

Proposicao A.1.3. Sejam f € L*(R"),a € R"er # 0.
i) Considere a translagdo 7, por 7,(z) = = + a, para todo = € R™. Entdo,
Fora(€) = e f(&);
ii) Considere a dilatagdo ¢, por d,(x) = rx, para todo = € R". Entao,
Fo8:(&) =Ir["F(re);

2mia-x

iii) Seja e, () = e*™*? para todo x € R™. Entdo

— ~

eaf(§) = f(§ —a);

iv) Seja T um operador linear invertivel de R” em R" e denote 7~ = (T~!)!. Entdo, para
felLl

FoT =|detT| ' foT ™.
Em particular, no caso em que 7' é uma aplicagio ortogonal, isto &, T"T" = I temos

—

foT =foT.

Demonstragdo. E claro que

—

Fora(©) = [ fla+a)e

Fazendo a mudanca de coordenada y = x + a, obtemos

Fora©) = [ flyye vy
27rz§a/ —27ri§~ydy
271'15 a‘]'c\( )

Com isto provamos 1). Note que

—

fod. (&)= flra)e ™ *dx.

Rn
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Considerando a mudanca de varidvel y = rx, obtemos

e <5>=/

) —2migr— Y r"dx

S
/ —27Tir_1§-ydx
r (),

e concluimos a prova de ii). Ainda, note que

_ / f(l’)€_27” —a) xd{E
R
f(

0 que mostra iii). Por fim, temos que
FoT(e)= [ foT(x)e % =dy.
Rn
Considerando a mudanga x = T~!(z), obtemos

FoT(&)= [ f(2)e 2T @) det Tdz.
Rn

Por outro lado, lembre que, pela defini¢do de operador adjunto, £ - T 1(z) = (T~1)*(£) - z. Além
disso, sabemos da dlgebra linear que se A é um operador linear definido em R"™ entdo A* = A?.
Vale a pena relembrar também que se A for invertivel entdo | det A™'| = | det A|~!. Com isto,

obtemos

f/o\T(f) = |detT| ™" /Rn f(z)e—mT—t(g).de
= [ det T|™'f o T7(9).

No caso de T ser ortogonal temos T = (T%)~! = (T!)t = T O

Proposicio A.1.4. C=(R")” = LP(R"), para todo 1 < p < co.

Demonstracdo. Seja f € LP. Como C.(R") é denso em LP(R") (FOLLAND, 1999, Proposi¢do
7.9), dado € > 0, existe g € C.(R") tal que ||g — f||, < €/2. Utilizando a Proposicao 2.3.19,
seja ¢ € C.(00) tal que [ ¢ = 1. Dessa forma, pelas Proposi¢des 2.3.15 e 2.3.17 temos que
g* ¢y € C(R™), com ¢y(x) = t7"¢(t" ). Em geral, se ¢ € L' (R") é tal que [pn & = a, €
feLlPcoml <p<ooentdo||f*¢,— f|l, = 0quando ¢ — 0 (FOLLAND, 1999, Teorema
8.14). Logo,

— 4| p < € /2 para t suficientemente pequeno e portanto

g &0 = fllp < llg* & = gllp +1lg = fllp <,
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para t suficientemente pequeno e com isso finalizamos a demonstragao. [

Proposicdo A.1.5. O conjunto Cy(R™) é um subespaco fechado de BC'(R™) na norma uniforme,
isto &, Co(R")" = Cy(R™).

Demonstragdo. Seja f uma fungao no fecho de Cp(R™). Logo, existe uma sequéncia { fi }3° C
Co(R™) tal que ||f — fx|l« — 0 quando k& — oo. Mostremos que o conjunto A = {z € R" :
d < |f(x)|} é compacto para todo § > 0. De fato, dado € > 0 suficientemente pequeno sempre
existe kg € N tal que

€
||f_f1€||u < 57

sempre que k > ky. Isto implica
€
1(@) = fu(@)] < 5.7z € R, (A5)

Vamos mostrar que A é fechado. Com efeito, sejam zy € A e {z,,}>_, C A convergindo para
xo. A partir de (A.S5) podemos concluir que

€

Fm)] - 5

<\ fro(@m)|,¥m €N,

o que implica.
0 — % < ’fko(xm)‘vvm €N,

ou seja, T, € Ay :={r € R": 6 — ¢/2 < |fy,(x)|} para todo m € N. Como este conjunto é

fechado concluimos que x estd no mesmo. Logo,
€
o — 5 < | fro (0)]- (A.6)
A partir de (A.5) também podemos concluir que

fiala)| = 5 < [f(a0)]

Portanto, por (A.6)
6 — € < |f(zo)l,

tomando o limite quando ¢ — 0 obtemos que xy € A. Por fim, com argumentos semelhantes
podemos concluir que A C Ay. Como A, é compacto e A é fechado concluimos que A é

compacto e portanto [ € Cy(R™). N

A proposicdo a seguir nos da condi¢gdes para que possamos derivar a transformada de
Fourier e também calcular a transformada de Fourier de uma derivada. Além disso, a mesma
serd importante para mostrar; na se¢ao A.1.2, que a transformada de Fourier de uma fun¢do no

espacgo de Schwartz S(R™) ainda estd no mesmo.



248 APENDICE A. Apéndice

Proposicao A.1.6.

i) Se f € CK(R™), 0°f € L'(R") para || < ke 0°f € Cy(R") para || < k — 1, entdo,

-~

9°f(€) = (2mi&)* F(€); (A7)

ii) Se z®f € L'(R") para |a| < k, entdo f € C*(R") e

0° (&) = F((—2miz)*f)(€) = (—2mi)lzo f(€). (A.8)

Demonstragdo. Provemos inicialmente o item 1). Primeiramente vamos provar o resultado para
uma fungdo f € C'(R) tal que f, f' € L'(R) e também f € Cy(R) e mostrar que

F1(€) = 2mig f(€). (A.9)

Com efeito, considerando R > e integrando por partes, obtemos

R ‘ R R ,
/ fl(z)e T dy = f(x)e 2™ 4 27m'§/ f(z)e 2™ dy. (A.10)
—R -R

Como f € Cy(R), temos
lim f(z)e 2, = 0.

R—o0

Logo, uma vez que f, f' € L'(R), tomando o limite em (A.10) quando R — oo pelo Teorema

da Convergéncia Dominada, obtemos
/ f(z)e 2" dy = 2m’£/ f(z)e 2™ dy,
R R

e provamos (A.9). Vamos supor que f € C*(R") € tal que % € L'(R"), paratodoi =1...,n
e também f € Cy(R™) e mostrar que

of

5o (©) = 2miGf(S). (A-11)

paratodo & = (&1,...,&,) € R™ De fato, pelo Teorema de Fubini obtemos

/Rn 883];( —2miz- ] / / ﬁxl —27riaj~€dx1 o dz,

7271'1:1: 5 72mxi§¢ dl’ldi’,
Ry 8@

com R = {(z1,..., 2, 1,0,Zi41,...,2,) : 2; €R,j # i} e &€ R Por outro lado,
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sendo x = (z1,...,2,); com x; é fixo para j # i, € claro que
0
oL @) = (f o A ()
com \(t) = (x1,...,2i-1,t,Tis1, ..., 2,). LOgO

/ ﬁ(x)e—%rixfdx _ / e—2ﬂii-é/(f o )\)/(l,i)e—Qma:ifidl,id:i,
R Ox; R R

= [ e T o Ny (6)di.

n—1
Ri

E claro que as fungdes fol € C*(R), fo), e (fo)) estioem L'(R). Além disso, fo\ € Cy(R).
Logo, por (A.9) obtemos

— —

(f o A (&) = 2mi&(f o A)(&)-

Portanto

/ af (x)e—%rixfdx _ / e—27ri5c~§~/ (f o )\)/(Ii)e—%rixifidxidj
R . R;‘*l R

— omig; / e 2 o N (&) di
R7?!

K3

— orig; / o~ 2mi€ / (f o \)(@:)e 27 vy di
RPE R

K3

- 27rz'§i/ f(z)e ™Sy,
Rn

e provamos (A.11). Por fim, suponha que f € C*(R"), é tal que 9°f € L'(R") para|a| < ke
0°f € Cy(R™) para |a| < k — 1. Vamos prosseguir com induc¢do em |«/|. J& mostramos que o
resultado vale quando «v é um multi-indice tal que |a| = 1. Assim, fixado

alpha, suponha que o resultado é verdadeiro para qualquer multi-indice 5 tal que |3| = |a| — 1.

Escrevendo oo = (v, . .., ;) note que existe j = 1,...,n tal que

o . 0 8"‘“1f . 0 3
0“f(z) = o) [axgn...axyflam?ll (z) = a—xj(a f)(@),

m

com 8 = (ev,...,;—1,..., ay). Note que pelas nossas suposi¢des, 9’ f € C*(R"), 52-(0° f)
LYR") e P f € Cy(R"), pois, |3] = |a] — 1 < k — 1. Dessa forma por (A.11), obtemos

() =F (;m(@ﬁf)) () = 2mig; % (©),

logo pela hipétese de indug@o concluimos

~

9° f(€) = 2mig;(2mi€)’ f(€) = (2mi€)* F(£).
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Vamos provar o item ii). Vamos mostrar primeiramente que f € C*(R™). Seja& = (&1,...,&,) €

R™ e suponha que &; € (a,b). Seja g : R"™ x [a, b] uma fun¢@o definida por
g(z,t) = flz)e >, (A.12)

comé& = (&,...,& 1,t, &1, .., &n). Logo Por hipétese, z¢f € L'(R") para |a| < k. Com
isto obtemos

< 2rlu;f(x)| = 2n|a” f(a)] € L,

Jg
St

coma = (0,...,1,...,0) (aqui o 1 estd na i—ésima coordenada). Naturalmente,

~ o~

(€) — 1 110 = T(©)

h—0 h

L s@&+m—[ g8
h

of
0¢;

= lim
h—0

= I"(&),

com F(t) = [gn g(z,t)dz. Portanto, pelo Teorema 2.3.16 (Regra de Leibniz) de fato F' é

diferenciavel e

of
06

(&) =F'(&)
dg
= I E(m,@)dw

= —2miz; f(x)e ™" dx
R

= [ (=2miz)*f(x)e " dy
R

= F((=2mix)* f)().

A continuidade de 8J?/ 0¢; pode ser mostrada da maneira andloga utilizando novamente o
Teorema 2.3.16 - (i) (Regra de Leibniz) e portanto f € C*. Fazendo uma pequena modificagio
na funcdo em (A.12) podemos constatar que f € C* para |a| = 1. O caso geral segue por

inducdo em |« e utilizando argumentos semelhantes ao que jd usamos. ]

Lema A.1.7. Seja f € C2°(R™). Entéo 0“f € C°(R™) para qualquer multi-indice a.

Demonstragdo. E suficiente mostrar que se f € C™ entdo f,, € C°. Com efeito, como supp( f)
¢ limitado existe R > 0 tal que supp(f) C BJ0, R|. Dessa forma, como f se anula no aberto
R™\ B[0, R] temos f,, também se anula no mesmo. Portanto, supp( f,,) C B[0, R]. O resultado

segue do fato de que um fechado contido num compacto sempre é compacto. ]
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Teorema A.1.8 (Lema de Riemann-Lebesgue). Seja f € L'(R™). Entdo,

o~

lim f(¢) =0,

€] =00

ou seja, F(LY(R™)) C Cy(R™).

Demonstragdo. Seja f € L'(R™). Vamos mostrar que f € Co(R")" e utilizar a Proposi¢do
A.1.5 para concluir. Pela Proposi¢do A.1.4, seja {fi}22, € CX(R™) tal que fr — f em
L*(R™). Primeiramente vamos mostrar que f, € Co(R™). E claro que 9°f;, € L, para todo

multi-indice «, pois, pelo Lema A.1.7 0% f;, € C°. Assim, pela Proposi¢do A.1.6 tomando

a=(0,...,2,...,0); com o 2 na i-ésima coordenada, obtemos
e 52 .
(@miP€ fi(€) = 57 () VE € R,

7

Com isto, obtemos

A 1 ||0%fs
2 < —||==| ,V R"
ST S 1a | az]|| Y€ €
ei = 1,...,n. Concluimos assim que | ]23“;(5) ¢ limitado para todo £ € R"™ e portanto,

fr € C5°(R™). Para finalizar vamos mostrar que fj, — f na métrica uniforme. De fato,

172(&) = FO = 1f5 = FOI < Ifi = £,

para todo £ € R™. Logo tomando o supremo em R" obtemos ||fx — f|l. < ||fx — f||1- Como

fr — fem L'(R™) concluimos a prova. O

Lema A.1.9. Seja ¢(z) = e ™" Entéo [y, ¢ = 1.

Demonstragdo. Note que

/ Y :/ e g = H/ e_”?dmi = </ e_mzdx> (A.13)
" " i=1/R R

Por outro lado, lembre-se que

/ e dy = VT,
R

— a2 . .
logo, [r e ™ dx =1 e com isso concluimos. [

Teorema A.1.10 (Férmula da inversdo). Se f € L' é tal que f € L' entdo

fla) = [ e, (A14)

em quase toda parte.



252 APENDICE A. Apéndice

Demonstragdo. Defina ¢(z) = e ™ e 1) (z) = e ™I*I". Em geral se f(z) = e ™ com
2

a > 0, entdo f &) =a" 2670 (FOLLAND, 1999, Proposi¢ao 8.24) , logo, aplicando isto a

¢ com a = 1 obtemos ¢ = 1. Além disso, note que 1. = 1 o d,, com 6(z) = ez, logo, pela

Proposicdo A.1.3 - (ii), obtemos

Ve(€) = e P(e71E) = ep(e716). (A.15)

Defina
Li@) = [ Fg)ePermeeqe,

Vamos mostrar que

lim I, () = /R ey, (A.16)

De fato, seja g, (&) = f(€)e ™M/ e2mits o o(¢) = f(£)e? ¢ Note que {g, 22, C L' pois
e /M < 1 e f € L'. Observe também que g, — ¢ pontualmente. Dessa forma, pelo
Teorema da Convergéncia Dominada (FOLLAND, 1999, Teorema 2.24) obtemos

lim n = / ,
n—oo Jrn g Rn g
e mostramos (A.16). Por outro lado, definindo para cada x, a funcdo
gx(z) — 1/)6(2)62”””"3,

pela Proposi¢do A.1.3 - (iii), obtemos g, (y) = @Z(y — x). Além disso, por (A.15), obtemos

Galy) = €™ (y — x) -

€

Definindo ¢¢(y) = ¢ ™ (e~ 'y), podemos escrever g, (y) = ¥(y — z), ou, devido a simetria de
¥, gz(y) = ¥ (z — y). Pela férmula do produto (A.3) obtemos

~

Li@) = [ F@eiereag
~ [ F©g()de
= [ @&
= [ ¥t = O F(©)de.
e portanto,
(@) = v 5 f(x) = f 0 (@) (A17)

Em geral, se ¢ € L'(R") étal que [zn ¢ =ae f € LPcom1l < p < ooe¢(x)=¢€"¢(c 'x)
entdo || f * ¢¢ — f||, — 0 quando ¢ — 0 (FOLLAND, 1999, Teorema 8.14), com isso, pelo Lema
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A.19temos que [z =1e
||f*¢e_f||1 — 0,

quando € — 0 e portanto f x ¢ — f, qtp (BREZIS, 2011, Teorema 4.9). Portanto, por (A.16) e
(A.17) concluimos (A.14). L]

Corolario A.1.11. Se f e f sdo integraveis entdo f é continua.

Demonstragdo. Sejam x € R" e {x}32, uma sequéncia convergindo para x. Defina as fun¢oes
gi(€) = f(E)eZ o ¢ g(€) = f(£)e?™* E claro que g, — ¢ pontualmente, {g;}3°, C L' e
lgx| < |f]. Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, temos fg. gx — [p» ¢ quando

k — 00, isto é,

lim f(g)e%ri{xk _ /" J/c\(g)e%ri{x‘

k—oo0 JRn

Com isto, pelo Teorema A.1.10, obtemos klim f(zn) = f(z). O
—00

Seja f € L' tal que f € L' e defina g(¢) = f(—¢). Utilizando o Teorema A.1.10

concluimos facilmente que g(z) = f(x). Isto motiva o seguinte:

Definicao 19. Dado f € L' tal que f € L' definimos a transformada de Fourier inversa de f

por

FUH@) = o) = [ e de.

Note que de fato F~H(F(f)) = f e F(F'(f)) = f. Vejamos algumas propriedades da

transformada de Fourier inversa.

Proposicio A.1.12. Seja f € L' tal que f € L' e defina f(z) = f(—z). Entdo:

D f=7=7
i) [ = f:
iii) f:?

As igualdades acima sdo no sentido em quase toda parte.
Demonstracdo. Com uma simples mudanca de variaveis, deduzimos que

fla)= [ f@emtds = [ f-gemtdg = [ f(e)e g = fa).

=~

Por outro lado, segue diretamente da defini¢do de transformada de Fourier inversa que f(z) =

f (). Com isto verificamos o item i). Pelo Teorema A.1.10, obtemos

fla) = [ F@e=metas = [ e edg = f(—a) = f (o).
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Com isto concluimos o item ii). Por fim, para a prova do item iii) utilizamos novamente o
Teorema A.1.10:

= =

F©)eeds = fa).

Fa) = [ fleemincds =

R
O
Corolario A.1.13. Seja f, g € L' tais que f,§, fg € L*. Entdo,
fg=7[x*g. (A.18)

Demonstragdo. Pela Proposi¢do A.1.12 - (ii) obtemos

~

Com isto, pela formula da convolucao (A.4) temos que F (fg) = F(f %= g). Aplicando a

transformada de Fourier inversa obtemos (A.18). O

A.1.2 A classe de Schwartz

Nosso objetivo nesta se¢@o € apresentar o espago de Schwartz S(R") e obter algumas
propriedades da transformada de Fourier de fun¢des deste espaco. Em particular, o nosso principal

resultado é mostrar que o operador F restrito a S(R™) é um homeomorfismo.

Antes de definir o espagco de Schwartz precisamos fixar algumas nota¢cdes. Um multi-

indice ¢ uma n—upla o = (v, ..., ;) em Z7 e definimos sua norma como sendo o niimero
la] =" | ;. Dado x = (z1,...,2,) € R", com x; # 0, paratodo i = 1,...,n, utilizaremos
a notacdo

n
% = H xit.
i=1
Em geral, se xj, = ... =x;, =0,comp =1,...,n, entdo definimos,
% = fo”, l=1,...,p.
170
Ainda, dado ¢ € C*°(R") definimos a sua derivada em relagdo a & como a fungao

olel f

= ————(x).
Oxon ... 0x"

9%p(z)

Exemplo A.1.14.

1) Considere os vetores z = (1,1,2,3,7),y = (1,0, 3,4,0) e multi-indice « = (1,2, 1,1, 2).
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Entdo, 2 = 672 e

y* = (1,3,4)D =12,

2) Considere o multi-indice o = (1,1,2) € Z3, z = (7,1,2) e R3¢
o(x,y,2) = 2% + 222y + 2y2°.

Entdo, o] =4, 2% =4me

o a4f 2
0%p(x,y,2) = m(ﬂfa%z) = 6y” + 2.

O espaco de Schwartz S(R") consiste das fungdes em C'*°(R™) que, junto com todas
as suas derivadas, se anulam no infinito mais rdapido do que qualquer poténcia de |z|. Mais

precisamente, S(R™) é o conjunto das fun¢des em C'*°(R") tais que

lim |2|Y0%p(x) = 0, (A.19)

|x|—o00

para todo multi-indice « e para todo N € N. Vejamos um Lema que sera util para algumas

caracterizacoes do espaco de Schwartz

Lema A.1.15. Sejam «, 8 € Z'} multi-indices e N € Z.. Entdo existe uma constante Cy,, tal

que
%] < fa (A.20)
e
2|V < Cnpn D |27 (A.21)
|8|=N
Demonstracdo. Denote o = (aq, ..., qy), x = (21,...,T,). Logo

n
° =[]+

=1

|z

n n
= [T Il < [T ol = [afor-o = faf .
=1 1=1

Com isto provamos (A.20). Indutivamente, utilizando a expansao binomial
NN
(a+0)N =>" (k ) al¥kpk, (A.22)
k=0

constatamos que

n N
<Zaz> S CN,n Z aﬁa

I8|=N
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coma = (ay,...,a,) € R™ Por outro lado, é claro que |z| < > | |z;|, pois
n n n 2
>t < 3 faey| = (L)
7j=1 =1

Portanto,

n N
2 < (zw) ,
=1

2|V < O Y (2l za))’ = Cnn > 127,
|8|=N |8|=N

o que implica

Vejamos outra caracteriza¢io do espago de Schwartz.

Proposicao A.1.16. Dados multi-indices «, 8 defina
16ll(,5) = sup {Ja*8"p()[}.
zeR?

Entao,
S(R") = {p € C*(R") : [[¢]|(a,) < o0, YV, € N}

Demonstragdo. Seja ¢ € C*(R") tal que ||¢||a,5 < 00, para quaisquer multi-indices o, /3.
Por (A.21) temos que

lzl¥0%p(x)] = [z|" 0% (@) x|

< (CN—i-l,n > I:Ef3|> 0% p(@)[|z|

|Bl=N+1

= COnin ( > Iwﬁé’%(x)l) 2|~

|BI=N+1

=Cnin ( > ||<,0||<5,a>) 2]~

1BI=N+1

Logo, quando |z| — oo a fung@o ¢ satisfaz (A.19). Por outro lado, suponha que ¢ € C* satisfaz
(A.19). Assim, existe My 5 > 0 tal que

121" 0%p(x)| < M,
para todo = € R". Logo, tomando um ndmero natural Ny > |a| por (A.20), obtemos

2207 p(w)] < |2] 07 (x)] < My g,
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sempre que |z| > 1. Utilizando a continuidade de 9°¢ concluimos a limitagdo de 2%9” ¢ também

em B0, 1] e portanto ||¢]||(a,5) < 00. O

Com argumentos andlogos ao da demonstragcdo da Proposi¢cdo anterior podemos provar

que S(R™) € o conjunto das fungdes em C'™ tais que

sup {(1+ [2])"]0%p(2)[} < o0,

r€ER™

para todo inteiro positivo N e qualquer multi-indice a. Com isso, uma fungéo ¢ estd em S(R")
se, € somente se, para todo inteiro ndo negativo /N e para qualquer multi-indice « existe uma

constante C, x > 0 tal que
0%(2)] < Can (1 + )™, (A23)

para todo z € R".

Proposicao A.1.17. Se ¢ € S(R"), entdo 0%p € LP(R"), para todo 1 < p < co. Em particular,

S(R™) C LP(R™). (A.24)

Demonstragdo. Suponha primeiramente que 1 < p < oc. E suficiente mostrar que a aplicagio
(1+ |z|)™™ estd em L? paran/p < N < oo e utilizar (A.23) para concluir. Pelo Teorema 2.4.16

(integracdo em coordenadas polares) temos

L tla)™da = [ [ (14 g do(y)r
_ / ” / (1 + )~V =Ldo (y)dr
0 Jsn—1
=o(S"™) /00(1 + )" NPpn =y
0

1 00
—o(&" ) | [ (1) [T (1)
0 1

Iremos verificar que as duas ultimas integrais sdo finitas. De fato, note que

1 1
/ (1 +7°)’Npr"’1dr g/ (1 + 1) NPdr
0 0
1 __21—A@

=— < oo
Np—1 >

O numerador e denominador da dltima fragdo sdo positivos uma vez que N > n/p. Por outro
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lado, como (1 + )7 < r=NPe (n — Np) < 0 obtemos

/ (1+T)_Npr"_1dr§/ = Ne=1gy
1 1

_ 1 : n—Np n—Np
= T Np T

B 1
~ Np—n

< Q.

Para finalizar, note que que 0%¢ € L, pois, por (A.23) podemos constatar que

lim 0% (x) =0,

|x|—o00
o que nos diz que 0“¢p € limitada. O]

Proposicio A.1.18. Seja u € M(R"). Entdo C(R™) C LP(R", u1), para todo 0 < p < co. Em
particular, S(R™) C LP(R™, ).

Demonstragdo. Seja f uma fungdo continua em R™. Denotando por K o suporte de 1 obtemos

[ Afrdp = [ 1fPdu < sup{|f)Pha(K) < oo,
R™ K zeK
e finalizamos a prova. L

Proposicao A.1.19. O espago C'>°(R™) estd contido em S(R™).

Demonstracdo. Seja p € C2°(R™). Logo,pelo Lema A.1.7 sabemos que 0%p € C°(R™) para
qualquer multi-indice . Com isto, é claro que lim ;| [2|N0®¢(x) = 0, pois, por 2.3) temos
supp(| - [N9®¢) C supp(9>y). Portanto, por (A.19) concluimos que ¢ € S(R™). O

Proposicio A.1.20. O espaco de Schwartz S(R") é denso em L?(R") na norma || ||, para todo
1<p<o0.

Demonstragdo. Pela Proposicio A.1.19 temos que C>*(R")” c S(R™)", logo, através da Propo-
sicio A.1.4 concluimos que LP(R™) € S(R™)". Por (A.24), temos a inclusio S(R*)" C LP(R™)

e concluimos. OJ

Exemplo A.1.21. Vimos na Proposic¢do 2.3.19 que a fun¢do ) : R™ — R definida por

() = { expl(Jz|*> = 1)1 sel|z| <1, (A25)

0 se |z| > 1.
estd em C2°, logo, pela Pela Proposi¢do A.1.19 a mesma estd em S(R™).

Teorema A.1.22. Uma funcdo ¢ pertence a S(R") se, e somente se, p € S(R™).
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Demonstragdo. Primeiramente, suponha que ¢ € S(R™), dessa forma, 2% € S(R"), para todo
multi-indice « e portanto por (A.24) z%p € L. Portanto, pela Proposi¢do A.1.6 - (ii) temos que
@ € C*. Sejam «,  multi-indices. Por (A.8) obtemos

70°3(€) = € (=2mi) ™z p(§) = (= 1) (2mi) VI (2mig) 20 €).
Por (A.7), temos (27i€) Pz (&) = F(9° (x%¢))(€). Logo,
1€70°3(€)| = | (2md) =PI |F(9° (29)) (€)] < |(2md) 7171 |07 (2] .

Portanto
sup {|¢°0°3(&)|} < oo

¢ERN

e concluimos que ¢ € S(R™).

Suponha que ¢ é uma funcdo tal que ¢ € S(R™). Assim, pelo que acabamos de provar
sabemos que f € S(R™). De acordo com a Proposi¢do A.1.12 - (ii) f(z) = f(—z) e portanto
feSR. O

Proposiciio A.1.23. Sejam f,¢ € L', com f € L'. Entdo,

1) /R § fg= /R . ﬁ (Parseval);

ii) ||f|2 = ||f||2 (Plancherel).

Demonstragdo. Pela Proposicao A.1.12 - (i1), uma simples mudanga de coordenadas e pela
Férmula do Produto (A.3), obtemos

~

[ ta= [ Feog@de= [ Fwa-ndy = [ Fwndy = [ Frdy

com h(y) = g(—y). Mostremos que h = g. Com efeito,

~

h(y) h(z)e *™*¥dz

n

(—z)e ™=V d

n

I
5
|

g(—2z)e?m=ydx

n

g(w)672ﬂiw-ydw
R

Y).

I
Q)
—~

Com isto concluimos a prova do item i). Para o item ii) basta tomar g = f. [
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O resultado a seguir segue imediatamente da combinagcdo do Teorema A.1.22 e da

Proposicdo A.1.23.

Corolario A.1.24. Sejam f, g € S(R"). Entdo,

i) /R . fg= /R . E (Parseval);

i) ||f]]2 = ||f]|2 (Plancherel).

Em particular a transformada de Fourier € uma isometria de S(IR™) sobre si mesmo.

Proposicio A.1.25. Se f,g € S(R"), entdo f * g € S(R").

Demonstracdo. Se f,g € S(R™), entdo o f * g € C(R") pela Proposi¢io 2.3.17. E uma
consequéncia da regra da cadeira e do Teorema 2.3.16 (Regra de Leibniz) que o produto de
funcdes em S(R™) também estd em S(IR™). Além disso, o Teorema A.1.22 garante que f e § estdo
em S(R") e portanto f§ € S(R™). Com isso e pela férmula da convolugdo (A.4) concluimos

que f/@ € S(R™) e portanto, aplicando a transformada de Fourier inversa concluimos que
f+xgeSR. O

O fato de cada fun¢do em S(R") ser a transformada de Fourier de outra fungdo em
S(R™) é bastante util para construir muitos exemplos interessantes. O préximo, por exemplo,

serd importante na Se¢do 5.1.

Exemplo A.1.26. Vamos obter uma fungdo ¢ € S(R™), ndo negativacom ¢ > 1l em B(0,1) e
supp(@) C B(0,1) e > 0. De fato, pelo Lema de existéncia de fungdes de corte 2.3.20 escolha
uma fungdo ¢ € C2°(R™), ndo negativa, com suporte em B(0,1/2) e que satisfaz [z. ) = 2.
Pelas Proposi¢des A.1.19 e A.1.25 temos que ) x 1) € S(R™), com 9(x) = 1)(—x). Logo, faz
sentido definir n = F (¢ * 15) Pelo Teorema A.1.22 temos que € S(R"). Vamos mostrar

que 71 € ndo negativa, e para tanto, vamos verificar que
n(@) = o)) (A.26)

Com efeito, utilizando o Teorema de Fubini obtemos
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Considerando a mudancga de coordenadas z = ¢ — y na integral do colchetes, obtemos

n@) = [ vy | [ eeem ez dy

= [ vy | [ e dy
Lot=peer | [ oz)etnindz) dy
(v) [ w(=y)emovay

<)

Por fim, fazendo a mudanca de coordenadas h = —y, obtemos

N

n(@) = B(@) [ (e dh = Dla)i() = [9() .

Vamos mostrar que supp(7j) C B(0, 1). De fato, pela definicdo de 7 temos que 7j = 1) * 1. Dessa
forma, tomando a mudanca de coordenadas z = —y obtemos

W6 = [ v —wulndy = [ v+ pdz= [ b+ (A2D

Assim, se £ ¢ B(0, 1) entdo para z € B(0,1/2) temos £ + z ¢ B(0,1/2), pois,
1 1
> — >1—- - =—
e+l -l 215 =,
e concluimos que 7j(€) = 0, sempre que & ¢ B(0, 1), ou seja, supp(7) € B(0,1). E importante

notar também que a expressdo (A.27) nos diz que 7) € ndo negativa. Segue diretamente de (A.26)
e do fato de [z. ) =2 que 0 < n(x) < 4, para todo z € R™:

Il w(é)e—mw-édgr <([. w(g)dg)2 —4 (A28)

n(z) =

Além disso, analisando (A.28) note que 7(0) = 4. Dessa forma, pela continuidade de 7 na
origem, existe 0 < r < 1, tal que n(x) > 1 quando = € B(0,r). Por fim, defina p(z) = n(rx)
e note que ¢ > 1 em B(0,1), §(x) = r"7i(x/r), o que mostra que ¢ é ndo negativa e
supp(@) C B(0,r) C B(0,1).

Observacao A.1.27. Pelo Exemplo A.1.26 é sempre possivel encontrar uma fun¢@o ndo negativa
pem S(R") com ¢ > 1em B(0,1) e supp(p) C B(0,1). Com isto, considerando ¢ € S(R")
dada por ¥ = ¢ temos que 1; € ndo negativa e satisfaz 72 > 1em B(0,1). Com isso, é sempre
possivel encontrar uma fungao v em S(R"), positiva e com 4 > 1 numa bola B(0,r) e para

tanto, basta considerar y(z) = r™)(rx) e utilizar a Proposi¢do A.1.3 - (ii) para perceber que

F() = (r19).
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A.1.2.1 Transformada de Fourier em I.?

Nesta sec¢do, iremos estender o conceito de transformada de Fourier para fungdes em L?.
A defini¢do (A.1) ndo pode ser usada para definir transformada de Fourier em L?(R"), pois a
integral pode ndo existir se f ndo for integrdvel. Vimos na Proposicdo A.1.20 que o espaco de
Schwartz S(R™) € denso em L?*(R™) na norma || ||,. Dessa forma, dado f € L?(R") existe uma
sequéncia { .} C S(R™) tal que ||fx — f||2 — 0, quando k& — oc. Pelo Coroldrio A.1.24 - (ii)
(férmula de Plancherel), temos que a sequéncia {ﬁ} é de Cauchy em L*(R"), dessa forma, pela
completude do mesmo (FOLLAND, 1999, Teorema 6.6) existe uma fungdo em L?(R™) que é o
limite da sequéncia { f;} em L2, denote
fi= Jm fi
com o limite sendo tomado no sentido de L?. Afirmamos que festé bem definida. Com efeito,
seja {gr} C S(R™) outra sequéncia tal que ||gr — f||o — 0 quando k& — co. Além disso, defina
a sequéncia
hkz{f’” ek =2m (A29)
Jm sek=2m.

Dessa forma a sequéncia {h;} é convergente em L?; e converge para f em L?, e pelo mesmo
argumento anterior, {/;,} converge em L? para alguma fun¢do ¢ € L% Com isto podemos
concluir que as sequéncias { f1.}, {gr} possuem uma subsequéncia que converge para ¢ e conse-

quentemente temos a igualdade dos limites
lim f, = lim g;.
k—o0 k—o0
Além disso, segue da continuidade da norma || ||, na topologia de L? e da férmula de Plancherel

Lf 112 = [11]2
para toda f € L2 Com isto provamos o seguinte resultado:

Teorema A.1.28 (Plancherel). Se f € L2(R") entdo f € L*(R") e F|smn) se estende unica-

mente a um isomorfismo isométrico sobre 2.

Vejamos um resultado que € bastante util a respeito da transformada de Fourier de

funcdes em L2.

Proposic¢ao A.1.29 (Férmula do produto em L?). Dado f € L? e ¢ € S(R") temos que

| o= Fe (A.30)

Demonstragdo. Dado f € L?, seja {f}32, C S(R") uma sequéncia tal que ||f — fx||» — 0.
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Por defini¢do sabemos que ||f — fi||2 — 0. Com isso, existe uma subsequéncia de {fi}5,
que converge para f qtp, digamos, fi, () — f(z), qtp. Como {E}j’il € uma subsequéncia
de {f}7°, concluimos que ||f — fi,||2 — 0 e portanto, a menos de subsequéncia concluimos

também que f;:l (z) — f(z) qtp. E importante observamos também que se ¢ € S(R™), entio

| frol < el + | fel,

para [ suficientemente grande em quase toda parte. Além disso, note que o limitante de | fx, | é

integrdvel, pois S(R") C L'(R") e pela Desigualdade de Holder sabemos que

Lt < 1flklell

Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada e pela férmula do produto para fungdes em
L' (A.4), obtemos

fo = lim/ @ = lim/ j/‘;;goz/ (11111]?1;)90:/ ]?907
R =00 JR"™ =00 JR Rn =00 R

e com isso finalizamos a prova. 0

Observacio A.1.30. Podemos ver a transformada de Fourier de uma fungio f em L? de maneira
mais concreta da seguinte forma: Seja { f.} uma sequéncia com fi = Xxpox)f- E de rdpida
verificagdo que f;, € L' N L?, pois em geral, fungdes em LP, 1 < p < oo, sdo localmente
integrdveis. De fato, sejam g € LP, 1 < p < oo e K C R" um conjunto compacto. Note que
xx € L?, com p' sendo o expoente conjugado de p. Logo, pela Desigualdade de Holder temos
que

1= il < Il 711 < oo.

Utilizando a versdo da identidade de Plancherel para funcdes em L' N L? (STEIN; WEISS, 1971,
Teorema 2.1) concluimos também que a sequéncia {ﬁ} ¢ de Cauchy em L? e portanto converge
e fica bem definido f = limy_,.. f&, no sentido de L2. Ainda, como ||f — f||» — 0 quando
k — oo, por (BREZIS, 2011, Teorema 4.9), a menos de subsequéncia, f(&) = limy_,o ﬁ(&),

em quase toda parte, isto é,

-~

f(&) = lim f(x)e ™= dy,

k—o0 JB(0,k)

em quase toda parte.

No que segue, iremos mostrar que os resultados que valem para a transformada de Fourier

de fungdes em S(R") também vale para fungdes em L2,

Proposi¢io A.1.31. Sejam f € L*(R"),a € R"er # 0.
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i) Considere a translag¢io 7, por 7,(x) = x + a, para todo x € R". Entdo, foT1, € L? e

f O Tq = 62772'((1,-)}‘\;

ii) Considere a dilatagfo 4, por 6,(x) = 7z, para todo x € R™. Entdo, fod, € L*e

Fod =" f(r);

iii) Seja e,(z) = €™ paratodor € R". Entdo e, f € L? e

— ~

eaf:f<'_a);

iv) Seja T um operador linear invertivel de R™ em R™ e denote 7~ = (T !)!. Entdo, fo T €
L*e

Fol =|detT| ' foT ™,

Em particular, no caso em que 7' é uma aplicac¢do ortogonal, isto €, T"T" = I temos

— ~

fol =foT.

Demonstragdo. Vamos provar o item iv). Sejam f € L? e {fx} C S(R") tal que f;, — f em
L?. Noteque foT € L*e f,oT — foT em L? Dessa forma, pela Proposi¢cio A.1.3 - (iv),

obtemos

—_—

foT:=lim fr,oT = lim |detT|_1ﬁ oT ' =|detT|" lim fooT™,
k—o0 k—o0 k—o00

no sentido de L?. Com uma simples mudanga de coordenadas, podemos concluir que || fj o

~

T7t— foT | — 0 quando k — co. Logo, pela unicidade do limite concluimos que
FoT =|detT| ' foT™.

A prova dos outros itens seguem de maneira andloga, utilizando mudanc¢a de coordenadas

convenientes e a Proposicao A.1.3 - (iv). ]

A.1.2.2 Transformada de Fourierem L?,1 < p < 2

Definir a transformada de Fourier para fungdes em L”, 1 < p < 2 serd fundamental para
entender o problema da restricdo. No que segue iremos definir a transformada de Fourier para
funcdes fem [P, 1 < p < 2.

Em secdes anteriores definimos a transformada de Fourier de fun¢des em L! e em L2. No que
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segue, iremos mostrar que de fato LP C L' + L? para 1 < p < 2 e usaremos isto para definir a

transformada de Fourier neste espago. Sejam f € LP,1 < p < 2 e Ay, Ay conjuntos dados por
A ={z eR": |f(x)| >1} e Ay={xeR":|f(x)] <1}.

Defina f; = fxa, € fo = fxa,. Eclaro que f = fi + f,. Vamos mostrar que f; € L' e f, € L>.
De fato, € de rapida verificagdo que p > 1 e | f(z)| > 1 implica | f(x)| < |f(z)|P. Logo

Joal=[ 1< [ 1 <o

Por outro lado, se p < 2 ¢ |f(z)| < 1, entdo | f(x)|* < |f(x)[? e portanto,

LARE = [ 1, = [ 1P <

Com isso podemos definir
f=htfe (A31)

A defini¢@o (A.31) nio depende da escolha de fi, fo, pois, se hy, ho forem fungdes em L' e em
L? respectivamente tais que f = h;, + hs entdo teriamos f; — hy = hy — fo € L' N L2, Isto
implica fl/—\hl = hg/—\fg. Logo, utilizando a linearidade da transformada de Fourier tanto em
L' quanto em L?, obtemos }I — f/LI = i/z; — jf;, ou seja, /f: + jf; = EI + E; Em geral, poderiamos
ter definido a transformada de Fourier no espaco maior L! + L? exatamente como fizemos em
(A.31). Além disso, veremos na Secdo 2.7, através da Desigualdade de Hausdorff-Young que se
f e LP(R"),com1 < p < 2, entdo f , como definimos aqui, estd em L (R"), com p’ sendo o

expoente conjugado de p.

A.1.3 Transformada de Fourier de funcoes radiais

Nesta secdo, iremos obter uma férmula explicita para a transformada de Fourier de fun-
coes radiais e também iremos ver algumas propriedades das fun¢des de Bessel. Estas ferramentas
serdo tteis na Secdo 4.1 para o célculo da transformada de Fourier da medida de superficie sobre
S*t={zeR": |z|=1}.

Nesta se¢do, iremos supor que n > 2. Seja f € L' (R") tal que f(x) = ¥ (|z|), para todo
x € R", com v : [0,00) — C. Iremos fazer uso do Teorema 2.4.16 (integra¢do em coordenadas

polares). Além disso, fixado ¢ € S"~! seja
Sp={reS"':c-x=cos(f)},

para 0 < § < . E claro que Sy é uma esfera de dimensio (n — 2) com raio sin(6). Iremos

denotar por a;;(ze) e medida de superficie na esfera Sy. Dessa forma, utilizando a mudanca de
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coordenadas x — x/ sin(f), obtemos

Ttin(9)(Se) = b(n) (sin(6))" %,

com b(n) = ¢"%(S"?). Entdo, para g € L'(S"™!),

/Sn L gdo™ ! = / < / gdffsm(e) (A32)

Pelo Teorema 2.4.16 (integracdo em coordenadas polares), obtemos

f(rc) = /OOO Y(s)s" (/Sn_l e_Q’TiTSC'ydOZ_1> ds.

2mirsc-x

Vamos calcular a integral do paréntese com a ajuda de (A.32) pois e~ € constante em Sp:

. T
/ e—2mrsc~mdo_:—1 :/ (/ —2mirsc- rd ;Lm%) )d&
Sn—1 0 So
by i
_ —2mirs cos( n
_A € sm(@ (59) do

— ‘/7T e—27rirs cos( gn (S@)d@
0

Logo

/ 6—27rirsc-a;d0_;b—1 _ b(?’L) /ﬂ— 6—27rirscos(9)(1 i COSQ(Q))(n_2)/2d0. (A33)
sn—1 0

Dado m > —1/2, seja J,, : [0, 00) — R uma funcdo dada por

(/2"

Jm(t) _ F(m - 1/2)F(1/2> /_1 eits(l i 82)m 1/2d8,

com ['(x) = [5° t*"'e~dt, para todo z > 0. A fungdo J,, é chamada de fun¢do de Bessel. Com
isto, considerando a mudanga de coordenadas cos() — —t temos que df = (1 —t?)"'/2dt e e

observando que (n — 2)/2 > —1/2, obtemos

/ 1 6727rirsc-:r;do_gfl _ b(n) /1 ei(Qﬂ'rs)t[(l . t2)(n72)/2]71/2dt
Sn —1

i (27rs/2) =212 -
= bln) (rq(n )/t 1/2>r<1/2>>

= c(n)(7’3)_(”_2)/2J(n_2)/2(27?7‘5),

Jn—2)/2(271s)

com
b(n)ﬂ—(n—2)/2

[C((n = 1)/2)T(1/2)]

c(n) =

Logo,

f-\(rc> _ C(n)r_(n—2)/2 /OO ¢(8)J(n_2)/2(27’(’7”8)8”_18”/2(18'
0
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Portanto, dado = € R" temos que x = rc, comr = |z| e ¢ = z/|z| € S"~!. Com isto, obtemos

a férmula para a transformada de Fourier para fun¢des radiais:

Teorema A.1.32. Suponha que f € L'(R") é tal que f(x) = v (|x]), para alguma 1 : [0, 00) —
C. Entao,
flz) = c(n)]a:|_(”_2)/2/ U(8) Jn_2y/2(2|2|5) 5™ *ds. (A.34)
0

Observac¢io A.1.33. Seja f € L? tal que f(x) = +(|z|), para alguma fung¢do complexa ¢ €
L?(R) definida em [0, 00). Logo, pela Observagdo A.1.30 podemos considerar uma sequéncia
em L' N L? formada por funcdes radiais e que convergem para f em L?. Com isto, f satisfaz
(A.34) em quase toda parte.

E do nosso interesse obter mais propriedades da transformada de Fourier de funcoes
radiais e como a mesma € descrita em termos de uma func¢do de Bessel faz-se necessario conhecer

seu comportamento.
Proposicao A.1.34. Sejam > —1/2 et > 0. Entio,

ood m )
1) a(t I (t)) = t" T (1);

d

i) — ("I (t)) = —t7" T (2);
i) [Jm(£)] < k(m)t™;

iv) | ()] < k(m)t=1/2.

Demonstragdo. Inicialmente, pela regra da cadeia temos que % (t™.J,,(t)) = mt™ ' J, +
t™J! (t). Utilizando o Teorema 2.3.16 - (ii) (Regra de Leibniz) obtemos

mt(2m—1)2—m 1
(1) = / its(1 — 2\m—1/2
) = S iy S0

t2m27m

1 .
isezts(l . S2>m_1/2d5

T(m + 1/2)T(1/2) /_1

Integrando por partes, obtemos

1 . 1 ist 1 ,ist
/ Z'S(B’Lts(l . S2)m71/2 _ / di (6 > (1 . S2)m71/28 _ _/ et [(1 . 82>m71/28]/d8,
-1 -1 4as

t -1
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portanto,

d mtm=1g-m
— (" Jm(t)) =
dt I(m+1/2)I'(1/2
2mt@m=b=m 1
— its(1 — 2m71/2d () —
T(m + 1/2)0(1/2) /_16 (1=5) s+ (1)

t2m—12—m

T(m + 1/2)I(
2m—lg—m 1 st 2\m—1/2 2\m—1/2 1
_ r(m+1/2)r(1/2)/ 2m(1 — )™V _ [(1 — 2)m1/2g)").ds

.
] [t — sty s e (1)
-1

73 /11 GU(1 — 2y V24) ds

E de répida verificacdo que
2m<1 N Sz)m—1/2 . [(1 N SQ)m—l/ZS]/ _ (2m . 1)(1 _ 82)m_3/2.

Com isto obtemos

d m t2m-127m(2m — 1) pist 2\m—3/2

) = T )T (1/2)/ (L~ s*ym2ds
B tmtm—12—(m—1)<m _ 2—1) 1
— T(m+1/2)I(1/2) L

eist(l . 82)(m_1)_1/2.d8

Por fim, utilizando a propriedade da fungdo gama I'(z + 1) = zI'(x) podemos concluir que
L(m+1/2)=(m—2"YHT(m—1+1/2)

e obtemos

d m m tm—12—(m—1) ! ist 2\(m—1)—1/2
g Im() =1 F((m—1)+1/2)F(1/2)/_16 (1= 87 /'dsl

=t T (b),

e com isso mostramos o item i). O item ii) pode ser provado de maneira andloga. Provemos o

item iii). Naturalmente

tm2—m ‘
(m+1/2)I'(1/2)]

)] < 5 / (1— )" 12ds.

Logo, com a mudancga de coordenadas s +— sin(#) obtemos

/ (1= ymii2gs - / 2 (cos(9))2mdo.

-1 3m/2

Portanto,

[T ()] < K(m)t™
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com
27"

~T(m+ 1/2)0(1/2)]

O item iv) pode ser mostrado utilizando o fato de que funcdes de Bessel podem ser escritas em

termos de funcdes elementares o que pode ser visto com mais detalhes em (GRAFAKOS, 2014,
Apéndice B). ]

Observacao A.1.35. Uma propriedade das funcdes de Bessel que serd ttil quando tratarmos

da transformada de Fourier da medida de superficie na esfera é o seguinte comportamento

2
Jm(t) - \/;tl/Q CcoSs (t — ? — Z) + O(t*3/2)7

quando t — oo. Nao exibiremos a demonstragdo de tal fato, porém a mesma pode ser consultada
em (STEIN; WEISS, 1971, Lema 3.11).

assintotico:

Exemplo A.1.36. A seguinte estimativa € vélida
Xaon ()] < Cln)]a] D72,

para todo = € R™. De fato, denote B = BJ0, 1]. E claro que a fungdo yp é radial com yp(z) =
Y(|x]), ¥(r) = xp,1(r). Logo, pelo Teorema A.1.32 obtemos

1
Wi () = cn)fal =272 [ oy (2la]s)s" 2 ds,

fazendo a mudancga de coordenadas ¢t — 27|x|s, obtemos

. e 27|z _ 1
() = elmlel 2% [ omlal) a2 0 rlal) 2
27|z

= ()]l (2alal) =D [T gy (02

= cn)la| " (2m) 21 [

2| x|

J(n/g)_l(t)tn/gdt.

Por outro lado, pela Proposi¢ao A.1.34 - (iv) obtemos

2|z 2mlz|
n/2 _ Y rn/2
/0 Jny2)-1(t)t dt| /0 i Jn/Q(t))dt’
= [(2r|x])"/ Ty pa(2r]])|
< (2n|z))"*k(n/2)(2n|z]) "2
= (2n]z)" "V k(n/2)

Portanto,

X5 (2)| < C(n)lz]~ 72,
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com C(n) = ¢(n)k(n/2)(27)~%/2. Com isto concluimos.

A.2 A Desigualdade de Hardy-Littlewood—-Sobolev

Nesta secdo, iremos demonstrar o Teorema de Hardy-Littlewood-Sobolev. A referéncia
utilizada nesta secdo foram (SOGGE, 2017) e (SANTOS, 2020).

Seja f € Li,.(R") e 0 < a < n. O potencial de Riesz I,, é definido por

loc

10(@) = =5 [, Koeaole = DI @)y = — (K # 1))

com 7, () sendo uma constante de normalizacdo. E importante lembrar que L?(R") C L}, (R™),
para todo 1 < p < oo. De fato, seja f € LP(R™) e considere um compacto KX C R". Pela
Desigualdade de Holder, temos

Jo1at= [ el < el 171 < oo.

Dado f € L}, .(R™), definimos o operador maximal de Hardy-Littlewood como sendo

Mf(x) = SUP(B}(%T)) /B(m) |f(y)ldy.

r>0 En

Lema A.2.1. Se 0 < a < n, entdo existe uma constante C' > 0 tal que
/[ ] fWllz —y|*"dy < Cr*M f(z), YxeR"er>0.
Blzx,r

Demonstragdo. Naturalmente, temos que

r r
Bz, 7] :LkJAk, com A;, = {y: s <l|lz—y| < Qk}

Logo,
[ 1@l =gy =3 [ 1f@)lle = yl*"dy.
J Blz,r] e Ak

Para cada k € N, é de répida verificacdo que |z — y|*™ < (r2=**+1)2=" para todo y € Ay.

Com isto, deduzimos que

[ 15 @lle = ylordy < 2700y [ p(y)ay.

Ap, B[I’Tk}
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Lembre que L"(B(x,r)) = r"L"(B]0, 1]). Com isto, obtemos a estimativa

x — yl®" — r —(k+1)ya—n
Sy MO =y = Sz 0 [ L)l

k

1
_ ka(afn)rai 27k’n / f y dy
> S [ 1)

1
< g0 —ko d
L2 G e O

SroMf(z),
pois a série 3", 275 & convergente.
Lema A.2.2. Sejam 0 < o <n,1 <p < Ze f € LP(R") ndo negativa. Entio,
(Uaf) @) S 1l o (M) @), V€ RY,

Demonstragdo. Sejax € R".Como 1 < p < Z, entdio a aplicagdo y — |z — y[~ ") estd em

LP(R™\B(x,r)). Logo, pela Desigualdade de Holder, deduzimos que

/]R"\B(x , Kna(@ = D)Wy S 1 Kna(® = Nl @eysem | /1l @ s

S| fll ey
Por outro lado, usando o Lema A.2.1, obtemos

/B[x . Koz = y)|f(Y)ldy S M f ().

P
n

Portanto, escolhendo r = ( ]\%'(‘; ) , obtemos

(Ih)@) = [ Kaale =)@y + [ Koale =)l fW)ldy

R7\B(z,r)
< Crw | fllpe + Cor®*M f(x)

Il \ ™ If e \ ™
< () i+ (M) s

P

= |l [Mf ()]

]

Teorema A.2.3 (Desigualdade de Hardy—Littlewood—Sobolev). Sejam 1 < p < ¢ < oo e

0 < o < n tais que % = ]% — 2. Entdo, existe uma consta C' > 0 satisfazendo

[ a(f)lLa@ny < C|fllLr@ny, Vf € LP(R™).
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Demonstragdo. Utilizando o Lema A.2.2, deduzimos que existe uma constante A > 0 tal que

apq

(L) (@) S A% f [l [(MF)(@)] 5 = A7) |5 [(M])()]P.

Assim,
D

1ol = ([ ap@pas) < a1 ([ 10rn@par)® = aisEnan.

Utilizando a hipétese % — % = 2, obtemos 2 = 1 — <. Para dar continuidade, iremos fazer uso

do Teorema Maximal de Hardy-Littlewood, o qual garante que ||M f|| Lrrr) S || f]| 2o (n), para
todo 1 < p < 00 (SOGGE, 2017, Teorema 0.2.1). Portanto,

1—2P

Hafllze < AIFNZ 1A o ny = 110

e com isto concluimos. OJ

Corolario A.2.4. Seja0) <y <lel <s <t < ootaisque ; =+ +~ — 1. Entdo

1B * gl S Mlglles@y, Vg € L(R).

Demonstragdo. Definindoa = 1 — A\, temos 0 < a < le % = %

— ¢. Logo, aplicando o

Teorema A.2.3 com n = 1, obtemos

1
[a gLt (R = HK 1—a) ¥ g < C g
110 (9)] Lt rn) () L) 9]

Lt(R™)

L.S(Rn)7 vg E LS(R’H>’

isto implica

1K # gl gy S N9l Y f € LP(RY).

]

Historicamente, Hardy e Littlewood provaram em (HARDY; LITTLEWOOD, 1928)
provaram o caso unidimensional do Teorema A.2.3 e Sobolev em (SOBOLEV, 1938) utilizou o

mesmo para generalizar para o R".

Observacao A.2.5. Se seyforemtaisque0 <y < 1,1 <s<2e % = 2 —y, entdo 0s mesmos

satisfazem

1 1
7:7—’_’7_17
S

1<s<s <oo,
8/

0 que equivale a condi¢ao para a Desigualdade de Hardy-Littlewood—Sobolev. De fato, é de

rapida verificagdo que s’ # oo sempre que s # 1. Por outro lado, como s’ = s/(s — 1) e s < 2
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rapidamente verificamos que s’ > s. Por fim,

e, com isso, deduzimos que

Portanto, pela Observaciao A.2.5 e pelo Coroldrio A.2.4 concluimos que

|15+ g1

) S 9lls), (A.35)

sempre que s e 7y satisfizerem

2
O<y<ll<s<2e-—=2—1. (A.36)
S
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