UNIVERSIDADE FEDERAL DE SERGIPE

wl ah oy CENTRO DE CIENCIAS EXATAS E SUAS TECNOLOGIAS PR

, s
UFS PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM ENGENHARIA CIVIL

DANIEL VICTOR DA CUNHA TELES

MECANICA DO DANO CONCENTRADO PARA MEIOS BIDIMENSIONAIS:
FORMULACAO PARA MODO | COM LEI DE DANO NAO LINEAR

Séo Cristévao — SE

2022



DANIEL VICTOR DA CUNHA TELES

MECANICA DO DANO CONCENTRADO PARA MEIOS BIDIMENSIONAIS:
FORMULACAO PARA MODO | COM LEI DE DANO NAO LINEAR

Dissertacdo de mestrado apresentada ao Programa de
Pds-Graduacdo em Engenharia Civil da Universidade
Federal de Sergipe (UFS) como requisito parcial para

obtencdo do titulo de Mestre em Engenharia Civil.

Orientador: David Leonardo Nascimento de

Figueiredo Amorim.

Sédo Cristévao — SE

2022



AGRADECIMENTOS

Ao meu Pai Paulo e a minha Mé&e Selma, por sempre batalhar para me proporcionar tudo

0 que fosse necessario, e por me apoiar incondicionalmente em todas as etapas.

A minha irma Paulinha por me apoiar e ajudar em todas as decisdes tomadas ao longo
de toda minha vida e ao meu pequeno irmdo Jodo Pedro, que chegou ha pouco mais de seis

anos para trazer muita alegria para toda familia.

A minha companheira Jéssica, por sempre estar ao meu lado nos Gltimos oito anos, me

apoiar, incentivar e me compreender em todos 0s momentos.

A0s meus avas, tios e primos que sempre se mostraram muito orgulhosos e me apoiaram

em todos 0s momentos.

Aos meus grandes irmaos da ADJMW pelos longos anos amizade, sintonia e por serem

sempre inspiracao e exemplos de parceria, respeito e compreensao.

A todos os amigos de jornada no PROEC, em especial aqueles que estiveram mais
proximos devido a convivéncia no LAMEC enquanto foi possivel, Danilo, Rafael, Alan e

Leonardo.

Ao meu Orientador David, por grandes ensinamentos e orientacdo, e ao professor
Ludmilson, por juntos proporcionarem a abertura do LAMEC, que é um exemplo do incentivo
dado por vocés a pesquisa.

Aos demais professores com os quais pude aprender bastante no PROEC.

Aos professores Julio Flérez-Lopez e Ricardo Picdn pelas inUmeras contribuicdes no
presente trabalho, incluindo a breve passagem por Sergipe que foi de fundamental importancia
na etapa experimental, e as reunides nos mais variados horarios e dias com contribuicdes

sempre pertinentes.

A CAPES (Coordenacio de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior) pelo

suporte financeiro.

A todos que eu possa ter esquecido de citar, mas que fizeram parte direta ou
indiretamente desta jornada.



RESUMO

A descricdo do comportamento ndo linear de elementos estruturais ¢ de fundamental
importancia na engenharia. Esta descricdo é realizada a partir de modelos matematicos capazes
de simular fenémenos observados na realidade utilizando ferramentas computacionais para
solucdo, a partir de métodos numéricos, destas formulagdes. Atualmente, os principais modelos
utilizados s&o baseados em conceitos da plasticidade, mecanica da fratura e mecanica do dano.
A primeira apresenta observacdes importantes a respeito dos fenémenos nao lineares apds o
regime elastico. A segunda descreve o processo de deterioracdo por meio de fissuras discretas.
A mecénica do dano, por sua vez, incorpora uma nova variavel interna, denominada dano,
responsavel pela quantificacdo da deterioracdo do material na mesoescala. Apesar das grandes
contribuicdes proporcionadas por estas teorias, a aplicacdo pratica em alguns problemas de
engenharia civil apresenta alguns entraves, como a falha ao tentar reproduzir pela plasticidade
0 comportamento nao linear préximo ao colapso, a necessidade da consideracdo de fissuras
iniciais na mecénica na fratura e a infinidade de solucgdes ao tentar analisar o fenémeno de
localizacdo de deformacdes pela mecanica do dano classica. O fendbmeno anteriormente citado
é caracterizado fisicamente pela concentracdo de deformacdes em faixas estreitas dos materiais,
que podem acelerar drasticamente a falha estrutural. Uma teoria mais recente tem sido exitosa
ao analisar tal fendmeno, a mecénica do dano concentrado. Esta reline conceitos-chave da
mecénica da fratura e do dano em rétulas inelasticas. Posteriormente, a mecénica do dano
concentrado foi estendida para andlise de meios bidimensionais, dando inicio a chamada
Mecanica do Dano Concentrado Expandida (MDCX). Neste sentido, as rotulas inelasticas
passam a ser bandas de localizacdo, e, portanto, o elemento é composto por linhas inelasticas
que concentram os fenémenos ndo lineares enquanto todo o restante do elemento permanece
elastico. O elemento finito alvo deste trabalho foi proposto inicialmente por Amorim (2016)
para analisar chapas com modo de falha I. Este elemento conta com quatro bandas de
localizagdes nas faces de um elemento quadrilateral com quatro nds. O objetivo do presente
estudo é dar continuidade aos avancos obtidos até entdo na MDCX, introduzindo uma lei de
dano ndo linear (LDNL) no elemento proposto por Amorim (2016) a fim de representar melhor
0 comportamento do material apds o regime el&stico. Os resultados mostram que a modificagdo
apresenta resultados promissores, objetividade de solucao e capacidade de localizacdo da zona

de falha em exemplos académicos e experimentais.

Palavras-chave: lei de dano ndo linear; Mecéanica do Dano Concentrado Expandida; chapas;

Modo de falha I; localizac¢do de deformacdes; elementos finitos.



ABSTRACT

Description of nonlinear behaviour of structural elements is of fundamental importance in
engineering. Mathematical models using computational tools that are able to simulate
phenomena observed in reality make this description. Currently, the main models used are
based on concepts of plasticity, fracture and damage mechanics. The first presents important
remarks about nonlinear phenomena after the elastic regime. Second describes the deterioration
process through a small number of discrete cracks. On the other hand, the damage mechanics
incorporate a new internal variable responsible for material deterioration. Despite the great
contributions provided by these theories, the practical application in civil engineering situations
presents some problems, such as the failure to reproduce through plasticity the nonlinear
behaviour close to collapse, the need to consider initial cracks in fracture mechanics and the
infinity of solutions when trying to analyse the phenomenon of strain localization by classic
damage mechanics. The aforementioned phenomenon is physically characterized by the
concentration of deformations in narrow bands of materials, which can drastically accelerate
structural failure. A more recent theory has been successfully in analysing this phenomenon,
the lumped damage mechanics. This theory uses key concepts of fracture and mechanics in
inelastic hinges. Later, the lumped damage mechanics was extended to the analysis of two-
dimensional  problems, initialling the so-called Expanded Lumped Damage
Mechanics (XLDM). In this sense, the inelastic hinge become localization bands, and,
therefore, the element is composed by inelastic lines that concentrate non-linear phenomena
while all the rest of the element remains elastic. The target finite element of this work was
initially proposed by Amorim (2016) to analyse plates with failure mode I. This element has
four localization bands on the faces of a quadrilateral element with four nodes. The objective
of this study is to continue the advances obtained so far in MDCX, introducing a nonlinear
damage law on the element proposed by Amorim (2016) in order to improve the behaviour of
the material after the elastic regime. The results show that the modification presents promising
results, solution objectivity and ability to locate the zone failure in academic and experimental

examples.

Keywords: nonlinear damage law; Extended Lumped Damage Mechanics; thin plates; failure

Mode [; Strain localization; finite elements.
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1. INTRODUCAO
1.1. Consideracdes iniciais

A mecénica estrutural proporciona formulacdes que descrevem o comportamento
mecanico dos materiais. Uma vez que solucbes analiticas das equacbes diferenciais que
governam o problema sé&o limitadas a um conjunto de exemplos com restritas condicGes de
contorno e descrigdo do comportamento material, utilizam-se solugdes aproximadas via
métodos numeéricos. Neste sentido, torna-se possivel a solucdo de problemas em larga escala
com a utilizacdo de computadores. Um dos procedimentos numéricos mais utilizados e
pesquisados atualmente é o Método dos Elementos Finitos (MEF), que requer basicamente a
divisdo do dominio da estrutura analisada, isto €é, realiza-se uma discretizacdo geométrica do
problema em partes menores, denominadas de elementos finitos (ZIENKIEWICZ; TAYLOR,
2005). O elemento finito é responsavel pela descricdo do comportamento estrutural, existindo
diferentes formulacdes de elementos finitos que dependem essencialmente do fendmeno e
estrutura analisados. Os principais modelos estruturais desenvolvidos a fim de representar
fendmenos fisicamente ndo lineares sdo a teoria da plasticidade, mecanica da fratura e mecanica

do dano continuo.

A teoria da plasticidade surge a partir da observacdo de fendmenos nédo lineares em
metais, sendo o encruamento e as deformacdes permanentes/plasticas os principais, ocorrendo
apos o regime elastico. O primeiro é caracterizado pelo ganho de resisténcia com o crescimento
das deformacdes, e 0 segundo pelo surgimento de deformacdes permanentes. A fim de avaliar
estas grandezas, é necessario observar os critérios de falha, regra de fluxo e de encruamento.
Dentre os critérios de falha para diferentes gamas de materiais, com diferentes mecanismos de
ruptura, tem-se, por exemplo, o critério da tensdo normal méxima, critério de Tresca, de Mohr-
Coulomb, de Beltrami, de von Mises, de Drucker-Prager e de Green. A regra de fluxo, por sua
vez, descreve a relacdo entre tensdo e deformacdo pléstica, enquanto que a regra de
encruamento define a mudanca do encruamento com a deformacéo plastica. Estas observacoes
sdo importantes em diversas aplicacdes na engenharia, no entanto, a teoria apresenta limitacdes

importantes, falhando ao tentar reproduzir comportamentos nao lineares proximo ao colapso.

A mecanica da fratura, por sua vez, representa a deterioragdo dos materiais considerando
descontinuidades discretas, de modo a determinar quando e como tais descontinuidades surgem

e evoluem com a intensidade do carregamento (BROEK, 1974). Em meios continuos, a
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deterioracdo estrutural é modelada por meio da propagacéo de fissuras discretas, apresentando
boa precisdo em diversos problemas de alguns ramos da engenharia, como a engenharia
aeronautica. Por outro lado, em estruturas mais corriqueiras da engenharia civil acaba sendo
pouco efetiva devido ao esforco computacional demasiado. Por exemplo, em um elemento de
concreto armado, a aplicacdo da mecanica da fratura resulta em controlar a propagacgéo de
diversas fissuras, considerando a interagdo entre diferentes tipos de elementos finitos. Tal
condicdo, apesar de acurada, tem aplicacdo pratica limitada devido ao elevado custo
computacional. Ainda assim, a teoria apresenta varios conceitos importantes aplicados

posteriormente em novos modelos, como pode ser visto na se¢éo 2.1.

A mecénica do dano continuo surge utilizando conceitos de um trabalho pioneiro sobre
integridade de materiais proposto por Kachanov (1958) e posteriormente desenvolvido por
Rabotnov (1969). O trabalho pioneiro buscava modelar o comportamento de ruptura por
deformacéo lenta, conhecido como fluéncia (KACHANOV, 1958). Neste novo ramo da
mecanica estrutural, incorpora-se uma nova variavel interna, chamada de dano (LEMAITRE;
CHABOCHE, 1990), responsavel pela caracterizacao da deterioracdo do material. Tal variavel
é introduzida nas leis de comportamento, surgindo assim os conceitos de tensdo efetiva e
hipotese de equivaléncia em deformacdes. Apesar destes importantes conceitos, formulagdes
baseadas na mecanica do dano continuo podem levar a problemas dependentes de malha,
levando a um ndmero infinito de solugbes que satisfazem as equacBes locais da teoria
(FLOREZ-LOPEZ; MARANTE; PICON, 2015).

Como alternativa para modelagem do comportamento de estruturas da engenharia civil,
a mecéanica do dano concentrado surge na década de 1990 a partir do trabalho de Florez-Lépez
(1993) aplicando os principais conceitos da mecénica da fratura e da mecénica do dano cléssica
em rotulas plasticas, provenientes da teoria da plasticidade. Vale ressaltar que a mecéanica do
dano concentrado difere da mecanica do dano continuo, visto que nesta, a variavel de dano trata
de defeitos na mesoescala a partir de um elemento de volume representativo (EVR), enquanto
que na primeira a variavel de dano trata da macro fissuracdo no material. Embora a mecénica
do dano concentrado utilize conceitos como tensdo efetiva e hipotese de equivaléncia em
deformac6es, sua aplicacdo aproxima-se mais da mecanica da fratura no que se refere as leis de

evolucéo da fissuracéo, pois utiliza-se do critério de Griffith.

A mecéanica do dano concentrado foi inicialmente desenvolvida como um método
simplificado de dano para porticos (ALVA; EL DEBS, 2010; CIPOLLINA; LOPEZ-
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INOJOSA; FLOREZ-LOPEZ, 1995; KAEWKULCHAI; WILLIAMSON, 2004; LIU; LIU,
2004; PERDOMO et al., 2013) e desde entdo vem sendo desenvolvida para diferentes
problemas de engenharia, como arcos de concreto armado (AMORIM; PROENCA; FLOREZ-
LOPEZ, 2013; BRITO et al., 2020), porticos metalicos (BAI et al., 2016; BAI; GUAN;
FLOREZ-LOPEZ, 2017), vigas e tlneis de concreto simples (AMORIM; PROENCA;
FLOREZ-LOPEZ, 2014). Recentemente, um modelo simplificado baseado na mecénica do
dano concentrado foi desenvolvido para analise de vigas de concreto armado solicitadas por
cargas de impacto (OLIVEIRA; TELES; AMORIM, 2020; TELES; OLIVEIRA; AMORIM,
2020) (Apéndice D). Ressalta-se tambeém que o modelo simplificado da mecénica do dano
concentrado para porticos ja foi utilizado para analises sismicas (CIPOLLINA; LOPEZ-
INOJOSA; FLOREZ-LOPEZ, 1995; PERDOMO; RAMIREZ; FLOREZ-LOPEZ, 1999;
TELES et al., 2021) (Apéndice E). Amorim (2016), Amorim et. al (2018), Oliveira (2020),
Santos (2021) e Picon et al., (2021) apresentaram novos avangos da teoria ao expandir 0s
conceitos para analise de meios continuos bidimensionais, como chapas e placas, criando a
chamada Mecéanica do Dano Concentrado Expandida (MDCX). As principais vantagens desta
nova teoria sdo a analise com independéncia de malha, baixo custo computacional e ndo
violagdo do principio dos efeitos locais, tornando-a assim uma teoria valida para analisar o
comportamento ndo linear de estruturas, incluindo as sujeitas ao fenémeno de localizacdo de

deformacoes.

Diante do exposto, o presente trabalho objetiva dar continuidade aos desenvolvimentos
obtidos anteriormente pelo grupo de pesquisa iniciado pelos professores Julio Florez-Lopez?,
Sérgio Persival Baroncini Proenca? e Ricardo Picon®, que deu origem a MDCX. Os primeiros
resultados séo apresentados em Amorim (2016) e Amorim et. al (2018) utilizando um elemento
regular com quatro bandas de localizacdo em suas faces. Posteriormente o elemento foi
modificado por Oliveira (2020), que implementou bandas diagonais e possibilitou a utilizacéo
de malhas irregulares. Neste ultimo trabalho foi reportado um desvio na resposta de alguns
exemplos devido a falta de bandas em duas das faces, problema similar ao encontrado em
trabalhos na literatura técnica como “mesh bias” ou “mesh orientation”. Em seguida, Santos
(2021) e Picon et al., (2021) implementaram o elemento com seis bandas de localizacéo,

obtendo, a partir de diversos exemplos académicos, com diferentes configuracGes geométricas,

1 School of Civil Engineering, Chongging University, Chongging, China.
2 Escola de Engenharia de S&o Carlos, Universidade de S8o Paulo, S&o Carlos, Brasil.
3 Facultad de Ingenieria, Universidad Catolica de Temuco, Temuco, Chile.
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resultados que apresentam independéncia de malha. Além disso, Santos (2021) e Picén et al.,
(2021) apresentaram um exemplo mostrando que o elemento é capaz de capturar o efeito de
escala (size effect). Neste sentido, o presente trabalho visa dar continuidade aos anteriormente
citados, modificando primeiramente o elemento proposto por Amorim (2016) para inclusdo de
uma lei de dano ndo linear (LDNL). A lei de dano escolhida é uma funcdo exponencial, que
apresenta, conforme serd visto no presente trabalho, comportamento semelhante ao apresentado
em experimentos. Paralelamente a este trabalho, outros desenvolvimentos tém sido realizados
dentro do grupo de pesquisa. Sob orientacio dos professores Jalio Florez-Lopez! e Sérgio
Persival Baroncini?, a pesquisa de doutorado de Paulo Victor Campos Guimardes® busca a
inclusdo de dano distribuido nos modelos com dano concentrado. O doutorando Rafael Nunes
da Cunha* sob orientagdo dos professores David Leonardo Nascimento de Figueiredo
Amorim*® e Julio Flérez-Lopez?, esta desenvolvendo um modelo de placa para analise de lajes
e um modelo de casca para analises de abobadas, ambos de concreto armado. Os alunos Wei
ershuail, Wang Yugian! e Shuhong Wang! sob orientacdo de Yongtao Bai® e Jilio Florez-
Lopez?, estdo desenvolvendo um elemento de banda/charneira para analisar estruturas origami
em parceria com o programa espacial chinés. Caso seja aprovado o doutorado “sanduiche” de
Rafael Nunes da Cunha®, este se unira aos esforcos cientificos no projeto da agéncia espacial
chinesa. Neste caso, o0 elemento de casca em desenvolvimento por Rafael Nunes da Cunha® sera
uma alternativa ao elemento de banda/charneira, como forma de garantir que os resultados por
ambas as abordagens numéricas sdo coerentes com o projeto da agéncia espacial chinesa. O
elemento finito desenvolvido por Santos (2021) foi cedido ao aluno Stu Changgi! sob
orientacdo de Hu Yan-Gao! para aplicacdo em micromecanica e materiais compdsitos. O
doutorando Lucas Henrique Oliveira Muniz*, sob orientagdo do David Leonardo Nascimento
de Figueiredo Amorim*® expandira o elemento desenvolvido no presente trabalho para analisar

a interacdo rocha-concreto, como alternativa para o estudo de colapso de barragens.

4 Programa de Pds-Graduacdo em Engenharia Civil, Universidade Federal de Alagoas, Maceid, Brasil.

5 Programa de Po6s-Graduagdo em Engenharia Civil, Universidade Federal de Sergipe, Sdo Cristovao,
Brasil.
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1.2. Objetivos
1.2.1 Objetivo Geral

O objetivo principal do presente trabalho é contribuir para a evolucdo da Mecéanica do
Dano Concentrado Expandida, por meio da proposta de uma nova lei de dano no elemento finito

quadrilateral com quatro bandas de localizagdo proposto anteriormente por Amorim (2016).
1.2.2 Objetivos especificos
Para atingir o objetivo geral da pesquisa, tem-se 0s seguintes objetivos especificos:

e Implementar uma LDNL no elemento finito quadrilateral com quatro bandas de
localizagéo desenvolvido anteriormente por Amorim (2016);

e Realizar simulagcBes numéricas que apresentem objetividade de solugdo, visando
reproduzir experimentos realizados no Laboratorio de Materiais de Construcéo e
Estruturas do Departamento de Engenharia Civil da Universidade Federal de
Sergipe (LAMCE/DEC/UFS), e exemplos experimentais reportados na literatura

técnica.
1.3. Organizacéo do trabalho

O capitulo 2 apresenta a revisao bibliogréafica, na qual sdo mostrados diversos conceitos
que séo base para a MDCX, tais como 0s presentes na mecanica da fratura e mecanica do dano
continuo. Além disso, sdo apresentados os conceitos e a formulacdo da mecénica do dano
concentrado e da MDCX. No capitulo 3 apresenta-se a implementacdo numérica do elemento
finito proposto e os procedimentos experimentais utilizados. No capitulo 4 sdo apresentados 0s
resultados obtidos com a implementacéo do elemento finito proposto, que incluem duas analises
paramétricas, a reproducdo do fenémeno de efeito de escala e a reproducdo dos experimentos
apresentados na secdo 3.2. O capitulo 5 apresenta a mudanca necessaria na formulacdo para a
expansédo do elemento finito com quatro bandas de localizagéo para o elemento com seis bandas
de localizagdo, com a implementacdo da LDNL no elemento apresentado em Santos (2021). No
capitulo 6 sdo apresentados os resultados obtidos com o elemento com seis bandas, sendo um
exemplo académico analisado com malhas irregulares e um exemplo comparando resposta
experimental e numérica, além de uma breve discussdo da relacéo entre o par@metro novo que
aparece na formulagdo com LDNL e uma quantidade conhecida na mecénica da fratura. O

capitulo 7 apresenta as conclusdes do presente trabalho.
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2. REVISAO BIBLIOGRAFICA
2.1. Mecénica da fratura

Nas teorias da elasticidade, plasticidade e na mecénica do dano, assume-se que o solido
ndo tem seus contornos modificados durante a analise, ou seja, ndo considera a possibilidade
de representar a propagacéo de fissuras de forma discreta. Por sua vez, a mecénica da fratura
surge como alternativa para fazer tal consideracdo, com objetivo principal de determinar
justamente as condicdes para a propagacao destas fissuras em meios elasticos, elasto-plasticos
e quase frageis (FLOREZ-LOPEZ; MARANTE; PICON, 2015).

Até o inicio do século XX, o critério de falha utilizado era baseado no equilibrio de
forcas, sendo o Fator de Concentragdo de Tensdo (FCT) um importante conceito deste critério.
O FCT é dado pela razdo entre a tensdo maxima local (omax) € a tensdo média (omed) Na estrutura,
conforme a equacéo a seguir.

O

FCT =—"%& (1)

Umed

No entanto, o FCT ¢ ineficiente ao tentar descrever aberturas muito estreitas, como
fissuras. Esta observagdo pode ser feita considerando o classico exemplo da chapa infinita com

furo. Considere t como espessura da chapa, com furo central em forma de elipse de diametros

o)

2a e 2b, submetida a uma tensdo constante ~med (Erro! Fonte de referéncia nao

encontrada.). Neste caso, o FCT para o caso linear elastico na regido do furo é dado pela
seguinte equacdo (KIRSCH, 1898).

FCT =(1+ 2%] @)

Ao tentar aproximar o furo a uma fissura, fazendo b tender a zero, nota-se que o FCT

tende ao infinito, ou seja, a tensdo maxima no furo tende ao infinito independentemente da

tensdo média © med aplicada, indicando que a presenca de qualquer fissura levaria o elemento

ao colapso. Assim, fica evidente que este critério de falha, além de ineficiente, ndo pode ser
usado como critério para propagacdo de fissuras (FLOREZ-LOPEZ; MARANTE; PICON,
2015).
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Figura 2.1. Chapa infinita com furo em forma de elipse.

SRR

_7[,: o T o
_5a

e

Fonte: Florez-Lopez, Marante e Picon (2015).

A fim de propor uma abordagem mais eficiente, Griffith (1921, 1924) prop6s quantificar
0 processo de fratura a partir de um critério de energia, baseando-se em trabalhos anteriormente
realizados. Este critério é dado por meio de um balaco de energia em funcdo do comprimento

da fissura (22), utilizando a termodindmica dos processos irreversiveis (AMORIM, 2016).

Os trabalhos de Griffith supracitados deram inicio ao que hoje ¢ chamado mecénica da
fratura, e para melhor compreensdo de seu critério, um exemplo académico é apresentado em
Amorim (2016) e Amorim et al (2018).

E

Para problemas mecanicos, a energia total do sistema T, negligenciando-se acfes

térmicas, é dada por:
E; =U-W, +E, 3)

W E

sendo U aenergia de deformagéo, ' et o trabalho decorrente de agGes externas, e —s a energia

necessaria para formacao de novas superficies de fissuras.

Sendo a variacdo de energia total no sistema nula, o balango de energia de Griffith

resulta em:

OE; 00— _a(u -W_,.) _ OE,
oa oa oa

4
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Em que o termo 9Es/da é chamado de resisténcia a fissuracdo R, e o termo —aU —W,,,)/éa

é chamado de forga condutora do dano ou taxa de liberacio de energia G .

Sendo assim, a propagacdo de fissuras acontece apenas quando G=R. A forca

condutora da fissura G pode ser calculada por analise estrutural, e durante tal analise, enquanto

este valor for menor que a resisténcia a fissuracio R néo ocorre a propagacéo de fissuras,

sendo o valor de R calculado experimentalmente podendo ser fungdo do comprimento da

fissura.

Ainda na mecanica da fratura, qualquer comportamento gque envolva a manifestacdo de
fissuras pode ser expresso pela combinacédo de trés modos. O modo | correspondente a abertura
de fissuras no plano, o modo Il correspondente ao cisalhamento/escorregamento no plano e
modo Il que corresponde ao cisalhamento/escorregamento fora do plano (Figura 2.2). A cada
modo de solicitacdo esta associado um valor de taxa de liberacdo de energia G, e como este é
um parametro global, torna-se dificil analisar o caso de maltiplas fissuras. Para contornar este
problema, lrwin (1957) propds um critério baseando-se numa grandeza chamada Fator de
Intensidade de Tensdo, por meio do qual se pode avaliar consistentemente a intensidade das

tensdes na ponta da fissura.

Figura 2.2. Modos de propagacéo de fissuras.
A

P

b 4

Modo I: Modo II: Modo III:
abertura  cisalhamento no cisalhamento fora
plano ou do plano ou
escorregamento rasgamento

Fonte: Amorim (2016).

2.2. Mecénica do dano

Uma limitacdo importante da mecéanica da fratura classica é a necessidade de se
considerar a presenca de uma fissura inicial para realizar a analise, 0 que nem sempre acontece

na macro escala em problemas reais de engenharia. Além disso, apesar de considerar a
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degradacéo estrutural global por meio da modificacdo das condic¢des de contorno, a teoria ndo
considera a extensiva degradacéo local que antecede a propagacéo da fissura.

Utilizando a termodindmica dos processos irreversiveis e baseado em trabalhos

pioneiros anteriores, Lemaitre e Chaboche (1985) estabeleceram formalmente a mecénica do

dano continuo. Esta baseia-se na introducdo de uma variavel interna chamada dano @, que
quantifica a densidade de microdefeitos como microfissuras ou microvazios. A insercao desta
variavel objetiva descrever a evolucdo destes microdefeitos causados por carregamentos
termomecanicos, que sdo considerados de forma discreta na mecanica da fratura. Vale ressaltar
que estes microdefeitos sdo pequenos demais para serem considerados fissuras e grandes
demais para serem negligenciados (FLOREZ-LOPEZ; MARANTE; PICON, 2015).

Considerando que a danificacdo apresenta uma distribuicdo uniforme em todas as

diregBes, define-se a varidvel escalar de dano @ como sendo suficiente para caracterizar o
estado de deterioragcdo do material (dano isétropo). Agora, toma-se um elemento danificado em

A

que A ¢ a area de secdo transversal deste elemento e "¢ a area de microdefeitos, a variavel de

dano @ pode ser definida como:

w="1 (5)

Com isso, nota-se que os valores extremos da variavel de dano sdo zero e um, em que 0
valor zero significa que o material esta completamente integro e o valor unitério indica o oposto,

que o material esta completamente danificado.

Um importante conceito dentro da mecénica do dano continuo é o de tenséo efetiva, ou
seja, tensdo que esta efetivamente atuando na area integra. Considerando o caso uniaxial da

Figura 2.3, solicitado por uma carga axial P, a tenséo efetiva é dada por:

P
ATA ©)

O =

Substituindo a area danificada presente na Equacéo (5), obtém-se:
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P P — o
- = o= ™
A-Aw Al-ow) l-w

O =

Note que a tensdo efetiva tende ao infinito quando o dano tende a um, e é igual a tenséo

nominal para o caso de materiais completamente integros (dano igual a zero).

Figura 2.3. Elemento sujeito a carga uniaxial danificado.

Fonte: Florez-L6pez, Marante e Picon (2015).

De forma semelhante ao anteriormente apresentado, Lemaitre e Chaboche (1985)
propuseram outro importante conceito, a hipotese de equivaléncia em deformac6es. A hipdtese

consiste na consideracao de que o comportamento do material danificado pode ser descrito com
as mesmas equacOes do material intacto, desde que a tensdo no elemento O seja substituida

pela tensdo efetiva 0 . Desse modo, a lei de elasticidade para um material danificado, de acordo

com a hipotese de equivaléncia em deformacdes, é dada por:

EZE&‘S%ZESDGZ(].-CO)ES (8)
-

sendo E o mddulo de elasticidade do material e & a deformacéo especifica do mesmo. Note
gue o dano penaliza a rigidez do material, levando a um modulo de elasticidade

efetivo E=(1-@)E A Equacdo (8) também pode ser escrita em termos de flexibilidade, da

seguinte forma:
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-t o
- (1-w)E )

A equacdo anterior pode ser reescrita ainda de outra forma, de modo a separar os termos

de deformacao relativos a elasticidade do material ¢° (Lei de Hooke), e a deformagao relativa

a danificacdo do material ¢“:

1 0]
E=—0O

+————0=¢"+¢&"
E E(l-w) (10

A lei elastica anterior pode ainda ser modificada para incluir analises de materiais elasto-

plasticos, como os metais:

c=E(c—&P)=0o=0-w)E(c—&P) (11)
ou ainda, em termos de flexibilidade:

1

[0}
oc+————
E  E(l-o)

o+eP=¢e"+&” +&° (12)

Note que se @ =0, entdo ¢” =0, sendo ¢” # 0 para qualquer outro valor de dano

desde que a tensdo nominal ndo seja nula.

Agora, considere o critério generalizado de Griffith (MARIGO, 1985) aplicado a

mecanica do dano continuo:
G”-R“ <0 (13)

sendo G a taxa de liberacdo de energia de uma elemento danificado, e R“ a resisténcia a

danificacdo (FLOREZ-LOPEZ; MARANTE; PICON, 2015). A taxa de liberacio de energia

pode ser expressa da seguinte forma:

U aw

G =———"=—
ow Ow

(14)

em que U é a energia de deformacdo e W ¢é a energia complementar, dadas pelas seguintes

equacoes:
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U :10‘5 :1(1_60)552
2 2
1 1 o (15
L
2 2(1-w)E

E por fim, a taxa de liberacdo de energia em um elemento danificado pode ser escrita
em termos de rigidez ou flexibilidade:
1_, ?

2 2 (1- w)E

Ressalta-se ainda, que o termo “taxa de liberagdo de energia” pode ser encontrado na
literatura também como “for¢a condutora da fissura” ou “momento de condu¢do do dano”, a

depender da analise em questao.

Como qualquer outra teoria, a mecanica do dano continuo apresenta suas limitacoes.

Uma delas € a dependéncia de malha, que ¢ ilustrada para um caso uniaxial na se¢édo 2.3.
2.3. Localizacao de deformacdes

Localizagdo de deformagdes é um fendmeno fisico caracterizado pelo surgimento das
bandas de localizacdo que foi ja notado em diversos materiais, incluindo metais ducteis,
materiais frageis (rochas e concreto) e meios porosos (HOBBS; MUHLHAUS; ORD, 1990;
MARANTE; BENALLAL; FLOREZ-LOPEZ, 2007; RICE, 1976). Bandas de localizacio s&o
definidas como estreitas faixas que concentram as deformacdes totais do elemento, gerando
descontinuidade na taxa de deformacdes e acelerando drasticamente a falha estrutural
(FLOREZ-LOPEZ; MARANTE; PICON, 2015).

Um estudo pioneiro realizado por Rudnicki e Rice (1975) descreveu matematicamente
0 comportamento na fronteira da banda de localizacdo e as condi¢bes necessarias para a
ocorréncia do fenémeno, concluindo que este se apresenta como uma situacao de instabilidade
material e simultaneamente perda de elipticidade das equagdes diferenciais que governam o
problema. Desde entdo o modelo foi utilizado e melhorado por diversos trabalhos
(HASHIGUCHI; PROTASOV, 2004; MARANTE; FLOREZ-LOPEZ, 2004; STOREN; RICE,
1975; ZHANG; LU; YU, 2003), sendo estendido ao caso de meios porosos resultando em
aplicagbes importantes na engenharia geotécnica (BENALLAL; COMI, 2002, 2003).
Posteriormente, foi apresentada por Desrues, Bésuelle e Lewis (2007) uma ampla reviséo dos

desenvolvimentos e interpretacOes laboratoriais do fenbmeno em geomateriais, incluindo
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rochas e solos granulares, argila e concreto. Dois modelos de bandas de localizacdo em
materiais ducteis foram apresentados por Bordignon et al. (2015). Uma formulacdo para
materiais transversalmente isotropos, investigando o efeito da temperatura e demonstrando a
partir de simulagdes numéricas a importancia da anisotropia, encruamento e amolecimento
térmico no inicio e orientacdo da banda de localizagdo foi desenvolvida por Semnani, White e
Borja (2016).

Para exemplificar a dependéncia de malha ao tentar analisar a localizacdo de
deformacdes utilizando a mecanica do dano continuo, sera aqui ilustrado por simplicidade um
caso uniaxial, conforme deducdo matematica apresentada em Amorim et al. (2018) e Florez-
Lépez, Marante e Picon (2015). Seja o problema exposto na Figura 2.4a, uma barra com uma
extremidade engastada e outra livre, area de secdo transversal A, dividida em dois elementos de

comprimentos L1 e L2, submetida a um incremento linear de deslocamento A.

Figura 2.4. (a) Barra sujeita a deslocamento imposto em sua extremidade livre, e (b)
comportamento tensdo-deformagéo no modelo de dano.

_____ 1
B S L .__"E/Tf\Efcr

(a) (b)
Fonte: adaptado de Amorim et al. (2018).

A compatibilidade cinematica para a barra analisada é dada por:
gL+l =A (17)

sendo €1 e € as deformagdes especificas nos elementos 1 e 2 respectivamente, e Lebos

comprimentos dos elementos 1 e 2, respectivamente. O equilibrio, por sua vez, € dado por:
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N
0,=0;= N (18)

sendo N o esforco normal na barra e 91 e 92 as tensdes nos elementos 1 e 2, respectivamente.

Para tal exemplo, seja a lei de elasticidade dada pela Equacdo (8) e a lei de dano 9 dada por:

g:G(g)—R(a))SO:g:|g|—g +;E;‘9U_g )so

G(e) = |€| (19)
E.E

R a) — cr=u
(@) &, +ols, —¢,)

em que v é a deformacéo Gltima do elemento e é= a deformagdo dada no instante de tenséo

critica (Figura 2.4b).

O comportamento de ambos os elementos é representado pela Figura 2.5a, sendo o
equilibrio indicado pela linha horizontal tracejada, com tens@es iguais nos dois elementos.
Antes do pico da curva, ao realizar incrementos de deslocamentos de modo que as deformacdes
ainda estejam em sua fase elastica, havera apenas uma solucdo capaz de satisfazer as equacdes
cinematica (17) e de equilibrio (18), conforme apresentado na Figura 2.5b. Continuando a
incrementar deslocamentos, ap0s ultrapassar 0 maximo da curva, a tensao em ambos 0S
elementos reduz, visto que a estrutura esta entrando na fase de amolecimento. Nesta fase, é
possivel notar duas solu¢des que atendem a equacao de equilibrio. A primeira solugdo indica a
deformacdo especifica igual em ambos 0s elementos e € chamada de solugdo homogénea
(Figura 2.5c¢). A segunda solugcdo mostra um aumento da deformacao especifica no elemento 1
(concentracdo de deformacéo especifica e dano) e redugdo no elemento 2 (descarga elastica),
caracterizando assim a solu¢do localizada (Figura 2.5d). Ainda de acordo com Fldrez-Lopez,
Marante e Picon (2015), a solucdo encontrada em experimentos (ou seja, a solucdo real) é
sempre localizada e a solu¢do homogénea é fisicamente impossivel, devido aos microdefeitos

distribuidos aleatoriamente no material.
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Figura 2.5. (a) Comportamento tensdo-deformacéo do exemplo, (b) solucéo Unica antes do
pico, (c) solugcdo homogénea e (d) solucdo localizada.
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Fonte: préprio autor.

A resposta forca x deslocamento apresentada na Figura 2.6 também demonstra a
dependéncia de malha para um problema uniaxial dividido em diferente nimero de elementos,

em que é possivel notar uma resposta diferente para cada divisao.

Figura 2.6. Dependéncia de malha vista pela resposta forca x deslocamento.

_ ) \
u Elementos finitos P
Ay [y ——1 elemento
~——2 elementos
E,A L 3 elementos
4 elementos
-
//}
} A
L L L
qu §E‘u EEH L“"u
(a) (b)

Fonte: adaptado de Picén et al. (2021).

Portanto, € necessario escolher algum critério de regularizacdo de modo a obter a

resposta correta do ponto de vista fisico quando se utiliza modelos da mecénica do dano para
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prever colapso estrutural. Estes critérios de regularizagdo surgem em modelos de dano mais
recentes visando contornar matematicamente o problema para obtencao de resultados objetivos,
sendo conhecidos como mecénica do dano moderna (FLOREZ-LOPEZ; MARANTE; PICON,
2015).

2.4. Mecéanica do dano moderna

Os principais métodos de regularizacdo para contornar matematicamente o problema da
localizagdo de deformac6es em modelos de dano sédo dados por meio de uma abordagem néo

local ou pelo método do gradiente.

Nos modelos de dano ndo local, o dano depende das deformacgfes dos elementos
vizinhos, e ndo s6 do proprio ponto em estudo. O objetivo é evitar a descontinuidade impondo
um campo de dano continuo por meio de funcdes peso encarregadas da distribuicdo do dano ao
longo dos elementos (PEERLINGS et al., 1996).

Por sua vez, a abordagem por gradiente admite que o dano dependa das derivadas de
segunda ordem do campo de deformacGes, além das deformacdes no proprio elemento em
estudo, em que também sdo impostos campos continuos. Assim, por definicdo, a abordagem

por gradiente é também uma abordagem nao local.

Ao modificar a formulagéo considerando o comportamento de todo o elemento na
analise de problemas de localizacdo de deformacoes, as abordagens ndo locais nao objetivam
em esséncia uma representacdo melhor do problema fisico, mas sim, contornar

matematicamente o problema de modo a obter resultados objetivos.
2.5. Mecénica do dano concentrado

Na mecénica do dano concentrado, assume-se que o efeito de localizagdo de
deformacgdes estd concentrado numa regido com espessura muito pequena comparada ao
tamanho do elemento, enquanto que o restante deste elemento permanece elastico. Esta
consideracdo contorna o problema de dependéncia de malha reescrevendo a hipotese de
equivaléncia em deformacdes (LEMAITRE; CHABOCHE, 1985) substituindo a deformacéo ¢
do elemento pela variavel alongamento 6. Novamente, por simplicidade, considere o exemplo
da barra engastada submetida a esfor¢os uniaxiais, adotando um elemento finito com dois nos
e uma banda de localizacdo que concentra todo o dano, enquanto o restante do elemento

permanece elastico (Figura 2.7).
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Figura 2.7. Elemento finito com dano concentrado.

—~ Banda de
localizagao

Regido do
elemento com
comportamento
elastico

E,A LI

Fonte: adaptado de Amorim (2016).

A banda de localizacdo, que concentra todos os efeitos inelasticos, tem espessura
inicialmente nula e incrementada no decorrer da analise numérica. Para o elemento da Figura

2.7 0s deslocamentos sao expressos pelo vetor:

ui
=y, (20)

]
sendo Yi o deslocamento dond i e Ui o deslocamento do né J.

Conforme apresentado em Amorim (2016), com a substituicdo das deformacdes pelo

alongamento, a equacao cinematica que relaciona deslocamentos e alongamento é:
6 =[B°Ha} (1)
[B1=[-1 1] . X " -~ .
sendo a matriz de transformac&o cinematica para o elemento unidimensional.
J& o vetor de forcgas internas {Q} ¢ determinado por:
{Q}=AB’T o (22)

sendo A a area da secdo transversal do elemento e 0 a tensdo de Cauchy.

A hipétese de equivaléncia em alongamentos, conforme apresentado em

Amorim (2016) é dada por:
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o° —LU (23)
5:§e+5d;emque E

Sendo & o alongamento total do elemento, 6° o alongamento da parte elastica e 5° o

alongamento da banda de localizacéo, relacionada ao dano.

Nos trabalhos anteriores (AMORIM, 2016; AMORIM et al., 2018; OLIVEIRA, 2020;
PICON et al., 2021; SANTOS, 2021), a lei de dano, expressa anteriormente na equacéo (19), é

alterada para incluir a nova variavel cinematica da seguinte forma:

5d
g :U_O_cr(l_é‘_JSO (24)

u

sendo Per a tenso criticae 9. 0 alongamento Gltimo (Figura 2.8a). Com tais consideracdes, o

elemento finito da Figura 2.7 apresenta comportamento independente de malha (Figura 2.8b).

Figura 2.8. (a) comportamento inelastico do material e (b) resposta numérica pela mecanica
do dano concentrado para uma barra solicitada uniaxialmente.

F o
- orga

Para qualquer
nimero de
elementos

5(1

by Deslocamento
(a) (b)
Fonte: adaptado de Amorim (2016).

Conforme argumentado por Amorim (2016), é facil notar a razdo pela qual este novo
elemento apresenta unicidade de solucdo enquanto o da mecénica do dano classico ndo. O ponto
chave é a substituicdo da variavel cinematica (deformacdo por alongamento). Note que no

modelo pela mecénica do dano classico, quando dano € igual a 1, a tensdo nominal € zero.

. ~ ST e , ~ - d
Assim, a deformacéo eléstica &° também é zero e apenas a deformagcéo relacionada ao dano ¢
P ~ . ~ d , -
é ndo nula. Observando a lei de dano para o =0 nota-se que a deformacdo ¢ € igual a

deformacéo ultima ¢u, e por sua vez, o deslocamento Ultimo é a multiplicacdo entre ¢u e 0

comprimento do elemento finito. Desse modo, 0 comportamento da curva forga-deslocamento

depende da divisdo do problema em elementos finitos, que pode ser escolhida de forma
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arbitraria com uma infinidade de elementos e comprimentos. Por outro lado, quando dano é

igual a 1 no modelo com dano concentrado, a tensdo é igual a zero e o alongamento da banda

de localizagdo ¢ igual ao alongamento Gltimo 9. . O restante da banda permanece indeformada

e assim o deslocamento Gltimo independe do comprimento do elemento.

Conforme observado na Figura 2.8a, o0 comportamento da lei de dano apds a ativagao

da banda (3¢ >0) ¢ linear. No entanto, no presente trabalho, a lei de dano é modificada para

uma funcdo ndo linear (25) com o intuito de melhorar a resposta numérica do modelo,

reproduzindo de forma mais acurada o comportamento experimental.

g:O-_O-creXp(qu)SO (25)
Sendo g um novo parametro na lei de dano.
Com esta nova fungéo, o comportamento inelastico pode ser visto na Figura 2.9a. Para

0 mesmo exemplo uniaxial tem-se na Figura 2.9b a curva forca-deslocamento com a LDNL.

Figura 2.9. (a) comportamento inelastico do material e (b) curva forca-deslocamento com
LDNL.

o Forga

Para qualquer
namero de
elementos

§d
R Deslocamento
(a) (b)
Fonte: proprio autor.

2.6. Mecanica do dano concentrado expandida (MDCX)

Os conceitos anteriormente apresentados para problemas uniaxiais foram expandidos
para meios continuos bidimensionais em Amorim (2016) por meio da introdugdo das bandas de
localizagdo e hipdtese de equivaléncia em alongamentos em elementos finitos de chapas e
placas. O procedimento aplicado por Amorim (2016) para o elemento finito quadrilateral

elastico regular (Figura 2.10) para analise de chapas é discutido a seguir.
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Figura 2.10 Elemento finito quadrilateral no espaco cartesiano (a) e isoparamétrico (b).
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Fonte: adaptado de Amorim (2016).

Para este elemento classico em um meio bidimensional continuo, 0 comportamento

elastico é definido pelas equaces (26)-(29).

{e(x, )}=[B(x,y)Ha}

1o (% Y)}=[HHe(x y)}=[HIB(x y){a}

{Q=[[] 1BOC YT o (x, 3V

[K1= [[] [BOs YT HIB(x, YAV

(26)

(27)

(28)

(29)

Sendo {(x.¥)} o vetor de deformacgdes, {o(X¥)} o vetor de tensdes, {Q} o vetor de forcas

internas, [H]1 a matriz de coeficientes elasticos, [B(x: ¥)] a matriz de transformagéo cinematica

e [K] a matriz de rigidez. Ainda, para o mesmo elemento, o campo de deslocamentos pode ser

definido pelo tridngulo de Pascal linear, como apresentado em na equacao (30).

u(x,y)=a, +a,x+a,y+azXxy

V(X,y)=by + b x+Db,y +byxy

(30)

Por sua vez, o tensor de deformacdes em qualquer ponto interno do elemento pode ser

eXpresso por:
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& _8_u_a +a5y

X X 1 3
ov

&y :E:b2 +byx (31)
ou ov

yxy:5+&=a2+a3x+b1+b3y=c+a3x+b3y

Entdo, o campo de deformacgdes pode ser definido em fungdo de cinco constantes
independentes (ai, as, bz, bz e c = a2 + b1). Tendo em vista esta observacdo, Amorim (2016)
propds um campo de deformacdes generalizadas, que pode ser representado em funcdo dos
alongamentos das barras de uma trelica equivalente (Figura 2.11b), composta por 5 barras
denominadas extensometros numéricos, ou “nUmexes”, que conectam os quatro vértices do

quadrilatero (Figura 2.11a).

Figura 2.11. (a) Elemento quadrilateral de 4 nds (b) trelica equivalente de 5 barras (c) espaco
de referéncia.

(1,1

(-1-1)

i

(b)
Fonte: adaptado de Amorim (2016).

(©)

(a)

O campo de deformagdes generalizadas, no qual sdo computados os alongamentos dos

numexes é dado pelo seguinte vetor:
{5}T :[é‘ij!é‘ik’é‘ihé‘jkié‘kl] (32)

sendo J o0 alongamento da barra entre os nos i e j, e 0 mesmo vale para os demais. Observe

que qualquer combinacéo de cinco numexes é suficiente para definir o estado deformado do

elemento, ou seja, a barra diagonal j-I poderia substituir qualquer uma das outras barras.

Utilizando agora o vetor de deformacdes generalizadas, a equacéo cinematica (26) passa

a Ser:
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{6} =[bKa} (33)

sendo [b] a matriz de transformac&o cinematica para o elemento regular (quadrado), expressa

no seu espaco de referéncia por:

-1 0 1 0 0 0 0 0
V2 e g 22
2 2 2 2
[bl=] o -1 0 0 0 0 0 1 (34)
0 0 0 -1 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0 -1 0

De forma semelhante, as deformacdes do elemento podem ser representadas em funcédo

das deformac6es generalizadas por:

{e}=[THs} (35)

[BI=[T]b] (36)

sendo [B] a matriz cinematica convencional e [T] a matriz de transformacdo dos numexes,
ambas apresentadas em funcao das suas coordenadas cartesianas no Apéndice A. Para 0 espacgo
de referéncia (Figura 2.11c) a matriz [T] é dada por:

1-s 0 0 0 1+s

m:% 0 0 1t 1+t 0 37)

~1-t 242 -1-s s-1 t-1
No mesmo sentido, as tensdes, forcas internas e matriz de rigidez, anteriormente
representadas pelas equagdes (27)-(29), respectivamente, sdo agora apresentadas em funcao das

deformacdes generalizadas:
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{06y} =[HIIT (x YKo} 38)
Q=001 [[] T T {o(x, )}V (39)
1] = 103" ] 17 06 )T THIT (. )1 fo) (40)

As equacdes anteriores sdo obtidas levando em conta apenas a parte eléstica da anélise.
A partir da introducdo das bandas de localiza¢do é que séo inseridos os efeitos do processo de
danificacdo do material. Amorim (2016) propds a adicdo de quatro bandas de localizacdo fixas
nas arestas do elemento (Figura 2.12). Dada a linearidade das func@es de forma do elemento, o
campo de tensGes também se apresenta linear, e assim a espessura de banda entre nds também
apresenta comportamento linear. Inicialmente as bandas apresentam espessura zero e ao
avancar a analise sdo obtidos alongamentos adicionais relacionados ao dano localizado. Por sua
vez, este incrementara as espessuras iniciais das bandas ao qual estdo ligados. A relagdo entre
alongamentos de dano e espessuras de banda utilizadas por Amorim (2016) para o espago de
referéncia é dada pela equacdo (41) e em termos de coordenadas cartesianas no Apéndice A.

0 | e]s O eis
o V2| |, V2| | V2| | V2
it — kt is A
2 ks 2 2 Is 2
= e |+ o |*| e [*] o (41)
€it 0 €t 0
L 0 4 L eks 4 L 0 4 L elS i

sendo eijt a espessura de banda no né i no lado ij, exs a espessura de banda no né k no lado jk, e

assim sucessivamente.

Figura 2.12. (a) Posicdo das bandas de localizagdo (b) espessura das bandas.

(a) (b)

Fonte: adaptado de Amorim (2016).



38

A hipdétese de equivaléncia em alongamentos anteriormente apresentada na equagdo

(23) é dada agora para meios bidimensionais:
{53 ={5"}+{5"} (42)

e
sendo 18} o vetor que contém os alongamentos totais dos numexes, 19"} o vetor de

d
alongamentos do elemento elastico e 197} o vetor de alongamentos devido a danificacéo.

Assim, a lei eléastica é reescrita:

{o}=[HITHs -5} (43)
sendo {c} € o vetor de tensdes nodais.

Para completar o modelo, Amorim (2016) inseriu ainda as funcdes de dano,
apresentadas para o caso uniaxial na equacdo (24), em cada espessura de banda de cada né do
elemento, totalizando oito fun¢des de dano. E por fim, as equacdes cinemaética e de equilibrio

sdo mantidas conforme apresentadas nas equacdes (33) e (39), respectivamente.

Para validar o modelo proposto, Amorim (2016) implementou o elemento finito
proposto em um programa de analise estrutural desenvolvido originalmente por Uzcétegui
(2012), e estudou a convergéncia de seis malhas regulares de um exemplo académico. Neste
exemplo, é possivel notar que o autor conseguiu convergéncia de resultados ao passo que se
aumenta o numero de elementos, tendendo a uma unica solucdo. Além disso, nos resultados do
exemplo analisado por Amorim (2016) é possivel notar que a falha (abertura da banda de
localizag@o) ocorreu na regido esperada para uma estrutura real submetida a tais condigdes.
Vale ressaltar que isto ocorre sem que seja necessario definir previamente o ponto ou regido
onde a estrutura estd mais sujeita a formacao de bandas de localizacdo e consequentemente
falha estrutural, visto que o modelo por si sé tem a capacidade de identificar as zonas de

concentragdo de esforgos.

Conforme discutido ainda em Amorim (2016), apesar das grandes vantagens
proporcionadas, o elemento finito se torna ineficiente em alguns casos em que a banda de
localizagéo tende a cruzar diagonalmente o interior do elemento, e para representar fisicamente

a solucdo nestes casos, seriam necessarias malhas muito refinadas. Tendo isso em vista, Oliveira
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(2020) modificou em seu trabalho o elemento de Amorim (2016) trocando duas das bandas
laterais por duas bandas diagonais. Com essa modificacdo, esperava-se corrigir a ineficiéncia
anteriormente discutida e que o elemento conseguisse identificar e analisar problemas com
regides de falha ainda mais complexas. O procedimento de implementacdo de Oliveira (2020)

seguiu 0S mesmos passos realizados por Amorim (2016), com alteragdo no vetor de

alongamentos de dano {5°} e funcOes de dano, substituindo as bandas jk e kl pelas bandas ik

e jl (Figura 2.13).

Figura 2.13. Elemento proposto por (a) Amorim (2016) e (b) Oliveira (2020).
 k

(a) (b)

Fonte: préprio autor.

Os resultados de Oliveira (2020) também apresentaram objetividade de solucdo e
convergéncia para uma solucgdo Unica quanto mais refinada era a malha. No entanto, quando
comparado aos resultados de Amorim (2016) notou-se uma discrepancia no valor de carga
Gltima encontrada. Segundo o autor do estudo, esta diferenca é explicada devido a constituicao
do elemento finito, que por possuir bandas apenas em duas das arestas, a depender da orientacdo
de nods adotada na geracdo de malha, pode-se obter um resultado final tendencioso. Conforme
discutido por Oliveira (2020), quando ndo h& bandas de localizagdo no caminho previsto para
a formacdo da falha, busca-se a banda mais proxima, que no caso deste elemento é uma banda
diagonal, provocando uma tendéncia de falha que leva a resultados diferentes quando
comparados aos obtidos por Amorim (2016). Este problema se assemelha ao encontrado em
outros trabalhos na literatura técnica como “mesh bias” ou “mesh orientation”. Para comprovar
tal explicacdo para a discrepancia dos resultados, o autor realizou uma analise com as mesmas
malhas, mudando apenas a posic¢do das condi¢gdes de contorno, de modo que fisicamente se
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tratava do mesmo problema. Nesta analise, os resultados foram compativeis com os reportados
por Amorim (2016), mostrando que de fato, o elemento apresenta resultados compativeis ou

tendenciosos a depender da formacéo da malha.

Por sua vez, a fim de contornar os problemas encontrados nos trabalhos de Amorim
(2016) e Oliveira (2020), Santos (2021) propds um elemento finito quadrilateral composto por
seis bandas de localiza¢do (Figura 2.14), as quatro nas arestas como em Amorim (2016) e as

duas diagonais presentes no trabalho de Oliveira (2020).

Figura 2.14. Elemento finito quadrilateral com seis bandas de localizagéo.
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Fonte: Santos (2021).

O mesmo procedimento dos trabalhos anteriores foi adotado por Santos (2021) para
d
deduzir a formulacgéo, alterando-se apenas os vetores de alongamento por dano {07} e as leis

d
de evolucédo do dano, que agora passam a ser doze. Todos os componentes do vetor {07} sdo
apresentados no Apéndice A, e as leis de evolucdo do dano para este elemento sdo novamente
semelhantes a apresentadas na equacéo (24), dadas aqui para cada espessura de banda em cada

né do elemento:
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il i (44)
LIS | R | 1_e_i <0: gll=gi' =gl _el_ <0
9j =0} — 0y Tl R I R R T

i i gl i ij . : . , .
sendo 9i, i “er & e 5ui, respectivamente, a lei de dano, tensdo no ng, tenséo critica,
espessura de banda e alongamento Gltimo, referentes ao né i da banda ij, e assim sucessivamente

para os demais indices.

Conforme apresentado pelas equacdes (39) e (40), a obtencdo das forcas equivalentes e
da matriz de rigidez dependem da solucdo de integrais no dominio do elemento. Conforme
discutido em Santos (2021), ao analisar estruturas irregulares, o processo de determinacéo e
solucdo de tais dominios pode se tornar muito complexo, devido a inclinagdes e distor¢des entre
arestas do elemento e os eixos de referéncia. A fim de contornar este problema e permitir a
utilizacdo de malhas irregulares, utilizou-se mapeamento isoparamétrico, que consiste na
transformacdo de coordenadas e deslocamentos globais do elemento quadrilateral (Figura
2.15a) em deslocamentos e coordenadas equivalentes em um espaco de coordenadas de
referéncia (Figura 2.15b). Dessa forma, torna-se possivel resolver as integrais de modo mais
simples, seja numericamente ou analiticamente. O termo “isoparamétrico” indica que as
funcbes de forma adotadas no espaco global e de referéncia possuem fungées de interpolagéo

idénticas, que para este trabalho e os anteriores sdo func@es lineares.
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Figura 2.15. (a) Elemento quadrilateral no espaco cartesiano e (b) no espaco de referéncia.
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Fonte: adaptado de Oliveira (2020).
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3. METODOLOGIA
3.1. Elemento proposto e implementagdo numérica

A MDCX tem apresentado éxito ao analisar o fenémeno de localizacdo de deformacoes
em chapas bidimensionais com modo | de falha, atingindo resultados numéricos com
objetividade de solucédo e independéncia de malha, como discutido na secéo 2.6. Santos (2021)
contornou limitagGes quanto ao uso de malhas irregulares e falhas devido as condigdes de
contorno, apresentados nos trabalhos anteriores (AMORIM, 2016; OLIVEIRA, 2020). No
entanto, como destacado pelos autores anteriormente citados, ainda existem muitos avancos
possiveis no desenvolvimento da MDCX. Um destes avancos, indicado em Santos (2021), é
justamente a utilizacdo de leis de dano ndo lineares, a fim de representar o comportamento de

materiais usuais, como concreto, metais, argamassas e rochas na fase de amolecimento.

Desse modo, o presente trabalho utiliza o elemento finito proposto por Amorim (2016)
(Figura 2.12) modificando suas leis de dano, implementando a apresentada na equacao (25).
Com essa modificacdo nas leis de dano foram realizados testes em exemplos académicos,
conforme sera apresentado nas se¢des a seguir. Além disso, serdo realizadas simulacbes de
modo a confrontar as respostas numéricas com as respostas obtidas em experimentos

disponiveis da literatura.

Assim, a formulacao do elemento finito se da pelo mesmo processo adotado em Amorim
(2016), Oliveira (2020) e Santos (2021), alterando-se a etapa que contém as leis de evolucdo
do dano para implementar a citada anteriormente. Para o elemento com quatro bandas de

localizacdo (AMORIM, 2016), as leis de dano em cada n6 de cada banda do elemento passam

aser 9 =0 -0, ep(q5’) <0 para cada espessura de banda, ou seja:

9’ =o' —ol exp(qe’) <0; g} =o) - a;jrj exp(qe]) <0
9/ =oi —o,, exp(qe]') <0; g/' =0 —o, exp(ge') <0
0} =0~ ol exp(ae}*) <0; g)* = ~ o exp(gel*) <O @
9/ =0y — oy exp(de) <0; g = oy’ — oy, exp(ey’) <0
sendo q um parametro da nova formulacdo com LDNL, a ser ajustado para cada material por
meio de experimentos, e todas as outras varidveis com 0 mesmo significado dos apresentados

em (44).
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Assim como nos trabalhos de Amorim (2016), Oliveira (2020) e Santos (2021), o
elemento finito proposto no presente trabalho, foi implementado no Programa Endogeno de
Elementos Finitos (PEEF). Este programa foi desenvolvido inicialmente por Uzcategui (2012),
possuindo atualmente uma vasta biblioteca de modelos utilizados para estruturas baseados na
Mecénica do Dano Concentrado. O PEEF permite a anélise estética ou dindmica, linear e ndo

linear de estruturas planas ou espaciais.

As andlises no programa sdo realizadas em dois niveis, um local e outro global, sendo o
primeiro caracterizado pela solugéo das leis de comportamento para cada elemento da estrutura,
enquanto o segundo se caracteriza como a solugdo do sistema de equacdes formado pela

equacdo de equilibrio sujeita a condi¢bes de contorno simples.

O funcionamento do PEEF a nivel global se da inicialmente pela leitura dos dados do
problema por meio de um arquivo de entrada que contém as coordenadas dos nds da estrutura,
a conectividade de cada elemento, as condi¢des de contorno e o tipo de elemento utilizado. Nos
problemas analisados neste trabalho, adotou-se um procedimento de incremento de
deslocamentos, realizado em alguns pontos da estrutura com valores pré-definidos a cada passo.
A partir destes deslocamentos sdo obtidos os valores de carga correspondentes através de um
processo iterativo, em que para cada passo da analise, fica definido o equilibrio em funcéo do
balanco de forgas {FR}, obtido por meio das forcas externas {P} e esforcos internos da estrutura

{Q}, sendo respeitadas as condi¢des de contorno do problema:

{FRy={Q}—{P}=0 (46)

Assim, a estrutura é considerada em equilibrio quando a equacéo (46) é atendida. Além
disso, por se tratar de um problema de ndo-linearidade fisica, a resolucdo do problema precisa
ser realizada através da linearizacdo do sistema, acompanhado por algum procedimento
numeérico iterativo. No presente trabalho, foi utilizado o método de Newton-Raphson, que é um
dos mais utilizados na literatura. A equacgéo a seguir representa a expressao do sistema global

linearizada:

{GQ(U)

aU }(AU)+{P}:0 7

sendo 10QU)/8U} a matriz de rigidez (ou jacobiana), atualizada a cada iteracéo realizada, {P}

0 vetor de solicitagOes externas e AU o incremento de deslocamentos.
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Por sua vez, a solucdo local da estrutura esta relacionada a rotina que contém o elemento
finito proposto no presente trabalho e ocorre elemento a elemento, em que as etapas
implementadas realizam o calculo das variaveis ligadas aos numexes e ao dano. Dentro do
algoritmo, o primeiro passo € o calculo das deformagdes generalizadas {0}, que sdo obtidas a

partir dos valores de deslocamento encontradas na analise elastica global:

{6}, =[bl,{U}, (48)

em que [b], é a matriz de transformacdo cinematica em um elemento especifico g, {U}, o

vetor de deslocamentos nodais globais e {6}, s deformacdes generalizadas em um elemento

g. Posteriormente inicia-se a etapa de predicdo eléstica, na qual obtém-se inicialmente as

tensdes generalizadas {N}q por meio da lei de comportamento do modelo:

N}, =[E1{s}, —{5°3,) (49)

sendo {5d}q o0 vetor de alongamentos de dano no elemento q e [E]:

[E]=[[[ T THT1dv (50)

Apos determinar as tensdes generalizadas, calculam-se as tensdes normais atuantes nos

nés do elemento:
{0}y =105 =[HITIEI{NY, (51)

sendo ©11 a tensdo normal no eixo x em um dado no, ©22 a tensdo normal no eixo y em um

dado nd, 712 a tensdo de cisalhamento Xy em um dado né e a matriz [E]* a inversa da integral

apresentada na equacao (50).

A partir das relagbes de estado plano, encontra-se a tensdo atuante no plano

perpendicular & banda de localizagéo, como por exemplo para a banda ik no no i:
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ik 2 2
O =011Cj + 058 + 7150 Si (52)

em que Cik e Sik S80 0S cossenos e senos encontrados para o plano perpendicular a banda de

localizagdo ik. Apds calcular os valores de tensédo, ativa-se o algoritmo de predicéo elastica e
correcdo inelastica, sendo o primeiro responsavel por verificar a existéncia de bandas ativas a

partir da determinacdo do valor da lei de dano:
9 =0, — o, exp(de’) (53)

em que se {g}<0 nenhuma banda esta ativa, logo, ndo ha necessidade de incrementar

alongamentos de dano no elemento. Por outro lado, se em alguma banda ocorrer 9>0 ¢

necessario fazer uma correcdo dos valores de tensdo dos numexes e das espessuras de banda
incialmente adotadas, por meio do algoritmo de correcdo ineléstica. Para obter estes valores €
montado um sistema matricial que contém as cinco leis de estado (equaces ligadas ao célculo

das tensdes nos numexes) e pelas oito leis de evolucédo de dano:

{r(N,e}=({}, —{5°},) ~[E1"{N}=0

19(N,e)}=0 eH

Visto que as equacbes envolvidas no processo sdo ndo lineares, o sistema apresentado
na equacdo (54) ¢ linearizado e resolvido atraves de um processo iterativo baseado no método

de Newton-Raphson (Apéndice C).

or or

N A ||N,—N r

oN e JNo=N| _[r

9 a { € —€ } {90} (55)
ON oe

Ao final deste processo de correcao inelastica sdo obtidos os valores de {N}q, {€}q, {}q,
e {on}q de modo que todos os valores de {g} sejam inferiores a zero.

Por fim séo calculadas as forgas internas e a matriz de rigidez do elemento, e retorna-se

para o algoritmo de analise global:
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{Q¥=IbT; [[[ [TT" o3, dv

(K1 = o3 (] [T tH I v o, (56)

Quando esse processo iterativo ndo apresenta convergéncia, atingindo um nimero de
iteragBes limite sem solucdo, o incremento de deslocamento dessa etapa € reduzido e realiza-se

novamente todo o processo, conforme pode ser visto no fluxograma apresentado na Figura 3.1.

Figura 3.1. Fluxograma da solucéo local no PEEF.
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F Y
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& {8}
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localizagio " {0}, g [@{FR(U)}

'. {J}q: {g}q a[U}
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Controle dopassoi | Néo , )
{ =1 - ( =17 <
A 4 ( _ 1 (
Predigao elastica 2

F Y

Limite de

(83| = (A =D H8Yq| _ + {0,

A{dd}q= 0 iteragdo
?
y A 4 r
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{57}, h A{5%},# 0

Y

Tensdes generalizadas

(N} = [HI[T]({8}, — (6%34)

Nao

h 4

Verificagdo

o Gigjlei) =0 —
Sim

Tensoes normais
{onlq

Fonte: adaptado de Oliveira (2020).
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3.2. Procedimento experimental

Conforme discutido anteriormente, o intuito de adotar uma LDNL se deu principalmente
na tentativa de reproduzir o comportamento experimental de materiais usuais na engenharia.
Neste sentido, a fim de validar a implementacdo proposta neste trabalho, foram realizados
experimentos no Laboratorio de Materiais de Construgdo e Estruturas do Departamento de
Engenharia Civil da Universidade Federal de Sergipe (LAMCE/DEC/UFS). Estes
experimentos foram realizados devido ao aporte PROAP/CAPES 23113.058556/2019-31 via
PROEC/UFS.

Nesta etapa do trabalho, foram produzidos corpos de prova (CPs) de concreto simples,
prismaticos para rompimento em ensaios de flexdo de trés pontos, e cilindricos para
determinacéo da resisténcia a compressao e médulo de elasticidade longitudinal, seguindo as
recomendacdes estabelecidas pelas normas ABNT NBR 5739 (2018) e ABNT NBR 8522
(2017), respectivamente. Os procedimentos de producdo e realizacdo dos ensaios foram
baseados nas normas técnicas disponibilizadas pela Associacdo Brasileira de Normas
Técnicas (ABNT). Divididos em duas moldagens, foram preparados sete CPs prismaticos com
dimensbes de 10x10x40 cm® e dez CPs cilindricos, com traco calculado de acordo com o
método apresentado pela Associacdo Brasileira de Cimento Portland (ABCP). Em ambas as
moldagens foi utilizado o cimento CP-I1, brita 0 e areia com mddulo de finura 2,70. Na primeira
moldagem foram preparados quatro prismas e cinco cilindros, com traco 1:1,82:1,89, relacéo
agua-cimento 0,50, consumo de cimento de 440,0 kg/m3. Na segunda moldagem foram
preparados trés prismas e cinco cilindros, com traco 1:1,72:1,78, relacdo agua-cimento 0,70,
consumo de cimento de 410,0 kg/m3. Vale ressaltar que a relacdo agua-cimento muito maior no
concreto da segunda moldagem se deu devido a um erro na pesagem. Todos os CPs moldados
foram submetidos a cura em tanque de imersdo com agua por 27 dias. Para cada mistura foram
realizados ensaios de compressao em dois CPs cilindricos até a falha (seguindo o indicado na
ABNT NBR 5739 (2018)) e de modulo de elasticidade em trés CPs cilindricos (seguindo o
indicado na ABNT NBR 8522 (2017)) aos 28 dias. Apos estes ensaios, foi obtida uma
resisténcia a compressdo média de 28,29 MPa para o concreto da primeira mistura e 22,47 MPa
para o concreto da segunda mistura. Por sua vez, o médulo de elasticidade foi de 36,20 GPa e

30,16 GPa para o concreto das misturas 1 e 2, respectivamente.

Os CPs prismaticos foram ensaiados por flexdo de 3 pontos utilizando uma maquina

universal de ensaios, modelo DL 20, da marca EMIC. A méaquina pode realizar ensaios de
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tracdo, compresséo e flexdo de agos, concretos, argamassas, blocos, telhas e placas ceramicas,
possuindo dispositivo para ensaio de compressdo com capacidade de até 100 tf,

computadorizada.

Nesta etapa do rompimento, para medicdo da abertura de fissuras foi utilizada a técnica
de correlacdo de imagens digitais, com o processamento das imagens pelo software Correli-
Q4. Para utilizacdo desta técnica foi necessario pintar a regido de interesse no prisma antes dos
ensaios, com diferentes cores (no presente trabalho, vermelho, preto e branco, embora azul,
preto e branco seja a combinacdo mais indicada), de modo a desenvolver uma distribuicéo de
cores que varie 0 mais uniformemente possivel. Para avaliar esta qualidade da pintura, sdo
realizadas duas etapas de analise no Correli-Q4, de textura e incertezas, em que sdo mensuradas
a qualidade da pintura da regido de interesse e incertezas no processo de calculo,
respectivamente. Assim, caso os resultados destas duas analises mostrem baixa qualidade na
textura/altos valores de incerteza, o prisma pode ter sua pintura melhorada e novamente

realizam-se essas duas etapas até que os resultados mostrem um baixo valor de incerteza.

Por fim, ap0s a preparacdo, posicionam-se 0S prismas sobre 0s apoios da maquina
(disténcia entre apoios de 26 cm) e procede-se 0 monitoramento dos dados do ensaio, com forca
e deslocamento monitorados pela maquina DL 20 da EMIC, com taxa de deslocamento imposto
de 0,2 mm/min (exceto para um dos prismas, identificado por P3-2020-02-19, que foi ensaiado
com velocidade de 0,1 mm/min), e imagens com utilizacdo de cdmera fotogréafica programada
para tirar fotos com intervalo de tempo definido. Todas estas informac6es podem ser verificadas

na Figura 3.2a e b, enquanto que a situacdo de um dos prismas é apresentada na Figura 3.2c.



50

Figura 3.2. (2) e (b) Ensaio de flex&o de 3 pontos monitorado, (c) situacdo de um dos prismas
apos o ensaio.

Fonte: proprio autor.

ApOs realizados 0s experimentos, obtiveram-se as curvas forca-deslocamento
registradas pela maquina (Figura 3.3). Posteriormente foram analisadas as imagens registradas
durante os ensaios com a utilizacdo do Correli-Q4, nas quais é possivel medir a abertura de

fissuras (Figura 3.4). Na Figura 3.5 é apresentada a curva forga-abertura de fissura na regido

inferior de cada prisma testado.
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Figura 3.3. Curvas forca-deslocamento dos prismas ensaiados.
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Figura 3.4. Medicao da abertura de fissura no Correli-Q4.
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Figura 3.5. Curva forca-abertura de fissura.
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4. RESULTADOS

Nesta secdo sdo apresentados os resultados obtidos com a implementagdo anteriormente
discutida. Inicialmente sdo apresentados os resultados para um dos exemplos académicos
discutido nos trabalhos anteriores (AMORIM, 2016; OLIVEIRA, 2020; SANTOS, 2021)
utilizando o elemento com 4 bandas de localizacdo e LDNL. Posteriormente sdo apresentadas
duas andlises paramétricas do mesmo exemplo, variando os parametros ( e tensao critica ocr.
Em seguida, é apresentado um exemplo de efeito de escala (size effect), que € um fenémeno ja

comprovado experimentalmente por diversos autores.
4.1. Exemplo chapaem L paraq =-12,5

Este exemplo € apresentado inicialmente em Amorim (2016) e se trata de uma chapa
solida em L submetida a um deslocamento vertical u (Figura 4.1). O material da chapa tem
modulo de elasticidade longitudinal E = 25850,00 N/mm?, coeficiente de Poisson v = 0.18,
tenséo critica ocr= 2,70 N/mm2 e parametro q = -12,50. Foram utilizadas 7 malhas regulares
para analisar o problema, com 12, 48, 108, 192, 300, 432 e 768 elementos.

Figura 4.1. Chapa s6lidaem L.

E = 25850,00 N/mm?
v=0,18
O = 2,7 N/mm?
qg=-1250
500 mm A
250 mm

<— 250 mm ——

Fonte: adaptado de Amorim (2016)

As curvas forca-deslocamento no ponto A (Figura 4.1) de todas as malhas sdo
apresentadas na Figura 4.2a, na qual percebe-se a independéncia de malha e objetividade de
solucdo, conforme também apresentado nos estudos anteriores (AMORIM, 2016; OLIVEIRA,
2020; SANTOS, 2021). A Figura 4.3 apresenta uma comparagdo entre os resultados obtidos
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com as duas malhas mais refinadas do exemplo, que mostra uma boa convergéncia de

resultados.

Ainda, a formacgdo da zona de falha se da na parte interior do elemento, conforme
esperado fisicamente para um problema com as mesmas condi¢des (Figura 4.2b - h). Nas
figuras, cada cor define um valor de espessura das bandas de localizagéo, variando de zero
(linhas brancas) até o valor méximo calculado (vermelho). Assim, os valores intermediarios s&o

definidos pelas demais cores, conforme apresentado na Tabela 4.1.

Tabela 4.1. Legenda das cores apresentadas nas figuras das malhas deformadas.

Cor Intervalo de valores de alongamento de banda
Branco 0,00
Verde 0,00 < e < emal4
Amarelo emix/4 < € < emax/2
Laranja emadl2 < e < 3emsdld
Vermelho 3emidd < e < emax

Fonte: préprio autor.

Assim, é possivel notar na Figura 4.2b — h que todas as analises ocorreram até atingir o
valor de espessura de banda de 0,2 mm, aparecendo na regido interna do elemento. E possivel
observar também o surgimento de algumas poucas bandas com espessuras inferiores a 0,05mm
(verde) em regides afastadas da zona de falha. Justamente por se tratarem de valores pequenos
e estarem longe da regido de colapso, estas bandas pouco influenciam na falha da estrutura.
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Figura 4.2. Curvas forca-deslocamento (a) malha deformada com 12 (b), 48 (c), 108 (d), 192

300 (f), 432 (g) e 768 elementos (h).
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Figura 4.3. Repostas das malhas mais refinadas simuladas: 432 e 768 elementos.

100.00 ¢
90.00 F
80.00 F
70.00 F

—60.00 F
Z, === 432 Elementos
% 50.00 |
5] —— 768 Elementos
M 40.00 F

30.00 F
20,00 F

10.00 F

000 L L L L J
0 0.15 03 0.45 0.6 0.75

Deslocamento (mm)
Fonte: proprio autor.

4.2. Andlise paramétrica da variacao do parametro g

Para analisar como se comportam as analises com a variacdo do parametro ¢ presente
na lei de dano proposta, foi realizada uma analise paramétrica adotando seis valores para tal
parametro. O mesmo exemplo apresentado na secdo 4.1 foi analisado entdo com os seguintes
valores para o parametro q: -6,25, -8,3, -12,5, -25,0, -37,5 e -50,0. Todas as demais propriedades
foram mantidas constantes: mddulo de elasticidade longitudinal E =25850,00 N/mm?2,

coeficiente de Poisson v = 0.18, tensao critica ocr = 2,70 N/mm.

Os resultados para as simulac@es com os valores do parametro g anteriormente citados
estdo apresentados, na ordem, nas Figura 4.4, 4.5, 4.2, 4.6, 4.7 e 4.8. Para todas estas analises
é possivel notar objetividade de solugdo com o aumento do ndmero de elementos na malha. E
também possivel notar que a zona de falha em todas as analises aparece na mesma localizacéo,
exceto para a malha com 432 elementos para g = -25,0, em que a regido de falha ocorre um

pouco abaixo das demais simulagdes.

Com o aumento do valor absoluto do parametro q foi possivel notar uma maior
dificuldade de evolugéo nas simulagfes com as malhas com menos elementos. Isto é claramente
notado ao observar os resultados para q = -12,5 (Figura 4.2) e para q = -50,0 (Figura 4.8), no
qual para o primeiro, todas as analises pararam ao atingir o alongamento de 0,2 mm, enquanto
que para o segundo, as analises com 12 (Figura 4.8b), 48 (Figura 4.8c) e 108 (Figura 4.8d)
elementos ndo atingiram o mesmo alongamento e apresentam pequeno pos pico da curva forca-

deslocamento.
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Por fim, foi possivel notar também uma maior dificuldade na evolugdo da anélise com
as malhas mais refinadas nas analises com os menores valores absolutos do parametro . Esta
observacao é notada nas analises com 768 elementos com ¢ = 8,3 (Figura 4.5h) e q = 6,25
(Figura 4.4h), que ndo avancaram até atingir alongamento encontrado nas demais analises.
Estas dificuldades estdo também relacionadas ao tamanho do passo de carga adotado em cada
simulacdo, conforme discutido em Santos (2021), sendo possivel avancar variando-se este

parametro e realizando novas tentativas.
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Resultados para q = -6,25: curvas forca-deslocamento (a) malha deformada com
12 (b), 48 (c), 108 (d), 192 (e), 300 (f), 432 (g) e 768 elementos (h).
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8,3: curvas forca-deslocamento (a) malha deformada com 12

Figura 4.5. Resultados para q
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25,0: curvas forca-deslocamento (a) malha deformada com

Figura 4.6. Resultados para q
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37,5: curvas forca-deslocamento (a) malha deformada com
192 (e), 300 (f), 432 (g) e 768 elementos (h).
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Figura 4.8. Resultados para q = -50,0: curvas for¢a-deslocamento (a) malha deformada com
12 (b), 48 (c), 108 (d), 192 (e), 300 (f), 432 (g) e 768 elementos (h).
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Uma comparacdo entre as respostas com a variacdo do pardmetro em anélise é
apresentada na Figura 4.9 para a malha com 192 elementos. Nesta comparacdo é possivel notar
uma influéncia do parametro no valor da carga de Gltima, em que quanto menor em termos
absolutos € o valor de g, maior o valor da carga de colapso. Outra influéncia do parametro é
notada no pos pico da curva forca-deslocamento, no qual, conforme esperado, a inclinacdo
aumenta quanto maior em termos absolutos é o valor de g. Ou seja, para valores menores do

parametro, a queda da curva se da de maneira mais suave.

A influéncia do pardmetro g na inclinacdo do p6s pico pode justificar a dificuldade
relatada anteriormente na evolugcdo das simulagcdes de malhas com menos elementos com
maiores valores absolutos do parametro. Isto é, a queda mais brusca na curva forca-
deslocamento torna-se dificil de ser reproduzida numa analise com uma malha mais grosseira,

ou seja, com um menor numero de elementos.

Figura 4.9. Comparacdo entre as curvas forca-deslocamento com a variacdo do parametro q
para a malha com 192 elementos.
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Fonte: proprio autor.

4.3. Andlise paramétrica da variagao da tenséo critica ocr

Novamente foram simuladas as mesmas malhas anteriormente apresentadas, variando
apenas a propriedade em estudo e mantendo constantes as demais com 0s seguintes valores:
maodulo de elasticidade longitudinal E = 25850,00 N/mm?, coeficiente de Poisson v=0.18 e
parametro g =-25,0. Foram escolhidos também quatro valores para a tenséo critica: 1,70 N/mm?
(Figura 4.10), 2,70 N/mm? (Figura 4.6), 3,70 N/mm? (Figura 4.11) e 4,70 N/mm? (Figura 4.12).
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E possivel notar objetividade de solu¢do com o aumento do nimero de elementos na
malha independentemente do valor de tenséo critica, e também o surgimento da zona de falha

na localizacdo esperada.

Conforme previsto, a alteracdo do valor de ocr interfere majoritariamente no valor de
carga Ultima. Assim, quanto maior o valor da tensdo critica, maior a carga de colapso obtida.
Esta observacdo pode ser vista na Figura 4.13, que apresenta a comparacao das curvas forga-
deslocamento para a malha mais refinada analisada com a variacéo da propriedade em estudo.
Nesta comparagdo pode-se notar que as curvas apresentam formas semelhantes, alterando-se

basicamente o valor da carga ultima.
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1,7 N/mm2: curvas forca-deslocamento (a) malha

108 (d), 192 (e), 300 (f), 432 (g) e 768 elementos (h).

Figura 4.10. Resultados para o
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3,7 N/mmz2; curvas forca-deslocamento (a) malha

108 (d), 192 (e), 300 (f), 432 (g) e 768 elementos (h).

Figura 4.11. Resultados para ocr

48 (c),

deformada com 12 (b)

=== 12 Elementos
= =48 Elementos

108 E
— 192 E

w300 E

NN
\\\ — 4R2E

—T768 E

120.00

100.00

0.40 0.60 0.80
Deslocamento (mm)

0.20

0.00

BEZ288RRR

FEe8RBRREES®®

FEgE8RRBRAREER™

E3888RKER

Fonte: proprio autor.



66

4,7 N/mmz2; curvas forca-deslocamento (a) malha

Figura 4.12. Resultados para o

432 (g) e 768 elementos (h).
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Figura 4.13. Comparacdo entre as curvas forca-deslocamento com a variagao de ocr para a
malha com 768 elementos.
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4.4. Efeito de escala

Este € um fenbmeno ja comprovado experimentalmente, no qual estruturas com
condigdes de contorno e geometria similares, apresentam decaimento da tensdo normal de
colapso com o crescimento das dimensfes da estrutura. Estudos experimentais para analisar o
fendmeno em concreto (KANI, 1967; KARIHALOO; ABDALLA; XIAO, 2003), madeira
(MOREL; DOURADO, 2011) e rochas (WANG; ZHANG; XIE, 2010) foram realizados desde
0 século passado. Por outro lado, estudos visando o desenvolvimento de ferramentas numéricas
que consigam predizer tal fendbmeno foram realizados, utilizando por exemplo integrais ndo
locais (GREGOIRE; ROJAS-SOLANO; PIJAUDIER-CABOT, 2013; HAVLASEK;
GRASSL; JIRASEK, 2016), analise estatistica (MIHASHI; WITTMANN, 1983; MIHASHI;
ZAITSEV, 1981; WEIBUL, 1939) e mecanica da fratura (BAZANT, 1989; BAZANT;
PLANAS, 1997).

Para mostrar que o elemento finito da MDCX capta o efeito de escala, o exemplo
apresentado na Figura 4.14 foi simulado. Trata-se de uma viga engastada em uma das
extremidades e submetida a um deslocamento imposto na outra extremidade. As analises foram
realizadas com uma relacao de aspecto L/H de 3,0, com espessura da chapa constante com valor
de 1,0.
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Figura 4.14. Exemplo para andlise do fator de escala.

L

L/H=3,0

Fonte: préprio autor.

O exemplo foi simulado com malhas regulares de 300 elementos com 0s seguintes
valores de H em milimetros: 50, 150, 300, 450, 600 e 1000. O modulo de elasticidade foi
26000,00 N/mm?, a tensdo critica foi 3,00 N/mm2, o coeficiente de Possion 0,25, e o parametro
g foi - 9,375. A Figura 4.15a apresenta a curva forga-deslocamento de todas as seis simulagoes
realizadas e a Figura 4.15b-g apresenta a configuracéo deformada e regido de falha do exemplo.
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Figura 4.15. Curvas forca-deslocamento (a) malha deformada para H igual a 50 (b), 150 (c),

300 (d), 450 (&), 600 (f) e 1000 (g).
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Para cada simulacao realizada foi extraido o valor da forca de colapso Py e determinada

a tenséo de colapso ot

oy =—, (57)

sendo L o comprimento da viga, H a altura da viga e I o momento de inércia da se¢do. Os valores

calculados sdo apresentados na Tabela 4.2.

Tabela 4.2. Resultados das analises do efeito de escala.

H(mm) P,(N) L (mm) I (mm*) ot (N/mm?)  o¢/cu
50 17,87 150 10416,67 6,43 2,14
150 49,63 450 281250,00 5,96 1,99
300 88,93 900 2250000,00 5,34 1,78
450 126,86 1350 7593750,00 5,07 1,69
600 161,30 1800 18000000,00 4,84 1,61

1000 240,63 3000 83333333,33 4,33 1,44

Fonte: proprio autor.

Conforme reportado na literatura técnica a respeito do fendmeno de efeito de escala, a
tensdo de colapso decresce nas simulacdes com o elemento proposto a medida em que se
aumentam as dimens@es do elemento analisado. Esta observacdo pode ser visualizada na Figura
4.16, que apresenta comportamento similar ao mostrado em trabalhos anteriores, como o de
Ozbolt, Eligehausen e Petrangeli (1994), no qual nota-se que a reducdo na tensdo de ruptura
ocorre de maneira mais suave para elementos com dimensdes elevadas, enquanto que essa

variacdo ocorre mais rapidamente para elementos com dimensdes menores.

Figura 4.16. Gréfico do fator de escala pelo elemento proposto.
250 r

2.00 F
1.50

0.00 200.00 400.00 600.00 800.00 1000.00
h (mm)
Fonte: proprio autor.
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4.5. Vigas do LAMCE

Para simular os experimentos realizados no LAMCE, o esquema utilizado foi o
apresentado na Figura 4.17, com dimensGes em milimetros. A aplicacdo do deslocamento
imposto, de baixo para cima, se deu apenas para facilitar o pés-processamento, com a obtencéo

de forca e deslocamento positivos.

Figura 4.17. Esquema das simulacgdes.
.70 260 70

100

200 T 200

Deslocamento
imposto

Fonte: préprio autor.

Para simular os prismas da primeira moldagem (2020-02-12) utilizaram-se as seguintes
propriedades: mddulo de elasticidade E = 5,00 kN/mm?, coeficiente de Poisson v = 0,20, tenséo
critica ocr = 3,10 N/mm2 e pardmetro q = -28,89, e 0s resultados estdo apresentados na Figura
4.18. Para que a parte elastica das simulacbes fosse condizente com o obtido
experimentalmente, 0 médulo de elasticidade utilizado foi menor que o obtido em laboratorio.
O coeficiente de Poisson foi adotado em conformidade com o valor médio encontrado para
concreto na literatura técnica, visto que nao foi realizado ensaio experimental que determinasse
tal valor nos corpos de prova ensaiados. Para a tensdo critica, adotou-se nas simula¢fes um
valor que fica entre as resisténcias a tracdo minima e maxima determinada na ABNT NBR 6118
(2014) pelas equactes (58) e (59). Também se levou em consideracdo que esta propriedade
fosse proxima ao valor de resisténcia a tracdo média determinado na ACI 318 (2008) pela

equacéo (60).



72

fct,ml'nima = 0’213\/ fc2 (58)
f(1,mz’aima = 0’393 fc2 (59)
f,=056,f, (60)

Sendo f. a resisténcia a compressao.

Para simular os prismas da segunda moldagem (2020-02-19) utilizaram -se as seguintes
propriedades: médulo de elasticidade E = 5,00 kN/mm?, coeficiente de Poisson v = 0,20, tensao
critica ocr= 2,90 N/mmz2 e parametro q = -28,89, e o0s resultados estdo apresentados na Figura
4.19. Foram adotadas as mesmas condic¢Oes anteriormente comentadas para determinacéo das

propriedades do material.

E possivel notar objetividade de soluc3o e reproducio da zona de falha nas simulagdes
com as propriedades das duas moldagens. Por outro lado, observa-se a dificuldade de
reproducdo da queda brusca nas curvas forca-deslocamento. Ainda assim, as curvas forga-
abertura de fissura, para as malhas mais refinadas, se encontram em concordéancia com o obtido

experimentalmente a partir da utilizacdo do Correli-Q4.
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Figura 4.18. Comparacéo das simulacfes com os experimentos realizados nos prismas da
primeira moldagem: curvas forga-deslocamento (a) curvas forca-abertura de fissura (b), malha
deformada com 40 (c), 140 (d), 240 (e) e 400 elementos (f).
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Figura 4.19. Comparacéo das simulacdes com os experimentos realizados nos prismas da
segunda moldagem: curvas forga-deslocamento (a) curvas forca-abertura de fissura (b), malha
deformada com 40 (c), 140 (d), 240 (e) e 400 elementos (f).
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5. EXPANSAO DA LDNL PARA ELEMENTO PROPOSTO POR SANTOS (2021)

Neste capitulo sdo apresentadas as alteragdes necessarias para a implementacdo da
LDNL no elemento com 6 bandas de localizacdo desenvolvido anteriormente por

Santos (2021).

Assim como apresentado na se¢do 3.1, a formulacdo do elemento finito é alterada apenas
na etapa que contém as leis de evolucao do dano, neste caso para implementar a LDNL em cada

no das seis bandas de localizacéo:

g =0 - oy, exp(qe’) <0; g} =0} — o, exp(ge]) <O
g = 01" —og; exp(ge) <0; gy’ = oy’ — o, exp(ael’) <0

g =0 —o,, exp(ae') <0; g)' =0y —oy, exp(qe') <0

9] =o' ~o; exp(ae]') <0; g/ =" o} exp(ge") <0 (61)
9} =0 oy exp(ae]) <0; 9} =0y oy exp(aey) <0

01 =01 — o, exp(ae’) <0; g =0, — oy exp(aey) <0

sendo todas as variaveis com o mesmo significado dos apresentados em (45).

Todo o restante da implementacdo permanece conforme apresentado na se¢do 3.1 e em
Santos (2021) (Apéndice B).
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6. RESULTADOS PARA O ELEMENTO COM SEIS BANDAS E LDNL

Nesta secdo séo apresentados os resultados obtidos com a implementacdo utilizando o
elemento com seis bandas de localizacdo e LDNL. A geometria do primeiro exemplo
apresentado € semelhante a um hexagono duplo, sendo necessarias malhas irregulares para
realizar as simulagdes, que ndo seriam possiveis com o elemento apresentado na se¢do 3.1. Em
seguida é apresentado um exemplo que possui resultados experimentais ja publicados na
literatura técnica. Por fim, a secdo 6.3 discute a possivel relacdo entre o parametro q,
introduzido na formulacéo a partir do presente trabalho, e a energia de fratura presente em

formulagdes da mecénica da fratura.
6.1. Hexagono duplo

O exemplo trata de uma chapa com geometria e condi¢cdes de contorno conforme
apresentado na Figura 6.1, com deslocamentos restringidos na face que liga os nés A e B, e
deslocamento imposto inclinado a 45° imposto na face que liga os nés G e F. O material da
chapa tem modulo de elasticidade longitudinal E = 25850,00 N/mm2, coeficiente de Poisson
v = 0,18, tensdo critica ocr= 2,70 N/mm2 e parametro g = -15,00. Foram utilizadas 4 malhas

irregulares para analisar o problema, com 230, 468, 672 e 829 elementos.

Figura 6.1. Configuracdo do hexagono duplo.
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Fonte: proprio autor.

Os resultados sdo apresentados na Figura 6.2, sendo observada a independéncia de
malha e objetividade de solugéo na curva forca-deslocamento (Figura 6.2a). A regido de falha

observada nas malhas com 230, 630 e 829 elementos €, conforme esperado, na parte mais



77

estreita da chapa, que liga os dois hexagonos. Na malha com 468 elementos é possivel notar
um pequeno desvio na regido de falha, que apesar de observados altos valores de espessuras de

banda na regido mais estreita da chapa, também se nota altos valores na regido superior.

Figura 6.2. Curvas forca-deslocamento (a) malha deformada com 230 (b), 468 (c), 672 (d) e
829 elementos (e).
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Fonte: prdprio autor.
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6.2. Experimento chapaem L

O exemplo testado nesta secdo trata de uma chapa em L submetida a um deslocamento
imposto a 30 mm da extremidade, conforme apresentado na Figura 6.3. Resultados
experimentais com esta configuracdo foram obtidos na Universidade de Innsbruck por Winkler
(2001). No trabalho original os experimentos foram realizados em quatro series de chapa em L,
que diferiam entre si na armadura. Cada série consistia de trés chapas em L com configuracao
idéntica. Winkler, Hofstetter e Niederwanger (2001) utilizaram o0s mesmos resultados
experimentais para comparar com suas respostas numéricas obtidas a partir de um modelo
elastopléastico para avaliar fissuracdo em concreto. Com o mesmo proposito, Feist et al. (2004)
utilizou os resultados experimentais da série de chapas formada apenas por concreto simples.
No presente trabalho, para comparar com os resultados numéricos obtidos com o elemento

proposto, foi utilizada a mesma série de resultados apresentada em Feist et al. (2004).

Figura 6.3. Chapa em L apresentada em Winkler (2001).

<~ 500 mm

250 mm
b A
I
30 mm
250 mm

"Fonte: adaptado de Feist et al. (2004).

O material utilizado na chapa foi concreto, com modulo de elasticidade de
25850 N/mm?, coeficiente de Poisson de 0,18, resisténcia a compressdo de 31,0 N/mmz? e
resisténcia a tracdo de 2,7 N/mm? (WINKLER, 2001).

Nas simulac@es foi utilizado o pardmetro g com o valor de -20,0. Para que a parte
elastica das simulacdes fosse condizente com o obtido experimentalmente, o médulo de

elasticidade utilizado foi 20000,00 N/mm2. Para o valor de tensdo critica o foi utilizada a
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resisténcia a tracdo obtida experimentalmente de 2,70 N/mm2. Para o coeficiente de Poisson
também se utilizou o valor obtido pelos autores do experimento, de 0,18. Na Figura 6.4 s&o
apresentados os resultados das simulacGes e o intervalo das respostas forca-deslocamento

experimentais.

Novamente ressalta-se a objetividade de solucdo e independéncia de malha nas
simulacdes realizadas. Nota-se pela Figura 6.4b que as respostas forga-deslocamento nas duas
malhas mais refinadas apresentam um 6timo ajuste com o intervalo experimental ao longo de

toda a curva.

Na Figura 6.5 é apresentada uma comparacgao entre as respostas obtidas para a malha
mais refinada testada, utilizando o elemento com seis bandas de localizagéo e lei de dano linear
(SANTOS, 2021), e os elementos desenvolvidos no presente trabalho com quatro e seis bandas
de localizagcdo e LDNL. No elemento com lei de dano linear, foi adotado alongamento altimo
du=0,12. A anélise com este elemento €é interrompida quando é atingido o alongamento Gltimo,
sendo este 0 motivo pelo qual sua resposta apresenta um pds-pico bem menor comparado aos
elementos com LDNL. E importante notar que todos os elementos citados sdo capazes de
capturar com éxito a regido de falha, e a grande vantagem dos elementos com LDNL ¢é
justamente a capacidade de reprodugdo das curvas forca-deslocamento obtidas
experimentalmente. Esta capacidade n&o é refletida neste exemplo utilizando o elemento com
quatro bandas de localizacdo, que apresenta uma resposta forca-deslocamento que ndo esta
conforme o experimental. Isto pode ter ocorrido devido a auséncia das bandas de localizacao
diagonais que sao ativas nas regides mais internas do exemplo, sendo este problema corrigido

com a utilizagdo do elemento com seis bandas de localizag&o.



Figura 6.4. Curvas forca-deslocamento obtidas na simulacéo e intervalo experimental (a)
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respostas das malhas mais refinadas simuladas (b), malha deformada com 108 (c), 192 (d),
300 (e), 432 (f) e 588 elementos (g).
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Figura 6.5. Comparacéo da resposta forca-deslocamento entre o elemento com quatro e seis
bandas, com lei de dano linear e néo linear (a), deformada do elemento com quatro bandas
(b), seis bandas e lei de dano linear (c) e seis bandas e LDNL (d).
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Fonte: préprio autor.

6.3. Estudo do parametro g

Como pode ser visto a LDNL apresenta resultados muito promissores. No entanto, ainda
ndo se tem uma relacdo clara do parametro q introduzido na formulagcdo com as propriedades
do material a ser testado. Tendo isso em vista, esta secdo busca avaliar o pardmetro
relacionando-o com a energia de fratura presente em formulacdes da mecanica da fratura
(BROEK, 1974; LEONEL, 2021). A escolha por tentar relacionar o parametro com a energia
de fratura se deu justamente devido ao discutido na sec¢do 1.1, que a formulacdo em MDCX se

aproxima da mecanica da fratura ao utilizar as leis de evolucdo de fissuracdo a partir do critério
de Griffith.

De forma resumida, a energia de fratura corresponde ao trabalho necessario para a
ruptura completa de uma secéo transversal entalhada, que pode ser calculada a partir da area
sob a curva observada na Figura 2.9a. Esta area pode ser calculada a partir da equacdo (62).
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G, =" o(s")ds" (62)

Sendo Jc dado na Figura 2.9a e ¢(3%), observando a equagéo (25), dado por:

o(6%) =0, exp(qs”) (63)

Assim, conhecidos os valores de g e acr, € possivel determinar o valor de Gt. Além disso,
analisando as unidades das grandezas presentes na equacgdo (62), é possivel determinar que a

unidade do pardmetro q seria o inverso de uma medida de comprimento (m™, mm, pol?, etc.).

Tendo isso em vista, 0 exemplo apresentado na se¢do 6.2 foi simulado com trés valores
de parametro g, que correspondem a trés diferentes valores de Gt (Tabela 6.1). As demais

propriedades foram mantidas conforme os resultados apresentados anteriormente.

Tabela 6.1. Valores de G correspondentes aos valores de q testados.
q(mm?)  Gr(N/mm)

-16,0 0,1687
-20,0 0,1350
-24,0 0,1125

Fonte: préprio autor.

Com os trés valores de parametro g apresentados na Tabela 6.1, as respostas forca-
deslocamento s&o apresentadas na Figura 6.6. O resultado com g = -16 mm-! se apresenta menos
ajustado a curva experimental que os demais, levando a conclusdo que a energia de fratura teria

um valor mais préximo aos correspondentes a ¢ = -20 mm™ e q = -24 mm™.

Figura 6.6. Comparacdo do L30 com diferentes valores de g.

9.00 .
—Intevalo experimental

8.00

700 // 588 elementos - q = -16
— 6.00 588 elementos - q = -20
_‘24 5.00
= 588 elementos - q = -24
£74.00 B
IS
=

3.00

2.00 \

—
1.00

0.00

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00
Deslocamento (mm)

Fonte: proprio autor.
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Os autores dos experimentos, Winkler, Hofstetter e Niederwanger (2001), apresentam
em seu trabalho a energia de fratura com valor de Gf = 0,065 N/mm. Em um trabalho posterior,
Feist et al. (2004) apresentam para 0s mesmos experimentos um valor diferente para a energia
de fratura, Gs = 0,090 N/mm. Vale ressaltar que um dos autores do segundo trabalho também é
autor do primeiro. Apesar da incerteza quanto ao valor de tal quantidade, é possivel notar que
0 menor valor de Gf numericamente estimado no presente trabalho (Gf = 0,1125 N/mm) é

préximo ao apresentado por Feist et al. (2004).

Com isso, € possivel notar que pode haver uma relacdo entre o parametro g, proposto
no presente trabalho, e a energia da fratura presente nos modelos com mecénica da fratura. No
entanto, mais exemplos, com diferentes materiais e configuracdes de geometria e condicdes de
contorno, sdo necessarios para determinar se a relacéo direta entre Gt e g conforme apresentado

nesta secao € adequada.
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7. CONCLUSOES

A presente pesquisa visou contribuir com o desenvolvimento da Mecanica do Dano
Concentrado Expandida (MDCX) a partir da proposta de alteracdo da lei de dano para uma
equacdo que pudesse reproduzir o comportamento experimental de materiais submetidos a
modo | de falha. O elemento com quatro bandas de localizacéo teve relativo éxito ao reproduzir
experimentos de flexdo de 3 pontos em vigas, devido a dificuldade de reproducdo da brusca
queda na resposta forga-deslocamento. Ainda assim o elemento atingiu objetividade de solucéo,
independéncia de malha e bom ajuste na relacdo entre forca e abertura de fissuras para 0 mesmo

exemplo.

A implementacdo da LDNL no elemento com seis bandas de localizagdo contornou
limitacBes quanto a aplicacdo em exemplos com malhas irregulares. Além disso, a partir da
comparacgado dos resultados numéricos e experimentais obtidos para a chapa em L, foi possivel
concluir que o elemento apresenta resultados razoavelmente melhores aos apresentados pelos

elementos anteriores, mesmo em malhas regulares.

Os resultados apresentados com a LDNL proposta sdo promissores tendo em vista o
relativo éxito em reproduzir exemplos experimentais. No entanto, ainda ndo ha uma
compreensdo completa da relagéo entre o parametro g inserido na formulacéo e as propriedades
dos materiais. Uma relacdo promissora com a energia de fratura foi apresentada, apesar da
incerteza quanto ao valor real da propriedade devido aos resultados diferentes apresentados
pelos autores dos experimentos. Neste sentido, este € um dos desafios que podem ser explorados
em trabalhos futuros, a partir da aplicacgio em outros experimentos com diferentes

configuracOes e materiais.

Esforcos futuros na MDCX podem ser voltados também para a formulacdo de um
elemento finito que seja capaz de reproduzir o comportamento de exemplos com falha ao
modo Il, permitindo assim a aplicagdo em experimentos que falham devido ao cisalhamento.
Neste elemento, as bandas de localizacdo devem ter interpretacdo diferente, referindo-se a
deformacéo inelastica por cisalhamento ou distorgéo.

A expansdo da formulagdo para meios tridimensionais também se apresenta como um
desafio futuro na MDCX, sendo um elemento hexaédrico com 8 nds o mais préximo do
elemento finito apresentado no presente trabalho. Neste sentido, o elemento teria 24 graus de

liberdade, sendo necessarios 18 numexes.
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APENDICE A - MATRIZES DO ELEMENTO QUADRILATERAL DA MDCX
PROPOSTO POR AMORIM (2016)
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Neste apéndice sdo apresentadas algumas das matrizes que compdem a formulagéo do

elemento finito de quatro nés da MDCX (AMORIM, 2016), em coordenadas cartesianas,

conforme foi programado.

A matriz de transformacao cinematica [b] € dada por:

bll

b21

[b] = | b3
0

Lo

Sendo:

b4

b21
b22
bs

b6

b1 b3 by O 0 0 0

by, 0 0 bas by O 0 ]

by, O 0 0 0 bz, b38|
0 baz bys bss by 0 0

0 0 0 bss bgg bsy b58J
_ X; Xj

Gy =)+ ()
_ Vi —Yj

\/(xj - xi)z + (v - J’i)z
_ x] X

\/(xj —x) + (=)
_ Yi— Vi

\/(xj —x) + (=)
_ Xi — Xk

\/(xk —x)% + (yk — yi)?
_ Vi = Yk

\/(xk —x)% + Yk — yi)?
_ Xk — Xi

\/(Xk —x)%+ Yk — yi)?

Ye — Vi

T G )2 On )

(A1)

(A2)

(A3)

(A.4)

(A.5)

(A.6)

(A7)

(A.8)

(A.9)
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bsy = i (A.10)
\/(xz —x)%* + ( — y)?
bsy = Yi W (A.11)
\/(xz —x)%* + ( — y)?
Xp — X
by, = (A.12)
VO —x)2 + (v — yi)?
Yi— Vi
byg = (A.13)
VO —x)2 + (v — yi)?
Xi — X
bys = ,_k (A.14)
2 2
J(xk —x5)" + ()
Y-y
byy = L= (A.15)
2 2
J(xk —x5)" + (=)
X, — Xj
bas = - (A.16)
2 2
J(xk —x5)" + (=)
Vi — ¥
bag = k2 (A.17)
2 2
JGoe=%)" + i =)
beg = al el (A.18)
VO =%+ (v — m)?
beg = Y Nt (A.19)
VO =%+ (v — m)?
be, = X Mk (A.20)
VO =%+ (v — m)?
beg = Y1~ Yk (A.21)

\/(xl —x)% + (V= yi)?

A matriz de transformacao dos numexes em coordenadas cartesianas € obtida a partir da

manipulacdo matricial da equacéo (36), resultando em:

[T] = ([BIb] ) ([b][b]™) " (A23)

Em que a matriz cinematica [B] para o elemento finito quadrilateral de quatro nos da Figura

0.1 pode ser obtida com base nas funcdes de forma:
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dN;/dx 0 ON;/0x 0 N, /dx 0 ON,/dx 0
[Bl=| o oN/ay o ON;/dy 0o 90N,y 0  ON/dy (A24)
dN;/dy ON;/dx 0ON;/dy ON;/0x ON,/dy ON,/dx ON,/dy ON,/ox

Sendo:
NiGoy) = L11L2 (% N X) (Lz_z - y) (A.25)
NjGy) = L11L2 (% * X) (% N y) (A26)
Ne(x,y) = i (% + X) (% + y) (A.27)
NiGy) = L11L2 (% N X) (Lz_z * y) (A28)

Figura 0.1. Elemento finito de quatro nés.
l k

Fonte: Oliveira (2020).

A mesma matriz cinemética [B] pode ainda ser obtida com base nas deformacoes

(£x7 Exr ny):

[de, Oe, Otx  0&  Qge, 0g, 05, Oty

i  ovi 4 % Bu v, du v
Osy Oey 08y 08y D5y D5y D5y Ogy (A.29)
du; dv; Ouj  Odvj Qug Ovi OJu OV

any any any any any any any any

| aui aVi c’)u]- aV]- auk aVk aul avl |

Em que &, &, ¥xy Sa0 obtidos conforme a equagéo (31).

A matriz de coeficientes elasticos [H] para um estado plano de tensdes e material
isotrépico é:



E Ev
1—vZ 1-—v2
Ev E
H] =
[H] 1—vZ 1-—v2
0 0 E
2(1 +v)l
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(A.30)

O vetor de deformacOes generalizadas ou alongamentos de dano {6,} causados pela

formacéo das bandas de localizacdo, em coordenadas cartesianas, é dado por:

ij
€

Xi¥j — Xi¥k — Xj¥i T Xj¥k T XkYi — XkYj

0 )

ij

2 2
V& —x0)% + (yi — Yk)z\/(xi -x%) + (vi—v)
Xiyj — Xiy¥1 — Xj¥i T X591 T X1yi — X1y

€

{64} = 1

ij

\/(Xi —x)% + (yi — YI)ZJ(Xi - Xj)z + (Yi - }’j)2

Xi¥j — Xi¥k — Xj¥i T Xj¥k T XkYi — XkYj

+ <

+ 1

| \/(Xi - Xk)z + (v - Yk)z\/(xi - Xi)z + (vi - yj)2

J
jk IY] 1Yk X]Yl + X]Yk + XkYi — XkY]
G )6 - %0 -9
ik Xi¥j — Xi¥k ~ XjYi + Xj¥k + Xkyi — XkYj

€k

+4 V&i—x02+ (i — Yk)z\/(xj - Xk) + (y; — Yk)2

N

0
0
ik XjYk — Xj¥1 — XkYj + XkY1 T X1yj — XYk
k
2 2
V& —xD? + (yx — Y1)2\/(X1 —xi) + (vj —yx)
( 0
el XiYk — Xi¥1 — XkYi T XkY1 + X1¥i — X1¥k
\/(Xl —x1)? + (vi — yi0 2y & — x)? + (Y — y1)?
okl Xi¥k — Xi¥1 — XkYi t Xk¥1 + X1¥i — XYk
1
V& —xD? + (i — y) 2 i — )% + (v — y1)?
okl XjYk — Xjy1 — XkYj T Xky1 T X1yj — XYk
K
\[(X - Xk) + (Y] Yk) \/(Xk —x)? + (yk — y»?
\ 0
(il Xi¥j — Xiy1 — Xj¥i T Xjy1 T X1yi — X1y
i
2 2
J(Xi - Xj) + (yvi — Yj) V& —x)? + (v — y1)?
ell XiYk — XkY1 — XkYi T XkY1 + X1¥i — XYk
VG x0T+ -y G - xD2 + (- yD? ¢
0
0
ol Xi¥k — XkY1 — XkYi + Xk¥1 + X1¥i — XYk
1
V&= x)% + (v — y) 2 & — x)? + (yi — y)?/

~~

(A31)

~~

J
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APENDICE B - MATRIZES DO ELEMENTO QUADRILATERAL DA MDCX
PROPOSTO POR SANTOS (2021)

Para o elemento com seis bandas de localizacdo apresentado em Santos (2021), tem-se

como base o elemento finito quadrilateral irregular da Figura 0.1.

Figura 0.1. Elemento finito irregular de quatro nos.
k

Fonte: Santos (2021).

Sendo as bandas orientadas na direcdo a seguir: i-j, i-k, i-l, j-I, j-k, I-k, o vetor de

alongamento de dano {Jq} passa a ser:

{84} = [b] 4

\

ij ik il
si]-ei + Sik€i — Si1€
il

ij ik
—Cij€; — Cik€j + Cj&j

i YkTYi o YiTVi jl ik
sje) + ——Lelk 4 TL_“lelk 4 50l 4 5e)
I lik lik SRS
X=X o X — X | "
_Cij ;] — 1 ) e!k — ]l—e}(k — lee}- — cjke}
ik ik
ik Y=Y g1, Yk ¥ j jk
sikei(k — e =) e]l — slke{(k + sjke{(
i ) i
o X —X] 1 Xk — X -
ik, 2k AL gL Ak T Al 1k jk
—Cikex T e]. - €] + Cikex — Cik€x

l]'l

il j1
—sje) tsje; — Sike
1

l]'l

1k
1

i jl 1k
ciie] — €€ + Ck€

(B.1)

J

Em que os termos s, ¢ e | sdo, respectivamente, 0s senos e cossenos diretores e 0 comprimento

de cada banda, obtidos conforme a seguir:
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Xj—Xi Yi—Yi
J(XJ x) +(v- yl) J(x, —x) +(v;-v0)’
C:i XE—Xi Yk—Yi
th = J(xk—x)2+(yk y)Z’ Sike = J(xk—xi)2+<yk—yi>2
X1—X; Yi—Vi
\/(xl x)2+(-y?’ (er=x)?+(y1—y)?
X|—Xj Yi—Yj
T oo G (B2)
Xk—Xj Yk—Yj
T oo e
e = X=Xk Vi~ Yk

VG—x)?+(yk— 3’1)2, Stk = V=22 +(vr—yD?

g =/ G —x)% + (v —y)%5 L = \/(xj - xl)z + (yj - }’1)2

As matrizes [b], [B], [T] e [H] s&o as mesmas apresentadas no Apéndice A.
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APENDICE C - MONTAGEM DA MATRIZ JABOBIANA DO SISTEMA
LINEARIZADO

Conforme discutido na secao a respeito da implementacdo numérica, um dos passos de
analise é a obtencdo, a parir do sistema linearizado, da solucdo iterativa. Como pode ser
observado na equacdo (55), a matriz jacobiana para o elemento com seis bandas de localizagédo
é dada por:

[ or or ]
ONsys  Oesxiz

50" o €.1)
ON12xs  O€12x12

Vale ressaltar que para o elemento com quatro bandas de localizacdo, a quantidade de

linhas/colunas nas submatrizes muda de 12 para 8.

A primeira submatriz diz respeito as derivadas da lei de estado com relacdo as tensdes

NOS NUMeXxes:

0
a_ll\‘ISxS = -l (2

A segunda submatriz diz respeito as derivadas das leis de estado com relacdo as
espessuras das bandas de localizacéo:
Jr 964

£5x12 - _[B]E (C.B)

Para a montagem das submatrizes relacionadas as leis de dano, é necessario incluir
condicionais que avaliem se a lei de dano est4 ativa ou ndo. O indice bde indica que a variavel
pertence a uma espessura de banda. Na terceira submatriz, que diz respeito a derivada da lei de

evolucdo do dano em relacdo as tensdes dos numexes tem-se a seguinte condicional:

® Se Qgnde estiver ativo, ou seja, ghde > 0:

08bde _
TNy — HATIET™ (€4

® Se gnde NAO estiver ativo, ou seja, gode < 0:
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08bde

- C5
N ., = [00000] (C.5)

A quarta submatriz diz respeito a derivada da lei de evolugdo do dano com relacéo as
espessuras de banda, sendo que apenas a diagonal principal possui valores diferentes de zero,

dados por:
® Se Qnde eStiver ativo, ou seja, gbde > O:

08hde
de 1x1

= —qocrexp(qe;’) (C.6)
Para a banda ij no n6 i, por exemplo.
® Se gnde NAO estiver ativo, ou seja, gnde < 0:

08bde

=1 C.7
de 1x1 €7
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APENDICE D -ANALISE DE VIGAS DE CONCRETO ARMADO QUE FALHAM
POR CISALHAMENTO SOLICITADAS POR CARGAS DE IMPACTO

No decorrer dos trabalhos desta dissertacdo, além da formulacdo e resultados
apresentados ao longo do texto, foi desenvolvido a partir do projeto de iniciacdo cientifica da
aluna de graduacdo em Engenharia Civil da Universidade Federal de Sergipe Victoria Eduarda
de Souza Cruz, um modelo baseado na Teoria do Dano Concentrado para andlise de vigas de

concreto armado que falham por cisalhamento solicitadas por cargas de impacto.

O trabalho de Teles, Oliveira e Amorim (2020) prop6s um modelo para analise de vigas
de concreto armado que falham por flexdo solicitadas por cargas de impacto. O modelo foi
capaz, a partir da proposta de uma lei de dano, de estimar com precisdo o deslocamento plastico
e a danificacdo de vigas experimentadas com resultados publicados na literatura técnica.
Oliveira, Teles e Amorim (2020) mostrou resultados promissores utilizando uma formulacao
semelhante. No entanto, neste Gltimo trabalho ndo sdo apresentadas funcGes de resisténcia a
fissuracdo e escoamento, tornando invidvel a aplicacdo em larga escala do modelo. Tendo isso
em vista, 0 modelo iniciado em Oliveira, Teles e Amorim (2020) foi aplicado em outras vigas
experimentadas, tornando possivel propor uma funcdo de resisténcia a fissuracdo e de

escoamento.
Modelo proposto em Oliveira, Teles e Amorim (2020)

Para vigas que falham por cisalhamento, abordando a Teoria do Dano Concentrado a

partir da termodinamica dos processos irreversiveis, a energia dissipada no processo é dada por:

{(MYT{yP} + Gsds > 0 (D.1)

Sendo {M} o vetor de tensbes generalizadas do elemento, que sdo neste caso 0s momentos
fletores Mj e Mjnos nos i e j, respectivamente, {y?} as distorc¢des plasticas nodais, Gs 0 momento

de conducéo do dano dado pela equagéo (D.2), e ds 0 dano devido ao cisalhamento (Figura 0.1).
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Figura 0.1. Representacdo das variaveis do modelo.

J

L

Fonte: Adaptado de Oliveira, Teles e Amorim (2020).

LV?

Gy = ——
$ 7 2GA(1 —dy)?

(D.2)

Em que L é o comprimento, G é arigidez a torcdo e A é a area da secdo transversal do elemento

analisado, e V é o maior valor de cortante observado no elemento analisado.

Em um trabalho que visava quantificar os efeitos inelésticos de vigas de concreto
armado submetidas a cargas de impacto, Fujikake, Li e Soeun (2009) apresentaram um modelo
analitico baseado em um balango de energia de um sistema massa-mola-amortecedor. Neste

modelo, a energia dissipada durante o impacto é dada por:

myv? mgmy
2 2(m3+mH)

f P(w)dw = V2 + (mg + My) GWmax (D3)

Sendo my a massa do objeto solto sobre a viga, mg a massa da viga, g a aceleracéo da gravidade,
Wmax 0 deslocamento maximo a meio-véo da viga e v a velocidade de impacto. Considerando a
simetria da viga (Figura 0.2), o problema pode ser resolvido utilizando apenas um elemento
finito. Ainda, visto que as equacdes (D.1) e (D.3) tratam-se ambas de um processo dissipativo,

estas podem ser igualadas resultando em:

myv? mpmy
2 2(mg+my)

v? + (g + my) gWmax = Mjy;] + Gsdg (D.3)

Sendo y}’ a distorcao plastica sofrida pela viga (Figura 0.1).
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Figura 0.2. Carga de impacto aplicada a meio-véo (simetria).
I

L

(a) (b)

Fonte: Adaptado de Oliveira, Teles e Amorim (2020).

Funcdes de resisténcia a fissuracao e de escoamento propostas

Para propor as leis de evolucdo do dano e lei de escoamento, foram utilizados
experimentos realizados por Bhatthi et al. (2009). Nestes, foram testadas vigas com duas
configuracdes de armacao transversal diferentes, aqui chamadas de tipo A e B, sendo a primeira
com espagamento entre estribos de 15 cm e a segunda com espagamento de 7,5 cm. Nos
experimentos, estas vigas foram impactadas por um martelo com 400 kg de massa, solto de

diferentes alturas.

Utilizando a formulacéo anteriormente apresentada, é possivel calcular o momento de
conducdo do dano Gs e o valor de dano nas vigas apds os ensaios. Realizando estes calculos
para as vigas experimentadas por Bhatthi et al. (2009), foram propostas as seguintes funcées de

resisténcia a fissuracao e de escoamento:

In(1 —dy)
R(ds) = feokz + bm (D4)
fs=IV—-eyP|-f=0 (D.5)

Em que Ro, b, k, e e f sdo parametros que dependem das caracteristicas do elemento analisado,
e V é a forca cortante efetiva, dada por V =V /(1 — d,).

Os ajustes considerados para propor as fungdes sdo apresentados na Figura 0.3.



Figura 0.3. Ajustes realizados para propor as funcdes do modelo.
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Fonte: préprio autor.
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APENDICE E — MODELO PARA ANALISAR PORTICOS DE CONCRETO
ARMADO

Um outro projeto desenvolvido no decorrer dos trabalhos desta dissertagdo visava
analisar porticos, dimensionados seguindo as diretrizes das normas brasileiras, submetidos a
acOes sismicas (TELES et al., 2021).

A primeira etapa do projeto consistiu no dimensionamento de 11 estruturas, sendo 6
com sistema de contraventamento formado apenas por porticos e outras 5 formado pelo
conjunto de porticos e pilares-parede, com nimero de pavimentos variando entre 5 e 20. Todas
estas estruturas foram dimensionadas seguindo as diretrizes das normas brasileiras vigentes, e
mais detalhes sdo apresentados em Teles et al. (2021). Posteriormente, foram obtidos
acelerogramas sismicos de eventos reais, com 7 diferentes magnitudes, variando na escala
Richter entre 3,0ML e 6,0ML. Por fim, as cargas resultantes de cada um destes acelerogramas
foram aplicadas na base de cada uma das estruturas dimensionadas. Para realizar estas
simulagoes foi utilizado o elemento finito de pértico desenvolvido por Perdomo et al. (2013),
implementado no programa enddgeno de elementos finitos (UZCATEGUI, 2012).

O elemento finito de portico proposto por Perdomo et al. (2013) é baseado na Teoria do
Dano Concentrado. No elemento, os efeitos inelésticos devido a flexdo estdo concentrados nos
nos do elemento, enquanto os efeitos inelasticos causados pelo cisalhamento estdo distribuidos
no elemento (Figura 0.1).

Neste sentido, considerando um elemento entre 0s nos i e j, a configuracdo deformada
pode ser descrita por duas rotagdes relativas, ¢ e ¢, e um alongamento ¢, sendo definida entdo

a matriz de deformacdes generalizadas:

{@}={d: ¢; 6}7 (ED)

em gue o sobrescrito T indica a transposta.

Por sua vez, a matriz de tensdes generalizadas e dada por:

M} ={M; M; N3T (E2)

sendo M; e M;j com o mesmo significado apresentado na Figura 0.1, e N sendo a forca axial.
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Figura 0.1. Elemento de portico utilizado (PERDOMO et al., 2013).

Rotulas

inslasticas
Wi cbriieni civm s Balsaled o chicdan
didrdruialc (7l )

i j
g : >

Fonte: adaptado de Teles et al. (2021).

A forga cortante também é considerada na formulacéo, podendo ser expressa por:

Vi

IIl

Vi

IIl

Considerando a hipétese de equivaléncia em deformacdes, a matriz de deformacgdes

generalizadas é dada por:

{@}={®°} +{®9} + {y} + {®P} + (v} (E4)

sendo {®¢} a parte elastica, {®%} e {y?} as parcelas de dano, que consideram a fissuragio do
concreto devido a flexdo e cisalhamento, respectivamente, e {®?} e {y”} as parcelas plésticas,

gue consideram o escoamento das armaduras longitudinal e transversal, respectivamente.
Utilizando o conceito de tensao efetiva, a equacao (E.4) pode ser reescrita como:

{® — ®? —y?P} = [F(d;, d;, ds) |{M} (E.5)

em que a matriz de flexibilidade danificada [F(d;, d;, d;)] é dada por:
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L L L L .
3EI(1—dp) | LGA(—dy) T 6El T LGA(I —dy) 0
L L L
[F(didjds)] =1 —gpr+ LGA(l—dy)  3EI(1—d;)  LGA(1—dy) 0 (E.6)
L
0 0 vl

Os momentos de condugéo do dano devido a flexdo (Gi e Gj) e cisalhamento (Gs) sdo

dados por:

ow LM?

G = 5a T eEId—d,)?
ow LM}
70d 6p1(1-q)°
ow M+ M)’
T 9d;  2LGA(1 — d,)?

(E7)
Gs

sendo W a energia de deformacéo do elemento finito, dada por:

W= %{M}T{CI) — ®P —yP} = %{M}T[F(di, d;, ds)]|{M} (E.8)

As leis de evolucdo do dano sdo dadas pelo critério de Griffith, expresso por:

Adi=OS€Gi<Rl’
{Gi =RiS€Adi >0
Adg = 0 se Gg < Ry
{GS = R;seAd; >0

(E.9)

em que Ri, Rj e Rs sdo as fungdes de resisténcia a fissuracéo, dadas por:

In(1-d;)
1-d;
In(1—d;)
In(1-d;)
1—d;

R; = Rip + q;
R; =Rjo +q; (E.10)

Rs = Rso + g5
sendo Rio, Rjo, Rso, i, 0j, € s parametros do modelo que podem ser determinados a partir da
teoria do concreto armado (PERDOMO et al., 2013).

As leis de evolucdo pléastica séo dadas por:
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Ap? =0sef; <0
fi =0seA¢p? >0

Ap? =0sef; <0
J ) (E.11)
fi =0se Ag; >0
Ayip =0sef; <0
s = 0se Ayip >0
em que fi, fj e fs sdo as funcbes de escoamento, dadas por:
m.
fi= |1 —ldi — ;9] | = kio
I L B B
/= ‘1 —q 9% |~ ko (E12)
m
= [ — st~ Ko
S

sendo kio, Ko, Kso, Ci, Cj, € Cs parametros do modelo que podem ser determinados a partir da teoria
do concreto armado (PERDOMO et al., 2013).

A partir das simulacOes realizadas com este elemento finito, € possivel discutir alguns
resultados, principalmente relacionadas aos valores observados nos mapas de dano, valores das
forcas cortantes na base da estrutura, deslocamento relativo entre pavimentos e relacdo entre o

periodo natural de vibracdo da estrutura e do sismo analisado.

Em suma, quando submetidos aos acelerogramas de sismos com magnitudes a partir de
5,0ML, todos os porticos apresentaram comportamento estrutural inadequado, com valores de
dano muito altos, além de problemas com altos valores de forca cortante na base. Todos 0s
porticos apresentaram deslocamentos relativos que excediam limites normativos internacionais,
mesmo quando sujeitos aos sismos de menor magnitude. As analises da relacéo entre o periodo
natural de vibragdo da estrutura e do sismo analisado foram utilizadas para justificar que alguns
porticos, mesmo sujeitos a sismos de menores magnitudes, apresentaram altos valores de
danificacdo devido a proximidade entre os valores de periodo natural de vibracdo. Mapas de
dano, tabelas com valores das forgas cortante basais e figuras ilustrativas dos deslocamentos

relativos, além de discussdes mais aprofundadas sdo apresentadas em Teles et al. (2021).
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