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Resumo

O objetivo deste trabalho é apresentar os ntimeros primos e mostrar uma relagao
entre a fungao de contagem de primos, 7(x), e a func¢ao logaritmo natural, log(z). Inici-
almente, faremos um breve apanhado historico. Em seguida, traremos alguns conceitos
importantes acerca dos nimeros primos e sobre alguns elementos da Analise Complexa.
Por fim, estudaremos a funcao Zeta de Riemann e traremos a demonstracao do Teorema
dos Numeros Primos, tracando uma conexao entre a funcao Zeta de Riemann e a funcao

7(x).
Palavras chave: Teorema dos Niimeros Primos; Distribuicao dos niimeros primos;
Fungao Zeta de Riemann; Teoria dos Ntumeros.



Abstract

The objective of this work is to present prime numbers and show a relationship
between the prime counting function, m(x), and the natural logarithm function, log(x).
Initially, we will make a brief historical overview. Next, we will bring some important
concepts about prime numbers and about some elements of Complex Analysis. Finally, we
will study the Riemann Zeta function and bring the demonstration of the Prime Number
Theorem, tracing a connection between the Riemann Zeta function and the 7 (z) function.

Keywords: Prime Number Theorem; Distribution of prime numbers; Riemann’s
Zeta function; Number Theory.
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Capitulo 1

Introducao

Quando se ouve a expressao “um nimero x é primo”, a maioria das pessoas lem-
bra de algum processo que envolva divisao, como, por exemplo, fatoragao de um ntimero
natural, o calculo do maximo divisor comum entre dois nimeros inteiros, ou alguns ou-
tros problemas especificos de Aritmética que envolvam a ideia da divisao. Dizer que a
distribuicao dos nimeros primos ao longo da sequéncia dos nimeros naturais tem alguma
conexao com logaritmos ou niimeros complexos talvez pareca soar estranho para algumas
pessoas, mas, um jovem fanético por tabuas de logaritmo do século XVIII com apenas 15
anos de idade, Karl Friedrich Gauss, percebeu que a quantidade de ntimeros primos até

um dado valor x real correspondia a um valor préximo do quociente . Anos depois,

ogx
um dos alunos de Gauss, o jovem Georg Friedrich Bernhard Riemann, percebeu que a

distribuicao dos ntimeros primos sobre a reta real tinha uma forte relacao com a série

1 1 1 1
aplicada a valores s complexos com parte real maior que 1.

Em séculos passados, acreditou-se que os ntimeros primos possufam alguma propri-
edade mistica, uma vez que dificilmente um matematico fazia descobertas nesta area da
Teoria dos Numeros. Apesar dos primeiros teoremas envolvendo ntimeros primos terem
sido enunciados e provados no século III a.C., as primeiras féormulas que geravam alguns
numeros primos surgiram apenas no século XVII. Neste mesmo sentido, o Teorema dos
Niumeros Primos, que mostra como ocorre a distribuicao dos ntimeros primos dentro do
conjunto dos numeros reais, s6 foi demonstrado em 1.896.

Hoje, ha aplicacoes para o uso de nimeros primos em diversas areas de conheci-
mento, como em Fisica e em tecnologia da informacgao. Particularmente, grandes investi-
mentos ocorrem na busca por novos numeros primos com grande quantidade de digitos.
Popularmente conhecida, a criptografia RSA é mais um exemplo de aplicacao para nime-
ros primos, uma vez que usa calculos a base de nliimeros primos para promover a seguranca
no trafego de dados entre dispositivos de comunicagao.

Este trabalho tem por objetivo mostrar a associagao da distribuicao dos niimeros
primos com as fungoes holomorfas. No capitulo 1, traremos um breve apanhado sobre a
histéria dos nimeros primos, desde o primeiro registro histérico de contato humano com
a ideia destes nimeros, passando pelo ponto em que houve a primeira ideia acerca da dis-
tribuicao dos niimeros primos, até a tao buscada prova do Teorema dos Nimeros Primos.
No capitulo 2, apresentaremos a definicdo de um nimero primo, embasada nos conceitos
relativos a divisibilidade. Mostraremos alguns tipos de ntimeros primos, apresentaremos

13



CAPITULO 1. INTRODUCAO 14

a funcdo 7(x), conhecida como fungio de contagem de nimeros primos, e traremos uma,
aplicacao do Teorema dos Ntumeros Primos. No capitulo 3, apresentaremos o conjunto dos
niumeros complexos (C) e um pouco de sua topologia. Trataremos sobre algumas fungoes
em uma variavel complexa, nocoes sobre sequéncias e séries de nimeros complexos, dentre
algumas importantes noc¢oes de célculo complexo, como derivagao, integracao, represen-
tacao em séries de poténcias e célculo de residuos. Por fim, no capitulo 4, apresentaremos
a funcao Zeta de Riemann e as funcoes de Chebshevy. A partir dai, estabeleceremos uma
ligacdo entre estas fungoes e a fungio w(z), obtendo ferramentas suficientes para provar
o Teorema dos Nimeros Primos, ou seja, mostraremos a igualdade

. m(x)

lim ——— =
r—+00 J}/ log €



Capitulo 2

Um breve apanhado histérico

Um dos grandes desafios da Matematica é entender padroes que expliquem a ale-
atoriedade do aparecimento de ntimeros primos na reta dos niimeros reais. Considerados
como blocos de construcao dos nimeros inteiros, durante séculos, mateméaticos se debruca-
ram sobre a esperanca de ter avancos nesta drea da Teoria dos Numeros. Neste capitulo,
veremos resumidamente como ocoreu a evolucao das descobretas que marcaram a historia
da Matemaética, no tocante aos niimeros primos.

2.1 Os primeiros contatos com os niimeros primos

A historia sobre os ntimeros primos se inicia bem antes do que muitas pessoas
imaginam. O artefato mais antigo que remete a ideia de nimeros primos é o osso de
Ishango. Registrado de 6.500 a.C, aproximadamente, este artefato foi encontrado na
regido da Africa Central Equatorial. Na imagem temos uma foto deste artefato,
exposto no Real Instituto Belga de Ciéncias Naturais, em Bruxelas, Bélgica.

Figura 2.1: Osso d’Ishango.

Neste osso, ha marcagoes que aparentam ter cunho matematico. Em uma coluna
especifica, observam-se marcacgoes que aparentam ser elementos de uma lista dos niimeros
primos pertencentes ao intervalo [10,20], ou seja, fazendo referéncia aos nameros 11, 13,
17 e 19, como pode ser conferido na imagem

Apesar da existéncia deste artefato, acredita-se que a primeira cultura a tentar
desvendar os mistérios acerca dos numeros primos tenha sido a dos chineses, por volta
de 1.000 a.C.. Ha registros de que caracteristicas femininas eram atribuidas aos niimeros
pares, e as masculinas, aos impares. A ideia de nimeros afeminados estava associada a
numeros impares maiores que a unidade, e que ndo eram primos (um tipo de nimero
composto). Nesta cultura, a ideia de nimeros machdes se relacionava, entdo, aos nimeros
primos. O termo machoes foi usado pelo fato de nao conseguirem distribuir graos de
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CAPITULO 2. UM BREVE APANHADO HISTORICO 16

quantidades dadas por ntimeros primos em fileiras com um mesmo nimero de linhas.
Como se este tipo de quantidade de graos “resistisse” as tentativas de distribuicdo. Por
exemplo, se houvesse uma pilha com 10 graos, poderiam ser feitas distribuicoes dos graos
em 2 colunas, contendo 5 graos em cada, ou 5 colunas contendo 2 graos em cada. Poderia,
ainda, formar uma tnica coluna, contendo todos os 10 graos. Mas, a partir de uma pilha
com 13 graos, que se trata de uma quantidade com nimero primos de graos, por exemplo,
nao seria possivel formar mais de uma coluna com quantidade igual de graos. Ou seja,
todos os graos deveriam vir em uma tnica coluna [14].

19 301 1 Coluna (a)
U o i

s T 13 1 Coluna (b)

[T T

1 5

Coluna {c)

Figura 2.2: Detalhes do conteido do osso d’Ishango.

2.2 Os primos e os pitagoricos

Dentre todos os povos antigos, a historia registra que os gregos foram os primeiros
a associar a ideia de blocos de constru¢ao para os niimeros a partir de nlimeros primos.
Possivelmente, a nocao de ntimero primo tenha sido introduzida por Pitagoras, por volta
de 530 a.C. Os gregos pitagoricos perceberam que havia nimeros que nao poderiam ser
expressos como o produto de dois outros menores, diferentes da unidade. Entao, come-
caram a estudar com mais interesse as propriedades de tais niimeros. Eles perceberam
que qualquer nimero diferente da unidade era originario de algum produto envolvendo
niimeros primos, como por exemplo, 2=1-2¢ 10 =2-5.

Dentro de sua base teérica, os gregos antigos associavam a ideia de uma grandeza
ou de um numero ao comprimento de um segmento de reta. A unidade era considerada
como algo indivisivel, servindo de parametro de contagem, mas nao era considerada um
ntimero. Na verdade, a nomenclatura atribuida a unidade recebia o nome de monad. J&
a colecao de unidades foi nomeada como arithmdi. O préprio Pitagoras atribuiu o termo
protoi arithmoir a numeros que traduzimos como ntimeros primérios, ou seja, nimeros
primos. Por sua vez, os niimeros gerados a partir de primos eram denominados deutero:
arithmdi, cuja traducao corresponde a numeros secundarios. Sendo assim, aplicavam
conceitos relativos a Teoria dos Numeros a conceitos de Geometria.

Um dos primeiros matematicos a estudar com vigor a Teoria dos Ndmeros foi
Euclides de Alexandria (aprox. 323 - 283 a.C). Apesar de ser conhecido por grandes
descobertas no campo da geometria, Euclides chegou a escrever trés livros voltados para
a teoria elementar dos ntmeros. O livro Elementos VII, por exemplo, inicia com um
processo para calcular o méaximo divisor de dois ou mais nimeros, e que verificava se
dois ntimeros inteiros sao primos entre si. Neste mesmo livro, Euclides apresenta a nocao
de nimero e unidade. Abaixo, temos a traducao do trecho de seu livro em que ha esta
apresentacao.
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Definicao VII.1 A unidade € aquilo sequndo o que cada uma das coisas
existentes € dita ‘uma’.

Definicao VII.2 O numero ¢ uma multiplicidade composta de unidades.
Definicao VII.3 Um numero € uma parte de um nimero, o menor do
mator, quando ele mede o maior.

Tal definicao acerca da unidade serviu de fundamento para o famoso Algoritmo de
FEuclides, que visa calcular a maior medida comum de dois nimeros, o que chamamos,
atualmente, de mdzimo divisor comum ou mdc [I3]. A ideia geométrica para determinar
o mdc consite em tomar dois ntimeros, z e y, e representa-los, respectivamente, por
segmentos. Denotaremos estes segmentos respectivamente por AB e C'D. Observa-se,
entao, qual destes é o de maior medida. Sem perda de generalidade, considere este sendo
AB.

O procedimento consiste em verificar se C'D mede AB. Ou seja, verifica-se a
possibilidade de retirar continuamente do segmento AB pedacos de medida igual & de
CD, observando se h& alguma sobra.

®
(]

Figura 2.3: Ilustracao da comparacao entre os segmentos de medidas x e y.

Nao havendo uma sobra, dize-se que C'D mede AB. Consequentemente, x ¢ milti-
plo de 3. Caso contréario, nomeando o segmento restante de AR, percebe-se que a medida
de AR, correspondente ao resto da divisao de z por y. Digamos que a medida de AR,
represente o nimero natural 7. A titulo de ilustracao, temos a figura indicando esta
ideia de sobra.

A R, B
™

@ 2 ]

c y D

Figura 2.4: Ilustracao do processo de divisao.

Analogamente, verificamos quantas vezes AR; cabe em CD, e se had um “resto”
C'R,. Sendo possivel prosseguir o processo, pode-se obter sobras AR3, C'Ry, sucessiva-
mente. Se, em algum momento do processo de comparagoes e retiradas sucessivas, houver
um segmento restante equivalente ao padrao da unidade, entao = e y sao ditos primos
entre si, uma vez que os gregos nao consideravam 1 como um nimero. No caso em que x
e ¥y nao sao primos entre si, em algum momento do processo havera um segmento restante
diferente da unidade, e que mede, exatamente, o precedente. Este “resto” representa o
mdc entre x e .

Uma das consequéncias destas comparacoes é que, caso um nimero natural nao
possa ser medido por nenhum outro ntimero diferente dele mesmo, exceto pela unidade, tal
naumero ¢ entitulado nimero primo[I4]. Vejamos a seguir um exemplo prético do processo
de divisao euclidiana.
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Exemplo 2.2.1. Calcule o mdc de 30 e 25.

Inicialmente, observamos que 30 é maior que 25. Entao, podemos retirar 25 uni-
dades, de uma tnica vez, de um segmento de 30 unidades de comprimento, restando um
segmento de r; = 5 unidades. Em seguida, percebemos que pode-se retirar cinco segmen-
tos de tamanho correspondente a 5 unidades do segmento de 25 unidades de comprimento,
sem que haja sobra. Ou seja, 5 “cabe” uma quantidade exata de vezes dentro de 25. Desta
maneira, chegamos a conclusao de que o mdc entre 30 e 25 é 5. O processo algébrico cor-
responde a:

a) 30 =25-1+5,
b)25=5-5

Usualmente, o dispositivo de Euclides para calcular o mdc entre os nimeros natu-
rais a e b é representado como na tabela[2.1] Sua ideia coincide com o processo geométrico
descrito acima. Todos os numeros envolvidos sao niimeros naturais. Assim, as divisoes
sucessivas

a = bq+m

b = T1q2 + 9

re = ToQ3+T3
'm—1 = Tn4n+1,

onde mdc(a, b) = r, > 0, sdo representadas do seguinte modo: na primeira linha, a partir
da segunda coluna, sao colocados os quocientes de cada divisao sucessiva qi, g2, q3, ---, @n-
Na segunda linha, a primeira coluna é preenchida pelo dividendo, e a partir da segunda
coluna, pelos sucessivos divisores b, 71,73, ...,7,_1,7,. Na terceira linha, logo a partir da
primeira coluna, sao inseridos os restos de cada divisao rq, 79, ...,7h_1, Tn. OU seja,

q1 | 92 | 43 | --- | Gn—1 qn dn+1
a | b |ri|ro| .| oo | rno1 Tn
T 9 rs3 T4 Tn

Tabela 2.1: Algoritmo de Euclides

Além do algoritmo que leva seu nome, Euclides também enunciou em seu livro
Elementos IX, na proposicao IX 14, o equivalente ao Teorema Fundamental da Aritmética.
Este teorema mostra que todo nimero inteiro maior que um é primo ou se escreve de
modo 1nico como produto de, no minimo, dois primos, salvo quanto a ordem de seus
fatores. Neste mesmo livro, através da proposicao IX 20, Euclides provou o teorema sobre
a infinitude dos ntimeros primos. Esta demonstragao é considerada universalmente como
modelo de elegancia matematica, devido & maestria na manipulacao da hipotese [13].

2.3 O surgimento de um crivo

Registra-se que o primeiro matematico a escrever uma tabela de nimeros primos
foi o bibliotecario-chefe da universidade local de Alexandria, o grego Eratostenes de Ci-
rene (aprox. 276 — 194 a.C.). Ele criou um dispositivo muito ttil para descobrir todos
os nimeros primos pertencentes ao intervalo [1, N], onde N é um nimero natural. Este
dispositivo recebeu o nome de crivo de FEratdstenes. Até o presente momento, o Unico
método utilizado para verificar se dois niimeros eram primos consistia na divisao eucli-
diana, verificando o resultado do mdc de dois nimeros quaisquer. O método utilizado
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por Eratostenes consiste em eliminar gradativamente niimeros compostos. Inicialmente,
escreve-se uma tabela com os N primeiros ntimeros naturais, reservando o nimero 2 e
riscando da lista todos os multiplos de 2. Em seguida, repete-se o processo, reservando o
proximo elemento da lista apds o numero 2 que nao havia sido riscado, ou seja, o nimero
3, e riscando todos os seus multiplos. Posteriormente, reserva-se o niimero 5, e assim por
diante, até o maior inteiro cujo quadrado é menor ou igual a N. Ao final deste processo,
todo nimero nao riscado da lista ¢ um primo [14].

Na tabela[2.2] temos um exemplo do crivo para descobrir os niimeros primos entre
1 e 100. Automaticamente, o nimero 1 é o primeiro a ser eliminado. Em azul, foram
destacados os miiltiplos de 2, e em verde, os miiltiplos de 3 que ainda nao haviam ganhado
destaque. De modo analogo, em vermelho, temos os multiplos de 5 ainda nao destacados
anteriormente, e, em cinza, os multiplos de 7. O préximo ntimero primo usado para
eliminar nimeros compostos seria 11, mas o primeiro elemento da tabela que ele eliminaria
seria 11?2 = 121, que j& nio consta na tabela de 1 a 100. Deste modo, os ntimeros sem
destaque na tabela sao todos os niimeros primos pertencentes a este intervalo.

Tabela 2.2: Crivo de Eratostenes

Esse método foi estudado e aprimorado por outros mateméticos posteriormente,
como por Ernst Meissel em 1.870, por Bertelsen em 1.893, e por D.H. Lehmer, em 1.959.
Apesar de ser um método simples, torna-se trabalhoso e lento para valores de N muito
grandes. Atualmente, existem testes de primalidade mais rapidos e eficazes, desenvolvidos
por outros matematicos séculos mais tarde.

2.4 Um teste de primalidade e a busca por féormulas

Apesar de sua ocupacao principal ser de um advogado, e de ter recebido sua educa-
¢ao inicial em casa, o francés Pierre de Fermat (1.601 — 1.665) dedicava horas de lazer para
o estudo da Matematica. Sua avidez trouxe contribuicoes altamente relevantes para varios
campos de estudo, dentre eles, a Teoria dos Numeros. Em especial, enunciou teoremas
voltados ao estudo dos ntimeros primos. Destacamos neste trabalho o Pequeno Teorema
de Fermat, que fornece um importante teste de primalidade. Fermat apenas enunciou este
teorema através de uma carta com data de 18 de outubro de 1.640, destinada a Frénicle
de Bessy. A primeira demonstracao do PTF, assim conhecido pelos matematicos, data de
1.736, por Euler [3]. Falaremos mais sobre este teorema na Se¢ao deste trabalho.

Fermat também foi responsavel por apresentar uma prova de que todo nimero
primo impar pode ser expresso de modo tnico como a diferenca entre dois quadrados.
Exemplificando este fato, temos que 3 = 22 — 12 e 17 = 92 — 8%, Para a demonstracio
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desta afirmativa, Fermat partiu da premissa de que, se p € um primo impar, entao

()05

Observe que, se p = z° — y°, entdo p = (x + y)(xr — y). Como p é primo, entdo
r+y=pex—y=1, de onde se obtém o resultado.

Fermat chegou apenas a enunciar outros dois teoremas acerca dos nimeros primos
da forma 4n + 1. Estes também foram provados posteriormente por outros matematicos.
Em 1.640, Fermat escreveu uma carta para um grande estudioso das ciéncias: o padre
Marin Mersenne (1.588 — 1.648). Nesta carta, Fermat afirmou que possivelmente teria
descoberto uma férmula para calcular alguns niimeros primos. Mas, em 1.732, Fuler
apresentou uma prova de que tal formula nao era totalmente valida [3]. Detalharemos
sobre esta formula proposta por Fermat na Secao deste trabalho.

2.5 Euler e o inicio da analise complexa

Mesmo diante de sérios problemas na visao, o sui¢o Leonhard Euler (1.707 — 1.783),
inspirado pelas ideias de Fermat, foi responsavel por implementar importantes notacoes,
tais como f(x) para fungoes, e para a base de logaritmos naturais, > para somatorios e
i para a unidade imaginaria, onde i* = —1. Suas descobertas foram de grande maestria,
sendo que chegou a publicar 530 trabalhos durante sua vida [3].

Euler também foi responsavel por uma identidade bastante utilizada na Anéalise
Complexa:

" = cos(x) + isen(x),
onde, para x = 7, relaciona cinco dos mais importantes ntimeros da Matematica:
0,1, eezq.

Euler se interessava por uma diversidade de assuntos da Matematica de sua época,
mas tinha uma grande visao para resolucao de problemas sobre hidraulica, construcao
de navios e balisticas. Uma de suas conquistas, foi dar uma solucao plausivel para o
problema das pontes de Konigsberg. Sua paixao por célculos foi possivelmente estimulada
pelo contato através de cartas com o matemaético alemao Christian Goldbach. Em um de
seus contatos, anunciou a conjectura de que todo nimero par poderia ser expresso como
a soma de dois nimeros primos. Seu amor pela Teoria dos Nimeros se estendeu pelo
interesse acerca do mistério dos nimeros primos, levando-o a construir tabelas de primos
para valores pouco superiores a 100.000. Euler escreveu uma féormula para calcular uma
lista de alguns ntimeros primos: z? + x + 41, valida para valores inteiros de z tais que
0 <z < 39. Euler sabia que sua formula falharia em algum ponto, e desviou seu trabalho
para a analise dos valores de ¢ para os quais a formula 2% + = 4 ¢ também geraria nimeros
primos.

Euler foi um dos primeiros matematicos a estudar uma funcao que envolve séries
infinitas que convergiam, denominada funcao zeta e representada pela letra grega (. Nesta
representacao para a funcao zeta, Euler utilizou valores de x reais maiores que 1.

() Lol by
Em particular, Euler analisou a soma dos inversos dos quadrados de ntimeros na-

turais, mostrando que
1+ = + ! + = + = ™
49 16 6
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Atribui-se também a Euler a ideia de produto de séries de fracoes relacionadas a
ntmeros primos, conhecido como produto de Fuler, cuja igualdade é vilida para x € C
, com parte real de x maior que 1. Assim, relaciou o produto infinito de somas de

Progressoes Geométricas, cujas razoes sao da forma —, onde p é um ndmero primo, a
D

fungao zeta|l4].
(@)= — bt =
SRS TIRICTIET ne

11 11 11
= (1_}_?4_(22)14_...) . (14_3_%_'_(32)%_'_...)...(14_2;4_(pQ)m_|_...>...
2.6 A disputa entre Gauss e Legendre

Aos 15 anos de idade, Karl Friedrich Gauss (1.777 — 1.855) ficou intrigado com o
fato de um livro sobre logaritmos conter uma tabela de nlimeros primos na sua contracapa.
Em sua época, era muito comum trabalhar com logaritmos em varios ramos, como na
navegacao, contabilidades bancarias e com mercadores. Sua curiosidade o fez trabalhar
em tabelas, e perceber que esses dois temas possuiam alguma conexao. Ao comparar a
quantidade de nimeros primos entre 1 e 10, 1 e 100, 1 e 1.000, ou 1 e qualquer outra
poténcia de base 10, notava que precisava adicionar aproximadamente 2,3 ao quociente
entre a quantidade x de nimeros analisados e a quantidade de primos até o mesmo x. A
relagao entre multiplicacao e adicao dos valores encontrados esti justamente relacionada
as propriedades de logaritmo, tao conhecidas por Gauss. O detalhe sutil proposto por
Gauss se referia ao logaritmo natural, ou seja, logaritmo cuja base seja o niimero e. Usando
a simbologia 7(x) para expressar a quantidade de nimeros primos existentes de 1 até o
namero z, Gauss estimou que 7(x) era, aproximadamente,

x
log(z)

onde log(x) representa o logaritmo na base e. Seu objetivo nao consistia em prever a
posicao do proximo nimero primo no conjunto dos numeros naturais, mas observar o
padrao relativo a quantidade de primos até dado x. Apesar de sua grande descoberta,
(Gauss nao a consideraria realmente valiosa se nao pudesse escrever uma prova a esse res-
peito. Assim, resolveu deixar suas ideias iniciais em segredo, apenas como anotacoes. Na
verdade, muitas de suas descobertas estavam em uma linguagem secreta propria. Certas
anotacoes continuam sem uma “traducao” até a atualidade. Somente ap6s sua morte, foi
descoberta a época aproximada em que Gauss conjecturou estas ideias acerca da quanti-
dade de nimeros primos. Isto se deu através da abertura de algumas correspondéncias e
artigos antigos.

Na mesma época que Gauss, Adrien-Marie Legendre (1.752 — 1.833) também es-
tudava o mistério em torno dos niimeros primos. Diferentemente de Gauss, Legendre nao
temia o anincio de ideias sem o respaudo de uma prova. Assim, em 1.798, ousou anunciar
uma relacao entre os niimeros primos e logaritmos proxima a ideia de Gauss: a quantidade
de ntimeros primos existentes de 1 até o nimero = consistia em um valor préximo a

xXr
log(z) — 1,08366°
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Para valores baixos de z, a formula sugerida por Legendre era mais proxima do
valor real de m(z). Iniciou-se o que parecia uma disputa entre Gauss e Legendre, o que
levou Gauss a continuar trabalhando em sua analise de anos antes. Inspirado na ideia de
comparar a probabilidade de obter um niimero primo entre 1 e x & probabilidade de se
obter “cara” em uma moeda viciada, chegou a funcao Li(x), que possui uma aproximacao
melhor a 7(x) do que a previsao de Legendre.

Baseado na sua ideia inicial de que probabilidade de um niimero N ser primo era

ox V' a nova func¢do de Gauss, Li(z), se baseava na varia¢do da soma das probabilidades
0og
de obtermos primos entre 1 e z tomados aleatoriamente, expressa por uma integral.

Lifw) = / 102?9:)

Gaus chegou a listar nimeros primos até 3.000.000. Apesar de proximos para esta
faixa, o grafico de m(x) e Li(x) s@o distintos, uma vez que Li(z) possui uma curva suave e
7(x) possui formato de “escada” [I4]. Na figura [2.5] temos um gréfico que mostra a apro-
ximacao entre as fungdes m(x) e Li(z), para valores até 550. Em azul, esta representada
Li(x), em verde, 7(z), e em vermelho, z/log(x).

Yy Li(z)

—p—

DOEOYOOOND

0
0
0
0
0
0
0

Figura 2.5: Grifico comparativo entre m(x) e Li(x).

2.7 Chebyshev e uma importante estimativa

As grandes contribui¢oes que fundamentaram uma posterior demonstragao para a
conjectura de Gauss nao se resumiram apenas a matematicos europeus. Em meados do
século XIX, o russo Pafnuti Lvovitch Chebyshev (1.821 — 1.894) conseguiu mostrar que a
razao entre mw(x) e x/log(x) estava sempre contida em um intervalo (Cy, Cy), onde Cy e
C5 sao numeros positivos, para todo valor x > 2. Esta se tornou a primeira contribuicao
concreta para a prova do teorema dos niimeros primos. Dentre suas muitas descobertas,
destacamos também a primeira e a segunda fungoes de Chebyshev, que relacionam os
logaritmos dos niimeros primos existentes no intervalo de 1 até n, como veremos na Se¢ao
b.1} Chebyshev também conseguiu provar que, para todo inteiro n > 2, existe, ao menos,
um nimero primo pertencente ao intervalo de n a 2n. Este teorema foi intitulado postulado
de Bertrand [14].

2.8 Riemann, os nimeros primos e a miusica

Aluno de Gauss e do matematico Dirichlet, o alemao Georg Friedrich Bernhard
Riemann (1.826 - 1.866) foi responséavel por relacionar uma fungao antiga grega, a fungao
zeta ((x), & Analise Complexa e a Teoria dos Numeros primos. Em 1.748, Euler percebeu
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que ao inserir nimeros complexos na fungao 2%, seu grafico possuia ondulagoes semelhan-
tes as de ondas sonoras, e acreditava que os niimeros primos tinham algo em relagao a
“combinagbes de notas musicais”, segundo [14]. Como um grande mentor, Dirichlet influ-
enciou fortemente Riemann a estudar a funcao zeta, e tomar como base as andlises feitas
por Euler um século antes. Através de tal funcao aplicada a numeros complexos com
parte real maior que 1, Riemann percebeu que a afirmacao acerca dos logaritmos feita
por Gauss era cada vez mais proxima da veracidade para valores muito altos de x.

As ideias de Riemann sobre os niimeros primos foram revolucionarias, pois indica-
vam que existe alguma ordem em meio a aleatoriedade do surgimento de ntimeros primos
a medida que caminhamos na reta dos nimeros naturais. Ele afirmou que a distribuicao
dos niimeros primos estava diretamente relacionada a funcao zeta, mas nao conseguiu
mostrar tal fato. Riemann afirmou que a funcao zeta poderia ser estendida para todo o
plano complexo, percebendo que tal funcao se anulava para —2, —4, —6,.... Além disso,
Riemann fez uma forte afirmacao, chamada hipdtese de Riemann. Nenhum matemético
conseguiu realizar a prova desta hipotese até o momento da escrita deste trabalho, em
maio de 2.023. Em sua afirmacao, todos os demais zeros da funcao zeta, denominados

. - . . . 1
zeros nao triviais da funcao zeta, sao niimeros complexos cuja parte real é igual a 3 A

repercusao da hipdtese de Riemann gerou uma corrida entre os matematicos em busca
de novas descobertas, e ganhou destaque no Congresso Internacional de Matemaética rea-
lizado no ano de 1.900, na Universidade de Gottingen, Alemanha. Tal problema entrou
para a lista dos 23 problemas do século em questao, propostos pelo professor David Hilbert
durante sua palestra realizada neste mesmo congresso.

Em 24 de maio de 2.000, uma reuniao no Collége de France marcou o 100° ani-
versario do problema proposto por Hilbert. Seriam langados novos desafios para o novo
milénio que iniciara. Dentre os sete problemas propostos nesta reuniao, a hipotese de
Riemann ainda permanecia ilesa. Entretanto, agora ha uma recompensa de um milhao
de dolares para aquele que apresentar solugoes devidamente fundamentadas para a hipo-
tese. A prova desta afirmativa é de serventia essencial para o estudo da distribui¢ao dos
nlimeros primos, uma vez que muitas outras afirmativas da area da Teoria dos Nimeros
se baseiam na veracidade desta hipotese [14].

2.9 Hadamard, Poussin e uma demonstracao

Apos séculos de hipoteses e descobertas, finalmente, no final do século XIX, Jacques
Hadamard (1.865 - 1.963) e Charles Jean de la Vallée-Poussin (1.866 - 1.962) conseguiram
demonstrar o Teorema dos Numeros Primos usando as anélises de Riemann, de forma
independente e no mesmo ano. A prova deste teorema corresponde & prova da conjectura
proposta por Gauss de que, para um z suficientemente grande, m(x) era aproximadamente

T

log(z)

Varios matematicos apés Hadamard e Vallé-Poussin trabalharam para obter outras
demonstacoes mais elementares ou simples para o mesmo teorema, como Atle Selberg e
Paul Erdés em 1.949, e Donald J. Newman em 1.980 [14]. A demonstragdo do Teorema,
dos Numeros Primos envolve técnicas de Andlise Complexa, as quais detalharemos no
Capitulo
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Apesar desta grande conquista, muitas outras questoes ainda necessitam de res-
postas comprovadas, como por exemplo:

e Ha uma quantidade limitada de ntiimeros primos na seqiiéncia de Fibonacci?

Até qual valor de n natural ha um ndmero primo entre n? e (n + 1)*?

Ha quantos primos da forma n? + 17

e Ha mais que quatro ntimeros primos de Fermat?



Capitulo 3

Espacamentos entre primos

A esséncia da Matematica consiste na busca por padroes, algo que tem desafiado os
adeptos da Teoria dos Numeros através dos ntimeros primos. Encontramos referéncia aos
niimeros primos na natureza, como no ciclo das cigarras, que saem da toca apenas a cada
7, 13 ou 17 anos, em romances, como no livro Contato de Carl Sagan, que trata de contatos
extraterrestres através de codigos fundamentados em sequéncias de primos, e até mesmo
em filmes, como Niumero 23, onde o personagem principal do filme se sente perseguido
pelo nimero 23 [14]. Este capitulo visa trazer algumas defini¢des, teoremas e proposicoes
acerca do conceito de divisibilidade. De posse destas informacdes, traremos o conceito de
numero primo, bem como a classificagao para alguns destes. Por fim, apresentaremos o
conceito de lacunas entre primos e uma aplicagao direta do Teorema dos Nimeros Primos.

3.1 Conceitos basicos

Para entender o que ¢ um niimero primo, faz-se necessario conhecer alguns conceitos
importantes acerca da ideia de divisibilidade. Comecemos com a definicao de divisor.

Definicao 3.1.1. Dados dois nimeros n,m € Z, se existe um k € Z tal que n = m - k,
entao m € dito divisor ou fator de n.

Uma consequéncia imediata desta defini¢ao é que, para qualquer que seja n natural,
n=1-n,ouseja len sao divisores de n. Entao todo nimero natural maior que 1 possui,
no minimo, dois divisores distintos positivos. Usaremos a notagao m | n para dizer que
m é um divisor de n.

Proposicao 3.1.2. Sejam a,b,c € Z tais que a | b e b | ¢, entao a | c.

Demonstragao. Como a | b e b | ¢, entdo existem m,n € Z tais que b = na e ¢ = mb.
Logo, ¢ = mna e, por consequéncia, a | c. ]

Esta propriedade transitiva nos garante que todos os divisores do nimero inteiro
k também sao divisores de nk, onde n também é inteiro. Esta propriedade sera essencial
para entender o conceito de mdc.

Exemplo 3.1.3. Como 5|15 e 15| 30, entdo 5 | 30.

Proposicao 3.1.4. Se a,b,c,m,n € Z, c|a e c| b entdo c| (ma + nb).

25
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Demonstra¢ao. Suponha que a, b, c € Z. Como ¢ | a, existe k; € Z tal que a = k; - c.
Tomando m € Z, podemos escrever

m-a=m-kyc (3.1)

Analogamente, como ¢ | b, existe ko € Z tal que b = ky - ¢. Tomando n € Z,
escrevemos
n-b=n-kyc (3.2)

Somando [3.1] e [3.2] membro a membro, temos

ma+nb = mkic+ nkec
= (mky + nks)-c

Logo, ¢ | (ma + nb). O
Exemplo 3.1.5. Como 3|12 e 319, entdo 3| (4-12—2-9) = 30.

Antes de trabalhar essencialmente com numeros primos, vejamos a ideia funda-
mental de Euclides sobre a conhecida operacao da divisao entre ntmeros inteiros. Este

algoritmo aparece no livro VII dos “Elementos” de Euclides, escrito por volta do ano 300
a.C, e tem por base o uso da Proposicao [3.1.4]

Teorema 3.1.6. (Divisio Euclidiana) Sejam a,b € Z, onde |b| # 0. Entdo existem dois
inicos inteiros q e r tais que a = q-b+1r, onde 0 < r < |bl. O nidmero q é chamado
quociente da divisao de a por b, e o nimero r € chamado resto da divisao.

Demonstracao. Inicialmente, verifiquemos a existéncia dos nimeros inteiros ¢ e r. Sem
perda de generalidade, tomemos b positivo. Pelo Teorema de Eudoxius (chamado Principio
Arquimediano), como b > 0, existe ¢ € Z tal que

gp<a<(¢g+1)
Somando —¢b a cada membro da desigualdade, obtemos
0<a—qgb<d

Assim, tomando 7 = a — ¢ - b, temos que, de fato, existem r e ¢ que satisfacam a
condicao do teorema, ou seja, a =q-b+1r, onde 0 < r < b.

Para a unicidade, suponha que exista outro par de nitimeros, r; e ¢; inteiros,
0 <ry < |b], tais que

a=q b+mnr
Como a — a = 0, entao
(g-b+r)—(@1-b+r)=0
Consequentemente
(@—q)-b=r—m

Note que, como ry < |b] e r < |b|, entdo |r; —r| < [b].

Este fato implica dizer que se b | (r; — r), entdo r —r = 0. Ou seja, r = ry.

Consequentemente,

b= qb
e, uma vez que b # 0,
a1 =4q
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Observe que se 7 = 0, entao a = ¢ - b, mostrando que b e ¢ sao divisores de a.
Vejamos agora a ideia de divisor comum e de méaximo divisor comum.

Definigao 3.1.7. Sejam a,b € Z. Sed | a e d | b, onde d € Z. Entao d serd dito um
divisor comum de a e b.

Definicao 3.1.8. Um nidmero inteiro d € dito o mdrimo divisor comum entre dois nii-
meros inteiros a e b, se atender as sequintes condi¢oes:

i) d é um divisor comum de a e b.

ii) Se existe c € N tal que ¢ | a e c| b, entdo c | d.

Denotaremos o maximo divisor comum entre a e b por mdc(a, b). Intuitivamente,
podemos perceber que o conjunto dos divisores de dado inteiro n é limitado. Percebemos
também que qualquer nimero inteiro ¢ divisivel pelo nimero 1. Ou seja, o conjunto dos
divisores comuns de dois numeros inteiros a e b possui, pelo menos, um elemento. Entao
podemos dizer que sempre existird o numero d = mdc(a,b), e que d > 0. Para uma
demonstracao rigorosa deste fato, recomendamos a leitura de [5].

Exemplo 3.1.9. mdc(12,3) = 3, wma vez que os divisores positivos de 12 sio 1, 2, 3, 4,
6 e 12, e os divisores positivos de 3 sao 1 e 3.

Proposicao 3.1.10. Sejam a, b e n niumeros inteiros. Se existe um d € N tal que
d = mdc(a, b — na), entdo d = mdc(a,b).

Demonstracao. Note que se existe d € N tal que
d = mdc(a, b — na)

entdo d | a e d | (b—na) e, pela Proposigao d | b. Assim, d ¢ um divisor comum de
aeb.

Agora, suponha que ¢ € Z seja um divisor comum de a e b. Entao ainda pela
Proposicao [3.1.4] sendo n inteiro,

c|(b—na)

Assim, ¢ é um divisor comum de a e b — na. Logo, pela nossa hipotese, ¢ | d,
mostrando que d = mdc(a, b). O

Corolario 3.1.11. Sejam a,b € Z. Se existem q,r € Z, com r #0 e r positivo, tais que
a=0b-q+r, entdo mdc(a,b) = mde(b,r).

Demonstracao. Segue da Proposicao [3.1.6] e da proposicao anterior. O

Note que este colorario descreve e justifica as divisdes sucessivas ocorridas no al-
goritmo de Euclides, citados no capitulo 2, segao

Teorema 3.1.12. Sejam a,b € Z, b nao nulo, tais que d = mdc(a,b). Entdao existem m
e n inteiros tais que
d = ma + nb

Demonstragao. Considere o seguinte conjunto I(a, b) de combinagoes lineares entre a e b
dado por
I(a,b) = {za+yb; z,y € Z}.
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Pelo Principio da Boa Ordem, I(a,b) possui um menor elemento positivo, digamos
c. Entao temos inteiros m,n tais que ¢ = ma + nb.
Por outro lado, pela Proposicao [3.1.6] existem ¢ e r tais que a = gc + r, com
0 <r < c. Dai, temos
r = a-—qc
= a— q(ma+ nb)
= (1—gm)a+ (—gn)b

Como 1 — gm e —qn sdo inteiros, r € I(a,b). Mas, por hipotese, ¢ é o menor
elemento positivo de I. Logo, 7 = 0 e ¢ | a. De maneira analoga, prova-se que c | b.

Agora, suponha que d = mdc(a,b). Entao d | a e d | b. Logo, existem kq, ko € Z
tais que a = kid e b = kod. Dai, temos

¢ = ma+nb
= mk:ld + nkgd
= d(mk1 + nk’g)

Ou seja, d | c. Mas, como ¢ | a, ¢ | b e d =mdc(a,b), entdo d = ¢, de onde segue o
resultado. O]

Para encerrar esta secao, vejamos um teorema que nos trard uma importante fer-
ramenta para escrever os fatores de dado nimero inteiro.

Teorema 3.1.13. Sendo a, b e ¢ inteiros nao nulos, onde a | bc e mdc(a,b) = 1, entdo
alc.

Demonstracao. Pelo Teorema [3.1.12] existem m e n inteiros tais que
am +bn = 1.
Multiplicando ambos os membros por ¢, temos que
amc + ben = c.
Uma vez que a | be por hipotese, podemos escrever, para dado k inteiro

¢ = a(mc)+ (ak)n
= a(mc+ kn).

Logo, a | c. O

3.2 Os ntimeros primos

Diante de todos os resultados postos até aqui acerca da divisibilidade, podemos
definir o conceito de ntiimero primo.

Definicao 3.2.1. Um numero inteiro p, onde p > 1, € dito primo se possuir exatamente
dois divisores distintos positivos, a saber, 1 e p.

Note que se um ntimero natural n nao é primo, entao n =rs,onde 1 <r,s <n e
r,s € N. Assim, todo niimero natural que possuir mais de dois divisores positivos distintos
serd chamado composto.
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Definicao 3.2.2. Sejam a,b € Z. Entao a e b serdo ditos primos entre si, ou coprimos,
se mdc(a,b) = 1.

Exemplo 3.2.3. (4,15), (9,14), (21,25) sdo pares de coprimos.

Proposigao 3.2.4 (Lema de Euclides). Sejam a,b € Z e p primo, se p | ab, entao p | a
oup | b.

Demonstragao. Se p nao ¢ divisor de a, entdo, pela Defini¢ao 3.2.2) mdc(a,p) = 1. Assim,

pelo Teorema [3.1.13] p | b. O

Note que esta proposigao reflete uma propriedade dos ntimeros primos que os carac-
terizam. Ela sera essencial para a demonstracao do Teorema Fundamental da Aritmeética,
enunciado por Euclides ha, aproximadamente, 2.300 anos. Este teorema aponta para a
ideia de que os ntmeros primos sao “blocos de construcao” para os niimeros inteiros nao
nulos.

Teorema 3.2.5 (Teorema Fundamental da Aritmética). Dado um nidmero natural n,
diferente da unidade, entao n € primo ou se escreve de modo unico como produto de
primos, a menos da ordem de seus fatores.

Demonstracao. Primeiramente, vamos mostrar a validade da decomposicao em fatores
primos usando o Principio da Inducao.

Observe que a afirmativa é valida trivialmente para o caso n = 2, uma vez que o
nimero 2 é primo.

Suponha, entao, que a afirmacao seja verdadeira para qualquer ntimero natural
menor do que n, n # 1 e n > 2. Se n for primo, nao ha o que demonstrar. Se n nao for
primo, entao existem a,b € N, com 1 < a,b < n, tais que n = a - b. Pela hipotese de
Inducao, a e b sao ntimeros primos ou podem ser escritos como produto entre primos. Ou
seja

a=pi-p2Pr € b=q-q- g

onde p1,...,pr, q1, ..., ¢s Sa0 primos. Entao

n=pi-pP2-Pr-q1-q2"""4Gs

ou seja, a afirmacao vale para n. Logo, vale para todo n natural

Para provar a unicidade, usaremos novamente o Principio da Inducao sobre a
quantidade r de fatores primos de n.

Suponhamos que n = py, onde p; é primo. Logo, n também é primo e s6 admite
uma lnica representacao na forma fatorada.

Agora, suponhamos que a afirmacao seja verdadeira para todo nimero natural cuja
fatoracao ¢ composta por até r fatores primos.

Seja n € N um niimero que admite fatoracao com r + 1 fatores primos.

n=p1-P2--Pry1 (3.3)

onde p; <py < -+ < pry1.
Suponha que n admita uma segunda forma fatorada

n=qr-q2qs (3.4)
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Note que s > r+1. De fato, se s < r, entao, pela hipétese de indugao, ¢;-qo -+ - qs é
a Unica forma fatorada para n. Isso contraria a hipotese de n possuir r + 1 fatores primos
em sua fatoracao.

Sendo assim, temos que p; divide ¢ - ¢ - - - g5 €, considerando a Proposicao |3.2.4]
podemos admitir sem perda de generalidade que p; divide ¢;. Dai, pela natureza dos
nimeros primos, p; = q;. Assim, temos que

P2 D3 DPr+1 = G2 Gq3- " (s,

onde ps - ps3 - - - praq possui r fatores. Pela hipotese de inducao, esta decomposicao é tnica,
o que implica dizer que r+1 = s. Como p; = ¢y, a expressao contida no segundo membro
da igualdade coincide com a expressao do segundo membro da igualdade a menos
da ordem de seus fatores. Isto valida a afirmacao para o caso de r + 1 fatores. Logo, pelo

Principio da Inducao, a afirmacao é valida para todo r natural.
]

O maior nimero primo descoberto até maio de 2.023 possui 24.862.048 digitos, e
pode ser expresso como 282589933 _ 1 Esta descoberta foi feita através do computador
de um colaborador do Great Internet Mersenne Prime Search (GIMPS), Patrick Laroche,
morador de Ocala (Florida, EUA), em dezembro de 2.018 [MO]. Um dos grandes desafios
no estudo dos nimeros primos se refere a encontrar novos niimeros primos, e com uma
quantidade cada vez maior de digitos. Vejamos uma demosntracao semelhante a realizada
por Euclides de que ha infinitos nimeros primos.

Teorema 3.2.6. Fzistem infinitos nimeros primos.

Demonstracao. Suponha que exista uma quantidade k£ de ntmeros primos pq, po, ..., Pi.
Sem perda de generalidade, suponha p; o maior destes. Agora, tome o ntimero

a=pi-p2-ppt+ L

Por hipo6tese, a € um nimero composto. Sendo assim, algum p; = p é fator de a, onde
1 <i < k. Uma vez que
plpL-p2--pr,

pela Proposicao |3.1.4],
pla—pi-p2--pr,

ou seja p | 1, o que é um absurdo. Logo, hé infinitos nimeros primos. O

3.3 Alguns tipos de ntimeros primos

Mesmo apoés séculos de estudos acerca dos ntimeros primos, poucas foram as desco-
bertas acerca destes niimeros. Apesar de nao existir uma férmula que expresse o n-ésimo
numero primo, a historia da Matematica mostra que alguns estudiosos tiveram sucesso ao
encontrar formulas que gerassem alguns primos. Todas as informacoes que apresentaremos
nesta secao foram coletadas em maio de 2.023.

O primeiro matematico que destacamos, ja foi citado neste trabalho. Fermat estu-
dou uma sequéncia de niimeros na forma F,, = 22" + 1, onde n é um namero inteiro nio
negativo. Tais nimeros receberam o nome de ndmeros de Fermat.



CAPITULO 3. ESPACAMENTOS ENTRE PRIMOS 31

Definicao 3.3.1. Um numero F,,, onde n € NU{0}, € dito primo de Fermat, se houver
um n nteiro nao negativo tal que

F,=2""+1

Em sua conjectura, Fermat acreditou que sua féormula valia para qualquer valor
natural de n. Para Fy = 3, F; = b5, Fy, = 17, F3 = 257 e F, = 65.537, temos que tais
ntmeros sao de fato primos. Um resultado interessante se relaciona diretamente com a
escolha de Fermat por esta formula. Para tanto, precisaremos do seguinte lema.

Lema 3.3.2. Sejam a,b€ Z, a#b en e NU{0}. Entioa—>b|a™ —b".
Em particular, para b = —c, onde ¢ € N, se n for par, entio a+c | a™ —c". Sen
for impar, entdo a+c|a" + c".

Demonstracao. Usemos o principio da indugao para esta prova.
Para n = 1, temos que a — b divide a' — b* = a — b.
Agora, suponha que a — b | " — b", para algun n natural. Temos que

a"tt — "t = aa™ — ba" + ba™ — V"
= (a—"b)a" +b(a" —b")

L p"t pela

Como a — b | @™ — V"™, por hipotese, entdo conclui se que a — b | a""
Proposicao Logo, a — b | a™ — b" para todo n natural.
Para o caso particular b = —c¢, onde ¢ € N, se n for um ntimero par, temos que
a" — (—¢)" = a" —". Logo, a+c | a" —c". Se n for um nimero impar, temos que
a" — (—c)" =a" 4+ ". Logo, a+c|a" + "
]

Proposicao 3.3.3. Sejam a,n € N, ambos diferentes da unidade. Se a" + 1 é primo,
entao a € par e, para algum m € N,
n=2".

Demonstracao. Suponha que a" + 1 seja primo, com a > 1 e n > 1. Suponha também
que a seja impar. Entao, a" é impar, e, consequentemente, a” + 1 é par e maior que 2.
Logo, a™ 4+ 1 é composto, o que é um absurdo.

Agora, suponha que exista um primo p # 2 tal que p | n. Entdo, existe um k
natural tal que n = kp. Como

entao, pelo Lema [3.3.2
a"+1]a"+1,

o que é uma contradi¢ao. Logo, n é da forma 2™. n

Observe que esta proposicao nao garante que a féormula proposta por Fermat é
valida para todo valor de n. Na realidade, os fatores primos de um nimero de Fermat
seguem um padrao, o qual demonstraremos neste trabalho. Para tanto, apresentamos o
Pequeno Teorema de Fermat e um lema, usando as seguintes notacoes:

e sendoa,b,p€eZep>1,sep|a—0>,entdo a =b (mod p),

e ord,(a) ¢ o menor nimero inteiro positivo z tal que a® = 1 (mod p), onde a € N e
p nao é fator de a .
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Teorema 3.3.4 (Pequeno Teorema de Fermat). Se p é um nimero primo e a € Z, onde
mdc(a,p) = 1, entao
a” =1 (mod p)

Demonstragao. Uma demonstragdo deste teorema ¢ encontrada em [5]. O

O lema a seguir é um corolario do Teorema de Lagrange. Para mais detalhes acerca
do Teorema de Lagrange, recomendamos a leitura de [4].

Lema 3.3.5. Sejam a,m € Z, onde mdc(a,m) = 1. Entdo, a" = 1 (mod m) se, e
somente se, ord,,(a) | n.

Demonstragao. Uma demonstragao deste lema é encontrada em [5]. O

Proposicao 3.3.6. Seja F,, um numero de Fermat. Seja também o nudmero primo p tal
que p | F,. Entao, existe um c € N tal que

p=c-2"7 4+ 1.

Demonstragdo. Para n > 2, tome a, = (22" —1)-2%?"" +22"" 1 1. Entdo:

2 _ 277, 2 2n—2 2n—2 2 on

a, = ( +2 —i—l) (mod 2% +1)
4.9n—2 3.9n—2 on—2 2 on

= (2 — 932" 4 9 +1> (mod 22" + 1)

= (2?/ AR L I) (mod 2%" 4 1)
— 3.2n—2 gn-2) 2 AL

= (—2 +2 ) (mod 27 +1)

= 23,2n 1 2 24 on—2 22n—1 (mod 22n + 1)

= 2. (22'2”‘1 + 1) _g. gt (mod 22" + 1)

= 2% 1.(22"+1>—2. 22 (mod 22" 4 1)

0 -1
= 2 (mod 22" +1)

Ou seja, a2 =2 (mod F,). Visto que 2% = —1 (mod F},), entdo
(ai)Qn = -1 (mod F},)
2 = 1 (mod F,)
Se p | F,,, entdo
= (mod p)
gt 2
(2) = (=1 (modp)
an = 1 (mod p).
Dai, como aiﬂﬂ = —1 (mod p), temos que ord,(a,,) = 2", Entdo, pelo Teorema

3.3.4 e pelo Lema |3.3.9]
271,—‘,—2 |p _ 1
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Ou seja, existe um ¢ € N tal que
p=c-2""2 1.

Note que os calculos desenvolvidos acima foram feitos para apenas n > 2, o que é
suficiente, visto que s6 precisamos encontrar um fator primo de F,, para n > 5. ]

Exemplo 3.3.7. Os fatores primos de F5 sao:
e 641=20-2"+1c¢
e 6.700.417 = 209.388 - 27 + 1.

Em trés séculos de anélises, ja foram encontrados mais de 200 divisores de alguns
numeros de Fermat. Ainda assim, ha muita dificuldade em realizar tais célculos, uma vez
que, a medida que n aumenta, o nimero de digitos de F,, cresce exponencialmente. Até
o momento, apenas os nimeros de Fermat para valores de n pertencentes ao intervalo
[5,11] foram completamente fatorados. Até esta mesma data, foi provado que Fyy e Fyy
sao compostos, mas seus fatores ainda permaneciam desconhecidos. Em 9 de fevereiro de
2.023, foi descoberto o fator 623.619.365.837 - 2149 4 1, pertencente a Fl403, realizada por
Gary Gostin. Até esta mesma data, ainda nao haviam encontrado nimeros de Fermat
primos para n > 4 [ES].

Inspirado pela determinacao de Fermat, outro matemaético do século XVII aceitou o
desafio desta grande busca por formulas. O padre e mateméatico Marin Mersenne estudou
amplamente uma sequéncia de ntimeros que recebeu seu nome. A sequéncia (2" — 1),en
havia sido analisada anteriormente por Euclides, em torno do século IIT a.C., e tinha
conexao com os numeros perfeitos. Mersenne descobriu uma particularidade para quando
n fosse primo, e se dedicou a esse caso.

Definicao 3.3.8. Um numero primo € dito de Mersenne se ele for da forma
M, =2° -1,
onde p € wm numero primo.

De maneira andloga aos primos de Fermat, a condig¢ao de que p seja primo em M),
também pode ser justificada, como veremos na proposicao a seguir.

Proposicao 3.3.9. Sea™ —1 € primo, onde a,n € N ea,n # 1, entao a =2 en € primo.

Demonstracao. Suponha que para a e n naturais e diferentes da unidade. Se a > 2, temos
que a — 1 > 1. Entao, pelo Lema , a—1|a"—1ead"—1¢écomposto. Logo, a =2.

Por outro lado, suponha que n nao seja primo. Entao, existem r,s € N tais que
n = rs, onde r e s sao diferentes da unidade. Observe que, como

a"—1=(a")’—1,

entao, do Lema [3.3.2]
a"—1]a" -1,

o que é uma contradicao por hipdtese. Logo, n é primo. O
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Algo importante a se destacar é que nem todo ntimero de Mersenne é primo. Um
exemplo ocorre para o caso n = 11. Temos que My, = 2047 = 23 -89, nao correspondendo
a um ndmero primo. Mersenne afirmou que sua férmula calculava ntmeros primos para
os valores de n correspondentes a 2,3,5,7,13,17,19,31,67,127 ¢ 257. O maior namero
de Mersenne descoberto, até o momento, é

.
M251_1 — 282.089.933 -1

e coincide com o maior nimero primo conhecido. Foram necessarias duas semanas para
confirmar que este ntimero era realmente primo, e a recompensa para a descoberta cor-
respondeu ao valor de 3.000 dolares [MO].

Assim como os nimeros de Fermat, ha como verificar uma padrao para os divisores

de dado M,,.

Proposigao 3.3.10. Seja o nimero de Mersenne M, composto. Se q | M,, onde q €
primo, entao, q € da forma
2ap + 1.

Demonstragao. Se q | 2P — 1, entdo
2 =1 (mod q).
Por outro lado, observe que
204 =1 (mod q).

Entéo, pelo Lema[3.3.5] ord,(2) | p. Uma vez que p é primo, ord,(2) = p. Dai, novamente
pelo pelo Lema e pelo Teorema temos que p | ¢ — 1. Ou seja, existe ¢ inteiro
tal que

q—1=cp.

Observe ainda que ¢ — 1 é um ntimero par. Entao, para algum a inteiro,
q=2ap+1.

]

Alguns testes de primalidade sdo mais eficazes para primos de Mersenne, em com-
paracao a outros tipos de nimeros primos. Como resultado deste fato, a lista com os
8 maiores primos conhecidos até o momento é composta apenas de primos de Mersenne
[GIMPS]. Um grande destaque se d& para o teste de Lucas-Lehmer, baseado no teorema
a seguir.

Teorema 3.3.11. Se p € impar, o nimero de Mersenne 2P — 1 € primo se, e somente se,
op—1 | Sp—1, onde S, € uma sequéncia tal que S, 1 = SZ —2eS5 =4.

Demonstragao. A demonstragao deste teorema se encontra em [7]. [

O proximo tipo de nimero primo que destacamos foi descoberto pela francesa
Sophie Germain no século XVII.

Definicao 3.3.12. Um primo p é dito de Sophie Germain, se 2p + 1 também ¢é primo.
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Usando um pseudomino em seus trabalhos e comunicagoes, Sophie estudou e se
comunicou com varios matematicos, inclusive com Gauss e Legendre, se passando por
homem. Além de descobrir uma férmula que gerasse alguns nimeros primos, ela também
mostrou que se p e 2p + 1 sdo numeros primos, onde p # 2, entdo a equacao

2P+ P = 2P

nio possui solucdo para x, y e z naturais. Tal demonstracio contempla parte do Ultimo
Teorema de Fermat, que possui a mesma afirmativa de auséncia de solucao para n > 2
na equagao

" +y"t =z
com x, y e z naturais.

Ainda nao foi provado se existem infinitos primos de Sophie GGermain, sendo que
j& foi descoberta uma quantidade proxima a 200 destes até esta data. Os primeiros
primos deste tipo ocorrem para os seguintes valores de p: 2, 3, 5, 11, 23 e 29, sendo que
o maior primo de Sophie Germain foi descoberto em marco de 2.016, e corresponde a
2.618.163.402.417 - 21290900 _ 1 Tal ntimero primo possui 388.342 digitos [PP].

O 1ltimo destaque que damos se refere a niimeros primos cuja quantidade de digitos
também aumenta absurdamente a medida que n cresce. Para tanto, consideraremos o
fatorial de um real x, denotado por x!. Este nimero serd correspondente ao produto de
todos os nimeros naturais menores ou iguais a .

Definicao 3.3.13. Um nidmero primo p é chamado primo fatorial, se puder ser escrito
na forma
p=mn!l+1,

onde, n € N.

O maior primo fatorial até o momento foi descoberto em fevereiro de 2.022, e
corresponde a 422.429! 4+ 1. Este nimero primo possui 2.193.027 digitos [PP]. Os cinco
primeiros niimeros primos fatoriais ocorrem para

e n=1,onde p=2,
e n =2 onde p=3,

e n =3, onde p =5,

novamente n = 3, onde p =7,

e n =4 onde p = 23.

3.4 Lacunas entre primos

O uso de numeros primos na atualidade ocorre em diversas areas, como em ramos
da Fisica e da Engenharia. Um exemplo especifico é o uso de ntimeros primos como
base para criptografia de dados de varios algoritmos de seguranga. Sabemos que existem
infinitos nimeros primos e que nao ha como prever o surgimento de um nimero primo
a medida que observamos a evolucao da sequéncia dos niimeros naturais em direcao ao
infinito. Mas, mesmo diante de tantas questoes acerca dos ntmeros primos, ha como
prever alguns intervalos onde ha uma série de nimeros compostos consecutivos. Estes
intervalos sao chamados lacunas ou, usando a expressao correspondente em inglés, os

gaps.
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Definicao 3.4.1. Sejam p,i1 e p, 0s (n + 1)-ésimo e o n-ésimo primos consecutivos,
respectivamente. Entao, p,i1 — pn serd a n-ésima lacuna entre primos, denotado por d,,.

Observe que o Gnico nimero primo par é o nimero 2. Assim, todos os demais
nameros primos serdo impares. Este fato ira influenciar diretamente a sequéncia (d,,).

Proposicao 3.4.2. O nico par de primos consecutivos cujo intervalo € de apenas 1
unidade ¢ (2,3).

Demonstracao. Todo niimero natural maior que a unidade é da forma 2k ou 2k + 1, onde
k € Z. Note que, se 2k ¢ primo, entao seus unicos divisores sao 1 e 2. Logo, k = 1
obrigatoriamente, 2k =2-1=2e2k+1=2-141=3. [l

Como consequéncia desta proposicao, vemos que d; = 1. Observando os cinco
primeiros niimeros primos, 2, 3, 5, 7 e 11, percebemos que

dy =2
ds =2
dy =14

Ou seja, a partir do 2° intervalo entre primos consecutivos, ainda podemos perceber outra
importante relagdo entre os termos de (d,,), demonstrada na proposicao a seguir.

Proposicao 3.4.3. Sejam dois nimeros primos consecutivos p e q, p,q > 2. Entao, a
distdncia entre p e q¢ € um numero par.

Demonstracao. Sem perda de generalidade, suponha p > ¢q. Vamos denotar p = 2k; + 1
e ¢ = 2ky + 1, com ky e kg naturais e distintos. Temos que

p—q = 2k1+1—(2/{72+1)
= 2k — 2k
= 2(k1 — k)

O

Note que o significado desta proposicao é de extrema importancia. A tnica dis-
tancia entre primos consecutivos de valor impar é de 1 unidade, e ocorre entre os nimeros
primos 2 e 3. Como todo nimero primo maior que 2 é impar, qualquer distancia entre
primos consecutivos a partir deste ponto sempre serd um nimero par.

Vejamos algumas classificacdes para ntimeros primos baseadas nas informacoes
sobre as lacunas entre primos.

Definicao 3.4.4. Dois numeros primos consecutivos p; € ps sdo ditos gémeos se
p2 =p1+ 2.

Os primeiros pares de primos gémeos sao (3,5), (5,7), (11,13), e o maior par de
primos gémeos descobertos até maio de 2.023 é

(2.996.863.034.895 - 21290090 _ 12 996.863.034.895 - 2299090 4 1),

contendo 388.342 digitos. A descoberta foi feita em setembro de 2.016 [PD].
A titulo de curiosidade, existe um padrao a partir do segundo par de primos gémeos
que se refere ao resto da divisao de cada um deles por 6.
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Proposicao 3.4.5. A excecio do par (3,5), todo par de primos gémeos € da forma
(6k — 1,6k + 1)
onde k € N.

Demonstracao. Como o tinico niimero primo par é 2, entao os demais primos maiores que
3 s6 podem ser da forma 6k — 1, 6k 4+ 1 ou 6k + 3, onde k£ ¢ natural. Observe entao que

6k+3=3(2k+1),

logo, como k é natural, todo ntimero desta forma serd composto.
Sabendo que
6k +1—(6k—1)=2,

entao o unico tipo de par de primos gémeos impares é da forma
(6k — 1,6k +1).
m

Definicao 3.4.6. Trés numeros primos consecutivos pi, pa € p3 sao ditos trigémeos se
p3=p2+2=p +4

Diferentemente dos primos gémeos, ha uma prova sobre a quantidade de primos
trigémeos.

Proposicao 3.4.7. A dnica terna de primos gémeos consecutivos é (3,5,7).

Demonstracao. Sejam a, b e ¢ primos trigémeos. Note que em uma Progressao Aritmética
de razao 2, tomando 3 termos consecutivos, um destes serd garantidamente miltiplo de
3.

De fato. Pela Proposicao[3.4.5) se a = 6k —1, onde k € N, entao c = a+4 = 6k+3
e ¢ nao é primo. Ainda pela Proposicao seb=06k—1,entdoa=b—2=06k—3
e a = 3. Analogamente, se ¢ = 6k — 1, b = 3 e a = 1, ou seja, a nao é primo. Logo
concluimos que a =3, b=5ec="1.

]

Em 1.949, P.A. Clement anunciou e provou o seguinte teorema: “dois primos con-
secutivos sao gémeos se, e somente se, p- (p+ 2) for um divisor de 4- (p— 1)+ (p+4).”
[2]. Euclides ja havia afirmado sobre a existéncia de infinitos pares de primos gémeos,
mas até o momento nao se conseguiu provar a validade desta conjectura. Godfrey Hardy
(1.877 — 1.947) e John Littlewood (1.885 — 1.977) fizeram uma formula para calcular tais
pares de primos. Tal féormula obteve sucesso para todos os pares de gémeos testados até
o momento, mas também nao hi prova desta conjectura. Em 1.915, Viggo Brun provou
um teorema sobre a soma dos inversos dos primos gémeos, mostrando que tal soma é
convergente.

Na contramao destes fatos, ha uma descoberta recente acerca da questao das lacu-
nas entre primos. O responsével por tal descoberta foi o matemaético chinés Yitang Zhang,
anunciada em Abril de 2.013. Zhang, ex-funcionario de uma franquia internacional muito
conhecida de lanchonetes, provou que existem infinitos pares de primos cuja distancia é
N, para algum N € N menor que 70.000.000. Para os primos gémeos, faz-se necessério
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provar o caso especifico do teorema de Zhang para N = 2. Varios matematicos tém tra-
balhado desde entao para diminuir a cota de Zhang. Através do projeto Polymath8, um
grupo de colaboradores matematicos alcancou uma cota em 2.014 de apenas 246 para N
INPG].

Além destas classificacoes para pares de primos baseadas na distancia entre eles,
temos ainda notagoes para primos cujas lacunas sao de 4 unidades. O termo designado
em inglés ¢ cousin primes. Para primos cuja lacuna seja de 6 unidades, a nomenclatura
designada é sexy primes.

Mesmo que nao haja uma regra para determinar a posicao exata de todos os
numeros primos dentro da sequéncia dos ntimeros naturais, podemos fazer manipulacoes
algébricas a fim de encontrar, ao menos, pedacos de lacunas de nimeros primos.

Definicao 3.4.8. O primorial de um nimero real x é dado pelo produtorio de todos os
numeros primos menores ou iquais a x, e € denotado por x#.

n# =]

p<w
onde p € wm numero primo.
Exemplo 3.4.9. Vejamos que
a) 10#=2-3-5-7=210.
b) T#=2-3-5-7=210.
c) 124 =2-3-5-7-11 =2.310.

Note que o primorial de um ntmero n composto sera igual ao primorial do maior
nimero primo menor que n. Além disso, x# < x! para x > 3.

Proposicao 3.4.10. Dado qualquer niimero n natural, existem lacunas com, pelo menos,
n numeros naturais compostos consecutivos.

Demonstracao. Pelo Teorema Fundamental da Aritmética, todo nimero natural 7 maior
que a unidade, ou é primo, ou pode ser escrito como o produto de, no minimo, dois niimeros
primos. Temos que qualquer fator primo do nimero natural ¢, onde 1 < ¢ < n+1, também
é fator de (n + 1)#. Logo, cada elemento da lista

(n+1)#+2
(n+1)#+3

(n+D)#+(n+1)
é um nimero composto. O

Um ponto importante a destacar na Proposicao ¢ a auséncia de garantia que
o termo (n + 1)# + 1 represente, de fato, um nimero primo. Do mesmo modo, se n + 2
nao é um namero primo, entao (n+ 1)# + (n+2) é composto. Assim, ha possibilidade do
intervalo [(n + 1)# + 2, (n + 1)# + (n + 1)] representar apenas um trecho de uma lacuna
entre primos.

Vejamos um exemplo pratico da Proposicao [3.4.10
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Exemplo 3.4.11. Como escrever uma lista com 100 numeros naturais consecutivos, todos
compostos?
Como 101 € um numero primo, entao podemos tomar a sequinte lista

101# + 2
1014 + 3

101# + 101

Note que esta lista é apenas uma possibilidade. Um exemplo a ser considerado,
consiste na primeira lacuna de primos de 14 unidades, que ocorre entre os primos con-
secutivos 113 e 127. Pela Proposigao [3.4.10] obteriamos nosso intervalo comecando pelo
ntumero 15# + 2 = 30.032. Podemos obter lacunas usando fatorial ao invés de primorial,
mas o primeiro elemento do intervalo fica bem maior que o primeiro elemento obtido

usando primorial, por exemplo
101!+ 2
1011+ 3

101! + 101

cujos elementos possuem 160 digitos cada, escritos na base 10.
A proposicao a seguir reflete como as lacunas se tornam cada vez maiores e mais

frequentes & medida que obtemos novos niimeros primos. Para tanto, usaremos o Teorema
Chinés dos Restos [5].

Proposicao 3.4.12. Para todo n € N, existe uma lista com n numeros consecutivos
compostos que possuem algum fator com poténcia maior do que um.

Demonstracao. Tome um x natural tal que

x = 0 (mod 2%
r+1 = 0 (mod 3%
r+(n—1) = 0  (mod p?),

onde p, é 0 n-ésimo nimero primo.

O Teorema Chinés dos Restos garante que o sistema admita solugdo moédulo
22 .3%.5%...p2, uma vez que cada p; é coprimo com cada pj, para i,7 € Nei # j.
Ou seja, existe uma solu¢do modulo (p,#)? para o sistema. ]

Perceba que estes intervalos gerados possuem ntumeros relativamente altos, em
comparacao com a evolucao da quantidade n de elementos da lista. Ilustrando este fato,
temos que a solucao, para n = 2, seria uma lista com numeros da forma

36k + 8
36k + 9

onde k é um nimero inteiro nao negativo. J& para n = 3, a solucao seria uma lista com

numeros da forma
900k + 548

900k + 549
900k + 550
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Outra possibilidade de solucao se da escolhendo primos aleatoriamente para o
modulo das congruéncias. Observe que para o caso n = 2, tomando as congruéncias a
partir dos primos 43 e 71, por exemplo, teremos como solucao uma lista com nimeros da
forma

3.053k +1.419
3.053k + 1.420

3.5 As lacunas e o0 Teorema dos Numeros Primos

Ao pensar em sua conjectura, Gauss comparou a probabilidade de obter um nimero
primo, ao sortear um ntmero natural qualquer, com os resultados obtidos no lancamento
de uma moeda viciada. Em sua hipo6tese, a probabilidade de obtermos um niimero primo
dentro de um conjunto com os n primeiros nimeros naturais seria 1/log(n).

Nessa secao, veremos uma importante aplicacao do Teorema dos Ntumeros Primos
em relagao as lacunas de primos. Esta aplicacao reflete a ideia de logaritmo proposta por
Gauss. Para tanto, precisamos definir uma funcao que expresse a quantidade de nimeros
primos em funcao de dado ntimero x real nao negativo.

Definigao 3.5.1. Seja x um nidmero real, x > 0, entao w(x) representa a quantidade de
nimeros primos existentes no intervalo [0, z]. Assim, podemos escrever

=21
p<w
onde p € um numero primo.

Exemplo 3.5.2. Temos que
a) m(1) =

b) m(7) = m(10) = 4.
¢) 7(100) = 25.

d) (1000) = 168.

A fungao 7(z) é de extrema importancia para o estudo da distribuigao dos niimeros
primos. Pela defini¢ao, notamos que w(z) é ndo-decrescente. A anélise desta funcao esta
associada a demonstracao do Teorema dos Numeros Primos, cuja prova veremos na Se¢ao

b4l
Teorema 3.5.3 (Teorema dos Numeros Primos).

m(x)

lim = 1.

z—+oo 1/ log x

Por este teorema, a quantidade de ntimeros primos menores ou iguais a x corres-
ponde a, aproximadamente, z/log(z). Por outro lado, ha uma importante consequéncia
para o Teorema dos Numeros Primos em relacao ao espacamento médio entre niimeros
primos na reta real. Na tabela[3.I] temos um comparativo entre o crescimento das fungoes
log(x), m(z) e da distancia média entre primos para valores até 10'°.
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10 41 2,500 | 2,302
10% 25 | 4,000 | 4,605
103 168 | 5,592 | 6,907
10* 1.229 | 8,137 | 9,2103
10° 9.592 | 10,425 | 11,512
10° 78.498 | 12,740 | 13,815
107 664.579 | 15,047 | 16,118
108 5.761.455 | 17,357 | 18,420
10° 50.847.534 | 19,666 | 20,723
10%0 455.052.511 | 21,975 | 23,025
10t 4.118.054.813 | 24,283 | 25,328
102 37.607.912.018 | 26,590 | 27,631
105 346.065.536.839 | 28,896 | 29,933
10 | 3.204.941.750.802 | 31,202 | 32,236
10" | 29.844.570.422.669 | 33,507 | 34,538

Tabela 3.1: Distancia média entre primos até 10

Observe que o espacamento médio entre niimeros primos no intervalo [0, z] é

Uma vez que pelo Teorema dos Ntumeros Primos

) log
lim —— =1
z—too x /()

esse espacamento médio se aproxima cada vez mais de logz a medida que x cresce.

41

m(z)



Capitulo 4

Um pouco sobre analise complexa

Apesar do conjunto dos ntimeros reais ser um corpo completo, Riemann associou
diretamente a ideia do conjunto dos ntimeros primos a um corpo que engloba o conjunto
dos niimeros reais: o conjunto dos niimeros complexos. Riemann analisou e fez conjecturas

envolvendo a funcao
1 1 1 1
C(x):§+2_x+3_z+"'+ﬁ+"'

quando z for um nimero complexo com parte real maior do que 1. Este pensamento revo-
lucionou o estudo da Teoria dos Numeros e trouxe grandes desafios para os matematicos
desde a exposicao de sua conjectura.

Neste capitulo, trataremos sobre ferramentas da Anélise Complexa necessarias para
a demonstragao do Teorema dos Ntmeros Primos. Falaremos um pouco sobre o corpo
C, apresentaremos algumas funcdes, sequéncias e séries de variaveis complexas, além de

nocoes a respeito das funcoes analiticas.

4.1 O corpo dos niimeros complexos

A notacao ¢ para a unidade imaginaria foi adotada pela primeira vez apenas no
século XVII, por Leonard Euler. Mas, o problema para a solucao da equacdo 2> +1 =0
data um periodo bem anterior, na época do século XVI, com Niccold Fontana, conhecido
como Tartaglia. Ainda assim, a expressao numero complero s6 foi usada pela primeira
vez apenas em 1.832, por Gauss. Esta secao trard um breve apanhado acerca do corpo C.

O conjunto dos niimeros complexos é o conjunto

C={z+vyi;xz,yecR}

onde i é a unidade imaginaria que satisfaz a igualdade > = —1. Para o nimero complexo
2z = x + yi, dizemos que x é a parte real de z e y a parte imaginaria.

Definicao 4.1.1. Sendo z1 = x1 + Y1t € 2o = Ty + Yio nUmeros compleros, as operacoes
soma e produto estio definidas por

i) 21+ 2 = (21 +yd) + (02 + 10i) = (01 + 1) + (22 + y2)i.
i) 2120 = (21 +y19) (22 + 1) = (172 — Y1¥y2) + (T1Y2 + Y1221

Estas operagoes gozam das seguintes propriedades:
I) comutatividade em relacao a soma: 2z + 2o = 25 + 21.

42
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IT) comutatividade em relagao ao produto: zjzo = 292;.

III) 0 & o elemento neutro aditivo: z +0 = z, Vz € C.

IV) 1 ¢é a identidade multiplicativa: z -1 =z, Vz € C.

V) —z = —z — yi é o simétrico aditivo do namero z = x + yi, Vz € C. Ou seja,

(x +yi)+ (—x —yi) = 0.
VI) o inverso multiplicativo do nimero z = x + iy # 0 é o nimero

-1 _ _r ¥ ;
x2+y2 I.2_|_y2

(x—i—iy)-( ’ Y i>:1.

ZE2 + y2 ZL‘2 + y2

VII) distributividade do produto em relagdo a soma: z1(zo + 23) = 2122 + 2123.

As propriedades relativas & soma e ao produto decorrem da prépria definicao, e do
fato de serem validas para a soma e o produto de niimeros reais.

O nimero complexo z = x + yi também pode ser denotado pelo par ordenado
(z,y) representado no plano R?. Tal plano é chamado plano complezo. Sendo assim, o
numero complexo (z,0) representa o ntimero real z. Deste modo, podemos identificar que
o conjunto dos nimeros reais ¢ um subconjunto dos complexos. O namero complexo (0, 1)
representa, por sua vez, a unidade imaginéria 1.

Uma vez que todo niimero complexo esta associado a uma representacao através
de coordenadas no plano complexo, outra forma de representar um nimero z = (z,y) se
da através de coordenadas polares, conhecida como forma trigonométrica.

Vz € C. Ou seja,

A

Y

Figura 4.1: Representacao geométrica do nimero complexo z no plano

Na figura [£.I, temos uma ilustragdo da representacdo do numero complexo
z = (z,y) no plano complexo. As coordenadas polares (p, ) sdo tais que

z=p-(cos(f) +isen(d)),

onde p = /a2 4+ 4%, x = pcos(f) e y = psen(f). Considerando 0 < 6 < 2, entao o
angulo de medida 6 corresponde ao angulo entre o vetor (z,y) e o semi eixo horizontal
positivo do plano complexo. Por sua vez, p representa a medida da distancia do ponto
z = (x,y) & origem (0,0).

Chamaremos o nimero real |z| = p de norma ou mddulo de z = (z,y). O valor 0
recebe o nome de argumento de z, cuja notacao utilizada neste trabalho sera 6 = arg(z).
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Exemplo 4.1.2. Vamos escrever o numero complero z = 1 + V3i na forma trigonomé-
trica.

2
Temos que v =1, y = V3 ¢ |z| =4 /12 4+ <\/§> = 2. Logo,

1 V3
=2+ =i].
T

T 1 .
Como cos — = 3 e sen — = 5 ent@o

3

o2 (cos (2 isen (2)).

Sao verificadas as seguintes propriedades a respeito do moédulo de niimeros com-
plexos:

I) [2] > 0.

1) [z] =0& z=0.

II) |z| = | — 2|

IV) |[Rez| < |z] e [Imz| < |z|.

V) |z122] = [21][22].

VI) |21 + 22| < |21| + |22]. Esta desigualdade é chamada desigualdade triangular.

Recomendamos a leitura de [I] para a analise da demonstracao de cada propriedade
do moédulo de nimeros complexos.

Para a ideia de potenciagao inteira de um complexo z, partiremos da definicao do
produto entre nimeros complexos, juntamente com a analise do niimero z em sua forma
trigonométrica.

Proposicao 4.1.3. Seja o numero complexo z, tal que z = p(cos(f) + isen()), entdo,
para n € N
2" = p"(cos(nf) + isen(nd)).

Demonstracao. Faremos a prova por indugao sobre n.
Para o caso n = 1, o caso é trivial.
Para o caso n = 2, usaremos a definicao de produto. Para tanto, considere
21 = p1(cos(6r) +isen(fy)) e zo = pa(cos(by) + isen(hs)). Dai, temos que
2129 = pi(cos(0y) +isen(fy)) - pa(cos(s) + isen(6y))
= pipalcos(6y) cos(b,) — sen(b;) sen(fy) + i(cos(f;) sen(by) + cos(bs) sen(6))]
= p1p2[cos(0y + b;) + isen(d; + 0s)]

Entéo, fazendo z; = 25 = z, onde z = p(cos(f) + isen(f)), temos que
2* = p*(cos(20) + isen(20))
Suponha que a afirmacao seja valida para um dado n natural. Entao, para o caso
n + 1, temos
2= 2z = p"(cos(nf) +isen(nh)) - p(cos(d) + isen(d))
= p" - plcos(nf + 0) + isen(nd + 6)]
= p"eos((n +1)8) +isen((n + 1)0)]

Como a proposicao é valida para n + 1, entdo, pelo Principio da Inducao, é valida
todo n natural. O]
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A igualdade envolvida na Proposicao [4.1.3] é conhecida como formula de Moiuvre.
Esta formula é grande valia, uma vez que da alternativa para calcular (x +y7)" sem o uso
de binémios de Newton. Vejamos um exemplo.

Exemplo 4.1.4. Considerando z = 1 — i, vamos calcular z'°.

Escrevendo o numero z na forma trigonométrica, temos que

7 7
z:\/§<coszﬂ+isenf>.

7 7
A0 = (V2)1° [Cos (10 : ZW) + isen (10 : Zﬂ)}
35 35
= 32 (COS Tﬁ + 7 sen Tﬂ)
3 3
= 32 (COS g + 7sen g)

= 32(0 — )
= —3

Entao,

A proposicao a seguir mostra como calcular o inverso multiplicativo do ntimero
complexo z em funcao da representacao na forma trigonométrica.

Proposicao 4.1.5. Seja o nimero complexo z = p(cos(0) + isen(#)), onde z # (0,0). O
nidmero complexo denotado por 2~ tal que z - 2~ € dado por

2t = p~(cos(#) — isen(d)).
Demonstragao. Sejam z = py(cos(0;)+isen(6r)) e w = pa(cos(fe) +isen(hz)). Temos que

2w = pypo[(cos(0y + 02) + isen(6y + 6,)].

Dai, se z-w =1, entdo p1ps =1 e 6 +6 =0. Logo, w=2""e

21 = pYcos(—0) +isen(—0))
= p (cos(#) —isen()).

4.2 Funcoes Complexas

A ideia de fungoes complexas estd intimamente ligada a nogao de fungoes reais, uma
vez que associamos um par ordenado z = (z,y) € R? a um par w = (u(x,y),v(z,y)) € R?.
Vejamos a definicao de algumas funcoes complexas pertinentes ao nosso trabalho.

Definicao 4.2.1. Seja o numero complero z = x + 1y, entdo definimos as sequintes
funcoes

{Re(z) S

Im(z) = .

Note que as duas fungbes retornam um nimero real a cada uma delas: Re(z) a
parte real de z e Im(z) a parte imaginaria.
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Exemplo 4.2.2. Para o numero complero z =5 — 41, temos que
e Re(z)=5
o Im(z) =—4.
Observe que, para qualquer nimero complexo z,
z = Re(z) + Im(z)1.

Vejamos uma funcao que serd tomada como base para o estudo das funcoes poli-
nomiais complexas.

Definicao 4.2.3. Dado um n € N fizo, definimos f : C — C funcao de poténcia inteira
flz) = 2"

Podemos estender esta defini¢ao para n € Z. Assim, definimos f: C — {0} — C,
onde

sen <0 e, para n =0,

Vamos analisar o niimero complexo w = a(cos(f) +isen(3)), tal que 2" = w, onde
n > 0. Sendo z = p(cos(f) + isen(d)), entdo busquemos p e 6 tais que

[p(cos(0) + isen(h))]" = a(cos(B) + isen(3)).
Se a # 0, entdao p = Va e

cos(nf) = cos(p)
sen(nf) = sen(f)
: g 2m , . : . .
Assim, § = — 4+ — - (n — j), onde 1 < j < n. Como o sistema possui n solucoes, isto
n
mostra que a funcao de poténcia inteira nao é injetiva.

3

Exemplo 4.2.4. Considere a fungao f(z) = 2°, 0s valores de z tais que f(z) =i sao

2 2
— 3+i
® o —m — —
2 9 27
® 23 = —1.

Definicao 4.2.5. Um funcao complexa é dita polinomial de grau n, para n um inteiro
nao negativo, se for da forma

f(2) = an2" 4 12"+ .+ ap2 +arz + ag

onde Gy, y_1, ..., a2, a1, a9 € C, com a, # 0.
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Assim como no corpo R, se n = 0, entao a funcao polinomial é dita constante, e
para n = 1 a funcao é dita afim.
Vejamos uma das funcoes mais notaveis deste capitulo.

Definicao 4.2.6. A funcao exponencial complexa exp:C— C € definida por
e* = exp(z + iy) = e”(cos(y) + isen(y)),
onde x,y € R.

O uso da notacio exp(if) = €, onde z = p(cosf +isend), deve-se as observacoes
realizadas por Euler ao estudar os niimeros complexos.

Algo importante a se destacar, consiste no caso de tomarmos z = x+ 0i. Com esta
restricao, a exponencial complexa coincide com a exponencial real.

Algumas propriedades relacionadas a potenciacao de niimeros reais coincidem com
as propriedades relacionadas a exponencial complexa. Em particular, uma vez que
z,w € C, entao

e =¢*¢ e () =e"".

Exemplo 4.2.7. Vamos calcular exp(1 + mi).
Pela definicio da exponencial complexa, temos

e = e(cos(m) +isen(m)) = e(—1+i-0) = —e.
Em particular, €™ = —1.

A proposicao a seguir trata sobre uma importante propriedade a respeito do modulo
de uma exponencial complexa, mostrando a influéncia da parte real e da parte imaginaria
do niimero complexo z sobre |e*|.

Proposicao 4.2.8. Seja o numero complexo z = x + iy, enldo |e*| = €”.

Demonstracao. Considerando a definicao da exponencial complexa, temos que

le*t¥| = |e®cos(y) + ie” sen(y))]
Ve (cos(y)? + sen(y)?)
— ez
= e
Em particular, se tomarmos z = yi, onde y € R, entdo |e*| = 1. O]

A func¢ao exponencial complexa possui uma particularidade em relacao a exponen-
cial real, e que também traz reflexos sobre a injetividade. Note que, sendo z = x + y1,

exp(z + 2mi) = €% . Wi

= e”(cos(y + 2m) + isen(y + 2))
e”(cos(y) + isen(y))
= exp(z).

Assim, ao definir um logaritmo complexo, é preciso notar que a exponencial com-
plexa é periddica. Entao, para considerar uma funcao inversa da exponencial complexa,
faz-se necessario tomar um ramo de logaritmo complezo.
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Definicdo 4.2.9. Seja B = {pe ; p>0 el € (—r,m)}. Defininimos o Ramo Principal
do Logaritmo complezo
log: B — C

pe? s log(p) + 6.

Exemplo 4.2.10. Considerando o Ramo Principal do Logaritmo complexo,
log(1 4+ V/3i) = log2+i- g

A partir deste ponto, todas as vezes que nos referirmos ao logaritmo complexo,
considere o Ramo Principal do Logaritmo.

4.3 Alguns subconjuntos de C

Uma vez que podemos decompor a fun¢ao complexa f(2) = u(z,y)+iv(z,y), entdo,
diz-se que a esséncia do calculo diferencial e integral de fungoes de variavel real se estende
as funcoes de variavel complexa. Dado que no corpo C nao trabalhamos exclusivamente
com pontos sobre uma reta numérica, o detalhe sutil se encontra na anélise de uma
vizinhanc¢a em torno do niimero complexo z. Chamaremos esta vizinhanca em torno de z
de disco.

Definicao 4.3.1. Seja z € C er € R}. Assim, D(z,7) serd chamado disco aberto
centrado em z de raio r, definido por

D(z,r)={w e C; |lw—z| <r}.

Exemplo 4.3.2. Se o ndmero complexo z pertence ao disco D(i,1), entdo a distancia
entre o numero z e o nimero v no plano complexo € menor que 1 unidade.

Com base no conceito de disco, vejamos alguns tipos importantes de subconjuntos
de C.

Definicao 4.3.3. Seja o conjunto A C C, o nimero z € A e os nimeros r, R € R’
Entao,

a) se, para todo z, existir um r tal que D(z,7) C A, entdo o conjunto A é dito aberto.
b) se o conjunto C — A ¢ aberto, entdo A € dito fechado.

c) se existir R, tal que A C D(z, R), entao A € dito limitado.

d) se A nao for um conjunto limitado, serd dito ilimitado.

e) se A € fechado e limitado, A é dito compacto.

Note que o proprio conjunto C, bem como o conjunto
A ={z € C;Re(z) > 1},

sao abertos. O conjunto B = {z}, onde zy é um complexo qualquer, é um exemplo de
conjunto fechado. Como veremos mais a frente, dizer que um conjunto A nao é aberto,
nao implica em dizer que A é fechado. De igual modo, dizer que A nao é fechado, também
nao implica em dizer que A é aberto.

Definicao 4.3.4. Sejam o conjunto A C C e o nimero z € A. Se existe v real, v > 0,
tal que D(z,1) C A, entdo z é um ponto interior de A. O conjunto de todos os pontos
interiores de A é chamado interior de A, denotado por int(A).



CAPITULO 4. UM POUCO SOBRE ANALISE COMPLEXA 49

Definicao 4.3.5. Sejam os nimeros z € C er € RY,.. Entio D*(z,r) serd chamado disco
furado centrado em z de raio r, ou seja,

D*(z,r) ={w e C; 0< |w—2z| <1}

Perceba que a diferenca entre os discos D(z,7) e D*(z,r) consiste em um tnico
detalhe: o fato do centro do disco pertencer ou nao a cada um destes conjuntos.

A seguir, veremos uma importante definicao, que fundamenta a teoria a respeito
de limites e de convergéncia de sequéncias.

Definicao 4.3.6. Sejam A CC, 2 € C er € R.. Se, para todo r,
D*(z,7r) N A # &,
entao z € um ponto de acumulacao de A.

Como consequéncia desta defini¢cao, temos que se B C C, e B possui algum ponto
de acumulagao, entao podemos tomar dois pontos z,w € B tao préximos quanto queira-
mos. Ou seja, para todo real € > 0, existem z,w € B tais que 0 < |z — w| < e.

Definicao 4.3.7. Sejam A, B C C, onde B € composto por todos os pontos de acumulacao
de A. Definimos o conjunto A, denomidado fecho de A, por

A=AUB.
Definicao 4.3.8. Seja A C C. Definimos bordo ou fronteira de A, o conjunto 0A, onde
0A = A —int(A).
Exemplo 4.3.9. A fronteira do conjunto dado pelo semiplano complexo
A ={z € C;Re(z) > 1},
consiste na reta dada pelo conjunto
0A = {z € C;Re(z) = 1}.

Observe que um ponto P € C ¢é dito ponto de fronteira se, para qualquer valor real
r>0,DP,r)NA#@,eDPr)n(C-A) # 2.

Exemplo 4.3.10. Considere o conjunto A= {z € C; 1 < |z| < 2}.
Perceba que
int(A) ={z€C; 1 <|z| <2},

A={ze€C;1<|2] <2}
Logo, o conjunto A ndo € aberto, nem fechado. Além disso,
0A={z€C; |z =1}U{z € C; |z| =2}.

Definicao 4.3.11. Seja A C C. Se existem X,Y C C disjuntos e abertos tais que
ACXUY, ANX #90 e ANY # &, entdo, A é dito desconexo. Caso contrdrio, A é
dito conexo. Se A for aberto e conexo, entao serd dito regiao ou dominio.
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No caso em que A = X UY, onde X e Y sao abertos e disjuntos e X é conexo, X
é dito uma componente conexa de A.

Dizemos que um conjunto A é simplesmente conexo, se A nao tiver “buracos”. Ou
seja, para todo P € A, qualquer caminho fechado contido em A passando por P pode ser
contraido para P. Para uma definicao formal e detalhes sobre estes conceitos, indicamos
a leitura de [I].

Exemplo 4.3.12. O conjunto dos niimeros naturais N C C é desconezo.
De fato, basta considerar os conjuntos

17 17
X:{xGC;]:E|>?} e Y:{xGC;|x|<?}.

Definigcao 4.3.13. Seja A C C e dois pontos quaisquer z e w de A. Se o segmento de
reta que liga z a w estd contido em A, entdo A é dito convezxo.

4.4 Nocoes sobre sequéncias de niimeros complexos

A ideia de sequéncias de numeros complexos também estd intimamente ligada a
ideia de sequéncias de ntmeros reais, com a ressalva de alguns detalhes importantes.
Inicialmente, vejamos a definicao formal de uma sequéncia de ntimeros complexos.

Definicao 4.4.1. Uma sequéncia de nimeros complexos € uma fun¢ao
f:N—=C,

onde o nimero complexo f(n) é chamado n-ésimo termo da sequéncia, também denotado
por z,. Representamos essa sequéncia por (z,).

Exemplo 4.4.2. (1 + 5in) € a sequéncia (1 + 5i,1+ 10i,1 + 151, ...).

Assim como na sequéncia de ntimeros reais, a ideia da convergéncia de uma sequén-
cia de ntimeros complexos esta ligada a ideia de limite.

Definicao 4.4.3. Dizemos que um nimero complexo L € o limite de uma sequéncia (zy),
ou que (z,) converge para L, se, para todo nimero real ¢ > 0, tomado arbitrariamente,
existe um N € N tal que |z, — L| < & sempre que n > N. Ou seja, qualquer que seja o
termo z, na sequéncia, tomado apds o termo zy, estd no disco D(L, ). Podemos expressar
essa mesma definicao do sequinte modo: a sequéncia (z,) converge, se

AL e C; Ve >0,IN €N : |z, — L| <e, Vn > N.

Denotamos,
limz,=L ou z,— L.

Vamos tornar mais clara a linguagem desta defini¢do. Se uma sequéncia (z,) de
nimeros complexos é convergente, para qualquer valor positivo €, por menor que seja,
seus pontos estao a uma distancia menor do que € de L no plano, para todo n > N,
para certo /N natural. Assim, esceto a uma quantidade finita de pontos, podemos sempre
tomar um 2z, tao proximo quanto queiramos de L. Vejamos um exemplo de sequéncia
convergente.
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Z’n

Exemplo 4.4.4. A sequéncia (—) converge para 0.
n

1
De fato. Tome um e > 0 real qualquer. Assim, sendo N € N, onde N > —, sempre
€
que n > N, teremos:

3 in

ou seja, |— — 0' < e. Em outras palavras, para n > N, o nimero — sempre estard
n n

contido no disco D(0,¢). Assim, a medida que n cresce, (—) se aprorima cada vez mais
n

de 0.

. . o L[
Na figura temos uma ilustracao dos primeiros 50 pontos da sequéncia (—),
n

ligados por segmentos de reta. Note que, a partir de n = 1, a medida que n cresce, z, se
torna cada vez mais proximo de 0.

[

25 05 05 1

P

e}
-3
m

—

Figura 4.2: Pontos ordenados da sequéncia

Algumas funcgoes tém limite em dado ponto zp, mesmo que estas funcoes nao
estejam definidas em z;. Com base nessa anélise, trazemos a definicao a seguir.

Para cada n da sequéncia (z,), tem-se que z, = x, + iy,, onde (x,) e (y,) sdo
sequéncias de nimeros reais. Assim, em varios casos, seus limites podem ser encontrados
usando as mesmas técnicas usadas tradicionalmente no calculo para variaveis reais.

Definigao 4.4.5. Uma sequéncia (z,) é de Cauchy se, para todo € > 0, existir N € N tal
que |zm — 2p| < e, Ym,n > N.
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Perceba que, se uma sequéncia é de Cauchy, sempre havera dois termos tao proxi-
mos quanto queiramos.

Proposicao 4.4.6. O conjunto dos pontos de uma sequéncia de Cauchy ¢ um conjunto
limitado.

Demonstrag¢ao. Se (z,) é uma sequéncia de Cauchy, entdao, AN € N tal que, se n,m > N,
entao |z, — z,| < 1. Dali, z, € D(2n41,1), sempre que n > N.

Agora, tome A = max(|z1], |22, ..., |2n], |2n41] +1). Entdo, {z,|n € N} C D(0, A).

]

Uma vez que uma sequéncia de Cauchy é limitada, chegamos a tdltima proposicao
desta secao, que mostra o porqué desse principio, conhecido como Principio de Cauchy,
ser tao essencial para a Analise Complexa.

Proposicao 4.4.7. Uma sequéncia (z,) converge se, e somente se, € de Cauchy.

Demonstracao. Para a primeira parte da afirmativa, suponha que exista L € C tal que
. - . €
z, — L. Seja ¢ > 0, entao existe N € N tal que 2, € D (L,§> ,Vn > N. Logo, se

m,n > N, entao

|2n — 2m| = |z — L+ L — 2y
< |Zn_L’+|Zm_L‘
L€
2 2
= ¢

ou seja, (z,) é de Cauchy.

Reciprocamente, suponha que (z,) seja uma sequéncia de Cauchy.

Seja ¢ > 0. Entao, existe Ny € N tal que |z, — z,| < g, VYm,n > Ny. Pela
Proposicao 4.4.6, o conjunto dos pontos dessa sequéncia é limitado. Por outro, este
conjunto tem um ponto de acumulagdo, digamos, L € C (este resultado é garantido pelo
Teorema de Weierstrass, que pode ser encontrado em [I].) Logo, existe N > Nj tal que

zy €D (L, g) Dai, temos que Vn > N

|Zn—L| = ‘Zn—ZN+ZN—L|
< len —an|+[ev — L
_eh e
2 2
= ¢
Ou seja, z, € D (L, ). Assim, concluimos que z, — L. ]

As propriedades relativas a operacoes entre limites para as sequéncias e fungoes de
variavel real se estendem as propriedades para limites de variaveis complexas [15].

4.5 Séries de poténcia e funcoes analiticas

Para falarmos na representacao analitica de uma funcao, precisamos de algumas
nocoes acerca de séries de poténcia e convergéncia de séries. Embasados nos resultados
postos até aqui, apresentamos alguma breves nocoes.
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Definigao 4.5.1. Uma série de nimeros complexos é a sequéncia (s,) gerada por uma
sequéncia (z,) de nimeros complezos dada por

n
Sp = E Zi-
i=0

Se (sp) converge, dizemos que a série converge. Caso conlrdrio, dizemos que a série
0

diwverge. Denotamos Z Zn G Série gerada por (z,).

n=0
(0] (e.)
Escrevendo z, = x, +1iy,, temos que g Zp = g (z,, +1iy,) converge se, e somente
n=0 n=0

o oo

se, as séries de nliimeros reais E Ty € g yn convergem. Sendo assim, alguns testes de
n=0 n=0

convergéncia para séries reais podem ser aplicados a séries de nameros complexos [15].

Vejamos um exemplo para a andlise da conhecida série geométrica.

(e.9]
Exemplo 4.5.2. Seja r € C*. Para a série E r", considere (s,) a sequéncia das somas
.. n=0
parciais
1 —pntt
Sp=14+r4+r4+  fr"=—"
1—7r
Se |r| < 1, entao lim |r"| = 0. Consequentemente, lim ™ = 0. Logo,
n——+o0o n—-+00
lim s, = ——, e a série converge.
n—-+o00 1—r

Por outro lado, se |r| > 1, entdo lim |r"| = 400, e a série diverge. Se |[r| =1, a
n—+o0o

série também diverge.
Dentre os testes de convergéncia existentes para séries de niimeros complexos,

destacamos o teste da convergéncia absoluta, que fundamentard o estudo das séries de
poténcia.

o0
Definicao 4.5.3. Uma série complexa E z, converge absolutamente se a série de ni-
n=0
o0
meros reais positivos E |zn| converge.
n=0

Note que a anéalise da convergéncia absoluta de uma série de niimeros complexos se
[o¢]

assemelha a andlise de convergéncia de uma série de niimeros reais, uma vez que E |20
. . . . TLZO
corresponde a série das normas de cada z,. Assim, como ja destacamos anteriormente,

para verificar a convergéncia deste tipo de série, basta aplicar os mesmos testes de con-
vergéncia para séries de ntimeros reais. Os principais testes de convergéncia para séries
de nimeros reais podem ser conferidos em [9].

o [e o]

Proposicao 4.5.4. Se a série E zn, converge absolutamente, entao E Zn COnverge.
n=0 n=0
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n
Demonstracao. Seja s, = E z; a n-ésima soma parcial da sequéncia (s,). Por hipotese,
i=0

o
como Z z, converge absolutamente, para todo ¢ > 0, 4N € N tal que
=0

o0

Yl <

n=N-+1
Entao, para m,n naturais, com n > m > N, temos

n

S

1=m-+1

|$n — Sm| =

Pela desigualdade triangular,

n

> -

i=m—+1

n
< Z ‘ZZ'|7

1=m-+1

n
e, Como E |z;| tem um namero finito de parcelas,

1=m-+1
n o
> lal= 3l
i=m-+1 n=N-+1
Isso implica dizer que
o
|sn — sm| < Z |zn| < e.
n=N+1
Logo, pelo critério de Cauchy, (s,) converge. ]

Proposicao 4.5.5. Seja s € C. A série Zn’s converge para Re(s) > 1 e diverge para

n=1

Re(s) = 1.
Demonstracao. De fato, considere s = a + bi, onde a,b € R. Entao

o =
— ’nfa X nfbi’
n-a. |n7bi’
— po. |ei(b10gn)‘ )
Usando a Proposicao [4.2.8], temos que

In=*| =n"%
Logo,

e 0
S-S
n=1 n=1
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Aplicando o teste da integral para a série de ntimeros reais, temos que

“+o00 t
/ z7%gxr = lim z %z
1

t——+o0 1

Se Re(s) > 1, entdo

t tlfa 1
lim z % xr = lim < — )
t=+oo [y totoo \1l—a 1—a

oo (0.9]
Logo, Z n~° converge absolutamente para Re(s) > 1. Consequentemente, Z n°
n=1 n=1
converge para Re(s) > 1.

Se Re(s) = 1, entdo
t t

lim 7 'dr = lim logz| = 400
t——+o00 1 t—-+o0 1

o0

Logo, Z n~° ndo converge absolutamente para Re(s) = 1.
n=1

Em particular, se s =1,

(o] . oo1
;n :ZE:—FOO

n=1

]

Antes de apresentarmos as func¢oes analiticas, precisamos de mais alguns conceitos
importantes, e que dizem a respeito do conceito de derivada e de série de poténcias. As
condicoes de diferenciabilidade sao muito mais fortes no campo complexo, em comparacao
ao corpo dos niimeros reais. O fato de uma fungao ser infinitamente derivavel ira interferir
na sua representacao em forma de séries.

Definicao 4.5.6. Seja 2 C C uma regigo, f : Q2 — C e zy € Q. Entao f € uma fungao
continua se

lim f(z) = f(z0)

Z—20

Note que esta definicao é semelhante ao conceito de continuidade para funcoes de
variavel real.

. 1
Exemplo 4.5.7. A funcdo f(z) = — € continua em C*.
z
Assim como o conceito de continuidade, o conceito de derivada de um funcao de
variavel complexa se assemelha ao caso real.

Definicao 4.5.8. Seja Q2 C C uma regiao, f : Q) — C e zg € Q). Entao f tem derivada
complexa em zoy se existir o limite

i £2) = fz0)
2—20 zZ— 2

Chamaremos tal limite de derivada de f em zo, f'(20).
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Proposicao 4.5.9. Se f : Q) — C tem derivada complexa em um ponto zy € €2, entao f
é continua em 2.

Demonstra¢ao. Basta provarmos que lim |f(z) — f(z0)| = 0, a proposigao sera validada
Z—r20

automaticamente. Observe que

L ) = F(z0)

lim z)— f(z = lz — 2
zo |f( ) f( 0)| P |Z — ZO| | 0|
— lim f(z)_f(zo) '|Z—ZQ|
zZ—20 zZ— 20
= lim f(z) = Jz)| lim |z — 2|
Z—r20 z — ZO Z—r20
= |lim f(2) = f(=) | lim (2 — z)
Z—20 Z — ZO Z—r20
|/ (20)] - O
0

Se a funcdo f(z) = u(z) +iv(z) é derivavel num ponto z = x + yi, entao
o G~ ()
Z2—20 zZ— 20

existe, independentemente do modo como z — zy. Por tal motivo, a condicao de deriva-
bilidade de uma funcao esta atrelada as Condicoes de Cauchy-Riemann, apresentadas a
seguir.

Teorema 4.5.10 (Condicoes de Cauchy-Riemann). Seja Q@ C C um aberto e
20 = xg + 1Yo um ponto de 2. Seja f: Q) — C uma funcao tal que

flx+1y) = u(z + iy) + iv(z + ).

Dizemos que f possut derivada complexa em zy se, e somente se, as derivadas parciais

ou du dv Ov . . ) . . . L
e — existem e sao continuas em zg = T + 1Yo, satisfazendo as condig¢oes

dx’ Oy’ dx Dy

ou ov ou ov
g(?«‘o) = G_y(zo> e a—y(zo) = —%(ZO)

chamadas equacoes de Cauchy Riemann.
Demonstragao. Uma prova deste teorema ¢é encontrada em [I]. O

Observe que a condicao de derivabilidade em um ponto z; nao depende s6 da
continuidade no ponto, nem apenas da comparagao das derivadas parciais das funcoes

u(r,y) e v(x,y).

1
Exemplo 4.5.11. Vamos analisar em quais pontos do plano complezo a funcao f(z) = —
z

atende as condicoes de Cauchy-Riemann.
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Observe que, como z = x + yi, entao

- ®r ¥y .
f(z)—$2+y2 :1:2—|—y22'
Logo,
ou  y?—a? ov Yy —a®
Ov (a2 +y?)? 7 Oy (2 +y?)?
ou —2zy v 2xy
— = e —=———.
dy (22 4 y?)? or  (z2+y?)?
As derivadas parciais de u(x,y) e v(z,y) ndao sao continuas em (x,y) = (0,0).

Logo, a funcao f(z) nao é derivdvel em z = 0. Em contrapartida, as equagoes de Cauchy-
Riemann sao satisfeitas em todo o restante do plano complexo, e as derivadas parciais de

u(z,y) e v(x,y) sdo continuas para z # 0. Logo, f(z) = — € derivdvel em C — {0}. A
z
1
saber, f'(2) = —=.
1) =
De posse de todos os resultados postos aqui envolvendo a derivada complexa, po-
demos definir o conceito de funcao holomorfa.

Definigao 4.5.12. Seja Q2 C C uma regiao. A funcao f : Q — C é dita holomorfa em
Q se [ tem derivada compleza em todos os pontos de Q. Denotaremos por [ a funcado

derivada de f, onde f'(z) € a derivada de f em z € Q.
Se f: C — C € holomorfa em todo ponto de C, entao [ € dita “inteira”.

Em geral, as regras de derivagao de fun¢oes complexas se assemelham as regras
para funcoes reais.

Exemplo 4.5.13. Sendo f : C — C, onde f(z) = 2", f € inteira e f'(z) = nz""".
De fato. Seja zy € C, entao

. f(z)— f(z AR
lim M = lim 0
Z—20 z — ZO z—2z0 2 — ZO
n—1 n—2 n—2 n—1
— im (z—20)(2" "4+ 2" g+ 22 20
Z—20 z — ZO
_ 1 n—1 n—2 n—2 n—1
= lMmG"" " +2"" 20+ F+z-20 “+2z )
Z—20
= 2 b 2
o n—1
— n- ZO

A seguir, temos um exemplo de funcao holomorfa aplicada a funcao logaritma.

Exemplo 4.5.14. Seja B C C* um aberto simplesmente conexo. Um ramo de logaritmo
€ uma funcao continua f : B — C, inversa da funcdao exponencial, ou seja,

ef?) = 2 ¥z € B.

FEsta fungao é holomorfa [15], e
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Seja B = {pe € C|p>0,0 € (—m,n)}. Este conjunto é um aberto simplesmente
conexo. Na secio 3.2, a definicio trata sobre o ramo principal de logaritmo como
sendo a fun¢ao

log: B - C
pe? — log(p) +ih.

1
Entio, log € holomorfa em B e log'(z) = — para todo z € B.
z

A partir deste ponto, todas as vezes que nos referirmos a funcao log, estaremos nos
referindo a funcao definida como no Exemplo [4.5.14]

Definicao 4.5.15. Uma série de poténcias centrada no nimero complexo zy € uma série
da forma

[e.e]
Z an(z — 29)" ,a, € C.
n=0

O maior nimero real R > 0 para o qual esta série converge em todo ponto do disco
D(z0, R) é denominado “raio de convergéncia” da série.

oo
Observe que se Z an(z — z9)" converge no disco D(zp, R), entdo esta série define
n=0
uma funcado f : D(z, R) — C. Assim, chegamos a seguinte definicao.

Definicao 4.5.16. Sejam um conjunto aberto Q0 C C e f: Q — C. A funcao f € dita
analitica em €, se para todo zy € ), [ se expressa como uma série de poténcias de centro
zo com rato de convergéncia positivo.

W

f(z) =

an(z — 29)"

S
Il
=)

Teorema 4.5.17. Sejam um conjunto aberto 2 C C e f: Q — C uma funcao analitica
em ). Se f se expressa como uma série de poténcias de centro z

WE

f(z) =

an(z — z0)"

i
o

com rato de convergéncia positivo R, entao
oo
f'(z) =) nan(z—z)""
n=1

para qualquer z € D(zo, R).
Demonstragao. Uma demonstragdo para este teorema se encontra em [15]. O

Corolario 4.5.18. Sejam um conjunto aberto Q0 C C e f : Q) — C uma funcao analitica
em ). Se f se expressa como uma série de poténcias de centro z

f(2) =) an(z—2)"

n=0
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com raio de convergéncia positivo R, entao f(z) é dada pela série de Taylor centrada em
20 expressa por

< f) (5
fe) =Y )y

onde tal série converge absolutamente para todo z € D(zy, R).

Perceba que tanto a fungao analitica quanto a funcao holomorfa envolvem a ideia
de derivabilidade. Algumas literaturas expressam tais conceitos como equivalentes. Nao
daremos detalhes sobre tal tematica neste trabalho, mas deixamos o seguinte teorema.

Teorema 4.5.19. Toda funcdo holomorfa € analitica.
Demonstragao. A demonstragao para este teorema ¢ encontrada em [1]. O

Com base neste teorema, podemos dizer que no campo complexo, os termos fungao
analitica e funcao holomorfa expressam ideias equivalentes.

Exemplo 4.5.20. Considere a fun¢ao f(z) =log(1l+ z). Temos que f(0) =0 e

k—1)!
F) () = (—1)k+1. (—
FOE) = ()
entao,
FW0) = (=DM (k= 1)L
Entao, a expansdo da funcao f(z) em série de poténcias em torno de zo = 0 € dada
por
e (_1>k+1zk
> i
k=1
(—1)k+!
Chamando aj, = , temos que o rato de convergéncia desta série é dado por
lim ey 1,
k—4o00 ag

ou seja, a série converge para |z| < 1.

4.6 Integrais, po6los e residuos

Antes de finalizar nosso capitulo com alguns detalhes envolvendo a teoria dos
residuos e das singularidades, precisamos entender um pouco acerca da integragao para
fungoes de variaveis complexas. Comecemos com a definicao de uma integral de variavel
complexa.

Defini¢ao 4.6.1. Considere duas funcoes f, g : [a,b] — R continuas. Entao

/ab(f(t> +ig(t))dt = /ab f(t)dt +i /abg(t)dt.
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Perceba que podemos desmembrar a integral de uma funcao complexa em parte
real e parte imaginaria. A partir desta definicao, seguem as propriedades de linearidade e
produto por escalar, validas para integrais de fungoes reais. No entanto, a grande diferenca
entre a integral no campo complexo para o campo real consiste na ideia de caminho de
mtegracao.

Definicao 4.6.2. Seja ) um aberto de C. Um caminho em  é uma fun¢ao continua
v la,b] = Q tal que
V() = 2(t) +iy(t).

Se x(t) ey(t) sao fungoes que possuem derivada de 1* ordem, e estas sdo continuas,
dizemos que o caminho v é suave. Neste caso, denotamos o velor tangente a v no ponto
(t) por

V(t) = a'(t) + iy (1)

Se o caminho vy consistir em n caminhos suaves yi, V2, V3, ..., Yo unidos sequencial-

mente, diremos que v € um caminho suave por partes.

Se v(a) = v(b), dizemos que o caminho v é fechado. Chamaremos uma integral
sobre um caminho fechado de integral de contorno.

Se C — v possui exatamente duas componentes conexas, a curva vy em C é chamada
Curva de Jordan.

Definicao 4.6.3. Seja ) um aberto de C. Sejam também f uma funcao continua em 2
e :la,b] = Q um caminho qualquer. Definimos a integral de f sobre o caminho

[ = | FO ) ()

Exemplo 4.6.4. Vamos calcular a integral da funcao f(z) = |z| ao longo do segmento
retilineo de z1 =0 a 29 = —2 + 31.

Tomaremos a sequinte parametrizacao: z = y(t) = —2t + 3ti, onde 0 < t < 1.
Entao
|z| = | — 2t + 3ti| = V13t
e ainda

Logo,

= /1\/1_3t-(—2+3i)dt
= \/1_3(—2+3i)/1tdt

= \/1_3(—2+3z')-§ 1
V13(=2 + 3i)
2

0
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Perceba que a parametrizagao orienta o caminho de acordo com a variacao dos
valores da variavel ¢, dando uma orientagao de a até b.

Apesar da ideia de tormarmos caminhos diferentes para a integracao, ha uma
importante relacao entre as integrais sobre um caminho suave.

-

Teorema 4.6.5. Sejam Q C C uma regido e F' uma funcao holomorfa em Q tal que F' ¢é
continua. Seja também v um caminho em €2 com extremidades em zy e z1, originando-se
em zg. Entao

/F’(z)dz = F(21) — F(20)

Y

Demonstragao. Tomando uma parametrizagao y(t), v : [a,b] — Q. Uma vez que a fungao
F’ possui uma primitiva, o Teorema Fundamental do Calculo nos permite escrever

b
[Fea = [ Pemyo
— F(() - F(4(a))
= F(Zl)—F(Z())
O

Teorema 4.6.6 (Teorema de Cauchy). Sejam Q2 C C uma regiao simplesmente conezxa
ep €. Se f éuma fungio continua em € e holomorfa em Q — {p}, entio f = F', para
alguma F holomorfa em ). Logo

Lf(z)dz =0

para todo caminho v fechado e suave por partes em €.
Demonstragao. A demonstragao deste teorema se encontra em [I]. O

Corolario 4.6.7. Sejam 2 C C uma regigo simplesmente conexa e f uma funcdo holo-
morfa em Q. Sejam z1,z9 € Q e 1 e Yo caminhos que ligam 21 a zo. Entao

Ll f(2)dz = /7 F(2)dz

Estes resultados nos permitem dizer que a integral complexa de uma funcao ana-
litica em uma regiao simplesmente conexa depende, apenas, do ponto inicial e do ponto
final do caminho de integracao ~.

O teorema a seguir nos permite analisar os valores de uma funcao holomorfa em
uma regiao, conhecendo seus valores no contorno da regiao.

Teorema 4.6.8 (Férmula Integral de Cauchy). Seja 2 uma regigo simplesmente
conexa e seja y C C uma curva de Jordan suave por partes. Seja f uma funcao holomorfa
em §2. Se z estd na componente simplesmente conexa de §2 — 7y, entdo

f(z) = %/%dw.

Demonstragao. A demonstragao deste teorema se encontra em [I]. O
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Enfim, embasados neste resultados a respeito das integrais, vejamos algumas defi-
nigoes importantes acerca de polos e residuos. Para tanto, usaremos a seguinte notacao:
sejam r; e ro nimeros reais tais que 0 < 1y < 1y, a € C. O anel A(a,ry,r2) é o conjunto
aberto definido por

Aa,ry,m9) ={2€ C:ry < |z —a| <r}.

Definicao 4.6.9. Seja f uma fungdo holomorfa no anel A(z,0,7). A série de Laurent
em torno de zy € definida por

oo 1 o
f(z) = 5 bp——— +ag + E an(z — 20)",
(z — 2z9)™
m=1 n=1
Se cada b, da série de Laurent for nulo, entao esta coincide com a série de Taylor.
Considerando esta representacao em série de poténcias, precisamos analisar o que ocorre
com a funcao f(z) em 2.

Definicao 4.6.10. Seja f definida como em e sua respectiva erpansao em Série
de Laurent. Dizemos que zy € uma singularidade removivel de f se b,, = 0 para m > 1.
Se by, #0 e b, =0 para m >k, zg € um pdlo de ordem k de f. Se b,, # 0 para uma
infinidade de valores de m, dizemos que zg € uma singularidade essencial de f.

Se a funcao possui polo de ordem 1 em zg, dizemos que este é um polo simples.
z

Exemplo 4.6.11. Considere a funcao f(z) = 6—2 numa vizinhanca de z = 0. Observe
z
que

1 z
f(z) = €
= 5 =
n=0

1 1 z
=R Pt
Logo, f(z) possui pdlo de ordem 2 em z = 0.

Além do polo da fungao, precisamos ainda definir um outro elemento da represen-
tacao em série de Laurent: o residuo.

Defini¢ao 4.6.12. Seja uma funcao f holomorfa no anel A(zy,0,r). O residuo de f em

de sua série de Laurent com

20, denotado porres(f,zy), € o coeficiente by do termo
zZ— 20
centro em 2.
z

Exemplo 4.6.13. Uma vez que a funcao f(z) = numa vizinhanca de z = 0, € dada

?7

por
1 1 &K
2t G

entao, f(z) possui residuo 1 em z = 0. Ou seja, res(f,0) = 1.

Observe que as funcgoes de variavel complexa possuem algumas propriedades dife-
rentes em relacao as funcgoes de variavel real. Em particular, se duas fungoes f: A — C
e g : B — C sao analiticas numa mesma regiao (), e estas fungoes coincidirem em AN B,
entao f é dita uma continuagao analitica de g, como ilustra a imagem Neste caso,
existe uma fun¢ao F': AU B — C tal que F(z) = f(z) em Ae F(z) = g(z) em B, sendo
F tnica [1].



CAPITULO 4. UM POUCO SOBRE ANALISE COMPLEXA

Figura 4.3: Conjuntos A e B onde F ¢é analitica
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Capitulo 5

A distribuicao dos niimeros primos

Em 1.890, o eminente mateméatico Charles Hermite propos que o Grand Prix des
Sciences Mathématiques da Academia de Paris fosse dedicado ao personagem que apre-
sentasse uma prova para a conjectura de Gauss, ou seja, mostrar que a quantidade de

nimeros primos até dado valor x era aproximadamente Hermite acreditava que

ogx
seu amigo, o holandés Thomas Stieltjes, realizasse tal faga%lha. Mas, para surpresa de
todos, um aluno de Hermite, o jovem Jacques Hadamard, se inscreveu no concurso, apre-
sentando um artigo com ideias suficientes para receber tal prémio. Apesar da prova nao
ser completa, Hadamard conseguira mostrar que a fun¢ao zeta de Riemann nao possuia
zeros no semiplano Re s > 1. Esta contribuicao de Hadamard, aprimorada posteriormente
para uma prova, juntamente com a simultania apresentacao de uma demonstracao por
Charles de la Vallée-Poussin para o Teorema dos Numeros Primos, despertou o interesse
de matematicos durante o século XX em busca de mais resultados que se relacionassem a
hipétese Riemann [14].

Este capitulo se destina a apresentar a funcao Zeta de Riemann e mostrar uma
prova para o Teorema dos Numeros Primos diferente das apresentadas por Hadamard e
Poussin. Tal demonstracao sera realizada apresentando uma relacao entre a funcao Zeta
de Riemann e umas das fun¢oes do matematico Pafnuty Chebyshev: a funcao ¢ (z). Para
tanto, usaremos as seguintes notagoes:

e Sendo x real, | x| corresponde ao maior inteiro menor do que ou igual a x.

e Uma funcio f : RT — RT & O(x), se existir alguma contante C' para a qual
f(z) < Czx, para todo x > x¢, xy € R fixo.

e Quando nos referirmos ao nimero p, p € um nimero primo.

e E,(n) ¢ o maior numero inteiro ndo negativo k tal que Pk divide n.

5.1 As funcoes de Chebyshev

Apesar de nao apresentar uma prova acerca do Teorema dos Numeros Primos,
Pafnuty Chebyshev trouxe uma anélise muito importante acerca da razao entre 7(z) e
z/log(z) em 1.850, na cidade de Sdo Petersburgo [I4]. Para entender sua anélise, vejamos
alguns resultados importantes. O primeiro deles se refere & maior poténcia de base p que
divide n!.

64
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Proposicao 5.1.1. Seja n € N. Entao

=[5 3] 3] -

Demonstracao. Facamos a prova por inducao sobre n.

Para n = 1, temos
1
E,(11) = 0 = H .

p

Agora, suponha que a afirmacao seja valida para todo ntimero natural m, onde
m < n. Listando os niimeros de 1 a n, os nimeros miltiplos de p sao

n
b, 2p7 (RS \‘_J b-
p

n
Ou seja, temos {—J multiplos de p. Cada um destes gera, ao menos, um fator p
p
para n!. Para verificar se ha mais fatores p, basta identificar na lista dos niimeros de 1 a

n M ’ 2 ~ , . .
{—J quais niimeros também sao miltiplos de p. Isso equivale a escrever que

g = |t (12 |2]),

ou ainda

€ uma vez que

onde k£ € N, entao, segue-se o resultado. O
Vejamos um exemplo que ilustra a contagem de fatores p em dado nimero fatorial.

Exemplo 5.1.2. Vamos verificar quantos fatores 2 possui o numero 15!. Para tanto,
precisamos analisar cada nimero pertencente ao intervalo [1,15], ou seja,

1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13, 14, 15.
Note que os niimeros que fornecem fator 2 sao

2,4,6,8,10,12, 14,
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0s nimeros que fornecem fator 22 sdo
4,8,12,

e, 0 Unico numero que fornece fator 2° é 8. Sendo assim, verificamos que a contagem de
fatores 2 para 15! pode ser expressa como

Eo(15)) = T+ Ey(7)
= T+3+ E(3))
= T+34+1=1L

2n
Vejamos a seguir um resultado interessante acerca dos fatores primos de ( .
n

Proposicao 5.1.3. Sejam n € N e k, o inteiro tal que P < 2n < pfTl Entdo,

2 2 2
E, <( n)) < k,. Em particular, se p > V2n, entao E, (( n)) <1. Se gn <p<n,
n n
2
entao p nao divide "
n

2 2n)!
Demonstragdao. Sejam o = E, ((2n)!) e = E,(n!). Como ( n) = (2n)! entao

n nn!’
n

e () 3] )
- (B (Bl-ED 11

Mas, para todo x real,

2r—1< (22| <2x e —2r<-2|z]<2-2z,
2
~1< {—nJ —QFJ <2
P '
0< f—"J —QFJ <1
P’ P
kp

E, <(2:)) < ;1:kp.

2
Uma vez que gn < p < n, entao

assim,
de onde temos que

Entao,

p<n<2p<2n < 3p.

2
Ou seja, a =2 e = 1. Logo,Ep(( n))z(). n
n
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Corolario 5.1.4. Todo numero p que satisfaz a condicio n < p < 2n, onde n € um

numero natural, divide ( . Ou seja, existe um c € N tal que
n

(n) =55

2
Corolario 5.1.5. Para todo n natural, mmce(1,2,3,...,2n) > ( n)
n

20 20
Exemplo 5.1.6. (10) é divisivel por 11,13,17 e 19. Mas, uma vez que 7 < 5 entao

20 20
(10> nao € divisivel por tal primo. Perceba também que nenhum p > 20 divide <10).

Em sua andlise, Chebyshev conseguiu mostrar que a func¢do 7(z) possui uma relacdo

2n
com a expressao x/logx. Para tanto, usou o binémio para mapear 0s primos
n

. - . - 2n
pertencentes ao intervalo (n,2n|. A proposi¢do a seguir mostra a relacao entre ( ) e
n

7(x) proposta por Chebyshev.

Proposigao 5.1.7. Ezxistem c,C' € R tais que, para x > 2,

T

c <m(z)<C

log x logx’

2n
Demonstracao. Como ( ) ¢ apenas um dos elementos da linha 2n do triangulo de
n

(Qn) < o™,
n

Dai, pelo Corolario [5.1.4] temos que

(2n)#
n#
Por outro lado, observe que a quantidade de nimeros primos pertencentes ao in-

tervalo (n,2n] é menor que n, e, por sua vez, cada p pertencente a este intervalo é maior
que n. Entao, vale a desigualdade

rEn) () _ (@n)#
n#

Pascal, entao

< 22n

Ou seja,
nﬂ(Qn)fﬂ(n) < 22n.

Aplicando o logaritmo em ambos os membros desta desigualdade ultima desigual-
dade, temos que
(m(2n) — 7(n))logn < 2nlog 2,

e como logn > 0, entao
2nlog 2

m(2n) —7(n) < (5.1)

logn
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Afirmamos: para k > 5, natural,

5.2k

2k+1
7( ) < 2

De fato. Usemos o principio da inducao finita para provar esta afirmacao. Observe
que, para k < 5,

.91

k=1 72" =74 = 2 < L 1
522

k=2 : 72 =78) = 4 < 5
523

k=3 : 7(2*)=x(16) = 6 < 3
4+1 5.2

k=4 : 7(2"7)=7n(32) = 11 < 1
5+1 5-2°
k=5 : m(227)==n(64) = 18 < -

Agora, suponha que a afirmacao seja vilida para algum k > 5, ou seja,

5.2k
oty o Z 2
w2 < 2
Pela equagdo [5.1], temos que
2. 21 ]og 2
k+2\  _(ok+1
A —nh) < 220

2k+2

S

Reorganizando a desigualdade e aplicando a hip6tese da inducao,

k+2 k+1 242
2 < 2 —_—
R4 < R @)+
5-2"“4_4-2’C
k k41
5 4
= (24— .92F
(k+k+1>
Se k > 5, entao
S5k +5<5k+k
Logo
§<5—|—1
kK~ k+1
Entao,

5} 4 6 4
S 7 ) .9k 4" ) .9k
(k+k+l) = k+1+k+1)
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5.2k
Logo, m(25t1) < — bara todo k natural pelo Principio da Inducao.

Por outro lado, como f(z) = xlog2/logx é uma funcao crescente para z > 3, se

2k < & < 281 temos que
m(x) < w2k

= 5H- -log 2
log 2k ©8

< bSlog2-

logx

Ou seja, m(x) < C - L, onde C' = 5log 2.
log =

Para a segunda parte da nossa demonstragao, precisamos mostrar que existe um c

_ x . a s
real positivo tal que c- l < m(x). Para tanto, considerando a forma fatorada canonica
o

2n
de ( ), temos
n
2n -
(n) = ep = [ o
i=1

onde p; é 0 i-ésimo nimero primo, r = 7(2n), e «; é um namero inteiro ndo negativo.

Como cada p;* < 2n,
2n .
1 = 1 i
og ( . ) og sz

< log]](2n)
=1

= log(2n)"
7(2n)log(2n).

Uma vez que

)

n n-—1 1

2n _2n 2n —1 n—+1
n

eque, para0 < k <n

2n —k k
=2 > 2
n—k + n—k ="’
5 2n
entao < ) > 2". Logo,
n
2
log ( n)
n
2 > 7
m(2n) 2 log(2n)
nlog2
log(2n)
_ 2nlog?2
2log(2n)
Ou seja, para todo x par,
log 2
m(x) > 08 v ,
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e como 7(2k) = m(2k — 1), para k > 1, segue-se o resultado. ]

2n .
Curiosamente, trazemos outra limitacao para ( ), desenvolvida por James Stir-
n
ling.

Proposicao 5.1.8. Para todo n natural
2n 22n
n v’

(2n> 22n
< .
n VN
Demonstra¢ao. A demonstragdo desta proposicdo pode ser conferida em [9). O]
A Proposigao mostrou que a funcio 7(z) é O(z/logz). Logo, faz-se neces-

sario estudar funcoes que relacionem numeros primos a logaritmos. Com esse intuito,
apresentamos a primeira e a segunda funcoes de Chebyshev.

e, em particular,

Definicao 5.1.9. A funcdo ¥ : RT — R, denominada primeira funcio de Chebyshev, é

definida por
V(z) = Z log p.

p<z

Alternativamente, fazendo uso de niimeros primoriais,
I(x) = log(a#).
Exemplo 5.1.10. 9¥(10) = log 2 + log 3 + log 5 + log 7 = log(10#) = log 210.

Definicao 5.1.11. A funcdo ¢ : R" — R, denominada sequnda funcdao de Chebyshev, é
definida por

)= 3 Aln),

n<x
onde
logp, sen é uma poténcia cuja base € p;
A(n) = L
0, caso contrdrio.
A fungao A(n) é denominada func¢ao de Von Mangoldt.
Alternativamente, podemos escrever
oo
Yla) =) logp.
k=1 pk<a
Uma vez que, para todo x real nao nulo, existe um £ inteiro tal que
oF <z < pFtl
entao

k <log,r <k+1.
Logo, a segunda funcao de Chebyshev também pode ser dada por

P(x) = Z Vong logp = logmmec(1,2,3, ..., |z])

e log p
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Exemplo 5.1.12. Para 1(10), temos:

¥(10) = 3log2+2log3+logh +log7
= log(2*-3*-5-7)
= log2.520

Como a primeira e a segunda funcoes de Chebyshev fazem uso de logaritmos,
podemos relacioné-las.

Proposicao 5.1.13. Seja x um numero real. Entao

o) =30 (1),

entao, <m%> = 0 para todo k > r. n

A partir da igualdade estabelecida entre ¥(z) e 1(z) na Proposicao |5.1.13} chega-

mos ao seguinte teorema.

Teorema 5.1.14. Seja © um nimero real positivo. Entao

lim <M_M> —0.

r—r—+00 €T xT

Demonstracao. Observe que
0<d(z)—d) = Y 0 (gf) —9(x)
n=1
Z Y (x%> )

2<n<logy x

Por outro lado,
log x#
log x*

Al

xlogx
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logo,

)
AN
<
—
&
3=
~—
IA

Z i/ log i/

2<n<logy x 2<n<logy x

IN

(log, x)z'/? log /2

Va(logz)®

2log 2

IN

Como x > 0, temos que

U(r) _ 0) _ (loga)

0< .
oz xr = 2y/xlog2

Dai, como
1 2
lim —( 05 7) =0,
T—+00 2\/5 log 2

lim (M_M> —0.

T—+00 xr X

temos que

Observe que, pelo Teorema [5.1.14] para um x grande,
Y()

N—N]_

I(x) 19@)

X

Mesmo diante deste fato, nosso foco sera comparar a funcao m(z) com a funcao
(). Sendo assim, trazemos a equivaléncia a seguir.

Proposicao 5.1.15.

im 2 o g T8
gtoo T z—+o0 x/log

Demonstra¢ao. Temos que

pa) = 3 fong logp

Ou seja,
(z) < m(x) - logx. (5.2)

Por outro lado, tomando y real tal que 1 < y < x, estabelecemos a seguinte relagao
entre a quantidade de nimeros primos pertencentes ao intervalo (y, z|.

r(a) = )+ Y1

y<p<z
log p
< a+ Y { J
y<p<z logy
_ L @

logy’



CAPITULO 5. A DISTRIBUICAO DOS NUMEROS PRIMOS 73

Note que, para x > e,

x
(log x)?

logo, fazendo y =

x U(x)
(log 22 " Tog (+/(10g 2)?)

x v(z)
(logx)?  logx — 2loglogz

m(x) <

(5.3)

A partir das desigualdades [5.2] e eSCrevernos

T Y(x)logz

< 1 '
¢($> — ﬂ-(x) ng < 1Og$ logx‘ — 210g10g1‘

Uma vez que z > 0,

m(x)logx 1 U(x) log x
< : .
x x log r logx —2loglogx

. ) 1 ) log
Assim, como lim =0e lim =
z—+oo log x z—+oo logx — 2loglogx

TG RIS P A G
gtoo T z—+oo x/log

]

Observe que para concluirmos a demonstracao do Teorema dos Numeros Primos

dependemos da andlise da fungao ¢ (z)/z e da prova de que lir+n M
r—4o00 L

este processo mostrando o comportamento assintético da func¢io ¥ (z), de modo anélogo
a Proposicao Tal resultado confirma o fato posto na Proposicao |5.1.15

= 1. Iniciaremos

Proposigao 5.1.16. A funcao ¢(z) é O(x).
Demonstracao. Do Corolério temos que
n#

n

Ou seja,

2
log% < 2nlog?2.
n#

Dai, temos que
log ((2n)#) — log(n#) < 2nlog?2,

ou ainda,
Y(2n) — J(n) < 2nlog 2.

Em particular, para k inteiro positivo, vale a desigualdade

9(2F) —9(2F 1) < 28 1og 2.
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Assim, temos que

9(28) — (2" <
I(2F ) — (2" <

9(22) — 9(2) <

0(2)

28 log 2
21 og 2

22]og 2
< 2log?2.

Fazendo a soma telescopica das desigualdades, obtemos

9(2F) <

<

k

> (2'l0g2)

i=1

(2" — 2) log 2
281 10g 2 — 21og 2
2k 10g 2.

Como, para todo z real, existe um k inteiro tal que 2F~! < z < 2%, entéo

()

<
<

<

9 (2F)
281 10g 2
(41og?2) - 21

(4xlog 2).

Para p > 0, temos que se p" < z, entao p < . Logo, para r > 2 fixo,

Z logp = Z logp < 4log2 - z'/".

pr<z

Pela Proposicao [5.1.13

P(x) =

ol
V(x

log x

onder € Z,er = { J Entao,

log 2

YP(z) <

IN

)

p<zl/r

)+ 9(@'?) + () 4 0.

4xlog 2 + Z4x1/i log 2

=2

4xlog 2 + Z4x1/2 log 2

=2

= 4xlog2+4:c1/210g221

=2

= dxlog2+4z%log2- (r —1)

log x

< 4xlog2+4x'%log2 . —=

log 2

= dzlog2 +4zY?log .

74
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Visto que
4xlog 2 . zY%log?2 B

- - = + ,
z—+too 4xt/2logx  z—too  logw >

entao, existe a > 0 real,

4xlog2 + 42 ?logx < 4zlog2+ 4xlog?2
= 8xlog?2

para todo x > a, mostrando que (z) é O(x). O

5.2 A funcao Zeta

O primeiro matematico a estudar a funcao zeta foi Leonard Euler, no século XVII.
Mesmo sendo um matematico brilhante, algumas vezes usou artificios para convergéncia
de somas finitas para afirmar que séries infinitas covergiam. Ainda assim, conseguiu obter
resultados verdadeiros e brilhantes, que mudaram o rumo da histéria da Mateméatica. Em
1735, Euler apresentou a solucao para o famoso Problema da Basiléia, que relaciona a
soma dos inversos dos quadrados dos niimeros naturais, fazendo referéncia a funcao zeta.

Na referida demonstragao, Euler usou a expansao em séries de poténcia para a
funcao senx

Assim, considerando x # 0, afirmou que os zeros para a fungao f(z) = (senz)/z
coincidiam com os zeros de sua respectiva representacao em série de poténcias. Uma
vez que os zeros para a fungao (senx)/x eram da forma z = +nm, com n # 0, Euler
considerou valida a igualdade

o0
sen x x x
102500 2)
x H < mk mk
k=1
- H (1 T2 k:2) ’
k=1
sem verificar se, de fato, o produtério convergia para a série de poténcias. Assim, concluiu

que
e 132 132 I4
H(l_w%?)_l_5+§+”“

k=1

Comparando o termo em 22 obtido apos o desenvolvimento do produtério perten-
cente ao primeiro membro, com o termo —? /3! pertencente ao segundo membro, obteve
a igualdade
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de onde tem-se que

o
1 w2

— n? 6

Esta demonstracao recebeu criticas, uma vez que as devidas observacoes mais
rigorosas no campo analitico foram ignoradas. Ainda assim, a identidade é valida. Uma
prova rigorosa do Problema da Basiléia ¢ encontrada em [10], fazendo-se o uso de uma
interpretacao geométrica.

Em 1858, Riemann estudou o conhecido Produto de Fuler utilizando técnicas de
varidveis complexas, e fundamentou suas afirmacoes na teoria das funcoes analiticas. A
funcao estudada por Riemann foi intitulada funcdo Zeta de Riemann.

Definigao 5.2.1. A funcao ((s), denominada fun¢ao zeta de Riemann, € a unica extensdao

‘ 1 .
da funcao dada pela série E ot para o plano complexo C, onde Res > 1. Esta extensdo
n=1
representa uma funcao analitica, a excecao dos polos.

o
Ou seja, para cada valor s € C, com Res > 1, a série E — converge.
n

n=1
)

Em sua analise, Riemann relacionou a convergéncia de g — a convergeéncia do
n

n=1

1
1—ps

produtorio H Esta relacao é chamada de produto de Euler.
p

Teorema 5.2.2. Seja s € C. Se Res > 1, entao valem:
(a)(Fdormula de Euler)

(b) (s) # 0.

e}

Demonstracao. Conside s € C fixo, onde Res > 1. Temos que a série geométrica Z

n=0

S

converge para 7 Dai, escrevemos

_S.

L S L S
9s (23)2 (25)3 3s (33)2 (33)3
1 1 1 1 1 1

— 4 —
tatntrtets et

Perceba que cada parcela deste ultimo somatério é da forma ————, onde

(2k1 . 3k2)s’
ki, ke € NU{0}.
De modo analogo, desenvolvendo o produto

(1%*(21)2*(21)3*'”) (1%*(31)2*(31)“”') (”é*@i)”(;)””)
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1

obtemos um somatoério com infinitas, cada uma delas é da forma Ok 3k Bh) onde

ki, ko, ks € NU{0}. Tomando um produto finito de séries absolutamente convergentes,

temos que
H 1 B 1
1 —2P78 - ns’

p<x nENy

onde N, é o conjunto dos nimeros naturais cujos fatores primos sao menores ou iguais a
z. Como qualquer nimero natural pertencente ao intervalo [1,z] também ¢ elemento de
N,, entao

ORI = <Z

nS
p<x n>x
oo
Pela Proposicao 4.5.5} a série Z — converge absolutamente em Re s > 1, ou seja,
n
n=1

, 1
xh_glo; - tende a ((s). Isto prova (a).
Para provar a afirmativa (b), basta mostrar que

S' = 0. Consequentemente, H 1

p<z

< +00.

b
[C(s)]

Para tanto, partiremos da igualdade provada em (a). Observe que, para todo «
real pertencente ao intervalo (1, Re s, pela desigualdade triangular vale

20 ) <11 2)

Denotemos por p; o i-ésimo ntimero primo. Observe que

logH(1+ > Zlog<1+ > (5.4)

o0

. 1 1 S
Como consequéncia do Exemplo 4.5.2} Z — converge. Denotemos Z — =—ce
=1 p =1 pl 2
1
— = ¢;. Fazendo uso da representagao em série de poténcias como no Exemplo 4.5.20 e
p;

considerando m € N, temos que

logH(l +¢) = Z Z

i=1 m>1

izcz”

i=1 m>1

= ZcmLZZc .

=1 m>2

7n+1 m

IN
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Uma vez que g ¢ converge,
m>2

logﬁ(l—l—ci) < Zci—kzlic‘
i=1 ' - ‘

&

< 1. Entao

1
Como, para todo i, ¢; < 5 tem-se que
— ¢

logﬁ(l—kci) < Qici
i=1 i=1

S 2§:Cz
i=1

Note que, por maior que seja n, o logaritmo do produtorio em é finito e limitado
por S. Assim, podemos escrever que,

i 1
lim (1 + —) <eé°,
n—00 H p‘?‘

7

de onde concluimos que

]

Este teorema traz uma grande ferramenta para o estudo da funcao zeta. Uma vez
que tal funcao nao se anula para Res > 1, podemos tomar logaritmos da funcao para
quaisquer valores de s sobre esta regiao do plano complexo. Com base neste resultado,
vamos analisar a demonstracao proposta por Euler para o Teorema de Euclides acerca da
infinitude dos nimeros primos.

Pela Formula de Euler, tomando um valor real a > 1, vale a igualdade

log ¢(a) = log (i ni> =—> log (1 — pi) .

n=1

De modo analogo & demonstragao do Teorema (b), sendo m € N,

log((a) = Y >

p m=l1

- Y

p m=2

1 =1
< ZEJFZZ])_W
p

p m=2

mpma

mpma
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=1 1
Como — converge para ———, temos que
g;m plp—1)
log((a) < Zl%—z;
~p* = plp—1)
R 1
< — )y —
2 L
1
=) L+l
» p
< Y i
p :
p
, . IR . . =1 1
Assim, a convergéncia de Z — estd atrelada a convergeéncia de Z —. Se Z —
~p “—n ~p
converge, entao liril log ((a) < +o00, ou seja, Z — converge. Assim, conclui-se que ha
a—+00 n
n=1

infinitos niimeros primos.
Antes de enunciarmos uma aplicacao para a funcao zeta, precisamos definir um
tipo especial de nimero composto: os nimeros livres de quadrados.

Definicao 5.2.3. Um numero natural n € dito livre de quadrados se n nao existe p tal
2
que p° | n.

Esta nocao pode ser estendida para inteiros livres de cubos, de poténcia 4, e assim
sucessivamente.

Vejamos um problema pertinente envolvendo a fungao ((s), o produto de Euler a
ideia de inteiros livres de quadrados.

Exemplo 5.2.4. O espacamento médio entre inteiros nao-negativos livres de quadrados

7.{.2

€ —.

De fato. Observe a tabela[5.1]

1 2 304 5 6 7 P8 9 10 11 12
13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 | 24
25 26 27 128129 30 31 (382 33 34 3536

Tabela 5.1: Ntumeros livres de fator 22 pertencentes ao intervalo [0, 36].

Perceba que a cada 4 nimeros interios, um € mailtiplo de 2°. Logo, no intervalo

[0,36], a distancia média entre inteiros livres de fatores 2% é 3 ou, aprorimadamente,

1,333.
Na tabela pode-se observar ainda o intervalo [0,36], onde destacamos o0s ni-
meros que sao divisiveis por 4 ou por 9.

Perceba que a distincia média entre os inteiros livres de fator 2° ou 3 ¢é

49 3
.2 =2=15.
3'8 2 7
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1 2 3 5 6 7 10 11
13 14 15 17 187 19 21 22 23
25 26 29 30 31 33 34 35

Tabela 5.2: Ntameros livres de fatores 2% ou 3* pertencentes ao intervalo [0, 36].
Recursivamente, temos que, no intervalo [0, (pp#)?], a distancia média entre intei-
ros livres de fatores 22, 3%, ..., pt, onde k € o k-ésimo naimero primo é

A A
21 2-1 p-1

Esta distancia média permanece inalterada se tomarmos o intervalo [0, (prp#)?],

para ¢ € N.
Fazendo k — oo, temos que o espacamento médio entre inteiros livres de quadrados

€ dada por

Pelo Teorema[5.2.9

e, pelo problema da Basileia,

Logo, a distdncia média entre inteiros nao-negativos livres de quadrados é

2
7r

— =~ 1,645
6 )

De modo andlago, temos que o espacamento médio entre inteiros livres de cubos é

23 33 P = 1\ "
. - 1— — —
21 3-1 pP—1 ( 3) <(3)

dada por

Sendo assim, concluimos que o espacamento médio entre livres de fatores do tipo
p"é¢(n),neN,comn > 1

Uma consequéncia para o Exemplo é observada no calculo da probabilidade
em obtermos um ntmero natural n livre de quadrados, tomado aleatoriamente. Esco-
lhendo n pertencente ao intervalo [0, 36¢], ¢ € N, a probabilidade n nao ser divisivel por
2% ¢

1 3
1—-=-
4 4
e a probabilidade de n nao ser divisivel por 3% &
1
1l
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Logo, a probabilidade de n, tomado aleatoreamente num intervalo [0, 36¢|, ndo ser

divisivel por 2% ou por 3% &
1 1
1—=)(1—=].
4 9

Seguindo os mesmos passos do Exemplo [5.2.4, observamos que a probabilidade de
um numero natural n, tomado aleatoriamente, ser livre de quadrados é dado por

M(-5) -5

ou, aproximadamente, 60,79%.

1
De posse do Teorema |5.2.2| e da Proposicaa4.5.5) onde mostramos que Z — nao
ns

n=1
converge para s = 1, nossa analise se baseara na investigacao da existéncia de polos para

a funcao zeta.

Vejamos um lema que nos ajudard a identificar os polos para a funcao zeta em
Res > 0, particularmente, para s = 1. Este lema relaciona uma funcao expressa por
uma série de poténcias e a definicdo de integral. Tal lema é conhecido por Lema da
representacao integral.

Lema 5.2.5. Sejam f(s) uma fungao analitica, & excegao dos polos, e (ay)nen uma sequén-
oo

a
cia de nimeros complezxos tal que f(s) = —Z, em Res > a, para dado a € R. Sendo
n

n=1

nS

P(r) = Zam se Z%n) e Z Pln—1) convergem em Res > b, e / P(z)z ' dx
1

n<x n=1 n=1
representa uma funcao analitica em Res > ¢, para certos b,c € R, entao

f(s)=s /1 " Py e

em Res > c.

Demonstragao. Para Re s > max{a, b}, vale que

00 an
f(s) = n:1§-

Observe que se z < 1, entdo P(x) = 0. Dai, temos que

= P(n = P(n—1)
o = YOy HE
n=1 n n=1 n
Reescrevendo o tltimo somatorio,
_ Pl0) < P
Js) = Z ns _Z(n—i—l)s
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e, fazendo o uso da definicao de integral,
o0 n+1
f(s) = Z P(n)s/ x4 da

o0 n+1

.S / Pla)r'"*dx

n=1Y"

= 3/ P(z)z™ ' Sdw
1

Uma vez que g(s) = s é uma fun¢ao analitica, bem como h(s) = / P(z)z™ ' %dx, e o

1
produto de duas fung¢des analiticas é uma funcao analitica, entao f(s) também é analitica
em Res > c. O

Com base no Lema podemos analisar a funcao zeta na proposicao a seguir.

Proposicao 5.2.6. A fungao ((s) possui um tunico polo em Res > 0, sendo este polo
sitmples em s = 1, com residuo 1.

Demonstragao. Nosso objetivo sera verificar se a fungao ((s) possui singularidade em
s = 1. Seja P(z) = |z]. Entdo temos que

L P(n) = 1 LPn—1) /1 1
Z ns - Z nS*l ¢ Z ns - Z nS*l - E
n=1 n=1 n=1 n=1
sdo séries convergentes em Res > 2. Além disso, f(s) = P(z)x~'"*dx representa

uma funcao analitica em Res > 1. Entao, pelo Lema [5.2.5
((s) = 3/ |z]x"'"*dz  em Res > 1.
1
Dai, temos que
((s) = s/ (x — 2+ |z))z™ " 5de
1
= 5/ - e+ s/ (lz] —z)z~ ' *dx
1 1
1 °° 1
. +s (lx] —x)x™ *dz.
1

= 1+
S_

Como esta ultima integral é convergente em Res > 0, representa uma fun¢ao analitica
neste dominio, de onde concluimos que ((s) possui pélo em s = 1, com residuo 1. O

Uma vez que podemos tomar logaritmos para quaisques valores de ((s) tais que
!

(s)
¢(s)

Res > 1, precisamos analisar a existéncia de polos para Para tanto, vejamos a

seguinte proposicao.

Proposicao 5.2.7. ((s) # 0 sobre a fronteira do semiplano {z € C |Re(s) > 1}.
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Demonstra¢ao. Faremos nossa prova por contradi¢ao. Antes disto, vejamos uma pequena
estimativa acerca da expressao 3 + 4 cos(z) + cos(2x). Observe que, para qualquer x real
3+ 4cos(w) 4+ cos(2z) = 3+ 4cos(z)+ cos(x)? — sen(z)?
= 3 +4cos(x) + cos(x)® — (1 — cos(x)?)
= 2+ 4cos(x) + 2cos(z)?
= 2(1 +cos(x))? > 0.
Voltando para a prova da nossa proposi¢ao, suponha que ((1+ bi) = 0 para algum

b € R*. Além disso, uma vez que nao temos uma expressao para a ((s) em Res = 1,
considere a funcao

©(s) = C(s)¢*(s 4 ib)((s + 2ib).
Por hipotese, C4(S + ib) tem um zero de ordem, pelo menos, quatro em s = 1.
Assim, mesmo diante do polo de ( em s = 1, ¢(s) se anula neste ponto. Deste modo,

lim log |¢(s)| = —o0. (5.5)
s—1
Considere agora s,t € R, onde s > 1. Entao
H(l _ p—s—it)—l
p
= - Rez log(1 —p~*7").
p

log |((s +it)] = log

e, pelo Exemplo 4.5.20

log [C(s +it)] = _Rezz(—l)"Jrl(n_psu)n
p n=1
n+1 1)" Cs—it\n
= Rez; El )"(p~")
— RQZZ ”8+zt

1 - 1 .
_ Rez ( s+zt (p—2)s+zt + g(p—3)s+zt 4+ .. )

—s—it
= Reg AN ,
n=1

onde a, = 1, se n for primo, e a,, = 0, caso contrario. Sendo assim,

log|e(s)] = Relog|¢*(s)¢* (s + ib)C(s + 2ib)|
= Re (10g|§( ) 4 log [¢(s + ib)|* 4 log |( (s + 2ib)| )
= Re(3log|((s )\+4log\§(s+zb)]+10g]((5+22b)\)

= Re (3 i apn *+4 Z [ L Z ann_S_Zit>
n=1 n=1 n=1

= Re Z ann” (3 + 4n~"  n720)

n=1
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Como Ren™™ = cos(blogn), e Ren *" = cos(2blogn), entdo
log |¢(s)| = Z an,n” (3 + 4 cos(blogn) 4 cos(2blogn)) > 0
n=1
o que contradiz a igualdade [5.5 O

Vejamos uma funcao que da um excelente suporte para o estudo da funcao zeta: a
funcao gama.

Definicao 5.2.8. A func¢io gama, I'(s), € a fun¢ao analitica em C — {0,—1,-2,...},
dada pelo limite da sequéncia de funcoes

nlns

(5+1)-(s+n)

Fn(s) = s

A funcao gama goza das sequintes propriedades:
a) T'(s) possui pdlos em 0, —1, =2, ..., e todos estes sao de ordem 1.
b) I'(s) # 0 para todo s € C.
¢c) Sex € R, x >0, entdo I'(x) > 0.
d) I'(s+ 1) =s-I(s) para todo s € C—{0,—1,-2,...}.
Convém observar que a fungao gama é uma extensao da funcao fatorial
F'n+1)=n!

onde n € N.
Para um estudo detalhado acerca da fun¢do gama, recomendamos a leitura de [6].

Teorema 5.2.9. A funcao I'(s) admite representagao por integral, dada por

['(s) = / e 5 ldt
0
para Res > 0.

Demonstragao. Veja [0]. O

Com o auxilio desta funcao, obtem-se uma extensao da funcao zeta de Riemann
para o plano complexo.

Proposicao 5.2.10. A funcao zeta de Riemann satisfaz uma equacdao denominada equa-
cao funcional de Riemann, dada por

7T (g) C(s) = m~ (=921 (?) (1 —ys)

onde s € C.
Demonstracao. Para a demonstracdo desta proposigdo, recomendamos a leitura de [6]. O

Como I'(s) possui polos em 0, —1, —2, ..., chegamos ao seguinte corolario.
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Corolario 5.2.11. A funcao zeta de Riemann se anula para s = —2,—4,—6,.... Fstes
zeros sao chamados zeros triviais da funcdo zeta.

Diante dos resultados postos até aqui, precisamos analisar um pouco mais a funcao

¢'(s)
¢(s)
. - . C(s) 1 . ) 3 »
Proposicao 5.2.12. A fun¢ao — ) — 1 possui conlinuacao analilica sobre a reta
s 5 —

Res =1.

Demonstracao. Na Proposicao vimos que

1 OO —1-s
] + S/l (lz] —x)a™ *dx (5.6)

S —

mostrando que a funcao ((s) é analitica em Res > 0, e s6 possui um polo, sendo este

simples em s = 1, com residuo 1.
Da igualdade [5.6, podemos escrever

(5= 1)¢(s) = (5 — 1)+ 1+ (s — 1)5/1°o(m e (5.7)
Aplicando o logaritmo aos membros da equacio 5.7
log (s — 1)¢(s)) = log ((s )l (s— 1)3/1°O(m _ x)x_l_sd:ﬂ)
de onde obtemos que
log(s — 1) + log C(s) = log ((s )l (s—1)s /1 () - x)xlsdx> (5.8)

Como na Proposicao | garantimos que ((s) # 0 em Re s = 1, derivando ambos

!/
1
os membros da igualdade |5.8 temos que a fungao —% e é analitica sobre a reta
s s —
!/
1
Res = 1, onde a funcao — (s) possui polo de tipo 1 tnico, com residuo igual a
s s —

¢(s) _

C(s) s—1
Res > 1. ]

é analitica em

1. Além disso, a Proposicao [5.2.2| também garante que —

De posse de todos os resultados desta secao, vamos estabelecer uma relacao entre
a funcao e ((s) a funcdo 7(x), fazendo o uso da func¢ao ¥ (x). Assim, criaremos mais uma
importante ferramenta para a demonstracao do Teorema dos Nimeros Primos.

Proposicao 5.2.13. A funcao g(s) = s/ Y(x)z " dx € analitica em Res > 1, e neste
1

()
¢(s)

dominio g(s) =
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Demonstra¢ao. Como 1(n) = logmme(1,2,...,n), temos que

U(x) log !
log x*

xlog x

VARVANIVAY

[e.e]
Entao, / Y(x)z ' *dr converge e g(s) representa uma funcdo analitica neste
1

dominio.
Por outro lado, se Res > 1, pelo Teorema [5.2.2

C(s) = [ —

p 1_p7

Dai,
log((s) = —» log(l—p~)

-y

p m=1

1
mpms '

Como, para todo s tal que Res > 1, esta ultima série converge, entao, fazendo uso
das regras de derivacao:

(o)) =~ G

- _Zlf -8
p

p

log p.

Dai, pelo Exemplo [4.5.2
C/<S) - —Jjs
855
P Jj=1
= > ) logp(p')*

p j=1
= Y A"
n=1

Por fim, tome a,, = A(n) e P(x) = ¢(x) aplicados ao Lema [5.2.5, Uma vez que

Y(n) < n?, como z~'7*dx converge para Res > 3, entdo / Y(x)z ™ dr também
1 . 1
converge no mesmo dominio. Tomando

o) =s [ vt

segue que

em Res > 1. O
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5.3 Transformadas de Laplace e Mellin

A partir da Proposicao [5.2.12] que analisou a existéncia de possiveis polos para

fs) 1
C(s) s—1

analitica sobre a reta Re s = 1. Posteriormente, através da Proposicao[5.2.13| conseguimos

a funcao ((s), conseguimos mostrar que a fun¢ao — possui continuagao

oo
mostrar que a funcdo g(s) = 3/ Y(x)z~ ' "*dr é analitica em Res > 1, e neste dominio
1

!/
g(s) = —@, fazendo o uso do Lema |5.2.5 aplicado a séries de poténcias e a funcao

¢(s)

Y(x). Além disso, como

/ Y(x)r ! Sdr = / (Y(x) + 2 — 2)r ' 4dx,
1 1
para Res > 1, entao, pela Proposicao [5.2.12] vale a identidade

BAC N

C(s) s—1

=1+ /loo(iﬁ(x) — x)z " d.

o0
Mas, diante desse cenario, faz-se necessario verificar se / (Y(z) — 2)x ' dw
1

converge para Res = 1. O objetivo central desta secao é mostrar a convergéncia de tal

¥(z)

integral, e garantir que exista o limite da funcao ——= para x — +o00, onde tal limite serd
x

1. Para tanto, faremos uso de alguns teoremas relacionados a transformadas de Laplace
e Mellin, conhecidos como Teoremas Tauberianos.

Lema 5.3.1. Seja a func¢ao F : (0,00) — R limitada e integrdvel em qualquer subintervalo
finito. Entao sua transformada de Laplace, dada por

G(s) = /000 F(t)e dt

estd bem definida e € analitica no semiplano Res > 0.
Demonstragao. Deixamos como referéncia para esta demonstragao [7]. [

Lema 5.3.2. Seja a funcao f : [1,00) — R integrdvel em qualquer subintervalo finito e
O(x). Entao sua transformada de Mellin, dada por

g(s) = 8/100 f(z)z™ " dx

estd bem definida e é analitica no semiplano Res > 1.

Demonstra¢ao. Como a func¢ao f é O(z), entao existem \,C € R, C' > 0e A > 1, tal que
para = > A e C real positivo fixo,

|[f ()] < Clzf.
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Sem <Resem > 1, entao

/ f(x)z 17 %dx| < / @) x"dx
A A T
< / Cz ™ ™dx
A
t
= (- lim x "dx
t—+o0 Jy
_l.lfm t
< C- lim
to+o0o 1 —m 2
< C 1-m
- m-1

Dai, temos que

lim /t f(x)z™ dr = /00 f(z)z™ " dx
1 1

t—+o00
oo
uniformemente em m € (1,Res]. Portanto g(s) = s/ f(z)z™'"*dxr é uma funcio
1
analitica em Res > 1. [

No Lema garantimos que a integral define uma funcao analitica em Re s > 0.
Precisamos investigar se a funcao G(s) se estende sobre a reta Re = 0.

Teorema 5.3.3. Sejam a func¢io F : (0,00) — R limitada e integrdavel em qualquer
subintervalo finito, e G a sua transformada de Laplace. Se G possui continuacao analitica

sobre a reta Rez = 0, entao a integral F(t)dt converge e
0

Demonstracao. Precisamos analisar a continuacao analitica da transformada de Laplace
da funcao F na vizinhanca do semiplano Re z > 0. Denotemos esta continuacgao por G(z).
Vamos supor que |F(¢)| <1 e definir a fungao

Gr(2) = /0 * Ple .

onde A < +o00. Observe que G(z) é analitica em C para todo A.
Queremos mostrar que

lim G4(0) = G(0).

A—00

— 1
Para tanto, vamos analisar o disco fechado D (O, —), para dado € > 0. Pela
€

definicao vista no capitulo 3, considerando R = —,
5

D(0,R) ={z € C;|z| < R}.

Uma vez que a fungdo G(z) ¢é analitica numa vizinhanga do semiplano
Res > 0, entdo, para cada valor R, existe um numero real 6 > 0 pequeno o suficiente
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Figura 5.1: llustragao da curva W.

para garantir que G seja analitica na regiao aberta que contém os pontos z pertencentes

— 1
aD (0, — ) N{Rez > —d}. Note que a fronteira deste conjunto é uma curva fechada, a
€

qual denotaremos por W, ilustrada pela imagem [5.1
Pelo Teorema, [4.6.8],

G(0) — G (0) = L /W Gl2) —Gal2) ,

271 z

Seja ¢(z), uma fungao analitica em um dominio que contém

D (0, é) N{Rez > —d}

entdo ¢(z)-e** também é analitica neste dominio. Assim, novamente pelo Teorema M,

L[ p(z)e
0) =— —d 5.9
2p(2)e — 1
e, uma vez que a funcao h(z) = ——=— é continuaem D | 0,— | N{Rez > —d}, temos
R? €

que h(0) = 0. Como W é um caminho fechado
zp(z)et

1 zp(2)e
— ————dz=0. 5.10
omi oy Rz T (5.10)

Somando termo a termo das equagoes (5.9) e (5.10), temos

w<0>=ﬁ< [ e i [ go(z)ekz-%dz),

Sendo assim,
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de onde temos que
0= 5 [ w2 (4 ) d
= — z)e -+ — | dz.
v 271 ng z R2

Tomando ¢(z) = G(2) — GA(2), e I(2) = (G(z) — Gx(2))e™ (; + —), obtemos

a igualdade
1
G(0) —G\0) = — | I(2)dz.
0)=60) = 5~ [ 1(:)a:
Agora, nosso objetivo serd dividir o caminho de integracao W em dois subconjun-
tos: Wt = {2 € W; Rez >0} e W™ = {z € W; Rez < 0}, conforme a figura 5.2

Figura 5.2: Ilustracao da divisao da fronteira W.
Deste modo, teremos que

G(0) — Gy (0) = QLM (/W 1(2)dz +/ ) I(z)dz) |

Para verificar a convergéncia de cada uma desta duas tiltimas integrais, precisamos

1
subdividir W~. Para tanto, observe que a funcao G(z) (— + %) ¢ analitica sobre W.
z

G(2) G + %)

vamos definir 4; > 0 em funcao de ¢,6 e B, onde 0 < §; < §. Assim, tomaremos

Entao, é limitada por um B real positivo, para todo z € W™. Entao,

Wy ={zeW™; —=0; <Rez},

de modo que
B

— |dz| < e.
2 Jw;
Assim, W5 é o conjunto dado pelos pontos de W~ compreendidos entre a reta
Rez= -6, e Rez=0.
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Vamos considerar também o conjunto W, , dado por W~ — W, .
Wi ={zeW~; =6, > Rez}.
Por fim, considere o conjunto

W, ={2€C; Rez <0 e|z| = R}.

w.

Figura 5.3: Ilustragcao das subdivisoes da fronteira W™ .

Na figura temos uma ilustragao dos conjuntos W, W, e W, . Note que W,
é composto por dois arcos.
Vejamos algumas observagoes importantes. Se z = Re z e |z| = R, entao

1 z z z 2x
;4_@:@ ﬁ:ﬁ (5.11)

Se, além disso, z > 0, uma vez que |F(t)| < 1, entao

00 A
/ F(t)e *tdt — / F(t)e—ztdt’
0 0
/ F(t)e—ztdt‘
A
< / F()]e~""dt
A

o0
< / et
A

T

G(2) = GA(2)| =

= lim e tdt
r—+00 A
e—:vt T
= lim
r—+oo —JI z
de onde obtemos que
e—)\:r:

|G(2) = Ga(2)] <

. (5.12)
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Mas, se = < 0,
GA(2)] =

de onde obtemos que

(5.13)

Em particular, se z € W,

|€)\z’ — e)\CE S 6_61)\Z.

1 z 1 z
Az Az
Vamos denotar [,(z) = G(z)e (; + —2) e I, = Gy(z)e (; + —2)

Como G (z) ¢ analitica em C, pelo Corolario [4.6.7]

/ [QdZ = / [QdZ.
_ wo

Sendo assim,

GO -0 = 5 | /W 1)+ / _(Jl(z)—fz(z»dz}

- L _/W+ I(z)dz+/_Il(z)dz—/_lg(z)dz}

_ % /W+ I(z)dz+/W Il(z)der/W Il(z)dz—/W* 12(z>dz]

Usando as estimativas [5.11} [5.12] e [5.13] temos para a 1* integral

1
— [ 1
omi /W+ (2)dz

-z
LI
2 W+ Xz

1
- [ 4
WRQ/W\ZI

TR

TR?
1
ey —_— = 87

R

2x
'@\dz\

para a 2% integral
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para a 3" integral

1 1
_,/ L(z)dz| < — [ B-eMds
211 Wy 2 Wy
B
= — |dz| < e,
2r Jwy

e para a 4 integral

1 e 2]
< Ae -2 d
- 27r/* ‘ x| R? 14

1
= — |dz|
W

1
—/ I(2)dz
27 Sy

mR2
TR

T R2

= E:€.

Logo, para um A\ suficientemente grande
|G(0) — GA(0)] < 4e.

]

Para encerrar essa se¢ao, vejamos um taltimo teorema antes de chegar a conclusao
de que
m(x)

im =
v—+oo 1/ log x

Este teorema é inspirado no teorema de Tkehara-Wiener.

Teorema 5.3.4. Seja [ : [1,400) = R uma funcgao integravel em qualquer subintervalo
finito, ndo negativa, nao decrescente, e O(z). Seja também g(s) a sua transformada de
Mellin. Se existe ¢ € R constante tal que

g9(s) —

s—1

possui continuagao analitica sobre a reta Res =1, entao

lim f(x) =

T——+00 €T

t
f(i) — ¢, onde t > 0. Como F\(t) é

O(x), entao F'(t) ¢ limitada em [0, +00). Uma vez que f é O(z), e integravel em qualquer
subintervalo finito, F'(t) também o é. Sendo assim, sua transformada de Laplace G sera

G(z) = /Ooo (%it)—c)~$dt

/OOO éf;?ﬂt - /OOO (ef)zdt

Demonstragao. Inicialmente, vamos tomar F(t) =
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1
Fazendo a mudanca de varidveis = e, temos que dt = —dx. Assim,
e

< f(z) 1 /Oo c 1
— I e — = . 2d
G(z) e i x e x
[T fl@) 1 * ¢
I e de S ), aetd dzx

< f(x) 1 ¢
= / e e R
® f(2) c

Seja g(z) a transformada de Mellin da fun¢io f, entdo

glz+1) ¢
G = = — -
(2) z+1 z
1 c
— NS >
P (g<z+ ) ¢
Por hipotese, g(z + 1) — ¢ possui continuagao analitica sobre Re(z + 1) = 1.

Consequentemente, G(z) possui continuagao analitica sobre Rez = 0. Desta maneira,
podemos aplicar o Teorema a fungao F(t), de onde temos que

60 - [*(1-0)a
()t

— /OOLQ_CQCC@
1 x

- , * ) —cx -
Agora, nosso objetivo serd mostrar que se “—~—dx converge, entao
1

22
x .
lim M = c¢. Para tanto, faremos uma demonstracao por reducao ao absurdo. Ini-

T——+00 €T
cialmente, observe que ¢ > 0. Caso contrario, teriamos que

/ L;dexz/ T e = oo,
1 T 1

)
[T @) e, , :
ou seja, “——~———dx nao converge. Sendo assim, suponha que se vale a desigualdade
1

f(z)

lim sup ——= > ¢,
x

entao existe § > 0 tal que vale a desigualdade

O<25<1imsupM—
x
c+ 20
+0

> 1. Considere também uma

Uma vez que ¢ > 0, tome o nimero real p =
sequéncia (Y, )nen, onde y, — 400, e ainda,

f(yn) > (c+ 20)yn,Vn € N.
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Como f é nao decrescente, para vy, < x < pyp,

c+ 26

n < X< —1,
Y c+5y

(c+0)yn < (c+ )z < (c+ 20)yn.

Ou seja,
f(@) = flyn) > (c+ d)w,

de onde obtemos a desigualdade
f(z) —cx

X

/pyn Flz) — cw, /pyn §
Yn 132 B Yn x
= Jdlogp > 0.

> 0.

Assim,

Uma vez que

Gmy:[migg;ﬁm;

dado € > 0, existe um namero real M > 1 tal que, para todo real a > M,

<E.

/°° f(x)m; dea:

95

. d :
Em particular, tomando 0 < € < 3 log p, como y,, — +00, existe ng € N tal que,

para a > Yp,,

<e

/°° f(z) — ez,
a $2

Por outro lado,

PYng _
dlogp < / de
y

2

< +

60 j—
f(x) : cx

y
< 2e < dlogp,

x

o que é um absurdo. Logo, concluimos que lim sup Q <ec.
x
f(@)

Analogamente, para mostrar que liminf——+~ >

- >
lim inf M < ¢, tomar
x
0<20< c—limimfM
x

e seguir os mesmos passos tomados para a demonstragao de que lim sup

supor que

O
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5.4 O Teorema dos Numeros Primos

Esta secao tem por objetivo usar os resultados obtidos neste capitulo para provar
o Teorema dos Nimeros Primos.

Teorema 5.4.1.
_ m(x)
lim ———
z—+o0 x/log x
Demonstra¢ao. Vimos que a funcdo ¢ (z) é O(x) na Proposicao 5.1.16, Além disso, esta

funcao é nao decrescente, nao negativa e integravel em intervalos finitos. Na Proposi¢ao
5.2.13] vimos que sua transformada de Mellin, dada por

= 1.

g(s) = s /1 (@) da

/
¢ analitica em Res > 1, e g(s) = —i((s)). Por fim, vimos na Proposicao [5.2.12| que a
s
o Cls) 1 Lo "y
funcao — (s) — ] possui continuagao analitica sobre a reta Res = 1.
s s —
Aplicando o Teorema a funcao ¥ (z), temos que
lim M = 1.
r—oo I
Uma vez que, pela Proposicao [5.1.15],
T NI T CO N
z—00 T z—oo / log
obtemos o nosso resultado. O

5.5 Conclusao

Mesmo depois de séculos de estudos acerca dos niimeros primos, ainda ha muito
mistério acerca deste tema. Desde o século XIX, quando o Teorema dos Nuimeros Primos
foi anunciado por Gauss e Legendre e sua posterior prova foi realizada por Hadamard
e Poussin, nao havia uma nova e grandiosa descoberta no tocante ao espacamento entre
primos. Somente em 2.013, foi provado que existem infinitos pares de primos cuja distancia
é N, para algum N € N menor que 70.000.000.

Apesar da tematica dos ntimeros primos ser objeto da area da Teoria dos Niumeros,
vimos também que, através de técnicas de andlise complexa, é possivel mostrar que o
espacamento médio entre primos até um numero natural n é aproximadamente logn.
Para tanto, a ideia de Riemann em associar a distribuicao dos ntimeros primos a funcao
zeta aplicada a nimeros complexos foi fundamental. Ainda assim, sua teoria acerca dos
zeros nao triviais para a funcado zeta continua em aberto, bem como outras conjecturas
que dependem da prova desta hipétese de Riemann.

Alguns pontos importantes sobre os primos ja foram mostrados, como a infinitude
deste conjunto, e testes de primalidade cada vez mais eficazes e interessantes. De igual
modo, grandes aplicagoes na area de seguranca do mundo eletrdonico, bem como na Fisica
Quantica, se tornaram evidentes e valiosas. Resta saber qual serd a nova nota a ressoar
na cancao dos nimeros primos.
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