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Resumo

Neste trabalho, apresentaremos uma interpretacao geométrica das médias: Arit-
mética, Geométrica, Harmonica, Quadratica e a raiz harmonica média quadrada de
dois nimeros positivos e uma generalizagao dessas médias no circulo. Em seguida,
consideramos uma interpretacao geométrica da Média Ponderada e sua relagao
com as outras médias. Apresentaremos também uma anélise feita por Pappus de
Alexandria sobre a construcao geométrica das médias: Aritmética, Geométrica e
Harmonica. Em seguida, estudamos uma funcao geradora de média e uma inter-
pretacao geométrica da média ponderada no trapézio e no retangulo. Finalmente
apresentamos algumas aplicagoes praticas da média no tltimo capitulo e um resul-
tado complementar no apéndice.

Palavras-chave: Média Ponderada; Média aritmética; Média geométrica; Média
Harmonica; Média quadratica; interpretagao geométrica de uma média.



Abstract

In this work, we will present a geometric interpretation of the means: Arith-
metic, Geometric, Harmonic, Quadratic and the harmonic root mean square of two
positive numbers and a generalization of these means in the circle. Next we consider
a geometric interpretation of the Weighted Average and its relationship to the other
averages. We will also present an analysis made by Pappus of Alexandria on the
geometric construction of means: Arithmetic, Geometric and Harmonic. Next, we
studies an mean generating function and a geometric interpretation of the Weighted
mean on the trapezoid and in a rectangle. Finally, we present some practical appli-
cations of the mean in the last chapter and a complementary result in the appendix.

Keywords: Weighted Mean; Arithmetic mean; Geometric Mean; Harmonic
Mean; Quadratic Mean; geometric interpretation of a mean.
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Introducao

As médias sao medidas estatisticas que sao utilizadas hd muito tempo para des-
crever e analisar conjuntos de dados. Segundo BUSSAB e MORETTIN (2017), as
médias surgiram na antiguidade com o objetivo de se obter um valor representativo
de um conjunto de dados. Desde entao, as médias foram aprimoradas e utilizadas
em diversas areas do conhecimento. Um ponto importante é como interpretar geo-
metricamente as médias. Existem varias interpretagoes geométricas para as médias
Aritmética, Geométrica, Harmonica e Quadratica. No entanto, ha limitacoes quando
se fala em interpretacao geométrica da média Ponderada, pois, diferente das demais
médias, ela trabalha com quatro medidas diferentes, enquanto as outras médias
trabalham somente com duas.

Por volta de 300 d.C. viveu em Alexandria um grande matematico: Pappus
de Alexandria, que foi o responsavel por uma das primeiras obras nas quais se
interpretou geometricamente as médias. Pappus, em 320 d.C., conseguiu dar uma
interpretagao geométrica em um semicirculo das médias: Aritmética, Geométrica e
Harmonica, em sua obra denominada Cole¢do Matemdtica, Livro 111, secdo 2. (ver
EVES [7], pag. 226).

A Base Nacional Curricular Comum - BNCC (ver [3]), documento mais recente
que norteia a educagao brasileira no ambito do ensino fundamental, traz consigo
competéncias e habilidades para que os estudantes compreendam, em contextos
significativos, o significado de média estatistica como indicador da tendéncia de
uma pesquisa, calcular seu valor e relaciona-lo, intuitivamente, com a amplitude do
conjunto de dados, além de resolver e elaborar problemas que envolvam o célculo de
médias ponderadas em contextos diversos, como economia, fisica, quimica e outras
dreas (ver [3], pdg. 309). Na geometria, a BNCC aborda habilidades para resolver
problemas envolvendo calculo de areas, volumes e outras grandezas relacionadas
a figuras geométricas em diferentes contextos, assim como identificar e utilizar os
conceitos de simetria, congruéncia e semelhanca em figuras planas e espaciais. Neste
trabalho, apresentaremos algumas interpretagoes geométricas das médias, ou seja,
resolver problemas de geometria usando a ideia de média e problemas de médias
aplicando conceitos de geometria.

No Capitulo 1, apresentaremos alguns conceitos preliminares, como as defini¢oes
de médias e as propriedades que tornam uma expressao uma média. Ja no Capitulo
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2, mostraremos a construgao geométrica das Médias Aritmética, Geométrica e Har-
monica realizada por Pappus de Alexandria em 320 d.C..Além dessa construgao,
apresentaremos também interpretagoes de cinco médias no circulo e uma genera-
lizacao. Também apresentaremos problemas para construir um quadrado equiva-
lente a um retangulo preservando algumas caracteristicas. Para finalizar o Capitulo
2, apresentaremos uma funcao geradora de médias e no Capitulo 3, mostraremos
uma forma de construir um cubo equivalente a um paralelepipedo, preservando al-
gumas caracteristicas sistematicamente como no Capitulo 2.

Para concluir, exibiremos a interpretacao geométrica da média ponderada, que
possui poucas publicacoes na literatura, além de mostrarmos que todas as outras
médias sao casos particulares dela por meio da razao de pesos. Algumas aplicagoes de
médias sao encontradas no Capitulo 5, afim de contextualizar a teoria apresentada.
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Capitulo 1

Preliminares

Uma ideia que chama bastante atencao é a da média. De acordo com LIMA([14],
pag. 138), uma média de uma certa quantidade de nimeros é um valor que pode
substituir todos os valores dessa lista sem alterar algumas caracteristicas. Conforme
cada uma dessas caracteristicas, definiremos cada uma das médias.

Definigao 1.1 (Média Aritmética) Sejam ay,asq,--- ,a, uma lista de n nimeros
reais, sendo a a média destes valores. Tomando a soma como uma das carac-
teristicas, podemos trocar cada um dos valores a;, com i = 1,2,--- . n por a, da
sequinte forma:

atag+---+a, = a+a+---+a

= na,
dai
ap+ag+---+ay ~
= a.
n
Portanto, a = A(ay,az,--- ,a,) = BF2EF ¢ o média aritmética da lista de
numeros ay, s, ..., ay,.
Definigao 1.2 (Média Geométrica) Sejam g1,9s,- - , gn uma lista de n nimeros
reais positivos, sendo g a média destes valores. Tomando a multiplica¢ao como uma
caracteristica, trocando cada um dos valores g;, comi = 1,2,--- . n porg, da sequinte
forma:
gl.g2 ..... gn e g.g-..g
-~
- g )
logo




Assim, g = G(g91,92," " ,Gn) = /9192 Gn € a média geomélrica da lista
de niumeros g, Gz, .., Gn-

Uma observacao a ser feita é que os numeros g;, com i = 1,2,--- ,n, fazem
sentido se forem positivos. Dessa forma, nao corre o risco de nao existir a média
geométrica.

Por exemplo, qual seria a média geométrica de gy = 3 e go = —37 Nesse caso
nao estd definido, pois g = G(3,-3) = /3 (=3) = V-9 € R.
Definigao 1.3 (Média Harmoénica) Sejam hy, ha, - , h, uma lista de n nimeros

reais positivos, sendo h a média destes valores. Escolhendo a soma dos inversos como
uma caracteristica, trocando cada um dos valores h;, com t = 1,2,--- ,n por h, da
sequinte forma:

I I
hy — hy hy, h h h
_
h
n ~
= h
T, 1 1 ;
TR T TR,
Por consequinte, h= H(hy,hy, -+ hy) = +—"— € a média harmoénica da

lista hl, hg, ceey hn

Observe que definimos a média harmonica para valores positivos, pois, a depen-
der dos nimeros nem sempre existe a média harmonica. Por exemplo, para h; = 5

e hy = —5 a média harménica é h = H(5,—5) = lfi = 525 = 2, que nao estd
5" =5 25

definido.

Definigao 1.4 (Média Quadratica) Sejam 1,79, , 7, uma lista de n nimeros
reais, sendo r a média destes valores. Tomando a soma dos quadrados dos nimeros
como uma caracteristica, podemos trocar cada um dos valores r;, comi=1,2,--- . n
por r, da sequinte forma:

T A I e e e

logo

¢@+@+m+ﬁ _ =



2 2 2
_ r24et , L. L. .
Desse modo, 7= Q(r1,72,- -+ , 1) = \/ 2" ¢ a média quadrdtica da lista de

NUMEros 11,79, ..., Tn.

Em particular, neste trabalho denotaremos o calculo das médias para dois niimeros
reais quaisquer a e b, a Média Aritmética A(a,b), a Média Geométrica G(a,b), a
Média Harmoénica H(a,b) e a Média Quadratica Q(a,b) da seguinte forma:

b
((Ago.) ="
G(a,b) =Va-b
¢ 2 2-a-b
H(a,b) = =
(a7> %‘f—% a+b
a? + b?
\Q(aﬂb)_ 2

Essas quatro expressoes possuem trés propriedades fundamentais, que de fato as
caracterizam como médias MAOR(ver [16], pag. 20).

1. A média é menor que o maior dos valores entre a e b e maior que o menor
entre a e b.

2. A média é igual a a quando a = b.

3. A média é uma expressao homogénea em a e b; isto é, se multiplicarmos a e
b por um fator de escala t, entao a média também sera multiplicada por t.
Assim, os valores de todas as médias devem ser invariantes sob uma mudanca
de escala.

Ser invariante sob uma mudanca de escala significa que uma propriedade ou
medida matematica permanece a mesma, independentemente da escolha da unidade
de medida ou da escala utilizada para representar os dados (ver referéncia [5], pag.
9).

Essas trés propriedades sao essenciais para qualquer expressao que caracteriza
uma média. A seguir, mostraremos que as médias, aritmética, geométrica, harmonica
e quadratica satisfazem essas trés propriedades fundamentais.

o Média Aritmética

1. Considere a < b. Dessa forma, adicionando o niimero a em ambos os lados
da desigualdade, obtemos a + a < a + b. Logo, a < “T“’ De maneira
analoga, adicionando o nimero b em ambos os lados da desigualdade

a < b, temos a+ b < b+ b, ou seja, “T*b < b. Portanto, a < A(a,b) <b.



2. Considere a = b. Dal,

2.
Aa,b) = A(a, a) = “;a ==t

= a.

Portanto, a Média Aritmética é igual ao niimero a quando a = b.

3. Tomando a-teb-tcomt e R,, temos que a média aritmética de a -t e

b-té
a-t+bt _ ath

2 2
Portanto, os valores da média aritmética sao invariantes sob uma mu-
danca de escala.

Ala-t,b-t) =

=t- Aa,b).

o Média Geométrica

1. Considere 0 < a < b. Dessa forma, multiplicando o niimero a em ambos
os lados da desigualdade, obtemos a-a < a-b. Dai, a*> < a-b, ou
seja, a < va - b. Analogamente, multiplicando a desigualdade @ < b pelo
nimero b, segue que a-b < b-b. Dai, a-b < b% ou seja, Va-b < b.
Portanto, a < G(a,b) <b.

2. Considere a = b. Dal,
G(a,b) = G(a,a) = Va-a=Va® = a.

Portanto, a média geométrica ¢é igual ao nimero a quando a = b.

3. Tomando a-teb-t comt e Ry, temos que a média geométrica de a -t e
b-té

Gla-t,b-t)=+/(a-t)-(b-t) =Vt -a-b=t-Va-b=1t-G(a,b).

Portanto, os valores da média geométrica sao invariantes sob uma mu-
danca de escala.

e Média Harmonica

1. Considere 0 < a < b. Dessa forma, adicionando o ntimero a em ambos
os lados da desigualdade, obtemos 2-a < a +b. Fazendo a multiplicando
desta desigualdade pelo nimero b, temos que 2-a-b < b- (a +b). Dali,
iié’ < b. De maneira anéloga, adicionando o niimero b na desigualdade
a < b, temos que a + b < 2 -b e multiplicando esta desigualdade por a,

segue que a-(a+b) < 2-a-b, ouseja, a < i_‘ilf Portanto, a < H(a,b) < b.




1.1. RELACOES METRICAS NA CIRCUNFERENCIA

2. Considere a = b. Dal,

2-a-a 2-a®
H(a,b) = H(a,a) = ta 24" "

Portanto, a média harmonica é igual ao nimero a quando a = b.
3. Tomando a-teb-tcomt e Ry, t+#0, temos que a média harmonica de
a-teb-té
2-(a-t)-(b-t) t-2-a-b  2-a-b

H(a-t,b-1) = — — -2y H(a, ).
(a-t.b-1) =— =73 t-(a+0b) a+b (a,5)

Portanto, os valores da média harmonica sao invariantes sob uma mu-
danca de escala.

e Média Quadratica

1. Considere 0 < a < b. Dai, a® < b%. Adicionando a? em ambos os lados da
desigualdade a? < b%, temos que a®+a? < a?+b%. Logo, 2-a® < a®>+b%, ou

. 2 2 . , . . .
seja, a < % De maneira andloga, adicionando b* na desigualdade

a® < b?, temos que a® + b? < b% + b2, Segue que # < b. Portanto,
a < Q(a,b) <b.
2. Considere a = b. Dal,

Q) = Qa.a) = | L 2 v

Portanto, a média quadratica é igual ao nimero a quando a = b.

3. Considerando a -t e b-t com t € R, temos que a média quadratica de
a-teb-té

. 1)2 . 1)2 2 2 2 2 2 2
Q(a-t,b-t):\/(a t) ;(b D2 _ [, @ —;b _JmL e —2|—b e —ka'

Portanto, os valores da média quadratica sao invariantes sob uma mu-
danca de escala.

1.1 Relacoes Métricas na Circunferéncia

Nesta secao, enunciaremos e demonstraremos algumas relagoes métricas na cir-
cunferéncia, a saber, a relagao entre cordas, entre secantes, entre tangente e secante
na circunferéncia (ver referencias [19] e [8]).

Ao longo do trabalho denotaremos um segmento de reta por AB e seu compri-
mento por AB.



1.1. RELACOES METRICAS NA CIRCUNFERENCIA

Teorema 1.1 (Relagao entre cordas) Sejam AB e CD duas cordas que se in-
tersectam no ponto P conforme a Figura 1.1, entdo AP - BP =CP - DP

Figura 1.1: Relagao entre cordas

Fonte: Autor.

Demonstracao: Construimos segmentos conectando o ponto A ao ponto C, e o
ponto B ao ponto D como mostrado na figura 1.2. Note que, os triangulos AAPC
e ABPD sao semelhantes. De fato, os angulos ZAPC e ZDPB sao congruentes
por serem opostos ao vértice P. Além disso, os angulos ZA e /D sao congruente,
pois subtendem o mesmo arco. Portanto, pelo caso angulo-angulo (AA) garante
a semelhanca dos triangulos. Como os triangulo sao semelhantes, entao temos a
proporcionalidade dos lados,

Figura 1.2: Relacao entre cordas

AP CP
DP BP’
dai
AP-BP =CP-DP
= Fonte: Autor.

Teorema 1.2 (Relagao entre secantes) Seja P um ponto fora do circulo e A,
B, C e D pontos do circulo tais que os segmentos AP e C'P sao secantes, entdo

PA-PB=PC-PD
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Figura 1.3: Relagao entre secantes

A

Fonte: Autor.

Demonstracao: Construimos segmentos conectando o ponto A ao ponto D, e o
ponto B ao ponto C' como mostrado na figura 1.4.

Figura 1.4: Relagao entre secantes

Fonte: Autor.

Os triangulos AAPD e ABPC sao semelhantes. De fato, o angulo ZP é comum
aos dois triangulos. Os angulos ZA e ZC' sao congruentes pois subtendem o mesmo
arco. Portanto, pelo caso de semelhanca de triangulos AA, tem-se a afirmacao.
Dessa forma, pela proporcionalidade dos lados, temos que

ou seja,

AP-BP=CP-DP

Teorema 1.3 (Relagao entre secante e tangente) Seja P um ponto fora do circulo
eT, A e B sao pontos tais que o segmento PT € tangente e PA € secante, entdo

PT° = PA-PB
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Figura 1.5: Relagao entre Secante e Tangente
T

B
_/
Fonte: Autor.

Demonstracao: Construimos os segmentos AT e BT conforme a figura 1.6.

Figura 1.6: Relacao entre Secante e Tangente
T

Fonte: Autor.

Considerando os triangulos AAPT e ABPT, note que eles sao semelhantes. De
fato, o angulo ZP é comum aos dois triangulos. Além disso, os angulos ZA e AT
dos triangulos AAPT e ABPT respectivamente sao congruentes, pois

/2\7

/T =B se /T é angulo de segmento

{AA — BT se ZA é angulo inscrito
2

Agora, pela semelhanca dos triangulos, temos que

PA PT
PT PB’
portanto,
PT° =PA-PB
[ |



Capitulo 2

Algumas Interpretacoes
Geométricas das Médias no R?

2.1 Interpretacao geométrica na circunferéncia das
médias: Aritmética, Geométrica e Harmonica

Segundo BOYER, (1968), Pappus de Alexandria reivindicou para si a prova de
uma construgao geométrica realizada por um geometra anonimo grego sobre as trés
médias em uma circunferéncia no ano 320 d.C., dessa forma ¢é possivel visualizar
geometricamente a relacdo A(a,b) > G(a,b) > H(a,b) (para mais detalhes, ver
referéncia [2], pag. 166).

A seguir apresentamos duas construgoes conhecidas para representar as médias
geométricas na circunferéncia, na primeira delas consideramos um ponto M sobre a
circunferéncia e na segunda construcao consideramos o ponto M externo a circun-
feréncia , ver as figuras 2.1 e 2.3. As figuras apresentam as relagoes entre as médias
Aritmética A(a,b), Geométrica G(a, b) e a Harmonica H (a,b) de dois nimeros reais
positivos a e b.



2.1, INTERPRETACAO GEOMETRICA NA CIRCQNFERENCIA DAS
MEDIAS: ARITMETICA, GEOMETRICA E HARMONICA

Figura 2.1: M pertence a semicircunferéncia

G A
a b

Fonte: Autor.

Sejam a e b dois ntumeros, tal que 0 < a < b, denotemos com as mesmas letras
os segmentos associados aos dois nimeros, respetivamente; justapondo sobre uma
reta os segmentos a e b, eles determinam o diametro da semicircunferéncia (figura
2.1). O ponto A é o ponto médio do segmento a + b. Tragamos uma circunferéncia
de centro em A. E possivel interpretarmos geometricamente as médias Aritmética,
Geométrica e Harmonica destes dois niimeros.

De fato, M A é uma Média Aritmética, pois o diametro do circunferéncia é a + b
e o raio ¢ justamente aT“’, portanto MA = CLT“’ = A(a,b). Por outro lado, note que
GA = “TH’ — a, ou seja, GA = b_T“. Aplicando o Teorema de Pitdgoras no AGAM
as seguintes equacoes sao equivalentes

MA® = MG +GA,
b\ > _ b—a\?
() - e ()
a® + 2ab + b? — o5 b*—2ab+ a?
LG ) 76 J e
4 + 4 ’
dai
e a2+2ab+b2_b2—2ab+a2_a2+2ab+62—b2+2ab—a2
N 4 4 N 4 ’
portanto

MG =+Va-b.

Logo, MG é uma Média Geométrica de a e b, ou seja, MG = G(a,b).

Para garantir que M H é uma média harménica, é preciso notar, inicialmente, que
AGAM é semelhante ao AHGM. De fato, isso é verdade pelo caso de semelhanca
AA, veja a Figura 2.2:

10



2.1, INTERPRETACAO GEOMETRICA NA CIRCUANFERENCIA DAS
MEDIAS: ARITMETICA, GEOMETRICA E HARMONICA

Figura 2.2: Semelhanca dos triangulos GAM e GHM

G* A G

Fonte: Autor.

Note que ZM é comum AGAM e AHGM. Além disso, ZMGA e ZMHG sao
angulos retos. Portanto, pelo caso AA, segue que AGAM ~ AGHM. Assim pela
semelhanca dos triangulos os seguintes lados sao proporcionais

MG MA
MH MG’
dai ,
MH-MA=MG,
segue-se
2
NG (Va'b) a-b  2a-b
MH = —"_ — — — .
MA aTer “T*b a+b

Desse modo, M H é uma interpretacio geométrica da Média Harmonica, ou seja,
MH = H(a,b).

No AGAM, o lado M A é a hipotenusa, portanto é o maior lado deste triangulo.
Com isso, temos que MA > MG. Por outro lado, no AHGM o lado MG é a
hipotenusa, ou seja, é o maior lado deste triangulo. Isto implica que MG > MH.
Assim, concluimos que MA > MG > MH.

Outra forma de relacionar essas médias é através de trigonometria no triangulo
retangulo. Na Figura 2.2, denotemos o angulo ZA por a, com 0 < a < 7.
Além disso, é facil ver que o ZMGH também é «. Aplicando seno nos triangulos

retangulos AGAM e AGHM , obtemos no AGAM

sen(a) =

s b

entao

MA - sen(a) = MG
A(a,b) - sen(a) = G(a,b). (2.1)

De maneira analoga no AGH M, segue que

11



2.1, INTERPRETACAO GEOMETRICA NA CIRCU}VFERENCIA DAS
MEDIAS: ARITMETICA, GEOMETRICA E HARMONICA

sen(a) =

S

dai

MG -sen(a) = MH
G(a,b) - sen(a) = H(a,b). (2.2)

Substituindo a equagao (2.1) na equagao (2.2), obteremos
H(a,b) = A(a,b)-sen(a) - sen(a)
= A(a,b) - sen*(a).

Ou seja, é possivel encontrar as médias Aritmética, Geométrica e Harmonica em
) )
funcao do sen(a) e como 0 < o < 7, entdo as equacdes estao bem definidas.

Ala,b) = senl(a) . Gla,b)
Gla,b) = senl(a) H(a,b)

H(a,b) = A(a,b) - sen?(a)

A segunda construcao geométrica para interpretarmos geometricamente as médias
Aritmética, Geométrica e Harmonica é a seguinte.

Sejam b= XM e a = Y M niimeros quaisquer e seus segmentos correspondentes
dispostos como na Figura 2.3. No segmento XY consideremos seu ponto médio
A, note que XY =b—a e que AY = b’T‘l Tracemos a circunferéncia com centro
em A e raio AY. Observe que, o ponto M é externo & circunferéncia de diametro
XY = b—a. Primeiramente, tracamos uma semirreta MG tangente & circunferéncia
no ponto G e passando pelo ponto M. Note que o raio AG e a tangente MG sao

perpendiculares em G.

12



2.1, INTERPRETACAO GEOMETRICA NA CIRCQNFERENCIA DAS
MEDIAS: ARITMETICA, GEOMETRICA E HARMONICA

Figura 2.3: M é ponto exterior a semicircunferéncia.

Fonte: Autor.

Assim temos que o comprimento MG é a Média Geométrica de a e b. De fato,
usando a relagao métrica da circunferéncia encontrada no Teorema 1.3, temos que

MG =MX -MY =b-a,

entao

MG =+Va-b.

Dessa forma, MG é uma interpretacao geométrica da Média Geométrica.
De outro lado, também podemos escrever o segmento M A da seguinte forma

MA:MY+YA:a+b;a:“;@

Logo, M A é uma interpretagao geométrica da Média Aritmética.
Para a Média Harmonica, como feito anteriormente, note que os triangulos

ANGAM e AHGM sao semelhantes.

Figura 2.4: Semelhanca dos triangulos GAM e HGM
G G

A °M  H® °M
Fonte: Autor.

De fato, o angulo ZM é comum aos dois triangulos e os angulos ZG do AGAM
e ZH do AHGM sao angulos retos. Portanto, pelo caso de semelhanca AA, segue

13



2.2. INTERPRETACAO GEOMETRICA DE CINCO MEDIAS NA
CIRCUNFERENCIA

que AGAM ~ AHGM. Assim, da semelhanca dos triangulos AGAM, AHGM os
seguintes lados sao proporcionais

MA MG
MG MH
logo
MH-MA = (MG)?,
dai

—— MG (Va-b? 2a-b

MA atb g4

=

2.2 Interpretacao Geométrica de Cinco médias na
Circunferéncia

Nesta secao apresentaremos interpretacoes geométricas de cinco médias feitas em
uma circunferéncia segundo MAOR (ver [15], pdg. 29). Primeiramente, detalhare-
mos a construcao de cada uma das médias.

Com efeito, dados dois segmentos de comprimento a e b tal que 0 < a < b,
tracemos uma circunferéncia de centro C' e diametro XY = a + b. Observemos que
na Figura 2.5 o segmento C'() corresponde com o raio da circunferéncia. Seja M no
diametro, o ponto em comum entre os dois segmentos de comprimento a = XM e
b= MY . Tracemos o segmento GG’ perpendicular ao didmetro XY no ponto M.
Seja o ponto A na semicircunferéncia superior tomando M A com igual comprimento
que CQ. Note que os segmentos MG e MG’ tem igual comprimento. Prolonguemos
o segmento M A até intersectar a circunferéncia no ponto H. Além disso, tracemos
o segmento QM e prolonguemos ele até intersectar a circunferéncia no ponto Hs.

14



2.2. INTERPRETACAO GEOMETRICA DE CINCO MEDIAS NA
CIRCUNFERENCIA

Figura 2.5: M pertence ao diametro

a b
Fonte: Autor.

2.2.1 Média Aritmética - A(a,b)

Pela construgao do segmento M A na circunferéncia, temos que

XY _a+b
2 2

Logo, o segmento M A é uma interpretacao geométrica para a Média Aritmética
dos ntumeros a e b.

MA=CQ=

= A(a,b)

2.2.2 Média Geométrica - G(a,b)

Usando relagao métrica da circunferéncia encontrada no Teorema 1.1 e o fato de
que o comprimento de MG é igual ao comprimento de MG’, temos que

MG -MG = XM-MY
MG -MG = a-b,

15



2.2. INTERPRETACAO GEOMETRICA DE CINCO MEDIAS NA
CIRCUNFERENCIA

logo

(MG)? =a-b,

dai
MG =Va-b=G(a,b).

Portanto, o segmento MG é uma interpretagao geométrica da Média Geométrica
dos nimeros a e b.

2.2.3 Média Harmonica - H(a,b)

Aplicando a relagao métrica da circunferéncia no Teorema 1.1, temos que

MA-MH = MG-MG
<a+b>-MH _ MGZ,

2
entao
i (Va-b)?
(5
portanto
—— 2a-b 2
MH = =-—— = H(a,b).
a+b %"—% (CL, )

Desse modo, o segmento M H é uma interpretacao geométrica da Média Harmonica
dos ntimeros a e b.

2.2.4 Meédia Quadratica - Q(a,b)

Note que o comprimento do segmento M C pode ser escrito da seguinte forma:

a+b b—a

)—a= :
2 2

Usando este fato no Teorema de Pitdgoras no triangulo AMQC com QC = “TH’,
temos que

MC =XC — XM = (

2

MQS = MC +QC

_ (b-a 2+ a+0b\?
N 2 2
b2 —2ab+a?  a®+2ab+0>  a®+b?

4 4 2 7

16



2.2. INTERPRETACAO GEOMETRICA DE CINCO MEDIAS NA
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assim
a? + b2
2

Por conseguinte, o segmento M) é uma interpretacao geométrica da Média
Quadratica dos nimeros a e b.

MQ =

= Q(CL, b)

2.2.5 Uma Quinta Média

Usando a relacao das cordas encontrada no Teorema 1.1 segue que

HM-MQ = XM-MY
oM - /25 = a-b
logo
- b b2 2
a2+b2 Va2 + b2 \/a2+b2
2 a?-b?
entao

2 2
HyM = V2 =4/7 -
Jare VaEte

MAOR (1977) [16] denotou esta ultima expressdo como sendo a raiz da média
harmonica dos quadrados de a e b. MAOR generalizou ainda mais a definigao de

"média” para incluir todo R,, tal que R,, = {/ @ para qualquer niimero real exceto
0 zero.
Nesta notagao, observe na figura 2.5 que HoM é Ry, MHé R, MAé R, e
MQ@ é R,. Perceba também que aplicando limite! em R,,, segue que
limR, = MG, limR,=0b e lim R, = a.
n—0 n—00 n——0o0
Dessa forma, cada corda através do ponto M determina duas médias.
A seguir daremos uma generalizagao da ideia das médias. Olhando para a
sequéncia de médias H(a,b) < G(a,b) < A(a,b) e a ordem entre elas, percebemos
alguns padroes instigantes. Primeiramente, note que

- 2 b
H A= - 1.a+ _
Ty 2

G(a,b) = VMH - MA,

Ipara mais detalhes sobre o estudo de limites, ver referéncia [23] pag. 65

a-b=G(a,b)?

dai

17
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portanto

G(H,A) = vVH- A. (2.3)

De forma andloga, segue que

. 9 [a2 & b2
H2MMQ: T T a” + :a~b:G(CL,b)2,
V =+ 2

G(a, b) = HQM . Q,

assim

portanto
G(Hs, Q) = vV Hz- Q. (2.4)
Vamos generalizar as médias quadraticas e a raiz média dos quadrados de dois
nimeros, ou seja, para cada n inteiro positivo, temos que

2-am-b"
HM={|—— 2.5
am + bn (2:5)
e
" n bn
R, = {20 (2.6)
2
sao médias.
Para n = 1, note que
2 at - bt jat + bt

HlM: H(a,b) e Rlz

= A(a,b).

al + bt - 2

Além disso, perceba também que para cada n inteiro positivo, temos que

2_ n ., hn n n
HnM-anq/ arb -*\L/“ Y e = ab = (Va B = Gla b, (2.7)

am + b 2

segue que G(a,b) = H,M - R, = G(H,M,R,)

Portanto,
G(H,M,R,)=+\/H,M - R, (2.8)

Pode-se provar que H,M = R_,.2 Assim a sequéncia

R_,(a,b) < H(a,b) < G(a,b) < A(a,b) < R,(a,b)

2mais a frente usaremos HQ(a,b) para denotar R_,,

18
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d& motivos para conjecturar que ela pode ser continuada para cima e para baixo na
escala de ordens de tal forma que para cada n inteiro, positivo ou negativo, teremos

R, < R, 1, entao
n bn
R,={/% + ,"/1+

Fazendo n tender ao infinito, temos que

b a
lim R, = lim — - ¢/1 —)n=b-1=hb.
A Fo = lim - {1+ ()

Por um lado a fragao ($)" — 0 quando n vai para infinito, pois a < b. Por outro

lado /2 — 1 com n tendendo ao infinito.
De forma anéloga, provamos que

lim R_,, = a.
n—o0

Calculemos os valores de R, e R_, paraa=1¢e b= 2.

1. Para n =1, temos que

o Ry =12 =150
212 _ 4
e Ra=Tg=3=L3

2. Para n = 2, obtemos:

o Ry = ¢/EE =158
o« Roy= /35 = ¢/t =12

Fazendo o mesmo procedimento, construimos uma tabela encontrando valores
de R, e R_,, para alguns n inteiros positivos com a =1 e b = 2
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Tabela 2.1: Tabela de Generalizagao das Médias com a =1 e b = 2.

n R, | R_, n R, | R_,
1 ]1,501 1,33 20 11,93 ] 1,03
2 | 1,58 | 1,26
3 11,65 1,21
4 | 1,71 | 1,17 ) ) .
5 | 1,75 | 1,14 50 | 1,97 | 1,01
6 |1,79| 1,12
7 | 1,81 1,10
8 [ 1,83 | 1,09 ) ) )
9 | 1,85 1,08 100 | 1,98 | 1,007
10 | 1,87 | 1,07

200 | 1,99 | 1,003

Fonte: Autor

Vemos, entao, que entre os valores a = 1 e b = 2 obtemos todo um conjunto de
valores médios, cada um dos quais corresponde a um valor especifico de n. Todos
os valores de R, estdo localizados & direita de G(a,b) = G(1,2) = 1,41, enquanto
todos os valores de R_,, estao localizados a sua esquerda de G(a, b).

A média geométrica de a e b ocupa assim uma posi¢ao central em nosso conjunto,
o que naturalmente nos leva a especular se a propria média geométrica nao pode
também ser considerada como um caso especial dos R,,.

A primeira vista isso parece impossivel, pois ha uma lacuna nos valores das
médias entre Ry e R_j, isto é, entre A(a,b) e H(a,b). Essa lacuna, no entanto,
se deve ao fato de que nos limitamos até agora apenas a valores inteiros de n. Se
essa restricao for removida e deixarmos qualquer valor real, obteremos um espectro
continuo de valores médios no intervalo entre a e b, dessa forma pode-se mostrar que

limR, = G(a,b).
n—0

De fato, aplicando o logaritmo em

temos
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2.3. INTERPRETACOES GEOMETRICA DE QUATRO MEDIAS USANDO
QUADRILATEROS

In(R,) = ln(na ;b>

1 (a”+b”>
= —-ln .
n 2

Fazendo n — 0, o lado direito resulta em uma indeterminacao do tipo %. Apli-
cando a Regra de L'Hopital (ver [23], pag. 267), segue que

d |y (aitb”
lim(In(R,)) — lim (W)

n—0 n—0 --n
dn

, a"-In(a) 4+ 0™ - In(b)
=l ( a + b" )
a® - In(a) +8° - In(D)
a® + b0
1-In(a)+1-In(b)
1+1
In(a - b)
2
= In (W) :

n—0

Logo,

lim(R,) = Va-b=G(a,b).

n—0
Portanto, a Média Geométrica G(a, b) torna-se tinica ocupando a posigao central

em nosso conjunto de valores, isto é, a posi¢ao correspondente a n = 0 no intervalo
(—00,00). Nao é um termo do R,, ou do R_,, mas é abordado quando n — 0.

2.3 Interpretacoes Geométrica de Quatro Médias
usando Quadrilateros

No artigo [6], Ercolano chama atengao para a Média Harmonica de dois nimeros
positivos e sua relacao com a Média Aritmética e a Média Geométrica dos mesmos
nimeros. Ele mostra como construir essas médias geometricamente, mas o que ainda
se procura é uma ilustracao ou exemplo no qual tal média é encontrada. De fato,
exceto pela Média Aritmética de a e b, as outras médias nao parecem ser tao faceis
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2.3. INTERPRETACOES GEOMETRICA DE QUATRO MEDIAS USANDO
QUADRILATEROS

de ver uma interpretagao geométrica.

Nesta secao daremos uma interpretacao geométrica para os trés tipos de médias:
Aritmética, Geométricas e Harmonica de dois nimeros positivos a e b, em termos
de um retangulo de lados a e b seguindo o artigo de MAOR ([16]). Além disso, serd
mostrado que o mesmo retangulo pode ser usado para introduzir uma quarta média
fundamental, a Média Quadrdtica.

Os resultados podem entao ser generalizados para trés dimensoes, usando um pa-
ralelepipedo de lados a, b e c. Mostraremos que outros tipos de médias sao possiveis
e podem ser introduzidas desta forma.

Apresentaremos interpretagoes geométricas das também conhecidas relagoes de
ordem que existem entre essas médias e generalizaremos os resultados para mostrar
que todo um espectro de valores médios é possivel entre a e b. Também descobrire-
mos alguns padroes interessantes nesse espectro.

2.3.1 Meédia através de Retangulos

Considere agora um retangulo com lados a e b. Um questionamento que fica
é: serd que consequimos construir um quadrado de lado x que seja equivalente ao
retangulo de lados a e b se preservarmos algumas caracteristicas? Conforme a figura
2.6, atribuindo ao quadrado quatro condicoes diferentes, cada uma resultando em
um valor diferente para x, vamos responder a essa pergunta.

Figura 2.6: Retangulo de lados a e b e quadrado de lados x

Fonte: Autor.

As condigoes sao:
1. Perimetros iguais
Se o perimetro do quadrado for o mesmo do retangulo, entao temos que

a+b
2

2(a +b)=4z equivale a, z=
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Portanto, para ambos os quadrilateros terem o mesmo perimetro, é preciso
que x seja a Média Aritmética dos lados do retangulo, ou seja, conseguimos
construir um quadrado equivalente ao retangulo preservando a caracteristica
perimetros 1guais.

2. Areas tguais

Se a drea do quadrado for a mesma do retangulo, entao temos que

a-b=22 logo x=+Va-b.
segue dai que, para ambos quadrilateros terem a mesma area, é preciso que x
seja a Média Geométrica dos lados do retangulo, ou seja, conseguimos cons-
truir um quadrado equivalente ao retangulo preservando a caracteristica dreas
1guais.

3. Diagonais iguais
Se a diagonal do quadrado for a mesma do retangulo, entao temos que

2 2
Va2 + 2 = zv2, assim 1z = a—2|— )

Concluimos que, para ambos quadrilateros terem a mesma diagonal, é preciso
que x seja a Média Quadrdtica dos lados do retangulo, ou seja, conseguimos
construir um quadrado equivalente ao retangulo preservando a caracteristica
diagonais iguais.

4. Razao drea-perimetro
Se um quadrado preserva a razao area-perimetro do retangulo, entao temos
que

a-b _wz dai _2-a-b
2(a+b)  4x’ T a

Portanto, para ambos quadrilateros preservarem a razao drea-perimetro, é pre-
ciso que z seja a Média Harmonica dos lados do retangulo, ou seja, consegui-
mos construir um quadrado equivalente ao retangulo preservando a carac-
teristica razao drea-perimetro.

Vemos que todas as médias podem ser introduzidas de forma natural e signi-
ficativa através da construcao retangulo-quadrado. Em todos os quatro casos,
para manter a propriedade requerida em um valor constante, temos que encurtar
o comprimento e aumentar a largura do retangulo; ou seja, temos que encontrar
algum valor intermediario entre eles.
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2.4. UMA FUNCAO GERADORA DAS MEDIAS

2.4 Uma Funcao Geradora das Médias

Considere a funcao

Vr(a—0b)? +4ab
2
com 0 < a < b. Tomando f(z) = M?(z), ou seja,

M(x) =

(2.9)

_ xz(a—b)*+4ab
— . :

()

e derivando f com respeito a x, segue que

Note que f'(x) > 0, ou seja, f é estritamente crescente, dessa forma M também é
estritamente crescente para a # b e sendo a igualdade verdadeira somente quando
a=b.

e Para x = b’ﬁ, temos que
—a

g VG2 (a — b)? + 4ab
(i)
b—a 2
v/ (4a)(a — b) + 4ab _ Va2 _
2 2

a.

E possivel encontrar um resultado semelhante apenas tomando z = % tal
que M(z) =b.

e Para x = b4—b, temos que
—a

M( 4b ) VG (@~ b)? + ab

b—a 2
 V/(—4b)(a—b) +4ab VA b
B 2 2
Como M é uma funcao crescente e continua, entao para cada x pertencente ao
intervalo I = [;74‘;, %} a imagem de z através da M pertencera ao intervalo [a, b),

ou seja, M(I) C [a,b]. Indicando alguns valores de x no intervalo I obteremos
algumas médias.
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2.4. UMA FUNCAO GERADORA DAS MEDIAS

1. Média Harmoénica Quadratica

Tomando x = a}i“bl; no intervalo I = [b’%g, ﬂ} e substituindo este valor de x

b—a
na funcao dada em 2.9, temos que

; ( ~4ab ) V) (a — ) + dab

a? + b? 2
—4a3b+8a2b%2—4ab3+4a3b+4ab3
a2+4b?
2
/ 8a2b?
a?+b? 2a2b?
= =1\ 55 = HQ(a,b).
2 a’+b
2. Média Harmonica
Tomando z = (;j;j;g no intervalo I = [;T‘lg, %] e substituindo este valor de x

na funcao dada em 2.9, segue que

M( ~dab ) V(i) (@ — b)? + dab

(a+ b)? 2
\/—4a3b+8a2b2—4ab3+4a3b+8a2b2+4ab3
o a?+2ab+b2
B 2
1602)2 b ol
(a+d) a a
2 Natb)  (arp  H@b
Note que a}i“bl; < (;jggg. Como M (z) é uma fungao crescente, entao
—4ab —4ab
H b)=M|——— | <M|——- | =H(a,b).
Qat) = o1 (5 ) <M (5 ) = (e

Portanto, HQ(a,b) < H(a,b).

3. Média Geométrica

Considere o valor de z = 0 no intervalo [ = [ﬁ, %] e substituindo este valor
de x na funcao dada em 2.9, temos que

M) - V(0)(a —2b)2+4ab: \/é;%:\/a_:G(a,b).
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Observe que ﬁ < 0. Como M (z) é crescente, segue que

—4ab
(a+0)?

H(a,b) = M( ) < M(0) = G(a, b).

Logo, H(a,b) < G(a,b).

4. Média Aritmética
—4a  4b

Considere o valor de # = 1 no intervalo I = [;=%, ;=] e substituindo este valor
de x na funcao dada em 2.9, obtemos que

Vv (1)(a — b)2 + 4ab
2
(a+b)? a+bd

= ) = = A(a,b).

M) =

Observe que 0 < 1 e como M (x) é crescente, segue que
G(a,b) = M(0) < M(1) = A(a,b).
Portanto, G(a,b) < A(a,b).

5. Média Quadratica
—4a b

Considere o valor de = 2 no intervalo I = [;=2, ;=] e substituindo este valor
de x na funcao dada em 2.9, obtemos

V/(2)(a — b)? + 4ab
2
V2a? + 2b?
2

2 2
— /e ;rb — R(a,b).

Observe que 1 < 2 e como M (x) é crescente, segue que

M(2) =

Afa,b) = M(1) < M(2) = R(a,b).

Portanto, A(a,b) < R(a,b).
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2.4. UMA FUNCAO GERADORA DAS MEDIAS

6. Média - M(3)

Considere o valor de z = 3 no intervalo [ = [ﬁ, %] e substituindo este valor
de z na funcao dada em 2.9, segue que

v/(3)(a — b)% + 4ab
2
V3a2 — 2ab + 3b2
5 :

M@3) =

Observe que 2 < 3 e como M (x) é crescente, segue que
Q(a,b) = M(2) < M(3).
Portanto, Q(a,b) < M(3).
7. Média - M(4)

Considere o valor de x = 4 no intervalo I = |
de x na funcao dada em 2.9, portanto

—4a _4b

2, 7] e substituindo este valor

vV (4)(a — b)? + 4ab
2

4a? — 4ab + 4b?
= Via 2a + =+Vva?— ab+ b2

M) =

Observe que 3 < 4 e como M (x) é crescente, segue que M (3) < M(4).

Finalmente, por M ser uma funcao crescente estabelece, temos a seguinte relacao
de ordem entre as médias

HQ(a,b) < H(a,b) < G(a,b) < A(a,b) < Q(a,b) < M(3) < M(4)

Uma observagao a ser feita é que as igualdades irao ocorrer somente quando
a = b, porém para a e b iguais a funcao nao esta definida.

Podemos estender a construgao usada por ILES e WILSON (1977), encontrada
no artigo [9], para incluir médias adicionais definidas pela fungao M para valores
inteiros de z no intervalo J = [;2¢ 4],

Construiremos uma figura que interprete geometricamente as médias.

De fato, consideremos a e b dois niimeros positivos com 0 < a < b. Construamos

XG e GY com comprimentos a e b, respectivamente, e tracemos uma circunferéncia
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2.4. UMA FUNCAO GERADORA DAS MEDIAS

com centro A e didmetro XY (figura 2.7). Ergamos uma perpendicular em G in-
terceptando a circunferéncia em M. Construamos o triangulo retangulo AGM.
Marquemos o ponto () de modo que o segmento m seja congruente ao segmento
GA e que o triangulo AQM seja retangulo em A. Construamos o ponto R de
modo que o segmento QR seja congruente ao segmento GA e que o triangulo Q RM
seja retangulo em (). Construamos o ponto S de modo que o segmento RS seja
congruente ao segmento GA e que o triangulo RM S seja retangulo em R.

Figura 2.7: Interpretacao Geométrica das Médias
M

Mm(0)

Fonte: Autor.

Note que o comprimento GA pode ser escrito da seguinte forma:

a+b b—a
—a= )

2

GA=XA-XG=

Dessa forma, por construgao,

b—a
2

GA=AQ=QR=RS =

Agora, mostraremos que MG, M A, MQ, MR e MS sao iguais, respectivamente,
a M(0), M(1), M(2), M(3) e M(4)

1. MG = M(0)

A demonstracao é analoga a encontrada na figura 2.5, ou seja, GM tem com-
primento igual a vab = M (0).
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2.4. UMA FUNCAO GERADORA DAS MEDIAS

2. MA=M(1)
O comprimento de M A, por ser o raio do circunferéncia, é “T*b = M(1). Logo,
MA = M(1).

3. MQ = M(2)

De fato, pelo teorema de Pitagoras, temos que M Q2 —MA AQZ, assim

a+b 2+ b—a 2_\/a2+2ab+b2+b2—2ab+a2_\/a2+b2
2 2 ) 4 N 2

Portanto, o segmento MQ = M (2).

4. MR = M(3)

Novamente, pelo teorema de Pitagoras, M R =M Q2 + QR2 segue que

2
__ a2 + b? b—a\’
M =
\/2a2+2b2+b2 —2ab+a®  V/3a? —2ab + 312
B 4 B 2 '

Logo, MR = M(3).
5 MS = M(4)

Segue de maneira analoga ao item anterior.

Vemos que essa construcao produz médias para valores de x < 4. Para inteiros k
maiores que 4, o dominio de M impoe certas relagoes entre a e b. Seja k um inteiro
positivo maior que 4. Entdo, para que M (k) seja uma média de a e b, devemos ter
que

—4a 4b
<k< :
b—a ™ T b—a

pois k é um inteiro do intervalo I = [, 2],

Como =22 < k< 4b entao & < K
b—a b—a’ a k—4

Embora os valores inteiros de = sejam convenientes para esta construgao, a funcao
M pode ser um pouco simplificada por uma mudanca de escala. Se deixarmos

y = @, obteremos M(y) = +/(b— a)y + ab definida no intervalo [—a,b]. Os
valores correspondentes de y para obtermos as médias

HQ(a,b), H(a,b),G(a,b), A(a,b),Q(a,b), M(3) e M(4)
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2.4. UMA FUNCAO GERADORA DAS MEDIAS

sao, respectivamente,

—ab(b—a) —ab(b—a) b—a b—a 3(b—a)

b—a.
a?+b 7 (a+0)?2 77 47 2 7 A4 ¢ ¢
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Capitulo 3

Interpretacao Geométrica das
Médias no R?

Vejamos agora que essas ideias podem ser estendidas a trés dimensoes seguindo
o artigo [16]. Um questionamento andlogo ao que foi feito no capitulo anterior, se
faz presente neste capitulo: serd que conseguimos construir um cubo de arestas x,
que seja equivalente ao paralelepipedo de arestas a,b e ¢, se preservarmos algumas
caracteristicas?

Consideramos um paralelepipedo retangular de lados a, b e ¢ e desejamos cons-
truir um cubo equivalente de lado x, cujo valor dependera da condigao que impomos
ao cubo conforme a figura 3.1

Figura 3.1: Paralelepipedo de lados a,b e ¢ e Cubo de lado x.

L T L
S :

X

Fonte: Autor.

1. Soma das medidas das arestas iguais
O cubo deve ter a mesma soma das arestas do paralelepipedo, entao temos

a+b+c

4(a+b+c) =12z, implica xz= 3
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Logo, para ambos prismas terem a mesma soma das arestas, é preciso que x
seja a Média Aritmética dos lados do paralelepipedo.

Volumes iguais
Se o volume do cubo for o mesmo do paralelepipedo, entao temos que

a-b-c=2° logo z=+va-b-c

Dai, para ambos os prismas terem o mesmo volume, é preciso que x seja a
Média Geométrica dos lados do.

. Diagonais iguais
Se a diagonal do paralelepipedo for a mesma do cubo, entao temos que

2 b2 2
Va2 + 02+ =2v3  daf, x:\/%.

Entao, para ambos os prismas terem a mesma diagonal, é preciso que x seja a
Média Quadrdtica dos lados do retangulo.

. Razao Volume - drea da superficie
Se um cubo preserva a razao volume-area da superficie com o paralelepipedo,
entao temos que:

a-b-c 2 onti 3a-b-c
= — ntao x = :
2(a-b+b-c+c-a) 622 (a-b+b-c+c-a)

Ou seja, para ambos prismas preservarem a razao volume - drea da superficie,
é preciso que x seja a Média Harmonica dos lados do paralelepipedo.

. Areas das superficies iguais

Se as areas totais dos dois prismas forem iguais, entao temos que

a-b+b-c+c-a
3 )

2(a-b+b-c+c-a)=6x* portanto x—\/

Esta expressao de fato representa uma média de (a,b,c), pois todas as trés
propriedades vistas no capitulo 1 sao satisfeitas.

A 1ltima expressao tem uma grande semelhanca com a Média Quadrdtica de
(a,b,c): em vez dos quadrados a?, b* e ¢?, empregamos os produtos mistos
a-b,b-cec-a. Isso sugere que podemos definir um sexto tipo de média que
se relaciona de maneira semelhante a média harmonica de (a, b, c) :
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6. Razao Volume - Soma das medidas das arestas
Se um cubo preserva a razao volume-soma das medidas das arestas com o

paralelepipedo, ou seja,

a-b-c 28 ol 3-a-b-c 9
= implica ——— =
4la+b+c) 1227 P a+b+c

3-a-b-c
T=—".
a+b+c

Essa tltima expressao também é uma média, pois satisfaz as propriedades de

Y

portanto

média vistas no primeiro capitulo.
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Capitulo 4

Interpretacao (Geométrica da
Média Ponderada

4.1 Interpretacao Geométrica da Média Ponde-
rada no Trapézio

Na maioria dos trabalhos ja publicados que trata de interpretacoes geométricas
das médias, o que mais encontramos sao representagoes geométricas das Médias
Aritmética, Geométrica, Harmonica, Quadratica e interpretacoes de outras médias
nao conhecidas. Essas interpretagoes sao vistas como segmentos de retas em se-
micirculos e circulos. No entanto, em nenhum dos trabalhos foi considerada a Média
Ponderada. O objetivo deste capitulo é abordar uma interpretacao geométrica desta
média seguindo o artigo de HOEHN (ver referéncia [10]).

Para isso, iniciaremos considerando um trapézio qualquer ABC'D com compri-
mento da base maior AB = b e da base menor CD = a, conforme a figura 4.1

Figura 4.1: Trapézio de bases a e b.
D a C

A b B
Fonte: Autor.

1. Média Ponderada
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4.1. I]\[TERPRETACAO GEOMETRICA DA MEDIA PONDERADA NO
TRAPEZIO

O comprimento de qualquer segmento de reta paralelo as duas bases e que seus
extremos pertencem aos lados nao paralelos de um trapézio pode ser conside-
rado como a Média Ponderada dos comprimentos das duas bases.

O comprimento do segmento ' F' = w pode ser interpretado como a média pro-
curada, ou seja, a média ponderada de a e b. Vale destacar que esse segmento
paralelo as bases também pode ser interpretado como outras médias.

Consideremos que CD = a < b = AB e que os segmentos EF,AB e CD
paralelos. Sejam E e F pontos de AD e BC, respectivamente.

Observe na 4.2 que o segmento E'F' divide o trapézio ABC'D em dois trapézios
menores: os trapézios ABEF e CDEF.

Figura 4.2: Trapézio de bases a e b com EF, AB,CD paralelos.
D a c

L

A b B

Fonte: Autor.

Vamos denotar por p 4+ ¢ o comprimento da altura do trapézio ABC D, sendo
p o comprimento da altura do trapézio CDEF e q o comprimento da altura
do trapézio ABEF, como na Figura 4.3.

Da figura, note que Area(ABCD) = Area(ABEF) + Area(CDEF) , ou seja

(a+b)(p+q) (b+w)g  (a+w)qg
_'_
2 2 2
ap+aq+bp+bg = bg+wqg-+ap+ wp

ag+bp = w(p+q),

assim
aq + bp

Ptyq
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Figura 4.3: Trapézio de bases a e b com altura p + ¢.
a c

o

.

Fonte: Autor.

Portanto, o comprimento do segmento EF'F' = w é uma interpretagao geométrica
da Média Ponderada dos ntimero a e b com respectivos pesos p e q.

Observe que,

aq+bp

el dai obtemos

a razao § se determina considerando w =

wp+wqg = aq+ bp
plw—1b) = qla—w),

portanto

Esta formula permite observar alguns casos especiais da Média Ponderada para
varias razoes dos pesos. Estes sao dados na Tabela 4.1.

Tabela 4.1: Tabela das Médias

Nome das médias Férmulas das Médias | Razao dos Pesos
(1) Média Ponderada | w = 2% b _ aw

p+q q w—>b
(2) Média Harmonica | H(a,b) = % § =4
(3) Média Geométrica | G(a,b) = Vab g = \/T‘Z
(4) Média Aritmética | A(a,b) = 2t° =1
(5) Média Quadratica | Q(a,b) = “Z;bQ L= b—m
(6) Anti-Harmonica AH (a,b) = “ZIZQ 2= b

Fonte: Autor.

Note que cada formula pode ser obtida por operacoes algébricas elementares.
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Figura 4.4: Trapézio de bases a e b com possiveis médias m;, com ¢ =1,2,3,---

k.

b
Fonte: Autor.

Vale ressaltar que no trapézio de bases a e b da figura 4.1, na medida que
um segmento paralelo as bases, com extremidades nos dois lados obliquos,
percorre um caminho se afastando da base a na direcao da base b, sua medida
assume todos os valores entre a e b conforme a Figura 4.4, ou seja, em alguns
momentos esse segmento assumird o valor de todas as médias possiveis.

A seguir, vamos analisar em quais situacoes é possivel determinar as Médias
Harmonica, Geométrica, Aritmética, Quadratica e Anti-harmonica no trapézio.
Na tabela 4.1 ja afirmamos qual deve ser a razao entre os pesos p e ¢ para
encontrarmos cada média. Verificaremos a veracidade dessa afirmacao.

. Média Harmonica

Sejam ABCD um trapézio de bases a e b e diagonais AC' e BD. Sendo o
ponto G o ponto de intersecao das diagonais. Tracemos um segmento paralelo
as bases passando por GG, denotaremos por E'F este segmento.
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Figura 4.5: Trapézio de bases a e b com intersecao das diagonais no ponto G.

Fonte: Autor.

Observe na figura 4.5 que, pelo caso AA os triangulos AAGE ~ ANACD sao
semelhantes. De fato, na Figura 4.6, perceba que o ZEAG = ZDAC'. Pela
construcao C'D, e EG sao paralelos, logo os angulos ZAEG e ZADC sao
congruentes. Isso garante a semelhanca dos triangulos pelo caso AA.

Dai ANAGE ~ AACD, portanto os respectivos lados e alturas sao proporcio-
nais, isto é,

EG ¢

—_— = (4.1)
CD p+gq
Figura 4.6: ANAGE ~ NACD.
D, a Cc
ptq

Fonte: Autor

Por outro lado, verificaremos que os triangulos DEG e ABD sao semelhantes.
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De fato, na figura 4.7, note que o ZEDG = ZADB. Pela construcao EG é
paralelo a AB, logo os angulos Z/DFEG e ZDAB sao congruentes. Isso garante
a semelhanca dos triangulos.

Como AEDG ~ NABD, os respectivos lados e alturas sdo proporcionais, ou

seja
EG
AB p+q
Figura 4.7 ADEG ~ NABD.
D
ptq

Fonte: Autor.

A seguir provaremos que os triangulos BF'G e BC'D sao semelhantes. De fato,
note que o ZGBF = ZDBC'. Pela construcao GF e C'D sao paralelos, logo
os angulos ZDCB e ZGF B sao congruentes. Isso garante a semelhanca dos
triangulos.

Sendo ABFG ~ ABCD, temos a relacao de proporcao, isto é,

e o (4.3)
CD p+gq
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Figura 4.8: ABFG ~ ABCD.

Fonte: Autor.

Das equacoes (4.1) e (4.3) , obtemos que EG = FG
Das equagoes (4.1) e (4.2) , temos que
EG EG
e S R S
AB CD p+q ptgq

Como AB =be CD = b, entao ZbG + %G = 1. Dali, segue que

ab
a+b

EG <a—|— b) =1, assim FG=
ab

Logo,

ab

EG =GF =
a+b

Na Figura 4.5, note que

ab n ab B 2ab
a+b a+b a+b

EF =EG+GF =

Ainda da figura 4.5, perceba que AAGB ~ ACGD. Com isso, os respectivos
lados e alturas sao proporcionais. Logo,

P a

q b
Concluimos, portanto, que o segmento EG = % é uma interpretacao geométrica
da Média Harmonica e a razao dos pesos é dada por § = ¢ conforme a Tabela

4.1.
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3. Média Geométrica

Tracemos um segmento E'F' de tal forma que os trapézios ABFE e EFCD
sejam semelhantes. Veja a Figura 4.9.

Figura 4.9: Trapézio ABC'D dividido por E'F.

D a c g
p
E/  NF L
q
J
A b 57 e
Fonte: Autor.
Como os trapézios ABFE e EFCD sao semelhantes, entao == = LE Dali,

EF b
EF = Vab. Ainda pela semelhanca dos trapézios ABFE ¢ EFCD, temos

que
p_ a a _ Va

q EF Vab %
Logo, o segmento EF é uma interpretacio geométrica da Média Geométrica
e a razao dos pesos p e ¢ é dada por § = \/7? como mostrado na tabela 4.1.

4. Média Aritmética

Tracemos um segmento E'F tal que os trapézios ABFE e EFCD tenham a
mesma altura p = ¢, ou seja, a razao dos pesos § = 1. Veja na figura 4.10.
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Figura 4.10: Trapézio ABCD com razao dos pesos § =1.
D. a C H

A b B

Fonte: Autor.

Note que, Area(ABCD) = Area(ABFE) + Area(EFCD), assim

(a+b)(p+aq) (b+EF)q  (a+FEF)q
= +
2 2 2
ag+bp = EFq+EFp
= EF(p+q),

dai

—F_ap+bp_a+b
op+p 2

Portanto, E'F é uma interpretacao geométrica da Média Aritmética com razao
dos pesos § =1.

5. Média Quadratica

Construfmos um segmento de comprimento EF = m tal que os trapézios
ABFE e EFCD tenham a mesma area. Veja a Figura 4.11.
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TRAPEZIO

Figura 4.11: Trapézios ABFE e EFCD de mesma area.

(Y ‘C_ ___________________________ ‘.H
p
E m F )y
q
A b %8
Fonte: Autor.
Por hipétese, Area(ABFE) = Area(EFCD). Dessa forma
b
(b+m)(@) = (m + a)p implica p_otm (4.4)
2 2 q a+m

Uma vez que a < bem > 0, entao a +m < b+ m. Logo, p > q.

A seguir tracemos dois segmentos paralelos a AD passando pelos pontos C' e
F. Esses novos segmentos interceptam EF e AB nos pontos G e K, como

mostrado na Figura 4.12.

Figura 4.12: Trapézio ABCD com os segmentos CG || FK.

D

- === ©

D¢

Fonte: Autor.

H

Com essa construgao, os triangulos ABFK e AFCG sao semelhantes, pois

/KBF = /GFC e /ZFKB = ZCGF. O caso de semelhanca de triangulos
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AA garante a semelhanca. Dessa forma, segue que

= (4.5)

p m—a
g b—m’
Igualando as equagoes (4.4) e (4.5) temos que
(b+m)(b—m) = (a+m)(m—a), implica b*—m*=m*—a* (4.6)

dai

(4.7)

a24b2 /20
p - —a \2/—51)2_“_\/&2+b2—a\/§
q h— a2+b2 h— Y a?+b b\/§ — a? + b?

Logo, o segmento FF é uma interpretacio geométrica da Média Quadratica e
a razao dos pesos p e q ¢ dada por § = b—vgjbj%f como mostrado na Tabela

4.1.

6. Média Anti-Harmonica

Dado um trapézio ABCD, construamos as interpretagoes geométricas das
Médias Harmonica e Aritmética como visto nos itens 2 e 4. Na figura 4.13,
os comprimentos dos segmentos EF = m e GH = n representam as Médias
Harmonicas e Aritméticas respectivamente.

Figura 4.13: Trapézio ABCD com H(a,b) =m e A(a,b) = n.
D, a

E LU F

o/ : A\

Ae b °p

Fonte: Autor.
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Construimos a mediatriz do segmento E'F e a prolongamos até interceptar
G H no ponto S, conforme a Figura 4.14.

Figura 4.14: Trapézio ABC'D com a mediatriz do segmento EF.
D, ' oC

Q

o
“

7
T

e e

A® bi °B
Fonte: Autor.

Tracemos uma circunferéncia com centro no ponto S passando pelo ponto R
e denotemos por T' o ponto de intersecao entre a circunferéncia e a mediatriz.
Dessa forma, SR = ST =r.

Figura 4.15: Trapézio ABC'D com a circunferéncia de centro S e raio r.

]
D, a : L
]
I
:
1
E o F
: \
G ) H
I
I
—
.., +

|
I
I
I

. !

A® b *B

Fonte: Autor.

Tracemos um segmento paralelo a base AB passando pelo ponto 7. Esse
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segmento ira interceptar os lados AD e BC' nos pontos I e J respectivamente,
conforme a Figura 4.16.

Figura 4.16: Trapézio ABC'D com o segmento I.J.
De

Q

oC

o b

\

~
-~

R s, S S I
(V.

Fonte: Autor.

Agora, note que Area(IJFE) = Area(IJHG) + Area(GHFFE)

77, 2ab — b b 2ab
2 (17 + =2 — ](]_}_i " a+ L2
77 2ab _ 4ab 2ab a4 2ab+ b —2ab  a®+ b
IJ=a+b+ — —a+b— — _
atb atb a+b a+b a+b

Dessa forma, o segmento I.J é uma interpretacao geométrica da Média Anti-
harmonica.
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Figura 4.17: interpretacao geométrica da média Anti-Harmonica.

D. a @ .q .................................... ."
P
I J . ®
q
A_ b 'B ....... ')

Fonte: Autor.

Outra forma de encontrar o ponto T' é rotacionar o trapézio ABC'D da Figura
4.1 em 180° criando assim o trapézio A’B'C’'D’ sobrepondo as bases dos dois

trapézios.
Figura 4.18: Trapézios ABC'D e A'B'C'D'.
A D a
'. -—— - -
A

Fonte: Autor.

As diagonais do trapézio A’B'C’'D’ se interceptam justamente no ponto 7.
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Figura 4.19: Diagonais do trapézio A’B'C’D’ se interceptam em T
a

5y

Fonte: Autor.

A partir dai, basta tracar um segmento paralelo as bases passando pelo ponto
T, este segmento € a interpretacao geométrica da Média Anti-harmonica.

Figura 4.20: Interpretacao geométrica da média Anti-Harmonica.

Fonte: Autor.

Além disso, os triangulos A'T'B’ e D'T'C" sao semelhantes, dessa forma, pela
proporcionalidade dos lados e alturas, segue que:
A'B" p b p

Pl bo_p
oD ¢ implica 0 q

Portanto, I.J é uma interpretacio geométrica da Média Anti-harmonica com
razao dos pesos § =% como apresentado na Tabela 4.1.

a
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Podemos obter as Médias Harmonicas, Geométrica, Aritmética, Quadratica e
Anti-harmonica a partir da Média Ponderada. Assim, através de manipulacoes
algébricas podemos reescrever a média ponderada da seguinte forma:

aq+b;
w:aq+bp: “r _ a+b(%)
ptqg Bt (B)+1

q

(4.8)

Para obter as médias harmonicas, geométrica, aritmética, quadratica e anti-
harmonica a partir da média ponderada, basta substituir a razao dos pesos das
respectivas médias na expressao (4.8).

e Média Harmonica
A razao dos pesos da Média Harmonica, de acordo com a Tabela 4.1, é ’5’ = .

Substituindo essa razao na expressao (4.8) , segue que

b(&
_a+t (b): 2ab — H(a.b)
(B)+1  a+b

Assim, a média harmonica pode ser vista como um caso particular da média

ponderada, basta considerar a razao dos pesos § = 7.

o Média Geométrica

A razao dos pesos da média geométrica é £ = \/Ti como ja visto na Tabela 4.1.

)
q
Substituindo essa razao na expressao (4.8),

a+b(%) a+b<%>a+@ab+b\/@(\/a_b>

segue

w = = = =
(%)4-1 (ﬁﬁ)"’l Yab 1 Wab+b \Vab—b
entao
bvab — ab® b?> — b*>Vab b—b?
A L e U Y A Wy ST
ab — b2 ab — b2

Logo, a Média Geométrica pode ser vista como um caso particular da Média

Ponderada, basta considerar a razao dos pesos § = */7?

e Média Aritmética
A razao dos pesos da média aritmética é g = 1 como ja visto na Tabela 4.1.

Substituindo essa razao em (4.8),

a+b-1 a+b
1+1 2

Dai, a média aritmética pode ser vista como um caso particular da média

ponderada, basta considerar a razao dos pesos § =1.

= A(a,b)
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e Média Quadratica
A razao dos pesos da média harmonica, de acordo com a Tabela 4.1, é § =

%. Substituindo essa razao na equacao (4.8),

a+b (W_aﬁ ) a(bv2—Va?+57) +b(VaZ b —aV2)
bv2—aZ b2 bv2—Va?+b2

Nz N R V== . B, TN, B
bv2—va2+b2 bv2—va24b2

a(bv2 — Va® + b?) + b(va® + b2 — av/2)
Vaz+ b2 — a2 +0v2 — Va2 + 12
a(b\/_ — \/m) + b(\/cﬂi—l—b2 — a\/ﬁ)
—av/2 + V2
abyv/2 — ava? + b2 + bv/a? + b2 — ab\/2
—av2 +bV2

dai

—ava? + 0 +bvVa?+ 0> [a?+ b2

—ay/2 + b2 B 2

Em consequéncia, a Média Quadratica pode ser vista como um caso particular

415 : = P _ Va2tbZ2—aV2
da média ponderada, basta considerar a razao dos pesos . v

= Q(av b)

e Média Anti-Harmonica

A razao dos pesos da média aritmética é % = % como ja visto na Tabela 4.1.

Substituindo essa razao na equagao (4.8),

bé 24 p2
w= 2D )
(E)‘i‘l a+b

Portanto, a Média Anti-harmonica pode ser vista como um caso particular da
b

Média Ponderada, basta considerar a razao dos pesos %’ = .
4.2 Interpretacao Geométrica da Média Ponde-
rada no Retangulo

Como visto no capitulo 2, é possivel construirmos um quadrado de lado x equi-
valente ao retangulo de lados a e b preservando algumas caracteristicas. De forma

semelhante ao que foi visto, iremos apresentar uma interpretacao geométrica da
Média Ponderada no retangulo.
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4.2. INTERPRETACAO GEOMETRICA DA MEDIA PONDERADA NO
RETANGULO

Na figura 2.6, temos um retangulo de lados a e b e um quadrado de lados x. Dados
dois segmento de comprimentos p e ¢, vamos prolongar as medidas do retangulo e
do quadrado até atingir um comprimento equivalente a p e ¢, ou seja, Bl = FK = p
e DJ = HL = ¢ como mostrado na Figura 4.21.

Jo Le
q q
D, C H G
a X
A b B P ° E X F P K°

Figura 4.21: Retangulo ABC'D e Quadrado FFGH com segmentos p e ¢q

Construimos o retangulo AIMJ e o retangulo EKNL, como na Figura 4.22.
Assim, procuramos encontrar uma condigao para x de tal forma que relacione as
areas sombreadas na Figura 4.22.

Figura 4.22: Retangulos AIMJ e EKNL
L

q
H

P I
Fonte: Autor.

Suponhamos que as areas sombreadas sejam iguais, temos que

Area(AIMJ) — Area(ABCD) = Area(EKNL)— Area(EFGH)
b+platq) —ab = (z+p)(r+q) -2
ba+bg+pa+pg—ab = z*+ xq+ pr+pg— 22,
logo
ap + bg
p+q
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Portanto, para ambos as areas sombreadas serem iguais, é preciso que z seja a
M¢édia Ponderada dos lados do retangulo a e b com os pesos p e ¢ respectivamente.
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Capitulo 5
Aplicacoes das Médias

Neste capitulo apresentaremos uma aplicagao na geometria analitica relacionada
aos pontos notaveis de um triangulo, cujas coordenadas de cada um deles pode ser
vista como uma Média Ponderada. Além disso, apresentamos algumas aplicacoes
da Media Ponderada em problema no ENEM, IMO, etc.

Lembremos que os pontos notaveis do triangulo em coordenadas cartesianas se

definem assim:

e Baricentro é o ponto de interseccao das trés medianas do triangulo.
e Ortocentro ¢ o ponto de interseccao das trés alturas do triangulo

e Incentro ¢ o ponto de interseccao das trés bissetrizes internas do triangulo

Para isso, consideremos um triangulo de vértices A, B e C' com lados de compri-
mento a,b e ¢, cujas coordenadas cartesianas sejam da seguinte forma: A(za,ya),

B@BJJB) € C(QUC,?J(,‘)‘

Figura 5.1: Triangulo com vértices A, B e C.

A

B a C

Fonte: Autor
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Os detalhes da aplicacao deixaremos para apresentar no final deste capitulo na
forma de problemas, esta e outros resultados podem ser consultados em JUNIOR
[13](2014, p. 17).

Além dos problemas 1 e 2 do ENEM [12] sdo encontradas em todas as edigdes
do ENEM com seus respectivos gabaritos questoes envolvendo médias.

Problema 1:(ENEM 2018)[12] Os alunos da disciplina de estatistica, em um
curso universitdrio, realizam quatro avaliacoes por semestre com os pesos de 20%,
10%, 30% e 40%, respectivamente. No final do semestre, precisam obter uma média
nas quatro avaliagoes de, no minimo, 60 pontos para serem aprovados. Um estudante
dessa disciplina obteve os seguintes pontos nas trés primeiras avaliacoes: 46,60 e 50,
respectivamente. O minimo de pontos que esse estudante precisa obter na quarta
avaliacao para ser aprovado é:

a) 29,8.
b) 71, 0.

Solucao: Seja x a nota da quarta avaliacao. Fazendo a média ponderada de
46, 60,50 e x com os respectivos pesos 20%, 10%, 30% e 40%, temos que

46 - 20% + 60 - 10% + 50 - 30% + x - 40%
20% + 10% + 30% + 40%

Para que um estudante seja aprovado na disciplina, a média ponderada devera ser,
no minimo, igual a 60. Assim,

46 - 20% + 60 - 10% + 50 - 30% + z - 40%

60 =
20% + 10% + 30% + 40%
= 30,24+ x-0,4,
dai
xr="T4,5.

Portanto, para ser aprovagao na disciplina, o aluno precisara obter 74,5 na quarta
avaliacao.

Problema 2: (ENEM 2017)[12] A avaliagao de rendimento de alunos de um
curso universitario baseia-se na média ponderada das notas obtidas nas disciplinas
pelos respectivos nimeros de créditos, como mostra o quadro:
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Avaliacao Média de notas (M)
Excelente 9=M=10
Bom F=M=<9
Regular 5sM=T
Ruim 3=M<5
Péssimo M<3

Quanto melhor a avaliacao de um aluno em determinado periodo letivo, maior
sua prioridade na escolha de disciplinas para o periodo seguinte.

Determinado aluno sabe que se obtiver avaliacao Bom ou Fxcelente conseguira
matricula nas disciplinas que deseja. Ele ja realizou as provas de 4 das 5 disciplinas
em que estd matriculado, mas ainda nao realizou a prova da disciplina I, conforme
o quadro.

Nlamero
Disciplinas Notas de créditos
| 12
T 8.00 4
I 6,00 8
v 5.00 8
v 7.50 10

Para que atinja seu objetivo, a nota minima que ele deve conseguir na disciplina

Solucao Seja x a nota da disciplina /. Fazendo a média ponderada de z,8,6,5
e 7,5 com os pesos 12,4, 8,8 e 10 respectivamente, temos que
r-124+8-446-8+5-8+7,5-10
124+44+8+8+10

Para o aluno atingir seu objetivo, o minimo que ele precisa é de uma avaliacao Bom,
ou seja, vamos igualar a média ponderada a 7,0. Dali,

2-124+8-4+6-845-8+7,5-10

124+4+8+8+10
122 + 195

42 ’

95



assim
xr = 8,25.

Portanto, para conseguir prioridade nas disciplinas que deseja no semestre seguinte,
o aluno precisa obter 8,25 na disciplina I.

Problema 3:[20] Sejam z, y e z niimeros reais positivos. Mostre que f—k Iz >

3.
Solucao. Como z,y e z sao nimeros reais positivos, entao
x z x z
(5ea)ze ()
Yy z' x Yy z'x
Assim,
i TYZz z
Y YAt implica _+Q+_:3%
3 Yyzx z x
Portanto, 5 + £+ 2 > 3. Note que a igualdade é valida quando x =y = 2

Problema 4: (Austrélia 2000)[20] Seja  um numero real ndo nulo e y um
nimero real. Prove que z% + 12 + s+ 4> V3.
Solugao: Primeiramente, vamos reescrever a expressao x2 + 12 + 7+ 4 da seguinte
forma

1 1L, 8,
P+ +L = Py +( 5+ 13) 3
X

o) et
o) ()

T
Por outro lado, A (22, ;%) > G (22, 25), ou seja

T

~

9 )

x° +

R N
9 =

4;|C~
I
+

\V
o

implica 2

Como (y + i)Q > 0, temos que

1)’ , 3 1)’
y+-— ) +(*+5 )= (v+—) +V3=V3
2x x? 2x

Portanto, 22 + 12 + = —|—y > /3.
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Problema 5:[20] Determinar o valor minimo da expressao f(r) = z* +

xz > 0.

Solugao: Primeiramente, vamos reescrever f(x) da seguinte forma

Aplicando A(z?

{
{

4 vezes 4 vezes

2, 4 1 41 4 1
x+ﬁ+ﬁ—|—f+f 1
5

VRV

Problema 6: (IMO 2012) [11] Seja n > 3 um inteiro e sejam as, as, . . .

nuameros positivos tais que asas...a, = 1. Prove que

(14+ap)*(1+az)® - (1+a,)" >n"

Solucao: Primeiramente, para cada k inteiro, note que

1+a, = ! +- L +ay,
VE—1 F—1
(k1) vezes
1 1 1 1

Aplicando A(\ — 4+ 4 k—l}’ak) ZG(\ — 4t =

(k1) vezes (k—1) vezes
obtemos

(k1) vezes

T
Y/ T 1 1
k T A VETT o

(kfl) vezes

1+ak b 1
(k-1)
K %%—1) i

57

v

4

vz

implica 24— >5,

¢__

logo f(z) > 5. Portanto, o valor minimo de f(z) é 5 e ocorre quando x = 1.

Se
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5.1. COORDENADAS DO BARICENTRO, INCENTRO E ORTOCENTRO

logo
k K
(1 + CLk;) Z ma/k.
Fazendo o k variar de 2 até n nessa ultima desigualdade, segue que
22
2
(1 + Cl2) (2 — 1)(2_1) as
3 37
(1+a3)” > mas
4 4
(1 + a4) > mm
(14 a,)" > i

= (n—1)m-
Multiplicando todos as desigualdades acima, obtemos

(1+ a2)2(1 + a3)3(1 + a4)4 o (T4ap)”
22 33 44 n"

Como asas . ..a, = 1, segue, portanto, que

(1+a2)*(1+a3)* (1 +ag)... (14 a,)" >n"

5.1 Coordenadas do Baricentro, Incentro e Orto-
centro

Nesta secao estudamos uma aplicacao na geometria analitica relacionada aos
pontos notaveis de um triangulo, cujas coordenadas de cada um deles pode ser vista
como uma Média Ponderada seguindo as referéncias [13] e [17].

Baricentro ou Centroide

Problema 7:[13] O ponto G(z¢g, ye) do AABC é chamado de baricentro ou cen-
troide e suas coordenadas sao determinadas pela média aritmética das coordenadas
dos vértices do triangulo, ou seja,

:xA—i-ZL‘B-i-H?C Y :yA+3/B+yC

hirel 3 (§] G 3
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5.1. COORDENADAS DO BARICENTRO, INCENTRO E ORTOCENTRO

Figura 5.2: Triangulo com medianas e baricentro (&)
A

o O o

B M C

Fonte: Autor.

Demonstracao: Seja M o ponto médio do lado BC. Por hipétese, G é o baricentro
do triangulo ABC, entao c?:z\G/z = %, logo AG = 2G M. Em coordenadas cartesianas,
vamos trabalhar com a entrada x e posteriormente com a y. Segue que

AG =2GM, equivale a zg—x4=2(xy —z0g),

portanto
TA+ 2

3

Como M é o ponto médio do lado BC', entao podemos escrever x; como sendo
rp+Tc
FBIEC

Dali, note que

Ta

TeT Ty T 3 3

Ta+2xy A+ 2(EFC)  ma+ap+ a0

Yya+yB+tyc . m

Logo, xq = fatZstic  De forma andloga, pode-se encontrar yg =
, 3 ) 3

Incentro

Problema 8:[13] O ponto I(x;,y;) do AABC é chamado de incentro e suas
coordenadas sao determinadas pela média ponderada das coordenadas dos vértices
do triangulo com pesos a = BC,b = AC e ¢ = AB, ou seja,

_axra+brp+cre _aya+bys + cyc
Ty = (§] Yyr = .
a+b+c a+b+c

Demonstragao:
Pelo Teorema da Bissetriz Interna (5.1), temos que

BM
MC
)



5.1. COORDENADAS DO BARICENTRO, INCENTRO E ORTOCENTRO

Figura 5.3: Triangulo com as bissetrizes e o Incentro (/)
A

B 17 C

Fonte: Autor.

logo M divide BC' em segmentos proporcionais a b e c¢. Entao, BM + MC = BC' e
pela equagao (5.1) temos MC = IE’BM. Dali,

b -
BM + “BM = BC, logo BM = —
c b+ c

BC.

Trazendo para coordenadas, com M = (z,y), B = (x1,11) e C = (x2,72). Dessa
forma, temos a seguinte equagcao

BM = C
b+c
c
(I—xhy—%) = b+c(fc2—w1,y2—y1),
dai
c
(x,y) = b+ (35 —21,y2 — Y1) + (1, y1)
o~ o, — i+ )
b+c1 Phr e Tt
B c c . b
B b+ec b—l—c b+cy2 b—kcy1
b . c c
pr— —:E [
bt n bt 2 b4’
= b—l—c( 1,yl)+b+c($2>y2)-
Portanto 0B o
M2
b+c
¢ __ aA+bB
De modo andlogo P = #22=.
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—
Como o vetor ﬂ ¢ um multiplo do vetor AM e o vetor Cﬁ ¢ um multiplo do
vector ﬁ , entao existem « e 3 tais que

Al =AM e ClI=pCP.
Comoﬁ—a:@, temos que am—ﬁﬁ:ﬁ, logo
a(M—A)—-pP—-C)=(C—-A).

Vamos determinar o valor de 3. Consideremos o ponto A como sendo a origem do
sistema, ou seja A = (0,0). Substituindo os valores em M e P, obtemos

a(M—-A)—pP-C) = (C-A)
aM — P+ pC = C

bB + cC bB
@ b+c _5a+b+60 = ¢

ab £b ac
<b+c_a+b)B+(b+c_1+B)C =

Como B =B - A= 1@ eC=C-A= 1@ sao vetores nao paralelos. Logo,

devemos ter ; 5
«Q ac
<b+c_a—|—b)_0 ¢ (b+c_1+ﬁ)_0

Da equacao (ﬁl’c — f—&) =0, segue que o = ng—jbc)

Substituindo a expressao de a na equagao e — 1+ B =0, obtemos

B(b+c)

a+b BC
— ot g -7
b+c p a+b +5,
assim )
c a+
1) =1 impli = —.
B<a+b+ ) implica 3 P

Por outro lado, temos que (7} = 667%, logo

I-C = pP-0C)
I - o4 a—+b aA+M3_C
at+b+c a+b
a+b [(aA+bB—(a+b)C
at+b+c a+b
C%<m4+bB—(a+®C>7
a+b+c

— O+

61



5.1. COORDENADAS DO BARICENTRO, INCENTRO E ORTOCENTRO

portanto

aA+bB + cC

at+b+c
Em consequéncia, as coordenadas do Incentro de um triangulo qualquer pode ser
interpretado como uma Média Ponderada das coordenadas dos vértices e os pesos
como sendo os comprimentos dos respectivos vértices. m

Ortocentro

Problema 9:[13] As coordenadas do ortocentro do triangulo de vértices A(z1,y1),
B(xs,y2) e C(x3,y3) e angulos internos medindo, respectivamente o = ZA, 3 =
/B e~y = /ZC, é dado pela média ponderada dos vértices tendo como pesos as
tan(«), tan(f) e tan(y), ou seja,

0 Atan(a) + Btan(f) 4+ C'tan(7)
tan(a) + tan(B) + tan(y)

Figura 5.4: Ortocentro de um triangulo (O)
A

d b1 o
B ] c

Fonte: Autor.

Demonstragao: Consideremos um triangulo ABC' nao retangulo. Sejam M, N e
P os pés das alturas relativas aos vértices A, B e C' respectivamente. Observe que
no ABPC' temos que

P -
tan(f5) = O:, implica CP = PB tan(f).
BP
Analogamente no AAPC' temos

-5 -
tan(a) = j:P’ implica CP = AP tan(a).

62



5.1. COORDENADAS DO BARICENTRO, INCENTRO E ORTOCENTRO

Dai, segue que AP tan(a) = PBtan(f). Logo, % = :Zﬁgi; Portanto, P divide

o segmento AB em partes proporcionais a tan(f) e tan(a).
Sendo E ﬁ + ﬁ segue que

tan(o) —— tan(a) + tan(f)
AB = F+AP tan(3) = AP tan()

Sendo P = (z,y), entdo

1P - Ap tan(f)

tan(a) + tan(f)
tan(5)
tan(a) + tan(f)

(17—561,3/—3/1) = (132 — Z1,Y2 —Z/l)

Logo

tan(f)
tan(a) + tan(p)
tan(3) tan()
= ((xg - xl)tan(a) T tan(ﬁ) + 71, (yz - yl)tan(oé) + tan(ﬁ) * yl)
I R T
“tan(a) + tan(8) " 'tan(a) + tan() "
tan (/) tan(p)

b2 tan(a) + tan(B) h tan(a) + tan(p) )

(x,y) = (952—%,?;2—91) +(l’1,yl)‘

—(a tan(f) . tan(a) tan (/) tan(«)
B ( tan(a) + tan(p) * "tan(a) + tan(B)’ b2 tan(a) + tan(p) Tt tan(a) + tan(p)

B tan(a) tan(o)
= (m’yl)tan(a) T+ tan(d) + (xQ’yg)tan(a) + tan(f)
tan (o) B tan(p)
tan(a) +tan(8) = tan(a) + tan(B)

Portanto

Atan(a) + Btan(B)

P= tan(a) + tan(f5)

De modo anélogo,
_ Btan(B) + C'tan(y)

tan(f) + tan(v)

-
Como o vetor C@ é multiplo do vetor C_f’ e o vetor @ ¢ multiplo do vetor AM,
entao existem constantes reais A e u, tais que
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5.1. COORDENADAS DO BARICENTRO, INCENTRO E ORTOCENTRO

CO=XCP o AO =AM
Como @:@—C@, temos que

AC = pAM — \OP
C—A = pu(M—A)—\P-0O).

A seguir determinemos A. Para simplificar os calculos, consideremos o ponto A =
(0,0). Dai, seque que

C—A = puyM—-A)—\NP-0C)
C = uM—-XNP-C)+(1—pA
C = uM—AP+X\C
C

Btan(8) + Ctan(y) | Atan(a) + Btan(s)

) (
a tan(3) + tan(y) tan(a) + tan(p) AC
_ Btan(8) + Ctan(y) Btan(B)
¢ = mu tan(8) + tan(y) /\tan(oz) + tan(f) +AC
_ Btan(p) + C'tan(vy) B Btan(p) B
0 =wn tan(3) + tan(y) )\tan(oz) + tan() Aemc
o Bwn)  Cim) | Bwn)

tan(f) + tan(y) " tan(B) +tan(y)  tan() + tan(S)

Reagrupando os termos, segue que

tan(8)  Atan() tan(7) N
(tan(5)+tan(’y) tan<a>+tan<ﬁ>)3+<tan<6>+tan<v>“ 1)0 "

Como B=B—- A= zﬁ eC=C-A= 1@ nao sao paralelos, obtemos

ptan(f5) B Atan(f)
tan(f) + tan(y)  tan(a) + tan(8)

ptan(y)

(8 sty T 10 (5.2)

Dali, segue que

ptan(B) _ Atan(f3)
tan(f3) + tan(y)  tan(a) + tan(8)’

Atan(B) + tan(y))
tan(a) + tan(B)

implica p =
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5.1. COORDENADAS DO BARICENTRO, INCENTRO E ORTOCENTRO

Substituindo p na equagao (5.2) obtemos

A ( tan(5)+tan(7))
—_—— | t
U tan(w) ( tan(o)+tan(3) ) a‘n(ly)

Ttn@) rtant) 0 T T @ty
Atan(y) B
tan(a) + tan(f) A=l

dai

_ tan(y)

b= (tan(a) + tan(f) i 1) A
_ (tan(a) + tan(f8) + tan(7)> )
tan(a) + tan(p)

Portanto

tan(a) + tan(p)

A= tan(a) + tan(B) + tan(y)’

Como C@ = )\C_}%, entao
O—-C=X\P-C), implica O=AP-XC+C
portanto

O=(1-M\C+AP (5.3)

Agora, substituindo as expressoes de A e de P na equacao 5.3, segue que

o - ( B tan(a) + tan(f) > tan(a) + tan(f) Atan(a) + Btan(3)
tan(a) + tan(B) + tan(y) tan(a) 4 tan(f) + tan(y) tan(a) + tan(pB)
_ ( tan(y) ) C4 tan(a) + tan(f) Atan(a) + Btan(f)
tan(a) + tan(8) + tan(y) tan(a) + tan(f) + tan(y) tan(a) + tan(5)
_ ( tan(y) ) Atan(a) + Btan(f)
tan(a) + tan(B) + tan(vy) tan(a) + tan(B) + tan(y)

Atan(a) + Btan(f) + Ctan(vy)
tan(a) + tan(3) + tan(y)

Portanto, as coordenadas do Ortocentro de qualquer triangulo é dada pela média
ponderada das coordenadas dos vértices com os pesos sendo a tangente dos respec-
tivos angulos internos de cada vértice.

[ |
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Apeéendice

Resultado Complementar

Trazemos aqui um resultado de complementagao para deixar o texto mais auto
contido. O enunciado, a demonstracao e alguns exemplos do Teorema 5.1 podem
ser encontrados em [18].

Teorema 5.1 (Bissetriz Interna) Seja ABCum triangulo qualquer. Se a bisse-
triz interna do angulo Z A intersecta o lado BC' no ponto D, entdo D divide o lado
BC' em dois segmentos proporcionais aos outros dois lados, isto é,

BD BA
DC  AC

Figura 5.5: Triangulo ABC com AD sendo a bissetriz do angulo ZA

Fonte: Autor.
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