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Resumo

A Matematica como uma das principais ciéncias na construcao de uma ou mais
decisoes estratégicas a serem tomadas em diferentes cotidianos da humanidade
definiu a presente pesquisa. O seu principal objetivo disse respeito a busca pela
otimizacao de procedimentos operacionais de transporte de energia elétrica e
de designagao de pessoal em determinada acao de combate a incéndios pelo
complexo hidrelétrico da Companhia Hidro Elétrica do Sdo Francisco (Chesf),
localizado na cidade de Paulo Afonso/BA. Nesse sentido, enquanto uma in-
vestigacao aplicada a certa realidade, ora munida de reflexdes significativas
sobre as informacoes numéricas e nao numeéricas colhidas, estabelecemos o
perfil quali-quantitativo como o modus operandi do nosso estudo. E, quanto
aos resultados obtidos, solucionamos dois problemas de programacao linear
associados aos procedimentos que mencionamos acima, por meio do método
Simplex, trazendo-se, com isso, consequéncias decisorias relevantes para Chesf.
Além disso, também realizamos destacamentos sobre a pratica do professor de
Matematica nos ensinos basico e superior em torno do estudo de problemas
de otimizacao.

Palavras-chave: Programacao Linear. Transporte. Designacao de pessoal.

Chesf.
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Abstract

Mathematics as one of the main sciences in the construction of one or more
strategic decisions to be taken in different daily lives of humanity defined the
present research. Its main objective was related to the search for the opti-
mization of procedures operations for transporting electricity and assigning
personnel in a specific firefighting action at hydroelectric complex of Com-
panhia Hidro Elétrica do Sao Francisco (Chesf), located in the city of Paulo
Afonso/BA. In this sense, as an investigation applied to a certain reality, now
equipped with significant reflections on the numerical and non-numerical in-
formation collected, we established the quali-quantitative profile as the modus
operandi of our study. And, as for the results obtained, we solved two linear
programming problems associated with the procedures mentioned above, using
the Simplex method, thus bringing relevant decision-making consequences for
Chesf. In addition, we also carried out highlights on the practice of Mathema-
tics teachers in basic and higher education around the study of optimization
problems.

Keywords: Linear Programming. Transport. Assignment of personnel.
Chest.
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Introducao

A Matematica Pura, entre os seus mais incriveis alcances em nosso cotidiano, pos-
sui nos Problemas de Otimizacao abrangente destaque. Nas Engenharias, nas Ciéncias
Sociais Aplicadas, a exemplo das formacoes em Administracao e em Economia, situagoes-
problemas donde se objetiva minimizar ou maximizar determinados processos, atividades,
sao rotinas fortemente requeridas em diferentes contextos.

Com o ferramental matemaético advindo dos estudos em A/lgebm Linear, diferentes ma-
tematicos, ao longo da historia, construiram conhecimentos que abriram portas para varia-
das conquistas/descobertas em outras ciéncias, especialmente, no campo da otimizagao de
modelos aplicados a certa realidade. Modelagens matemaéticas que cumpriam com critérios
de linearidade ou de nao linearidade, configuradas por variaveis discretas ou continuas,
alinhavam-se aos dados coletados em uma pesquisa e forneciam resultados ditos 6timos
numa tomada de decisao. Eis a natureza principal dos problemas de otimizacao: poder-se
tomar a melhor decisao, a decisao 6tima, guardadas a viabilidade e a factibilidade para
tanto ante especifico contexto do mundo real.

Esse latente poder da Matematica motivou-me a deflagrar uma pesquisa envolvendo a
area do conhecimento intitulada por Pesquisa Operacional, particularmente no tocante as
modelagens matematicas oriundas da Programacao Linear. De onde viriam a inspira¢ao
para a geracao de um perfil de pesquisador ainda mais intenso e refinado na profissao que
desempenho, a de professor. Atuando como docente do Instituto Federal de Educacao,
Ciéncia e Tecnologia da Bahia (IFBA), campus Paulo Afonso/BA, atesto frequentemente
parcerias técnicas sendo firmadas entre esta instituicao de ensino e o denominado complexo
hidrelétrico da Companhia Hidro Elétrica do Sao Francisco (Chesf), localizado na cidade
de Paulo Afonso, uma vez que tal instituto dispoe da oferta de cursos técnicos na drea de
Eletricidade e o unico curso superior em Engenharia Elétrica ofertado na citada cidade.

Como um indubitavel papel de instituicoes de ensino que promovem pesquisa e ex-



tensao, as mencionadas parcerias com segmentos da comunidade localmente impactada
pela promogao da ciéncia por tais ambientes educacionais, com efeito, demarcam um dos
sentidos de sua existéncia. Portanto, questionei-me sobre como eu, enquanto professor de
Matematica do IFBA, poderia trazer melhorias/aperfeigoamentos em alguma dimensao
operacional da Chesf.

Assim, munido da formacao de exceléncia que recebi durante o curso de Mestrado
em Matematica pelo PROFMAT, elaborei dois problemas de pesquisa, um relacionado ao
transporte de energia elétrica do complexo hidrelétrico supracitado aos estados do nordeste
brasileiro, outro com respeito a designacao de pessoal em uma atividade de combate a
incéndios neste complexo. Dessa maneira, nosso objetivo principal de investigagao foi o
de otimizar procedimentos operacionais da Chesf em relacao aos contextos situacionais
que selecionamos. E, a fim de atingirmos essa objetivacao, especificamente, tratamos
de fundamentar a teoria de otimizacao de situagoes-problemas através da programacgao
linear; realizar um levantamento de dados que nos permitisse modelar matematicamente
cada situagao; executar as modelagens e resolver os problemas.

Diante do exposto, a metodologia de pesquisa quali-quantitativa foi aquela a qual
recorremos para a concretizacao dos nossos objetivos investigativos. Haja vista que,
quanto a essa abordagem cientifica, nao somente estruturamos e classificamos resultados
numeéricos, mas também trazemos interpretacao e compreensao contextual da situacao es-
tudada. Com isso, mantivemos a coeréncia investigatéria entre os problemas, os objetivos
e a metodologia de pesquisa, dada a natureza de pesquisa aplicada que engendramos.

Em suma, no decurso da producao desta dissertacao, quanto ao seu Capitulo 1, dis-
cutimos as preliminares para o estudo de problemas de otimizagao aplicados a situagoes
do mundo real; no Capitulo 2, elencamos a fundamentacao teérica matematica desenvol-
vida para resolver esses problemas, quando modelados linearmente; a altura do Capitulo
3, descrevemos algumas possibilidades de utilizacao de aplicativos e de uma linguagem
de programacao para a resolucao de problemas de programacao linear; no Capitulo 4,
seguiu-se a culminancia da pesquisa, com a resolucao dos problemas de pesquisa que pro-
jetamos, contextualizando-os e empregando-lhes a devida solucao; e, nas Consideragoes
finais, reafirmamos a importancia do estudo desenvolvido, argumentando os efeitos de sua
aplicagao pela Chesf, ao passo que também reconhecemos e sugerimos o envolvimento do

tema de nossa pesquisa com o exercicio docente de professores de Matematica.



Capitulo 1

Elementos fundantes deste estudo

A partir de agora, comecaremos a pormenorizar uma sequéncia de pré-requisitos
tedricos fundantes do estudo que desenvolvemos. Com efeito, contextos histérico-sociais,
culturais, definicoes e certas propriedades comuns a acao de modelar matematicamente

uma situagao-problema serao ricamente listados a seguir.

1.1 A humanidade, a natureza e a abstracao

Se por uma semana fossemos a um bosque acampar, quais pensamentos provavel-
mente voce teria? Sem duvidas, nos preocupariamos com a nossa manutencao de vida em
tal periodo, o que comeriamos, vestiriamos, como dormiriamos, como nos deslocariamos
num ambiente natural de mata, entre outras necessidades, e, especialmente, como nos
protegeriamos de certos seres vivos nocivos ao ser humano.

Nesse contexto, cada preocupacao desencadeada para o sucesso do acampamento em
questao - isto é, entrarmos e sairmos da mata sem quaisquer acidentes ou incidentes, ou,
ainda, com o minimo deles - dependera de uma rotina de planejamentos e execucoes destes
através das pessoas ali presentes. E, naturalmente, cada plano, cada decisao a ser tomada,
serao iniciados no campo das ideias, no abstrato modelo mental do grupo de individuos
em suas discussoes, de modo que os argumentos mais convincentes entre as personagens
da trama vao tomando forma, ganham proje¢oes em uma folha de papel, transformam-se
naquilo que chamamos de modelagem da realidade para se alcancar determinado objetivo
(GOLDBARG; LUNA, 2005).

Agora, de posse dessas diversas projecoes de uma realidade a ser vivida, seus autores



passam a explorar o campo critico-reflexivo da condicao humana diante de um desafio,
de problemas a serem solucionados numa perspectiva 6tima. Ou seja, que atinja o al-
cance maximo de atendimento as necessidades da semana de acampamento, ao passo que
minimize as falhas na execucao de cada atitude planejada. Note aqui, entao, que, apds
algumas leituras das histérias registradas das civilizacoes humanas, ao longo das eras,
atestamos a lida quase que diaria das pessoas com problemas do tipo “melhore isso; e,
com isso, evite aquilo”, “transporte a carga por determinado caminho”, etc.

Eis uma realidade latente da humanidade, que é, inclusive, majestosamente encon-
trada na natureza, na incrivel intelectualidade dos demais seres vivos em se adaptar aos
ambientes mais desafiadores para se sobreviver na Terra. Um exemplo fenomenal disso po-
demos encontrar entre as abelhas, que compreendem que o modelo 6timo para a formagcao
dos alvéolos das colmeias é aquele que possui o formato de tampa dado por um poligono
hexagonal, para os quais elas conseguem gerar uma maior capacidade de armazenamento
de cera em uma menor porgao desta (SIDARTA, 2015).

E o nosso acampamento, como teria terminado? Dentre os planejamentos desenvolvi-
dos para passarmos uma semana na mata, munidos das reflexdes sobre a possibilidade de
execucao de cada um deles, serd que encontrariamos elementos matematicos nesse pro-
cesso? Se sim, quais provavelmente seriam estes? Claramente, desde a quantificacao de
alimento e agua necessarios para o grupo, até o dimensionamento da regiao ocupada por
nossas barracas, considerando-se arranjos espaciais mais seguros, que facilitassem a comu-
nicacao entre as pessoas e os seus deslocamentos, bem como o transporte de certas cargas,
podemos enumerar certas areas da Matematica que viriam a tona, caso algumas das per-
sonagens as conhecessem: Aritmética, Geometria Euclidiana Plana e Espacial, Grafos e,
ainda, em algum nivel, a Geometria Fractal. E, assim, veriamos aquilo que chamamos
de modelagem matemaética como uma representacao da realidade a nossa volta, enquanto
ferramental decisorio de acoes mais precisas em um ambiente natural.

Destarte, o desenvolvimento de conhecimentos sobre as ditas modelagens matematicas,
uma vez que estas estao diretamente ligadas aos padroes observados pelo ser humano na
natureza, desperta-nos o preponderante interesse pelo assunto. Mas, o que é exatamente
um modelo matematico? Da imaginacao humana a prética de uma conduta, o que significa
criar um modelo que é considerado aplicavel ao ambiente em que estamos inseridos? Pois

bem, para responder a tais questionamentos, vamos a préxima subsecao.



1.2 Modelagem matematica: primeiros conceitos

Para Goldbarg e Luna (2005), em se tratando das teorias do conhecimento cientifico,
o ato de modelar matematicamente uma situagao observada pelo ser humano diz res-
peito a concatenagao de ideias logicamente estruturadas que configurem uma espécie de

substituicao da realidade. Isso posto, com efeito, para se atingir trés objetivos principais:

(i) facilitar o processo de raciocinio de quem planeja na tomada de decisoes;
(ii) aumentar o nivel de plausabilidade da decisao tomada;

(iii) destacar as condigoes adversas da realidade em oposi¢ao ao modelo estruturado.

Assim, temos precedentes para falarmos em modelos mateméaticos sobre certa realidade
contextual que sejam bons ou ruins. Sendo estes adjetivos atribuidos ou nao por meio
da chamada traducao matematica da realidade pelo modelador da situacao manifestada
por necessidades do meio, bem como do homem. E, como poderiamos experimentar,
desenvolver uma fidedigna traducao matematica do ambiente ao qual estamos inseridos
nao é exatamente uma tarefa trivial, senao nao poucas vezes bastante complexa.

Com isso, as garantias de um melhor modelo ajustavel a determinado contexto advém
do rol de métodos/artificios erigidos para solucionar o problema, via modelagem anterior-
mente estabelecida. Ou seja, mesmo a acao de modelar matematicamente uma situacao-
problema pode ser classificada como 6tima, isto é, quando atingimos um modelo que nos
permite o uso de elevada quantidade de ferramentas matemadticas (teoremas, coroldrios,
proposicoes, lemas, entre outros, a partir de uma ou mais subareas do conhecimento
matematico) e, também, que leva o modelador a novas descobertas técnico-cientificas.

Voltando-nos para o contexto do acampamento que vivenciavamos na secao anterior,
exemplificamos abaixo uma tradugdo matemdtica contextual de uma pessoa (ponto A)
que avista outras duas (pontos B e C) localizadas na margem oposta de um riacho que

corria pelo bosque:



Figura 1.1: realidade complexa. Fonte: Google Maps.

Dessa forma, caso quiséssemos modelar matematicamente a menor distancia de traves-
sia da pessoa A para outra margem do riacho - segmento de reta AA’ (Figura 1.2); o que
se prova facilmente utilizando-se o Teorema de Pitagoras, via Figura 1.2 ainda, donde AB
e AC sao as hipotenusas dos triangulos retangulos AA’B e AA’C, respectivamente, ambos
retangulos no vértice A’ -, tendo como referéncias observacionais os demais individuos,

farfamos o seguinte:

A

Figura 1.2: modelo matematico. Fonte: construcao prépria.

Vemos que um modelo matemético nao é necessariamente idéntico a realidade alvo de
sua traducao contextual. Isso fomenta, mais uma vez, o que falamos anteriormente, acerca
da busca de uma modelagem 6tima, assim como de uma solugao otimizada. Doravante,

nessa seara, elencamos os agugantes problemas de otimizagao, geralmente denotados como



problemas de otimizagao continua ou problemas de otimizacao discreta.

Passeando-se pelas literaturas dos séculos XX e XXI, a exemplo das asseveracoes
langadas por Kann (1992), Deb (2001), Collette e Siarry (2013) e Ringuest (2012), encon-
tramos a seguinte estrutura légica para um problema modelado sob a égide da otimizacao
continua, ora aplicada sobre certa realidade complexa: sendo f: R* - R, g : R* - R e
h : R" — R funcoes continuas de varias variaveis e, muitas vezes, diferenciaveis em um

intervalo (ay,b1) X (ag,b2) X ... X (an,b,) CR xR x ... x R =R", desejamos:

Maximizar ou minimizar f(xy,zo,...,x,) Trestrita a

gi(z1,x9,...,2,) =0, com i€ N;
0

hj(xq,xq,...,2,) <0, para j & N.

O fato de termos funcoes de multiplas variaveis segue-se da dinamica do contexto real
modelado matematicamente, pois quase sempre teremos um vasto rol de fatores trazendo
implicagoes sobre o nosso estudo.

Por outro lado, indo na direcao de uma situagao-problema, agora, dita discreta, con-
sideraremos um conjunto finito = {1,2,3,...,w} e um conjunto de subconjuntos © de
Q tal que © £ 0 e © C P(R), donde P(Q2) denota o conjunto das partes de €2, de maneira
que seja possivel definir a funcao f, : © — R, chamada de func¢ao objetivo. Logo, sendo
© = {51,959, ..., 5k}, com k € N, um problema de otimizagao combinatdria se materializa

pela busca de:

Obter-se um S; , com 1 < i < k, dadas certas restrigoes, tal que:

fol ,) > fo(S;j), Vj # i, se o problema é de maximizagao;
<

fo(S;), Vj #1, se o problema é de minimizacao.

Ademais, em termos cldssicos da literatura, cada configuracao S; é nomeada como solucdo
vidvel do problema, enquanto © sera chamado de espaco das solugoes vidveis. E, além
disso, ante as muitas realidades naturais e sociais com as quais lidaremos, a deflagracao
de uma modelagem do meio receberd até duas identificagoes: modelagem concreta (mo-

delos fisicos, geométricos) e/ou modelagem abstrata (modelos légicos, esquemadticos, ma-



tematicos).

Com efeito, na construgao de um modelo lancaremos mao de diversos ingredientes
que potencializarao a nossa busca por solucionar um problema de otimizacao. Sao eles:
intuicdo, experiéncia com o tema (praxis), persisténcia, criatividade, bom humor, capaci-
dade de sintese (GOLDBARG; LUNA, 2005). A formulagao matemdtica de um contexto
do mundo natural, real, a fim de gerar um modelo de otimizacao, serd um sucesso na
medida em que tenhamos obtido a mais fidedigna traducao do contexto mencionado.

Nesse sentido, a criacao de um modelo representativo de determinada realidade, com
incognitas, dados de entrada e saida adequados a natureza do problema, equacgoes, res-
tricoes do problema, graficos e fungoes objetivo, nao decorre simplesmente de um vasto
conhecimento matematico, senao também de condi¢oes subjetivas do individuo, oriundas
de sua cognicao, de uma formagao sociocultural, inclusive. Assim, a seguir, apresentamos

um mapa mental que nos permite visualizar o fluxo de um processo de modelagem:

Identificagio
do Problema

Reformulagio
do modelo

Simulagio
do modelo

Aplicagio do
modelo

Modelo
validado

Figura 1.3: processo de modelagem.

Finalmente, destaque-se que o uso de constantes de proporcionalidade entre as variaveis
de certo modelo, por definicao, quase sempre figurarao nas configuracoes deste. Alids,
quando da validacao do modelo, em muitos casos, far-se-a necessario realizar aproximagoes

sobre este em funcao do contexto real, via elencacao de nossas variaveis.



1.3 As programacoes matematicas

Avancando-se com as discussoes preliminares deste estudo, mergulhamos, agora, em
mais alguns conceitos altamente preponderantes para a construcao de modelagens de
problemas de otimizagao. De inicio, vocé ja se perguntou acerca do significado da palavra
programar?

Ouvimos tanto falar de tal vocabulo por todo lugar, hoje em dia, que consideramos
de salutar necessidade, antes dos devidos formalismos desta secao, definir bem o que ele
quer dizer. De acordo com o diciondrio Michaelis (2022), o verbo programar significa
simplesmente “fazer planos para; planejar”. E, no contexto académico, computacional
ou nao, programamos quando, primeiramente, idealizamos acoes que se desdobrarao ao
longo da execucao de um projeto, sendo estas concretizadas ou nao.

Poderiamos, entao, falar em Programacdo Matemdtica? A resposta é um grande SIM!
Destacavelmente concebida por meio da configuragao de algoritmos e das implementagoes
de técnicas de célculo algébrico e geométrico, temos a Pesquisa Operacional (PO) como
um de seus ramos classicos de investigacao cientifica.

Segundo Borges (2020), a PO surgiu durante a Segunda Guerra Mundial, sendo os seus
destacados precursores os matematicos George Dantzig (1914-2005), John Von Neumann
(1903-1957) e Leonid Kantorovich (1912-1986), e define um dominio de conhecimento
que se utiliza de métodos mateméaticos para garantir que a humanidade possa tomar as
melhores decisoes nos mais diversos contextos estabelecidos por determinada situacao.
Como um de seus objetivos principais tem-se a busca pela otimizacao de recursos em
pequena quantidade - mais escassos -, dada uma situacao-problema vivenciada por alguém,
por uma empresa, fabrica, industria, governos, entre outros.

Dessa maneira, seja numa conducao mais trivial ou mais complexa, debrucarmos-
nos sobre a PO implica em termos substancial ferramental tedrico-pratico na otimizacao
de situagoes-problema, uma vez que, muitas vezes, a tomada de decisao nao comporta
simplesmente uma rapida reflexao intelectual voltada a sua étima obtencao. Isso nos
imputa a demanda por métodos matemaéticos estruturados para o estudo dos diferentes
cenarios emanados da situacao; o que podemos extrair de um passo a passo bem trilhado
pela PO.

A deflagracao da presente pesquisa ocorre através de até duas naturezas quanto a sua

abordagem, a saber: a quantitativa e/ou a qualitativa. A primeira é aplicdvel a problemas



considerados mais complexos, oriundos de certas realidades naturais, socioculturais, que
se fundamentam na utilizagao do método cientifico para a interpretacao destas; a segunda
estd intimamente relacionada ao uso da experiéncia pessoal daquele(s) que tomara(ao)
uma ou mais decisoes diante da situagao-problema.

Alias, no tocante ao estudo que estamos desenvolvendo nesta dissertacao, atuaremos
sob o enfoque da primeira abordagem aqui mencionada, estabelecendo-se conexoes com a
segunda. E, aquela, a luz da PO, é, por exemplo, modelada por um conjunto de sentencas
matematicas que representam a situacao-problema evidenciada. Destarte, quando existem
n decisoes, ora quantificaveis, para tomarmos, segue-se que podemos vincular cada uma
dessas decisoes a uma dada incégnita da modelagem matematica realizada da situacao,
sendo esta chamada de varidvel de decisao. Em simbologia matematica, tais variaveis de
decisao sao denotadas por letras mintsculas latinas e indexadas, como, por exemplo: z;,
comi=1,2,..,n.

Nesse intento, as ditas variaveis de decisao se relacionarao por meio da chamada funcdao
objetivo, isto é, por z = f(x1,...,x,). Fungdo esta comentada por nds em segao anterior e
que nos permite exprimir o grau de eficacia procurado a partir do modelo. Com efeito, a
escrita algébrica dessa fungao nao é tnica, obviamente em face da natureza do problema
e de suas limitagdes/restrigoes, além do tipo de PO aplicada.

Entre os muitos tipos de PO, encontramos a famosa Programac¢ao Linear, a Pro-
gramacgao Nao Linear, a Programacado Inteira, a Simulacao de Monte Carlo, a Teoria
dos Jogos, a Teoria das Filas e a Teoria dos Grafos. A primeira, a qual faremos uso
no presente trabalho, possui como caracteristica o fato de as varidveis de decisao serem
continuas e lineares (aquelas pertencentes ao conjunto dos nimeros reais e munidas da
linearidade usual, isto é, possuem expoente fixo igual a um e nao aparecem mutuamente
multiplicadas), bem como também podermos conceber a fungao objetivo enquanto uma
expressao algébrica linear. Mais ainda, seus algoritmos geradores de solugao sao destaca-
velmente eficientes e ha sofisticadas técnicas matematicas para transformarmos modelos

de programacao nao linear em modelos lineares.

1.3.1 A poderosa programacao linear

Eis a mais bésica maneira de modelarmos um problema de otimizacao. E da Pro-

gramagao Linear (PL), inclusive, que naturalmente poderemos partir para outras mo-
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delagens matematicas possiveis da realidade, no contexto da PO. Mas, uma primeira
indagacao surge: quando as informacoes extraidas de uma situagao-problema poderao ser
elencadas através de uma PL?

Dadas as caracteristicas de expressoes matematicas lineares, uma situacao do mundo
real é modelada nas vias da PL, com ou sem o uso de aplicativos computacionais, sempre

que evidenciarmos as seguintes estruturas:

E Proporcionalidade

PP Aditividade

" Programacéo
Linear

i Néo

negatividade

Y Separabilidade

Figura 1.4: elementos presentes em um problema modelado pela PL.

Por Proporcionalidade, temos a sua constatacao quando ocorre de a quantidade de
recursos utilizados por certa variavel ser proporcional ao nivel de si mesma imersa na
solugao derradeira da situacao-problema. Em acréscimo, dentro de um contexto de custo
versus operacionalizagao, também a interpretacao do custo de cada variavel deve ser
proporcional ao nivel de sua operagao.

Quanto a Nao Negatividade, temos que sempre sera concebivel desenvolver certa
variavel em ambito nao negativo, bem como jamais ocorrerd de alguma proporgao de
um certo recurso ficar sem poder ser usado. Sobre a Aditividade, depararemos-nos com o
somatoério das varidveis sendo equivalente ao custo total de determinada situacao. E, por
fim, acerca da Separabilidade, serd possivel reconhecermos de maneira pontual o custo -
ou, ainda, a utilizacao de recursos - das operacoes de cada variavel.

Apo6s todas essas pormenorizagoes tedricas comuns a um contexto que esta apto a ser
modelado por meio da PL, vamos a escrita matematica de uma situagao-problema assim

modelada, em sua formatacao geral:
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n
Otimizar z = f(z1, %9, ...,x,) = E c;xj, com x; =0,
Jj=1

sujeito a:

n n
E a;;r; < by ou E a;jr; = by, comi=1,2,.., p;
Jj=1 J=1

n
Z%’%’ =0b;, comi=p+1,p+2,..,m
j=1

Donde ¢; sao os coeficientes de proporcionalidade de cada variavel z;, A = (a;;)mxn €
a chamada matriz das restri¢des do problema e n,m,p € N. Além disso, por otimizar a
funcao objetivo entendemos como a sua minimizacdo ou maximizacao; o que dependera
da problema estudado.

Assim, buscamos obter os valores de cada varidvel continua x; que otimizam z =
f(z1, 29, ...,x,), claro, sujeitos as restricoes observadas, uma vez elencadas a matriz A
e as quantidades de b; (valor limite de cada restricdo) e ¢;. Ademais, ainda podemos
configurar a modelagem de um problema através das chamadas formas canonica e padrao

da PL.

(i) Forma canoénica:
Otimizar z = f(x) = cx,

Ax <b ou Ax > b,
sujeito a :

(ii) Forma padrao:
Otimizar z = f(z) = cz,

Az =b, com b > 0 dado;
sujeito a :

xz = 0.

Sendo A também a matriz das restrigoes do problema, ¢ o coeficiente de proporcio-
nalidade da variavel de decisao x e b o valor limite de dada restricao. De fato, é facil

notar que tais formatacoes geral, canonica e padrao, listadas acima, sao matematica-

12



mente equivalentes. Com efeito, podemos sair do caso geral para os demais, a partir de
um desenvolvimento algébrico reciproco. Inclusive, em se tratando das operagoes que po-
demos executar sobre um modelo de PL, ha de se destacar trés delas, as ditas operacoes

elementares:

(O;) Operacao de mudanga do processo de otimizagao:
minimizar z = f(x1, %2, ..., T,) equivale a maximizar z = — f(x, xa, ..., Tp);

e, maximizar z = f(xq, 2, ..., z,) é igual a minimizar z = — (1, 2, ..., Ty,).

(O2) Operacao de transformagao de varidvel real livre em varidvel ndo negativa:
se x; ¢ uma varidvel livre, entao poderemos tomar duas variaveis auxiliares nao
/

: / " —
negativas z; e T; tal que z; = o,

" — 2!/, Por varidvel livre identificamos aquela

incégnita que ainda nao foi valorada.

(O3) Operacao de alteragcao de desigualdades em igualdades:
note que 1 +2x2+...+x, <b —= 1 +x9+ ...+, + 2,1 = b, com x,,1 = 0;
e, r1+x2+ ...+, 2b = xr14+29+ ...+ 2, —Tps1 =b, com x,11 = 0.

Chamamos x,; de variavel de folga.

Nesse momento, estamos prontos para exercitarmos os primeiros exemplos de uma
modelagem de certa situagao-problema por meio da PL. Antes, porém, observamos que
a variavel de decisao podera ser duplamente indexada, nos casos aos quais os dados de
um problema que a define estejam interdependentemente correlacionados. Veremos isto

no problema 1.

1.3.1.1 Um problema de transporte

Problema 1 (ilustrativo). A fabrica CATVOLTS, de produgao de cabos de transmissao
elétrica de alta tensao com 10 km de extensao, possui duas unidades, cada qual localizada
nas cidades de Lagarto/SE e de Brumado/BA. Os cabos produzidos no ultimo bimestre
de 2022 serdo transportados para trés centrais de distribui¢ao (CDs) nas regides Norte,
Sudeste e Sul do Brasil, durante o primeiro semestre de 2023. Os dados de demanda de
cada central de distribuicao, do custo de envio dos produtos partindo de cada unidade da

fabrica em questao e do total produzido por estas estao descritos no quadro abaixo.
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Dados CD-Norte | CD-Sudeste | CD-SUL | Producao por unidade
Unidade de Lagarto | 550 reais | 2440 reais | 3615 reais 13 cabos

Unidade de Brumado | 700 reais 1500 reais | 2100 reais 18 cabos

Demandas por CD 10 cabos 14 cabos 7 cabos —

Desejando-se minimizar o custo de transporte, o departamento de logistica dessa
fabrica calculara as quantidades 6timas de produtos que serao transportadas de cada

unidade fabricante para as CDs. Qual seria o modelo de PL. empregado?

Solugao

Estamos diante de uma situacao-problema denotada, no campo da Pesquisa Operaci-
onal, como um Problema de Transporte. Este se caracteriza através da relacao logistica
entre os chamados pontos de oferta de determinado(s) produto(s) e os seus associados
pontos de demanda.

A luz do problema acima, podemos exibir um grafo com os possiveis caminhos de
distribuigao dos produtos de cada unidade de producao aos CD-Norte (CD 1), CD-Sudeste
(CD 2) e CD-Sul (CD 3). Cada caminho desse identificard um certo valor de custo de
transporte, ao passo que buscaremos, atendendo-se a todas as demandas, minimizar o

custo total para a realizacao do transporte necessario para cada demanda.

Unidade

de Lagarto

S
@

de Brumado

Figura 1.5: grafo dos caminhos de distribuicao do problema.

Agora, definamos a varidvel de decisao para tal problema.
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x;; = quantidade de produto transportada da unidade ¢ da fabrica até a CD j, com
1 = 1 representando a unidade de Lagarto, ¢ = 2 a de Brumado, bem como j = 1 associado
aCD 1, j=2quantoa CD 2e j =3, aCD 3. Por exemplo, x15 nos indica a quantidade
de produto transportada da unidade de Lagarto a CD-Sudeste.

Agora, conhecendo os custos de transporte exibidos no quadro acima, podemos ex-

pressar a func¢ao objetivo do problema, a saber:

<= f(‘rlla T12, 13, T21, T22, $23)

= 550 - @11 + 2440 - 212 + 3615 - 13 + 700 - x9; + 1500 - 222 + 2100 - 293

Isso posto, precisamos minimizar z. Em simbologia matematica, queremos obter o
Min(z), ou, ainda, o Min{ f(x11, 12, 13, To1, T2, Ta3) }.

Quanto as restrigoes do problema, além do fato de z;; > 0, com i € {1,2} e j €
{1,2, 3}, perceba que temos duas categorias destas neste caso, a relativa ao total produ-

zido por unidade (R;) e aquela associada as demandas das CDs (Ry). Assim, ficamos com:

11 + T2 + 213 < 13;
To1 + Tog + Tos < 18.
.
x11 + 221 = 105

Ry q 219 + 190 > 14;

13 + 93 } 7.
\

Para R;, temos desigualdade do tipo “menor ou igual”, uma vez que estamos diante
de uma contextual limitacao do total produzido por cada unidade de producao. Analoga-
mente, em Ry, a desigualdade “maior ou igual” se justifica pelas demandas de cada CD a
serem atendidas, que devem ser atingidas ou até superadas - nao é comumente concebivel
nao atendé-las, se se produz o suficiente para isso e hd compradores/clientes potenciais
para o produto demandado.

Em suma, finalizamos a modelagem do Problema 1, sob a égide da PL, nas condigoes

supracitadas, da seguinte forma:

Minimizar z = 550 - T + 2440 - T2 + 3615 - T3 + 700 - Toy + 1500 - Too + 2100 - T3 ,
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(

11 + T2 + 213 < 13;
To1 + Tog + o3 < 18;
o 11 + w21 = 10;

sujelto a:

19 + x99 = 14;

T13 + Tz 2 7;

com ; € Z+.
\

Nas literaturas matematicas que versam sobre PO, dizemos que a situacao-problema
a qual acabamos de modelar através da PL é denominada de uma modelagem por PL
inteira. A razao disso decorre do fato de os dados numéricos do exercicio pertencerem

apenas ao conjunto Z.

1.3.1.2 Um problema de designagao de pessoal

Problema 2 (ilustrativo). A refinada fabricante de macacoes jeans artesanais, registrada
pelo nome IDENTIDADE DE EULER, possui duas linhas de produgao dessa longa pega
de roupa, uma de macacoes masculinos adultos e outra de macacoes femininos adultos,
que comportam até 60 funciondrios e, no momento, contam com 42. Sabe-se que: (a) a
linha de producao dos macacoes masculinos adultos comporta, no maximo, 24 pessoas;
cada macacao desse é produzido por 03 pessoas por dia de trabalho; e sua unidade vendida
fornece um lucro de 71,5 reais; (b) a linha de produgao dos macacoes femininos adultos
comporta, no maximo, 36 pessoas; cada um deles é feito por 02 pessoas por dia de trabalho;
e sua venda unitaria fornece um lucro de 66,9 reais. Dessa maneira, objetivando maximizar
seu lucro total ao dia, qual seria o modelo de PL que um consultor matemaético elaboraria

para esta empresa?
Solucao

Semelhantemente ao problema anterior, nesse momento, vivenciamos uma situacao-
problema denotada, no campo da Pesquisa Operacional, como um Problema de De-
signacao de Pessoal. Trata-se de um contexto com aplicacao matematica analoga ao
problema de transporte. Sendo que, na designacao de pessoal, evidenciaremos uma rela¢ao

logistica entre os recursos (apenas humanos ou de diferentes naturezas) de producao de
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determinado(s) produto(s) e as suas associadas tarefas a serem executadas. Isso posto,
com respeito a uma busca pela maximizagao ou pela minimizacao de uma fung¢ao objetivo
modelada através da relagao mencionada.

Assim, seguindo-se conforme a teoria apresentada, como também fizemos no desenvol-

vimento do problema anterior, definamos a nossa varidvel de decisao.

x; := quantidade da produgao diaria (gerada pelos funcionarios) a ser vendida por dia
de cada macacao masculino adulto, se 7 = 1; ou, de cada macacao feminino adulto, se
Jj=2.

Dai, de acordo com as informacgoes fornecidas no exercicio, temos a func¢ao objetivo

abaixo, que persegue a maximizagao do lucro dessa famosa empresa - isto é, Max(z) ou

Max{ f(z1,x2)}:

2= f(x1,29) =71,5- 21 4+ 66,9 - x5

Ponderando-se sobre as restri¢coes do problema, ora demarcadas nas linhas de producgao
dos macacoes, temos a restricao de cada z; em relagao a capacidade total de trabalhadores
por linha de produgao (R;) e a restrigao relativa a quantidade de funcionérios, disponiveis

no momento, que preparam cada unidade de um tipo de macacao por dia de trabalho (Ry).

R23ZB1+2[E2<42

As expressoes, seja em R; ou em Ry, vém a tona devido a natural dependéncia -
anunciada pelo exercicio - da feitura de cada tipo de macacao com respeito ao nimero de
trabalhadores necesséarios por unidade de producao.

Portanto, a consultoria do matematico do problema estabeleceria, via PL, a seguinte

modelagem matematica da situacao:

Maximizar z = 71,5 -z + 66,9 - 25 |

0 < 29 < 18;
sujeito a:

| com z; € R..
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Veja que temos condicoes de afirmar qual seria a capacidade diaria de producao da
IDENTIDADE DE EULER, sendo possivel, especialmente, definirmos a disponibilidade
de funcionarios para a manutencao de suas atividades. Estamos diante de uma conca-
tenacao de tomadas de decisao preciosa para o bom e melhor funcionamento de certa
organizagao.

Pois bem, através da PL, vimos como concretizar modelagens matematicas de situagoes
a serem otimizadas do dia a dia de muita gente. Incrivel, nao é mesmo? Entretanto, sim,
pelo menos, uma pergunta deve nos ocorrer: quais célculos realizar para obtermos os
valores 6timos de cada variavel de decisao, minimizando ou maximizando determinada
funcao objetivo?

A resposta para isso e, com certeza, para outras curiosidades que surgirao, por condi¢ao

sine qua momn, virao nas proximas secoes.
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Capitulo 2

O classico algoritmo Stmplex

Criado em 1946 pelo matematico George Dantzig e por sua equipe de pesquisadores,
durante trabalhos realizados no departamento da Forca Aérea Americana, o algoritmo
Simplex estd entre as mais relevantes invengoes matematicas do século passado. O termo
Simplex indica a justaposi¢ao entre Simple (simples, em portugués) e z (uma varidvel).

E interessante destacarmos o que queremos dizer pelo termo algoritmo. Seja em Ma-
temdtica ou na Computacdo, algoritmos sao um conjunto de instrucoes ou comandos
sequenciados e sistematicamente concebidos com o objetivo de resolver determinado pro-
blema ou realizar certa tarefa.

A motivacao para o seu desenvolvimento veio da busca pela resolucao de Proble-
mas de Programagao Linear (PPLs), que, normalmente, possuem infinitas solugoes, das
quais desejamos obter a solucao 6tima. Esse desejo, essa busca, perpassa por duas di-
ficuldades a serem superadas quando estamos diante de um sistema indeterminado de

equagoes/inequacoes lineares - um PPL -, a saber:

(i) Como encontrar solugoes iniciais (basicas) do mencionado sistema de equagoes?

(ii) Como contornarmos a verificagao das intimeras solugdes iniciais possiveis com

o objetivo de se obter a otimizacao desse sistema?

Nesse intento, entao, veio a tona o cldssico algoritmo Simplex. Recorrendo-se, es-
pecialmente, a varios tépicos da Algebra Linear, o algoritmo, em uma explicacao geral,
dado um PPL, apés obter uma solucao inicial (basica) extremada (aquela com valores
baixos ou altos, considerando as restri¢oes do problema), segue calculando novas solugoes

com valores iguais ou melhorados em relagao a solucao inicial, no contexto da otimizacao
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requerida, até alcancar a solucao étima.

Os detalhes de como esse processo se materializa decorre de uma série de conceitos
matematicos, os quais veremos a seguir. Inclusive, com outra invencao humana, a dos
computadores, o uso do Simplexr em situacoes-problema de expressivo porte se tornou

tarefa bem mais rdapida e simplificada.

2.1 Definicoes, teoremas e corolarios

Definicao 2.1.1. Uma base de uma matriz A = (a;;)mxn , com m < n, é uma matriz
J ) )
quadrada de m vetores coluna linearmente independentes (LI) em R™. E; as varidveis
associadas a essas colunas sao chamadas de varidveis bdsicas.

Exemplificando-se a definicao acima, temos que:

| 21 3 11 0 2 1 3
Dadaamatriz M= |0 4 2 21 3 |, temosque B=| 0 4 2 | éuma base
151 0 73 1 51
de M. Isso posto, pois:
2 ] 1 3
r1=|0]|, o= 4| e x3=| 2 | sao vetores coluna LI. De fato, é
1 5 1

facil verificar que: dados escalares a;, 3 e y sobre o corpo dos ntimeros reais, concluiremos
que - x1+ P29 +7-23 =0=a = =y = 0. Por outro lado, se tais vetores
coluna nao fossem inicialmente LI, poderiamos acha-los através da obtencao da matriz
reduzida linha-equivalente a matriz M, donde selecionariamos trés colunas nao nulas e
nao negativas (uma das condigoes para um PPL) para compor a matriz B - claro, quando
possivel.

Note que z1, x5 e x3 definem as nossas variaveis bésicas. Com isso, escrevemos, neste
exemplo, rp = (z1,x2,23), sendo xp o vetor das varidveis bdsicas. J4 no tocante as

demais colunas da matriz M, identificamo-las por:

11 0
ry=121 | e xs= | 3 |,com xg = (z4,75) sendo o vetor das
0 73
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remanescentes colunas das variaveis ditas nao basicas.

Agora, quando generalizamos a exemplificacao da Definicao 2.1.1, segue que: se A,,xn é
uma matriz tal que m < n e B,,«,, uma matriz que represente a sua base, entao g denota
o vetor das variaveis basicas de m componentes e xrr indica o vetor das remanescentes
n — m variaveis nao basicas. Dai, naturalmente podemos decompor o vetor das varidveis

x, em geral, como:

B t
r = (xpg,xg) ou x = ou $:[$B JfR]'
TR

Uma vez que é possivel solucionarmos um sistema de equacoes m X m somente em
termos das variaveis basicas, pois estas sao LI, teremos uma soluc¢ao dada por = = (x g, 0).
Ademais, ao estendermos a mesma busca por solucao a partir da matriz A,,«,, bastar-

nos-a decompo-la em uma matriz By,x.m, com posto(B) = m e det(B) # 0 (B é nao

singular), e em outra, Ry, (n—m):

Amxn = Bm><m Rmx(n—m)

E, dessa maneira, com respeito a decomposicao acima, dado o sistema Az = b, chega-

mos ao desenvolvimento:

Ar=b+ [ Bmxm Rmx(n—m) ) =0
TR

< Brg+ Rxp =0
= IB =B ' b—B! - Rxpg.
Doravante, surgem as préximas definigoes.

Definicao 2.1.2. Seja B,,x,, uma base associada & matriz A,,x,, com m < n. O

vetor T, composto por zg = B~-be por xp = 0, é chamado de solu¢do bdsica do sistema

21



Ax = b.

Definicao 2.1.3. Uma solugao bésica sem componentes negativas é denotada por

solugao bdsica vidvel.

Logo, através dessas definicoes, ficarifamos com a seguinte decomposicao do vetor T,

munido de n coordenadas:

T = B~ 00000...0

Dos Problemas 1 e 2 da secao anterior, ao aplicarmos as defini¢coes que acabamos de
exibir sobre o seu conjunto de restrigoes, que consiste em um sistema de inequagoes que

pode ser transformado em um sistema de equagoes, temos que:

para o Problema 1,

4 4

11+ x12 + 213 < 13 Ti1+ T2+ T3+ 24 =13

To1 + Tog + Tag < 18 To1 + Tog + T3 + x5 = 18

11 + To1 2 10 Tl + To1 — Tg = 10

=

Tig + Xep = 14 Tig + Top — a7 = 14

T3+ T3 =7 T3+ Toz3 — w8 =7

com x;; € 2y com x4, Ts, Tg, Ty € Tg sendo varidveis de folga
\ \

;

11 + T12 + T13 + OZL’Ql + 01322 + 01’23 + x4 + 01‘5 + OZL'(; + OZE7 + 0%8 =13
011311 + 01’12 + Oxlg + o1 + Xoo + Loz + O$4 + x5 + 0$6 + O$7 + O$8 =18
= 9 xr11 + 01'12 + 0513'13 + To1 + OQZQQ + 01’23 + 01'4 + 0555 — Tg + 033'7 —+ Ol'g =10

01‘11 + T10 + 01’13 + OZL‘Ql + X99 + 01’23 + OZL’4 + OZE5 + OZEG — X7 + OZL’g =14

\0!1311 + 0[E12 + 213 + 0$21 + OZEQQ + Zog + O{E4 + 0335 + 0$6 + 01"7 — Xg = 7.

Desse modo, colocamos o PPL em destaque na sua forma padrao; e, ainda, podemos

modelar a matriz dos coeficientes das variaveis desse sistema
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11100010 0 0 0
00011101 0 0 0
Asxu=|10010000 -1 0 0
01001000 0 —1 0
(00100100 0 0 -1

Dai, acerca das matrizes B (base para Asyi1) e R, temos como realizar a seguinte

divisao sobre Asy11:

11100 001 0 0 0
000171 110 0 0 0
Bsxs=11 00 10| e Rxe=|000 -1 0 0 |,
01000 100 0 -1 0
I 00100 | I 010 0 0 -1 |

em que, neste caso, rp = (Z11, %12, 13, 221,%5) € Tr = (Tog, Tog, Ty, Te, T7,Tg) - situacdo
a qual construimos B como uma matriz quadrada formada por colunas LI. Destaque-se
que B sera uma base viavel se, além de suas colunas serem LI, cada uma de suas entradas

forem nao negativas.

Agora, obtendo-se x5 = B~! - b, vem que:

10 0 -1 —1] [13] [=8]
00 0 1 0 18 14
s=0 00 0 1 =71,
10 01 1 1 14 18
11 -1 -1 -1 7 0

com T = (—8,14,7,18,0,0,0,0,0,0,0) configurando uma solugao bésica, apesar de ainda
nao viavel, sendo x17 = —8, 19 = 14, 213 =7, 291 = 18, 25 = 0 € X9y = Toz = T4 =
rg = x7 = xg = 0 - para termos uma solucao béasica viavel, partiriamos de outra matriz

B possivel; outros procedimentos, em especial, veremos mais adiante.

Quanto ao Problema 2, teriamos:
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( (
1 §8 $1+$3:8
Ty < 18 To+x4 =18
=
3[L‘1+2[L‘2<42 3!L‘1+2£L‘2+ZL’5:42
| com z; € R, | com 3,74 € s sendo variaveis de folga

¢

l’1+0$2+l’3+0$€4+0$5:8

= 0I1+$2+O[E3+I4+0$5:18

3-x1+2 29+ 0234+ 024 + x5 = 42.
\

Donde decorre a construcao da matriz dos coeficientes de x; desse sistema:

10100
Asss5=10 1 0 1 0
32001

E, com respeito as matrizes B (base para Asys) e R, podemos realizar a seguinte di-

visao sobre Asys:

10 1/0 0 1 01 00
Ass5=10 1 0|1 0 |,sendoBsys=|0 1 0| € Rsxa=1]1 0
32 0/0 1 320 0 1

Portanto, neste caso, xp = (r1,%2,23) € tr = (x4,25). Analogamente, também po-
derfamos tomar xg = (21,22, 74) € g = (x3,25), entre outras possibilidades em que B é

uma matriz quadrada formada por colunas LI.

Além disso, calculando-se zz = B~! - b, temos:

2 1
0 -2 1 8 2
zg=10 1 0 18| =118 e T=(2,18,6,0,0) é uma solugao bésica
2 1
(S 42 6

viavel do mencionado Problema 2, em que x1 =2, x5 =18, 23 =6 e x4 = x5 = 0.
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Defini¢ao 2.1.4. Um conjunto (ou regiao) C' = {x € R" | Az = b, com = > 0} é
chamado de conjunto de solucdoes vidveis para um PPL, em que A, x e b sao matrizes de

ordens m x n, n X 1 e m x 1, respectivamente.

Definicao 2.1.5. Um conjunto C' C R”™ é dito convexo se, para quaisquer elementos

z ey de C, tem-se que: Va € [0,1]; ax + (1 —a)y € C.

Definicao 2.1.6. Uma combinagao convexa sobre um conjunto convexo C' é uma
combinacao linear em que os coeficientes de ponderacao sao nao negativos e somam um.
Exemplificando-se a Definicao 2.1.6, temos que: se y é uma combinacao convexa de

1, T3, ..., T,, entao:
n n

:Zai-xi e Zaizl.

=1 =1

Definigao 2.1.7. Dizemos que z nao é um ponto extremo (vértice) de um conjunto

convexo C' quando existe a € (0,1) tal que x = ay + (1 —a)z, com y,z € C'\ {z}.

Teorema 2.1.1. Um conjunto C' das solugoes vidveis de um modelo de PL é um

conjunto convexo.

Demonstragao: suponha que C' é um conjunto de solugoes vidveis de um modelo de PL.
Logo, C é formado pelos pontos = tal que Az = b, com z > 0. Com isso, provemos que
C' é um conjunto convexo. Assim, precisamos provar que: dados dois pontos x1,z9 € C,
a combinagao convexa x = ax; + (1 — a)zy pertence a C, com a € [0, 1].

Se x1,x5 € C, entao Axy = b e Axry = b, com x1,x5 > 0. Agora, tomando-se x um

ponto qualquer pertencente ao segmento de reta 73, segue que:
Jda € [0,1]; z = azxy + (1 — a)xs.

Note que = > 0, pois 1,22 = 0 e a € [0,1]. Dai, multiplicando-se A em ambos os
membros desta igualdade, ficamos com:
Az = Alaz + (1 — a)xs]
Az = aAzy + (1 — a)Axsy
Arx =ab+ (1 —a)b

Ar=b = 2z € C ]
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Teorema 2.1.2. Toda solucao bésica viavel do sistema Ax = b é um ponto extremo
(vértice) do conjunto (regiao) de solugoes vidveis.
Demonstragdo: da Definigao 2.1.4, sabemos que C' = {z € R" | Ax = b, com z > 0}
é o conjunto de solugoes viaveis para um PPL. Se x € C' é uma solucao béasica viavel
qualquer neste conjunto, provemos que x é um ponto extremo de C.

Se x € C' é uma solucao basica viavel, entao, a menos de reordenacao das variaveis, é

da forma:
X

X2

L B L, . , .
Tpxl = = , sendo x1, xa, ..., x,, € Ry as variaveis bésicas.

0 0

Suponha que z nao é um ponto extremo de C'. Pela Definicao 2.1.7, existem dois
pontos t e w € C'\ {z} tais que x pode ser obtido como: x = at+ (1 —a)w, com a € (0,1).
E, além disso, sendo t,w € C, temos que: At =be Aw = b, com t,w > 0. Donde

decorre que, sobre as varidveis basicas de x, podemos escrever:

)
r1 =at; + (1 —a)w;

xo = aty + (1 — a)wy

T = Aty + (1 — a)wy,

0= atmi1 + (1 — @)Wy

0=at, + (1 —a)w,

\

Portanto, como t e w sdo nao negativos e a € (0, 1), entao, t,4; = Wy = 0, com
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ie{l,2,..,n—m}.

Logo, t e w sao da forma:

tB wp
tTLXl - € wTLXl =
0 0
Dai, da Definigao 2.1.1, deveremos ter B.tg = b e B.wg = b; o que nos leva,

subtraindo-se os membros correspondentes dessas igualdades, a:

Bitp—Bwp=b—-b=0

B(tg —wp) =0 = tgp—wp =0, visto que B # 0, pois se

trata de uma matriz nao singular.
Assim, uma vez que tg —wp =0 = tg = wp = t = w, temos um absurdo, ja que t e

w sao distintos. Com isso, concluimos que z, de fato, ¢ um ponto extremo de C. [

Apoés enunciarmos e, inclusive, demonstrarmos o Teorema 2.1.2, surge aquela classica
indagacao matematica: vale a sua reciproca? Com efeito, a resposta é positiva. Um ponto
extremo em C' é também uma solugao basica viavel do sistema Axr = b. Ademais, veja
que nao existem solugoes viaveis, t e w, distintas da solugao béasica x e que satisfacam a

igualdade x = at + (1-a)w. E, assim, temos o teorema abaixo.

Teorema 2.1.3. Um ponto x é extremo em um conjunto de solucoes viaveis de um
PPL se, e somente se, x > 0 (vidvel) for uma solucao bésica do sistema de equagoes

lineares Az = b.

Demonstragdo: basta-nos provar a implicacao de ida (=), dado que o Teorema 2.1.2
equivale a implicagao de volta («<). Assim, vejamos a demonstracao a seguir.

(=) Seja z um ponto extremo de C' = {x € R" | Az = b, com = > 0} e suponha que
2 nao represente uma solugao basica deste. Logo, x possui um ntmero r de entradas nao
nulas, digamos z;,, xj,, ..., ;. > 0, com r maior do que m, em que m indica o nimero de
linhas da matriz A. Agora, sendo a; a j-ésima coluna de A, temos que a;,, aj,, ..., a;, sao
LD, ja que x nao é uma solucao bésica de C'. Portanto, existem niimeros nao todos nulos,
tivstjss--n by, tais que a5, + tj,a5, + ... +t;a;, = 0et; =0, quando j # j1,J2,-..; Jr-
Dai, At = 0 e, entao, podemos escrever A(x + A\t) = Ar £ ANAt =b+£0 =10, com A >0

tomado tao pequeno o quanto queiramos tal que z — At e x + At pertencem a C. Com
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isso, x acaba por ser expresso como uma combinacao convexa de dois pontos distintos de

C, a saber: (z — At) e 3(z + At). Portanto,
1 1
T = 5(1: — At) + 5(:1: + At).

Entao, pela Definicao 2.1.7, x nao é ponto extremo; o que contradiz nossa hipotese.
Dessa forma, x, de fato, sendo ponto extremo de C', implica em configurar uma solucao

béasica deste. ]

Corolario 2.1.1. O conjunto dos pontos extremos de um conjunto de solugoes viadveis

é finito e limitado em (:;)

Demonstracao: do Teorema 2.1.1, sabemos que um conjunto C' de solugoes vidveis é
um conjunto convexo. E, este, por sua vez, geometricamente, possui um nimero finito de
vértices (extremos), visto que tal conjunto C' se trata de uma regidao poligonal formada
por expressoes algébricas lineares - aquela formada pela reuniao de um ntmero finito
de regioes triangulares coplanares e sem sobreposi¢ao. Logo, o conjunto de seus pontos
extremos é finito. Em acréscimo, do Teorema 2.1.3, como todo ponto extremo em C é
uma solugao basica viavel do sistema Ax = b, entao, ao construirmos a matriz B,,x.,, uma
base para A,,x,, com m < n, temos um total de n colunas da qual escolhemos m, com a
finalidade de exibirmos matrizes m x m, isto é, para tal construcao fazemos a combinacao
nl

de n tomados m a m, que é calculada por: (:1): e [

Corolario 2.1.2. Se existe uma solucao viavel, entao existe uma solucao bésica viavel.

Demonstracao: pela contrapositiva, suponha que um modelo de PL nao possua solugao
basica viavel z. Entao, pelo Teorema 2.1.3, nao existe ponto extremo no conjunto C' das
solugoes viaveis desse PPL. Agora, suponha que x seja uma solugao viavel. Assim, como
x nao é ponto extremo de C, entao existem solugoes vidveis y e z tais que x = ay + [z,
coma+f=1ea,B>0. Com isso, ao tomarmos y e z como combinagao convexa de
outras solugoes viaveis, repetidamente, chegaremos a combinagao convexa de x em relagao
a pontos extremos de C'; um absurdo, por hipotese. Portanto, x nao é solucao viavel do

PPL associado. ]

Neste ponto da fundamentagao tedrica matematica do método Simplez, tal qual reco-

nhecemos associacoes entre solugoes basicas, solugoes viaveis, solugoes basicas viaveis e
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pontos extremos, agora, veremos dois teoremas que relacionam esses pontos com o valor
da funcao objetivo de um PPL. Eles encerram a base tedrica desse classico e poderoso

algoritmo.

Teorema 2.1.4. Se uma fungdo objetivo possui um méximo (ou um minimo), entao
pelo menos uma solugao 6tima é um ponto extremo do conjunto convexo C' das solugoes

vidveis do modelo de PL.

Demonstracgao: considere f uma funcao objetivo que possui um valor maximo k£ € R
no ponto z,,. Logo, temos que f(x) < f(zy) =k, Vo € C.

Agora, sejam 7', 75, ..., ¥, 0s pontos extremos do conjunto convexo C'. Assim, provemos
que xp; ¢ um desses pontos extremos. Destarte, suponha que z); nao seja um ponto
extremo de C'. Portanto, das Defini¢oes 2.1.6 e 2.1.7 e do Teorema 2.1.1, ele pode ser

obtido pela seguinte combinac¢ao convexa:
Ty = @) + Ty + .+ apTy, coma; 20,0 =1,2,...,pea +ax+ ... +a, =1

Aplicando-se f a x,7, que é uma fungao linear, dado o contexto de PL ao qual estamos

inseridos, temos:
flen) = flarwy + apahy + .+ apry,) = an f(2h) + an f(25) + .. + apf(2) = k
Isso posto, como, entre os pontos extremos ', x5, ..., 7, de C', podemos definir o ponto
extremo 'y, tal que f(2)y;) = max{f(z})}, com i =1,2,....p, segue que:
flenm) = anf(2)) + anf(2y) + .+ apf(2)) < arf(2hy) + axf (@) + .. + apf(2)y)
f(rar) < anf(@hy) + azf (@) + o+ apf (@) = (a1 + a2 + ..+ ap) f(2y)
flau) <1-f(ay) = flan) < fz)y)

Dessa maneira, ficamos com f(xy) > f(z,), por hipdtese, e com, simultaneamente,
flxar) < f(2)y). E, entdo, f(xy) =k = f(2},). Portanto, x,;, enquanto solugao étima
para f, é ponto extremo de C.

Observe que a demonstracao fornecida para o Teorema 2.1.4 partiu da hipotese de uma
funcao objetivo (f) possuir um maximo (k € R). Todavia, se partissemos de f possuindo

um minimo, terfamos uma prova analoga. [ ]

Acerca do desfecho da demonstracao acima, recomendamos que o leitor desta pesquisa

realize a andloga demonstracao mencionada. E um bom exercicio.
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Teorema 2.1.5. Se a func¢ao objetivo assume o maximo (ou o minimo) em mais de
um ponto extremo, entdo ela toma o mesmo valor para qualquer combinacdo convexa

desses pontos.

Demonstracao: seja f uma funcao objetivo, que é linear, por definicao, e que assume
determinado valor 6timo k (méximo ou minimo) nos pontos extremos z; e zo. Com isso,
f(x1) = f(ze) = k. Agora, tomando-se x como combinagao convexa de z; e xa, isto é,

r =azr; + (1 — a)ry, com a € [0, 1], segue que:
f(z) = flazi + (1 — a)zz) = af (z1) + (1 —a)f(z2) =ak + (1 —a)k =k

Desse modo, de fato, f assume o mesmo valor 6timo em qualquer combinagao convexa

envolvendo mais de um ponto extremo, x; e xs. [

Com efeito, ora apropriados das definig¢oes, teoremas e corolarios elencados, reconhece-
mos que o algoritmo Simpler é materializado através da experimentacao de um conjunto
sequenciado de solugoes béasicas vidveis, com o objetivo - como j& sabiamos - de determi-
nar o valor 6timo de certa funcao objetivo. Essa rotina traz uma excepcional atuagao ao
algoritmo, além de termos uma quantidade finita de procedimentos até a sua convergencia
ao resultado perseguido.

A seguir, ilustramos, por meio de uma figura, a relacao légica intrinseca ao funciona-

mento do algoritmo Simplex:

/ A / \
/ \ / \

PN /’/SOI‘_UQAO\\
/ SOLUCAO { Bhsica.

N OTIMA / .

/3 @ VIAVEL /

/ \

PONTO
EXTREMO

Figura 2.1: implicagoes em torno de uma solugao 6tima.

2.2 A experimentacao do método Simplex

Neste momento, estamos prontos para atestar a atuacao pratica do método em tela,

a partir da aplicacao de uma lista de passos voltados a solucao de sistemas de equagoes
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lineares, ora sujeitos a determinada funcao objetivo. Em especial, podemos destacar que

essa atuacao dispoe de trés momentos cruciais para o seu alcance, a saber:

1. Quanto ao processo de inversao de B,,xm, a matriz basica obtida de A,,«.,, que,

por sua vez, denota a matriz das restri¢coes de um modelo de PL;

2. Com respeito as condicoes de mudanca de variaveis nas entradas da matriz basica,
a fim de que haja certeza de melhoria da solucao durante o desenvolvimento das e-

tapas do algoritmo;

3. Acerca das ocasioes de parada do algoritmo e, consequentemente, da interpretacao
desse contexto (parcialmente conclusivo, conclusivo ou permanentemente inconclu-

sivo).

Em (1), o algoritmo frequentemente é elaborado para se utilizar do método de inversao
de matrizes dado pelas classicas operacoes elementares entre linhas. Este calculo de
inversao matricial garante ao algoritmo que as suas iteracoes sejam sempre aproveitadas,

-1

no transito entre o avango e o retorno do processo de obtencao de B, 5,

Sobre (2), com a inser¢ao na matriz bésica de certa varidvel ndo bésica, faz-se uma
estimativa do provavel auxilio que isso traz para o acréscimo ou decréscimo da funcgao
objetivo (seja para maximizagdo ou minimizacao). Essa atuagdo nos garante a eleigao
da varidavel de maior auxilio para tanto. Alids, para Goldbarg e Luna (2005, p.97), “a
eficiencia do método simplex e seu extraordinario poder de funcionar na pratica estao
associados ao critério adotado nesse calculo”.

Tratando-se de (3), através dos momentos de parada do algoritmo, teremos a identi-
ficacao das razoes pelas quais nao existem mais chances de que uma troca de variavel na
matriz basica possa melhorar a condicao de otimizagao. Ademais, também reconhecere-
mos os contextos em que haverd uma tendéncia de crescimento/decrescimento infinito da

funcao objetivo ou de nao viabilidade do PPL.

2.2.1 Aplicacao a resolucao de um PPL

Seguindo-se com nossa atengao em torno do Problema 2, modelado na Secao 1.3.1,
caso ele possua solugao, entao a perseguiremos maximizando a funcao objetivo z sobre

o conhecido conjunto C' das solucoes viaveis. Inicialmente, exemplifiquemos o grau de
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dificuldade de tal problema por meio de uma representacao geométrica de suas restricoes; o
que é possivel, quando dispomos de duas ou trés variaveis de decisao, e, entao, construimos
ambientes geométricos no plano cartesiano ou no octante.

Defina as variaveis x; e o como o eixo das abscissas e o eixo das ordenadas, respecti-

vamente. Assim, podemos estabelecer a seguinte construcao grafica:

.CCQ A

Figura 2.2: representacao geométrica das restricoes do Problema 2.

Fixamos os pontos A, B, C, D, E e O como exemplos de solugoes para o conjunto
das restrigoes do Problema 2, que pertencem a regiao convexa ABCDO. Eis aqui uma
verificacao do Teorema 2.1.1. Além disso, dado que os pontos A, B, C, D e O sao extremos
(vértices) dessa regiao convexa, pelo Teorema 2.1.3, estes fazem parte do conjunto de
solucoes basicas viaveis do sistema de equacoes lineares Ax = b, ora exprimido na pagina

24. Com isso, vejamos os valores assumidos pela fungao objetivo em cada um desses

pontos:
Pontos | Coordenadas (x1,2z3) | Valor de z = f(z1,22) = 71,521 + 66,9 - x5

A (8,0) 572

B (8,9) 1174, 1

C (2,18) 1347, 2

D 0,18) 1204, 2

E (4,9) 888, 1

0 0,0) 0

Veja que, entre os pontos exemplificados acima, a solugao que nos traz o maior valor de
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z é a que corresponde ao ponto C. Dai, como estamos diante de um PPL de maximizacao
de z, entdo esse seria o par (z1,x2) que garantidamente nos fornece o méximo de tal
funcao? A melhor resposta, neste momento, é afirmar que temos um ponto indicativo da
existéncia de uma solugao 6tima, vide Teorema 2.1.4, porém nao ainda com certeza que
ele seja o resultado 6timo para z. Ainda nao verificamos se nao hé algum outro ponto
que o supere em z. Assim, temos que o ponto C define a melhor solucao bésica viavel,
por ora, para o Problema 2.

Do Corolério 2.1.1, com respeito ao sistema Az = b, sabemos que o nimero total de
pontos extremos desse PPL é limitado a (g): ﬁlg)r = 10. De fato, conforme Figura
2.2, a quantidade de pontos extremos desse PPL esta limitado a 10, visto que temos
cinco destes tipos de pontos. Dai, como a solucao étima se encontra em um ponto ex-
tremo, precisaremos partir de uma solucao basica viavel, melhorando-a, até atingirmos o
maximo para z. Esse intento permitird confirmarmos a otimalidade de C ou nao. Veremos
como desenvolver este procedimento na préoxima subsec¢ao, ao passo que trilharmos os trés
momentos cruciais de execucao do algoritmo Simplex.

E relevante termos ciéncia de que ¢é possivel nos depararmos com um conjunto de
solugoes viaveis que seja um conjunto vazio. Isso nos conduz a um PPL, ainda que
coerentemente modelado, sem solucao. Esta é a situagao a qual denominamos de um
PPL inviavel ou impossivel. Numa representagao gréafica, com z; e xs nao negativos,

vemos como tal inviabilidade decorre de uma regiao viavel vazia. Observe a seguir:

L2y

T1— 2T9 >12

To <8

! }

Figura 2.3: PPL impossivel.
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2.2.2 Melhoramento de uma solucao bdsica

Considere um PPL que possua solugao basica viavel, em que desejamos minimizar a
sua funcao objetivo, donde A,,y, é uma matriz de posto m - caso tivéssemos um caso de

maximizagao, recorde-se de que Max(z) = Min(—z):

Minimizar z = cx,

sujeito a: Ax = b, com x > 0.

Entre suas componentes basicas e nao bésicas, ¢ pode ser decomposto em cp (compo-
nentes bdsicas) e cg (componentes nao bésicas); ou seja, ¢ = (¢g,cgr). E, quanto a uma
solugao basica viavel de Ax = b, podemos definir 7 = [ B~'» 0 r, com B.%.  sendo a
matriz inversa da matriz basica obtida de A,,,, como ja vimos em secao anterior. Logo,

nesses termos, um valor inicial para z é dado por:

B~ [ o en } . B~

Além disso, dado que z, em funcao das variaveis bésicas e nao bdsicas, também como

t
ja conheciamos, é denotado por x = [ g TR } e Avr =b< Bxp+ Rrg = b, ficamos
com: g = B7'b — B7'Rxp. Disto, podemos reescrever g como segue, a partir da

definicao do produto de uma matriz qualquer possivel por uma matriz coluna:

Irp = B_lb— E B_lajxj,
jeJ
em que J indica o conjunto dos indices das varidveis nao basicas e a; os coeficientes das
variaveis nao basicas ;.
Diante do exposto, deduzimos, a partir de z = cx, que:
IB

TR

Z = CBTp + CRTR

Z = Cp B~ b — Z Bila]‘l‘j + Z CiT;

jed jed
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Z = CBB_lb —Cp Z B‘laja:j + Z C;jT;

jedJ jedJ

— =14 0. .
2=z — ) cgB T axi+ ) ¢
jedJ jed

z=2z0— . (cgB lajz; — cjx;)
jeJ

z=1zg— >, (CBB_laj —¢j) T
jeJ

z=2— ) (3 —¢)aj,
jeJ
com z; = cg - B~'a; = cp - y;, para cada varidvel nao bdsica, pondo B~ ta; = y;.

Apos essa simples e sofisticada dedug@ao matematica, vemos na equacao z = 2y —
> (#; — ¢;) x; uma potencial maneira de melhorar uma solucao basica vidvel de um PPL,
jeJ
élue nos conduz a um genuino critério de verificacao de otimalidade de z. Isso posto, pois,
ao passo que se z; — ¢; > 0, entao temos a chance de, a partir da entrada da varidvel x
de indice j na matriz basica (base), diminuir a valora¢ao da func¢ao objetivo por meio de
(2j — ¢;) x;, claro, desde que tal varidavel possa admitir valor positivo (viabilidade de um
modelo de PL).

Nesse contexto, a expressao z; — ¢; ¢ normalmente interpretada como o coeficiente de
utilidade relativa da variavel z;; ja a sua valoracao negativa, ¢; — z;j, ¢ frequentemente
nominada, na literatura, como custo reduzido. Doravante, fixando-se por k£ o indice dessa
variavel nao bdsica, teremos: z = zg — (2x — ¢x) 5. E, esta equagdo nos fornece uma
conclusao preponderante: quanto ao processo de otimizacao apresentado, a variavel xy
deve ser incrementada maximamente, uma vez que o aumento de valor em x; faz com
que o resultado de z diminua na nova solucao basica, inclusive, proporcionalmente, a
quantidade do custo reduzido relacionado.

Com isso, como g = B™'b — > B~ 'a;x;, temos, em termos de xy:

jE€J

rp — B_lb — B_lakack.
E, pondo b = B~'b, bem como y;, = B~ 'a;, ficamos com:

B = b— YTk
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Ademais, esta tltima igualdade ainda pode ser estabelecida matricialmente, em funcao

das componentes de zp, rp,,B,, ..., 2p,,, € de b, by, bs, ..., b,,, da seguinte maneira:

T B, by Yik

T, by Yok .
= —_ M k

:'CB"L bm ymk

Finalmente, da equacao imediatamente acima, alcancamos as listadas interpretacgoes:

(i) se existir algum elemento y; tal que y;; < 0, entdo o valor de z g, relacionado pode

aumentar indefinidamente com o aumento de xy;
(ii) se y;x > 0, entao o valor de xp, relacionado diminui com o aumento de zy;

(iii) para garantir a ndo negatividade de uma solucdo bésica viavel, z;, apenas poderd
crescer até que a primeira componente em zp, seja decrescida a zero, Vy;; > 0; mas, entao,

isso equivale ao minimo entre todos os quocientes envolvendo b; e y;i, isto é:

Perceba que o cdlculo do menor resultado do quociente acima, com efeito, apresenta-
nos a situacio aritmética em que certo b;, em relacdo ao seu associado v, estd mais
proximo deste. Isso nos leva a concluir que o correspondente zp, a ambos, de fato,
aproximar-se-a de zero ou, ainda, poderia ser negativo. Dali, segue-se a relevancia da

alinea (iii).

(iv) Da conclusao preponderante sobre z = zg — (2, — ¢x) T, teremos que a varidvel
xp entrard na base melhorando a valoracao da funcao objetivo, e x4, que corresponde a
variavel relacionada ao minimo em (iii), sendo linearmente dependente com zy, deixara
a base ao ser decrescida a zero em face do crescimento de x,. Ou seja, a minimizagao

otima ¢é atingida pela entrada sequenciada na base da variavel associada ao maior valor

de (zr — cx), ao passo que a de menor valoragao em (iii), presente na base, a deixara.

Pois bem, a partir de agora, com efeito, podemos assinalar um majestoso desfecho ao

Problema 2, que haviamos retomado. Assim, usando-se o critério de melhoria de uma
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solucao basica viavel que acabamos de construir, como o problema em questao trata-
se de um caso de maximizacao de z = f(z1,x2), passaremo-lo a situagdo de otimizagao
equivalente a minimizar z = — f (1, x2) - se o contexto ja fosse o de minimizagao, bastaria-

nos prosseguir com o processo de melhoria da solugao basica. Portanto, ficamos com:

Minimizar z = —71,5- 2y — 66,9 - 25 ,
(
0 < X1 < 87
0 < 2y < 18;

sujeito a:

| com z; € R,.

Inserindo-se as variaveis de folga, a fim de exibirmos o sistema de equacoes lineares

das restrigoes, Ax = b, temos, como fizemos anteriormente:

(
ZE1+I‘3:8
x1+0x2+x3+0x4+0x5:8
To+ x4 = 18

= §0x1 4+ 290+ 023 + 24 + Ox5 = 18
3'$1+2'$2+l’5:42

31‘1+2I2+01’3+0$4+ZL‘5:42

\

| com 3,74 € s sendo varidveis de folga

Logo, as nossas matrizes das restricoes e dos termos independentes de =, A e b, res-

pectivamente, sao dadas por:

1 0100 8
A3><5:[CL1 as as ag as | =10 1 0 1 0| e bsxi =] 18
32 001 42

Além dessas reconhecidas matrizes, oriundas do conjunto de restricoes desse PPL,
também temos a matriz ¢, dos coeficiente das variaveis da funcao objetivo, claro, com a

adicao das variaveis de folga, a saber:

Cixs = | ¢ €3 €3 C4 05}:[—71,5 —-66,9 0 0 0 |.

Agora, de Aszys, tomemos Bsy3, entre outras opgoes possiveis, composta, respectiva-
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mente, pelas colunas as, as e as. Consequentemente, cg = | 0 —66,9 0 | e:

1 00
Bsys=10 1 0
0 2 1

Assim, teremos xp = (x3,22,75) € xgp = (x1,24), além dos seguintes conjuntos de
indices: I = {3,2,5} e J = {1,4}. Em seguida, calculemos zg, a fim de obtermos uma

solucao basica viavel 7:

1 0 O 8 8
rp=B"=0 1 0o|-|18|=1]18 | =7=(8,18,6,0,0) = (3,72, 5, 71, 24).
0 —2 1 42 6

Com este valor para z, ainda nao podemos afirmar que atingimos o minimo 6timo.
Precisamos calcular z; — ¢;, Vj € J, a fim de constatarmos se ocorre algum z; — ¢; > 0.
Se ocorrer, tomamos o valor mais alto desta diferenca - no caso de valores empatados,
selecionamos qualquer um deles - e, em seguida, confirmamos qual variavel deve entrar na
base (matriz bésica) e aquela a sair, ao passo que melhoraremos a solugao bésica viavel
ja obtida; se nao ocorrer, nao teremos mais como melhorar tal solugao que nos levou a z,

encontrando-se, assim, o valor 6timo de z em z.

Para j =1,

_ _ —1
21 —cp=cpyr —c1 =cgBa; — ¢

1 0 0 1
z—a=|0 —66,9 0[-|0 1 0] -]0]—(=71,5 =715
0 -2 1 3
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Para j =4,

_ _ ~1
2y —C4=CpYs —C4 = CcpB a, — ¢4

1 0 0 0
Z4—C4:[0 —66,9 0}- 0 1 0 1| —0=-66,09.
0 -2 1 0

Dai, visto que z; — ¢; > 0, 27 (a1) entrard na base. E, para descobrirmos quem a

., ) b;
deixara, calculemos o min {—Z | v > O}:

1<i<3 | yin

by by b 8 18 6
min {—1,—2,—3}:min{—,—,—}:min{&ﬂ,Q}:Z
Ii8 | W11 Yo Ys1 103

Logo, como nossas variaveis bésicas eram x3, x5 € T5, nessa ordem, e o minimo obtido
acima obedece esta ordenagao entre os quocientes calculados, temos que x5 (as) é a variavel
a sair da base, com a entrada de x;. Assim, passamos a ter x3, To € 1 COMO as novas
variaveis basicas e x4 e x5 representando as nao basicas. Entao, os conjuntos de indices
ficam dados por I = {3,2,1} e J = {4,5} e a nova matriz basica (base) se expressa da

seguinte maneira:

1 01
D=1010
0 2 3

Neste momento, reiniciaremos o processo de busca pelo valor 6timo de z. Caso z; —¢;,
V7 € J, nao assuma mais resultados positivos, nao teremos como melhorar a nova solucao
bésica vidvel que encontraremos, a fim de minimizar z = — f(x, z5). Com isso, estaremos
certos de que encontramos a sua solucao 6tima.

Prosseguindo-se, temos, agora, cp = | 0 —66,9 —71,5 | e calculando-se a nova

solugao basica viavel, segue que:

.Q?D:D_lb
2
1 2 -1 8 6
=10 1 0 |-|18]|=]18|=2"=(6,18,2,0,0) = (x3, 79, T1, T4, T5).
2 1
0o -2 | 49 9

Assim, obtendo-se o valor da funcao objetivo, z{, associado a 2/, vem que:
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6

zp=cprp=|0 —66,9 —71,5 ] | 18 | = —1347,2.
2
Serd este o valor minimo étimo de z = — f(x1,22)? Passemos ao calculo de z; — ¢j,
Vi e J:
para j = 4,

_ _ -1
2y — €y =cCpYs —C4 = cpD " ag — ¢y

1 2 -3 0
zg4—Cc4=1|0 —66,9 —71,5]' 0 1 0 11—-0
2 1
0 —% 3 0
143 57,7
—cy =669+ —=——"—""—<0;
24 Cq ) + 3 3 )
para j = b,
25 — ¢5 = CpYs — ¢5 = cpD ™ ras — ¢;
1 2 -3 0
zs—¢s= 1|0 —66,9 —71,5]' 0 1 0 0| —0
2 1
0 -5 3 1
71,5
Z5—C5:—T<O.

Destarte, dado que os resultados de z; — ¢; dessa etapa de execugao do algoritmo
Simplex sao todos negativos, nao temos mais como melhorar a minimizacao da presente
fungao objetivo. Com isso, 2, = —1347,2, quando z1 = 2, 29 = 18 e 23 = 6, é 0 minimo
6timo procurado.

Portanto, lembrando-se de que o problema de otimizacao em questao, originalmente
modelado, era de maximizacao de z = f(z1,29) e Max{f(x1,22)} = Min{—f(z1,22)},
ficamos com a solugao 6tima:

Zstimo = 1347, 2.

Com efeito, com plena certeza, agora, vimos que o ponto C, vide Figura 2.2, ponto

extremo formado pelo par (x; = 2, 25 = 18), leva-nos ao méaximo de z.

40



2.2.2.1 Continuacgao e parada do algoritmo

A fim de organizarmos cada etapa dos cédlculos que acabamos de realizar, configuramos
um passo a passo de continuacao destes até a solugao 6tima de um PPL dado pela busca
do minimo de z = —f(x1, x2, ..., ,,), bem como quanto as regras de parada do algoritmo.

Seguem os tais:

Passo 1: obtenha uma solucao basica viavel xpg, isto é, 7, a partir de uma matriz
basica B,,xm, ora estabelecida através da matriz dos coeficientes das restricoes do PPL,
Anxn, dadas por um sistema de equagoes lineares Az = b. Exprima a solucao inicial

20 = —f(T) e avance para o prorimo passo.

Passo 2: calcule os valores de todos os z; — ¢j, com j € J, sendo J o conjunto de
indices das variaveis nao basicas. Neste ponto, recordemos de que I define o conjunto de
indices relativos as varidveis basicas. Com isso, se obtermos todos os z; —¢; < 0, entao @
ja é a solugado que torna z = — f(x1, x9, ..., ¥,) 6timo, quando estamos diante de um PPL
do tipo Min{— f(x1, 2, ..., z,)} - 0 que equivale, por outro lado, ao Max{ f(x1, z2, ..., T,)}.

) ) ) ) ) ) ) )
Assim, aqui o algoritmo para!
Caso nao ocorra z; — c; < 0, Vj € J, liste todos os casos em que z; — ¢; > 0.
j J g g j j

Avance para o préximo passo.

Passo 3: dado que z; = cgB™'a; = cpy;, se, para algum j da lista anterior, y; < 0,
entao nao existe solucao étima tnica, pois teriamos um decrescimento infinito de z, nesses
casos. Aqui, entao, o algoritmo paral

Caso contrério, escolha k tal que z, — ¢, = I??} {zj — ¢;}. Em seguida, insira zj na

matriz basica (base), retirando desta z, a partir do calculo de

b, b,
— = min {—\yik>0}.

Yske  Isism (Y

Passo 4: obtenha a nova matriz basica (base), D,,xm, a partir de By, x.m,, pela substi-
tuicao da coluna a, pela coluna a; da matriz A,,y,. Dessa maneira, calcule a nova solugao
basica viavel, xp = 2’; atualize os conjuntos de indices, a saber: I = (I'\ {s}) U {k} e
J = (J\ {k}) U{s}; e, assim, determine a nova solugao inicial 2z, = —f(2'). Doravante,

volte para o passo 2.

41



Uma vez que sabemos como solucionar um PPL, de acordo com o método Simplex
apresentado, dois questionamentos haveriam de surgir, ao longo do tempo: sera que nao
seria possivel otimizar o volume de calculos realizados para se atingir a solugao 6tima de
um PPL? E, caso precisemos se utilizar de alguma variavel de folga negativa, a fim de
mantermos a nao negatividade das varidaveis de um modelo de PL, como procederiamos,
sob o uso da operacdo elementar O,7 Ambas indagagoes sao encaradas na subsequente

secao.

2.2.3 Os quadros (tableaus) Simplex

Imagine poder realizar os céalculos da secao anterior, executando passo a passo o
algoritmo Simpler, de forma compacta, otimizada. Isso foi possivel a partir do olhar,
novamente, da Algebra Linear sobre o sistema de equagoes lineares das restricoes de um
PPL, o nosso conhecido Az = b.

Com o objetivo de deixar os calculos manuais que apresentamos muito mais facilitados,
passaremos a trabalhar com a matriz aumentada do sistema Ax = b. Estabelecendo-se
mais alguns detalhes nesse processo, configuraremos um tableau (tabela) - também cha-
mado de quadro - com todos os dados iniciais de um PPL alvo de nossa resolucao e,
seguindo-se analogamente o passo a passo explicitado na Subsecao 2.2.2.1, apds recor-
rermos ao processo de inversao de matrizes por operacoes elementares e ao método de
pivoteamento de Gauss-Jordan, alcancaremos a solucao 6tima desse problema, desde que
esta seja possivel de ser obtida.

O tableau pode ser construido de diferentes maneiras, mantendo-se as mesmas condi¢oes
de melhoramento de uma solugao basica viavel de um PPL, quando nao possuimos variavel
de folga negativa. Discorreremos uma possibilidade para tanto, conforme sequéncia a se-

guir:
1. Deflagre uma resolugao por meio da minimizacao de uma func¢ao objetivo;

2. Expresse funcao objetivo e restricoes em um tableau como segue, por exemplo, no

Problema 2, gerando-se uma matriz aumentada do sistema Az = b:

42



(

z = —T1,5x1 — 66,929 + 0x3 + Ox4 + Ox5

x1+0x2+x3+0x4+0x5:8

=
0{E1+$2+0I3+ZL‘4+0I5 =18
\3-x1+2-x2+0x3+0x4+$5 =42
.
zZ + 71,5.%1 + 66,9332 + 0(1’3 + x4 + 1’5) =0
x1+0x2+x3+0x4+0x5:8
0£E1+$2+0[E3+l'4+01'5 =18
\3-x1+2-x2+0x3+0x4+x5 = 42.
E, temos o primeiro tableau, pondo x3 = Si, x4 = Ss € x5 = S3:
Tableau 1 Cj -143/2 -669/10 0 0 0
Cp Base x; x, S1 S Sz R
0 Sq 1 0 1 0 0 8
0 S, 0 1 0 1 0 18
0 S3 3 2 0 0 1 42

z 143/2  669/10 0 0 0 0

Figura 2.4: matriz aumentada inicial.

Antes de mais nada, passamos os valores racionais que porventura existam no PPL
para a escrita fraciondria; o que nos garantird precisao nos célculos com niimeros decimais.
Além disso, usamos a letra S para as variaveis de folga nao negativas com o objetivo de
tornar mais clara, visualmente, no tableau, a distingao entre as variaveis originais do
problema e aquelas auxiliares. Em seguida, note que a ultima linha, onde representamos
a funcao objetivo, consiste precisamente nos valores de z; — ¢;, partindo-se de cp tomado
a partir das variaveis de folga, que estao constituindo a nossa matriz béasica (base). Logo,

a solugao bésica vidvel de partida é dada por T = (xy, z2,51,S2,53) = (0,0,8,18,42) e,
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entdo, temos o valor inicial de z: zg = 0 (ultima linha da ultima coluna - a coluna dos

resultados, denotada por R).

3. Avancando-se, como existe z; — ¢; > 0, podemos melhorar a solucao bésica ja
obtida em busca do valor étimo para a funcao objetivo. Assim, como ja aprendemos

anteriormente, escolhemos k tal que 2z, — ¢y = max{z; —¢;} e inserimos z; na matriz
jeJ

: : : . bi
bésica (base), retirando desta a varidvel correspondente ao nin {— | yir > 0.
sism | Yk

No caso do Problema 2, x; entrard na base e S; a deixara, pois:

143 8 18 42
A== :rgleeL}({zj —cj} e min{I,H,?} = min {8, 3, 14} = 8.

Portanto, consequentemente, o elemento do tableau imediatamente abaixo de z; e a
direita de Sy, posicionado em sua linha 1 e coluna 1, identificard o nosso 1° pivo, valor para
o qual reduziremos a 1 (se assim ele nao for) e anularemos todos os demais elementos de
sua coluna. Este calculo de operacoes elementares entre linhas de uma matriz aumentada
nos garante a inversao da nova matriz basica, obtida com a mudanca de varidvel na
base. Ademais, por estarmos manipulando a situacao através de uma matriz aumentada,
simultaneamente seguiremos encontrando melhores solugoes para o PPL, perseguindo-se
o valor 6timo para z, quando nao houver mais z; — ¢; > 0.

Desse modo, realizaremos as seguintes operagoes elementares entre linhas, pivoteando-
se 0 19 pivo acima mencionado: Ly — (—=3)L; + Ls e L4 — —1‘21—3L1 + L,. Destarte,

segue o tableau 2, depois dessa iteracao sobre o primeiro tableau:

Tableau 2 Cj =143/2 =669/10 0 0 0
Cg Base Xy S S2 S3 R
=143/2 x-] 1 0 1 0 0 8
0 S, 0 1 0 1 0 18
0 S3 0 2 -3 0 1 18
Z 0 669/10 =143/2 0 0 =572

Figura 2.5: primeira iteragao.
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Primeira iteracao executada, ainda temos z;—c; > 0. Com isso, seguimos minimizando
z, voltando a realizar os calculos narrados em 3. Agora, x5 entra na base e S3 sai, visto

que:

Z9 —C =

669 8 18 18
0= I?éi}({zj —¢;} e min {6, T ?} = min {$,18,9} = 9.

Nosso 2° pivo esta dado por 2 (linha 3 e coluna 2), consequentemente. Pivoteando-o,
realizamos as operacoes: L3 — %Lg, L, — —%Lg + Ly e Ly — (—1)L3 + Ls. Disto,

segue-se o tableau 3:

Tableau3 C; -143/2 -669/10 0 0 0
Cg Base «x; X, S; S, S3 R
-143/2 24 1 0 1 0 0 8
0 S, 0 0 32 1 =12 9
-669/10 &g 0 1 -32 0 12 9
z 0 0 577/20 0 =669/20 =11741/10

Figura 2.6: segunda iteracao.

Segunda iteracao realizada e ainda temos um z; — ¢; > 0. Dai, voltemos a minimizar

z, ora desenvolvendo os célculos assinalados em 3, mais uma vez. Neste momento, S;
entra na base e Sy sai, visto que:

577 8

1

=max{z; —¢;} e min

23 —C3 = ——
20 jeJ

9 , 18 18 18
— p=Mmin< 8, —, —— > = —.
3 3 3
Perceba que nao tomamos o minimo acima como o resultado negativo que surgiu, pois
o denominador de cada quociente (y;,) destacado deve ser um valor positivo, como ja
. . A - R
argumentamos em secao pretérita. O 3° pivo, entao, é 2 (linha 2 e coluna 3). A fim de

pivotea-lo, faremos:

L 577 3
—2, L1 — (-1)L2 + L17 L4 — —%LQ =+ L4 e L3 — §L2 + Lg.
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Assim, chegamos ao tableau 4:

Tableaud C; =143/2 =-669/10 0 0 0
Cg DBase x4 Xy S; S S5 R
-143/2 X4 1 0 0 -2/3 1/3 2
0 S 0 0 1 23 =173 6
-669/10 X9 0 1 0 1 0 18

7 0 0 0 =577/30 =143/6 FLTETE

Figura 2.7: terceira iteracao.

Por fim, nao possuimos mais z; — ¢; > 0. Ou seja, nao ¢ possivel continuarmos a

minimizar z = — f(x1, z2). Entdo, atingimos a solugao 6tima da nossa func¢ao objetivo, a
saber:
—6736
Z:T:—1347,2, COIHI'1:27 81:6, .3132:18 e 8228320.

Tal resultado para o Min{—f(z1,x2)} é o mesmo quando fazemos o Max{ f(z1,x2)},
como ja sabemos. Dal, com respeito a este tltimo caso, ficamos com a solucao étima dada
por:

Zétimo = 1347, 2.

Em suma, vimos que a sequéncia de célculos de otimizacao através dos tableaus parte
de uma base constituida pelas variaveis de folga. Estas formam uma matriz canonica,
sempre que suas entradas sao positivas. Isso é decisivamente estratégico para a facilitagao
do desenvolvimento do algoritmo Simplex aplicado a um PPL. Entretanto, como proce-
deriamos no caso em que, além de nao termos uma base canodnica de partida (situagao
em que nao houve alguma variavel de folga, ora ocasionada por uma restricao dada por
igualdade), tivermos entradas negativas nesta ultima?

Lembre-se de que essa é uma pergunta pertinente, pois, por definicao, uma matriz
basica é formada por colunas LI com valores nao negativos. Mas, entao, quando estivermos
diante de restrigcoes dos tipos “maior ou igual” ou “igual”, nao teremos uma base viavel,

pois valores negativos estarao presentes na base de partida do tableau. Sendo assim, tal
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cenario impulsionou o desenvolvimento de uma técnica de resolugao de um PPL, nesses

termos, chamada de tableaus em duas fases.

2.2.3.1 Tableaus em duas fases

Do nosso Problema 1, acompanhando-se os pardgrafos finais da se¢ao anterior, temos
a mencionada situacao em que recorreremos a presente técnica. Iniciemos retomando
tal PPL, que originalmente é de minimizacao de z, e, paulatinamente, explicitaremos o

funcionamento de sua resolucao:

.

Min z = 550211 + 2440215 + 3615213 + 70029, + 1500295 + 2100293
T11 + T2 + 213 < 13

Ta1 + Tog + 23 < 18

x11 + w9 = 10

Tip + o0 > 14

Tz + T3 =7

com x;; € L.
\

Reescrevendo-se o PPL na forma padrao:

(

z = 550x11 + 2440215 + 3615213 + 700x2; + 1500299 + 2100293 + 0(2) + ... + %)
T+ Tio + 213 + 2 =13

To1 + Tog + Loz + x5 = 18

11 + 29 — =10

Tio + Toe — ) = 14

$13+$23—$g:7

/ / / / / 4 :
com 7, xh, T4, vy e xg sendo varidveis de folga.

E ainda temos:
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(
z — 5501‘11 — 2440l‘12 — 36151‘13 — 700!1321 — 15001}22 — 2100!1323 + 0(1”1 —+ ...+ ZL'I5) =0

11 + T12 + T13 + Ole -+ 0.1'22 + 0.1[23 + $/1 + O.CL’/Q + Oxg + Oxﬁl -+ 01”5 =13
OZEH + 0.7312 + 01‘13 + T21 + 92 + 23 + 01”1 + IIQ + Ol’g + OCL’QL + Ol’g =18
11 + 01’12 + Oflflg + x91 + OZL‘ZQ + O$23 + Ol'/l + 01”2 — flfg + O"L’il + OIL'/5 =10

0.1'11 + T12 + O$13 -+ 05[)21 + T2 + 0.1'23 —+ 0.77/1 + 01”2 + Oill'g — l’il + 0.77/5 =14

OZL’H + 0.73'12 + 13 + 01321 + 0$22 + T23 + 0(13/1 + 01”2 + Ol’g + Ol’g — 13/5 =T.
\

Assim, notamos que, quando fossemos estruturar o 1° tableau, a base da qual par-

tirlamos estaria dada por:

-1 0 0 0 O-
01 0 0 0
B=100 -1 0 0
00 0 -1 0
_00 0 0 —1_

Logo, nao temos uma base viavel para o PPL em questao, quando o resolvemos através
dos tableaus Simplex. Consequentemente, também nao conseguiriamos uma solucao basica
viavel, neste caso. E, com isso, que surgem os tableaus Simplex de duas fases.

O objetivo dessa técnica, diante de entradas negativas em B, ora concebidas por
restrigoes do tipo “>"ou “=", é o de inserirmos variaveis auxiliares - também chamadas

de artificiais - nestas sentencas, a fim de sairmos das entradas negativas em B. Dessa

maneira, pondo:
Tyl = T1, T12 = T2, T13 = X3, T21 — Ty, T2 = T3, L23 = Tg,

! / / / /
xlel, $2:SQ, ZL’3283, LL’4:S4 e .T5:S5,

sendo Aj, A, e Aj as variaveis artificiais acrescidas ao PPL, para simplificar e tornar mais

didéatica a apresentacao de suas equagoes, segue que:
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;

z — 550z — 244029 — 361525 — 7004 — 150025 — 210026 + 0(S1 + ... + S5) + ...
o+ 0(A+ A+ A43) =0

1+ 29 + 23 + 01y + 025 + 026 + S + 0S5 + 0Sg + 0S4 + 0S5 = 13

0x1 + 0y + 023 + 24 + x5 + 26 + 051 + S92 + 0S5 + 0S4 + 0S5 = 18

21 + 0xg + 0x3 + x4 + Ox5 + 026 + 0S; + 0Sg — S3 + 0S4 + 0S5 + A; = 10

01’1+ZL‘2+OIE3+0$4+$5+0I6+OS1+082+0$3—S4+OS5+A2:14

\01‘1+0.’L‘2+£L’3+0$4+0x5+$6+081+082+083+OS4—S5+A3:7.

Isso posto, seguir-se-4 a 12 fase dos tableaus em duas fases.

Fase 1: mantendo-se todas as varidveis do PPL (originais e artificiais), buscamos obter
uma solugao basica viavel. Para tanto, a partir de uma base viavel composta também
pelas variaveis artificiais e definindo uma funcao objetivo artificial u, que é a soma dessas
variaveis, cada variavel artificial devera ser zerada. Tal funcao objetivo, portanto, é
minimizada sujeita as restrigoes do PPL, pelo método Simplex ja conhecido. Dai, caso
u # 0, ndo conseguiremos solucionar o problema original e, entao, o PPL é inviavel, visto
que nao sairemos da base artificial. Por outro lado, se u = 0, atingiremos a solugao 6tima
ou uma solu¢ao 6tima (caso em que temos diferentes solugoes Gtimas possiveis) do modelo
de PL.

Apliquemos essa fase ao Problema 1:

)
Min u = 0x1 4+ 0z2 + Oz + Oxy + 0x5 + 026 + 0(S1 + ... + S5) + Ay + Ay + Aj

1'1+l’2+$3+01‘4+01‘5+01’6+81+OSQ+OS3+OS4+OS5:13
0.1'1+O$2+O$3+£L‘4+$5+$6+081+SQ+083+OS4+OS5:18
xl+Ol’2+0I3+$4+0I5+0$6+081+082—S3—|—OS4+OS5+A1:10

0$1+:E2+0£L‘3+0.’B4+$5+0$6+081+OSQ+083—S4+OS5—|—A2:14

O.Z'l+O$2+$3+0$4+0£L‘5+$6+081+OSQ+083+OS4—S5+A3:7.

E, com isso, ficamos com a seguinte sequéncia de tableaus da 12 fase:

49



Tﬂﬁl“’“" Cj o o o ©0oO O O ©0 O 0 0 0 1 1 1

CB Base X X2 X3 Xs Xs Xs S1 Sz S3 S; Ss Ay A, Az R

0 5, 1 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 13
0 S, 0 0 0 1 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 18
1 A, 0 0 0 1 0 0 0 0 -1 0 0 1 0 0 10
1 A, 0 1 0 0 1 0 0 0 0 -1 0 0 1 0 14
1 Aj 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 - 0 0 1 7

U 1 1 1 1 1 1 0 0 -1 -1 - 0 0 0 31

Figura 2.8: tableau inicial.

A linha associada a u, como ja sabemos, é obtida pelo célculo de cada u; — ¢; =
cgB™a; — ¢; (recorde-se de que a; indica cada coluna da matriz A dos coeficientes das
varidveis presentes nas restri¢oes do PPL posto na forma padrao), sendo a ultima entrada
dela, localizada no canto inferior direito do tableau, dada pela solucao basica inicial de wu,
uy = cgrg = cgB~'b. Como existem uj —c¢; > 0, seguiremos minimizando u, escolhendo-
se 0 maior valor entre essas diferencas, ou, em caso de empate entre estas, qualquer
um desses maiores resultados nos permite executar a minimizacao pretendida, a fim de
inserirmos a sua variavel associada na base.

Em geral, nessa ultima situagao, seguindo-se um padrao de organizagao natural, or-
denamos a escolha da varidvel de menor indice para ingressar na base (ou deixé-la) entre
aquelas empatadas. De todo modo, o simples empate mencionado ja pode desenvolver
inconvenientes ao algoritmo Simplex, consoante a estrutura légico-dedutiva apresentada
para o critério de minimizagao. Tratar-se-a, como veremos no Problema 1, de certos casos
em que o PPL possui diferentes solucoes 6timas e sofre degeneracao.

Voltando a Figura 2.8, o valor destacado com o contorno na cor azul se trata do nosso
12 pivd (linha 3 e coluna 1), que selecionamos e também ja sabemos como obter, conforme
procedimentos detalhadamente descritos na Secao 2.2.3. Portanto, x; entrara na base e
A, a deixaré.

Apoés o primeiro pivoteamento, segue o proximo tableau:

20



Tableau
2 Ci

CB Base x, X2 X3 X4 Xs Xs S1 S2 Sz Si4 Ss A7 Ay Az R

0 S, 0 0 1 -1 0 0 1 0 1 0 0 -1 0 0 3

0 S, 0 0 0 1 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 18
0 X, 1 0 0 1 0 0 0 o -1 0 0 1 0 0 10
1 A, 0 1 0 0 1 0 0 0 [V 0 0 1 0 14
1 Az 0 0 1 0 0 1 0 0 0 [V 0 0 1 7

Figura 2.9: primeira iteracao.

Ainda possuimos u; — ¢; > 0 e, entao, continuaremos com a minimizacao de u. Ja
destacado em azul, temos o nosso 22 pivo (linha 1 e coluna 2) selecionado. Assim,
entrard na base e S; a deixara.

Pivoteando-se o elemento assinalado, ficamos com:

Tableau

3 Cj 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1

CB Base x; X2 Xz X4 Xs Xs S1 S2 Sz S4 Ss Ay A, A3 R
0 X2 0 1 1 =1 0 0 1 0 1 0 0 -1 0 0 3
0 S, 0 0 0 1 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 18
0 .I1 1 0 0 o 0 0 0 0 =1 0 0 1 0 0 10
1 A, 0 0 -1 1 1 0 —1 0 =1 =1 0 1 1 0 11
1 Az 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 -1 0 0 1 7

Figura 2.10: segunda iteragao.

Valores positivos de u; — ¢; continuam constando. Préximo pivo, o 39, segue na linha
3 e coluna 4. A variavel x4 entrard na base e x; a deixara. Realizemos a nova iteracao,

pivoteando-se o nosso terceiro pivo:
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Tableau C

4 i 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1

CB Base x, 2 X3 X4 Xs Xe S1 S2 Sz Ss Ss A A; Az R

0 X2 1 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 13
0 S, -1 0 0 0 1 1 0 1 1 0 I 0 0 8
0 Xa 1 0 0 1 0 0 0 0 -1 0 0 1 0 0 10
1 A, -1 o - 0 o 0 -1 0 0 -1 0 0 1 0 1
1 Az 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 -1 0 0 1 7
U -1 0 0 0 1 1 -1 0 0 -1 -1 -1 0 0 8

Figura 2.11: terceira iteracao.

Dessa vez, selecionamos o 4° pivo na linha 4 e coluna 5. Dai, x5 entrard na base e A,
a deixard. De fato, ainda prosseguiremos com a minimizacao de u, executando a primeira
fase da resolucao do Problema 1, via tableaus em duas fases. Apds o pivoteamento desse
elemento, temos:

Tableau
3 Cj

CB Base £, X2 X: X4 Xs Xs S1 S2 Sz Sas S5 Ay Ay Az R

0 X 1 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 13
0 S, 0 0 ° 0 0 1 1 1 1 1 I -1 0 7
0 X4 1 0 0 1 0 0 0 0 -1 0 0 1 0 0 10
0 Xs -1 o - 0 1 0 -1 0 [V 0 0 1 0 1
1 Az 0 0 1 0 0 1 0 0 0 o - 0 0 1 7
U 0 0 1 0 0 1 0 0 0 [V -1 -1 0 7

Figura 2.12: quarta iteracao.

De posse do 5° pivo, selecionado na linha 2 e coluna 3, apds a quarta iteracao realizada,

x3 entrara na base e S, a deixara. Pivoteando-o, teremos:
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Tableau X
6 Ci

CB Base X, X2 X3 Xs Xs Xs S1 S2 S3 S S5 A A A3 R

0 Xs 1 1 0 0 0 =1 0 -1 =1 =1 0 1 1 0 6
0 X3 0 0 1 0 0 1 1 1 1 1 0 =1 -1 0 7
0 Xa 1 0 0 1 0 0 0 0 -1 0 0 1 0 0 10
0 Xs -1 0 0 0 1 1 0 1 1 0 0o -1 0 0 8
1 Az 0 0 0 0 0 0 -1 =1 - -1 - 1 1 1 0
U 0 0 0 0 0 0 -1 -1 -1 =1 =1 0 0 0 0

Figura 2.13: quinta iteracao.

Chegamos ao fim da Fase 1. Nao temos mais u; — ¢; positivos. A minimizacao da
fungao objetivo artificial, u, encerrou e ela resultou em zero. Logo, Aj saird da base. Veja
que ficamos com uma base para o PPL original, a partir de agora, composta pelas variaveis
To, T3, T4 € T5, que consiste numa base viavel. Com isso, neste momento, inauguramos a

segunda fase dos tableaus em duas fases.

Fase 2: o tableau final da primeira fase passa a figurar como o tableau inicial da
segunda fase, sendo a funcao objetivo artificial trocada pela fungao objetivo original.
Doravante, o algoritmo Simpler segue atuando sobre z, perseguindo a solucao 6tima do

PPL original. Dessa maneira, avencemos ao tableau 7:

Tableau C.
J

7 550 2440 3615 700 1500 2100 0 0 0 0 0

Cg Base i X X X4+ Xs Xs si S22 ss si S5 R

2440 X2 1 1 0 0 0 =1 0 =1 =1 =1 0 6
3615 X3 0 0 1 0 0 1 o 1 1 1 0 7
700 Xy 1 0 0 1 0 0 0 0 =1 0 0 10
1500 Xs =1 0 0 0 1 1 0 1 1 0 0 8
Z 1090 0 0 0 0 575 3615 2675 1975 1175 0 58945

Figura 2.14: tableau reiniciado com z.
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Com contorno circular azul, segue-se o nosso 6° pivo (linha 2 e coluna 7), ora sele-
cionado a partir do maior valor de z; — ¢; > 0 - recorde-se de que a tltima linha do
tableau diz respeito a cada uma dessas diferencas ordenadas, que ja sabemos calcular.
Igualmente, a escolha do pivo vimos como realizar, minuciosamente, na secao anterior.
Dado o pivo em questao, entdao S; entrara na base e x3 a deixard. Note, ainda, que a
solugao inicial de z, zy, equivale a 58945, quando x9 = 6, z3 = 7, x4 = 10, z5 = 8 ¢
1 =T =51 = So = S3 =S54 =S5 = 0. Sigamos minimizando z, a fim de obtermos seu

valor 6timo. Vamos ao proximo tableau, apds pivotearmos o 6° pivo:

Tableau
CJ 550 2440 3615 700 1500 2100 0 0 0 0 0

8

CB Base x, X Xz Xis Xs X S1 S2 S3 Sa Ss R

2440 X, ° 1 0 0 0 -1 0 -1 -1 =1 0 6

0 S, 0 0 1 0 0 1 1 1 1 1 0 7
700 Xs 1 0 0 1 0 0 0 0 -1 0 0 10
1500 Xs -1 0 0 0 1 1 0 1 1 0 0 8
Z 1090 0 -3615 0 0 -3040 0 -840 -1640 -2440 0 33640

Figura 2.15: sexta iteracao.

Considerando-se que possuimos z; —¢; > 0, seguimos com a minimizagao de z. Agora,
o0 pivo selecionado, o 79, encontra-se na linha 1 e coluna 1. Logo, 1 entrard na base e x
a deixara. Pivoteando o valor em destaque, temos:

Tablean c

9 j 550 2440 3615 700 1500 2100 0 0 0 0 0

CB Base &y X2 Xz Xsa Xs g S1 Sz S3 Sz S5 R

550 X, 1 1 0 0 0 -1 0 =1 -1 =1 0 6

0 S, 0 0 1 0 0 1 1 1 1 1 0 7

700 Xa 0 -1 0 1 0 1 0 o 0 1 0 4

1500 Xs 0 1 0 0 1 0 0 0 0 -1 0 14
Z 0 1090 -3615 0 0 -1950 0 150 -550 -1350 0 27100

Figura 2.16: sétima iteracao.
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Estamos bem perto de atingir a solucao étima de z. O novo pivo, o 89, estd localizado

na linha 3 e coluna 8. Assim, S, entrara na base e z, a deixara. Pivoteando-se tal valor:

Tableau

10 i 550 2440 3615 700 1500 2100 0 0 0 0 0

Cg Base &1 X2 X Xi Xs XTs s1 S S35 ss S5 R

550 X, 1 0 0 1 0 0 0 0 =1 0 0 10
0 S, 0 1 1 =1 0 0 1 0 1 0 0 3
0 S, 0 =1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 4

1500 Xs 0 1 0 0 1 0 0 0 0 —1 0 14

Z 0 —940 3615 150 0 —2100 0 0 -—-550 -—1500 0 w

Figura 2.17: oitava iteracao.

Nao existindo mais z; — ¢; positivo, concluimos a Fase 2 da resolucao de um PPL
através dos tableaus em duas fases. Obtivemos um minimo 6timo degenerado de z,
quando z1 =10, S1 =3, So =4, rs =1dexys =23 =24 =24 =53 =5,=S5=0, a
saber: 26500. Dizemos um minimo degenerado, uma vez que esse resultado nao satisfaz
a todas restrigoes do PPL original, falhando apenas na tltima (x3 + x¢ > 7). Estamos
diante de um caso especial do método Simplez, aquele em que temos diferentes solucoes
Otimas para z.

Sempre que isto ocorrer, recorreremos aos valores disponiveis nas variaveis de folga (va-
lores excedentes) e os utilizaremos precisamente nas restrigdes necessarias, considerando-se
uma distribuicao que melhor cumpra com o modelo de PL, bem como mantenha a via-
bilidade das demais restricoes; o que, neste caso, nos fornece a possibilidade de tomar
x3 = 3, zerando Sy, e xg = 4, zerando S,.

Logo, ficamos com z; = 10, x3 = 3, x5 = 14, 16 =4 e x9 = x4 =S = Sy = S3 =
Ss =S5 =0, sendo um minimo 6timo viavel dado por: z = 45745. Outro minimo
o6timo viavel que conseguimos, ainda melhor, ocorre quando transferimos S; = 3 para
x9, fazendo com que x5 diminua para 11, obedecendo as restrigoes do problema. E, as
trés unidades retiradas de x5, acrescidas das quatro oriundas de S, transferidas para g,
leva-nos a: z = 44020, sendo 1 = 10, 20 =3, 25 =11, 26 =7 e w3 =124 =51 = Sy =

83284285:0.

95



Capitulo 3

O uso computacional do Stmplex

Com uma gama de dezenas de aplicativos criados desde a segunda metade do século
passado, entre possibilidades de acesso/download gratuitos ou pagos, listamos algumas
opcoes gratuitas de programas computacionais que processam o algoritmo Simplezx. Estes
sao geralmente recomendados para PPLs de basico a médio porte, tendo um bom desem-
penho em alguns casos mais expressivos, até uma quantidade de variaveis de decisao de
ordem centesimal.

Apresentaremos as funcionalidades e operacionalizagao do aplicativo LPSolver, da
ferramenta Solver do LibreOffice Calc (ou Excel), bem como da biblioteca SciPy da
linguagem de programacao Python, ora direcionados a resolucao de PPLs por meio do

método Simplex. Os dois primeiros programas podem ser baixados nos seguintes sites:

https://sourceforge.net/projects/lpsolve
https://www.libreoffice.org/download/download-libreoffice/
No caso do Fzcel, como um programa pago, original da Microsoft, ou o compramos,
ou utilizamos a sua versao livre a partir do cadastro de uma conta de email da Hotmail.
E, quanto a utilizacao da biblioteca SciPy da linguagem de programacao Python, temos

a facilitada possibilidade de fazermos uso do Google Colab, que nos permite implementar

e executar a mencionada linguagem em um navegador. Segue o seu site:

https://colab.research.google.com /notebooks/intro.ipynb
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3.1 O Linear Program Solver (LPSolver)

Uma vez baixado, o LPSolver sera apresentado em duas telas, como na Figura 3.1:

=
Fle Edit Search Action View Options Help
D-Edpdimlo @i s L
Souce 3 Matik %] Oplions () Resul

1 /% O ive fun

®7 LPSolve IDE - [m] X

Log  Messages

Figura 3.1: 4rea de trabalho do LPSolver.

A tela escura nos retornara o resultado do processo de otimizacao da funcao objetivo,
apds a preenchermos abaixo do titulo Objective function (linha 2), na janela superior de
fundo branco, depois do pré-preenchimento “min” ou “max”. Nesta escrita, digitamos
normalmente a expressao algébrica da funcao, usando ponto como o simbolo separador
entre a parte inteira e a decimal de um niimero. Em tal programa, as varidaveis de decisao
ja sao consideradas como nao negativas.

A alteracao entre uma situacao de minimizagao ou de maximizacao é realizada por
meio da abreviagao pré-preenchida no inicio da linha 2, deixando a escrita “min” ou
“max”, conforme o caso. Em seguida, partimos para a insercao das restrigoes do modelo
de PL.

Abaixo do titulo Variable bounds, inserimos as sentencas matematicas lineares de

9

restricao do PPL. Para o simbolo de “menor ou igual”, digitamos “<="; analogamente,
para o caso “maior ou igual”, escrevemos “>=". Cada linha de inequacdo e/ou equagao
é finalizada por ponto e virgula (;).

Ao inserirmos os problemas dos quais tratamos em secoes anteriores, comecando pelo

Problema 2, ficamos com:
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=
File Edit Search Action View Qptions Help
D-ZdpEmo~|nn &% 4
Source Matix %] Options (£) Resul

1 /% O 4 on */

2 max: 71.5x_1 + 66.9x_2;

3

4/t T

5 x 1 H

€ x 2 <= 18;

7 3x_1+2x_2 <= 42;

B LPSolve IDE

Loa  Messages

Figura 3.2: insercao da funcao objetivo e de suas restricoes.

Ao simplesmente clicarmos no botao play, na cor verde, localizado na 22 linha da faixa

de opgoes do programa, temos o resultado 6timo da fungao objetivo requerido.

=

File Edit Search Action View QOptions Help
D-EZdp oo o|#ai & v
Source Matiix %] Options (5 Resul
2 y
2 B LPSolve IDE - [m}] X
3
a
6 x 2 <= 15;
7 3x_1+2x 2 <= 42;
Log  Messages
Relative numeric accuracy ||*|| = 0 S

MEMO: lp_ solve version 5.5.2.11 for 32 bit 08, with 64 bit REAL variables.
In the total iteration count 1, 0 (0.0%) were bound flips.
There weze 0 refactorizations, 0 triggered by time and 0 by demsity.

. on averags 1.0 major pivots per refactorization.

The largest [LUSOL v2.2.1.0] fact(B) had 2 NZ entries, 1.0x largest basis.

The constraint matrix inf-norm is 32,
Time to load data was 0.024 seconds,
. D.056 seconds in simplex solver,

with a dynamic range of 1.5.
presolve used 0.073 seconds,
in total 0.153 seconds.

<

Figura 3.3: resultado 6timo da fungao objetivo.

Na 3? linha do menu de opcoes do LPSolver, no botao Result, ao clicarmos nele, o
programa exibe os valores das varidveis de decisao que otimizaram a funcao objetivo, bem

como o valor desta:

o8



LPSolve IDE - 5.5.2.11 - et
Elle Edit Search Action View Options Help

D-Ed P o oo dd @ & 2% v

Source Matiix %] Options @ Resul

Objective  Constraints  Sensitivity

Variables result
13472
wl 2
w2 18

Log  Messages

Relative numeric accuracy ||[*|| = O ~

MEMO: lp solve version 5.5.2.11 for 32 bit 08, with 64 bit REAL variables.
In the total iteration count 1, 0 (0.0%) were bound flips.
There were 0 refactorizations, 0 triggered by time and 0 by density.

. on averags 1.0 major pivots per refactorization.
The largest [LUSOL v2.2.1.0] fact(B) had 2 Nz entries, 1.0x largest basis.
The constraint matrix inf-norm is 3, with a dynamic range of 1.5.
Time to load data was 0.003 seconds, presolve used 0.009 seconds,

. 0.015 seconds in simplex solver, in total 0.027 seconds.

Figura 3.4: resultado étimo da funcao objetivo e os correspondentes valores de suas
variaveis.

Experimentando o LPSolver em nosso Problema 1, alcangamos o seguinte resultado:

&=
File Edit Search Action View Options Help
D-Ed» [ ol db & & 25| v
Source Matix %] Options () Result

1 550k 1 + 2440k 2 + 3615x_3 + 700x_4 + 1500x_5 + 2100x_6;

®7 LPSolve IDE - [m] x

Log  Messages

Relative numeric accuracy ||[*|| = 1.18424e-016 ~

MEMO: lp_solve version 5.5.2.11 for 32 bit 08, with 64 bit REAL variables.
In the total iteration count 4, 0 (0.0%) were bound flips.
There were 0 refactorizations, 0 triggered by time and 0 by density.
. on averags 4.0 major pivots per refactorization.
The largest [LUSOL v2.2.1.0] fact(B) had 6 Nz entries, 1.0x largest basis.

The constraint matrix inf-norm is 1,
Time to load data was 0.004 seconds,
. 0.036 seconds in simplex solver,

with a dynamic range of 1.
presolve used 0.009 seconds,
in total 0.049 seconds.

Figura 3.5: valor 6timo da funcao objetivo do Problema 1.

Como nao poderia deixar de ser, em ambos os problemas, obtivemos os mesmos resul-
tados 6timos obtidos em secoes anteriores da presente pesquisa, destacadamente coerentes.

Agora, passemos para os demais softwares.
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3.2 Usando o LibreOffice Calc

A tradicional ferramenta Solver, encontrada no LibreOffice Calc (ouno Ezcel), permite-
nos obter valores maximos ou minimos para células programadas com tal finalidade,
quando possivel. Vejamos como proceder para o seu uso a partir dos problemas ja estu-
dados por nés até aqui.

Ao abrir uma planilha no LibreOffice Cale, podemos preencher um PPL completa-

mente como segue:

Arquivo Editar Exibir Inseir Formatar Estilos Planihe Dodos Ferramenes Joncle Ajuda

x

B-E5-B-DaR XhR-449-Coa BB EAAGEIEQ-20D0 EH-08

foga FlEee NI S-A-B-E=E=F %15 B-%0MFA0MR=ESEH-Z-EH-IE-

fx X [=cresoroe v [ =
b | c | o | ; ; ] H | | Iy

- y

| o |

; X 1 X 2 “

— ©)

o oes [ n5 ] o669 | fe

8

- | I o 9 z=  =C7*C9+D7*Dg|

E S.a.

Rl [1] 1 0o <= 8 0

2| [2] 0 1 <= 18 0

= [8] 3 2 <= 42 0

+ _ Planilhat
Planilha 1de 1 Padrio Portugués (Brasi) oI Média: 0; Soma: 0 e ———

Figura 3.6: insercao do Problema 2 numa planilha.

Por s.a. (“sujeito a”) indicamos as sentencas de restrigaio do PPL. Cada sentenga
dessa deve ser preenchida considerando-se todas as variaveis de decisao do problema.
Nao é necessario inserir as folgas.

As células destacadas na cor verde sao criadas para receber os valores das variaveis
de decisao que otimizam a fun¢ao objetivo z. Note, na célula G9, a modelagem de z com
essa finalidade

E, quanto a modelagem das restricoes em torno das células verdes, naturalmente,

seguimos analogamente a funcao z:
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x

Arquivo  Editer Exibir Inserir Formatar Estilos Plonilhe Dodos Ferementas Jancla  Ajuda
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Figura 3.7: modelagem das restricoes do Problema 2.

Doravante, agora, vamos acessar a ferramenta Solver, como indicado na Figura 3.8
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Figura 3.8: acessando o Solver do LibreOffice Calc.

Ap6s clicarmos no botao virtual destacado acima, passamos a ter a janela do Solver
sobreposta a da planilha, como vemos na Figura 3.9. Ela nos disponibiliza os campos de
preenchimento para a célula que indica a funcao objetivo z do problema, para as células
que receberao os valores que otimizam z (células variaveis) e para os pares de células das
restrigoes do problema (célula varidvel e seu limite apds a desigualdade). Note que, logo
na segunda opc¢ao do Solver, de cima para baixo, temos como definir o tipo de otimizagao

com a qual estamos lidando.
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Figura 3.9: janela Solver aberta.

Realizados os devidos preenchimentos nos campos evidenciados na Figura 3.9, passa-

Y
mos para o botao “Opgodes” na mesma janela do Solver. Ao clicarmos nele, faremos a
opcao de iteracao da ferramenta pelo Solver linear do LibreOffice, como temos na Figura

3.10:
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Georgi
T . =
b c b : B - BES =
4
— Célula objetive | $GS9 =
: s A%
| Otimizar para .
6 X 1 x 2 Onzm o
i
| c_e 7L5 66,9 L e
2 Opgoes x & fx

o L z= 51 Células! pigoritmo dosolver: S NI = |1

s.a. Conjunt Configuragses: !
[1] 1 o <= 8 O | |aefa [Tawmrvariveis como ieios Al
[2] ) 1 <= 18 o @ Assumir varidveis come ndo negativas I

[ Limiter a profundidade do branch-and-bound !
[3] 3 2 <= 42 o Limite de tempo de resolugdo (segundos): 100 ]
Nivel Epsilon (0-2): 0 |5

Editar...

=
=
L
| Ajuda Cancelar

E‘B‘E|E‘:‘5‘G‘E|G|E‘=‘S

By
v
<

+ _ Planilhat
=5

Figura 3.10: opgao pelo Solver linear do LibreOffice.

Essa é a opcao que se utiliza do método Stmplexr de resolucao de um PPL. Feito isso,
clicamos em “Ok” e, em seguida, em “Resolver”, como exibido na Figura 3.11. Pronto!
Alcancamos o valor 6timo de z, os valores das variaveis de decisao para tanto e o uso dos

recursos disponiveis em cada restrigao.
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Figura 3.11: resolucao do Problema 2 pelo Solver do LibreOffice Calc.

Em acréscimo, veja, na Figura 3.12, como ficaria a resolu¢ao do nosso Problema 1

passado, seguindo os passos acima narrados:

x
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Figura 3.12: resolucao do Problema 1 pelo Solver do LibreOffice Calc.

Mais uma vez, todos os resultados que obtivemos para os mencionados problemas
seguiram idénticos, ainda que por diferentes fontes de geracao do mesmo método de re-

solucao de um modelo de PL. O que, claro, era o esperado, sob a égide da Matemadtica.

3.3 Modelagem em Python

No tocante a programagcao do algoritmo Simplex na linguagem Python, dispomos da

conhecida biblioteca SciPy. Esta possui uma série de aplicagbes computacionais ligadas a
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grande area do conhecimento cientifico das Ciéncias Exatas. Podemos conhecé-lo e instala-
lo através do link https://scipy.org/. Isso posto, a fim de usa-lo durante programagoes
em Python.

Por outro lado, a luz das possibilidades de tais programacoes, temos a chance de nos
utilizarmos das ferramentas do SciPy pela pagina online do Google Colab, como disse-
mos anteriormente. Basta-nos, para tanto, declararmos na linha inicial do nosso cédigo,
qual(is) entre as suas ferramentas faremos uso. Para resolugao de PPLs, usamos o pacote
scipy.optimize, desenvolvido apenas para modelos de minimizagao com restricoes do tipo
“<”. Ou seja, quando tivermos um caso de Max(z), trabalharemos com o Min(—z). Ana-

4

logamente, nas restricoes do tipo “>", escreveremos-as multiplicadas por “—1”. Vejamos
) s ) )

entao, como proceder a partir desse recurso computacional.
Primeiro, acesse a pagina do Google Colab, como na figura a seguir, e clique na opgao

“Novo notebook”. Isso nos levara ao ambiente de programacao online do Python.

C @& colab.research.google.com/notebooks/intro.ipynb e % » T 0 &

¢ Ola, este e o Colaboratory
Arquivo Editar Ver Inserir Ambiente de execugdo Ferramentas Ajuda

@ compartilhar €3 ﬁ

Novo notebook + Texto & Copiar para o Drive Conectar ~ ~

Abrir notebook Ctri+0

Ve S
Q \  Fazerupload de notebook
d eca o Colab
{x1 \
. a conhece bem o Colab, confira este video para saber mais sobre as tabelas interativas, a visualizagdo do historico de codigo
A Salvar uma «copia no Drive
(] o e o Palette de comandos.
Salvar uma cpia como Gist do GitHub
Salvar uma copia no GitHub
]
Salvar Cirl+s
Fazer download
Imprimir ctr+P
O que é o Colab?
< 0 Colab, ou "Colaboratory”, permite escrever e executar Python no navegador e conta com o seguinte:
= * Nenhuma configuragdo necessaria
= * Acesso a GPUs sem custo financeiro

« Comnartilhamento facil

Figura 3.13: pagina inicial do Google Colab e o acesso a area de programacao.

Ao acessar a area de programacao, conforme Figura 3.14, veja que a nossa produgao
sera arquivada no Google Drive da conta Gmail que usamos para acessar o Colab, bem
como temos o bloco retangular na cor cinza voltado para a implementacao dos codigos de
programacao em Python. Apds os preenchermos, clicamos no botao play, a esquerda.

Sucessivamente, para abrirmos novos blocos de cédigo, selecionamos a opgao “+

Cédigo”, como ainda nos mostra a Figura 3.14:
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* 0
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+ Codigo = + Texto =

r célula de codige

Figura 3.14: ambiente de programacao no Colab.

Dessa maneira, experimentando a resolucao do Problema 2 através do Python, exe-

cutamos a seguinte digitacao, em que, do pacote scipy.optimize, importamos a fungao

linprog:
C & colaburesearch.google.com/drive/1uwSPOj05wVctPrGXKuXsoil XK_F1eVOB e % » T 0 & :
& Resolucéo do PPL 2 .
(8@ ] < B comentdric A% compartilhar £ ﬁ
Arquivo Editar Ver Inserir Ambiente de execugdo Fer Ajuda Todas as alteracdes foram salvas
+ codigo  + Texto v ;M‘; = - ~

«c B g p N
Q v @ fron scipy.optimize import linprog

) obj = [-71.5, -66.9]
membro_esq = [ [1, 8],
=] [e, 11,

[3, 211

membro_dir = [ &,

Figura 3.15: primeiro bloco de programacao em Python para resolucao do Problema 2.

Por “obj” estamos destacando os coeficientes das variaveis de decisao da funcao ob-
jetivo z = =71,5- 21, — 66,9 - x5, a qual iremos minimizar - o que equivale a maximizar
z="T1,5 21+ 66,9 2. Em seguida, carregamos os coeficientes das sentencas que de-
finem o conjunto de restrigoes do PPL, exibindo-os ordenadamente, membro a membro,

em formato matricial.

65



No préximo passo, de acordo com a Figura 3.16, abrimos mais um bloco de cddigo, a
fim de carregarmos a programagao que nos dard o resultado do valor 6timo para o Min(z),

quando z = =71,5-x1 — 66,9 - x5.

&« C @& colabresearch.google.com/drive/1uwSPOj05wVctPrGXKuXsoilXK_F1eVOB#scrollTo=QGToGp7xUgzT e x » T 0 8
& Resolucéo do PPL 2 .
L J N B comentério A% compartilhar %2 ﬁ
Arquivo Editar Ver Inserir Ambiente de execugio Fer Ajuda Todas as alteracées foram salvas
+ Codigo  + Texto Vo oA
Q [2] from scipy.optimize import linprog
{x} obj = [-71.5, -66.9]
membro_esq = [ [1, 8],
e e, 11,
[3. 2] ]
membro_dir = [ g,
18,
42 ]

4 SR-E-N

4 © opt - linprog(c=cbj, A_ub = membro_esq, b_ub = membro_dir, method = "revised simplex")

[» <ipython-input-3-8eefc28e1293>:1: Deprecationkiarning: ~method-'revised simplex'” is deprecated and will be removed in SciPy 1.11.8. Please use one of the HiGHS sc

opt - linprog(c-obj, A_ub - membro_esq, b_ub = membro_dir, method - “revised simplex")
,
<>
=
>
~ 0s  conclusdo: 16:23 ® x

Figura 3.16: inser¢ao do cédigo optimize (opt), conforme pacote scipy.optimize.

No pacote scipy.optimize, “c” faz a leitura dos coeficientes da funcao objetivo, “A_ub”
e “b_ub”, respectivamente, carregam as matrizes dos coeficientes das restrigoes do PPL
e dos valores limite destas. Clicamos no botao play desta linha de codigo e, com isso,
abrimos o terceiro e ultimo bloco de cédigo para retornarmos o resultado da otimizacao

requerida, digitando-se apenas o comando “opt”e clicando-se neste novo play.

&« C @ colab.research.google.com/drive/1HjiheSW37Em9U3yBNvgedodaDHjoumGt?authuser=1#scrollTo=YR3JoizLOHbs = % » = 0O 8
& Resolugéo do PPL2 .
(&(® ) < B comentdrio A% compartilhar ¢ ﬁ
Arquivo Editar Ver Inserir Ambiente de execugdo Fer Ajuda Todas as alteracGes foram salvas
+ Codigo + Texto v D’Tiri . ~

o [8] from scipy.optinize import linprog

obj = [-71.5, -66.9]

{x}
membro_esq - [ [1, @],
(] s 11,
3, 21 ]
membro_dir = [ 8,
18,
42 ]
7 [9] opt = linprog(c=obj, A ub = membro_esq, b_ub = membro_dir, method = “revised simplex")
<ipython-input-9-8eefc28e1203>:1: DeprecationWiarning: “method='revised simplex'® is deprecated and will be removed in SciPy 1.11.8. Please use one of the HiGHS sc
opt = linprog(c=obj, A_ub = membro_esq, b_ub = membro_dir, method = "revised simplex")
»
o~ EA-K-290 BN
70O ot 1
@ > message: Optimization terminated successfully.
success: True
B status: @
fun: -1347.2
L} x: [ 2.800e+00 1.3002+01]

+ 0s conclusdo: 15:59 ® X

Figura 3.17: valor 6timo da funcao z e os valores das variaveis que geraram tal resultado.
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Assim, chegamos ao Min(z) = —1347,2 - que equivale ao Max(z) = 1347,2 -, quando
r1 = 2 e r9 = 18. Recordemos-nos de que, em linguagem computacional, 2.000e+00 =
2,0.10°=2 e 1.800e+01 = 1,8.10' = 18.

Abaixo, vejamos todo o processo realizado acima, dessa vez, sobre o Problema 1:

< C @ colab.research.google.com/drive/192bohx3)Wd_3XP259xghXFTqkMlimer?authuser=1#scrollTo=a-4_7jvBANSZ Qe w =0 8 :

CO & ResolugiodoPPL1 & comentiro 2% Compartihar %8 @
Arquivo Editar Ver Inserir Ambiente de execugio F Ajuda Todas as alteracfes foram salvas

; . Ram
+ Codign + Texto Pt -

< [4] from scipy.optimize import linprog
obj = [55@, 2448, 3615, 700, 1508, 2100]

membro_esq = [ [1, 1, 1, @, 8, @],

= [, @, o, 1, 1, 11,
[-1, @, 0, -1, 9, 2],
e, -1, e, @, -1, el,
[e, e, -1, o, 8, -1] ]

membro_dir = [ 13,
18,
-10,
-14,

71

~ [5] opt = linprog(c=obj, A ub = membro_esq, b_ub = membro_dir, method = “revised simplex")

<ipython-input-5-Beefc28e12935:1: Deprecationlarning: “method='revised simplex'” is deprecated and will be removed in SciPy 1.11.@. Please use one of the HiGHS solvers (s.g. “method:
opt = linprog{c=obj, A_ub = membro_esq, b_ub = membra_dir, method = "revised simplex")
»
T SH-K-NN B
20 ot

message: Optimization terminsted successfully.
success: True
status: @
B fun: 44620.0
= x: [ 1.000e401 3.000e460 0.000+00 0.0002+00 1.100e+01
7.000e+00]
v 0s  conclusdo: 17:03 ® x

Figura 3.18: solucao 6tima para o nosso PPL 1, via programacao em Python.

Por fim, novamente, vimos os mesmos resultados 6timos ja obtidos para os PPLs men-
cionados voltando a aparecer, agora, por meio de uma das mais populares linguagens de
programagcao utilizada no meio cientifico, a linguagem Python. O que, matematicamente,

novamente também esperavamos.
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Capitulo 4

A Chest e os PPLs que descobrimos

A Companhia Hidro Elétrica do Sao Francisco (Chesf), fundada através do Decreto-
Lei nimero 8031, de 1945, tendo suas operacoes iniciadas em marco de 1948, trata-se
de uma das maiores empresas geradoras e transmissoras de energia elétrica do Brasil.
Isso posto, de acordo com dados fornecidos pela entidade denominada como Operador
Nacional do Sistema FElétrico (ONS), que é fiscalizada pela Agéncia Nacional de Energia
Elétrica (ANEEL).

A partir de suas 12 usinas hidrelétricas (UHs), 14 usinas edlicas e 12 subestagoes,
inimeras linhas de transmissao sao utilizadas para atender as demandas por energia
elétrica de cerca de 40,5% do territério brasileiro. Entre as usinas hidrelétricas da Ches,
nesta pesquisa, direcionamos nossa atencao ao magnifico complexo hidrelétrico localizado
na cidade de Paulo Afonso/BA, também conhecida como a capital da energia, e em
Delmiro Gouveia/AL.

O sistema de transmissao energética inicial desse complexo, gerado pelas usinas Paulo
Afonso I (PA 1), Paulo Afonso II (PA II), Paulo Afonso III (PA III), Paulo Afonso IV (PA
IV) e Apolonio Sales (AS), dissipa-se por todos os estados do nordeste brasileiro: Ala-
goas (AL), Bahia (BA), Ceard (CE), Maranhao (MA), Paraiba (PB), Pernambuco (PE),
Piauf (PI), Rio Grande do Norte (RN) e Sergipe (SE). Destaque-se que tal distribuigao
energética de saida é deflagrada em alta e ultra-alta tensao, na ordem de 500 quilovolts
(kV), com corrente alternada.

FEm seguida, a mencionada transmissao inicial segue espalhando-se pelas demais regioes
do Brasil, através de outros pontos de distribuicao mantidos pelo Sistema de Interligagao

Nacional (SIN). Veja a figura abaixo, constante na pagina da ONS:

68



- T Tagoa do Canp
ad -~ Pajl ferio /PAY FERRO | 7

= T Lo
, T e T
Noka Olindf__-) Shofload P N & . e " Pt EEKRO 1

. \Jo/F o gt 2 — (% PERNAMBUCO [J

* Juaeiro da By

~ A 4 keiro Solar i
= e A 5| f
5 ; e i i
. 4( “Pedra Bfanca s ; =4 Jaguarari _
= e ) Deffina’ 7" B

- e

S Borfm Il
¥ Cangh Formoso

iganag K
L ONE &AL )
i Campétagadil Qurolbndia oo Ty
. vy 3
PPeagionia” ) |

k! } ? v
9, |
¢ L | |
N e
+--- fomems | |
7 > A %/ ‘ \

‘ — J’U'I

orrs do Chapeg 1~

ke Crita I e,

Figura 4.1: linhas de transmissao saindo do complexo hidrelétrico da Chesf em Paulo
Afonso e em Delmiro Gouveia (destacado em azul). Fonte: ONS.

Vejamos uma foto de parte de uma das usinas listadas acima, a PA TV:

Figura 4.2: parte da estrutura da usina PA IV. Fonte: www.pa4.com.br.

Com respeito a capacidade de geracao de energia elétrica das usinas AS, PA I, PA
IT, PA 11T e PA TV, diariamente, em valores médios dados em megawatts (MW), temos o

quadro a seguir:
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Usinas Rio Capacidade Instalada

(MW)
HIDRELETRICAS - :
Apoldnio Sales S&o Francisco 400,00
Paulo Afonso | Sao Francisco 180,00
Paulo Afonso Il Sao Francisco 443,00
Paulo Afonso Il Sao Francisco 794,20
Paulo Afonso IV Sao Francisco 2.462,40

Figura 4.3: geracao de energia elétrica por usina. Fonte: www.chesf.com.br.

A capacidade instalada por usina gera uma distribuicao possivel de energia por suas
linhas de transmissao a cada meio minuto, em média. Ou seja, a cada hora por dia, a
usina AS pode transmitir até 120-(400) MWh = 48000 MWh = 48 gigawatts-hora (GWh).
De igual modo, as usinas PA I, PA II, PA III e PA IV, por hora, podem transmitir energia
elétrica, respectivamente, até a ordem de 21,6 GWh, 53,2 GWh, 95,3 GWh e 295,5 GWh.

Por outro lado, com respeito aos dados de demanda energética por estado brasileiro,
ora disponibilizados no site do Ministério de Minas e Energia (https://www.mme.gov.br/),

em relacao a regiao nordeste, em média, temos os seguintes nimeros em GWh por dia:

Estado brasileiro | Demanda por energia elétrica (em GWh por dia)
AL 16,29
BA 88,73
CE 42,81
MA 31,82
PB 20,87
PE 54,91
PI 15,08
RN 18,29
SE 11,81

Diante do exposto, podemos comecar a vislumbrar uma natureza tipica dos PPLs
associados a determinada situacao envolvendo a minimizacao do custo de transporte de
certo(s) produto(s) por uma empresa. Com efeito, assim que saibamos os custos do

transporte energético das usinas do complexo hidrelétrico de Paulo Afonso aos estados
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que destacamos acima, entao teremos como apresentar a Chesf a melhor maneira de se
realizar tal distribuicao de sua producao em funcao dos seus custos operacionais.

Pois bem, segundo os dados financeiros de 2022 da Chesf, constantes na pagina
https://www.chesf.com.br, a partir do menu Investidores-Demonstragoes financeiras, en-
contramos que, em média, por hora ao dia, o custo de operacionalizacao de cada uma de
suas usinas e subestacoes chega a 17,14 mil reais, tendo o custo total desse ano atingido
mais de seis bilhoes de reais. No calculo de tal custo médio, a empresa considera as des-
pesas com pessoal, materiais de insumo, investimentos, manutencao em equipamentos,
seguranca no trabalho, entre outros.

Assim, de posse do custo médio de operacionalizacao acima, por unidade da Chesf,
bastar-nos-a tomar a porcao relativa a distribuicao energética em GWh por dia para
os estados brasileiros que selecionamos, conforme cada uma das usinas alvo da presente
pesquisa e, entao, teremos condigoes de produzir um PPL e resolvé-lo. Para tanto, or-
ganizamos todos os dados recolhidos até aqui em um quadro. Deste, como veremos na

proxima secao, constituir-se-a o problema de transporte energético da Chesf.

4.1 O problema de transporte energético

O quadro a seguir nos informa, entre as UHs selecionadas nesta pesquisa, o custo
médio, em centenas de reais, de transporte de energia elétrica em GWh (a cada hora por
dia) para os estados do nordeste brasileiro. A tltima linha, a das demandas, diz respeito
a necessidade energética, em GWh, de cada um dos estados mencionados, por hora diaria;
na ultima coluna, a das ofertas, temos o limite de producao de energia elétrica por UH,

em GWh, por dia.

Dados AL BA CE MA PB PE PI RN SE Ofertas

UHAS | 03 | 25 | 28 | 28 2 1,8 2 2,7 | 024 48

UHPATI | 04 | 26 | 25 | 31 | 19 | 1,8 | 1,7 | 28 | 034 | 216

UHPAIL | 024 | 24 | 29 3 2 19 | 1,8 | 26 | 03 53,2

UH PAIIl | 0,7 2,2 3,3 2,6 1,7 1,7 2 2,5 0,44 95,3

UHPAIV| 084 | 23 | 32 | 27 | 1,7 | 1,6 | 1,9 | 24 | 05 | 2955

Demandas | 16,29 | 88,73 | 42,81 | 31,82 | 20,87 | 54,91 | 15,08 | 18,29 | 11,81 —

Héa de se destacar que os dados centrais do quadro, que traduzem o custo médio
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do transporte de energia elétrica de cada UH para cada estado declarado, consistem
em um cenario estimado pelo autor do presente estudo, pautando-se nas demonstragoes
financeiras globais divulgadas pela empresa. Dessa maneira, elaboramos as seguintes
indagacoes: qual é a melhor distribuicao de energia elétrica das UHs destacadas acima
aos estados brasileiros listados em funcao do custo médio desse transporte? Ou seja, como
tal distribuicao pode ser estabelecida, a fim de minimizar o custo de transporte energético
do complexo hidrelétrico de Paulo Afonso?

Tais questionamentos ocorreram-me, entre outras motivacoes, apds uma visitacao que
realizei em margo do corrente ano, 2023, a UH PA III. Na ocasiao, nao fui informado pelo
guia de visitagao sobre alguma atuagao da empresa voltada a minimizagao de seus custos
de distribuicao de energia elétrica por usina do complexo Paulo Afonso, apesar de intimeros
outros dados terem sido a mim fornecidos - as informacgoes ditas abertas pela empresa.
E, inclusive, com certa regularidade, todas as usinas desse complexo costumam manter
seus geradores em funcionamento. Dai, todo excedente energético gerado é armazenado
ou perdido, conforme dados constantes no site oficial da Chesf.

Quanto a outros estudos cientificos em torno de determinado processo de otimizagao
a ser possivelmente implementado pela Chesf, a partir de buscas no Google Académico,
encontrei varias pesquisas publicadas em diversas areas, Fisica, Quimica, Engenharias,
Economia, etc. Contudo, nenhuma equivalente a nossa proposta, especificamente voltada
para o complexo hidrelétrico da cidade de Paulo Afonso.

Portanto, avancemos para a resolucao da situagao-problema que se materializou até

aqui.

Solugao

Inicialmente, vemos que estamos tratando de um PPL andlogo ao nosso Problema
1, desenvolvido na Subsecao 1.3.1.1. Assim, comecemos modelando-o matematicamente:

defina a wvaridvel de decisao do problema. Isto é,

z;; := quantidade de energia elétrica (em GWh ao dia) transportada da UH ¢, com ¢ €
{1,2,3,4,5}, do complexo hidrelétrico de Paulo Afonso ao estado j, com j € {1,2,3,...,9},
do nordeste brasileiro. Por exemplo, x59 nos indica a quantidade de energia transmitida

pela UH PA TV ao estado de Sergipe a cada hora diaria.
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Assim, conhecendo-se os custos de transporte exibidos no quadro anterior, segue a

expressao da funcdo objetivo do problema, a saber:

z = f(x11, T12, T13, T14, .o, Tijs oo, T57, T8, LT59)
= 30-211 +250- 2154280213+ 280 214 +200- 215+ 180 - 16+ 200 - 217+ 270 -
18+ 24219 +40- 291 + 260 - 299 + 250 - 293 + 310 - 294 + 190 - 295 + 180 - 296 + 170 - 297 280 -
Tog+34-Tog+24- 131 +240-230+290- 233+ 300234 +200- 235+ 190235+ 180- 237 4+260- 35+
30239+ 70241 +220- 249+ 330243 +260- 244+ 170245+ 170 - 246 + 200 - 247 + 250 - 245 + 44 -
Tag+84-151+230-259+320- 253+ 270- 254+ 170 255+ 160 - 156+ 190 - 257 + 240 - 58 + 50 - T59

Com isso, buscaremos a minimizacao de z; o que, em simbologia matematica, equivale
a obter, como sabemos, o Min(z), ou, ainda, o Min{ f(z11, z12, 13, ..., Tij, ..., Ts7, Tss, Ts9) }-
Para isso, precisaremos modelar as restricoes do problema as quais a funcao objetivo esta

sujeita.

Pela defini¢ao de z;;, temos que z;; > 0. Além disso, note que possuimos duas cate-
gorias de restrigoes neste PPL, aquela relacionada ao total de energia produzida (a cada
hora por dia) por UH - a chamaremos de restri¢oes de oferta (R,) - e a que diz respeito
as associadas demandas dos estados do nordeste brasileiro por energia elétrica, também
a cada hora por dia - que chamaremos de restrigoes de demanda (Rq). Portanto, ficamos

coml:

(

11 + T2 + T13 + Tig + Tis + Tie + X1 + T8 + T < 48
To1 + Taa + Tag + Toa + Tas + Tog + Tay + Tag + Tag < 21, 6;
Ro 0 Q 231 + T35 + 733 + T34 + T35 + T36 + T3y + T3z + Tg < 53, 2;

Ta1 + Ty + Ty3 + Tag + Tas + Tye + Ta7 + Tag + Ta9 < 95, 3;

Ts1 + Tso + Ts3 + Tsa + Tss + Tse + Ty + Tsg + Ts9 < 299, 0.
\

E, quanto as restricoes Rq, temos:
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;

x11 + T21 + x31 + T4 + 251 2 16, 29;
T12 + T + T3g + Tao + Ts2 = 88, 73;
T13 + Loz + X33 + Ta3 + 53 > 42,815
T14 + Toa + Tag + Tag + Tsq = 31, 82;
Ra @15+ To5 + 235 + 245 + @55 > 20, 87;

T16 + T + Tze + Tag + Tse = 04, 91;

WV

T17 + Ty + X37 + Tay + Ts7 = 15, 08;

T18 + Tag + T3z + Tug + Ty = 18, 29;

[ Z19 + P29 + 39 + Tag + 59 > 11,81

No tocante ao conjunto de restricoes R,, a desigualdade do tipo “menor ou igual” se
estabelece pelo fato de estarmos diante de uma limitagao do total energético produzido
por cada UH (a cada hora por dia). Semelhantemente, em Rq, a desigualdade “maior ou
igual” é justificada em face das demandas de energia por estado a serem supridas - elas

serao atendidas se os estados receberem o que necessitam ou mais do que isso.

Em suma, podemos estruturar a modelagem do PPL em questao, nas condi¢oes por-

menorizadas acima, como segue:

Minimizar z = f(x11, 12, T13, L14, .., Tij, .., T57, T8, Tsg) tal que:

2z =30-211+250 212 +280 213 +280- 214 +200- 215+ 180216 +200- 217 +270- 215 +24-
19 +40- 291 +260 - 299 + 250 - x93 + 310 - 224 + 190 - 225 + 180 - w96 + 170 - o7 + 280 - 95 + 34 -
Tog + 24 - 231 +240 - 239 + 290 - 233 + 300 - 234 + 200 - 235 + 190 - 236 + 180 - 37 + 260 - 238 + 30 -
T39+ 70 241 +220- 249 + 330 243 +260 - 244 + 170 - 245 + 170 - 246 + 200 - 247 + 250 - 245 + 44 -
Tag+84 w51 +230- 2520 +320- 253 +270- 254 +170- 255+ 160 - 256 +190 - 257 + 240 - 258 +50 - 759,

sendo esta funcao sujeita a:
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(

T11 + T12 + 13 + T14 + T15 + T1e + T17 + T1g + T19 < 48;
To1 + Tog + T3z + Tog + L5 + XTag + L7 + XTag + T29 < 21,65
T31 + T3 + T3z + Tag + T35 + T3g + T3z + Tag + Tag < 53, 2;
a1 + Xgo + T43 + Tag + Tys + Tag + Ta7 + a8 + Ta9 < 95, 3;
Ts51 + Ts2 + Tz + Tsa + Tz + Tse + Tsr + Tss + Tsg < 295, 5;
T11 + o1 + X3y + a1 + 51 = 16, 29;

T2 + Tog + X3z + gz + T2 = 88, 73;

T13 + To3 + X33 + Taz + T3 = 42,81

T14 + Tog + T3g + Tag + T54 = 31, 82;

T15 + To5 + X35 + Ta5 + 55 = 20,87

T16 + To6 + Tze + Tag + Tse = 04,91,

T17 + Ta7r + Ty7 + ey + 57 2 15, 08;

T18 + Tag + Tz + Tus + s = 18, 29;

T19 + Tog + 39 + Tyg + X359 = 11,81; com Ty € R,.
\

Agora, utilizando-nos do algoritmo Simplex, resolveremos o problema. Nessa etapa,
dado o volume de 45 variaveis do nosso modelo de PL, recorremos ao programa LPSolver
para alcangarmos o valor 6timo de z, entre as opcoes de softwares abordados no Capitulo

3. Seguem os resultados 6timo e de cada varidvel de decisao z;;:

LPSolve IDE - 5.5.2.11 - C:\Users\prof_\OneDrive\ Deskiop\ Mes_Mat\Dissertagao\PPL_CHESFIp
Fle Edit Search Action View Options Help
D-EdpFmoeodi & v
Souce Matix %] Options (£ Result
1/ ive function */
2 min: 30x_11 + 250x_12 + 280x_13 + 280x_14 + 200x_15 + 180x_16 + 200x_17 + 270x_18 + 24x_19 + 40x_21 + 2602_22 +
3 250x_23 + 310x_24 + 190x_25 + 180x_26 + 170x_27 + 280x_28 + 34x 29 + 24x_31 + 240x_32 + 290x_33 + 200x_34 +
4 200x_35 + 190x_36 + 180x_37 + 260x_38 + 30x_35 + 70x_41 + 220x 42 + 330x_43 + 260x_44 + 170x_45 + 170x_46 +
5 200x_47 + 250x_48 + 44x_29 + 84x_51 + 230x 52 + 320%_53 + 270x_54 + 170x 55 + 160%_56 + 190x_57 + 240x_58 + 50x_59;

7 /% Variable bounds */
8% 11 + % 12 + % 13 + x_14 + x_15 + x_16 + x_17 + »_18 + x_19 <= 48;
s x 21 + x 22 + x 23 + x 24 + x 25 + x_26 + x_27 + x 28 + x_29 <= 21.6;
10 x 31 + x 32 + x 33 + x_34 + x_35 + x_36 + x_37 + x_38 + x_35 <= 53.2;

x 42 + 43 + x_44 + % 45 + x_46 + x_47 + x_48 + x_49 <= 95.3;
12 % 51+ x 52 + x 53 + x 58 + x 55 + x 56 + x 57 + x 58 + x_59 <= 295.5;

13

16 % 11 + % 21 + x 31 + x_41 + x 51 >= 16.29;
18 x_12 + x_22 + x 32 + x_42 + x_52 >= 88.73;
16 x 13 + x_23 + x_33 + x_43 + x_53 >= 42.81;

54 >= 31.82;

17 x 14 + x 24 + x 34 + x 44 + x

18 x_15 + x_25 + x_35 + x_45 + x_55 »= 20.87;
16 + x 26 + x_36 + x_4€ + x 56 >= 54.91;

19 x

17 + % 27 + »_37 + x_47 + x_57 >= 15.08;
18 + x_28 + x_38 + x_48 + x_58 >= 18.25;
15 + % 25 + x 35 + x 45 + x 55 >= 11.61;

<

Log  Messages

optimal solution 59497 after 13 iter.
Relative numeric accuracy ||*|| = 2.2094e-016

MEMO: lp_solve version 5.5.2.11 for 32 bit 05, with €4 bit REAL variables.
In the total iteration count 13, 0 (0.0%) were bound flips.

<
26:19 I 12 INV: 2 NOD: 0 TME: 0,01

Figura 4.4: implementacao do PPL no LPSolver e o resultado 6timo de z.
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LPSelve IDE - 5.5.2.11 - C:\Users' prof_\OneDrive\ Desktop\Mes_Mat\Dissertagao\PPL_CHESF.Ip - X
File Edit Search Action View Options Help
D-ZHAp o |Ms 8% v
Source Matiic %] Options &) Resuk
Obiective  Constraints Sensitivity

Variables reslt

%42 6348
# 56 64,91
w44 382
%52 5,25
w23 216
%13 2,21
# 59 20,87
.58 1829
w3 16,28
w3 15,08
%19 1,81
%18 0

x17
w16
%15
%59
w57
%54
w14
%53
%51
%43

%48
w47
%46
R

Log  Messages

>

Optimal solution 59457 after 13 iter.
Relative numeric accuracv |I+|| = 2.2094e-016
<

<

26:19 ITE: 12 INV: 2 NOD: 0 TME: 0,01

Figura 4.5: valor 6timo de z e os resultados de cada x;;.

Concluimos que o custo médio minimo, a cada hora por dia, do transporte de energia
elétrica das usinas do complexo hidrelétrico de Paulo Afonso aos estados do nordeste
brasileiro é igual a:

Zstimo = 99497 reais.

O resultado 6timo obtido vem a tona quando temos cada variavel de decisao valorada
por: x13 = 21,21, 219 = 11,81, z93 = 21,6, x31 = 16,29, x3; = 15,08, x40 = 63,48,
Tyq = 31,82, w59 = 25,25, x55 = 20,87, w56 = 54,91, 155 = 18,29 e todas as demais sendo
iguais a zero. Ou seja, no cendrio 6timo, considerando-se a atuagao conjunta das cinco
usinas do complexo em atendimento as demandas de todos os estados listados, por meio

de uma resolucao pelo método Simplex, temos que:

(i) para a UH AS, dos seus 48 GWh produzidos, deve-se distribuir 21,21 GWh para o
estado do Ceard e 11,81 GWh, para Sergipe;

(ii) para a UH PA I, toda a sua produgao de 21,6 GWh deve ser distribuida ao estado

do Ceara;

(iii) para a UH PA II, dos seus 53,2 GWh produzidos, deve-se distribuir 16,29 GWh
para o estado de Alagoas e 15,08 GWh, para o Piaui;

(iv) para a UH PA III, dos seus 95,3 GWh produzidos, deve-se dissipar 63,48 GWh
para o estado da Bahia e 31,82 GWh, para o Maranhao;
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(v) para a UH PA IV, dos seus 295,5 GWh produzidos, deve-se distribuir 25,25 GWh
para o estado de Bahia, 20,87 GWh para Paraiba, 54,91 GWh para Pernambuco e 18,29
GWh para o Rio Grande do Norte.

Sofisticadamente, o algoritmo Simplex otimizou o custo médio total de transporte
energético do complexo hidrelétrico de Paulo Afonso, ao passo que atendeu a todas as de-
mandas (em GWh) dos estados do nordeste brasileiro. Dessa maneira, contribuimos para
a eficiéncia operacional da Chesf e, com efeito, esse alcance tende a gerar outros possiveis
esforgos vantajosos de otimizagao de sua realidade empresarial, como, por exemplo, em

um contexto ambiental. Acerca de tal, trataremos na préxima secao.

4.2 O problema de combate a incéndios

O complexo hidrelétrico de Paulo Afonso esta localizado em um raio de 04 km. Isso lhe
garante uma area de 50,24 km?, aproximadamente. Dessa maneira, um questionamento
foi-me inquietante: se algum poste de alta ou ultra-alta tensao nessa area, responsavel pela
dissipacao de energia elétrica inicial para as linhas de transmissao, vir abaixo, ocasionando
um incéndio no espaco florestal de posse da Chesf, como esta deveria proceder para
combateé-lo?

Entre os possiveis calculos de risco de acidentes que deflagram incéndios, o mencionado
acima é um dos mais arriscados de todos. Quando um poste de alta ou ultra-alta tensao
cai ao chao, se o cabo de transmissao elétrica for rompido, caindo sobre o solo, entao
teremos a geracao de um campo elétrico de longo alcance e grande intensidade elétrica.
Nao somente um incéndio iminentemente podera ser desencadeado, bem como este nao
poderd ser combatido por terra, dado o potencial risco de eletrocussao, a menos que
desenergizem a regiao atingida - o que ainda nao zera instantaneamente a dissipacao de
corrente elétrica na area. Portanto, a maneira mais segura e eficiente de se combater tal
tipo de incéndio, como nao poderia deixar de ser, é por ar, fazendo-se uso de avides e/ou
helicopteros de combate aéreo ao fogo.

Se nao combatido o mais rapido possivel, incéndios em areas florestais tornar-se-ao
extremamente danosos, tanto ao meio ambiente (fauna e flora), quanto as pessoas que
vivem nos aglomerados rurais e urbanos do entorno dos focos das chamas. Estas tltimas,

pior ainda no caso de um cabo de alta tensao emitindo fagulhas elétricas, apenas tendem a
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ser realimentadas e a sua dissipacao sera amplamente projetada no meio. Logo, o combate
aéreo a incéndios dessas proporgoes deve vir a tona em nivel fulminante: rapido, intenso
e em multiplas frentes.

A Chesf, em seu quadro de funcionarios, possui pilotos de aviao e de helicopteros.
A necessidade de contratacao desse pessoal se justifica para intimeras finalidades, desde
o monitoramento de suas usinas ao transporte de passageiros/cargas e a resolucao de
problemas cujo acesso aos tais se da apenas de maneira aérea. Nesse sentido, se, em
certo dia, um acidente oriundo da queda de um poste de alta ou ultra-alta tensao ocorrer,
fazendo com que um incéndio seja iniciado (com répida propagacao) na area florestal
de localizacao do complexo hidrelétrico de Paulo Afonso, que tem 50,24 km? de area, e
sabendo-se que tal complexo possui uma demanda total por 10 pilotos de helicoptero, 15
pilotos de aviao e 30 operadores aéreos de combate a incéndios (10 para helicépteros e 20
para avides), como poderiamos otimizar o custo dessa operacao associado a alocagao de
pessoal para um combate fulminante que elimine as chamas em até duas horas, a partir

das opc¢oes de aeronaves dispostas no quadro abaixo?

Aeronaves | Eficiéncia de combate em km?/h | Custo (R$/h) | Demanda por pessoal
Helicoptero A 10 1500 2 pilotos e 1 operador
Helicéptero B 15 2000 2 pilotos e 2 operadores

Aviao A 20 3500 2 pilotos e 3 operadores

Os helicopteros dos tipos A e B sao denominacoes que demos para duas marcas de
aeronaves de basico e de médio porte voltadas ao combate de incéndios, respectivamente.
O mesmo se aplica ao aviao do tipo A. O contingente de pilotos e operadores do complexo
hidrelétrico da Chesf de Paulo Afonso, descritos acima, atua em regime de trabalho por
escala, segundo dados recentes de editais de concursos e processos seletivos realizados.
Todavia, no caso de a escala laboral nao ser obedecida ou por alguma necessidade, numa
situacao de urgeéncia, a devida reposicao ou reforco de pessoal é realizada por convocacao
extraordinaria da equipe que esta de folga.

Vemos, portanto, até aqui, que estamos vivenciando um PPL cuja natureza é a de
designacao de pessoal, a fim de minimizarmos o custo de determinada atividade. Dessa
maneira, analogamente ao que apresentamos no Problema 2, tratado ao longo da funda-
mentacao tedrica desta pesquisa, solucionemos o problema real que acabamos de conside-

rar e construir na presente secao.
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Solucao

Primeiramente, definamos nossa varidvel de decisao:

x; := quantidade de aeronaves a serem utilizadas por hora no combate fulminante ao
incéndio que se propaga, com j = 1 indicando a utilizacao do Helicoptero A; j = 2, o
uso do Helicoptero B; e, 7 = 3, a utilizacao do Aviao A. Logo, temos a seguinte funcao

objetivo a ser minimizada:

Z = f(xthax?))

= 1500-z; + 2000 - 25 4 3500 - 23

Atentando-nos, agora, para as restricoes do PPL, interpretamos dois grupos de res-
trigdo: (i) aquela que diz respeito a demanda que pode ser contemplada pelo combate
aéreo ao fogo, em km?/h; e, (ii) a que se trata da disponibilidade de pessoal para atuagio

nesse combate.

Para (i), dado que todo o combate deve durar até duas horas, temos, em km?/h, o

planejamento 6timo dessa restricao dado por:

50, 24
10 @1 41525 +20 - 23 > —— = 25,12

O uso da desigualdade “maior ou igual” decorre do fato de termos um desempenho
que atenda a toda area possivel de dominio do complexo hidrelétrico de Paulo Afonso,

nunca menos, calculado em km?/h, sob pena de nao eliminarmos o incéndio.
Para (ii), seguem os modelos das restrigoes:
quanto aos helicépteros, temos:

)
2x1 4 2x5 < 10 (pilotos);

x1 < 10 (operadores);

229 < 10 (operadores);
\
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quanto ao aviao:

223 < 15 (pilotos);

3z3 < 20 (operadores).

Com isso, alcangamos a modelagem completa do PPL em tela:

Minimizar z = f(x1,xe,x3) = 150021 42000 x5+ 3500 - 3, sendo esta fungao
sujeita a: )
102, + 1529 + 2073 > 25, 12;
2x1 4+ 2z < 10;

1 < 10;

N

2x3 < 19;

/A

3x3 < 20; com x; € Zy.

Nesse ponto, resolvendo o PPL através do método Simplex, faremos uso da ferramenta

computacional scipy.optimize em Python. Observe as imagens a seguir:

<« C & colaburesearch.googlecom/drive/1ETgRKAN3_AHHLbizMwnuHA3dNImk53 AtéscrollTo=VEVAK1EemTZ @ 2 % » 0 8 :

cO & PPL 02 - Chesf_Incéndio_florestal

B comentério &% Compartilhar ¢ ﬁ
Arquivo Editar Ver Inserir Ambiente de execugdo Ferramentas Ajuda Todas as alteracdes forar

RAM

.+ Coédigo + Texto Yopisco . TN
° from scipy.optimize import linprog Vo RAS DR
Q .
obj = [1500, 2000, 3500]
x} membro_esq = [ [-10, -15, -20],
[2, 2, o],
(] [1, e, o],
[e, 2, e],
[e, o, 2],
[e, @, 3] ]
membro_dir = [ -25.12,
10,
1e,
10,
15,
< 2 ]
= |
> ]

[ 1 opt = linprog(c=obj, A_ub = membro_esq, b_ub = membro_dir, method = "revised simplex")
v 0s conclusdo: 17:51 ® X

Figura 4.6: implementacdo do modelo de PL em Python, com uso da ferramenta
scipy.optimize.

Apo6s os dois blocos de codigos preenchidos, como na imagem acima, passamos para a

linha de iteracao final do algoritmo Simplex, neste ambiente de programacao:
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< @ @ colab.research.google.com/drive/1ETgRKAN3_AHHLbizMwnuHA3dNImk53At#scrolTo=dwvD_ORBgoqE Q = % » 0 8 :

cO & PPL 02 - Chesf_Incéndio_florestal

B Comentdrio &% Compartilhar £ ﬁ
Arquivo Editar Ver Inserir Ambiente de execugdo Ferramentas Ajuda Todas as alteragoes forar

- + Cédigo + Texto v DR‘:‘C% A ~
Q Y [2] opt = linprog(c=obj, A_ub = membro_esq, b_ub = membro_dir, method = "revised simplex")
<ipython-input-2-@eefc28e12935:1: DeprecationWarning: ~method='revised simplex'” is deprecated and will be removed in SciPy 1.
{x} opt = linprog(c=obj, A_ub = membro_esq, b_ub = membro_dir, method = “"revised simplex™)
v
A ocBg U aE
[
L0 ot
message: Optimization terminated successfully.
success: True
status: @
fun: 3349.3333333333335
x: [ ©.000e+00 1.674666666666666750+00 0.000e+00]
nit: 2
<>
=
>}

~ 0s conclusdo: 00:45 ® X

Figura 4.7: valor 6timo de z e os resultados de cada z; € R.

Como atuamos computacionalmente no dominio dos ntimeros reais, obtivemos um
custo minimo, por hora, da operacao de combate fulminante a area florestal do complexo
hidrelétrico de Paulo Afonso, dado por 3349, 3333...35 =~ 3349, 33 reais, com x; = x3 =0
e xy = 1,67466...675 ~ 1,675. Contudo, como o modelo de PL do problema admite
apenas x; € Z,, ficamos com os valores factiveis desta iguaisa 21 =23 =0 e x93 = 2,

sendo o valor 6timo factivel de z, por hora, equivalente a:

Zstimo = 4000 reais.

Portanto, utilizando-se, a cada hora, de duas aeronaves classificadas por helicopteros
do tipo B, de médio porte para o combate aéreo a incéndios, a empresa tera percorrido
uma area total de 60 £m? no combate as chamas, ao fim de duas horas, e despendido oito
mil reais para tanto. Isso contemplaria minima e factivelmente a necessidade do complexo
hidrelétrico de Paulo Afonso diante do cenario acidental que poderia se materializar. Além
disso, quanto a designacao de pessoal que otimizou a operagao, teriamos designados quatro
pilotos de helicéptero, bem como quatro operadores de combate a incéndios através desta

aeronave, para a atividade em questao.
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Consideracoes finais

Apoés cada etapa do estudo que desenvolvemos, diversos aprendizados puderam ser
concebidos. A agao de pensar um problema de pesquisa e perseguir a(s) sua(s) possivel(is)
solugao(des), de fato, faz-nos sentir a inestiméavel sensagao racional da capacidade humana
de melhorar a nossa maneira de viver em sociedade.

Nessa perspectiva, trouxemos uma singela e significativa contribuicao para o cres-
cimento das melhores condicoes vida ao ser humano, especialmente, por meio da cha-
mada rainha das ciéncias: a Matematica. A partir das constantes e iniimeras situagoes-
problemas em que modelos matematicos de Programag¢ao Linear podem ser imbricados,
temos como atingir extraordindrias estratégias decisorias para o bem comum da relacao en-
tre individuos, grandes corporacoes empresariais, governos, etc, e nas multiplas dimensoes
da pessoa: fisica, intelectual, politica e economica, por exemplo.

Ao nos debrugarmos sobre o estudo do algoritmo Simpler - o que arrematou consigo
toda uma estrutura matematica necessaria para a sua criagao e implementacao -, trilha-
mos uma trajetoria que culminou no que intentavamos: modelar e solucionar Problemas de
Programacao Linear reais, cuja motivacao e implementacao fossem destacadamente rele-
vantes. Com efeito, os resultados que obtivemos servirao ao publico alvo da investigacao
concretizada. A Chesf, agora, passard a ter respostas fundamentadas cientificamente
para indagacoes que venham a surgir em torno do que abordamos no Capitulo 4 desta
dissertacao.

Com respeito ao nivel de abrangéncia do conhecimento matematico do método Simplex
como ferramenta protagonista na resolucao de PPLs, notamos que é estritamente plausivel
inclui-lo em pesquisas futuras desenvolvidas por mim junto a meus alunos de graduacao,
no curso de Engenharia Elétrica do IFBA, campus Paulo Afonso, vislumbrando, alias,
parcerias técnicas entre a instituicao de ensino em questao e empresas da regiao, assim

como com a prefeitura da cidade, através de projetos socioeconomicos voltados ao pequeno
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e médio empreendedor.

Para esse conjunto de estudantes da Engenharia Elétrica, ver e executar as aplicagoes,
por exemplo, de tépicos da disciplina de Algebra Linear, usando-se programagao linear,
imbricarao grande fascinio aos discentes, uma vez que, nao raramente, costumo ouvir
comentarios sobre a auséncia de aplicagoes ao dia a dia de tal componente curricular.
Evidentemente, nao que tenhamos que produzir Matemaéatica puramente pelo seu papel
utilitario - se assim o fosse, muitos dos conhecimentos que temos hoje, de fato, nao
existiriam nem muito menos as descobertas de suas aplicacoes -, senao que, sempre que
possivel, materializemos o poder tecnolégico da praxis matemaética.

Em paralelo, quanto ao Ensino Bésico, com o qual também lido, especificamente com
o Ensino Médio Integrado a Cursos Técnicos, hé trataveis maneiras de implementar o
estudo do algoritmo Simplez, claro, inicialmente em abordagem menos densa e progres-
sivamente aprofundada, tal qual realizamos quando lecionamos topicos de Olimpiadas de
Matematica. Dessa forma, através de projetos de pesquisa, bem como de extensao, os
espacos para a fomentacao da Pesquisa Operacional podem ser paulatinamente consu-
mados. Ademais, em uma rapida busca em plataformas de pesquisa por informacoes,
encontramos diversas experiéncias exitosas da insercao de estudos introdutoérios, inter-
mediarios e inicialmente avancados em PO na Educacao Basica, no Brasil e no mundo.
Em especial, isso se estabeleceu a partir do assunto de Matematica Bésica chamado de
Sistemas de Equacoes Lineares, que fornece os alicerces de conhecimento para o tema.

Finalmente, no uso das minhas tltimas palavras, estando inteiramente alinhado com
o trabalho de pesquisa que deflagramos, enfatizo uma asseveracao, proferida e registrada,
do maior matematico de todos os tempos, como muitos assim o consideram, Leonhard
Euler (1707-1783), qual seja: Como o tecido do universo é o mais perfeito e fruto do
trabalho do mais sdabio Criador, nada acontece no universo sem que alguma lei de mdzrimo

€ Minimo apareca.
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