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Resumo

Esta dissertacao tem como objetivo principal demonstrar o Teorema de Ernesto Cesaro, o
qual afirma que, a probabilidade de escolher dois nimeros primos entre si, aleatoriamente,
no conjunto dos inteiros positivos é igual a ;_32, utilizando as fungoes p de Mobius e ¢ de
Euler. Além disso, realizaremos um estudo detalhado sobre fun¢oes aritméticas, abordando
o produto de Dirichlet para funcoes aritméticas e utilizaremos esse resultado para provar

de forma facil a férmula da inversio de Mobius.

Palavras-chaves: Funcoes Aritméticas, Produto de Dirichlet, Teorema de Cesaro.



Abstract

In this dissertation has as main objective to demonstrate Ernesto Cesaro’s Theorem, which
states that the probability of choosing two prime numbers among themselves, randomly,
in the set of positive integers is equal to =t using the Mobius p and Euler ¢ functions. In
addition, we will carry out a detailed study of arithmetic functions, covering Dirichlet’s
product for arithmetic functions and use this result to easily prove the Mobius inversion

formula.

Key-words: Arithmetic Functions, Dirichlet’s Product, Cesaro’s Theorem.
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1 Introducao

A teoria dos niimeros é o ramo da matematica pura que se preocupa com o estudo
de propriedades relativas aos numeros inteiros. No campo da teoria dos niimeros muitos
problemas podem ser facilmente compreendidos, mesmo por pessoas que nao trabalham
diretamente com matemadtica, entretanto, alguns destes sdo extremamente complicados
de resolver, tanto que muitos problemas em aberto na atualidade provém desse ramo da
matematica, o mais famoso deles ¢ a hipotese de Riemann.

As fungoes aritméticas sao objetos de estudo da teoria dos nimeros. Elas sao defini-
das no conjunto dos niimeros inteiros positivos e assumem valores reais ou complexos. As
funcoes aritméticas tém aplicagoes em combinatéria, contagem, teoria das probabilidades
e andlise, nas quais elas surgem como coeficientes das séries de poténcias. Além disso,
ha uma diferenca entre esse tipo de fun¢oes com as fungoes tipicas, pois, geralmente nao
podem ser descritas por uma simples expressao.

Esta dissertacao estd organizada em quatro partes. Na primeira parte, intitulada
'"Resultados Preliminares", definimos os principais termos utilizados ao longo deste tra-
balho e apresentamos resultados basicos sobre niimeros binomiais e divisibilidade. Além
disso, estudamos sequéncias e séries numéricas, em especial, a série de Taylor. Essa abor-
dagem sera importante para compreensao de alguns teoremas que iremos demonstrar ao
longo deste trabalho.

Na segunda parte, intitulada "Fungoes Aritméticas", descreveremos as propriedades
e teoremas referentes as fungoes 1 de Mobius e ¢ de Euler que informa a quantidade de
numeros primos entre si menores do que um numero n dado. Além disso, enunciaremos e
demonstraremos uma notavel férmula que relaciona estas duas fungoes.

Na terceira parte, intitulada "O Produto de Dirichlet de Funcoes Aritméticas",
utilizaremos a multiplicacao de Dirichlet para provar a férmula da inversao de Mdbius.
Nesta parte ainda sao apresentadas as fungoes aritméticas A de Magoldt, A de Lioville e
a funcao divisor o. Além disso, mostraremos que muitas funcoes aritméticas possuem a
propriedade multiplicativas e faremos uma generalizagdo para o produto de Dirichlet.

E finalmente, na quarta parte, intitulada "O Teorema de Ernesto Cesaro", utilizando
as fungoes p de Mobius e ¢ de Euler, mostraremos que a probabilidade de escolhermos,
aleatoriamente, dois inteiros primos entre si no conjunto dos inteiros positivos é igual a

6 )
—- Este resultado é conhecido como o Teorema de Cesaro.
T
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2 Resultados Preliminares

Nesta secao enunciaremos alguns resultados que serao de grande valia para melhor

compreensao deste trabalho.

2.1 Ndmeros binomiais

Definicao 2.1. Chamamos de nimero binomial ou coeficiente binomial, o nimero de
modos de escolher p dentre n objetos, com p < n. Podemos representar o nimero binomial

da sequinte forma:

pln—p)! p!

(n) n! nn—1(n-2)---(n—p+1)

Exemplo 2.1.

6 6! 6-5
(4) A6 —4) 2

Proposicao 2.1. Se p e n sao numeros inteiros nao negativos, com p < n, entao

()= (.2)

Demonstragao: Sejam p e n sdo ntmeros inteiros ndo negativos, com p < n. Pela

()=

definicao 2.1, temos

Exemplo 2.2.

2.2 Binomio de Newton

Antes de enunciarmos o Teorema do Binémio de Newton, iremos demonstrar a

Relagao de Stifel que serd utilizada na demostracao do mesmo.
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Teorema 2.1. (Relagcao de Stifel) Sen e p sGo nimeros inteiros nao negativos com p < n,

()62 -65)

Demonstragao: Sejam n e p s@o numeros inteiros nao negativos com p < n. Pela

entao

definicao 2.1, temos

n n n! n!
<p> " <p+ 1) ~ pl(n —p)! " (p+Dn—p—1)
nl(p+1) +nl(n —p)
(p+ D!(n —p)!
nl(n+1)
(p+ Dl(n —p)!
(n+1)!
C(p+D!n+1—(p+1)!

B n—+1
S \p+1)

Problema 2.1. Dada a sequéncia de niumeros inteiros

-
e ) ) e

2
Mostre que a,, = (n;— )

Solucao: Para n = 1 a propriedade é verdadeira, pois
142 3 2
a1 = = — .
' 3 3 2
Suponhamos que a propriedade seja valida para algum n € Z ., ou seja,
(2 n 3 4oy n+1\  (n+2
“=\2) T \2 o )=\ 3 )
Mostraremos que a validade de n implica na validade de n + 1. Logo,
(2 . 3 T n+1 n n+ 2
1= 12) " \2 2 2

2 2
= (n—;’— ) + (n; ) (usando a Relagao de Stifel)

(49
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Portanto, mostramos, por inducao, que a propriedade é valida para todos os inteiros

positivos.

Depois de provar a validade da Relagao de Stifel, vamos enunciar e demonstrar, a

seguir, o Teorema do Bindémio de Newton.

Teorema 2.2. (Binomio de Newton) Se a e b sGo nimeros reais e n € um nimero inteiro

positivo, entao

oy =3 (e

p=0 p

Demonstragao: Vamos demonstrar essa propriedade por indugao matematica. Para

n = 1 a propriedade é verdadeira, pois,

' /1 1 1
a+b=(a+b)1=2<p>a1‘l’bp: (O)a1—°b0+<1>a1—1b1:1-a-1+1-1-b:a+b.

p=0

Suponhamos entao, a validade da propriedade para algum ntimero inteiro positivo n. Mos-

traremos que a validade de n implica na validade de n + 1. Assim,

(a+b)"* = (a +b)(a+b)"

_ n n n n—1 n n—232 n n—1 " n
= (a+10) [((])a + <1>a b+ <2>a b+ (n_l>ab + <n>b ]
<n>a”b+---+ <n>ab”+ <n>a"b+ <n>a”_1b2 g <n>bn+1
1 n 0 1 n
Y\ ng1 n Y| n " L R PR
_ b+ .- b b
<0>a +[ 0>+<1>1a " +Kn—1>+<nﬂa +<n>
1 1 1
_ (" a4 n ab+ n av 4+ nr ab”™ + " bt
0 1 2 " "
1 1 1 1
_ n+ a4+ n+ a’b4 -+ n+ ab™ + nt ptt

ntl (n +1

:p;p

Portanto, por inducao matematica, a propriedade é valida para todo ntiimero inteiro po-

sitivo.

Problema 2.2. Determine o desenvolvimento de (z + 2)*.
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Solucao: Utilizando o teorema do Bindmio de Newton temos,

(@2t — 3 @ oy

p=0

4 460 4 391 4 262 4 193 4 064
= 2 2 2 2 2
<O>:c —|—<1>x + 9 x72" + 3 x 2"+ A x

= 2% + 823 + 2422 + 322 + 16.

2.3 Divisibilidade

Definicao 2.2. Se a e b sdo numeros inteiros, dizemos que a divide b, e denotamos por
a | b, se existe um niamero inteiro ¢ tal que b = ac. Caso o inteiro ¢ ndo exista, dizemos

que a nao divide b, em simbolos a 1 b.

Proposicao 2.2. Se a, b e ¢ sao nimeros inteiros tais que a | b e b | ¢, entdo a | c.

Demonstragdo: Como a | be b | ¢ existem niimeros inteiros ¢; e ¢y tais que b = aqy
e ¢ = bgy. Fazendo a substituicao de b = aq; em ¢ = bgy, temos que ¢ = aq1q2 = a(q1q2) e

portanto a | c.

Exemplo 2.3. Como 5| 20 e 20 | 100, entdo 5 | 100.

Proposicao 2.3. Se a,b,c,x e y sao nimeros inteiros, tais que ¢ | a e ¢ | b entdo
c | (ax £ by).

Demonstragdo: Como ¢ | a e ¢ | b existem ntimeros inteiros ¢; e go tais que a = g¢y¢
e b = @oc. Fazendo a multiplicagdo das duas equagoes anteriores, respectivamente, por x
e iy obtemos ax = ¢qycx e by = gacy. Agora, somando ou subtraindo membro a membro as
equagoes que foram multiplicadas teremos ax + by = qicx + gacy = c(q1x £ ¢2y). Logo,
c| (ax £ by).

Exemplo 2.4. Como 5|15 e 5|25, entdo 5| 1512+ 25 17.

Antes de introduzirmos o chamado algoritmo da divisao euclidiana vamos mostrar
uma propriedade denominada Teorema de Fudoxius que sera utilizada na demonstracao

do algoritmo da divisao de Euclides.
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Teorema 2.3. (Teorema de Eudoxius) Dados a, b nimeros inteiros, com b # 0, eziste
um numero inteiro q tal que:
1) para b > 0,

gp<a<(qg+1)

2) para b < 0,
gb<a<(qg—1)0b.

Demonstragao: Sem perda de generalidade, vamos considerar o caso em que a > 0
e b > 0. A demonstragao dos demais casos se faz de maneira andloga.
Sejam a e b nimeros inteiros tais que a > 0 e b > 0. Dessa forma, temos duas possibili-
dades, a = ¢1b ou a # ¢1b, para algum ntmero inteiro ¢;. Se a = ¢1b, ndo ha nada para
mostrar. Suponhamos entdao que a # ¢1b. Desse modo, existe um menor nimero inteiro
¢ tal que a < ¢b, logo (¢ — 1)b < a, pois caso contrario, teriamos um absurdo, pois ¢
¢ o menor inteiro que isso acontece. Logo, concluimos que (¢ — 1)b < a < cb. Fazendo

q=c—1, temos que ¢gb < a < (¢+ 1)b.

Exemplo 2.5. Sendo a =13 e b =6, devemos tomar q = 2, assim

2:-6<13<3-6.

Sendo a =19 e b = —4, devemos tomar q = (—4), assim

(—4) - (~4) <19 < (=5) - (~4).

2.4 Algoritmo da divisao euclidiana

Teorema 2.4. Dados a e b nimeros inteiros, com b # 0, existe um unico par de nimeros

inteiros q e r tais que a = gb+1r, com 0 < r < |b].

Demostragao: Suponhamos primeiro que b > 0. Pelo Teorema de Eudoxius existe
um numero inteiro ¢ tal que ¢b < a < (¢ + 1)b, o que implica em 0 < a — gb < b. Fazendo
r = a — ¢gb, temos que 0 < r < b. Suponhamos agora que b < 0, assim, —b > 0. Logo
existem ndmeros inteiros ¢ e r tais que a = ¢(—b)+r, com 0 < r < —b = |b|. Dessa forma,
mostramos que existem os inteiros ¢ e r. Mostraremos agora que eles sao tinicos.

Suponhamos por absurdo que a = gb +r = ¢1b + r1, sendo ¢; e r; nimeros inteiros com
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0<r<|be0<r <|bl. Como, gb+r = ¢:b+ 1 temos que b(¢ —¢1) = r; —r. Como
r,r1 < |b], temos que |r — ry| < |b|. Se ¢ # q1, entdo |¢ — 1| > 1. Desse modo,

o] < [b] - lg — @] = [re = r[ < [b].

Mas, isso é absurdo. Portanto temos que ¢ = ¢ e r = 77.

2.5 0O maximo divisor comum

Definicao 2.3. O mdzimo divisor comum de dois inteiros a e b, nao ambos nulos, deno-

tado por (a,b), é o maior inteiro que divide a e b.

Teorema 2.5. Se d = (a,b), entao existem inteiros x ey tais que d = ax + by.

Demonstragao: Seja A = {ax+by;z,y € Z}. Este conjunto possui nimeros negati-
vos, positivos e o zero. Escolheremos z e y inteiros de modo que f = ax + by seja o menor
inteiro positivo pertencente ao Conjunto A. Iremos mostrar que f | a e f | b. Suponhamos
por absurdo que f 1 a, assim pelo algoritmo da divisao de Euclides existem os inteiros g e r
taisquea =qf+rcom0 <r < f.Mas, r =a—qf =a—qlax+by) = (1 —qx)a+(—qy)b.
Esse resultado mostra que r € A, absurdo, uma vez que 0 < r < f e f é o menor elemento
positivo do conjunto A. Dessa forma, concluimos que f | a. De maneira andloga, mostra-se
que f | b.

Sendo d o maximo divisor comum de a e b, existem inteiros q; e ¢, tais que a = ¢1d
e b= qd, logo, [ = ax + by = q1dx + qdy = d(q1x + ¢2y), o que implica que d | f.
Dessa forma, temos que d < f (ambos positivos) e como d < f é absurdo, uma vez que

d = (a,b), concluimos que d = f = ax + by.
O

Vale ressaltar que a reciproca do teorema anterior nao é valida, vamos ilustrar isso

com um contra-exemplo. De fato, 5(—2) + 3(4) = 2, porém o (5,3) =1 # 2.

b
Teorema 2.6. Se (a,b) = d, entao (Z, d) =1.

b
Demonstracao: Suponhamos por absurdo que <Z, d) = f > 1. Pelo teorema 2.5,
existem x,y € Z tais que %x + gy = f. Multiplicando a tltima igualdade por d, obtemos

ax 4+ by = df, o que implica que (a,b) = df > d, absurdo. Portanto, (2, Z) = 1.
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12 18
Exemplo 2.6. Como (12,18) = 6, temos que ( >

66
2.6 O Teorema Fundamental da Aritmética

Definicao 2.4. Um numeron € Z,n > 2 € primo se possui apenas dois divisores inteiro

positivo, 1 e ele mesmo. Caso contrdrio, definimos n como sendo composto.

Teorema 2.7. Todo niumero inteiro positivo n > 1 ou é primo ou Se escreve de modo

inico (a menos da ordem dos fatores) como uma multiplicacao de fatores primos.

Demonstragao: Sen = 2 nao ha nada para provar, pois 2 ¢ um niimero primo. Seja
n > 2, suponhamos o resultado valido para todo inteiro positivo menor do que n e vamos
provar que vale para n. Se n for primo, a propriedade estard demonstrada. Suponhamos,
entdo que n seja composto. Assim, existem numeros inteiros positivos n; e ny tais que
n =mning, coml <n; <nel < ny <n.Pelahipdtese, existem niimeros primos pi1ps - - - P
€ 1G2 - - - qu tais que ny = p1pa -+ P € N2 = q1ga2 - - - qi. Portanto, n = pips - - prq1ga - - - qu-
Provaremos, agora, a unicidade. Suponha que tenhamos n = p1ps -+ - pr = q1¢2 - - - q;, onde
08 p; € 0s ¢; sao nimeros primos. Como py | ¢1¢2 - - - ¢; ele divide pelo menos um dos fatores
¢;. Sem perda de generalidade podemos supor que p; | ¢;. Como p; e ¢; sao ambos primos,
concluimos que p; = ¢;. Assim, o P2 Pk = q2---q. Dessa forma, 1 < n < n, mas

D1 P1
a hipotese nos afirma que essas fatoragoes sao idénticas a menos da ordem e, portanto,

k=I.

Teorema 2.8. Dados dois inteiros positivos a,b que possuem fatoracoes

J k
o .
a = sz'za b= sz‘z
i=1 i=1
entao
l
o
(CL, b) = szl
i=1
onde ¢; = min{a;, 5;}, i € Zy..
Demonstragao: Para que um produto de fatores primos seja um divisor comum
é necessario que nenhum expoente ¢; de p; seja superior a «; e nem a [;. Entretanto,

queremos o maior dos divisores positivos, logo, para isso, tomaremos c¢;, 0 menor nimero

entre a; e f3;.
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Problema 2.3. Mostre que a sequéncia de nimeros primos é infinita.

Solugdo: Suponhamos, por absurdo, que a sequéncia dos nimeros primos € finita, seja
P1, D2, - - -, Pr todos os nimeros primos. Consideremos o niimero n = pips - - - pr + 1. Note
que o numero n nao ¢ divisivel por nenhum p;, j = 1,2,...,k da nossa lista, pois se
isso acontecesse p; | 1, o que seria absurdo. Além disso, n > p;, logo pelo Teorema
Fundamental da Aritmética, ou n é primo ou é composto por um produto de nimeros
primos, isso implica na existéncia de um primo que nao esta em nossa lista. Portanto, a

sequéncia de nimeros primos deve ser infinita.

Proposicao 2.4. Sejam m,n nimeros inteiros positivos tais que (m,n) = 1. Entdo se d
¢ um divisor positivo de mn, existe um unico par de numeros inteiros a,b divisores de m
e n, respectivamente, tais que d = ab. Reciprocamente, se a e b sao divisores positivos de

m e n, respectivamente, entao d = ab é um divisor positivo de mn.

Demonstragao: Utilizando o Teorema Fundamental da Aritmética, escreveremos

m e n em suas formas fatoradas. Assim,

J ni n2

m=p{py? - plt e n =gy gt

Note que p, #qs, 7 =1,2,...,jes=1,2,..., k, pois o (m,n) = 1. Logo, a fatoragdo do
produto mn sera,
mn = pitpy? - pil et gt
Desta forma, se d > 0, d | mn, entao
d=pps? - plal ds - -y,
com, 0<a,<m,, r=1,2,...,7¢e0< 8, <ng, s=1,2,... k.

Definimos

eb=qr"a" g

0102 aj
a=p1y P” " Dj

E facil ver que (a,b) =1 e ab=d.
Vamos mostrar a reciproca, para isso, consideremos a, b > 0 divisores de m e n, respecti-

vamente. Assim,

a=pips?--py, 0<a, <my, r=1,2,...,]

bZQ?lquqifka OSBSSTLS, 821,2,...,]{5.
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Portanto, fica evidente que o ntimero,

d=p'ps e g g

é tal que d | mn.

O

Exemplo 2.7. Sendo m = 45 e n = 56, temos que (45,56) = 1. Um divisor positivo d
de 45 - 56 = 2520 pode ser expresso por d = 2% -3°-5°- 7% coma =0,1,2,3,b=0,1,2,
c=0,1ed=0,1. Tomando d, = 3°-5° e dy = 2* - 7%, temos que d, | m e dy | n. Em
particular, se d =5 - 2* = 40, temos que d | 2520, onde d; = 5 | 45 e dy = 2° | 56.

2.7 Parte inteira de um ndmero real

Definicao 2.5. A parte inteira de um nimero real x é o maior inteiro que ndo é maior

do que x. A parte inteira de x serd denotado por |x|.

Defini¢ao 2.6. A parte fraciondria de x serd denotado por {x} e definido por {z} =
r —|xz].
Teorema 2.9. Sejam x e y numeros reais, entdo
(a) || <z < |z|+1.
(b) lx+m| = |z|+m, meZ.
(c) ] + |y < lz+y] <o)+ ly] +1.
T T
(d) \‘LJ :{mJ,S€m€Z+

m

- ni ., . . . ~

(e) se nya € Zy, a < n, entdo |—| € o numero de inteiros entre 1,2,...,n que sdo
a

divisiveis por a.

Demonstragdo: Ositens (a) e (b) sdo consequéncias imediatas da definigao de parte
inteira de um nimero real.
Parte (c):

L] + Ly < =] + [y] + =} +{y}]
= [lz] + [y) +{=} +{y}]
= |z +y].

Como {z} + {y} < 2 temos que [{z} + {y}| < 1. Assim,

[z +y] = |z] + ly] + [{z} + {y}]

<lz]+ |y +1.
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Parte (d): Seja |x] = gm + 7, com 0 <7 < m. Assim,

-5
Como, 0 < {z} < 1, temos

i—at th{x}J _ {qm+r+{x}J _ {Lxﬁ{x}J _ M

m m m

Parte (e): Sejam a, 2a, ..., ka todos os inteiros positivos menor do que ou igual a n que sdo

divisiveis por a. Assim,

ka<n<(k+la = k<” <k+1
a

— k_m

a

2.8 Sequéncias numéricas

Uma sequéncia de ntimeros reais é uma fungao que associa a cada nimero inteiro
positivo n, um nimero real x,,. O nimero x,, serd denominado o n-ésimo termo da sequén-
cia. Para indicar uma sequéncia utilizamos (x,)nez, , ou simplesmente (z,,).

A seguir, definiremos o que vem a ser o limite de uma sequéncia numérica.

Definicao 2.7. Dizemos que o nh_)r{)loxn = L seVe > 0, 3 Ny € Z, tal que n >
Ny implica |z, — L| < e.

E importante salientar que |z, — L| < € se, somente se, L —e¢ < x, < L+ ¢ O
|z, — L| < € significa que a distdncia de x,, a0 ntimero positivo L é sempre inferior a e.
Essa ideia é de extrema importancia na demonstracao de alguns teoremas nessa parte da

matemaética.

Definicao 2.8. Se o ILm x, = L, dizemos que (x,) é convergente. Caso contrdrio, a
n o0
sequéncia serd divergente.

1
Exemplo 2.8. A sequéncia x, = — € convergente, pois h_r)n x, = 0. De fato, dado € >0
n n o0

1 .
queremos que |x, — 0] < €. Tomemos n > —, assim, uma vez firado Ny € Z, tal que
€

1
No > —, temos |z, — 0| < €, para n > Ny.
€

Definicao 2.9. Dizemos que o Jgrroloxn = o0 se VA € R, 94 Ny € Zy tal que n >
Ny implica x,, > A.
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Definicao 2.10. Dizemos que o nll_{goxn = —o00 se VA € R, 4 Ny € Z, tal que n >
Ny implica x, < A.

As definigoes 2.9 e 2.10, nos dizem que a sequéncia x,, é divergente. Uma sequéncia

também sera divergente se, o ILm T, NAo existir.
n o

Definigao 2.11. Uma sequéncia (x,) € limitada superiormente se existir um nimero A
tal que x, < A, Vn € Z, e, serd limitada inferiormente se existir um nimero A’ tal que
r, > A, ¥n € Z,. Além disso, dizemos que (x,) € limitada se for ao mesmo tempo,

limitada inferiormente e superiormente.

Teorema 2.10. Se (z,,) € uma sequéncia convergente, entio (z,,) € limitada.

Demonstragao: Seja o nh_}rgo x, = L. Tomando ¢ = 1, temos que 4 N € Z, tal que
n > N implica |z, — L| < 1. Sejam x,y o maior e o menor, respectivamente, elemento
do conjunto X = {x1,29,...,2n,L — 1, L 4+ 1}. Todos os termos da sequéncia x,, estao

contidos no intervalo I = [z, y|. Portanto, x,, é limitada.

Exemplo 2.9. A sequéncia x,, = n nao é convergente, pois ndo ¢ limitada.

Defini¢ao 2.12. Dizemos que uma sequéncia (x,) serd mondtona
(1) crescente: se T, < Tpiq.

(2) decrescente: se x, > Tpy1.

(3) ndo-decrescente: se T, < Tpyq.

(4) ndo-crescente: se xp, > Tpi.

Definicao 2.13. Dado um conjunto X C R limitado superiormente e nao-vazio. Dizemos
que um numero y € R € o supremo de X quando y é a menor das cotas superiores. Mais
precisamente, y serd o supremo de X quando

(1)Vr € X, tem-se x < y;

(2) se b <y entdo existe v € X tal que b < x.

O supremo do conjunto X serd denotado por y = sup X.

Teorema 2.11. Se (x,,) € uma sequéncia mondtona e limitada, entao (x,) é convergente.

Demonstragdo: Sem perda de generalidade, suponhamos a sequéncia (x,) moné-
tona nao-decrescente e limitada. Assim, o conjunto X = {x1,xs,...,Zp,...} possui um
supremo. Seja r = sup X, afirmamos que o nhﬁngo x, = x. De fato, dado € > 0, o nimero
x — € nao é cota superior de X. Logo, deve existir um k£ € Z, tal que z — e < z; < .

Portanto, n > k implica em x — € < z, < z,, < x + €, dessa forma, li_)m Ty = .
n [o.¢]
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O

N 1 -
Exemplo 2.10. A sequéncia x,, = — € convergente. De fato, x,, > x,.1, logo a sequéncia
n

T, € mondtona decrescente, portanto, mondtona. Além disso, 0 < x, < 1, Vn € Z,.

Portanto, pelo teorema 2.11, x, é convergente.
Teorema 2.12. Se (z,) e (yn) sdo sequéncias convergentes, entio
(@) Jim (@ +yn) = lizg, @0 + g g

(b) i @nyn = liwg o - lim g

1 1
(c) lim — = — , lim y, # 0.
o0 Y 7}113)10 Yn "
im x,
(d) lim In _ nooo lim vy, # 0.
n—oo . lim yn’ n—oo 7"
n—oo

Demonstragao: Sejam o nh_}rgo T, =11 ¢ 7}1—{20 Yn = Lo.

Parte (a): Se o lim z, = Ly, entao Ve > 0, IN; € Zy talquen > Ny — |z, —L1| < €/2.
De maneira andloga, AN, € Z, tal que n > Ny = |y, — La| < €/2. Seja N =
max{Ny, No}. Assim, n > N = n > Ny e n > Ny. Logo, |(x, + yn) — (L1 + L)| =
|(@n = L1) + (yn — L2)| < |20 — L] + Yo — L2| < €/2+¢/2 = €. Portanto, lim (2, + y,) =
B

Parte (b): Primeiramente, pelo teorema 2.10, x, < k, Vn € Z,, k € R. Agora, se o
nh_}rgoxn = Ly, entdao Ve > 0, IN; € Z; tal que n > Ny = |z, — L1| < €/2|Ls|.
De maneira andloga, 3N, € Z, tal que n > Ny = |y, — La| < €/2k. Seja N =
max{ Ny, No}. Assim, n > N = n > Ny e n > Ny. Logo, |x,y, — L1Ls| = |zpy, —
TpLo+1,Lo— Ly Lo| < |TnYn —TnLo|+ 2wy Lo — LiLo| < |w,|- |y — Lol +|La| |z, — L1] < €.

Portanto, nlgr&) TpYn = lim x, - lim y,.

n—oo n—oo
L
Parte (c): Como nh_)r{.lo Yn = Lo # 0, AN, € Z tal que |y,| > |22‘, n > N;. Também, dado
L 2

e > 0,IN, € Z, tal que |y, — Lo| < | ol 6, se n > Np. Tomando, N = méxz{Ny, Na},
obtemos I I

1 1 n — 2|y, —

7_7:’3/ 2|§ v 22‘<e,sen>N.

Yo La|  |yal - |Lo] |Lo|

1

Portanto, lim — = — .

Parte (d): A demonstracao dessa parte segue diretamente, aplicando as partes (b) e (c).

O

Teorema 2.13. (Teorema do Confronto) Sejam (x,,), (yn) € (z,) sequéncias tais que x,, <

Yn < Zpn, para todon € Z,. Se o nlgr;() T, = nlg& z, = L, entdo nlgg() Yn = L.
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Demonstragao: Se o nh_}rgo x, = L, entdo Ve > 0, AN, € Z, tal que n > N, —
L—e < x, < L+e¢. De maneira andloga, 3N, € Z, talquen > Ny = L—e < 2z, < L+e.
Tomamos N = méaz{Ny, Na}. Assim, para n > N temos que L —e¢ < z, < L+¢€e
L—e<z,<L+e Logo, L —e<ux, <y, <z, <L+ e Portanto, nli_g)loyn:L.

. n!
Problema 2.4. Mostre que a sequéncia x, = — € convergente.
n

n!
Solucao: Note que a sequéncia x, = v >0, Vn € Z,. Por outro lado, temos que

n! mok
priall § s
k=1
k
Como — <1, k<n, ke€Z,, temos

n
! ko1
niznfgf.
n"tooamnon

. 1 . : .
Sejam y, =0e 2z, = —,Vn € Z,. Assim, lim y, =0e lim z, = 0. Como y, < x, < z,,
n n—00 n—00
concluimos pelo teorema do confronto que h_)m r, = 0 e, portanto, a sequéncia z, €
n o0

convergente.

2.9 Séries numéricas

oo
Dada uma sequéncia (zy), chamamos de série a soma Z Tp=x1+x2+ax3+ -+
k=1
o n
Definicao 2.14. Seja a série Z xg. Definimos como soma parcial desta série o Z Tk
k=1 k=1

n
Se o li_>m Z x}, existir, diremos que a série é convergente. Caso contrario, diremos
n oo
k=1
que a série é divergente.

Teorema 2.14. (Teste da comparagcio) Sejam Z Ty € Z Y Séries de temos nao-neqativos.
k=1 k=1

[e.e]
Se existem x > 0 e Ny € Zy tais que xp, < zyi, Yk > Ny, entdo a convergéncia de Zyk
k=1

o0 o0 o0
implica a de Z Tk, enquanto a divergéncia de Z xy tmplica a de Z Yk -
k=1 k=1 k=1
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Demonstragao: Suponhamos, sem perda de generalidade, que z; < xy, Vk € Z, .

Dessa forma, as somas parciais sy € ty, de Z e Z Yk, respectivamente, formam sequén-
k=1 k=1
cias nao-decrescentes tais que s, < wtg, Vk € Z,. Como z > 0, (fx) sendo limitada

s
implicara em (s;) limitada e (s;) ilimitada implicard em (¢;,) ilimitada, pois —= < t.
T

n
3n+1

Problema 2.5. Mostre que a série Z <

n
) ¢ convergente.
n=1

n " n\"
Solugdo: Sejam x,, = < ) e Yy = <> , duas séries de termos positivos, assim,

3n+1 3n
Tn < Y, 0 que implica em Z T, < Z Yn. Mas,
n=1 n=1
Su-S 0
n=1 n=1 3 2
[ee] [e.e]

Logo, o Z yn € convergente. Portanto, pelo teste da comparagao, o Z T, também serd

n=1 n=1
convergente.
oo o0
Definigao 2.15. Uma série » _ xy, diz-se absolutamente convergente quando »_ |zy| con-
k=1 k=1

verge.

Teorema 2.15. Toda série absolutamente convergente é convergente.

o0

Demonstracdo: Como 0 < zj, + |zg] < 2|zx| e como 2 |zy| é convergente, pelo
k=1

[e.e] [e.e]

teorema 2.14, 0 Y _ (x4 + |zx|) converge por ser séries de termos positivos. Assim, » | zy =
k=1 k=1

oo o0

> (wk + |zk]) = D 2| que é uma diferenca de séries convergentes, o que implica que o

k=1 k=1

oo

Z x) é convergente.

k=1

U

Teorema 2.16. (Teste da Integral) Suponha que f seja uma fung¢do continua, positiva e
o0

decrescente no intervalo [1,00) e seja y, = f(n). Entdo, a série >y, € convergente se,
n=1

somente se, a integral imprépria/ f(z)dz converge. Ou seja,
1

1) se/ f(z)dz converge, entdo »_ vy, converge.
1

n=1

2) Se /Oo f(x)dx diverge, entdo » _ yy.
1

n=1
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Demonstracao: Sejam f uma fungao decrescente no intervalo [1,00) e y;, i = 2,3,...,n
as areas dos retangulos de base igual a 1 e altura y;. Isto é, f(i) = y;. Assim, comparando

as areas desses retangulos com as drea sob o grafico de y = f(z) de 1 até n,temos

potyst oty < [ f@)do. (2.1)

Note que, ao invés de comegarmos na extremidade i = 2, comegarmos na extremidade

1 =1, teremos

/1 f@)de <yr+y2 +ys+ -+ Yoot (2.2)

1) Se / f(z)dx for convergente, entao (2.1) fornece
1

Zyi < /nf(x)dx < /Oof(m)dx
i=2 1 1
uma vez que f(z) > 0. Portanto,
se=m 4> u < +/1 flz)dz = A.
i=2

Como s, < A para todo n € Z,, temos que, a sequéncia (), ¢ z, ¢ limitada superior-
mente. Além disso,
Sn+1 = Sp + Ynt1 > Sn,

uma vez que f(n+1) = y,4+1 < 0. Logo, a sequéncia (s, ), ¢ z, ¢ crescente e limitada, mas,
(o]

pelo teorema 2.11 temos que (s,), ¢ 7z . € convergente. Portanto, Z Yn € convergente.
n=1

2) Se f(x)dx for divergente, entao / f(x)dx tende para infinito quando n tende para

infinito, pois f(z) < 0. Entretanto, (2.2) nos dé que

n n—1
J @)de < Y g = s
i=1

e, dessa forma, s,,_; tende para infinito. Isso implica que s,, tende para infinito. Portanto,

Z yn € divergente.

n=1

> 1
Problema 2.6. Mostre que a série Z — € convergente.
—n

© 1
Solugdo: Vamos mostrar que / —dx ¢ convergente e, isso implicard, pelo Teste da In-
1
o0
tegral, na convergéncia da série Z —-
n=1
o 1 ) m 1 I N .o -1 1 1
Jo = i, [ e = i = i g =g
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2.10 Série de Taylor

Vamos supor que uma dada funcdo f pode ser representada por uma série da

seguinte forma:

f(l’) = i yk<l’ — ZEo)k = Yo + y1<l’ — ZE()) + yg(l‘ — 130)3 + -+ yk(x — l’())k + - (23)
k=0

Fazendo x = z na expressao anterior, obtemos f(zg) = yo.

Agora, efetuando a primeira derivada na funcao (2.3), temos
f(x) = g1 + 2ua(z — 20) + Bys(x — x0)? + - + kyp(z — 20)* 1 + -+ . (2.4)

Substituindo, # = zy na expressao (2.4), encontraremos f'(xg) = y;.

Efetuando mais uma derivada na fungao (2.4), obtemos

f(x) = 2ya +3 - 2ys(2 — mo) +4 - 3ya(w — w0)® + - + k(k — Dyp(z — 20)" 2 +--- .
(2.5)

Fazendo a substituicdo x = xg, encontraremos f”(xq) = 2ys.
Vamos aplicar esse procedimento mais uma vez. Assim, a derivada da funcao (2.5)

ficara
() =3-2ys+4-3 - 2ys(x —20) + - + k(k — 1) (k — 2)yp(z — 20)" > +--- . (2.6)

E, fazendo a substitui¢ao de x = x¢ em (2.6), obteremos f"(zq) = 3 - 2y3 = 3lys.

Se continuarmos a efetuar as derivadas e substituir x = zy em todas elas, obteremos

f(k') (z0)

fP (o) = Mlye =y = =

Agora, fazendo uso do resultado anterior para yy, e substituindo em (2.3), ficaremos

com

£ (2,
)=S0 L)

|
i K
A expressao que acabamos de encontrar é denominada de série de Taylor da funcao

f em torno de xy. Fazendo xy = 0 na série Taylor, temos

) =3 Pt

Esse caso particular, onde tomamos zy = 0 é conhecido como a série de Maclaurin.

Exemplo 2.11. Para ilustrar a utilizacao deste ultimo resultado, vamos encontrar a série

de Maclaurin para a func¢io f(x) =sinz.
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Fazendo uso da série de Maclaurin, temos

. ) cos () —sin0 4  —cosO 5 sin0 , cosO , —sin0

sinz = sin(0 + T T+ o T°+ 3l x° + 1 T+ 5l z° + Gl
> xd Al
TR T

T+

6
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3 Funcoes Aritméticas

A teoria dos nimeros, assim como outros ramos da matematica, se preocupa com
o estudo de sequéncias de nimeros reais ou complexos. Na teoria dos nimeros essas

sequéncias sao chamadas de fungoes aritméticas.

Definicao 3.1. Uma funcao de valores reais ou complexos definida no conjunto dos in-

teiros positivos é chamada de funcdo aritmética ou funcao da teoria dos niumeros.

Neste trabalho apresentaremos varias fungoes aritméticas que desempenham um
papel importante no estudo das propriedades de divisibilidade de niimeros inteiros e na

distribuicao de ntimeros primos.

Iniciaremos com duas importantes funcoes aritméticas, a funcao p de Mobius e a

funcao ¢ de Euler.

3.1 A funcao u de Mobius

Definicao 3.2. A func¢do p de Mobius € definida da sequinte forma:
1, sen=1,
p(n) = (=1)F sen =pip® .- pi* coma;, =ay=...=a; =1,
0, se algum dos a; > 1, 1 =1,2,3,... k.
A seguir apresentaremos uma pequena tabela de valores da funcao p de Mobius.

n: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
pn): 1 -1 -1 0 -1 1 -1 0 0 1

Proposicao 3.1. Sen € Z,, entio u(2n) =0 ou pu(2n + 2) = 0.

Demonstracao: Sendo n € Z,, n pode ser par ou impar. Dessa forma, temos dois

casos a considerar.
1) Caso: n =2k, k € Z,.

p(2n) = p(2 - 2k) = p(2%k) = 0.
2) Caso: n =2k + 1,k € Z,.

p2n +2) = p(2- (2k + 1) +2) = p(4k +4) = p(2*(k + 1)) = 0.
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Problema 3.1. Seja n € Z,, mostre que

I w(n+k)=o.

k=0

Solucao: Se n = 1, temos que a propriedade é verdadeira, pois,

[T (n + k) = p(D)p(2)p(3)(4) = 0

k=0

visto que p(4) = 0.
3
Suponhamos entao, que a propriedade é valida para algum n € Z,, ou seja, H pn+k) =
k=0
0. Assim,

3

1:[ pn+14+k)=pn+ Dun+ 2)u(n + 3)u(n + 4).

Se na hipotese de indugdo u(n) # 0 a prova estd concluida. Suponhamos entao que
p(n) = 0. Assim, n pode ser par ou impar. Mas, em qualquer caso dois dos fatores
de p(n 4+ Du(n + 2)u(n + 3)u(n + 4) serdo nimeros pares consecutivos e, pela propo-
sicdo 3.1, em um dos dois a fungdo p assume o valor nulo, fazendo com que o produto
p(n+ Dp(n+2)pu(n+ 3)u(n +4) = 0.

A funcao de Mobius surge em diferentes contextos no campo da teoria dos nimeros.
Uma de suas propriedades fundamentais é a férmula notavelmente simples para a soma

dos divisores Z p(d) estendida sobre os divisores positivos de n.
din

Teorema 3.1. Sen € Z,, entao

1J l,sen =1,

Sld) = |

dln n 0,se n > 1.

1
Demonstracdo: Se n = 1 temos que »  pu(d) = LJ = 1 = u(1). Suponhamos,
d[1
entdao, que n > 1, assim, utilizando o Teorema Fundamental da Aritmética, podemos es-

crever n da seguinte forma, n = p{'p3? - - - pi*. Na soma Y pu(d) os tnicos termos diferente
dn
de zero provém de d = 1 e dos divisores de n que sao produtos de distintos niimeros

primos. Logo,
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> uld) = p(1) + p(pr) + -+ + plpr) + plprp2) + -+ + ppe-apr) + -+ + p(pap2 - - pr)

:1+<]1€ () 1)2+---+<Z>(—1)k

> (Mev-a-v-o

i=0
[
Proposicao 3.2. Sen € Z,, entao
- n
> ulh) | 7| =
k=1 k
Demostracao: Utilizando o teorema 3.1 temos que
dopld) + D plda) + -+ D pld
dﬂl d2|2 dn|n
Como 1 é divisor de cada inteiro pertencente ao conjunto {1,2,3,--- ,n}, u(1) aparecera

. , .. n S ;
n vezes na soma acima. O numero 2, sendo divisor de { destes inteiros, p(2) ocorrera

L;LJ Seguindo este raciocinio, sendo d divisor de {ZJ dos inteiros de 1 a n, p(d) ocorrerd

n

LZJ vezes nesta soma. Dessa forma,

Portanto,

U

Antes de enunciarmos o préoximo teorema, exibiremos a solu¢ao de um caso parti-
cular do mesmo.

Problema 3.2. Mostre que

R

d|30=2-35 i=1 Pi

onde p; € um divisor primo de 30.
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Solucao: Vamos desenvolver o lado esquerdo da equacgao acima. Assim, teremos

3 pl)  p2) w3 p6)  p6)  p(10)  p(d5)  p(30)

130=2-35 1 2 3 5 6 10 15 30
S U U SRS NS S B
1 2 3 5 6 10 15 30
1 1 1 1 1 1 1
=1l——-—-— + +

5 3 5723725735 2.3.5

Facamos agora o desenvolvimento do produtoério do lado direito. Logo,
1 1 1 1
fi(-3)- (- 0-3) (-2
B (1 1 1 N 1 ) (1 1)
B 2 3 2-3 5

1 1 1 n 1 N 1 N 1 1
2 3 5 2.3 2.5 3.5 2-3-5
Portanto, com o desenvolvimento de ambos os lados, concluimos que

> MOom(- ).

d/30=23-5 —1 Pi

Agora, no nosso préximo teorema, mostraremos que esse resultado é valido para

todo inteiro positivo.

Teorema 3.2. Sen € Z.,, entdo

l,sen =1,

H<1—1>,sen>1,

i=1 (

p(d)
20T

onde p; € um divisor primo de n.

d
Demonstracdo: Se n = 1 temos que, Y u(d) = u(1) = 1. Suponhamos entdao que
dJ1
n > 1, podemos escrever n = p{'ps?---pp*, para cada inteiro positivo i = 1,2,--- |k,
temos
plpi) _ —1
Di Di

para cada par de niimeros i, j inteiros positivos distintos,

plpip;) 1

DiDj pip;
para cada terna de nimeros i, j, k inteiros positivos distintos,

p(pipipr) _ —1
DPiD;Pk DiDP;jPk
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e assim por diante, o que resultard em

1

S =1 Y

3.2 A funcado ¢ de Euler

Definicao 3.3. Sejan € Z,, a fungio ¢ de Euler é definida como o nimero de inteiros

PoSitivos coprimos com n e que ndo excedem n.

Podemos sintetizar essa defini¢ao com o auxilio do simbolo de somatério, por meio

da seguinte expressao:

o(n) = 2 1 (3.1)

onde o simbolo ’ indica que essa soma é estendida sobre os ntimeros inteiros positivos k

que sao coprimos com n.

Aqui estd uma pequena tabela de valores da funcao ¢ de Euler.

10

2 3 4
1 2 2 4

1 5 6 7 8 9
en): 1 4 2 6 4 6

Assim, como no caso da fungdo p de Mobius, temos uma féormula simples para a

soma dos divisores »_ ¢(d).
dln
Antes de realizamos a prova do proximo teorema vamos apresentar um exemplo

que evidencia a ideia que sera usada na demonstracao.

Problema 3.3. Mostre que

> p(d) = 30.

d|30

Solugao: De fato, Denotaremos por S o conjunto S = {1,2,3,---,29,30}. Os divisores
positivos de 30 sao: 1, 2, 3, 5, 6, 10, 15 e 30. Note que, o maximo divisor comum de

qualquer nimero k, 1 < k < 30 e 30, é um dos divisores de 30. Separando os elementos
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do conjunto S em conjuntos A(d) = {k : (k,30) = d}, onde d é um dos divisores positivo

de 30. Assim, teremos,

A(1) = {1,7,11,13,17,19, 23,29},
A(2) = {2,4,8,14,16,22, 26, 28},
A(3) = {3,9,21,27},

A(5) = {5,25},

A(6) = {6,12, 18,24},

A(10) = {10, 20},

A(15) = {15},

A(30) = {30},

Note que esses conjuntos sao todos disjuntos e que a uniao deles forma o conjunto S. Na

tabela a seguir temos a quantidade de elementos de cada conjunto A(d).

Conjunto A(d) Quantidade de elementos em A(d)

A1) 8 = (30) = (30/1)
A(2) 8 = p(15) = ¢(30/2)
A(3) 4= p(10) = ¢(30/3)
A(5) 2=¢(6) = »(30/5)
A(6) 4=p(5) = ¢(30/6)
A(10) 2 =p(3) = p(30/10)
A(15) 1= (2) = ¢(30/15)
A(30) 1= (1) = ¢(30/30)

Note que se d é um divisor de 30, 7 também é. Assim , mostramos que
d_e(d) = p(1) +0(2) + 9(3) + ¢(5) + ¢(6) + ©(10) + ¢(15) + »(30) = 30.
d|30

Teorema 3.3. Sen € Z,, entdo

Y_w(d)=n
din
Demonstragao: Vamos denotar por S o conjunto {1,2,3,...,n}. Iremos distribuir

os elementos de S em conjuntos disjuntos da seguinte maneira: para cada divisor d > 0

de S, seja o conjunto
A(d) ={k: (k,n)=d,1 <k <n}.

Ou seja, A(d) contém os elementos de S que posuem o maximo divisor comum d com n.
O conjunto A(d) forma uma colegio disjunta cuja unido é S. Portanto, se n'(d) denota o

nimero de inteiros em A(d), temos

S n/(d) =n. (32)

dn
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k n
Mas, pelo teorema 2.6, se (k,n) = d, entao (, ) =1,e 0 < k < n se e somente se

d d
0< p < % Portanto, se deixarmos g = 7 havera uma correspondéncia biunivoca entre
os elemento de A(d) e os ntimeros inteiros ¢ satisfazendo 0 < ¢ < %, com <q, Z) =1 A
quantidade de elementos ¢q é ¢ (Z) Logo n'(d) = ¢ (Z) e (3.2) torna-se

Mas, isso é equivalente ao Z ©(d) = n, porque quando d percorre todos os divisores de n
dn

n ~
0 Mesmo ocorre com v Isso completa a demonstracao.
O

Na proxima se¢ao apresentaremos um resultado que relaciona as fungoes ¢ de Euler

e p de Mobius.

3.3 Uma expressao que relaciona as funcoes p e

A funcao ¢ de Euler esta relacionada com a funcao p de Mobius por meio da

seguinte formula:

Teorema 3.4. Sen € Z, entdo

p(n) = u(d).

din

Demonstracgao: A soma (3.1) da definigao da fungao ¢ pode ser expressa da seguinte

Essa mudanga é possivel, pois, se k € {1,2,3,...,n}, entao {

0se (n, k) > 1.

Agora, usando o teorema 3.1 com n substituido por (n, k), obtemos

forma:

w(n)zé{

1
(n, k)

1
Mlese(n,k‘)zle

o) =3 Y uld).

k=1 d|(n,k)
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Mas, se d | (n,k) entdo d | n e d | k, o que nos permite escrever a expressao anterior como,

o) = 33 uld).
k=1 d|n
dk

Para um divisor fixo d de n, devemos somar todos os k£ no intervalo 1 < k£ < n que sado
n
multiplos de d. Se escrevermos k = qd, entdao 1 < k < n se e somente se 1 < ¢ < v Logo

a igualdade acima para ¢(n) pode ser reescrita como,

n/d
p(n)=>_> ud)
dln q=1
n/d
=> ud) 1
dln q=1
n
= > uld)-.
din d
Isso termina a prova do teorema.
Exemplo 3.1.
30
P(30) = 3 pu(d)
d|30
30 30 30 30 30 30 30 30

= ()= 2)— 2 > 10)2= 15)2= 2
( )1 +u()2 +u(3)3 +u(5)5 u(6)6 + pu( 0)10+u( 5)15+u(30)30

=30-15-10—-6+5+3+2—1

— 8.

U

Provamos nos teoremas 3.3 e 3.4 duas propriedades que representam uma situacao
particular da Féormula de Inversao de Mobius, assunto que sera abordado no préximo

capitulo.

3.4 Uma formula de produto para a funcao ¢

A soma para ¢(n) no Teorema 3.3 pode ser expressa como um produto, estendido

sobre os distintos niimeros primos divisores de n.

Teorema 3.5. Sen € Z, entdo

o) =n ] (1—1>. (3.3)



Capitulo 3. Fungdes Aritméticas 35

Demonstragao: Para n = 1 o produto é vazio, pois nao existe nenhum nimero

primo que divide o nimero 1. Nesse caso, atribuimos ao produto o valor 1.

Suponhamos, entao, que n > 1 e sejam p1,ps,--- ,p, distintos divisores primos de n.

Assim, produto pode ser escrito como

n(-2)-i(-

p primo p =1 pi
pln
1 1 (1)

Y Y e Y

Di PiDj PiDj Pk pip2Dr

1oy

A direita, em um termo como o Z , entende-se que consideramos todos os possiveis

DiP;iPk
pip;pi. de trés fatores de primos distintos em cada vez. Observe que cada termo a direita
1
de (3.4) tem a forma j:g, em que d é um divisor de n que é 1 ou um produto de primos
distintos. O numerador +1 ¢é exatamente u(d). Como u(d) = 0 se d possui um fator p;

com expoente maior do que 1, vemos que a soma em (3.4) é a mesma que

p(d)
2

din
Isso prova o teorema.
O
Exemplo 3.2.
1 1 1 1
30) = 30 1——]=30{1—=)(1l—=)(1—=)=8.
#(30) ppHm< p> ( 2)( 3)( 5)
p[30

Muitas propriedades de ¢(n) podem ser facilmente deduzidas a partir desta férmula

do produto. Algumas destas propriedades estao listadas no préximo teorema.

Teorema 3.6. A funcao ¢ de Euler goza das sequintes propriedades:

(a) p(p*) = p* — p* ', pczlm p primo e a > 1.
(b) o(mn) = cp(m)gp(n)m, onde d = (m,n).

(¢) plmn) = pm)p(n), se (m,n) = 1.
(d) Se a | b entdo p(a) | ¢(b).
(e) o(n) € par paran € Z, n > 3. Além disso, se n tem r fatores primos distintos impares,

entao 2" | p(n).
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Demonstracao: Parte (a): Da definigdo da fungao ¢ temos que ¢(p®) conta a quan-
tidade de inteiros coprimos com p® menores do que p®. Mas, os nimeros que nao sao co-
primos com p® pertence ao conjunto A = {p, 2p,3p, ...,p* 'p}. Logo, os inteiros que sdo

(4 a—1

coprimos com p® menores que p* serd dado por p* — p®~!. Portanto, ¢(p®) = p* — p

Parte (b): Sabemos do teorema 3.4 que

Assim,
eln) _ 1
- _E@p>

Observe que cada divisor primo de mn serda um divisor primo de m ou de n. Além disso,

os primos que dividem m e n também dividem o (m,n). Portanto,

p(m) ¢(n)
GO
d
_plm)g(n) d
m  n @)
Logo,
p(mn) _ p(m) o) d
mn m  n @(d)
Portanto,
d

Parte (c¢): Se o (m,n) =d =1, pelo item (b) temos
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Parte (d): Como a | b 3¢ € Z tal que b = ac, com 1 < ¢ < b. Se ¢ =b, entdo a = 1 a parte

(d) estd trivialmente satisfeita. Suponhamos que ¢ < b. Por (b) temos

w®=¢w®=ﬂ®w®ﬂ@:dw®w@, (3.5)

onde d = (a,c). Agora o resultado segue por inducao em b. Para b = 1 o resultado é
trivial, pois, se a = 1, entao a = ¢ = 1. Logo,
1

wn:¢uw>=wwﬂnaﬁ»=>1=L
Suponhamos, entao, que a propriedade vale para todos os inteiros menores do que b.
Assim, ela vale para ¢, dessa forma (d) | ¢(c) desde que d | ¢, mas isso acontece, visto
que d = (a,c). Portanto, o lado direito de (3.5) é multiplo de ¢(a) o que significa que
o(a) | p(b). Isso termina a prova da parte (d).
Parte (e): Se n = 2% a > 2, pela parte (a), temos

S0(201) — 9o _ 204—1 — 2(2&—1 o 201—2)'

O que mostra que p(n) é par. Agora, se n possui a0 menos um nimero primo impar em

sua decomposicao, escrevemos

1
@(n)-nH(l—p)
_ .yt
N pln P
:HMPH@_D
=n'[l(p—1)
pln

onde n’ é um nimero inteiro. Do lado direito, o produtério multiplicado por n’ é igual a
©(n), assim, p(n) é par, pois, sendo p primo, p = 2 ou p é impar, logo, como n tem pelo
menos um um primo impar, faz com que (p — 1) seja par. Além disso, cada primo impar p
contribui com um fator 2 para esse produto. Portanto, se n tem r fatores primos impares

distintos em sua decomposicao, entao 2" | p(n).
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Problema 3.4. Mostre que se n é um inteiro positivo, entdo

o(n), se n é impar
p(2n) =

2¢(n), se n € par.

Solugdo: Se n for um inteiro positivo impar entao (2,n) = 1, pela parte (¢) do Teorema

3.6 temos
p(2n) = o(2)p(n) =1-¢(n) = ¢(n)

Por outro lado, se n for um inteiro positivo par entao pode ser escrito como n = 2° - a,
onde a € um numero natural impar e « € um natural qualquer.
Assim, (2,n) = (2,2 -a) = (2,0) = 2. Logo, pela parte (d) do Teorema 3.6, temos

2
©(2)

Problema 3.5. Mostre que existem infinitos inteiros m para os quais 10 | ¢(m).

p(2n) = ¢(2)e(n) = 2¢(n).

Solugdo: Note que 11 | 11k, k € Z, — {0}. Assim, utilizando a parte (d) do teorema 3.6
temos,
11| 11k = o(11) | p(11%) = 10 | o(11k)

Logo, tomando m = 11k fica evidente que existem infinitos ntimeros inteiros m tais que
10 | o(m).

Proposicao 3.3. Sen € Z, e p um numero primo, entdo
o) =p" 1.
k=1

Demonstracao: Utilizando a parte (a) do teorema 3.6, temos

n

En: e(*) = pF —p"!
k=1

k=1
=p-D+@ -p)+ @ —p)+ " =)+ (0" ")
=p" -1

Exemplo 3.3.
10

> p(2F) =2" — 1 =1023.
k=1
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4 O Produto de Dirichlet de Funcoes Arit-

méticas

No teorema 3.4, provamos que

p(n) = u(d).

din

A soma a direita é de um tipo que ocorre frequentemente na teoria dos nimeros.

Essas somas possui o seguinte formato

> s (5).

dln

onde f e g sao funcoes aritméticas. Como essas somas aparecem com frequéncia no estudo
da teoria dos niimeros, vale a pena estudar algumas propriedades que elas tém em comum.
Somas como esta surgem naturalmente na teoria das séries de Dirichlet. Dessa forma, ¢é de
extrema importancia tratarmos essas somas como um tipo de multiplicacao para fungoes

aritméticas.

Defini¢ao 4.1. Se f e g sdo fungoes aritméticas, definimos o produto de Dirichlet (ou

convolugao de Dirichlet) como sendo a fungio h definida pela expressdio

hn) =Y s(d)g (5.

dn

Notagao: Usaremos f * g para a fungao h e (f * g)(n) para h(n). Além disso, o simbolo
N serd usado para as fungoes aritméticas na qual N(n) = n para todo n € Z,. Nesta

notacao, o Teorema 3.4 pode ser reescrito da seguinte forma

o =px*N.

O préximo teorema descreve propriedades algébricas do produto de Dirichlet. Essas
propriedades serao muito importantes para a demonstragao de alguns teoremas que serao

abordados adiante neste capitulo.

Teorema 4.1. O produto de Dirichlet é comutativo e associativo, ou seja, para quaisquer

fungoes aritméticas f, g, h temos

fxg=gxf
(fxg)xh=fx(gxh).
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Demonstragao: Para provar a comutatividade, observe que, a definicdo de f % ¢

também pode ser expressa da seguinte forma

(Fa)m) = f(@g (%)

din

= Y. f(a)g(b)

a-b=n

= > 9(0)f(a)

b-a=n

onde a e b variam sobre todos os nimeros inteiros positivos cujo produto é igual a n.
Dessa forma, a propriedade comutativa fica evidente.

Provaremos agora a associatividade do produto de Dirichlet.

(frg)xh)(n) = 3 (f*9)(i) - h(c)

_ z (abz_iﬂa) YOIRIe

= > > fla)-g(b)-h(c)

1-c=n a-b=1

= > fa) g(b) - (o).

a-b-c=n

De maneira andloga mostra-se que (f * (g*h))(n) = > f(a)- g(b) - h(c).

a-b-c=n

Definicao 4.2. A funcdo aritmética definida por

1 l,sen =1,
I(n) = {J =
n 0,se n > 1,
Vn € Z., é denominada de funcao identidade.

Teorema 4.2. Qualquer que seja a funcao aritmética f, temos que I x f = fx1 = f.

Demonstragao: Temos que

(£ = D) =X s@)1 (%)

dn

SOWUIE

din

= f(n)
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d d
uma vez que {J =0,sed<ne {J =1,sed=n.
n n

4.1 A inversa de Dirichlet

Teorema 4.3. Se f é uma fungdo aritmética com f(1) # 0 existe uma Unica fungdo

aritmética f~1, denominada de inversa de Dirichlet da funcio f, tal que

Frfl=flxf=1

Além disso, f~' € definida recursivamente pelas sequintes formulas

e paran > 1 .
i) = 2 (%)@

d<n

Demonstragdo: Dada a funcio f, mostraremos que a equagdo (f * f~')(n) = I(n)
tem uma tinica solucdo para os valores da funcdo f~!(n). Para n = 1 temos que solucionar
a equagao

(f = fH)(1) =1(1).

Note que a equacao anterior pode ser reescrita da seguinte forma

> st (3) =1

df1

FMf 1) =1

Mas, como f(1) # 0 existe uma e, somente uma solucdo, que serd expressa por f~ (1) =

fQ)

Suponhamos agora, que os valores da funcao f~*(k) foram determinados unicamente para

todos os k < n. Assim, temos que resolver a equacdo (f * f~1)(n) = I(n), ou seja,
n _
Sr(5) @ =o.
dn d

Entretanto, a equacao acima pode ser reescrita da seguinte forma

j%f (5) 17 @ + 55 ) =0



Capitulo 4. O Produto de Dirichlet de Fungdes Aritméticas 42

Se os valores de f~!(d) sdo conhecidos para todos os divisores d < n, existe um valor

determinado exclusivamente para f~*(n), a saber, que sera dado por

S ) = z ()@

M= 2 (3@

sendo f(1) # 0. Dessa forma, demostramos por indugdo a existéncia e a unicidade da

funcao f '
O

Se f e g sdo fungoes aritméticas tais que f(1) # 0e g(1) # 0, entao (f*g)(1) # 0. De

1
fato, (f *g)(1) =Y _ f(d)g (d) = f(1)g(1) # 0. Esse fato, juntamente com os teoremas
dj1
4.1, 4.2 e 4.3, nos diz, na linguagem da teoria dos grupos, que o conjunto das funcoes

aritméticas f com f(1) # 0 forma um grupo abeliano em relagao a operagao *, sendo o

elemento de neutro desta operacao, a fungao I.

Definicao 4.3. Definimos a fungdo unitiria u, como sendo a funcao aritmética de modo
que u(n) =1, Vn € Z,.

Com a defini¢do 4.2, o teorema 3.1 poderd ser reescrito como »  u(d) = I(n).
dln
Agora, utilizando a notagdo do produto de Dirichlet e a definicao 4.3, essa propriedade

torna-se

Sl () = 1)

dn

pwxu=1.

Assim u e p sao inversas de Dirichlet uma da outra. Ou seja,

Essa simples propriedade da funcao de Mobius, juntamente com a propriedade
associativa da multiplicagdo de Dirichlet, sera capaz de fornecer uma prova simples para

0 nosso proximo teorema, que € conhecido como a férmula da inversao de Mobius.
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4.2 Férmula da inversao de Mobius

Teorema 4.4. Seja g uma fungdo aritmética qualquer. A equacao
fn) = ;g(d) (4.1)
implica
o(m) = 3= f(e (%) (4.2)

Reciprocamente, (4.2) implica em (4.1).

Demonstragao: A equacao 4.1 pode ser reescrita utilizando a multiplicagao de Di-
richlet da seguinte forma, f = ¢ % u. Multiplicando ambos os membros desta igualdade

por i obtemos

frp=(gxu)*p
= g (ux* p)
=gx*1

[sso mostra que a equagao 4.1 implica em 4.2.

De maneira andloga, a equagao 4.2 pode ser reescrita utilizando o produto de Dirichlet
como g = f * p e multiplicando ambos os lados desta ultima equacao por u e aplicando
as propriedades da multiplicacao de Dirichlet, chegaremos a conclusao que 4.2 implica em
4.1.

4.3 A funcao A de Mangoldt

O matematico alemao Von Mangoldt, exibiu uma rigorosa demonstracao de uma

férmula explicita para 1(z) = > A(n) envolvendo uma soma sobre os zeros nao triviais
n<x
da funcao Zeta de Riemann. Essa foi uma parte importante da primeira prova do teo-

rema dos niimeros primos. Dessa forma, esta funcao desempenha um importante papel na

distribuicao dos niimeros primos. A seguir, definiremos a fungcao A de Mangoldst.

Definigao 4.4. Para todo nimeron € Z., definimos a funcio A de Mangoldt como sendo

A(n) logp, se n=p™, para algum primo p e algum ntimero m € Z.
n)=

0, caso contrario.
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Abaixo estda uma pequena tabela com alguns valores da funcao A de Mangoldt.

n: 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10
A(n): 0 log2 log3 log2 logb5 0 log7 log2 log3 0

A demonstragao do teorema a seguir evidencia o surgimento natural dessa funcao

a partir do Teorema Fundamental da Aritmética.

Teorema 4.5. Sen € Z, entdo

logn =Y A(d). (4.3)

dn

Demonstragao: Sen = 1, temos que a propriedade é verdadeira, pois,
logl=0=A(1)=> A(d).
dJ1
Suponhamos entao, que n > 1. Assim, n pode ser escrito, utilizando o Teorema Funda-

mental da Aritmética, como
k
o
n = H p;°-
i=1

Aplicando o logaritmo em ambos os lados da igualdade acima, temos

k

logn = Z a; log p;.
i=1

No somatério a direita da equagao (4.3), os inicos termos que nao sao zeros advém dos

divisores d = p;*, com m =1,2,...,a, e2=1,2,... k. Logo,
k  a
YA =Y AR
dn i=1 m=1

I

™
5
o9
s

Exemplo 4.1.
> =A1)+A2) + A(3) + A(4) + A(6) + A(12)
d|12
=0+log2+log3+1log24+0+0
=log2-3-2
= log 12.
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No préximo teorema utilizaremos a férmula da inversao de Mobius na expressao

A(n) em funcao dos logaritmos.

Teorema 4.6. Sen € Z,, entdo

n
A(n) =) p(d)log 2= > p(d)logd.
dn dln
Demonstragao: Vamos utilizar a férmula da inversao de Mdbius na expressao 4.3.

Faremos a inversao trocando g pela funcao A e a funcao f pela funcao log. Assim, obtemos
n
Aln)=>"p () log d.
dln d

n

Mas, os conjuntos A = {d € Zy : d | n} e B:{d

podemos escrever a ultima igualdade como

€Zy :d] n} sao iguais, logo,

Afn) = 3 p(d)log
= >_ u(d)(logn — log d)
dl
= ul(d)logn — u(d)logd
dl

=Y u(d)logn — > p(d)logd
dn

dln

=logn_p(d) - p(d)logd

din dln

=lognl(n) — Y _ pu(d)logd.
din

Note que lognl(n) = 0 para qualquer inteiro positivo, pois, se n = 1 entao log1 = 0 e, se

n > 1 entdo I(n) = 0. Portanto,

An) = 3 p(d)log % = = 3" p(d)log d
dn dln

4.4  Funcoes multiplicativas

Definigao 4.5. Uma funcao aritmética f é denominada multiplicativa se f ndo € identi-

camente igual a zero e se, f(mn) = f(m)f(n), sendo (m,n) =1, com m,n € Z,..
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Definicao 4.6. Uma funcao aritmética f é denominada completamente multiplicativa se
Vm,n € Zy, temos f(mn) = f(m)f(n).

Exemplo 4.2. A fungio fo(n) = n®, onde a é um nimero real ou complexo fizado é
completamente multiplicativa. De fato, dados m,n nimeros inteiros positivos quaisquer e

a un numero real fizo, temos que

fa(mn) = (mn)* = m*n® = fo(m)fa(n).
Em particular, a funcao unitiria uw = fy também € completamente multiplicativa. Deno-

tamos a funcao f, por N® e esta é conhecida como funcao poténcia.

1
Problema 4.1. Prove que a fungao identidade I(n) = {J ¢ completamente multiplica-
n

tiva.

Solugdo: Para justificar esse exemplo temos que considerar trés casos.

1) Caso: m=1en=1.

2) Caso: um dos dois igual a 1 e o outro maior que 1. Sem perda de generalidade, consi-

deremos m=1en > 1.

I(mn) = {J =0=1-0= {1J : FJ = I(m)I(n).

mn

3) Caso: m,n > 1.

Portanto, em qualquer caso, teremos I(mn) = I(m)I(n).

Problema 4.2. Mostre que a funcao p de Mdbius é multiplicativa, mas nao é completa-

mente multiplicativa.

Solugdo: Sejam m,n dois nimeros inteiros positivos tais que (m,n) = 1. Se m ou n tem
um fator primo com o expoente maior que 1, o produto mn, também tera esse mesmo
fator primo. Logo, pela definicdo da funcao u, u(mn) = 0 e p(m)u(n) = 0. Assim,
p(mn) = p(m)u(n). Suponhamos entdo, que nem m e nem n tenham nenhum fator
primo com expoente maior que 1. Dessa forma, pelo teorema fundamental da aritmética,

m =pip2---P; € N = qiqg2 - - - @i, onde esses primos sao todos distintos. Logo,

p(mn) = p(pips - piquage -+ ) = (=177 = (=1 (=1)* = p(m)pu(n).

Entretanto, a fungdo p nao é multiplicativa, pois p(4) = 0 # u(2)p(2) =
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Problema 4.3. Mostre que a funcio ¢ de Euler é multiplicativa, mas ndao é completa-

mente multiplicativa.

Solugio: A prova de que ¢ é multiplicativa estd na parte (c¢) do teorema 3.6. Mas, essa

funcdo nao é completamente multiplicativa, pois ¢(9) = 6 # ¢(3)p(3) = 4.

Exemplo 4.3. Se f e g sao fungoes multiplicativas, entao o produto usual fg de duas

funcoes aritméticas f e g definido por

(fg)(m) = f(m)g(m)

E o quociente usual f/g, definido por,

sao multiplicativos.

Se f e g sao fungoes completamente multiplicativas, também serao completamente multi-

plicativos, fg e f/g.

A seguir, vamos enunciar e demonstrar dois teoremas que sdo comuns a todas as

func¢oes multiplicativas.

Teorema 4.7. Se f é uma fungao multiplicativa, entiao f(1) = 1.

Demonstragdo: Primeiro, note que (m,1) = 1,Vm € Z,. Logo, f(m) = f(1-m) =
f(1)f(m). Como a fungdo f nao é identicamente igual a zero, segue que f(m) # 0 para

algum m € Z,. Logo,

O

Note que esse teorema inviabiliza a possibilidade da funcdo A de Mangoldt ser

multiplicativa, visto que, A(1) = 0.

Teorema 4.8. Seja f uma fun¢io com f(1) =1, entdo

a) f € multiplicativa se, e somente se,

k

f (H i) = Tt

=1
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Para todo nimero primo p; e todo nimero inteiro positivo a;.

b) Se f € multiplicativa, entao f é completamente multiplicativa se, e somente se,

Para todo nimero primo p; e todo numero inteiro positivo a;.

Demonstracao: Parte (a): (=) Sen =1, temos que f(1) = f(1-1) = f(1)f(1) = 1.

Suponhamos entéo que a propriedade seja valida para algum inteiro positivo k, ou seja,
f (ﬁ pé“) H f(pi"). Mostraremos que a validade de k implica na validade de k + 1.
Logioz,

k41

k+1 k k
f <H pi”) =f (Hp pZTf) = (Hp ) (o) =TI f i) f(ptt) = H f(p
=1 =1 =1

k
(<) Como f (H ) H f(pi), temos da definigdo 4.5 que f é uma funcao multipli-

cativa.
Parte (b):(=) Se a fun¢do f é completamente multiplicativa entao f(mn) = f(m)f(n)

para quaisquer inteiros positivos m, n. Assim,

F0®) = flop*™ ") = fo)f(* ") = fo) flpp* ) = ... = ) f(p) -~ f(p) = f(p)“

(<) Como f(p*) = f(p)?, pela defini¢ao 4.6, a funcao f é completamente multiplicativa.

O
Teorema 4.9. Se f € uma funcdo multiplicativa, entdo
=>_f{d)
dlm
também é multiplicativa.
Demonstragdo: Sejam m,n inteiros positivos tais que (m,n) = 1. Utilizando a

definicao da funcao F', temos que

= f(d)

dlmn

Sendo (m,n) = 1, pela proposicao 2.4, temos que todo divisor d de mn pode ser escrito
de modo tnico como um produto de dois inteiros positivos a, b, isto é, d = ab, onde a | m,

b|ne(ab)=1. Dessa forma,

= > fld)=>_f(ab).

dlmn
bln
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Agora, utilizando a hipotese da funcao f ser multiplicativa, obtemos

F(mn) =3 _ f(a)f(b)

alm

bln
= Z|: 2|: f(a)f(b)
= Z|: fla)d_ f(b)
= F(m)F(n).

4.5 Funcoes multiplicativas e produto de Dirichlet

Teorema 4.10. Se f e g sao fungoes multiplicativas, entao o produto f * g de Dirichlet

também serd multiplicativo.

Demonstracdo: Sejam h = f*g e m,n inteiros positivos tais que (m,n) = 1.
Assim,
mn
hmm) = 3 (g ()
d|mn d
Agora, todo divisor d de mn, pela proposicao 2.4, pode ser expresso da forma d = ab,

, . m n . A .
onde a | m e b|n. Além disso, (a,b) = 1, > = 1 e existe uma correspondéncia

a’b
biunivoca entre o conjunto de produtos ab e o conjunto de divisores d de mn. Logo,

h(mn) = 3 flab)g (")

alm

bln
_ bz;" f(a)f(b)g (7:) g (Z)
=S st () 21 3)
= h(m)h(n).

[sso completa a prova.

0

E importante salientar que o produto de Dirichlet para duas funcoes completa-

mente multiplicativas nao necessariamente sera completamente multiplicativo. Mas, se
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modificarmos um pouquinho a demonstracao anterior, conseguimos demonstrar o seguinte

teorema.

Teorema 4.11. Se g e f x g sao multiplicativas, entao f também é multiplicativa.

Demonstragao: Suponhamos por absurdo que a funcao f nao é multiplicativa. Seja
a funcao h = f * g. Como f nao é multiplicativa existem inteiros m e n, com (m,n) = 1,
tais que f(mn) # f(m)f(n).
Se mn = 1 entao f(1) # f(1)f(1) e f(1) # 1. Assim, h(1) = f(1)g(1) = f(1) # 1, mas
isso é absurdo, pois contradiz a hipdtese. Se mn > 1, suponhamos que f(ab) = f(a)f(b)
para todos os inteiros positivos a e b, com (a,b) = 1 e ab < mn. Argumentaremos agora,

como na demonstracao do teorema anterior, exceto nos termos correspondentes a a = m

e b =n na definicdo de h(mn) = >_ f(d)g <?Zn) . Dessa forma, temos

dlmn

h(mn) = f(mn)g(1) + >_ f(ab)g (mn)

g ab
bn
) + |Zm f@ o) (") o (3)
= () = f(m)f () + 3 (@ () 2/t (3)

= f(mn) = f(m)f(n) + h(m)h(n).

Como f(mn) # f(m)f(n), temos que h(mn) # h(m)h(n). Logo, h ndo é multiplicativa,
mas isso é absurdo.

Portanto, f tem que ser multiplicativa.

O

Teorema 4.12. Se g é uma funcio multiplicativa, entio g~' também é, e g~ serd a

inversa de Dirichlet.

Demonstragao: A demonstragao segue diretamente do teorema 4.11, uma vez que

g e g#*¢ ' =1 sao multiplicativas.
O

Os teoremas 4.10 e 4.12, juntos mostram que o conjunto das fungoes multiplicativas

¢ um subgrupo de todas as fungoes aritméticas g, com g(1) # 0. Isso acontece porque o



Capitulo 4. O Produto de Dirichlet de Fungdes Aritméticas 51

conjunto das fungoes aritméticas multiplicativas é nao vazio e possui as propriedades
da associativa e do fechamento, esta tultima decorre do teorema 4.10. Além disso, esse
conjunto tem a funcao identidade I que serd o elemento neutro da operagdao. Por fim,
existe a inversa de Dirichlet, dada pelo teorema 4.12, essa inversa sera o elemento simétrico
da operagao. Gozando dessas propriedades, garantimos que esse conjunto trata-se de um
subgrupo de todas as funcoes aritméticas onde a imagem do elemento 1 pela fungao seréd

nao-nulo.

4.6 A inversa de funcoes completamente multiplicativas

Nao é tao complicado determinar a inversa de Dirichlet de fung¢oes completamente
multiplicativas. O préximo resultado nos diz como encontrar essa funcao inversa, além
disso, o resultado estabelece um critério para que uma fungao multiplicativa seja total-

mente multiplicativa.

Teorema 4.13. Seja [ uma funcao multiplicativa. Entao [ sera completamente multipli-

cativa se, e somente se,

f_l(n) = pu(n)f(n), para todon € Z,.

Demonstracao: Seja g(n) = u(n)f(n). Se f é completamente multiplicativa, temos

9+ Hm) =X a(@f (5)

dn

= Y u@ra@f ()

dn

= f(n)Y_ pu(d)

f(n)I(n)
I(n).

Sendo f(1) =1e I(n) =0 para n > 1. Portanto, g = f .

Para demonstrarmos a implicagio contraria assumimos que f~'(n) = u(n)f(n). Para que

a fungao f seja completamente multiplicativa é suficiente provar que f(p*) = f(p)?, para
poténcias de primos. A equacdo f~'(n) = u(n)f(n) implica que

S ould)f(d)f <n> =0, para todon >1, n € Z,.
din d

Agora, consideremos n = p®, mas, os divisores de n = p® sdo 1, p, p?,...,p" Assim, temos

n
que os tinicos termos que sdo diferentes de zero no » _ pu(d) f(d) f p provém de d =1¢e
dn
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d = p. Logo,
w(1) (D) f(p®) + np) f(0) (™) =0,

a partir da qual encontramos f(p®) = f(p)f(p*~'). Isso implica em f(p*) = f(p)*, pois,
(p,p”~*) = p # 1. Portanto, f é completamente multiplicativa.

Problema 4.4. Encontre a inversa da funcao ¢ de FEuler.

Solucao: Sabemos que a fungao ¢ pode ser expressa pelo produto de Dirichlet, da seguinte
forma: ¢ = pu* N. Assim, temos que ¢ ' = ' * N~'. Entretanto, N~' = N e como N

é completamente multiplicativa, temos
o' = % N = u* pN.

Portanto,

o~ (n) =3 dp(d).

dln
Teorema 4.14. Se f é uma funcio multiplicativa, entao

doud)f(d)= T Q- f@p).
din

p primo
pln

Demonstracao: Seja

h(n) = u(d)f(d).

djn
Entao h é uma fungao multiplicativa. Dessa forma, para determinar h(n) basta calcular
h(p®). Mas,
h(p") = >_ u(d) f(d)
d|p®
= u(1)f(1) + u(p)f(p)
=1-f(p)

Portanto,

h(n) =TT h(") =110 = f(p)).

pln pln

U

Problema 4.5. Seja f uma funcio multiplicativa. Mostre que ¢~ *(n) = H (1—p).
p primo
pln
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Solugao: Seja a fungao f multiplicativa, definida por f(n) = n. Assim, utilizando o teorema
4.14, temos

p () = du(d) = p(d)f(d)= JI A-fp)= I Q-p)

din din p primo p primo
pln pln

Problema 4.6. Seja f uma fun¢do multiplicativa. Prove que Z/ﬁ(d) =2", onder é o
din
numero de fatores primos distintos de n.

Solugdo: Seja a funcao f multiplicativa. Utilizando o teorema 4.14, temos
> wi(d) = p(d)p(d)
dn dn

= I (0 —up)

p primo
pln

= (1 = p(p1))(1 = p(p2)) (1 — p(ps)) - (1 — p(pr))

Como pela defini¢ao da funcao p, p(p;)) = =1, i =1,2,3,...,r, temos

Yopid)y=2-2-2-....2=2"
dn

4.7 A funcao A de Liouville

Um importante exemplo de fungdes completamente multiplicativas é a funcao de

A de Liouville, funcao esta, que definiremos a seguir.

Definigao 4.7. A funcio \ de Liouville serd definida para todon € Z. da sequinte forma

1,se n = 1.
(—1)226:1 Y paran = pr

i=1
Da definicao da func¢ao de Liouville fica evidente que ela é completamente multi-
k l
plicativa. De fato, sejam m,n € Z, tais que m = prl en= H q?j. Assim,
i=1 j=1

A(mm) = (—1)a+artbatbitbrboty _ (_Jjartoatotor | (_1ybtbatoty = \(m)A(n).
Teorema 4.15. Sen € Z,, entdo

1, se n é um quadrado.

> A(d) =

dln 0, caso contrario.

Além disso, X' (n) = |u(n)|.
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Demonstracdo: Seja g(n) = > A(d). Entdo a fun¢do g ¢ multiplicativa. Dessa
din
forma, para determinar g(n) precisamos calcular apenas g(p®) para poténcias de primos.

Assim, temos

g(p") = >_ A(d)

dlp®
= 1+ A(p) + A7) + -+ A7)
0, se a for impar,

=1-141—---+(=1)0=
1, se a for par.

k k

Portanto, se n = [[ p{" teremos g(n) = [] g(p{"). Se algum expoente a; for impar, entao
i=1 i=1

g(p;?) = 0e g(n) = 0. Porém, se todos os expoentes a; forem pares, entao g(pi’) = 1 para

todo i e g(n) = 1. Portanto, g(n) = 1 se n for um quadrado e g(n) = 0 caso contrério.

Para provar a segunda parte, temos

4.8 A funcao divisor o,

Definicao 4.8. Para todo numero « real ou complexo e todo inteiro n € Z,, a fungao
divisor € definida por

oa(n) =Y d".

dln

A funcao o, é multiplicativa, pois ela pode ser expressa utilizando o produto de
Dirichlet de duas fun¢des multiplicativas da seguinte forma: o, = u * N<.
Quando o = 0, gg(n) = Z 1 é a funcao que conta o nimero de divisores positivos do
din
nimero n. Essa fun¢do pode ser denotada por d(n).
Quando a =1, 0y(n) = Z d é a funcao que soma todos os divisores positivos do niimero
dln
n. Essa funcdo pode ser denotada por o(n).

Proposigao 4.1. Se p é um numero primo e o € Z, entdo

pa(k—l-l) -1

aa(p") = T 1
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Demonstracido: Note que os divisores positivos de p* sdo 1,p, p?, - - - , p*. Portanto,

(pa)k+1 -1 B pa(k+1) -1

k o o 2a ko o
=1 p® 2 f g phe =1
o (p") p*+p P P P

Proposigao 4.2. Se p é primo e a € Z U {0}, entdo oo(p*) = (a + 1).

Demonstragcao: Todos os divisores do nimero p® sao da forma p* com 0 < a; < a

e a; € Z. Logo, de 0 até a, temos (a + 1) ntmeros e, portanto, og(p*) = (a + 1).

k
Proposigao 4.3. Sen = Hp?", n € Z,, entdo
i=1

k

00<7”L) = H(az + 1)

i=1

Demonstracao: Utilizando o fato de o, ser multiplicativa e a proposi¢ao 4.2, temos

k
=0y (H pf)
i=1

= ao(p1")oo(py?) - - - oo (py")
=(a1+1)(ag+ 1)+ (ar + 1)

k
Proposicio 4.4. Sen =[] p{", n € Z,, entdo
i=1

k (ll+1 1

H

Demonstracao: Utilizando o fato de o, ser multiplicativa e a proposicao 4.1, temos

k
=01 (prz>
i=1

= o1 (pi")o1(p3?) - - - o1 (p*)
p(flJrl 1 pa2+1 1 - pzk-i-l 1
p—1 p—1 pr— 1

k aﬂrl 1
=11

=1 p'l
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Teorema 4.16. Sen € Z,, entdo

o) = S (5).

dln
Demonstracao: Como o, = N*xu e N% é completamente multiplicativa, temos,

oot = (UN) xu™t = (uN®) * po.

4.9 Generalizacao da Multiplicacao de Dirichlet

Nesta secao, F' sera usada para denotar uma funcao que assume valores reais ou
complexos, definida no intervalo (0,400), de modo que, F(x) = 0 para 0 < z < 1.

Somas da forma

> aln)F <x>

n<z n
aparecem com frequéncia na teoria dos nimeros. Aqui « representa uma fungao aritmética
qualquer. Esta soma define uma nova fun¢do G no intervalo (0,+0c0) e também para

0 < z < 1. Denotamos a func¢ao G por, a o F'. Portanto,

(o F)a)= Y a()F (x) .

n<x n

Se F(z) = 0 para todos os x nao inteiros, a restri¢io de F' para os niimeros inteiros

é uma funcao aritmética e, descobrimos que
(o F)(m) = (a* F)(m)

para todo m € Z, . Dessa forma, a operacdo o pode ser considerada como uma generali-
zacao da multiplicacao de Dirichlet.
A operagao o, em geral, ndo possui as propriedades comutativa e a associativa.

Mas, o proximo teorema € usado para substituir a propriedade associativa.

Teorema 4.17. (Propriedade associativa que relaciona as operagoes o e x) Sejam « e 3

duas fungoes aritméticas quaisquer, entao

ao(foF)=(axp)oF.
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Demonstragao: Para x > 0, temos

o (BoF)(x) =) a(n) Y. Bm)F

0

1
A seguir, evidenciamos que a fungao identidade I(n) = {J para a multiplicagao
n

de Dirichlet, também sera o elemento neutro para a operacao o. Dessa forma, temos

(T F)a)= ¥ 10F (%)

n<x

-2 a7 ()

n<x

= F(x).

Utilizaremos o resultado anterior, juntamente, com a propriedade associativa para

demonstrarmos a seguinte férmula de inversao apresentada no proximo teorema.

Teorema 4.18. (Generalizagio da formula de inversdo). Se a fun¢do «a tem uma inversa

de Dirichlet ™', entdo a equacio
Gx) =Y an)F (x) (4.4)
implica

F(z) = a~(n)G (5”> . (4.5)

n<zx

Reciprocamente, (4.5) implica em (4.4).

Demonstragao: Se G = a o F, entao
altoG=a'o(aoF)
=(atxa)oF
=JoF
=F.

Portanto, (4.4) implica em (4.5). A implicagao contraria mostra-se de maneira anéloga.
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Agora, mostraremos um caso particular do teorema anterior.

Teorema 4.19. (Generalizagio da formula de inversao de Mébius). Se a é uma fungdo

completamente multiplicativa, entao

G(z) =) an)F (2) se, somente se, F(z) =Y pu(n)a(n)G (I> .

n<x n<x n

Demonstragido: Pelo Teorema 4.13 temos que o '(n) = u(n)a(n). Portanto, com

este fato e utilizando o teorema anterior, a demonstragao fica completa.
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5 O Teorema de Ernesto Cesaro

Ernesto Cesaro foi um matematico italiano que Nasceu no dia 12 de marc¢o de 1859
na cidade de Néapolis - Italia e faleceu em 12 de setembro de 1906 em Torre Annunziata
- Italia. Sua maior contribuicao foi no campo da Geometria Diferencial que esta descrita
no livro "Lezioni di geometria intrinseca'. Nesta obra, sdo encontradas as descrigdes de
curvas que sao conhecidas como curvas de Cesaro. No ano de 1881, Cesaro mostrou que se
escolhermos, aleatoriamente, dois niimeros inteiros positivos de modo que esses niimeros
fossem coprimos, a probabilidade disso acontecer seria igual a — . Nesse capitulo exibire-
mos uma demonstracao para este resultado, que é conhecido cgmo o teorema de Cesaro,
utilizando as funcoes p de Mobius e ¢ de Euler.

Antes de enunciarmos o Teorema de Cesaro vamos relembrar algumas ideias sobre
o conceito de probabilidade.

Sejam U = {uy,ug,us, - ,up}, U # &, 0 espaco amostral e P uma distribui¢ao

de probabilidades em U. Dessa forma, definimos a fungao p : U — [0, 1], tal que

> P(u)=1.

uelU

O valor de P(u), representard a probabilidade do niimero u, u € U. Os elementos
do conjunto U serao equiprovaveis se

1
Pu)= ——,YueU, i€ Z,.

n
=1 1

Seja U' C U, U’ # @. Esse conjunto U’ serd denominado de evento do conjunto U

e sua probabilidade seréa dada por

P = P(u).

uel’

A seguir enunciaremos o Teorema de Ceséaro, entretanto, a sua demonstragao sé
sera realizada no final do capitulo, pois, precisamos provar alguns resultados que serao

utilizados em sua demonstracao.

Teorema 5.1. (Cesdro) Escolhendo aleatoriamente a,b € Z., a probabilidade de eles

serem primos entre si € igual a —;.
T
Seja o conjunto A = I, x I, onde I, = {1,2,3,---,n}. Suponhamos que os
elementos de A sejam equiprovaveis, ou seja, cada um tem a mesma probabilidade de ser

escolhido ao acaso, logo a probabilidade de cada um deles ¢ — . Dado n € Z, definiremos
n
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P, como sendo a probabilidade de escolhermos um par de nimeros (a,b) € A tais que

(a,b) = 1. Assim, queremos mostrar que

lim P, = E

n—oo 71'2

Esta definicao para P, nao é "boa" para ser trabalhada, dessa forma, faz-se neces-
sario encontrar uma expressao melhor para podermos prosseguir na busca de solucionar

o Teorema de Cesaro. )

A probabilidade P, = #:3, onde
A"={(a,b) € A: (a,b) =1}.
O ntmero de elementos do conjunto A’ é dado por
#A =2 -#{(a,b) € A: (a,b) =1,a < b} — #{(a,a) € A: (a,b) =1}

=2> #{acl,: (a,b)=1a<b}—1
b=1
=2 p(b) -1
b=1
Portanto,

_ 25— p(b) — 1'

n2

P, (5.1)

Esta expressao sera usada mais adiante. Agora vamos demonstrar dois lemas que
serao os primeiros resultados preliminares que utilizaremos na demonstracao do Teorema

de Cesaro.

Lema 5.1. Se f é uma fungdo qualquer e n € Z,, entao

>3 f) =3 5k [

k=1 dk

Demonstragao: Seja f uma funcao qualquer e n € Z, . Assim,

SN Fd) = 3 fd) + )+t S Fld)

k=1 dy|k il da|2 dnln
Como 1 é divisor de cada inteiro pertencente ao conjunto {1,2,3,--- ,n}, f(1) aparecera
. , .. n . . ‘
n vezes na soma acima. O numero 2, sendo divisor de {J destes inteiros, f(2) ocorrera
n . . .. n . . , ;
5| Seguindo este raciocinio, sendo d divisor de 7 dos inteiros de 1 até n, f(d) ocorrera

n
LZJ vezes nesta soma. Dessa forma,
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S5 p) = 1 | 2]+ s 2]+ r | 2]

k=1 d|k

Portanto,
n

>3 say =S5 |7

k=1 dl|k k=1

Lema 5.2. Se f é uma funcgdo qualquer e n € Z,, entao
" 1 & n n
SRS s =5 Skfw) 7] (7] + 1)
= k=1

k=1 dlk

Demonstragdo: Note que sdo coincidentes, o conjunto dos pares ordenados (d, k),
1 <k<ncomd|keo conjunto de pares ordenados (d, k) tais que 1 <d <n ek = qd,
n
para algum q € Z,, dessa forma, 1 < ¢ < LdJ Assim, obtemos

SES W= X k)
1<¢<|n/d|
- dz: 4 (d) + 2df(d) + 3df(d) + -+ | 7 | ar (@)
:Zi:df(d) <1+2+3+---+ BJ)
a2 ()
O
No teorema 3.5, demonstramos que
o(n) = nmq <1 - ;) = n%’uild)
Logo, combinando este resultado com o lema 5.2, temos
23" (k) =23 k3 O
k=1 k=1 dlk
- 200 5] ([ +)
S WICI LS S (5.2
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Agora, utilizando o teorema 3.1 e o lema 5.1, temos

éu(kw J S )~ 1.

k=1 d|k

Dessa forma, de (5.1) e (5.2), obtemos

NI 5.3

Antes de prosseguirmos para o proximo resultado, precisamos evidenciar dois fatos
importantes. O primeiro é que, da definicao da fun¢do p de Mobius temos que ,u(k:) €
<01
B = {-1,0,1}, dessa forma, 0 < |u(k)| < 1, Vk € Z,. O outro, é que a série Z
convergente. De fato, seja f: {z € R: 2z > 1} — R, definida por f(z) = —2. A funcao f
x

¢é continua em todo o seu dominio, decrescente e positiva. Utilizando o teste da integral,

temos que
—1/° —
/ ——11 / ——hm —| =lim —+1=
1 b—ro0 b—oo T |1 b—o0
o0
Como a integral acima converge, a série Z 7= também converge.
k=1

Teorema 5.2. Se k € Z, entao

> u(k
Z (k) é convergente.

e
k > 1
Demonstracio: Seja x, = (M(2)> . Logo, > x| = D 5
k keZ k=1 pi primo (p1p2- - pi--)
y 4 C 3 1 _ i 1 i .
com p; # p; para ¢ # j. Como — € como — ¢é conver-
’ pi primo (P1p2 P )2 k=1 k? k=1 k?
gente, concluimos que Z |z | é convergente. Logo, a série Z xp € absolutamente conver-
k=1 k=1

o
gente, mas pelo teorema 2.14, Z x) € convergente.
k=1

O

De posse da férmula (5.3), mostraremos no préximo resultado, que o nh_}rgo P, existe

= w(k)
K

e ¢ igual a
k=1
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s 1 & n|? .
Proposigao 5.1. Se P, = — > u(k) {J , entdo o
(Ut k
. o (k)
H P =2
k=1
Demonstracgao:
" (k) " 1 VF 1
P, — = k - - =
kz::l K kz::l“( )<n2 Kl T2
"1 1 |n|?
P R 5.4
_kz::l k2 n? \JﬁJ (5.4)

Para realizar uma estimativa do valor do ultimo somatoério acima, dados n, k € Z,,
com 1 < k < n, temos que

1_1{”J2<2_1

k2 n? Lk nk  n?

De fato,
noy mw 712_2n+1<m2<nz
k k1~ k k2 k k1l —

"/ 2 1 2 X1 1
< — ) =) - - =
,;1(711{: n2> nzk 2n
Note que
2 1 2 n 1 2
Z<(1+/ da:>:(lnn+1).
niszk n 1@ n

2
Mas, —(Inn + 1) — 0, quando n — oo. Dessa forma,
n

Logo,

Portanto,

o, = (Pn -y “,ff) ) sy s
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O

Essa proposicao ¢é de extrema importancia para o desenvolvimento da demonstracao

do Teorema de Cesaro. Com ela, a demonstracao do teorema se reduz a mostrar que

) 6
> 1
Ja sabemos que a série Z w2 é convergente. Agora, iremos mostrar para qual valor
k=1

essa séria converge em nosso proximo teorema.

Teorema 5.3. se k € Z,, entdo
2

> 1 7
236

Demonstracgao: Utilizando a série de Maclaurin para sin x, temos

2 Al
smx—x—y—i-g—ﬁ-l-
Note que, sinx = 0 se, somente se, x = +lm, | € Z. Dessa forma, x = +lr sdo raizes do
polinémio p(z) = = — Tj + ?j — 17:? +--+. Logo, p(x) pode ser fatorado da seguinte forma
2 Al
oot T ﬁ+--~:ax(ac—7r)(:ic+7r)(x—27?)(:E+27r)(9c—37r)(x+377)--- ,a € R.

Note que do lado direito da equagao acima ha produtos da soma pela diferenca de dois
termos, assim

2 Al

x—g—%ﬁ—ﬁ—l—~~:ax(a:2—72)(x2—47r2)(x2—9772)--~

Dividindo a tdltima igualdade por x, obtemos

2 xt 2® )

1-— a7 + ] 4+ =a(2?® — 1) (2 — 47?) (2® — 9n?) - - - . (5.5)

Tomando x = 0 na igualdade anterior, temos
1 = a(—7?)(—47?)(—97%) - - - . (5.6)
Agora, dividindo membro a membro (5.5) por (5.6) temos
r? ozt af x? x? x?
1- Tz -2 (-2 ) (1- 2
3! * 5t 17! T ( 7T2> ( 47T2> ( 97‘(‘2)

Como, temos uma identidade de dois polindmios, podemos comparar os expoentes de cada

um, facamos para o termo x°. Assim
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T
Multiplicando a ultima identidade por ——
x

Wi - + E + ! +
3! 1 4 9
Portanto,
1w
= k2 6

Teorema 5.4. Se p,, € o n-ésimo numero primo, entdo

n 1 -1 [o¢] 1
,}LH;H<1—p2> =2 =

k=1 k k=1

Demonstragao: Sendo p, o n-ésimo ntmero primo, p, > n, Vn € Z, . Dessa forma,
Zig <1+1+...+¥>...<1+1+...+1,)
k2 rt oy pa pr!
para cada j > 1. Além disso,
1 1 1 1 Ao
<1+;ﬁ+"'+]ﬁj>"'<1+m+"'+?f’) < ; =

para cada 7 > 1, visto que cada parcela obtida do desenvolvimento do lado direito da

ultima desigualdade aparece no lado esquerdo. Entretanto, dado que

plz]:”” 1 i 1
- S —,
k=1 k2 k=1 kQ

temos,

obtemos

n 1 -1 [o¢] 1
JE&H<1—2> =2

k=1
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Teorema 5.5. Se p,, € 0 n-ésimo numero primo, entao

lim 1——
’rL—>OOk];[1 ( pk> —

demonstragao: FEm toda a demonstragdo, convencionaremos que se e < f, entdao
e < if. Sejam n € Zy,
n = {phpiz “rPig, 1S € Z’-i—apila DPiyy -+ -y Pias sao primos, COM Piy Piy * * * Pigs < n}?

n — {pi1pi2 cr o Pigs - S S Z+7pi17 Dios - -+ 3 Piog sa0 primos € Z.laz.Qa s 72.25 S n}a
Cn = {DiDis =+ Diners S € Ly, Diss Digs- - - Pigy, SA0 PrIMOS, COM Dy Diy -+~ Digery < N}
Dy, = {pi,Diy =+ Dinerr 1 S € Ly Piys Digs- - - > Piggyy SA0 Primos € iy, da, .. ., lasp1 < N}

Sejam, ainda,

1 1
n=1+ Z n=1+ Z =2 = Z gt
€A xEBn zeCy €D,

Assim,

1 1 & uk)

m—ea=1+3 =3 5= 73
€A, zeCh k=1
¢ 1 1 n 1
bo—dn=1+ > ——=> —=1I (1—p2>
rE€By, x€Dy, k=1 k

Além disso, os limites das sequéncias a,,b,, ¢, € d, existem, pois, as sequéncias corres-
>
pondentes sao nao-decrescentes e limitadas superiormente por Z =k Pelo teorema 2.11,

k=1
garantimos a existéncia do limite

i 1T (1- ).

k=1

Mas, p, > n, Vn € Z,, assim temos que A, € B, C A, ,p, € Cn € Dy, € Cpippevpy-

Logo, sao verdadeiras as seguintes desigualdades
A < by < Apypgepn € Cn < dy < Cpipoepn -
Agora, utilizando o Teorema do Confronto, temos

lim a, = hm b, e hm ¢, = lim d,.
n—oo n—oo
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Portanto,
lim Inl (1 - 12> = lim (b, — d,,)
= lim b, — lim d,
n—oo n—oo
= lim a, — lim ¢,
n—oo n—oo

= Jim (1, — )

= (k)
=M 25

1
kQ

Il
—

oy
~—

k=1

O

De posse dos resultados obtidos nos teoremas 5.4 e 5.5, podemos, finalmente, con-

cluir a demonstragdo do Teorema de Cesaro. Entao, vamos a ela.

lim P, = 3 H0)
n—00 P k2
lim ] (1 ! )
= lim - =
n—0o0 he1 p%

Dessa forma, a demonstracao do Teorema de Ernesto Cesaro estd completa.
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