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Resumo

Em geral, as equagoes diferenciais parciais de Navier-Stokes sao responsaveis por des-
creverem a dinamica dos fluidos. Neste sentido, estas mesmas equacoes constroem modelos
capazes de expressar algumas leis fisicas de forma matematica. Com isso, destacamos a
equacao do movimento responsavel por descrever a dinamica dos fluidos geofisicos, a qual
denominamos de equacao quase-geostrofica. Neste trabalho, investigamos a existéncia e uni-
cidade de uma solugao global no tempo para esta equacao, com dissipacao supercritica, em
um especifico espaco de Sobolev nao homogeéneo usual. Além disso, estabelecemos o decai-
mento destas mesmas solugoes, quando o tempo tende ao infinito. E importante ressaltar
que a obtencao desta solucao global é determinada através de um critério de explosao obtido

para solucoes locais. Para este fim, utilizamos técnicas relacionadas a Analise de Fourier.

Palavras-chave: Equacao quase-geostrofica; Critério de explosao; Solugoes globais; Decai-
mento de solugoes globais.



Abstract

In general, the Navier-Stokes equations describe the fluid dynamics. In this sense, these
same equations represent models capable of expressing some physical laws in a mathema-
tical way. Thereby, we highlight the equation of motion that determine the dynamics of
geophysical fluids, which we call quasi-geostrophic equation. In this work, we investigate the
existence and uniqueness of a global solution for this equation, with supercritical dissipation,
in a specific usual non-homogeneous Sobolev space. Furthermore, we established the decay
of this same solution, as time goes to infinity. It is important to point out that to obtain this
global solution it is necessary to establish an blow-up criterion obtained for local solutions.

For this purpose, we have used techniques related to Fourier Analysis.

Keywords: Quasi-geostrophic equation; Blow-up criterion; Global solutions; Decay of glo-

bal solutions.
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Introducao

A mecanica dos fluidos é uma &area da Fisica que estuda fluidos em movimento ou em
repouso. Esta mesma é subdividida em duas subareas denominadas: Hidrostatica e Hidro-
dinamica. A primeira estuda fluidos em equilibrio estatico, enquanto a segunda, também
conhecida por Dinamica dos Fluidos (ver [24] e referéncias inclusas para mais detalhes),
dedica-se a investigar o comportamento de fluidos que se movimentam em velocidade e/ou

aceleracao variada.

Conforme [26], desde a pré-histéria hd indicios que as civilizagdes da época tinham co-
nhecimentos relacionados a Mecanica dos Fluidos, uma vez que tinham navios a vela que
funcionavam a remo e possuiam sistema de irrigacao. No entanto, as primeiras leis fisicas

para flutuacao de corpos foram formuladas por Arquimedes em (285-212 a.C.).

Segundo [26], até meados do século XIV, nao foi registrado nenhum avango que pudesse
ser considerado importante para a Mecanica dos Fluidos. As contribui¢cbes mais relevantes
foram dadas por Isaac Newton (1642-1684), quando este elaborou suas leis de movimento
e a lei de viscosidade de fluidos lineares, sendo estes conhecidos como Newtonianos. Esta
descoberta permitiu que problemas envolvendo a quantidade de movimento dos fluidos fossem

analisados.

Além disso, essa teoria levava em consideracao a hipotése de um fluido “perfeito”. Esta
suposicao, foi explorada por diversos matematicos do século XVIII como, por exemplo, Daniel
Bernoulli (1700-1782), Leonhard Euler (1707-1783), Jean Le Rond D’Alembert (1717-1783),
Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) e Pierre-Simon Laplace (1749-1827). Estes mateméticos
resolveram muitos problemas de escoamento sem atrito. E importante destacar que foi Leo-

nhard Euler quem desenvolveu as equagoes diferenciais de movimento, as quais sao conhecidas



por equacao de Euler. A seguir, podemos observa-las:
1
u+u-Vu+-Vp=0, em (0,7) x €,
P

onde €2 é um subconjunto aberto, limitado e conexo do R, T" > 0 é um tempo fixo e, em

adicao, u ¢ a velocidade, p é a pressao e p é a densidade do fluido.

De acordo com [26], muitos resultados foram formulados considerando a hipétese de fluido
“perfeito” (incompressivel e com viscosidade nula). Entretando, perceberam que a hipdtese
adotada tinha uma aplicacao limitada na préatica. Uma vez que, na Engenharia, os fluidos

mais utilizados possuiam efeitos de viscosidade.

Diante disso, conforme [26], outras ciéncias foram desenvolvidas até que a teoria do
escoamento viscoso fosse estabelecida. No entanto, esta s6 foi explorada por Navier (1785-
1896) e Stokes (1819-1903) quando acrescentaram os termos de viscosidade Newtonianos as
equagoes diferenciais de movimento. As equagcoes classicas resultantes, receberam o nome de

equagoes de Navier-Stokes e estao descritas logo abaixo:

rut—/chu+u-Vu+Vp:f, em (0,7) x Q;
V-u=0, em (0,7)x
u(0,) = ug, em Q;

(u=0, sobre 0f2.

Neste sistema de equagoes, em concordancia com [1], € é um subconjunto aberto, limitado
e conexo do R™, 02 a fronteira (suficientemente regular) de 2 e T > 0 um tempo fixo. Além
disso, f indica a forca externa ao fluido, ug a velocidade inicial do fluido, enquanto u é a
velocidade do fluido. Identificamos p e pu como sendo a pressao do fluido e o coeficiente
positivo de viscosidade, respectivamente. Estas equagoes sao conhecidas por descreverem o

escoamento de fluidos arbitrarios.

Devido a sua relevancia e aplicabilidade, em concordancia com [23|, as equagoes de
Navier-Stokes, consiste em um dos sete problemas do milénio, estabelecidos pelo Instituto
de Matemaética Clay. O prémio de um milhao de dolares é oferecido para quem demonstrar a

existéncia ou inexisténcia de solugdes globais no tempo (como também, suas regularidades)



para estas equacoes. O sistema em questao esta descrito a seguir:

u — pAu+u-Vu+Vp=0, z€R3t>0;
V-u=0 zeR3t>0; (1)
u(0,:) = uy, € R

Em conformidade com [23], por meio das equagoes de Navier-Stokes derivam-se diversos
modelos usados em estudos relacionados a Dinamica de Fluidos Geofisicos. Tais fluidos
sao definidos em [23] como sendo os invélucros fluidos de planetas como, por exemplo, a
atmosfera, o oceano na Terra e também o fluido ionizado que compoe o nucleo externo
da Terra. Alguns modelos mateméaticos permitem que estes fluidos sejam estudados, sao
eles: modelo de dgua-rasa, modelo quase-geostréfico, modelo quase-geostrofico estratificado,
modelo de agua-rasa MHD, modelo quase-geostrofico magnetohidrodinamico, entre outros.

O modelo mais importante destes listados é o quase-geostréfico.

Conforme [23], o modelo quase-geostréfico é o mais relevante da dindmica dos fluidos
geofisicos, pois retrata bem a dinamica dos movimentos em grande escala que ocorrem no
oceano e na atmosfera em médias latitudes. Estes movimentos, sao chamados ondas de
Rossby e sao consideradas solucoes da equacao quase-geostrofica e das equagoes de dgua-
rasa num plano beta. Tais ondas em questao levam o nome do Meteorologista Carl-Gustaf
Rossby (1898-1957), este foi o primeiro a explicar movimentos em grande escala na atmosfera

relacionando-os com a Mecanica dos Fluidos.

As ondas de Rossby (também conhecidas por ondas planetarias), de acordo com [21], sdo
caracterizadas por se propagarem no sentido oeste, tanto no oceano quanto na atmosfera.
Estas ondas sao longas e surgem devido a rotagao e o formato do planeta Terra. Segundo [21],
essas mesmas ondas tem influéncia em fenomenos climéticos como o El Niné (aquecimento
anormal das dguas do oceano Pacifico), podendo retardar seus efeitos na circulagao oceanica.

Isso explica o interesse da comunidade cientifica sobre estas ondas.

Ainda de acordo com [23], o modelo quase-geostrofico foi executado inicialmente pelo
Meteoreologista Jule Charney (1917-1981). Além disso, a equagoes provenientes deste modelo
foram as primeiras a serem solucionadas (numericamente) computacionalmente. Isso foi feito,
juntamente com o matematico Jon Von Neumann (1903-1957) e o Meteorologista Ragnar

Fjortoff (1913-1998) com o objetivo de fazer uma previsao do tempo.

Nesse sentido, em concordancia com [23], a equagdo quase-geostrdfica é importante pois



retrata o desenvolvimento das ondas de Rossby, sendo estas dominantes nas escalas dos

movimentos que ocorrem nos oceanos e na atmosfera.

Considerando que as equagoes provenientes do modelo quase-geostrofico descreve o com-
portamento de fluidos com velocidade de rotacao alta, pode-se derivar das equagoes de

Navier-Stokes o seguinte sistema:

00+ |DI**0 +uy - VO =0, xz€R3t>0;
Up = (82|D|718’ _81|D|710>a YOS RQat > 0) (2)
0(0,z) = 0°(z), xeR%

o qual denominamos de sistema de equagoes quase-geostroficas. Neste sistema, 6 representa
a temperatura potencial, ug a velocidade do fluido, t a variavel temporal,  a varidavel no
plano R? e |[D|™! o Laplaciano fraciondrio de ordem —3. E sabido, a partir da literatura
(ver [4},[518,117-20,122, [25,127,128] e referéncias inclusas), que a dissipagdo, dada pelo termo

dissipativo | D|?**0 na primeira equacao de , é chamada subcritica, critica ou supercritica

1

1
sea >3, a=;

ou o< %, respectivamente.

Com relagao ao caso subcritico da equagcao (2)) (e sistemas relacionados como, por exem-
plo, MHD-3 e MHD generalizado), W. G. Melo, T. S. R. Santos [15] mostraram a existéncia
de uma tnica solugao branda e analitica global no tempo (assumindo dado inicial pequeno)
para as equacoes MHD-/ e, além disso, este mesmo trabalho apresenta taxas de decaimento
(para tempo infinito), desta mesma solugao, em espagos de Sobolev usuais e Sobolev-Gevrey
(para mais detalhes, ver [15] e referéncias inclusas). R. H. Guterres, W. G. Melo, N. F.
Rocha e T. S. R. Santos [11] comprovaram a existéncia de solugdes locais e globais (esta
ultima, para dado inicial suficientemente pequeno), juntamente com alguns critérios de ex-
plosao e estabilidade, respectivamente, para as equacoes MHD generalizadas em espacgos de
Sobolev usuais e Sobolev-Gevrey (referimos |11] e referéncias citadas para mais informagoes).
Com respeito a equagao quase-geostrofica , ainda no caso subcritico, vale também lembrar
que J. Benameur e M. Blel [3] estabeleceram uma tnica solugao global (também com dado
inicial pequeno) que decai a zero, quando o tempo tende a infinito, em espagos de Sobolev
homogeéneos (ver [3] e referéncias inclusas para mais pormenores). Em adi¢do, sem considerar
que o dado inicial é pequeno, M. Amara e J. Benemeur [2| garantiram a existéncia de uma
solugao tinica e global, trabalhando com o espago H*(IR?), onde s € (2 — 2, 2) (citamos [2] e
referéncias inclusas para mais informagoes). Por fim, a propédsito do caso critico, gostariamos
de citar o trabalho publicado recentemente por W. G. Melo, N. F. Rocha e N. d. Costa [14],



no qual os autores constataram que uma unica solugao branda global no tempo (conside-
rando que o dado inicial é pequeno) para as equagoes existe e, ademais, este artigo expoe
taxas de decaimento (para tempo arbitrariamente grande), para esta mesma solucao, em

espagos de Sobolev-Gevrey (para mais esclarecimentos, ver [14] e referéncias inclusas).

Neste trabalho, assumiremos que « € (0, %), ou seja, que a equagao quase-geostrofica
estudada nesta dissertacao é considerada no caso supercritico. Posto isso, podemos destacar
que o objetivo desta dissertacao é investigar a existéncia e unicidade de solugoes globais para
a equagao quase-geostréfica no espaco de Sobolev nao homogéneo H?~2*(R?), quando o dado
inicial é suficientemente pequeno, e verificar o decaimento desta mesma solugao, quando o

tempo tende ao infinito.

Este trabalho foi elaborado através da inspiragao gerada por [5] e, além disso, foi dividido

em dois capitulos.

Iniciamos o Capitulo 1 com a secao intitulada “Informacoes Elementares”. Nesta secao,
apresentamos algumas definicoes de operadores tais como: divergente e Laplaciano usual.
Depois disso, enunciamos um dos teoremas mais importantes da teoria de integragao de Le-
besgue, chamado Teorema da Convergéncia Dominada. Feito isso, elencamos alguns resulta-
dos oriundos da teoria dos espacos de Lebesgue, sendo eles: duas desigualdade de Minkowski
(uma delas relacionada as integrais) e as desigualdades de Young e Holder. Posto isso, apre-
sentamos algumas informagoes, imprescindiveis ao nosso trabalho, sobre a transformada de
Fourier. Por fim, definimos os espagos de Sobolev nao homogéneo e homogéneo. Com isso,
relacionamos as normas destes espacos com a norma do espaco de Lebesgue L?. Na secao
nomeada por “Resultados Preliminares”, apresentamos alguns lemas técnicos, sendo estes
de extrema importancia na construgao dos resultados principais deste trabalho como, por

exemplo, o Lema de Chemin.

No Capitulo 2 concentramos nossos esforcos no estudo dos resultados principais desta dis-
sertacao. Inicialmente, na secao “Critério de Explosao para Solugoes Locais” estabelecemos
um critério de explosao para a solucao local da equacao quase-geostrofica , obtida em [19].
Feito isso, na secao “Existéncia de Solucoes Globais” consideramos o dado inicial suficiente-
mente pequeno no espago de Sobolev nao homogéneo H?~2*(R?) e verificamos a existéncia de
uma unica solucao global no tempo para a equacao quase-geostrofica . Por conseguinte, a
secao “Decaimento de Solugoes Globais” estabelece o decaimento desta solugao global, quando

o tempo tende ao infinito.



Capitulo 1

Preludio

Este capitulo é constituido de duas segoes, sendo que a primeira delas tem como obje-
tivo apresentar definicoes e resultados considerados preliminares na elaboracao desta dis-
sertacao. Para isso, comecamos listando algumas informacoes obtidas nos cursos da Analise
Matematica (ver [6,/10,/12,/13] para mais informagoes) tais como: divergente, Laplaciano
usual, convolucao, o Teorema da Convergéencia Dominada, os espagos de Lebesgue P e entre
outros. Além disso, citamos alguns conceitos e resultados relacionados a transformada de
Fourier, entre eles destacamos a Identidade de Plancherel e o Laplaciano fracionério (os dois
de grande relevancia para o desenvolvimento dos teoremas principais deste trabalho). Para
finalizar esta secao, definimos o espaco de Sobolev nao homogéneo usual, juntamente com
sua norma e seu produto interno e, em seguida, o mesmo é realizado para o espago de Sobolev
homogéneo usual. Por fim, comparamos as normas destes dois espacos. A segunda e tltima
se¢ao, tem como finalidade apresentar os lemas técnicos que sao fundamentais na contrugao
dos resultados principais deste trabalho. Em esséncia, nestes mesmos lemas estimamos, por

exemplo, o produto interno do espaco de Sobolev nao homogéneo.

1.1 Informacoes Elementares

Nesta segao, referenciamos elementos das teorias inerentes aos cursos de Analise Real e

da Medida e Integragio (para mais detalhes, ver [6|10}/12,/13] e referéncias inclusas).

Definicao 1.1. Sejan € N e C" (ou também R™) o espaco equipado com o produto interno



padrao

Ty = XYL+ oY + -+ Tl (1.1)

Este produto induz uma norma definida por

2 o= |2 o+ [l -+ [, (1.2)

com x = (1,2, ... Tpn), Y = (Y1, Y2, ---, Yn) € C". Além disso, tanto o produto interno quanto

a norma obdecem a seguinte desigualdade:
[z -yl < llzllllyll, Vz,yeC (1.3)

onde a mesma é denominada Desigualdade de Cauchy-Schwarz. Vale ressaltar que ((1.1)),
(1.2) e (1.3) também sao vélidas para vetores de R".

Logo abaixo, estabelecemos a notacao para os campos vetoriais utilizados no nosso tra-

balho. Além disso, recordaremos o conceito de campo gradiente.

Defini¢ao 1.2. Sejam n, m ndmeros naturais. Suponha que f : [0,00) x R” — R™ é uma

funcao, isto é,

flt,x) = (fi(t,x), fa(t, ), ..., fm(t,z)), VreR" t>0.

O campo gradiente de f é denotado por Vf e definido da seguinte forma

V=V, Vi),

onde Vf; = (D1 fj, Dafj, ..., Dpfj), com j = 1,2,..,m e Dy a derivada parcial de ordem 1,

com respeito a k-ésima coordenada, ou ainda, Dy = % (k=1,2,...,n).

Feito isso, somos capazes de conceituar o Laplaciano usual de uma funcao.

Definicao 1.3. Sejam n,m € N. Assuma que f : R” — R™ é uma funcao. O Laplaciano

usual da funcdo f = (f1, ..., fmm), denotado por Af, é definido da seguinte forma:

Af = (AfbAan ceey Afm)a

onde Af; =37 | Dif; paraj=1,..,m.



A seguir, definiremos o conceito de uma aplicacao escalar denominada divergente.

Definigao 1.4. Seja n € N. Suponha que f : R" — R" é uma fungao. O divergente de f é
definido por

V-f= ZDkflm
k=1
onde f = (f1,..., fn)-

A equacgao quase-geostréfica apresenta um termo nao linear e este é determinado por uma

notagao especifica, a qual veremos a seguir.

Definicao 1.5. Seja n, k € N. Considere as funcoes f : R® — R" e g : R® — R¥. Definimos

[+ Vg por
i=1
onde f = (f1,.., fn) €9 =191, G)-

Neste trabalho, principalmente nos lemas técnicos, utilizamos o conceito de convolucao

entre duas aplicagoes. Para mais detalhes, ver [10}/12,/13] e referéncias inclusas.

Definicao 1.6. Seja n € N. Suponha que f e g s@o fungoes definidas em 2 C R”. A

convolucao de f e g é definida por

fro@) = [ f- oy, Voeo,
Q
desde que a integral acima exista.

Posto isso, estamos prontos para definir poténcia e derivada multi-indice. Estes elemen-
tos sao utéis para estabelecermos os espacos de Schwartz e estudarmos as propriedades da

transformada de Fourier (para mais detalhes, ver [10,/12,/13] e referéncias inclusas).
Definicao 1.7. Sejan € N, x = (z1,...,x,) € R" e a = (ay,...,,) € N". Dizemos que a

poténcia multi-indice é o niimero real

¢ =a

A derivada multi-indice de f € C*°(R™) é definida por

|| a1+ Fom
gep U gy

aalml...aanxn aalxl...aanxn.

8



A partir de agora, definiremos o espago de Lebesgue LP e alguns de seus principais

resultados.

Definigao 1.8. Seja (X, M, ;1) um espago de medidae 1 < p < co. Dizemos que LP = LP(X)

é o espaco de todas as fungoes f mensuraveis sobre X tais que

[ 1P < .
X

Ademais, LP é um espaco vetorial equipado da seguinte norma:

£l = [ 1]

O espago das fungoes f mensuraveis sobre X tais que |f(z)| < ¢ em quase toda parte de X,
para alguma constante real ¢, é denotado por L™ = L*(X). Além disso, o espago vetorial

L*>° é munido da norma
| fllLee = inf{c > 0;|f(x)| < ¢ em quase toda parte de X}. (1.4)

Para consultar mais informagoes sobre estas normas, ver [6},10,/12,/13].

Depois disso, enunciaremos um resultado fundamental da teoria de integragao que diz

respeito a convergencia.

Teorema 1.1 (Teorema da Convergéncia Dominada). Seja (f,)nen uma sequéncia em L1
que converge em quase toda parte para a funcao mensurdvel f. Se existe uma funcao g € L'

tal que | f,| < g em quase toda parte, para todo n € N, entao f € integrdvel e

/ f=1lm [ f,
n—0o0
Demonstragao. Ver detalhes da demonstragao em [10], p. 54. [

O préximo resultado, se refere ao espaco de Lebesgue LP com uma variavel com respeito

ao tempo 7.

Defini¢ao 1.9. Suponha que (X, || - |x) é um espago vetorial normado e 7" um nimero

real positivo. O espago LP([0,T]; X) = L%(X), com 1 < p < oo, é o conjunto das fungdes



mensuraveis f : [0,7] — X munido com a norma

T » 1/p
oo = [ [ 1] < o (15)

De maneira andloga, definimos L>([0,77; X) = L¥(X) como sendo o espago das fungdes
mensuraveis [ : [0,7] — X tais que ||f(¢)||x é limitada em quase toda parte de [0, 7]. Além

disso, este espago ¢ munido da seguinte norma:

1f 1|5 ) = supess{|[f (1)l x = ¢ € [0, TT}. (1.6)

Analogamente, definimos o conjunto C([0,7]; X) = Cr(X) = {f : [0,7] — X continua}

equipado com a norma do supremo essencial || - || Ls(x).-

Os préximos trés resultados sao considerados elementares na teoria dos espagos de Le-

besgue LP.

Teorema 1.2 (Desigualdade de Young). Sejam a,b € RY e p e g nimeros reais satisfazendo

1<pg<ooept+qgt=1. Entdo, tem-se que

1 1
ab < —a? + -0 (1.7)
p 4q
Demonstracao. Para consultar detalhes da demonstragao, ver [10] p. 174. O]

A partir deste resultado béasico, podemos enunciar os teoremas abaixo.

Teorema 1.3 (Desigualdade de Hélder). Suponha que f € LP e g € L. Considere p,q € R
sdo tais que 1 < p,q< oo ep '+ q ' =1. Entio, fg € L'. Ademais,

1fgllze < [1F 1o lgllze- (1.8)

Demonstragao. Para consultar detalhes da demonstragao, ver [10] p. 182. O

Teorema 1.4 (Desigualdade de Minkowski). Sejap € R de modo que 1 <p<ooe f,g € LP.
Entao, f+ g € LP. Temos também que

1f+gller < 1 Fllze + llgll o (1.9)

Demonstragao. Para consultar detalhes da demonstragao, ver [10] p. 183. O]
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Logo abaixo, observaremos uma generalizacao para a Desigualdade de Minkowski.

Teorema 1.5 (Desigualdade de Minkowski para Integrais). Sejam (X, M, u) e (Y,N,v)
espacos de medida o—finitos. Assuma que f: X XY — [0,00] € uma fungdo mensurdvel na

o-algébra produto.

a) Se f>0el< p<oo, entdo

(s o] < | e s

b) Sel < p < oo, f(-,y) € LP(n) para quase todoy € Y ey — ||f(-, )|, seja uma
fungao em L'(v), entao f(x,-) € L'(v) para quase todo x € X. Além disso, T

[ f(z,y)dv(y) € uma fung¢do no espago LP(u), e

H/ﬂww@

ms/wummw@-

Demonstragao. Para consultar detalhes da demonstracao, ver [10] p.194. O]

Agora, estabeleceremos o conceito do espago de Banach (para mais detalhes, ver [6]).

Definicao 1.10. Um espacgo normado X é chamado espaco de Banach quando for um espaco

métrico completo com a métrica induzida por sua propria norma.

A seguir, enunciaremos alguns resultados relacionados a completude dos espacos de Le-

besgue LP.

Teorema 1.6. Seja p € R de modo que 1 < p < oo. Entao, LP ¢ um espaco de Banach.
Demonstragao. Para consultar detalhes da demonstragao, ver [10] p. 183. O

No espaco de Lebesgue LP, ao escolhermos p = 2, chegamos a um espaco de Hilbert.
Adiante, apresentaremos qual a caracterizagdo de um espago de Hilbert (ver [6] para mais

informagoes).

Definigao 1.11. Seja H um espago munido do produto interno (-, -). Dizemos que (H, (-, ))
é um espago de Hilbert se (H, || - ||) é um espago de Banach, onde || - || é proviniente do

produto interno (-, -).

11



Sabendo disso, podemos formalizar o resultado abaixo.

Teorema 1.7. Sejam f,g € L?. Entdio,

(f, g1 = /X f(2)g(@)de

define um produto interno em L?, que produz norma a || - ||p2 definida previamente. Além

disso, temos que L? é um espaco de Hilbert.
Demonstragao. Para consultar detalhes da demonstragao, ver [10] p. 183. O]

Além disso, podemos estabelecer, ainda no espaco de Hilbert, uma caracterizagao para

todos os funcionais lineares continuos.

Teorema 1.8 (Teorema da Representacao de Riesz). Sejam H um espaco de Hilbert e
f:H =K, comK=R ouC, um funcional linear continuo. Entao, existe um tnico vy € H
tal que

f(u) = (u,vy), Yue H.

Além disso, ||f|| = llvgll- Aqui ||f|| = sup{[f(z)[ : [l = 1}.
Demonstracao. Para consultar detalhes da demonstragao ver [6]. O]

Posto isso, apresentaremos um conceito de convergéncia proveniente de um curso intro-

dutério de Andlise Funcional (ver [6] para mais informagoes).

Definigao 1.12. Sejam X um espago normado e (2, ),eny uma sequéncia em X. Dizemos que
x, converge fracamente para r € X, e escrevemos z,, — x, quando n — oo, se f(z,) — f(z),

quando n — oo, para todo f : X — K funcional linear e continuo.

Vale lembrar que o limite da convergéncia fraca é tnico (ver [6] para mais detalhes desta

afirmagao).
Vejamos agora o que nos diz o Teorema da diferenciagao de Lebesgue.

Teorema 1.9 (Teorema da Diferenciacio de Lebesgue). Sejamn € N, § >0, f € LY(R") e
@) = oy [ @y, oeR
s\T) = 737 o y)ay, Z 5
|B(ZE7 5)| B(z,9)
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onde | - | € a medida de Lebesque usual (ver |L0] para mais informagoes) e B(x,0) € a bola
aberta de centro x e raio 6 > 0 em R™. FEntdo, fs converge para f em quase toda parte,

quando § — 0.
Demonstragao. Para consultar detalhes da demonstragao, ver [10]. O

Outra definicao extremamente importante em um curso de Anélise funcional é apresen-

tada abaixo (ver |6] para mais informagoes).

Definicao 1.13. Seja X um espago normado. Dizemos que X ¢ reflexivo se a aplicacao
(dita injecao canédnica) j : X — X" dada por j(z) = j,, com j.(f) = f(x), é bijetiva. Aqui
X'={f:X — K ¢ linear e continuo}.

O resultado a seguir estabelece uma conexao entre as defini¢oes e

Teorema 1.10. Todo espaco de Hilbert é reflexivo.
Demonstragao. Para consultar detalhes da demonstragao, ver [6]. [

A seguir, apresentamos um teorema que substitui o famoso Teorema de Bolzano-Weierstrass

da Anaélise na Reta.

Teorema 1.11. Toda sequéncia limitada em um espago reflexivo admite subsequéncia que

converge fracamente.
Demonstracao. Para consultar detalhes da demonstragao, ver [6]. O

Agora, vamos estudar alguns conceitos bésicos sobre a transformada de Fourier (ver

[6,/10,/12,|13] para mais informagoes).

Definicao 1.14. Seja n € N. Suponha que v, sdo n-uplas em N”. A seminorma || - || g
de uma fungao f € C*°(R™), é definida por

1 Fllwsy = 2”07 fllz = Seuﬂg{lx”@ff(ﬂf)l}- (1.10)

Posto isso, definiremos o espaco de Schwartz.

13



Definicao 1.15. Seja n nimero natural. Suponha que v, 8 sao n-uplas em N". Dizemos

que o conjunto S(R"), definido por
SR") ={p € CT([R") : [¢llwp < oo,v, 6 €N}, (1.11)

é o espago de Schwartz.

Sabendo disso, estamos prontos para apresentar o conceito de transformada de Fourier

sobre o espaco de Schwartz.

Definigao 1.16. Sejam n € N e f € S(R™). Definimos a transformada de Fourier de f por

=)

FONO = Fie) = [ e fdn, veer (1.12)

e identificamos ¢ como sendo a unidade imaginaria dos nimeros complexos.

O préximo resultado nos certifica que o operador F : S(R™) — S(R™) é linear e continuo,

assim como sua inversa.

Teorema 1.12. Sejam n € N e F : S(R") — S(R") o operador transformada de Fourier
definido por F(f) = f E verdade que F é bijetor, linear e continuo. Além disso, a linea-
ridade e continuidade também se aplicam a sua tnversa, a qual denominamos transformada

de Fourier inversa, dada por

n

FAUPE© = a7 [ fapds, e e R, (1.13)
Demonstragao. Para consultar detalhes da demonstragao, ver [25]. O

Tendo posto isso, podemos estudar as propriedades do operador transformada de Fourier.

Teorema 1.13. Seja n € N. Considere f,g € S(R") e a uma n-upla de N". Entdo, as

sequintes informacoes sao verdadeiras:

— ~

i) 0°f(§) = (&) f(&);
if) F(a”f(2)() = i*lo" f(€);
iii) - ngdx = - f gdx;

14



Demonstragao. Para consultar detalhes da demonstragao, ver [25]. O

O préximo resultado estabelece duas conexoes entre uma aplicagao e sua transformada

de Fourier no espaco de Lebesgue L2.

Teorema 1.14 (Identidade de Plancherel). Seja n € N. Suponha que f € L*(R"). Entdo,

@m) Iz = 11117
De modo geral, se f € L*(R"), temos ainda que
(2m) " F. 92 = (£, 9)p2-
Demonstragao. A demonstragao deste teorema pode ser consultada em [25]. O
A seguir, apresentaremos o conceito de distribuicao temperada, para mais detalhes con-

sultar [10},25] e referéncias inclusas.

Definicao 1.17. Sejan € N. A aplicacao ¥ : S(R") — C é uma distribuigao temperada se
¢ linear e continua. Além disso, denominamos S’(R") como sendo o espago das distribuigoes

temperadas.

Agora, veremos que é possivel estender a ideia da transformada de Fourier relacionado

ao espaco das distribuicoes temperadas.

Definicao 1.18. Seja n € N. Assuma que ¥ € S'(R"). A transformada de Fourier de W é
definida por

FO)(f) =U(f) =U(f), VfeSR. (1.14)

Além disso, pode-se verificar que F(¥) € S’(R"), para todo ¥ € S’(R"™). Sabendo disso,

o resultado posterior garante que o operador F : §'(R™) — S’(R") ¢ linear e invertivel.
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Teorema 1.15. Seja n € N. Assuma que o operador F : S'(R") — S'(R"), denominado
transformada de Fourier € dado por F (V) = U. E verdade que F € bijetor, linear e continuo.
Além disso, a linearidade e continuidade também € atribuida a sua inversa, a qual denomi-

namos transformada de Fourier inversa, dada por

FHO)(f) =0(F(f), VfeSRY, (1.15)

Demonstragao. Para consultar detalhes desta demonstragao, ver [25]. O

Em seguida, estabeleceremos uma identificagao entre os espagos de Lebesgue L'(R") e
L*(R™) com o espago das distribuigoes temperadas S’(R™).

Teorema 1.16. Suponha que f € LP(R™), com p = 1,2. Dizemos que a aplicagio Ty :

S(R™) — C, dada por

Ty(e) = [ el@ifde, ¥ € SR,

¢ uma distribuicdo temperada, ou seja, Ty € S'(R™).
Demonstracao. Para consultar detalhes da demonstragao deste resultado, ver [10,25]. O

A seguir, estabeleceremos o conceito de um operador utilizado nesta dissertacao que
faz parte do termo difusivo da equacao quase-geostroéfica (para mais detalhes, ver [8,22] e

referéncias inclusas).

Definicao 1.19. Sejam n € N e a € R. Assuma que f € S’(R"). O Laplaciano fracionério

de ordem « de f, o qual denotamos por |D|*f, é definido da seguinte forma:

~

IDIef(€) = €°F(6), Ve R

Para finalizarmos os tépicos relacionados a transformada de Fourier, apresentaremos o

conceito de semigrupo do calor.

Definicdo 1.20. Seja n € N. Considere f um funcional em S'(R") e o um niimero real.

—t|D* aplicado em f ¢é definido por

Dizemos que o semigrupo do calor e

TP = FHe Y, Ve e R > 0.
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A partir de agora, definiremos os espacos de Sobolev homogéneo e nao homogéneo usuais
(ver [5,6,/17-20] e referéncias inclusas). Destacamos que sdo nesses espagos onde buscaremos

as solugoes para a equacao quase-geostrofica.

Para isso, comecemos considerando s > 0. Com isso, observe que

L+ €2 < 2 max {1, |§|2} , VEER2

Elevando ambos os lados a s, chegamos a
(14 161" < 2°(max {1, [¢]*})" < 2°(1 + [¢]*), V€ € R

Dessa forma, temos que

(L+[EP7) <221+ [¢f*), VEeR™ (1.16)
Agora, perceba que

L<1+¢f VEeR?,
e também que
€7 <1+1¢%, vEeR?

Elevando estas duas tltimas desigualdades a s e, em seguida, somando seus respectivos

resultados, obtemos
L+ €% <21+ €)%, VEeR (1.17)
Assim, por e , inferimos que
2L+ [EP)° ST+ IE™ <201+ [¢P)°, VEe R

~

Multiplicando a desigualdade acima por | f(£)|?, podemos escrever

271+ [EPPIFEP < A+ [E)NFOP <201+ €2 F(€))% Ve e R
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Integrando esta expressao sobre R?, resulta que

2 /Rz“ +IEPYIF()1PdE < /R (LH[EP)IF©)Ide < 2 /R A+ [EPPIFOPd. (118)

A partir disso, podemos definir o espaco de Sobolev nao homogéneo usual como abaixo.

Definicao 1.21. Considere s > 0. Denotamos o espac¢o de Sobolev nao homogéneo por
H(®) 1= {f € S®): F e @), [ (1+1¢)Ifie)de < oc).
R
Este espaco é munido da norma

/]

2 25\ | F(€)2dE.
e KRN GIE:

Tal norma é gerada pelo produto interno

-~ —_—

b = [ (4 6P Fle e

E comum encontrar na literatura o espaco H $(R?) munido da norma definida através da

integral
| @+ leprifierd
]RQ
Esta é equivalente aquela estabelecida na definicao m por causa de ([1.18) (para s > 0).

A seguir, estabelecemos o espaco de Sobolev homogéneo usual.

Definigao 1.22. Considere s € R. O espago de Sobolev homogéneo é dado por
() 1= {f € S®): F e L @), [ [¢I7(€)Pde < 0}
R
A norma deste espaco é

/1

2 _ 25| 71 )2
A RERIGIKS

Esta norma ¢é gerada pelo produto interno

(v = [ ePFeT@E
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Por meio dessas definigoes, conseguimos obter uma relagao entre as normas dos espagos
de Sobolev citados anteriomente com a norma do espago de Lebesgue L?(R?). Tal relagao é

dada por

1 = [+ PF@Pas = [ 1F@Pas+ [ 1e1R@) Pds = 171 + 171
Logo, pela Identidade de Plancherel (ver Teorema |l1.14]), temos que

£ = @m)*[LF1IZ2 + 1L.£]

(1.19)

2
Hs*

Analogamente, deduzimos que

<f,g>Hs = (271-)2<f7g>L2 +<fag>H3 (12())

Podemos relacionar também as normas dos espacos de Sobolev homogéneos e nao homogeéneo

da seguinte forma:

1f] e, Vs>0. (1.21)

2 _ 25| F( V|2 25\ F( 1246 —
2= [ PIRQra < [ aviePFiors = 1)

Além disso, pode-se comparar espacos de Sobolev nao homogéneo entre si. Para isso, é
necessario relacionar seus respectivos parametros. Para sermos mais precisos, permita-nos

considerar H*(R?) e H'(R?), com 0 < s < t. Assim, por ([1.17)), é verdade que

/1

<2 [ alePrifierds <z [ (el fierde
R2 R2
Por (|1.16)), podemos escrever

111 < 2”1/ (1+ EPIFE)PdE = 271 f (17
R2

Logo, concluimos que

2e K2PNIFIR., 0<s<t (1.22)

/]
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1.2 Resultados Preliminares

Nesta secao, estabeleceremos algumas ferramentas auxiliares que serao relevantes para a

prova dos nossos resultados principais.

Lema 1.1. Seja 6 € S'(R?). Defina ug = (Do|D| ™10, —D;|D|16). Entao, é verdade que
Tl =16] e V-up=0.

Demonstracao. Primeiramente, observe que

V - ug = Dy(Ds|D|70) + Do(—D4|D|7'6) = 0.

Por outro lado, podemos escrever
g = F(Do| D710, —=D1|D|0) = (F{Ds| D|7'0}, —F{D:|D|~'6}).
Deste modo, o Teorema i) implica que
(&) = (&) *VF{IDI0(O)}, — (&) O F{|ID|0(E)}).
Portanto, aplicando a definigao [1.19] conclui-se que
@ (€) = (1) VI 710(€), — (1) " |¢ 1 0()). (1.23)
Usando a definigao [I.7], deduzimos que
(i6) "V = (i&1)°(i6)' = i& e (i)"Y = (i&1)'(i&)" = iéy. (1.24)
Sendo assim, substituindo em , obtemos
U (€) = i(&lel710(€), —&1lel T 0(€)). (1.25)
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Desta forma, podemos escrever

[@(6)] = |(&1€710(8), —&1 €] 18(£))]
— \V(&IE206) ) + (€1 21Ae) )

$ +€1 \5!
€12 |€|2
= VIO =18)].
para todo £ € R% O

A seguir, estabeleceremos um resultado estudado em um curso introdutoério de Analise
Funcional (para mais informagoes, ver [6] e referéncias inclusas) que serd 1til no nosso es-
tudo envolvendo um especifico critério de explosao para solugoes locais da equacao quase-

geostrofica.

Lema 1.2. Seja (H, || - ||) um espago de Hilbert e (x,)nen uma sequéncia de elementos em

H tal que x, = x em H, quando n — oo, e limsup ||z,|| < ||z||. Entdo,
n—oo

lim ||z, —z|| = 0.

n—oo

Demonstragao. Por hipotése, tem-se que z, — x, quando n — oo (ver definigao [1.12)).

Entao, (,)neny € H é limitada e também que
liminf || z,| > || ||
n—oo
Consequentemente, chegamos a
| z|| <liminf || z,| <limsup ||z,| < | z|.
n—oo n—00
Isso implica que
liminf || z, || = limsup || z,|| = || z||.
n—00 n—00

Em consequéncia disso, segue que

Tim |z, ]| = [l (1.26)
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Observe ainda que, pelo Teorema da Representagao de Riez (ver Teorema , tem-se que
lim (2, 7) = (z,2) = ||z, (1.27)

n—oo

pois x, — x, quando n — oco. Sabendo disso, note que
lzn — 2|* = [|2all® — {zn, 2) — (@, 2) + 2]|*, Vn€EN.
Deste modo, passando ao limite, quando n — oo, e aplicando e , concluimos que
Jim |z, — ]| = 0.

]

Devido a caracterizagao dada na definicao das normas dos espagos de Sobolev que serao
os ambientes onde residirao as solugoes da equacao quase-geostrofica estudada aqui, preci-

saremos da seguinte desigualdade.

Lema 1.3. Seja o > 1. E verdade que
1€ = [n]7] < o277 e =nlllnl" + € =771, V& n e R

Demonstracao. Para demonstrar esta desigualdade, considere a fungdo f : [0,00) — R,
definida por
f(z) =27, Vzel0,00).

Como f é uma fungao derivéavel, pelo Teorema do Valor Médio, dados z,y € [0,00), existe
B € (0,1) tal que

f(x) = fly) = f Bz + (1= B)y)(x — y). (1.28)
No entanto, observe que
f(x)=02""", Vaxecl0,00).
Sendo assim, fazendo z = |£| e y = || em (L.28)), obtemos

€17 = 017 = alBIE] + (1 = B)nllllEl = Inl]-
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Aplicando o médulo em ambos os lados da igualdade acima, chegamos a

117 = Inl"| = ol[BlE] + (1 = B)nll”~H[[1€] = Inll.

Usando a desigualdade triangular, obtemos

1617 = 0|7 < a[Bl€ —n+nl+ (1= B)nl]"~€ —n]
< a[BlE —nl+ Bl + 0l = BInll"~E —n]
alBl€ = nl + nll17 € —n|
<ol —nl+ 7 =,

pois, € (0,1) e 0 > 1. Dessa forma, podemos escrever

€17 = [n]°] < o[|€ = nl + n|)77€ = n).

Observe ainda que |£ — n| < max{|¢ — 7|, |n|} e também |n| < max{|{ — 7|, |n|}. Sabendo

disso, inferimos que

1€17 = ]| < olmax{|§ —nl, [n|} + max{|§ —n], [n|}]""€ —n]
= 027 " max{[¢ — nl, [n]}7 "€ — n]
<27 Hn|" "t + [ =l MI1E —nl,

ja que o0 > 1. Em consequéncia disso, deduzimos que

117 = 1] < o277 = nl[Inl"~" + |§ = nl”].

O

Abaixo, apresentamos a prova de um exercicio presente em um curso de Andlise na Reta.
Este sera utilizado na prova do nosso critério de explosao para solugoes locais da equacao

quase-geostréfica (ver prova do Teorema [2.1)).

Lema 1.4. Seja f : X — RY, onde X C R, e defina sup f = sup f(X). Entdio, vale a

sequinte igualdade:

[sup f]* = sup|f?].
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Demonstracao. Primeiramente, lembre que

sup[f?] = sup[f - f] < sup f - sup f = [sup f]*.

Dessa forma, temos que sup[f?] < [sup f]?. Suponha, por absurdo, que sup[f?] < [sup f]*.

Isso é equivalente a (/sup[f?] < sup f. Assim, dado € = sup f — /sup[f?] > 0, existe
f(to) € f(X), com ty € X, tal que

sup f — € < f(lo)-

Consequentemente, podemos escrever

Vsuplf?] < f(to).

Logo, temos que

sup[f*] < f*(to).

Isto é um absurdo! Portanto, a igualdade desejada segue. O]

O resultado a seguir sera utilizado em varios momentos das provas dos nossos resultados

principais. Este é conhecido como Lema de Chemin.

Lema 1.5. Sejam s; e sy numeros reais tais que s; < 1 e s; + so > 0. Entdo, existe
uma constante Cy = Cy(s1,52), tal que para todo f,g € Hsl(RQ) N HS2(R2), tem-se que
f‘g c H81+8271(R2) e

19l gorrsa-r < Culll fllgsn 1 gl oo + 1 f oo | 9l grsn ] (1.29)

Além disso, se também sy < 1, existe uma constante Co = Cy(sy,S2) tal que para todo
f e H(R?) e g e H?(R?), obtém-se fg € H* T~ (R?) ¢

191l o1 52-1 < Cal| f]

el 9llgss - (1.30)
Demonstragao. Para mais detalhes, ver [7] e [16]. O

O lema a seguir diz respeito a existéncia de solucoes locais para a equacao quase-
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geostrofica

00+ |DI**0 +uy- VO =0, x€R%t>0;

(1.31)
0(0,z) = 0°(z), =€ R2

onde a € (0,1) e ug = (D2|D|~'0, —D;|D|~'9). E importante frisar que, devido & finalidade
deste texto (estudar solugao global da equagao quase-geostrdfica e seu comportamento) e
a extensao da prova do resultado a seguir, decidimos omitir a prova deste mesmo nesta

dissertacao.

Lema 1.6. Seja ° € H*2*(R?). FEntao, existem um tnico instante T > 0 e uma unica

solucao local 6 € C([0,T); H*7>*(R?)) para (1.31]).

Demonstragao. Para mais detalhes, ver [19]. O
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Capitulo 2

Explosao da Solucao Local para a
Equacao Quase-(zeostroéfica

Neste capitulo, utilizaremos a existéncia de solucoes locais, apresentada no Lema (para
mais detalhes, ver [19]), para o problema de valor inicial relacionado ao caso supercritico da

equagao quase-geostrofica

00+ |D**0 +uy - VO =0, x€R%t>0;

0(0,2) = 0°(z), = €R2 (21)

onde a € (0,3), 6 € R e ug = (Ds|D|7'0, —D;|D|7') € R?, com o objetivo de estabelecer
um critério de explosao para as solugoes locais obtidas no Lema (demonstrado em [19]). E
importante destacar que, as ideias utilizadas nas provas dos resultados deste capitulo foram

retiradas de [5].

2.1 Critério de Explosao para Solucoes Locais

Nesta segao, trabalharemos com a solugao maximal § € C([0,T*), H> ?*(R?)) para a
equagao quase-geostrofica (3.1)), estabelecida a partir do Lema (ver [19] para mais in-

formagoes). Mais especificamente, assumiremos que o tempo maximal 7% de existéncia de 6
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é finito para concluir que

T*
/ ‘|’D‘a9(7')‘|§{2—2ad7' = 00.
0

Para provar esta igualdade acima, precisaremos de dois lemas auxiliares. O primeiro deles

estd enunciado e provado logo abaixo.

Lema 2.1. Sejam 0 < o <1 e ¢ > 1. Entao, existe uma constante C(«) > 0 tal que, para
0 € Hoto(R?) N H22%(R?), temos que

[{ug - V0, 0) 11| < 027C () 0] a2 0] o

Demonstracao. Inicialmente, observe que (ug - V6,0)2 = 0. De fato, pelo Lema temos

que

(ug - V0,0) 12 = /

R2

(ue.VQ)Qdiz[RZ(guéDjQ)de /ZD 10)0 de,

onde ug = (uy, u2). Logo, podemos escrever
(ug - V0,0) 2 = Z upf)6 d. (2:2)
Por conseguinte, deduzimos que
D;(u}0)0 dé = — / w)fD;6 dE.
R2 R2
Dessa forma, por ([2.2)), temos que

2 2 2
(ug - V0,0) 2 = Z/ D;(u0)6 de = —Z/ w0D;0 dE = —Z/ (u)D;0)0 d¢.
j=1 /R j=1 7R j=1 /R

A partir disso, inferimos que
(u@ : V@, 9>L2 = —<u@ . V@, ‘9>L2

Assim, mostramos o desejado. Em consequéncia disso, pela relagao vista em ([1.20]), segue
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que
<U9 . V@, 9)]{0 = <lL9 : V@, 0>HJ.

Dessa forma, pela defini¢do de produto interno em H?(R?) (ver definicéo [1.22), escrevemos

(0 98,0} el = {0 V8.0)y1 = | [ 16Fua- V0O BE)s

= | [ letria 016 €0 de] = 11DI(ua - V). [DI76) .
RQ
Assim, pela Identidade de Plancherel (ver Teorema [1.14]), deduzimos que
[{ug - V0.0) e | = (27)*[(| D|” (ug - V), |D|70) 2] (2.3)

Observe ainda que
(ug - V[|D|0], |D|?0) 2 = 0.

Com efeito, pela definicao de produto interno em L?(R?) (ver Teorema [1.7)) e Lema 1.1}

tem-se que

2
(w0 - VDO DL 0} = [ (wo- V(DFOYDFde = [ (S 0,1D0)) D0 e
j=1
2 .
- [ > piiproprods
R? {2
desde que 6 é real. Com isso, inferimos que
2 .
(g - V]| DI701, |DI70) 1o = Z/ D, (| D|76)| D|76 de. (2.4)
j=1 "R

Deste modo, podemos perceber o seguinte:

/ D, (u)|DI76)|D|76 d = / W\ D0 D, (| DI de.
R2 R2
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Posto isso, aplicando ([2.4)), segue que

2 2
(ug - V(IDPO], D82 = 3 / D, DIPB)DIdE =~ 3 / W D|0D,[|D|76) dé
j=1 "R j=1 /R?

2 2
-3 | aniiprepred = - > | i D0 Dd e
ja que 0 é real. Por isso, é possivel escrever
(ug - V[|DI?0], |D|70) > = —(ug - V[|D|"0],|D["0) 1.

Logo, isso implica que

(ug - V[|D|70],|D|?6) 12 = 0. (2.5)
Usando este fato, podemos reescrever da seguinte forma:

[(ug - V0,0) 1o | = (2m)*[{| D7 (ug - VO),|D["0) 2 — (ug - V[|D|70],|D|70) p2].

Usando novamente a Identidade de Plancherel (ver Teorema [1.14)) na igualdade acima, che-

gamos a

(g - V0,60) | = (2)2|(27) (| D|" (g - VB), [D]78) 12 — (27) (g - V[|D|76],|D[70) 12].

Dessa forma, pela definigao de produto interno em L?(R?) (ver Teorema , temos que

(o - V0, 0) e = | R2|D|v<u€-w>|5|7ed§— ug - [V|DI701[D|70 de | (2.6)

RQ

Agora, vamos resolver as integrais acima separadamente. Assim, por definicao do Laplaciano
fraciondrio (ver definigao [1.19)), segue que

p—— —

[ 1Dl (uo- VOOV IDI0(6) de = [ 1€I°(ua- TOEIDLE) de

2 - =
= [ Il Do) e)as
j=1

P —

2
= [l pleraieas
j=1
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Usando as propriedades de transformada de Fourier (ver Teorema [1.13)), obtemos

~

[ 1Dl (w0 V)0 ds = (2m) Z [ ler i« DA De)e

Pela definigdo de convolugao (ver defini¢ao , chegamos a

[ 1Dl (s V)9 dé = (2r) Z L e~ mDpmanerae

Desse modo, temos que

[ 1DIr(us- Vo) QDI0) de = ) [ [ Jer TGt — ) Totmlankel B (27

Na segunda integral de (2.6]), analogamente ao que foi feito acima, concluimos que

[ v VUDFoI©DIoE = [ S DDl oll s

2 -
= D[ DI 0]|€|76(€)d
> [ aniiplolilaiene

Pelas propriedades da transformada de Fourier (ver Teorema |1.13)), chegamos a

[ FIDFOOIDFoE e = (27 Z / (up + DI DIO)(©)IB(E)d

Fazendo uso da definigdo de convolugao novamente (ver definigao [1.6)), obtemos

| v VDI s = (2m)° Z / [ vite =D, Dol de

Em consequéncia disso, segue que

>\

>

[ - viDFaIDroe = xS [ [ e~ IDFID Al ankBE)ds
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Novamente, pela defini¢ao do Laplaciano fraciondrio (ver defini¢ao [1.19)), tem-se que

| wo- VDI BDIB(E)ds = (2m)° Z / | i€ = mlale Dipnyanle Bie)e

Por fim, deduzimos que

[ VIDFOODFoE s = 02 [ [ Fte—n)- Inr omlanelRe)ds. (23
Substituindo e em , notamos que
i V0.6)ae = 22| [ [ 11 = Wl @ate — ) - FolanlelBie)de]
Portanto, pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz, é verdade que
- V0,6)e| < 220 [ [ 11" = |Gt = I FBmlanil B(6) e
Assim, pelo Lema [1.3] (lembre que o > 1), podemos escrever
[{ug - V. 0) o | < (2m) 20277 /IR /R €= nl7[@ (€ — )|V dnl¢||8($)]de
+ (2m) o2 / 2 / 1€ = nll@a (¢ — )|l V() |dnlé]” B(E)]de.
Usando o Lema [I.1] e o Teorema na desigualdade acima, obtemos
(g - V8, 6) o] < (2m) 202! / 2 / &= ul"10( = mImllOm)ldnle|16(¢)\de
+ (2m) o2 / 2 / 1€ = nllB(E = mlinl° |8 dnlé|16()|d
Reescrevendo a desigualdade acima, percebemos que
(o - V6,0)5-| < (2m) 2027 / el / L& = nl?10(& = n)lnllB(n)ldn|€”*10(€) g
+(2m) 027! / eI / 1€ = nllB(& = m)[[nl”|6(n)|dnlé|7+0(6)|de.
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Com isso, pela Desigualdade de Hélder (ver Teorema , inferimos que

~ ~ 2 73
(w0 98, 0)e] < ) 202 [ 7 / 16 = 118G — )l B ) ]
< ([ lepermmeoras)’
+an 2oz [ e ( [ le=nlle - mint Baian) de]
< ([ o)’
Desse modo, note que
_ SN IT
- V0.6)e| < (2m) 20271 [ Jei72e( [ 1€ = nllBie — mllallfn)ian) ] Pl
wm o[ [ 1 ( [l = allole =l Bnldn) de]” 16150
Sabendo disso, definimos as seguintes aplicacdes:
F&) = €16 e §&) = [E10(E)1
Fazendo a substitui¢ao na ultima desigualdade, segue que
SRS IRT
- V0.0)e] < (2m) 202 [ 1617 [ a6 —nFaan) df] Pl
+ ot [ ([ Fie—matmdn) de] 10l

Utilizando mais uma vez a definigao de convolugao (ver definigao , resulta que

(ua V0.6)e| < (2m) 20271 [ el 1G HUOPAE] 161
w20 [ [ 1 (PP ] 16l e

Aplicando as propriedades da transformada de Fourier (ver Teorema |1.13]), conseguimos
escrever

1

- V0.0)e] < 02 [ 117217 (€) ] 10 e
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Diante disso, é possivel constatar que
(o - V0, 8) | < 02| £l o 6] o (2.9)

Agora, denote s; = 1 — 2 e s = a. Observe que, s; < 1, dado que o > 0. Além disso,
s9<les;+s=1—a>0,pois a < 1. Nestas condicoes, aplicando o Lema em ([2.9)

inferimos que
[(ug - V0, 0) g0 | < 027C()||fl| graellgll gallOl grovea- (2.10)

Posto isso, pela defini¢do de norma em H'~2(R?) (ver definicdo [1.22), podemos escrever

flan-se = ([t Fie0Pae)” = ([ rero-nigdeprae)

Reescrevendo a igualdade acima, obtemos

£l = ([ 6P 200PdE)” = 10l
Temos ainda que
lolae = ( [ e aera)’ = ([ e leriore)’
([ jereiare)
Logo, segue que
91170 = 1161l g+
Substituindo as normas de f e g em , chegamos a
[{ug - V0, 0) 1o | < 027C () 0] a2 101 o -

O

Precisaremos de outro lema auxiliar para mostrar que uma solugao maximal § € C([0, T*),

H?72%(R?)) (com T* finito) para a equagao quase-geostréfica (3.1]), obtida por [19] (ver Lema
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1.6)), deve satisfazer o seguinte critério de explosao:

T*
/ H’D‘QQ(T)H?{z—zadT: 00.
0

Lema 2.2. Sejam 0 < a < 1/2 e §,w € H**(R?). Entao, existe uma constante positiva

C(a) tal que as sequintes afirmagoes sao validas:

[ty - V8,0 3-20] < C() 0] g 101 -2 6] oo (2.11)
e também

[t - VO, 0) 220 | < Cla)|w]] o2 1011552 (2.12)
Demonstragao. Inicialmente, assuma que 6 = 2 — 2a (note que J € [1,2)).
Comecemos com a prova de (2.11]). Deste modo, aplique o Lema para obter
(uy - VO,0) 2 = 0.
Conforme discutimos na demonstracao do Lema e observando , temos que
(uy - V0,0) s = (uy, - VO,0) 6.

Com isso, pela definicdo de produto interno em H®(R?) (ver definicio [1.22), escrevemos

s+ 96,0l = I 96,061 = | [ 1€ Vo16) BlE)a

= | [ I () IP0TE | = (1D V), [DIF0) o
Usando a Identidade de Plancherel (ver Teorema , segue que
[t - V0, 0) s| = (2m)?|(| DI’ (s - VO), | DI°0) 12]. (2.13)
Como feito na demonstracao do Lema [2.1] é verdade que
(uw-V[|DI6], | D|0) 2 = 0.

(Ver ([2.5) para mais detalhes). Por isso, podemos escrever a igualdade (2.13]) da seguinte
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forma:
(u - VO, 0) | = (27)°[(|D|* (uyy - VO), [DI°0) 12 — (u,.V[|D[°0], | D|°6) 2.

Assim, pela Identidade de Plancherel (ver Teorema [1.14)), chegamos a

[(ues - V0, 0) 5| = [(|D|*(us, - VO), | DI°0) L2 = (ue, - V]| DI°0], | D]°0) 12].

Por defini¢ao de produto interno em L?*(R?) (ver Teorema [1.7)), segue que

(g - V0, 0) ys| = ‘/R D (u,, - V)| D|0 d — [ V(| D8] DJ%6 de|. (2.14)

Agora, estudaremos as integrais apresentadas na igualdade acima. Usando a defini¢cao do

Laplaciano fracionario (ver defini¢ao , eSCrevermnos

[ IDP(us - VO)OIDIO(E) de = | |6l (- VO)ElDE) de

/ Zm aoD,0) €A €)de

—Z/ € (ul.D,0) B (€)de.

Pelas propriedades da transformada de Fourier (ver Teorema [1.13)), tem-se que

| 1D Vo)) DFb(E) s = (2m)° Z [ e - DR©IE P

Fazendo uso definigao de convolugao (ver defini¢ao , chegamos a

[ 1D (.- VO)OIDFoE) de = (2m)° Z [ 16¢ [ et~ mDpmaneTie)ac

Com isso, temos que

[ DG V) ODPo) de = 2m) [ [ (e late - - TotdnleFe)as. (2.15)
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Na segunda integral de (2.14)), é verdade que

v SUDFAODROE)E = [ S DiiDPler T

—Z / LD, (|DI90][¢ A€ de

Utilizando as propriedades da transformada de Fourier (ver Teorema , deduzimos o

seguinte:

—_—

| VUDFa D) = (2m)* Y [ (s DIDFA) Ol

Pela definigdo de convolugao (ver defini¢ao , percebemos que

| e VIDFROIDFoE)&E = (2m)" Z [, [t i manedee

Consequentemente, temos que

/RQuw-VHDPH]( )DIP6()de = (27)" Z/Rz/ﬂ@u“£ )| DI3(D,0] () dn|€|°6(€)dé

Utilizando mais uma vez a definigdo do Laplaciano fraciondrio (ver defini¢ao |1.19)), segue

que

| v UDFODFRE)dE = (2m)" Z [ Lt ol Denyink Ty

Dessa forma, podemos inferir que

| vura DR = 2 [ [ e = (o Fomlanle e (216
RQ
Substituindo (2.15)) e (2.16)) em ([2.14])), obtemos

s+ 90,00l = (22| [ [ 116 = Y@ (€ — ) - Foa)ldnle BE |
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Com isso, deduzimos que

(s 90,00l < 2m) 7 [ [ 6P = I — ) FBnlanls 1B e

Com isso, pelo Lema [1.3] inferimos que

s+ 90,00l < (2m) 262 [ [ Je = nffaa(e — )| B lanil* i)l
+my 202t [ [ e (e - n)lol® VB dnle POLE e,
RrR2 JR2

pois a < % Usando o Lema e o Teorema m podemos escrever

(- V8, 0) ys| < (2) 25207 / / € —nl° | (e — m)|Inll6(n)|dnlé|’10(¢)|de
R2 JR2
+ (2m) 720207 / / 1€ —nl[B(€ — n)|[nl’|8(n)|dnle|°|6(¢)|de.
R2 R2

Escrevendo de outro modo a desigualdade acima, notamos que

[y, - V8, 0) 5| < (2) 2520~ / €|~ / € = nl°[@(€ — n)lnl|6(n)|dnle)+216(¢)|de
RQ RQ
+ (2m) 720207 / €|~ / 1€ — nl|B(€ — n)|[nl’|8(n)|dnle|"+[8(¢) | de.
R2 R2

Com isso, pela Desigualdade de Holder (ver Teorema , inferimos que

- 90,00l < 2m) 25271 [ [ et ( [l = nllate — mlinlPtnlan) ]
< ([ e merag)”
+(2my 252 [ ([ le = nllote — i P lan) ae]’
([ terormporas)”

NG
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Sendo assim, podemos escrever

—~ 2 713
(- 96,0 0] < (2m) 20271 | / lelm( / e = nPI(e = m)nllBm)ldn) de]* 18] e

+em e[ [ e ( [ -t - DI i ldn) ] 1 v
(2.17)

Agora, defina as seguintes aplicagoes:

—~ ~

F2(&) = [P 1B(E)], g2(€) = [€110(8)]

e também

f3(&) = [Ell@(E)], ga(€) = [€1°16()].
Substituindo essas fungoes em ([2.17]), conclui-se que

V0,01 < 2m) %520 [ 16 ( [ e = ngatntin) ae] 0]
+amy 202 [ 1 ( [ T watndn) ] 0o

Usando a defini¢ao de convolugao (ver definigao [1.6)), escrevemos

- 90,00l < (2m) 2621 [ [ 16120 @] 10 v

+em 252 [ [ e G @] 1o
Pelas propriedades da transformada de Fourier (ver Teorema , segue que
90,00l < 5271 [ el Fam(©)ae] 10 e
w527 [l (e de] 1l
Logo, percebemos que

(ue - V0,0) ps| < 62°7 || fagollfr-a + [ fagl ir-a 161l srsa- (2.18)

Agora, para aplicar o Lema defina os seguintes valores relacionados a || f2g2]/g5-a €
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| f395]| g-a, respectivamente:

S =1— 2«
e também

p=1l—-a
p2 = 0.

Na primeira lista de valores acima, note que s; < 1 e so < 1, posto que 0 < a < 1. Além
disso, podemos concluir que s; + so =1 — a > 0, pois a < 1. Ja na segunda lista, perceba
que p; < 1, dado que @ > 0 e, claramente, po < 1. Por fim, p; +ps =1 — a > 0, dado que
« < 1. Dessa forma, pelo Lema[1.5] temos que

[t - V0, 0) s| < 627 C() Il fell o 921l g2 + 1 fsll o g3 o] 16]] o, (2.19)

desde que 0 = 2 — 2. Analisando cada norma do lado direito da desigualdade acima,

percebemos que

Ifilae = [ [ leierag)” = [ [ lerep@rde] " = ol

Usando o fato que 0 = 2 — 2a, segue que

| foll ra = Il gr2—a-

Além disso, observe que

ool = [ [ I6PO g0 ]’ = [ [ lepeie ] = 0]

Temos ainda que

Ifiiaro = [ [ leP0 - Re0rae)" = [ [ lee-aiePae] = lelgo-n.
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Por fim, vale também que

oo = [ [ el Pae]” = [ [ 1o @@ de] " = 10l
porque 6 = 2 — 2« Substituindo todas essas normas em , obtemos
[t - V0, 0) 5] < 62°71C () [|wll oo 101l 220 + 0]l r2-a |01l 220110 oo
Dessa forma, deduzimos que
[t - V0, 0) 5| < 62°C(@)l|wl] jra-allO]] 220 0] oo
Portanto, denotando C'(a) ao invés de 62°C(«) (lembre que § = 2 — 2a), conclufmos que
[{tes - VO, 0) pr2aa| < Cl@) W]l jr2-l|0]] 22 [10]] 2

Isto prova a desigualdade ([2.11)).

Agora, provaremos ([2.12). Esta prova é semelhante ao que foi feito em ([2.11]). Por isso,

permita-nos omitir alguns detalhes. Comecemos, entao, observando que

~ 2 13
- 90,00l < 22521 [ [ 16172 [ 16 = nllate — mllnlmlan) ds] 161 o

+om 2527 [ e ( [ le = alloe — mli@midn) )" 100
(2.20)

ver (2.17) para mais detalhes (lembre que § = 2 — 2a). Sabendo disso, defina as sequintes

aplicagoes:

£1(6) = 1€P@(E)], @ (€) = |€]18(e)]

e também

F5(6) = [€l1B(©)], G(€) = [€°18(e)]-
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Fazendo as devidas substituigoes em ([2.20]), obtemos

V0,001 < 202 [ [ 1612 ( [ Tite —maitnyin) ] 101 .
+any 52 [ ([ e - ngtnn) ] 10

Pela definigao de convolugao (ver definigao , escrevemos

1

(- 90,00l < (2m) 26271 [ [ 161721 @] v
+em) 2521 [ e @] 1o

Utilizando as propriedades da transformada de Fourier (ver Teorema|l1.13)), segue que

90,01l < 5271 [ el Fa(©)ae] 10
w5271 [l (e de] 1l
Com isso, notamos que
V0, 0} 5] < 02 gl o + 15l e 161 e 221)

Agora, para aplicar o Lema defina os seguintes valores relacionados a || fig4l/ -« €

| f595 || 7-«» Tespectivamente:

81:0

S$o=1—«
e também

p1=1—-2«

p2 = .

Na primeira lista de valores, observe que s; < 1. Além disso, so < 1, pois a > 0. Diante
disso, podemos concluir que s; + s = 1 — a > 0, dado que a < 1. Ja na segunda lista,

podemos notar que p; < 1, ja que a > 0. Além do mais, p1 + po =1 —a > 0e ps < 1, pelo
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fato de a < 1. Assim, pelo Lema segue que

[t - V0, 0) s| < 62°7 C() Il fall pollgall pramor + 1 fsll gzl g5 | e 16]] 72—,

pois 6 = 2 — 2a. Dessa forma, temos que

Ifillio = [ [ F@rde)” = [ [ 16 i0iPae]” = oilas = ol

Note ainda que

sl - = /|s|21“|g<>| ] = [ [ o) 2] = 0]

Perceba também que

o = [ [P0 Ferae)” = [ [l oerdg]” = ol oo

Para finalizar, observamos que

losiae = [ [ lem@rag)” = [ lere-Berag]” = 1ol
porque 6 = 2 — 2«. Substituindo essas normas em ([2.22f), obtemos

[(ue - V0,0) 5| < 62°C(a)|wl| gro-sa|0]|F2- -

(2.22)

Sendo assim, denotando por C(«a) a constante §2°Cy (lembre que § = 2 — 2a)), chegamos a

|{(uy - VO, 0) ga—2a| < C(OZ)HW||H27M||‘9||12L'I2—&'

Isto prova (2.12)).

]

O proximo resultado diz respeito a um critério de explosao para as solucoes locais da

equagdo quase-geostrofica (3.1)), obtidas por [19] (ver Lema[L.6)). Mais precisamente, admiti-

mos que o tempo maximal de existéncia da solugao local para (3.1)) é finito para determinar

esta condicao.

Teorema 2.1. Seja 6 € C([0,T*), H*"**(R?)) uma solu¢ao mazimal de (3.1)) (dada no Lema
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ver também [19]), onde T™* € o tempo mazximal de existéncia de 6. Se T* < oo, entdo
T*
[ D10 st = o
0

Demonstracao. Realizaremos a prova deste resultado em trés passos, supondo, por absurdo,
que 0 € C([0,T*), H*2*(R?)) é uma solugao maximal do sistema (3.1]), 7* < oo e

T*
/O || D|*0(7)|]32-20dT < 0. (2.23)

Passo 1: Mostraremos que 0(t) ¢ limitada em H?72%(R?), para todo t € [0,T™).

Devido a (2.23)) (ver Teorema , considere o tempo t° € (0, T*) tal que

T* N 1
[ WDEo) e < 5 (224
t0

(@)’

onde C(«) > 0 é dado no Lema (note que a € (0,3) em (3.1)). A primeira equacao do

2
sistema (3.1]) nos diz que
010 + |D*0 4 ug - VO = 0.

Em consequéncia disso, temos que

010 = —|D|**0 — g - V. (2.25)
Sabendo disso, observe que
d . o d
% ||9||H2_2a = E<97 9>H272a = 2Re [<e, 8,50)]{27204],

onde Re [z] representa a parte real do niimero complexo z. Reescrevendo, chegamos a

1d
5 i 101520 = Re[(0, 0,0) r2-20].

Substituindo (2.25)) na igualdade acima, obtemos

1d

QEHQH%{Q*QD‘ = Re [(67 _|D’2a9 — Ug - v9>H2—2a].
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Por propriedade de produto interno, podemos escrever

1d

56003 20 = —Re [(6,1D[*6) s2-s0] = Re [(8, g - V) yo-2c). (2.26)

Agora vamos analisar os termos do lado direito da igualdade acima. Assim, novamente pela
definicao de produto interno em H?72%(R?) (ver definigao [1.21]), infere-se que

(6, 1DP0) 1220 — /

R2

= [ el aeds = [ (1 IR erpe s

R2

= [ @ lepeligra@ Pds = [ (4 P )|[Dlb) P
R2 R2

(1+ [€[222)3(€) [ D0 (€) de = / (1 -+ [€[220)7(6) €206 de

Logo, pela defini¢io da norma em H?2%(R?) (ver definigao [1.21]), segue que
(0, 1D[**0) tr2-20 = [[| D|*0] 37220

Usando este fato em ([2.26)), inferimos que

1d

5810 + D10 3a-z0 = —Re [(6, g - VO o-22].

Dessa forma, podemos deduzir

1d

5 0o + D103z < [(ug - 76, 6) 2]

Assim, integrando a desigualdade acima sobre [t°, 5] (com t° < s <t < T*), tem-se

1d
/to 2 dr HQHH2 2adT+/ H’D|a9HH2 20 dT </ ‘ Uy - V@ 9>H2 2&’(1’7‘

Pelo Teorema Fundamental do Célculo, concluimos que

1 S ° (6% °
S0 il + [ NDPOsdr < [ fta 96.6) oo
t

Fazendo as devidas substituigoes, chegamos a

1 1 S S
B e = SO incse + [ NNDIO s < o+ 9,002l
t t
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Com isso, inferimos que
1 2 ’ a2 Loy ’
SN0 zzz2e & [ DOl zr20dr < SO a2 + | Wutg - VO, 0) pr2-2a|dr.
t t
Consequentemente, deduzimos que
10 320 +2 [ 1IN < 6 Bnne +2 [ (- 78, 0pelr.
t t

Aplicando (2.11]) (ver Lema na integral do lado direito da desigualdade acima, obtém-se

16(s) 7220 +2/ 11D 0 F2-2adr < |0 ][312-20 + 2C / 10| z72-20 10112 ad

< 10(°)[142-2e +2C(a)/ sup {1|0(7) | 220 H0ll2-adl

t0 7€[t0,s]

< [10(t°)IZr2-2 +2C() sup {[10(7) |l 72~ m}/ 101172 od (2.27)

TE[t0,t]

Por outro lado, é verdade que
10172 < D102
Com efeito, note que
1012 = /R [€PE18(6) e = /R [€PET P b(e) P
= / [ePEg17b(e) Pag < / [+ (€PN ¢0(e) Pag
= [+ 1€ IDIb) P = DI

Usando esta informacao e que s < 7™ em ({2.27)), escrevemos

10() 177220 + 2/ I1D1%01[Zr2—20dr < [0(t%)][772-20
0

+2C () sup {||0(7)]| g 2a}/ 11 D|*0||372—2adT.

TE[tY,t]
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Dessa forma, por (2.24) e (L1.21]), segue que

s 1
10(s) 17220 +2/ D10 F2-2adr < 103220 + 2C )m sup {[[6(7)||jz2-20 }
+0

T€[t0,¢]

= 00" 77220 + sup {[10(7)]| o2}

T€([t9,1]

<16 7220 + sup {[10(7)[| 220},

T€[t0,t]

ja que 2 — 2a > 0. Logo, podemos escrever

10(5) 77220 + 2/0 I1D1%0NZr2-2adr < 10777220 + sup {]|0(7) ] 220}
t

T€[t0,t]

Em consequéncia disso, obtemos a seguinte desigualdade:

10(5) (13220 < [|0(t°)[[Fr2=20 + sup {|0(7)] 220}

TE[tY,t]
Pela Desigualdade de Young (ver Teorema , tem-se que

1 sup, O(7)|| ;2—2a })?
106 Bz < 10 B + 1 + CPreteal Il

Com isso, pelo Lema [I.4] chegamos a

1 1
+ = sup {)0(7) |32}, Vs € [t1].

0 22a< Qto 22a+
10 fre-se < 1) s+ 5+ 5 s,

Observe que, os termos do lado direito da desigualdade acima nao dependem de s. Por este
motivo, podemos concluir que tal expressao é cota superior para {[|0(s)||32-2q : s € [t°,t]}.

Sendo assim, passando ao supremo, quando s € [t°, ], obtemos

1 1
sup {[10(s)[[52-2} < 05220 + 5+ 5 sup {[[6(7) ][220}
s€[t0,t] T€[t0,¢]

Isso implica que

1

1
5 sup {{16(7)I[f2-20} < 16 G220 + 5
Te[tot
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Logo, podemos inferir que

sup}{H@(T)H?{z—za} < 2010|220 + 1.

TE[t0,t

A partir disso, deduzimos que
10(E)[|572-20 < 2/|0(°)|132-20 + 1,  VE € [t°,T%).

Denotando

N = /208 3z + 1 e M = max{ N, sup {[I6(r)]z-20}}

T7€[0,t9]

(observe que sup, (g 01 [10(7)[| 220 } existe, pois 0 € C([0,1°], H*7?*(R?))), concluimos que
10() || g2-20 < M, VYt €1[0,T%). (2.28)

Portanto, 0(t) é limitada em H?* 2*(R?), para todo t € [0,T*).

Passo 2: Nesta etapa, mostraremos que tl}r:p 10(t) — 0*|| 2 = 0, para algum 0* € H>~2*(R?).

Para isso, iniciaremos considerando uma sequéncia (7, )neny C [0,7%) tal que lim 7, = T™.
n—oo

Sendo assim, lembrando que a primeira equagao do sistema (3.1) nos informa que
010 + |D**0 + ug - VO = 0.
Integrando a equacao acima sobre [0, 7,,], obtemos

/ aTedTJr/ |D!20‘8dr+/ ug - Vodr = 0.
0 0 0

Pelo Teorema Fundamental do Célculo, podemos escrever

0(t,) — 6° + /0

T

|D|**0dr +/ up - VOdr = 0.
0
Logo, temos que

9@):90—/"\DP@@dT—/"ue-vedr (2.29)
0 0
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Analogamente, chegamos a

B(7,) = 0° — /0 " |Dgdr — /0 " g - Vodr. (2.30)

Subtraindo ([2.30)) de (2.29)), inferimos que

T

Q(Tn)—H(Tm):—/ |D|2°‘0dr+/ |D|20‘0d7'—/ ue-V0d7'+/ ug - VOdr.
0 0 0 0

Usando as propriedades de integral, conseguimos escrever

T

0 m 0 Tm
e(Tn)—e(Tm):/ |D]20‘0d7+/ \D|2a¢9d7+/ ug-V0d7+/ ug - VOdr.
Tn 0 Tn 0

Com isso, temos que

0(7n) — 0(7n) =/ |D|2a9d7+/ ug - VOdr.

n

Aplicando a norma L?(R?) (ver definigao em ambos os lados da igualdade acima, tem-se

que
167 = 602 = || [ 1DP0dr + [ o oar] < [ 11D + uy - VOl adr

Pela Desigualdade de Minkowski (ver Teorema , segue que
10(7) — 0(r) |22 < / 11D[220]| 2 + / o - VO]l podir. (2.31)

Feito isso, analisaremos os termos do lado direito da desigualdade acima. Sendo assim,

usando a Identidade de Plancherel (ver Teorema [1.14) no primeiro termo, escrevemos
D072 = (2m) ||| DI>0]| 7.

Assim, pela defini¢do de norma em L*(R?) (ver defini¢io [L.§), é verdade que

DI2ad|2, = [ |[DP6(¢)[2de = 209(£)[2dE — 2(20)\5(£)2d€ = [|6]%s...
DRI = [ IDP0©Rde = [ NPae)rde = [ 6P B Rde = o
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Dessa forma, temos que
I[D**0] 72 = (27) 210132 (2.32)

Além disso, observe que podemos reescrever o segundo termo do lado direito de (2.31]) da

seguinte forma:

2’

o - V6122 = | S
j=1

onde ug = (uy, us). Pela Desigualdade de Minkowski (ver Teorema , infere-se que

2
lug - VO]l z2 <D [[up Dy -

J=1

Logo, pela Identidade de Plancherel (ver Teorema [1.14]), podemos escrever

g - VO 12 < (2)~ ZH%D 0| 2. (2.33)

Sabendo disso, note que

luz D;6]72 = . |y D;0()1dé = [[ujD;0] %
Usando esta informagao em (2.33)), chegamos a

lug - V0|2 < (2m)~ ZHU@D Ol so-

Dessa forma, denote s; = 1 — 2a e s = 2a. Observe que, s; < 1, pois a > 0, e 5o < 1, visto

que o < 5. Além disso, s; + s3 =1 > 0. Com isso, concluimos que

llug - V0|12 < (27)~ Zuugp 0|

Hsl+52 1.
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Assim, pelo Lema inferimos que
2 .
lug - VOl 12 < (2m)~ Z [ | gr2e | D301 12

Deste modo, pela Desigualdade de Holder (ver Teorema , percebemos que

s - VOl < (27)" (i i) (Z D6l .)
A partir disso, deduzimos que
lug - V0|2 < (2m) 7' C(a) |uo | r2a [| VO] 1120 (2.34)
Substituindo e em , conseguimos mostrar a seguinte desigualdade:
166) = rlzz < )" [ Bl + 2@ [ ol 961 gy, (235
Usando a definicdo de norma em H?*(R?) (ver definicio e Lema[L.1] observamos que
ool = [ [ ePeNmePae] = [ [ e Berde]” = 10l
Temos ainda, pelo Teorema [I.13] que
196l = [ [l 0 ae] " = [ [ lero-iepme rae)’
[ [ e =@@rag]” = 10l
Substituindo estas normas na desigualdade , constatamos que
1665) = 0zl < 27 [ 10l sty + 27 2CC@) [ 10l 0] g
Como 2 — 2a > 0, por , concluimos que

||6||H2f2a S ||0||H272a.
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Em consequéncia disso, tem-se

T

16(7) = (72 < (27T)2/ |!9|!H2ad7+(27f)20(04)/ 1611 720 [|6]] zr2-2e .

Tn

Utilizando o fato que 6(7) é limitada em H?72%(R?), para todo 7 € [0,T*), ver (2.28)), segue

que

166) = r)lzz < )" [ Bl + 2 CC@M [ 0]
Podemos reescrever a desigualdade acima da seguinte maneira:
10(7) = O(7in) |l 22 < [(27m) " + (2m) ' C() M] /:m 0[] r2a -
Uma vez que 2« > 0, por (|1.21)), tem-se que
161l 2 < 6] 2o

Por isso, chegamos a
10(7) = O(7n) |22 < [(2m) " + (27T)1C(04)M]/ 10]] 2ol

Agora, veja que 0 < 2a < 2 — 2a, dado que 0 < a < 1/2. Por estes motivos, ao usarmos
(1.22)), obtemos

3—2a

||9||H2a S 272 ||9||H272a.

Dessa forma, podemos escrever

16(7) = 0(7n) 22 < [(27) " + (2m) 7' Cla) M]2 72" / 8l

Usando mais uma vez o fato de §(7) ser limitada em H?~2*(R?), para todo 7 € [0, T*), ver

(2.28)), concluimos que

10(7) — 0(r)llz2 < [(27) " + (27) " C () M]2*5" / " M.
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Em resumo, temos que

32«
> M7y, — Tal.

10(7a) = (7 )22 < [(27)~" + (27) 7' C () M]2
Passando ao limite, quando m,n — oo, chegamos a

lim [|0(7,) — O0(Tm) ||z = 0,

m,n— oo
desde que lim, ,oo 7, = T*. Logo, (0(7,))nen ¢ de Cauchy em L?(R?). Como este é um
espago de Banach (ver definigao [1.10)), existe 6* € L*(R?) tal que
lim ||0(7,) — 0*]|z2 = 0, (2.36)
n—o0

para toda sequéncia (7, )neny C [0,7%) tal que lim,,_,o, 7, = T*. Isto nos diz que

lim 16(6) = 6"]12 = .

Agora, observe que 0* € H*72*(R?). Com efeito, lembre que H*72%(R?) é um espago de
Hilbert (ver definigao e [9] para ver detalhes da prova). Logo, este é um espago reflexivo
(ver definigao e Teorema [L.10]). Por isso, e usando o fato de (6(7,))nen ser limitada em
H?72¢(R?) (ver (2:28)), pois (7,) C [0,7*), garantimos a existéncia de uma subsequéncia
(0(70,) )ien tal que

0(7p,) — 0 em H*2*(R?), (2.37)

para algum 6 € H?>72*(R?), quando | — oo (ver Teorema [1.11). Além disso, por (1.19),

temos que

1
I ez < oIl Narzze, (2.38)

porque 2 — 2« > 0. Por conseguinte, 6(7,) e 0e L?(R?), para todo n € N, por 1) Sendo

assim, vamos provar que
0(7n,) — 6 em LQ(RQ),

quando [ — oo (ver defini¢ao [1.12)). Considere o funcional f : (L*(R?),]| - |lz2) = K (K=R
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ou C) linear e continuo. Deste modo, deduzimos que
[f(@) < Cllzllr2, Vo € LA(R?),
para alguma constante C' > 0. Como H272(R?) C L?(R?) (ver (2.38)), segue que
[f(@)] < Cllzllzz, VYo € H7*(R?).
Desse modo, por , escrevemos
[f ()] < Cllaflze < %IIHUIIHH% Vo € H*7*(R?).

Posto isto, a restricio g = f|g2-2a : (H*72*(R?),|| - || zr2-20) — K ¢é linear e continuo. Sabendo

disso, (2.37) implica que

lim g(6(7,)) = 9(6)-

l—o00

Por conseguinte, por definicao de restrigao, é verdade que
lim f(6(r,)) = f(0),

para todo funcional f : (L*(R?),| - ||z2) — K linear e continuo. Logo, concluimos que
0(1,,) — 0 em L%*(R?), quando [ — oo (ver defini¢do [1.12). Em consequéncia de (2.36)),

podemos inferir
lim ||0(7,,) — 6"||z2 = 0.
=0

Por conseguinte, 0(7,,) — 6* em L?*(R?), quando | — oo. Por fim, pela unicidade de limites

fracos, concluimos que
0" =0 € H* **(R?).
Passo 3: Vamos mostrar que tl}%l |0(t) — 0% || r2—20 = 0.
Suponha, por contradicao, que

lim
t T

O(t) — 0% || jro—2e # 0.
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Pela definicao de limite, isto significa que existe € > 0 tal que para todo 6 > 0, encontra-se
ts € (T — 0, T*) que satisfaz

||9(t5) - 0*||H272a > €.

Sendo assim, podemos escolher § = 1, %, e %, ... (n € N) de forma que obtemos t, € (T* —
1/n,T*) tal que
|10(t,) — 0% || gr2-20 > e, VneN. (2.39)

No Passo 1, vimos que, para (t,)nen C [0, ), tem-se que (6(t,,))nen € limitada em H?~2%(R?)
(ver (2.28)). Como H?72*(R?) é um espago de Hilbert (ver defini¢io e 9] para ver
detalhes da prova), esta sequéncia admite uma subsequéncia (6(t,,))en tal que 6(t,,) — 6,
em H* 2%(R?), quando | — oo, para algum 6; € H* 2*(R?) (ver Teoremas[1.10/e[L.11)). Pelo

Passo 2 (ver (2.36))), deduzimos que
lim [|6(t,) — 0"||z= = 0.
n—oo

Consequentemente, segue que limy o [|0(t,,) — 0*]|z2 = 0. O que implica em 0(¢,,) — 0*
em L*(R?), quando | — co. Por outro lado, é verdade que 6(t,,) — 6; em L*(R?), quando
[ — oo (ver definigao [1.12)). De fato, seja f : (L*(R?),|| - ||z2) — K um funcional linear e

continuo. Sendo assim, é verdade que
f(@)] < Cllzl|z2, Vo € L*(R?),

para alguma constante C' > 0. Por (|1.19)), temos que
1 2-2a (T2
]|z < %HxHHz_za, Vo € H***(R?).
Logo, inferimos que

c e
@) < el Vo € HZ (R,

Dessa forma, a restricio f|gz-2a : (H*72*(R?),|| - ||g2-2«) — K segue sendo um funcional

linear e continuo. Como 6(t,,) — 6; em H> 2*(R?), quando [ — oo, podemos escrever

T [fliz2-20 (0(t,)) = flin-se(61)] = 0.
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Deste modo, pela definicao de restricao de funcao, vale
i [f(0(t,)) — f(61)] = 0.
— 00
A partir disso, deduzimos que
O(t,,) — 0; em L*(R?), quando [ — oo.

Logo, pela unicidade de limites fracos, estabelecemos que 6; = 6* (j& que, 6(t,,) — 6* em

L?(R?), quando | — oo). Por conseguinte, obtemos a seguinte convergéncia em H?~2*(R?):
(t,,) — 6", quando [ — oo, (2.40)

pois (t,,) — 61 em H*2*(R?), quando [ — oo. Agora, considere 0 < s < 2 — 2« (lembre

que 2 — 2o > 0) e escreva
s=v-0+(1—-v)(2-2a), paraalgum v € (0,1].
Substituindo s e escrevendo 2 = 2v + 2(1 — v), obtemos
1666 = 0"l = | 11+ I6PIAe) — F e
= / [1 4 [Pt ot ) — g P20 dg
R?
= [ B0 =1 O — B
Por , inferimos que
1066) = 0" <2 [ 150 = F P11+ JgP10 i) - B

desde que 2 — 2a > 0 (pois, a < 1) e v < 1. Utilizando a Desigualdade de Hélder (ver
Teorema para p = 1 eq= , segue que

166) = 0°|13. < 2( / Jfie) - éﬂ?ds)”( / 11+ (€1 B) — P de)
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Fazendo uso de (|1.16)), chegamos a

1—v

o) = 01 < 2( [ 180~ FFas)"( [ 2 gpeone - 5 ac)

desde que 2 — 2 > 0. Reescrevendo a desigualdade acima, obtemos

1-v

Jo(6) = 07 3. < 220001 ([ ate) G ae) ([ [P bt - 5 ae)
R2 R2
Dessa forma, temos que
16(8) — 7|3 < 2620 (2) — 6+ |35 0t) — 67 17532
Isso implica em

(2—2a)(1—v)+1
2

16() = 07| 10(t) — 011 Z2110(2) — 07|77 2a-

e <2

Pela Identidade de Plancherel (ver Teorema [1.14)) e aplicando (2.28)), temos ainda que

\ (2=20)(1-1)+1 " “i[1—v
16(t) — 67| 2 ]10(t) = 07172 110(8) — 6" (115"
10(t) — 07172 [10(t) || 220 + (167 [| r2-2a]'

10(t) — 0" (|22 (M + 1167 [|z72-20]" ",

(2—2a)(1—v)+1
2

Hs S (27T)V2
< (2m)"2

(2—2a)(1—v)+1
2

< (2m)"2

para todo t € [0,7*). Passando ao limite, quando ¢  T*, e usando o Passo 2, concluimos

que

lim
t T

O(t) —0"|gs =0, V0<s<2-—2a, (2.41)

porque v > 0. Seja 0 <t < r < T* e (S,)ner uma sequéncia real tal que 1 < s, < 2 — 2a,
para todo n € N, e lim,en s, = 2 — 2a. Sabemos que a primeira equagao do sistema (3.1]) é

da forma
910 + | D|**0 + ug - VO = 0.
Logo, temos que

00 = —|D|**0 — ug - V0.
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Assim, observe o seguinte:

d d
%||0|§{an = E<078>H5n = 2Re[<97(9t9>Hsn]
Portanto, segue que
1d, 9 -
3 g0 = —Re [0, [DI**0) sen] = Re [(6,ug - VO) prea]. (2.42)

Analisando o primeiro termo do lado direito da igualdade acima, podemos notar que

(0, |DI0) ren = / 1+ [€>]0(€)[D 206 ) de = / 1+ J€[218(¢) |20 de
R2 R2
= [l BOR s = [ [+ P lerar ds
R2 R2

= [ [+l iDRoc) P s
Logo, infere-se que

(0,1 DI**0) gy = ||| D|*0)

2
Hsn -

Usando esta informagao na igualdade (2.42)), obtemos

1d
52 M9l

2
on D|*0
01, + 11DI°0)

2 = —Re[(0,ug - V) o).

Integrando sobre [¢, |, chegamos a

1 (7 d
— —||6
Q/td7'|||

Fazendo uso do Teorema Fundamental do Célculo, deduzimos que

r / I1DI*0)
t

2 ondT + / || D|*8|3. dT = —/ Re [(0,ug - VO) ysn |drT.
t ¢

2
Hsn

1 r
S 10(7)] 2 dr = — / Re [(6, g - V0) s dr.
t

Dessa forma, temos que

16(r)] HendT = 1|0(1)]

b2 [ l1DI
t

S — 2/ Re [(0,up - VO) gsn|drT.
¢
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Reescrevendo de outra forma, concluimos que

1015 = 116(r))]

2 +2/ |HD|°‘0]§IsndT+2/ Re [(0, ug - VO) en]dr. (2.43)
t t

Para simplificar a notacao, denote

I :/ Re [(8,ug - VO) gsn]dT.
t

Sendo assim, como s, > 1, para todo n € N, a € (0, %) e usando o Lema (com o = s,),

obtemos

2
Fsn+a dT.

112 5,27C(@) [ B0
t

Como 0 < s, <2—2ae ||| ga-2a <[ -] g2-20, tem-se que

17| < (2 - 204)2220‘0(04)/ 101 zr2-2|0]| %, + 0T
t
Uma vez que 0(7) é limitada em H?72%(R?) (ver (2.28)), para todo 7 € [0,T™), segue que

11| < (2— 2a)22_2°‘0(a)M/ 116
t

S entadT. (2.44)
Por outro lado, veja que

0 2 — 2(sn+a)§ Qd — 2sn, 20(5 Qd
100 e = [P d = [ JEleRolRE) P
= [ lePlilieras = [ jel Do) Pas
R2 R2

Sendo assim, temos que

2
Hsn®

10150 = II1 D0

H5n+0¢

Substituindo esta norma na desigualdade (2.44)), chegamos a

2
Fsn dT.

1] < (2 20)22C(a)M / Il D|6)
t
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Note que, s, > 0, para todo n € N. Logo, por (|1.21]), segue que

I1-DI*0N .., < 1I1DI70]

Fron

2
Hsn*

Dessa forma, podemos escrever

HrndT. (2.45)

1< 2= 202 C@M [ || D
t

Utilizando (2.45)) em ([2.43), inferimos que

Hen < 10(r)] SpendT.

16(2)]

2on (2 = 20)2°72*C(a) M + 2]/ Il|D]“6|
t

Passando ao limite, quando r  T*, e usando (2.41)) (lembre que 0 < s,, < 2 —2q, para todo
n € N), obtemos

T*
10 Fren < 1107 77en + [(2 = 20)2°72*C ) M + 2]/ [1D1*0| 350 dr.
t
Como 0 < s, < 2 — 2a, para todo n € N, infere-se
T*
101 Fren < 1107|770 + Ca,M/ I1D]*0]| 220 dT. (2.46)
t

onde Cy pr = 2372%[(2 — 2a)23722C () M + 2] (ver ((1.22))). Feito isso, observe novamente que
sp > 0, para todo n € N e, assim sendo, por (|1.17)), tem-se

L+ g < 2[1 + (€]
Como s, < 2 — 2a, para todo n € N, e fazendo uso de (|1.16)), segue que
1+ |£|25n < 2[1 + |€|2]2—2a < 23—204[1 + |§|2(2—2a)].

Multiplicando esta desigualdade por |0(£)|?, resulta que

[1+ €2 10(6)[* < 25721 + P27 |8(e) .
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Note que, 237201 + [£]22=20]|9(£)|? pertence a L!(R?). Com efeito,

/ 23201 4 €[22 f(¢)|2de = 22 / (L4 [6PC2)8(6) 2de = 2220]2-s0 < .
R2 R2

Assim sendo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada (ver Teorema [1.1]), chegamos a

lim [|6][}., = lim / [1+ [€P]16(&)[Pde = / [1+ [EPE2DN0E) PdE = (0] Fra-2a
n—00 n—o0 Jp2 R2
desde que lim, o s, = 2 — 2a. Analogamente, demonstra-se que
T 6 37 = 167157220

A partir disso, por (2.46)), passando ao limite, quando n — oo, deduzimos que

T*
10 22 < 11677220 +CavM/ I1D[*0Fy2-2adr, ¥t € [0,T7).
t

Consequentemente, temos que

T*
10t 7220 < 1167 (177220 +C°‘7M/ I|D|*0]F2-20dr, VI €N.
tn

l

Passando ao limite superior, quando | — oo, e usando ([2.23)), resulta que

lim sup [|0(tn, )l[772-20 < 110737220 (2.47)

=00

Dessa forma, ([2.40)) e (2.47)) nos permitem aplicar o Lemall.2]e obter a seguinte convergéncia:
lim ||6(t,,) — 67| g2—20 = O.
l—00
No entanto, por (2.39)), inferimos que
He(tm) - (9*HH2—2a >e, VieN
Isso nos permite concluir que € < 0. Isto é uma contradicao! Portanto, segue que

lim
t T

O(t) — 0| y2-20 = 0.
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De maneira analoga ao que foi feito anteriormente, suponha, pelo Lema (ver |19] para
mais detalhes), que 6y € C([0,7}), H>*72*(R?)) (com T} > 0) é a solugdo para o seguinte

sistema:

010y + |D|**0s + ug, - VO =0, 1z € R%t > 0;
02(0,z) = 0*(z), =€ R

Sabendo disso, defina

6(t), te|0,T%);

O3(t) =
Oyt — T7), te[T"T"+T).
Sendo assim, temos, pelo Passo 3, que 03 € C([0,T* + 1), H* **(R?)). De fato, veja que

Jim [13(8) = 6|20 = lim

O(t) — 0" || r2—20 = 0.
(Lembre que 65(0) = 6*). Além disso, 65(0) = 0(0) = 6°. Com isso, 63 resolve o pro-

blema (3.1)) e estende 6 além de T™*. No entanto, isto é um absurdo, pois isto contraria a

maximalidade de T™. Portanto, concluimos que

T*
/ H’D‘ae(ﬂ‘ﬁp—zadT: 00.
0
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Capitulo 3

Solucao Global da Equacao
Quase-geostrofica e seu Decaimento

Neste capitulo, utilizaremos a existéncia de solucoes locais, apresentada no Lema (para
mais detalhes, ver [19]), para o problema de valor inicial relacionado ao caso supercritico da

equagao quase-geostrofica

00+ |D**0 +uy - VO =0, x€R%t>0;

0(0,2) = 0°(z), = €R2 (3.1)

onde a € (0,3), 6 € R e ug = (Ds|D|7'0, —D;|D|7') € R?, com o objetivo de estabelecer
uma unica solugao global (a partir de um dado inicial pequeno) juntamente com seu o

decaimento a zero, quando o tempo tende a infinito.

E importante ressaltar que, nem todas as ideias utilizadas na demonstragao dos resultados
deste capitulo foram obtidas por meio de [5]. Mais especificamente, parte da prova do

decaimento foi feita utilizando outro caminho e nos permitiu concluir o mesmo que em [5].
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3.1 Existéncia de Solucoes Globais

Nesta secao, mostraremos como encontrar uma unica solug¢ao global no tempo para o

sistema

00 + |DI**0 +uy - VO =0, z€R*t>0;

0(0,2) = 0°(z), = eR2 (32)

onde a € (0,3) e ug = (Do| D70, —D:|D| '), admitindo que o dado inicial ¢ suficiente-
mente pequeno no espaco H272*(R?). Além disso, mostraremos que tal solugao satisfaz a

seguinte desigualdade:
10()] 220 < ||0°|| 220, ¥t > 0.

Teorema 3.1. Eziste uma constante real positiva C' tal que se §° € H*7**(R?) com ||6°|| g2-2a
< C, entdo existe uma solugdo global para (3.2)) de forma que 0 € C(RT, H*7**(R?)). Em
adigao, |D|*0 € L*(RT, H*72%(R?)) e a estimativa abaizo é vdlida:

t
10()|372-20 +/0 1ID|“60(7) |772-20dT < [|6°||372-20, V> 0. (3.3)

1 onde C, é dada no desenvolvimento
«

desta prova (ver (3.8)), podemos conseguir uma solugao global em C(R*, H?>72*(R?)) que
satisfaz (3.3]).

Demonstragdo. Provaremos que se [|0°]| g2-20 <

Seja 0 € C([0,T*), H*"**(R?)) a solugao maximal de (3.2)), dada no Lema [1.6| (ver [19]
para mais informagoes), onde T é o tempo maximal de existéncia de 6. Sendo assim, note

que a primeira equacgao do sistema ([3.2) nos diz que
0,0 + |D**0 + ug - VO = 0.
Isso implica em
0,0 = —|D**0 — ug - V0.

Sabendo disso, facamos

d d
%HQH?T{Q*ZO‘ = %(9, 9>H272a = 2Re [<0, 8t9>H272a].
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Logo, segue que

1d

thHeHHz 2a = —Re[(0,|D[**0) y2-20] — Re [(0, ug - VO) r2—2a]. (3.4)

Observando o primeiro termo do lado direito da igualdade acima, temos que

1D ) ee = [ (14 FENDOIDP0E)IE = [ (14 gDl Dle)de
= [l e mord = [ 0+ iR d
= [ @+ lgpeDlae) s
Dessa forma, pela defini¢io de norma em H?72*(R?) (ver definido [1.21]), segue que
(0, ID|**0) 220 = ||| D|*0|| 22

Substituindo esta informagao em (3.4)), inferimos

1d

5 160 + D10 ase < [{ g - 70, 6) 2]

Integrando sobre [0, ], chegamos a

1 t d t t
—/ —10]132-2adT + / 11 D|*0|| 3220 dT < / |(ug - V0, 0) gz2—20|dr.
2 0 dT 0 0

Pelo Teorema Fundamental do Célculo, temos que

1 t t
SO Bacsal+ [ NP < [ (- 6,6} o-selir
0 0

Fazendo as devidas substituigoes, concluimos que
t t
10(t) || 7220 + 2/ [[DI*0]F2—z0dr < [|6°[| 220 + 2/ (g - V0, 0) 220 dr.
0 0

Com isso, observe que 2 — 2a > 1, uma vez que a < 1/2. Dessa forma, pelo Lema [2.1] (com
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o =2 — 2w), inferimos que
t
10(2) 7220 +2/ D[ Fr2-20dr < [16°]/F72-20
0
t
+2(2 = 20)2720C() [ 10]n-n 101l (3.5)
0
Por (|1.21)), temos que

161l 220 < [10]] 22,

ja que 2 — 2a > 0 (pois, a < 1). Usando esta informacao na desigualdade (3.5]), obtém-se

t
1) 1722w + 2/0 D10 Fz-2adr < [10°[Z2-20

+2(2 - 2002 0(@) [ Wl [0 i 3:6)
Além disso, perceba que
10152 < I1D1701IZ220.
Com efeito, é verdade que
0. = [ PO < [ [+ P ROr @)

uma vez que
£ = |¢]PC20) g2 < [1 4 [¢222) g2,

Sendo assim, podemos reescrever (3.7) da seguinte forma:

1000 < [ 1L+ 1Pt D ) P

= [ [+ 1€ Dir(e) e
= D10
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Substituindo esta informagao em ({3.6]), obtemos
t
107722« + 2/0 D101 3220 dT < 116°[ 722
t
+2(2 — 2a)2*72C(a) / 10| zr2—20 ||| D]%0||372-2a dT
0
Denotando a constante positiva
(2 — 2a)2*2*C(a), (3.8)
por C,, segue que
t t
2—2a 2-2a AT X~ 2—2a a H2—2a 2—2aAT. .
10(t)][72-20 + 2/ D10 F2-2adr < [10°|IZ2-20 + 2C / 101l 2-2a || D0 ][220 dT. (3.9)
0 0
Agora, considere o tempo 1" definido por

7= sup{t € [0,17°); sup (0072} < 200"}

T€[0,t

Inicialmente, note que t — ||0(t)]|g2-20 é uma fungao continua sobre [0,77) e, além disso,

observe que
16°]] 1220 < 2[[6°]| 22
A partir disso, existe T° € (0,T*) tal que
10() || 220 < 2[[6°][ 220, V't € [0,T°).
Em adicao, como [0, 7] é compacto, tem-se que

sup {[|0(t) |22} < 2[[60°]] 220,
te[0,70]

j& que este supremo, na verdade, ¢ um méximo. Logo, temos que 7' > T° > 0. Ou seja,
T > 0. Agora, pela definicao de supremo, temos que, para todo 0 <t < T, existe T} tal que
t<Ti <Te

sup {]|0(7)| 220t < 2|6°|| pr2-20.
TE[O,T1]
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Assim, perceba que

10(7)]| g2-20 < sup [|0(7)| g2-20 < 2H90HHz_2a, V1 € [0,T1].
TG[O,Tl]

Entao, segue que
10(7) || r2—20 < 2||0°|| 220, V7 € [0, T1]. (3.10)
Usando o fato que ¢t < T em (3.9)), e aplicando (3.10f), temos que

t t
10() 20 +2 / DI 2-dr < 162 20 + AC 6] 20 / 11DI8] 320 dr.
0 0

Como, por hipétese, ||0°] g2-20 < inferimos que

1
4Cq?

t t
T — / DI esdr < 116z + / 11DI]%ondr.
0 0

Isso implica em
t
10(2)] 77220 +/ D10 32-20dr < (|6°|F220, Y €[0,T). (3.11)
0

Além disso, se considerarmos 7" < T* devemos ter T' = T* ou T < T*. Suponha, por
contradi¢ao, que T" < T*. Por (3.11f), temos que

10(t)[| 220 < ||0°||r2-20, ¥t €[0,T). (3.12)

Sabemos que § € C([0,T*), H*7?*(R?)) (ver [19] para mais detalhes) e que T' < T*, entao,
por conseguinte, § € C([0,T], H>~?*(R?)). Assim, passando ao limite, quando ¢ T, em

(3.12)), obtemos

0T 20 =l 10O z2-20 < 162 < 206° 122
Consequentemente, podemos escrever

10(T) || gr2—20 < 2[160°||pr2-0. (3.13)
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Desta forma, por (3.12)) e (3.13]), inferimos que
10(t)]| zr2-20 < 2[|0°]| r2-20, ¥Vt € [0,T). (3.14)

Usando novamente o fato que § € C([0,T*), H*2*(R?)) e T' < T*, garantimos que existe
Ty € (T, T*) de modo que

1017220 < 2[|6° || pr2-2o,  VE € [T, T3). (3.15)
Logo, por e (3.17), tem-se que

10(8) 1220 < 2016220,V € [0, T3],
Com isso, pela continuidade de 6 e por [0, T3] ser compacto, deduzimos que

sup {[|6(t)[| 220} < 2[|6°| pro—2a,
te[0,T3]

ja que este supremo é, na verdade, um maximo. Dessa forma, temos que T > T,. Isto é
uma contradigao! Pois, To > T. Por isso, concluimos que 7" = T*. Além disso, por (3.11))

podemos inferir que
t
/ |||D|a0||%[2—2ad7— S ||00||§_I2—2a, \V/t G [O,T*)
0

Note ainda que

t T*
llm D 0‘9 22_2ad7_ :/ D ae 22_2ad7-.
tim [ WDl [ norors

Isso implica em
T*
/ | 1D]%0]|22-20d7 < ||6°||%2-20 < 00. (3.16)
0

Nestas condigoes, pelo Teorema 2.1} segue que T* = co. Assim sendo, 6 é solugao global em
C(R*, H?22(R?)).

Em adicao, por (3.16)), |D|*0 € L*(RT, H*>72*(R?)) e, além disso, por (3.11]), concluimos
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que

t
10() 137220 +/ 1| D]*0||F2-20dT < ||60°]372-20, ¥t € [0, 00). (3.17)
0

3.2 Decaimento de Solucoes Globais

Para finalizar nosso estudo, envolvendo a solugao para o sistema

040 + |D|**0 +ug - VO =0, xeR>t>0;

(3.18)
0(0,z) = 0°(z), xeR%

onde a € (0,3) e ug = (Do|D|™10, —D;|D| 1), obtida no Teorema apresentaremos o

decaimento desta mesma no espagco H*>72%(R?), quando o tempo tende a infinito.

Teorema 3.2. Se § € C([0,00), H*"2*(R?)) € a solugio global de (3.18) tal que ||6°| g2-2a
< C (C € encontrado na prova do Teorema 3.1)), entdo

lim ||0(t)]| gz—2« = 0.
t—o0
Demonstragao. Faremos esta prova em duas etapas.
Passo 1: Vamos provar, primeiramente, que
lim [|0(t)||z2 = 0.
t—o0
Para isso, note que da primeira equacao do sistema (|3.18)), temos que
010 + |D**0 4 ug - VO = 0.
Sendo assim, podemos escrever

0,0 = —|D|**0 — ug - V0.
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Com isso, observe que

d d
EHGH%Q = E<0’0>L2 =2(0,0,0) 2.
Logo, temos que
ld 2 2c
5%”9’&2 = —(0,|D[*0) 12 — (0, ug - VO) 2. (3.19)

Usando a Identidade de Plancherel (ver Teorema [1.14]) no primeiro termo do lado direito da

igualdade acima, resulta que

(0, 1DI0).2 = (27) (@, [DI**0) .
Com isso, pela defini¢do de produto interno em L?(R?) (ver Teorema [1.7), escrevemos

.1DP0). = (20 | BP0 = (27) [ Fe)lePodie)ae
=) [ B P
Em consequéncia disso, temos que
.10 0)1 = (27 [ 1IeBE)Pde = )2 [ [IDF0Rde = (27) 2D
Usando novamente a Identidade de Plancherel (ver Teorema , segue que
(0,1D**0) 12 = [||D]*0||7-- (3.20)
Usando que uy ¢ livre de divergente (ver Lema , temos que
(0,ug - V)2 =0.

De fato, por defini¢ao, temos que

2
O,ug-VO) 2= | Oug-VE)de = e(zugpje) de,
E

R2
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onde up = (uy, uj). Logo, podemos escrever

2
(g - V0,0)2 =) / OD; (u}0)de. (3.21)
j=1 7%
Sendo assim, segue que

0D;(u)0) dé = — / up0D;0dE.

R2 R2

Dessa forma, por ([3.21]), temos que

2 2
(ug - V8,0) > = — Z/ w0 D,0 dE = —/ 0> " (up D;0)de.
j=1 7R R? o

A partir disso, inferimos que

2

(ug - V0,0) 2 = —/ 0> (up D;0)dE = — | O(up - VO)dE.
R2 = R2

Deste modo, deduzimos que
(O,ug - VO) 2 = —(0,up - VO) 2.
Em consequéncia disso, concluimos que
(0,ug - V)12 = 0. (3.22)

Substituindo (3.20) e (3.22) na igualdade (3.19)), chegamos a

1d

5 7 11z + IDI6IIZ= = 0.

Integrando sobre [0, ¢], tem-se que

1 ! d 2 ! 2
— —_— 6 2d7 + D a@ 2d7 = 0

Pelo Teorema Fundamental do Calculo, obtemos
1 ) t )
SO 15 + [ 11DI6Edr =0,
0

71



Dessa forma, infere-se que
1 2 Lop2 ' ap)|2
SIO@ze = SNz + [ [[D[*0]z2dr = 0.
0
Consequentemente, segue que

t
10(t)]I72 + 2/ I1D|*0|[7-dr = [16°]|7-. (3.23)
0
Agora, para 0 > 0, definimos as seguintes fungoes:

~

ws = As(D)0 = f_l(XB(O,é)/g\)
F (XB(O,(S)CQ)a

onde A€ indica o complementar do conjunto A, y¢ denota a fungao caracteristica do conjunto
C usual e B(0,r) é a bola aberta de centro 0 e raio 7 > 0 em R?. Além disso, temos também

que
wy = As(D)8° e vy = Bs(D)6". (3.24)
Sabendo disso, lembremos que a primeira equacao do sistema nos diz que
010 + | D> + ug - VO = 0.

Aplicando a transformada de Fourier na equacao acima, temos que

F(0,0) + F(|D|**0) + F(ug - VO) = 0.
Usando a defini¢ao de transformada de Fourier (ver definigao , concluimos que

OF () + |EP“F(0) + F(up - VO) = 0.
Multiplicando a equagao acima, por X p,s), segue que

XB0.5)0F (0) + XB0.6) €7 F(0) + XB(0.5)F (ug - VO) = 0.
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Aplicando a transformada de Fourier inversa (ver Teorema , chegamos a
F x0a0F (0)] + F " xpos) € FO)] + F X0 F (s - VO)] =
Dessa forma, temos que
OF " xB0s)FO0)] + |DIP*F xp0.6F(0)] + F ' XB05)F (us - VO)] =

A partir disso, deduzimos que

0. F M [X50.5)0] + ID*F " [x505)0] + F ' [X50.5)us - VO] = 0.
Isso implica em
0;As(D)0 + |D|**As(D)0 + As(D)(ug - VO) = 0.
Por definicao, concluimos que
Owws + | D|**ws + As(D)(ug - VO) = 0.
Assim, podemos escrever
(Oyws + | D|**ws + As(D)(ug - V), ws) 2 = 0.
Com isso, segue que
(Oyws, ws) 2 + (| D**ws, ws) 2 + { As(D)(ug - VO),ws) 2 = 0. (3.25)

Analisando cada termo da igualdade acima, podemos observar que

d d
%HWH@ = %W&w(s}m = 2Re [(Ows, ws) 2]
Logo, deduzimos que
1d
9 dtH%HL? Re [(Ows, ws) 2] (3.26)

Aplicando a Identidade de Plancherel (ver Teorema [1.14]) no segundo termo de (3.25)), obte-
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mos

—

<’D|2awé>w6>L2 = (27)72<’D|2aw57@>m

Assim, por defini¢do de produto interno em L?*(R?) (ver Teorema , é verdade que

(27) 2 (D2, ) 12 = (27)~2 / Doy (6)T (E)de = (2m) / €G3 ()35 () de

2m)? [P imords = (2m)° / letaa(e) e
= 2n) " | 1IDlws(€)Pde = (2m) I Dlowsll

Deste modo, chegamos a
(| DI**ws, ws) p2 = (2m) ||| D]ws]|7-.
Usando novamente a Identidade de Plancherel (ver Teorema |1.14)), segue que

(| D[**ws, ws) L2 = [||D]ws]z-.

Substituindo (3.26)) e (3.27) em (3.25)), resulta que

1d

5l + 1DI7wsl2: + Re [( As(D) (o - V), ws)zz] = 0.

Reescrevendo, temos que

1d

5l + NDIelEs = —Re [ A3(D) (g - 70), ) 12]

Isso implica em

1d

—wslzz + 1IDI%wsl72 < [(As(D)(ug - V), ws) 2]
2dt
Integrando sobre [0, t], segue que

1

t d t t
3 | plestizdr+ [ 11D wsltadr < [ 1 AD) o - VO). sl
0o aT 0 0
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Pelo Teorema Fundamental do Célculo, chegamos a

1 t t
Slws(Mlzz 1o + | D[wslzedr < | [(As(D)(ug - VO),ws)r2|dr.
2 0 0

Fazendo as devidas substituicoes, inferimos que

t t
lws() 22 + 2 / 1Dl ws 2 < ]2 + 2 / (As(D)(ug - VO),wos)szldr.  (3.28)
0 0

Por outro lado, observe que

~

As(D)*0 = As(D)(As(D)0) = As(D)(F(xB0,s)0)) = F_l(XB(Oﬁ)é\) = As(D)0.

Dessa forma, temos que
As(D)?0 = As(D)6.

Além disso, podemos observar que

(As(D)f,g)r2 = (f, As(D)g) 12

Com efeito, por definicao, temos que

(As(D)f,g)12 = (Fﬁl(XB(o,a)fA),gh%

Usando a Identidade de Plancherel (ver Teorema [1.14)), chegamos a

(As(D)f, g)r2 = (2m) (F(F ' (xB0.5)f)): 9) r2-

Em consequéncia disso, temos que

(As(D)f, 9) 2 = (21) "2 (XB0s) [+ ) 2

Por defini¢ao de produto interno em L?*(R?) (ver Teorema [1.7)), escrevemos

-~

(As(D)f,g)2 = (2m)~2 / X504 f(2)g(r)dz.

RQ
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Isso é equivalente a

(As(D)f. g = (2)* [ Fa)jiald. (3.31)
B(0,5)
Por outro lado, é verdade que

(f. As(D)g)r2 = (f, F " (XB05T)) 2-
Pela Identidade de Plancherel (ver Teorema |1.14]), segue que
(£, As(D)g) 12 = (27) >, F(F (xp0.99))) 12

Consequentemente, inferimos que

~

(f,As(D)g)r> = (27T)72<f7XB(0,5)/g\>L2

Usando a defini¢io de produto interno em L*(R?) (ver Teorema [.7)), escrevemos

(f,As(D) / F(@)XBong(@)de
/ J? XB(O(S )d
Logo, deduzimos que
(FAs(D)g)e = (20)* [ Fa)jialde. (3.32)
B(0,8)

Comparando as igualdades (3.31]) e (3.32)), concluimos que ({3.30)) segue.

Agora, analisando o termo do lado direito da desigualdade (3.28)), podemos notar, usando

(3-30), que
‘(Ag(D)(Ua . VH), w5>L2| = ’<UQ : V@, Ag(D)w5>L2|.
Como ws = As(D)6, inferimos que

( As(D)(ug - V), ws) 12| = |(ug - VO, A5(D)?0) 1z].
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Por , chegamos a

[{As(D)(ug - V), ws) 12| = [(ug - VO, As(D)0) 2]
Consequentemente, segue que

[(As(D)(ug - VO), ws) 12| = [(ug - VO, ws) 2.

Pela Identidade de Plancherel (ver Teorema , podemos escrever

[(As(D)(ug - V0, w3) 2] = | (2m) (g - V0, 55) .
Usando a definigao de produto interno em L?(IR?) (ver Teorema , infere-se que

[{As(D) g - V8),w05)z2] = (2m) 2| | Fluo - TO)QDE)e|-

Usando as propriedades de integral, deduzimos que

[ AS(D) o~ V0),5)22| < (20) [ | F(un - VONETTENME
Pelas propriedades do médulo, chegamos a
(As(D)(ua V8). ol < (2m)2 [ | P~ V0)(€)EHE] .
Em consequéncia disso, temos que
(As(D) (- VO wabiel < )2 [ (P VONOITEOIds (339

Agora, perceba novamente que
2 .
ug - VO = Z uy D;0,
j=1
onde up = (up, u3). Sabendo que V - ug = 0 (ver Lema [1.1]), deduzimos que

2 2
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Em decorréncia disso, temos que

2
ug - V0 = Dj(ujf) = Di(ugh) + Da(uph).

j=1

Como a transformada de Fourier é um operador linear (ver Teorema [1.12), chegamos a
F(ug - V0) = F(Di(ugh)) + F(Dy(uzh)).

Utilizando as propriedades da transformada de Fourier (ver Teorema|l1.13)), segue que

—_—

Fug - VO) = (&) (ugh) + (i&2) (1) = (i&)F (ugh) + (i82) F (ugh).

Logo, temos que
2 .
Flug-VO) =iy &F(uho).
j=1
Sendo assim, note que
Flus - VO)| = | D &F@i0)| = lil| Y- &Fi0)| = | Y- &F(if)| = I - F(buo)l.
=1 j=1 j=1
Dessa forma, pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz, concluimos que

| F (ug - VO)| < [€]|F (Oup)|. (3.34)

Usando esta informacao em (3.33)), inferimos que

(As(D) o V). ws) 2] < (2m) [ EIF @) OIIGHO] de

’2—2@‘5’2@—1 —

Usando o fato que [£ €|, deduzimos que

[{ As(D)(ug - V), ws) 2] < (27)~ /RQ €272 2 (Bu) (1|05 (€)] de.

Observe ainda que
@05 = F(F ' (xB0.5)09)) = XB0.5)0-
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Deste modo, é verdade que

(AS(D) o~ 8).coshol < )2 [ e 2l (6ue) €)oo D] d

< (2m) 2% % / € | F (Bug) ()]()| de

l¢1<d

desde que 2 —2a > 0 (pois, a < 1). Aplicando a Desigualdade de Holder (ver Teorema,

tem-se que

[(As(D)(uo - VO),ws) 2| < (27T)_252_2a</|£|<6 |§|2(2a_1)|]-"(0u9)(§)|2dg)i

1
x ()2 de)”.
(focaEP )
Em decorréncia disso, inferimos que
[ As(D)(ug - V), ws) 2] < (27) 72620t | 20 [10] 2. (3.35)

Observe que, tomando s; = s = a podemos utilizar o Lema [1.5 no primeiro termo do lado
direito da desigualdade acima, uma vez que s; < 1 e so < 1, dado que o < 1. Além disso,

51+ s2 = 2a > 0, pois a > 0. Por isso, temos que

16wl 2o < Cla)[|0]] ot gro-
Sabendo disso, pelo Lema (1.1} note que

: - o1}
fuollae = [ [ 1€P1@©OF] = [ [ 1€PBOP]" = 18]

R? R2

Consequentemente, segue que
10ug| 20— < C()[10]]F;- (3.36)

Substituindo ((3.36]) em (3.35)), obtemos

[(As(D) (g - V6),ws) 12| < (2m) 26" () |01y B 2-
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Utilizando a Identidade de Plancherel (ver Teorema [1.14}), tem-se que

[{ As(D)(ug - V), ws) 2| < (2m)7*(27)*0" 7 C() 0]y [16]] -

Dessa forma, conclui-se que
[(As(D)(ug - VO),ws) 2] < 6°** C(@)]|0]] 1]l 2.
A partir da igualdade , deduzimos a seguinte desigualdade de energia:
10(7) |2 < [16°]]2, Y7 >0.
Usando esta informacao em , chegamos a

[{ As(D)(ug - V), ws) 2| < 6°7** C () ]|0][7a 16" 2-

=3 |

Substituindo este fato em (3.28]), obtemos

t t
lws ()22 + 2/ | D]*ws||Z2dr < w3z + 20(04)522a!|90|\m/0 10117 dr.
0
Pela definicio de norma em H®(R?) (ver definicio [1.22)), podemos observar que

101, = [ lebieras = [ Nerdiera = [ IDFoeRd

Deste modo, inferimos que
101 = N DI6l32.
Logo, pela Identidade de Plancherel (ver Teorema |1.14)), segue que
10113 = (2m)?[[] DI*0]Z-

Dessa forma, temos que

(3.37)

t t
lws (£)1]2 +2/ I1D]*ws|72dr < [lwIZ2 +2(27T)20(a)522“|\90\!L2/0 1 DI*0||Z- dr.
0
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Usando a igualdade ([3.23]) novamente, podemos escrever

t
2 [ 1| DFolRadr < [67)2.
0
Portanto, concluimos que
t
lews ()72 + 2/0 I1D|%ws|Z2d7 < [lws 72 + Cle)(2m)?0% 2|6 7. (3.38)
Sabendo disso, defina
= lwsllz> + C(a)(2m)*6%~2*(|6°|2..
Assim sendo, veja que

lme; = lim w51z + Cla)(2m)*[10°)17 giggfz*za- (3.39)

Antes de calcularmos este limite do lado esquerdo de (|3.39)), use a Identidade de Plan-
cherel (ver Teorema |1.14]) para obter

w3132 = (2m) ~2fl132.

Com isso, por defini¢io da norma em L?*(R?) (ver defini¢ao , segue que

ol = 2n) [ @)Pds = 2m)* [ 14D

Reescrevendo a igualdade acima, chegamos a

JwQl2 = (2m) / O (x10.0)09) () 2.

Em decorréncia disso, inferimos que

s = (27 [ Ixmas )P

Logo, concluimos que

Q)2 = (2m)2 / ().
B(0,5)
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Substituindo esta informagcao em ([3.39)), segue que
limes = (2m) 2l [ [0(€) P + Ca) (22072 i >

INO 5\O JB(0.)

Portanto, pelo Teorema [I.9] podemos concluir que
(ISI\I{I(I) gs =0, (3.40)
pois 2 — 2a > 0 (j& que a < 1) e 6y € L*(R?). Dessa forma, por (3.38]), temos que
sup{[|lws(t)[| 12} < &5
>0
Passando ao limite, quando § N\ 0, obtemos
lim supd{ ||ws (¢ =0. 3.41
fim sup (0]} (3.41)
Além disso, podemos observar que
sl = [ 6P Pd = [ lePIF s
R2 R2
Usando a defini¢ao de wg, chegamos a
lolly = [ I P emoaB©F s = [ 16 manO)F s
Isso é equivalente a
sl = [ JePeB©Rds = [ ligl*fe)Ps
B(0,5) B(0,6)
Logo, tem-se que
sl = [ liel7BE) e (3.42)
B(0,5)
Agora, veja que
Il DI*ws||z2 = (2m) 72|l D]ows (&) |2,

utilizando a Identidade de Plancherel (ver Teorema [1.14]). Assim, pela defini¢ao da norma
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L?(R?) (ver defini¢ao [L.8)), segue que
Il DI*ws |72 = (2m)~* /R2 1617605 (&) d€.
Consequentemente, inferimos que

Il il = e [ 1l Flen) P

Isso implica em

I DJews||2 = (2r)°2 / €1 000(6)) .
R2

O que equivale a

Il Dwslts = ) [ el Pde. (3.3
B(0,5)
Comparando (3.42)) e (3.43]), deduzimos que
Il D*wsl72 = (2m) 72 [|ws | Fa- (3.44)

Por outro lado, de (3.38]), temos que
t
2/ |1 D|ws|32dT < &5.
0
Sendo assim, por (3.44]), obtemos

t
2(27r>2/0 sl dr < 5.

Fazendo t — oo, chegamos a

2(2m) / sl < 5.

Passando ao limite, quando d ~\, 0, deduzimos que

2(2m) *im [ sl < limes
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Entao, por (3.40)), segue que
o oo 9 B
2(2m) }51{%/0 [wslla = 0. (3.45)

Deste modo, por (3.41)) e (3.45) podemos concluir que dado € > 0, existe §y > 0 tal que,

para todo 0 < § < 4, conclui-se que

£ * £
suplas(t)le) <5 ¢ [ wsludr < 5. (3.46)
t>0 0

De agora em diante, fixe § € (0,dy) e relembre novamente que a primeira equacao do

sistema nos diz que
010 + |D**0 + ug - VO = 0.
Aplicando a transformada de Fourier a equagao acima, obtemos
F(0:0) + F(|D|**0) + F(ug - VO) = 0.
Utilizando a definigao de transformada de Fourier (ver definigao , resulta que
O F(0) + |€)**F(0) + F(ug - VO) = 0.

Multiplicando por xp(,s), tem-se que

X508):0F (0) + X5 [€**F(0) + XB(0,5)eF (1o - VO) = 0.
Aplicando a transformada de Fourier inversa (ver Teorema [1.12]), podemos escrever

F X050 F (0)] + F xB0s)-

[ F(0)] + F~ x5 F (ug - VO)] = 0.
Assim sendo, temos que

OF xB0s)F(0)] + [DP**F X0 F(0)] + F X060 F (s - VO)] = 0.
Diante disso, inferimos que

F " xB(0.s) 09} +|D**Fxs 05)69] + F X B(0.6)c o - VQ] = 0.
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Isso é equivalente a
0;Bs(D)0 + | D|**Bs(D)0 + Bs(D)(ug - V) = 0.
Por definicao, constatamos que
Ows + | D**vs + Bs(D)(ug - VO) = 0.

Aplicando & equacao acima o semigrupo do calor e~ (¢=7IP 2 (ver definigao , onde T €
0, t], obtemos

6_(t_7_)|D|2a ((‘)Tv(g + |D|204U(S + B(S(D)(UH . V@)) — 6—(t—7)|D|20‘ (O)

Como o semigrupo do calor é um operador linear (segue diretamente da defini¢ao [1.20)),

inferimos que
e~ =TIPE g s 4 e~ DI DRy 4 o= DI (B (D) (ug - V6)) = 0.

Integrando sobre [0, t], resulta que

¢ ¢ ¢
/ e~ =NIDP 9 s dr + / e~ (E=DIDEY | D2ays dr + / e~ =DIPEY(BS(D) (ug - VO))dr = 0.
0 0 0
(3.47)

Resolvendo a primeira integral acima, notamos que

t t
/ e~ (NIPPY g vsdr = vs(t) — e PP 0 — / e~ (NI D2eysdr,
0 0
Em consequéncia disso, (3.47)) é da forma
2 t 2
vs(t) = e 1P 0 —/ e~ EIP (By(D) (ug - VO))dr.
0
Aplicando a norma em H ~7(R?) (ver definicdo [1.22)), com ¢ = 2 — 2a, obtemos

t
Vsl oo = e~ D0 _ e_(t_T”D'?aB(; D)(ug - VO)T|| .
H 0 0 H-°
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Diante disso, inferimos que
2 t 2
sl z—o < |l P09 s + e~ DI BA(DY (up - VO)dr|| . 3.48
H sl ; H—o

Analisando os termos do lado direito da desigualdade acima, percebemos que

—

_ 2a - «
e PPl = [ e e

Utilizando a definigdo de transformada de Fourier novamente (ver definigao [1.16)), tem-se

que

e PP g2, = / 61727 e~ o &) g
_ /R | €]727 2P (00 (€)]2dE.

Fazendo uso da defini¢ao de v (ver (3.24))), chegamos a

—~

le PP Il -, = / 61727 2 L F(F (xm0.0-0°)) (€) P

= [ €721 |x 5(0,6)-0°(€)|2dE.
RQ

Consequentemente, segue que

” e—tlDPaUgHfgﬂ7 _ /|£| 5 |€|—206—2t\§|2a|90(€)|2d5 < 5—206—%52&/ |90(€)|2d§,
>

13

desde que 0 = 2 — 2a¢ > 0 (pois, a < 1). Diante disso, tem-se que
e 1P 0l < 5727 60 3.
Utilizando a Identidade de Plancherel (ver Teorema , deduzimos que
le P o3, < (2m)*6 27|60 7.
Em resumo, descobrimos que

le PP ol -0 < (2m)d e 16°) 2. (3.49)
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Além disso, observe que

t t
J = H / e*“*ﬂ'D‘“B(;(D)(u@.ve)dTHH < / | e==DIPP By(D) (ug - V)| 1y dr.
0 - 0

Fazendo uso da definicdo de norma em H~7(R?) (ver definicio |1.22)), temos que

r< [ [ 1m0 B0y o))

Pela definigao de transformada de Fourier (ver definigao [1.16]), chegamos a

J < / ([ 1211 R By(D) o - V) P ) i
0 R2

Usando da defini¢ao de Bs(D), segue que

t — 3
J S/ ( |€|_26|6_“_7)'5'2&}-(}—_1(XB(o,a)cue : V9))|2d§> dr
0o “Jr2

Em consequéncia disso, temos que

t — 1
J < / (/ ’5‘_206_2“_7)‘{'%‘XB(O,zS)CUG . V9’2 df) 2d’r
0 R2

A partir disso, inferimos que

t . 1
Jg/ (/ ]5\’2"6’2(t’7)‘5|2a\u@-V9|2d§>2dr
0 NJlgs

Por (3.34), podemos escrever

t 1
J S / e(tT)(;Qa(/ ’5‘2720"9,“9'2 d£> sz
0 4=y

Resolvendo a integral que estd em parénteses em ([3.50f), chegamos a

( /|525|€I2‘2"I9/\w<5>|2d5)5=( / L %Zleu@ )’

- Z ) I TG
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Em decorréncia disso, inferimos que

([ e i i)’ / ol )

Sendo assim, segue que

(/|£>5|§|2—20|9u (€) |2d€) <Z”9“9”H1 a) _

Posto isso, (3.50) é da seguinte forma:

i< [ t”Q“(ZneueHHl ) dr

Dado que o = 2 — 2a, percebemos que 1 — 0 = 2a — 1. Com isso, temos que

JS/ (= Tﬁh(ZHeueHma 1)

Nestas condigoes, aplicando o Lema com s; = S5 = « (note que s1, s, < 1, dado que
a<1,es + s =2a>0,jique a>0), deduzimos que

2

15[ (L el )

Posto isso, podemos escrever

t
7= Cla) [ 0ol

Pelo Lema |1.1], constatamos que
t 2
J < C(a)/ —(t-7) ||0||Had7' (3.51)
0

Substituindo (3.49) e (3.51) em (3.48)), obtemos

t
vsll o < (27)5 7 6°|2 + C(a) / e~ |2, dr
0
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Passando & norma L*(R™) (ver definigao , resulta que

0 1
ol oo vory < @rIEN600sa ([ e ar)
0

+C’(a)< /0 h ( /0 t e—<t—T>52a||9(T)||2.adT)th)5. (3.52)

Calculando a primeira integral do lado direito de (3.52), percebemos que

o 1
—2t5%
dt = )
/0 € 25204

Usando esta informagao em (3.52)), chegamos a

(2m)502 A N 2 \}
llva\lL2<R+,HU)SII"()”L?T*C(“)(/O </0 e N oy (PO ) dt)

pois 0 = 2 — 2a.. Assim, pela Desigualdade de Minkowski para integrais (ver Teorema ,

podemos escrever

1

27?)5a_2 & & ()52 2
llvaI|L2<R+,Ha>é||0°|'L2(T+C<“)/O (/0 e T oy DIIO() [ o)

Em decorréncia disso, segue que

27T 6&72 o0 2a o0 2a %
lesller o < T 10+ @) [T o ([T e ar) . 53)

0

Observe ainda que
6. = [ 1P Par = [ 1igl*F)Par = [ 1[DF6Rdr = [ D6
R2 R2 R2
Assim, pela Identidade de Plancherel (ver Teorema [1.14]), segue que
10(T) 30 = (2m)* (|| DI*0(7) |72 (3.54)

Além disso, é verdade que

& 2a 6_2T62a
/ 672 to dt = Y
; 2
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Com isso, temos que

[ 1 —76% s—a
_2t62o¢ 2 o e 6
( /T e dt) =—7— (3.55)

Substituindo (3.54)) e (3.55) em (3.53)), tem-se que

(2m)6—2 (2m)25— [ 9
Vs p2ms fr—oy < ——F—=—1|0 +C(a)——— D|%0||72dT. 3.56
[vsll s i) < 5 167]] 22 + C(e) s 1| DI*0]|Z- (3.56)
Por outro lado, pela igualdade (3.23)), inferimos que
t
2 [N Dl 6l < |6°)3:. vt 20,
0
Passando ao limite, quando ¢t — oo, segue que
> D ae 2 < 1 90 2
L2 >~ = L2
Il DI*0zdr < 5 [167]]
0
Por isso, podemos reescrever (3.56)) da seguinte forma:
(27)62 (2m)20—
sl 2 s oy < 510"l 22 + C(e)———I16°|I2:- (3.57)

V2 2v/2

Por hipétese, ||0°]|z-20 < C. Além disso, por (|1.19), podemos inferir que
10°([372-20 > (2)16°]| .

Consequentemente, segue que

C
02 < —.
162 <

Isso significa que 0° € L*(R?). Dessa forma, concluimos que |[vs]| 2z + -y < 00 (por (3.57)).

Isto implica em
vs € LR, H7(R?)). (3.58)

Por outro lado, note que

~ -~

Vs + ws = F_l(XB(O,é)C§+ xB0.5)0) = F ((XBo.s5)e + XB05))0) = F).



Logo, segue que vs + ws = 0.

Por outro lado, (3.46) nos permite inferir que ws € L*(R*, H*(R?)) e, além disso, por
(3.23)), temos que

> [ DFolar < 193, vz (3.59
0
Assim, pela Identidade de Plancherel (ver Teorema , segue que
I1D10]3: = (2m)2IliDI)]..
Por definigio de norma L*(R?) (ver definicdo [1.8)), podemos escrever
D101 = (2m)* [ DI = 2 [ 1) P
= )2 IR P = (2m) .
Deste modo, chegamos a
I1D[*0]Z2 = (2m) 2 (1] 3.
Logo, por (3.59), temos que
t
(20 [ 101y < 1001 vt 20
Passando ao limite, quando t — oo, obtemos

2(2m) 2 / 10120t < 6%,
0

A partir disso, deduzimos que § € L*(RT; H*(R?)). Dessa forma, temos que vs = 6 — ws
€ L*(R*; H*(R?)). Usando isso e (3.58), concluimos que v; € L*(R*; H=7(R?) N H*(R?)).
Agora, note que, pela Identidade de Plancherel (ver Teorema |1.14]), resulta que

lvslZ> = (2m) (151172
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Assim, pela defini¢do de norma L?(R?) (ver defini¢ao [L.8)), podemos escrever
lvsl|z = (27T)_2/ [05(€)|*de = (QW)_Q/ [€1°[5(€)[*dé.
R? R?
Sabendo que —20 < 0 < 2, pois 0 =2 —2a ¢ 0 < a < 1, temos que
0=¢q(—20)+ (1 —q)(2c), para algum ¢q € (0, 1).
Com isso, chegamos a

[vs]| 7> = (2)~ / |§|‘1 —20)+(1- q)(2a)| 5(€ )|2q+21 9 e

= [ [l ] [l g R a

Utilizando a Desigualdade de Holder (ver Teorema [1.3)), resulta que

2 _ ) ~2015- (¢ [24 e 20|55 (£)12d =
Jeslis = 2m)2( [ termoras)'( [ leimra:)
Logo, temos que

— 2(1—
loslize = (2m) > fosll. llvsll g™

Integrando a igualdade acima sobre R*, obtemos

o0
_ 2 2(1—
uwﬁmuﬂzemQA lusl 22, Ilvsll eV dr.

Usando novamente a Desigualdade de Holder (ver Teorema , chegamos a

o2 <02 [ sl nan) ([ JeslZedr)
Vsl T2@e.r2) < (27 vs |5 dT Vsl adr)
0 0

Com isso, deduzimos que

2(1
||U5||%2(R+;L2) < (2m)” 2||U5||L2 R+ F g)||U5||L(2(R(i 7oy’

Em consequéncia disso, inferimos que vs € L2(R*; L2(R?)), pois vs € L*(R*; H-

92

U(RQ) N



H*(R?)). Sabendo disso, defina o conjunto
Ey={t>0: Jus(®)lsz > 5}

Entao, observe que

£\ 2 €\ 2 &
e — e < 2 < 2
()12 / | (5) o< / (Ol < / los(0)|Padt < oo,

onde | - | é a medida de Lebesgue usual (ver |10] para mais informagoes). A partir disso,

podemos definir o tempo finito

2\2 [ 9
7= (2) [ o)

e, consequentemente, |Fs| < T. (lembre que ¢§ estd fixo). Sabendo disso, podemos afirmar
que 3ty € [0,7. + 1]\ Es. Suponha que ndo existe ty € [0, 7. + 1]\ Es. Isso implicaria que
0,7 + 1]\Es = 0. Por isso, seguiria que [0,7. + 1] N E§ = (). Isso seria equivalente a
[0,7. + 1] C Es. Aplicando a medida de Lebesgue, terfamos que |[0, T + 1]| < |Ej| (ver [10]

para mais detalhes das propriedades desta medida). Portanto, chegariamos a
T. < T.+ 1< |Es|.

Logo, valeria T. < |Es|. Isso é uma contradi¢ao! Portanto, existe to € [0, 7. + 1] e ty ¢ Ej.

Sendo assim, temos que
€
los(to)llzz < 5 (3.60)
Vimos que 6 = vs + ws. Dessa forma, podemos observar que
10(t0) |2 = [lvs(to) + ws(to)ll L2 < fvs(to)llz2 + [lws(to)| 2

Consequentemente, por ((3.46)) e (3.60)), segue que

16(to)]r2 <e. (3.61)

Pelo Teorema temos que (t,z) = 0(ty + t,x), para todo t > 0 e z € R? é a tnica
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solugao para o seguinte sistema:

oy + |D**y+u, - Vy=0, zeR*t>0;

v(0,2) = O(tg,z), =€ R2. (3.62)

(Note que, por (ver Teorema [3.1]), segue que
() 220 = 18t0) |22 < (6% 120 < C)
Assim, da primeira equacao do sistema , temos que
Oy + |D|**y + u, - Vy = 0.
Isso implica em
oy = —|D|**y — u,, - V7.

Além disso, observe que

d

d
EH’V”%Z’ = E(%V)B = 2(v,0vy) 2.

Logo, podemos escrever

1d

5@”’”\%2 = — (7, IDPP*Y) 2 — (7, ty - V) 2.

Agora, vamos analisar cada um dos termos do lado direito da igualdade acima. Assim, pela
Identidade de Plancherel (ver Teorema [1.14)), temos que

—_—

(v, |D)**y) 12 = (27) 727, | D|27) 2.

Por defini¢ao de produto interno em L*(R?) (ver Teorema [1.7)), segue que

(D)2 = (27 [ SO (s = )2 [ AP

R2

= )2 [ AEPT@E = 2:) [ PP
=) [ s P = 2n) [ DR Pde



Consequentemente, podemos inferir que
(3. 1DP* )12 = (2m) DI 3.
Utilizando novamente a Identidade de Plancherel (ver Teorema [I.14)), chegamos a
(7, IDI**) 2 = I DI*I7--

A partir disso, podemos observar que

1d

52z +NIDI Y e = = (7, uy - V) L.
2dt

Considerando V - u, = 0 (ver Lema , como fizemos em ([3.22)), podemos concluir que
(Y, Uy - V)2 = 0.

Em decorréncia disso, temos que

1d N
Sl + 11Dl = 0.

Integrando sobre [0, t], obtemos

1 ! d 2 ! « 2
5/, 7 Iliz=dr + i I1D]*[[z2d7 = 0.

Pelo Teorema Fundamental do Célculo, tem-se que

1 t N
SOt + [ 11Dl =0

Fazendo as devidas substituicoes, deduzimos que

t
()17 +2/0 [|D*y(7)[|Z2dr = [11°][72, V> 0.
Como (t) = 6(to + t), por (3.61)), segue que

t
10(to + )72 + 2/ 11 D|*0(to + 7)||72d7 < ||0(t0)||72 < €, Vt > 0.
0
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Consequentemente, podemos escrever
|0(to +t)||2 <e, Vt>D0.
Fazendo s =ty + t, concluimos que
10(s)||2 <€, Vs>to. (3.63)

Portanto, lim [|6(s)||z2 = 0.
5§—00

Passo 2: Vamos mostrar, por fim, que
tll{g) ||0(t>||H272a =0.

Para isso, note que por hipétese [|0°||g2-—20 < C = ﬁ, onde C, é dado em 1} Entao,

pelo Teorema tem-se que
0 € C(RT; H*?*(R?) e |D|*0 € L*(R*, H* **(R?)).
Por outro lado, observe que

10120 e /\s|2“a|e<>|2d»s

8]

Sabendo disso, fagamos [ = 3%~ (assim, 1 — [ = 22__25‘). Veja que, [ > 0, pois 0 < a < 2.

Além disso, [ < 1, uma vez que o < 1. Por outro lado, como

2 2(2 -2
o 202-2)
2—« 2—«

entao, podemos escrever

2(2 2a)

||9(t)||§.{272a - /RZ |€|2(2—2a)|§( )|2 o 22-29)
~ 20 —2a) 1 2(2—2a)
= [ Bty e pe) e

Usando a Desigualdade de Holder (ver Teorema , com % =le % =1—1, segue que
He H2 200 / |0 %ij 2aad£> </ [|£|2(272a)]22:2";|§( )|2<§ zDO 22 20;d€>
R2
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Em consequéncia disso, chegamos a

00 < ([ BoRae) ™ ([ 1ePebwpkas) ~

Dessa forma, temos que

22a

2(2 2a)

10 e < 1BOIE (0] 20

Isso equivale a

2204

108122 < DI 10 327

Pela Identidade de Plancherel (ver Teorema |1.14]), deduzimos que

22«

100 g2-2e < (27) 755 [6(0) | 227 16| 2,

Elevando as normas acima a f:—z e integrando a desigualdade acima sobre R, obtemos

/0 100015, di < (2m) 7% /m||e<t>||£a||e<t>||§,2adt,

0

pois a < 1. Pela igualdade (3.23)), tem-se que

| Il e < =l [ el (3.6

0
desde que 0 < a < 1. Observe ainda que, por ([1.21)), é verdade que
10172 < 110() 12,
porque a < 2. Sendo assim, podemos inferir que
|10 e < [ 100t < [ D00 .

Usando (3.3)) (ver Teorema [3.1)), deduzimos que

/ 10()[12ndt < [|6°] 3220 < o0

0
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Utilizando esta informacao em , concluimos que
0 € Li=s (RY; H2 2 (R?)). (3.65)
Agora, fixe € > 0 e defina o conjunto
Fe=A{t=to: [[0@)] 4220 =€},

onde ty é o tempo obtido no Passo 1. Com isso, observe que

u ,a 2-a 00 2-a
R = [ Faes [ o< [ o0l < o,
Fe Fe

to
por (3.65) (lembre também que 0 < < 1). Em consequéncia disso, temos que
2
1

2-a > Za
SR < / 100155, dt.

Dessa forma, definimos o tempo finito

_2-a o %
R / 10015, dr,
0

de modo que |F;| < t.. De maneira anal6ga ao que provamos anteriormente, concluimos que

existe um tempo ¢, € [tg,to + t. + 1]\ F:. Logo, t; >ty e t; ¢ F.. Sendo assim, tem-se que
10220 < e
Como t; > tgy, entao, por , podemos escrever
10(t2)]|z2 < e
Por isso, aplicando ([1.19)), chegamos a
10t ) I72-20 = )07 + 101G 2e < (27)%€* + 6% < [(2m)* + 1] (3.66)

Pelo Teorema temos que (t,z) = 0(t + t;,x), para todo t > 0 e z € R? é a tnica

98



solucao para o sistema

oy + |D**y+u, - Vy=0, zeR*t>0;

v(0,2) = O(t,z), =€ R2 (3.67)

(Note que, por (3.3), ver Teorema temos que

1

2—2« < 0 2 2a e
[6(02) 120 < 10°]20 < C = 7.

onde C, é dado em (B.§))). Assim, como, por (3.3) (ver Teorema [3.1)) vale a desigualdade
t
17 () 17220 + 2/0 1Dy (1) |F2-20dT < [4° | 220,
entao, é verdade que
t
16t + )lFe-se +2 | NIDPO(r + t0)ln-nodr < [0(E) o
0
Dessa forma, usando ([3.66), segue que
t
8 t+ t1)||2 2-2a T 2 || |D|2a9(7' + t1)||2 272ad7- < [(271')2 + 1]82.
16( H i H
Em consequéncia disso, podemos escrever
10t + t1)||572-20 < [(27)% + 1]€%, V> 0.
Com isso, escolha s =t + t; para obter
10(3)||372-20 < [(2m) + 1]€, Vs > t.
Portanto, concluimos que

slgilo H0(5)||H272a = 0.
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