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São Cristóvão – SE
Julho de 2023



Universidade Federal de Sergipe

Centro de Ciências Exatas e Tecnologia

Programa de Pós–Graduação em Matemática
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Resumo

Em geral, as equações diferenciais parciais de Navier-Stokes são responsáveis por des-

creverem a dinâmica dos fluidos. Neste sentido, estas mesmas equações constroem modelos

capazes de expressar algumas leis f́ısicas de forma matemática. Com isso, destacamos a

equação do movimento responsável por descrever a dinâmica dos fluidos geof́ısicos, a qual

denominamos de equação quase-geostrófica. Neste trabalho, investigamos a existência e uni-

cidade de uma solução global no tempo para esta equação, com dissipação supercŕıtica, em

um espećıfico espaço de Sobolev não homogêneo usual. Além disso, estabelecemos o decai-

mento destas mesmas soluções, quando o tempo tende ao infinito. É importante ressaltar

que a obtenção desta solução global é determinada através de um critério de explosão obtido

para soluções locais. Para este fim, utilizamos técnicas relacionadas à Análise de Fourier.

Palavras-chave: Equação quase-geostrófica; Critério de explosão; Soluções globais; Decai-

mento de soluções globais.
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Abstract

In general, the Navier-Stokes equations describe the fluid dynamics. In this sense, these

same equations represent models capable of expressing some physical laws in a mathema-

tical way. Thereby, we highlight the equation of motion that determine the dynamics of

geophysical fluids, which we call quasi-geostrophic equation. In this work, we investigate the

existence and uniqueness of a global solution for this equation, with supercritical dissipation,

in a specific usual non-homogeneous Sobolev space. Furthermore, we established the decay

of this same solution, as time goes to infinity. It is important to point out that to obtain this

global solution it is necessary to establish an blow-up criterion obtained for local solutions.

For this purpose, we have used techniques related to Fourier Analysis.

Keywords: Quasi-geostrophic equation; Blow-up criterion; Global solutions; Decay of glo-

bal solutions.
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Introdução

A mecânica dos fluidos é uma área da F́ısica que estuda fluidos em movimento ou em

repouso. Esta mesma é subdividida em duas subáreas denominadas: Hidrostática e Hidro-

dinâmica. A primeira estuda fluidos em equiĺıbrio estático, enquanto a segunda, também

conhecida por Dinâmica dos Fluidos (ver [24] e referências inclusas para mais detalhes),

dedica-se a investigar o comportamento de fluidos que se movimentam em velocidade e/ou

aceleração variada.

Conforme [26], desde a pré-história há ind́ıcios que as civilizações da época tinham co-

nhecimentos relacionados à Mecânica dos Fluidos, uma vez que tinham navios à vela que

funcionavam à remo e possúıam sistema de irrigação. No entanto, as primeiras leis f́ısicas

para flutuação de corpos foram formuladas por Arquimedes em (285-212 a.C.).

Segundo [26], até meados do século XIV, não foi registrado nenhum avanço que pudesse

ser considerado importante para a Mecânica dos Fluidos. As contribuições mais relevantes

foram dadas por Isaac Newton (1642-1684), quando este elaborou suas leis de movimento

e a lei de viscosidade de fluidos lineares, sendo estes conhecidos como Newtonianos. Esta

descoberta permitiu que problemas envolvendo a quantidade de movimento dos fluidos fossem

analisados.

Além disso, essa teoria levava em consideração a hipotése de um flúıdo “perfeito”. Esta

suposição, foi explorada por diversos matemáticos do século XVIII como, por exemplo, Daniel

Bernoulli (1700-1782), Leonhard Euler (1707-1783), Jean Le Rond D’Alembert (1717-1783),

Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) e Pierre-Simon Laplace (1749-1827). Estes matemáticos

resolveram muitos problemas de escoamento sem atrito. É importante destacar que foi Leo-

nhard Euler quem desenvolveu as equações diferenciais de movimento, as quais são conhecidas
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por equação de Euler. A seguir, podemos observá-las:

ut + u · ∇u+
1

ρ
∇p = 0, em (0, T )× Ω,

onde Ω é um subconjunto aberto, limitado e conexo do Rn, T > 0 é um tempo fixo e, em

adição, u é a velocidade, p é a pressão e ρ é a densidade do fluido.

De acordo com [26], muitos resultados foram formulados considerando a hipótese de fluido

“perfeito”(incompresśıvel e com viscosidade nula). Entretando, perceberam que a hipótese

adotada tinha uma aplicação limitada na prática. Uma vez que, na Engenharia, os fluidos

mais utilizados possúıam efeitos de viscosidade.

Diante disso, conforme [26], outras ciências foram desenvolvidas até que a teoria do

escoamento viscoso fosse estabelecida. No entanto, esta só foi explorada por Navier (1785-

1896) e Stokes (1819-1903) quando acrescentaram os termos de viscosidade Newtonianos às

equações diferenciais de movimento. As equações clássicas resultantes, receberam o nome de

equações de Navier-Stokes e estão descritas logo abaixo:
ut − µ∆u+ u · ∇u+∇p = f, em (0, T )× Ω;

∇ · u = 0, em (0, T )× Ω;

u(0, ·) = u0, em Ω;

u = 0, sobre ∂Ω.

Neste sistema de equações, em concordância com [1], Ω é um subconjunto aberto, limitado

e conexo do Rn, ∂Ω a fronteira (suficientemente regular) de Ω e T > 0 um tempo fixo. Além

disso, f indica a força externa ao fluido, u0 a velocidade inicial do fluido, enquanto u é a

velocidade do fluido. Identificamos p e µ como sendo a pressão do fluido e o coeficiente

positivo de viscosidade, respectivamente. Estas equações são conhecidas por descreverem o

escoamento de fluidos arbitrários.

Devido à sua relevância e aplicabilidade, em concordância com [23], as equações de

Navier-Stokes, consiste em um dos sete problemas do milênio, estabelecidos pelo Instituto

de Matemática Clay. O prêmio de um milhão de doláres é oferecido para quem demonstrar a

existência ou inexistência de soluções globais no tempo (como também, suas regularidades)
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para estas equações. O sistema em questão está descrito a seguir:
ut − µ∆u+ u · ∇u+∇p = 0, x ∈ R3, t > 0;

∇ · u = 0, x ∈ R3, t > 0;

u(0, ·) = u0, x ∈ R3.

(1)

Em conformidade com [23], por meio das equações de Navier-Stokes derivam-se diversos

modelos usados em estudos relacionados à Dinâmica de Fluidos Geof́ısicos. Tais fluidos

são definidos em [23] como sendo os invólucros fluidos de planetas como, por exemplo, a

atmosfera, o oceano na Terra e também o fluido ionizado que compõe o núcleo externo

da Terra. Alguns modelos matemáticos permitem que estes fluidos sejam estudados, são

eles: modelo de água-rasa, modelo quase-geostrófico, modelo quase-geostrófico estratificado,

modelo de água-rasa MHD, modelo quase-geostrófico magnetohidrodinâmico, entre outros.

O modelo mais importante destes listados é o quase-geostrófico.

Conforme [23], o modelo quase-geostrófico é o mais relevante da dinâmica dos fluidos

geof́ısicos, pois retrata bem a dinâmica dos movimentos em grande escala que ocorrem no

oceano e na atmosfera em médias latitudes. Estes movimentos, são chamados ondas de

Rossby e são consideradas soluções da equação quase-geostrófica e das equações de água-

rasa num plano beta. Tais ondas em questão levam o nome do Meteorologista Carl-Gustaf

Rossby (1898-1957), este foi o primeiro a explicar movimentos em grande escala na atmosfera

relacionando-os com a Mecânica dos Fluidos.

As ondas de Rossby (também conhecidas por ondas planetárias), de acordo com [21], são

caracterizadas por se propagarem no sentido oeste, tanto no oceano quanto na atmosfera.

Estas ondas são longas e surgem devido à rotação e o formato do planeta Terra. Segundo [21],

essas mesmas ondas tem influência em fenômenos climáticos como o El Ninõ (aquecimento

anormal das águas do oceano Paćıfico), podendo retardar seus efeitos na circulação oceânica.

Isso explica o interesse da comunidade cient́ıfica sobre estas ondas.

Ainda de acordo com [23], o modelo quase-geostrófico foi executado inicialmente pelo

Meteoreologista Jule Charney (1917-1981). Além disso, a equações provenientes deste modelo

foram as primeiras a serem solucionadas (numericamente) computacionalmente. Isso foi feito,

juntamente com o matemático Jon Von Neumann (1903-1957) e o Meteorologista Ragnar

Fjortoff (1913-1998) com o objetivo de fazer uma previsão do tempo.

Nesse sentido, em concordância com [23], a equação quase-geostrófica é importante pois
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retrata o desenvolvimento das ondas de Rossby, sendo estas dominantes nas escalas dos

movimentos que ocorrem nos oceanos e na atmosfera.

Considerando que as equações provenientes do modelo quase-geostrófico descreve o com-

portamento de fluidos com velocidade de rotação alta, pode-se derivar das equações de

Navier-Stokes (1) o seguinte sistema:
∂tθ + |D|2αθ + uθ · ∇θ = 0, x ∈ R2, t > 0;

uθ = (∂2|D|−1θ,−∂1|D|−1θ), x ∈ R2, t > 0;

θ(0, x) = θ0(x), x ∈ R2,

(2)

o qual denominamos de sistema de equações quase-geostróficas. Neste sistema, θ representa

a temperatura potencial, uθ a velocidade do fluido, t a variável temporal, x a variável no

plano R2 e |D|−1 o Laplaciano fracionário de ordem −1
2
. É sabido, a partir da literatura

(ver [4, 5, 8, 17–20, 22, 25, 27, 28] e referências inclusas), que a dissipação, dada pelo termo

dissipativo |D|2αθ na primeira equação de (2), é chamada subcŕıtica, cŕıtica ou supercŕıtica

se α > 1
2
, α = 1

2
ou α < 1

2
, respectivamente.

Com relação ao caso subcŕıtico da equação (2) (e sistemas relacionados como, por exem-

plo, MHD-β e MHD generalizado), W. G. Melo, T. S. R. Santos [15] mostraram a existência

de uma única solução branda e anaĺıtica global no tempo (assumindo dado inicial pequeno)

para as equações MHD-β e, além disso, este mesmo trabalho apresenta taxas de decaimento

(para tempo infinito), desta mesma solução, em espaços de Sobolev usuais e Sobolev-Gevrey

(para mais detalhes, ver [15] e referências inclusas). R. H. Guterres, W. G. Melo, N. F.

Rocha e T. S. R. Santos [11] comprovaram a existência de soluções locais e globais (esta

última, para dado inicial suficientemente pequeno), juntamente com alguns critérios de ex-

plosão e estabilidade, respectivamente, para as equações MHD generalizadas em espaços de

Sobolev usuais e Sobolev-Gevrey (referimos [11] e referências citadas para mais informações).

Com respeito à equação quase-geostrófica (2), ainda no caso subcŕıtico, vale também lembrar

que J. Benameur e M. Blel [3] estabeleceram uma única solução global (também com dado

inicial pequeno) que decai a zero, quando o tempo tende a infinito, em espaços de Sobolev

homogêneos (ver [3] e referências inclusas para mais pormenores). Em adição, sem considerar

que o dado inicial é pequeno, M. Amara e J. Benemeur [2] garantiram a existência de uma

solução única e global, trabalhando com o espaço Hs(R2), onde s ∈ (2−2α, 2) (citamos [2] e

referências inclusas para mais informações). Por fim, a propósito do caso cŕıtico, gostaŕıamos

de citar o trabalho publicado recentemente por W. G. Melo, N. F. Rocha e N. d. Costa [14],
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no qual os autores constataram que uma única solução branda global no tempo (conside-

rando que o dado inicial é pequeno) para as equações (2) existe e, ademais, este artigo expõe

taxas de decaimento (para tempo arbitrariamente grande), para esta mesma solução, em

espaços de Sobolev-Gevrey (para mais esclarecimentos, ver [14] e referências inclusas).

Neste trabalho, assumiremos que α ∈ (0, 1
2
), ou seja, que a equação quase-geostrófica (2)

estudada nesta dissertação é considerada no caso supercŕıtico. Posto isso, podemos destacar

que o objetivo desta dissertação é investigar a existência e unicidade de soluções globais para

a equação quase-geostrófica no espaço de Sobolev não homogêneo H2−2α(R2), quando o dado

inicial é suficientemente pequeno, e verificar o decaimento desta mesma solução, quando o

tempo tende ao infinito.

Este trabalho foi elaborado através da inspiração gerada por [5] e, além disso, foi dividido

em dois caṕıtulos.

Iniciamos o Caṕıtulo 1 com a seção intitulada “Informações Elementares”. Nesta seção,

apresentamos algumas definições de operadores tais como: divergente e Laplaciano usual.

Depois disso, enunciamos um dos teoremas mais importantes da teoria de integração de Le-

besgue, chamado Teorema da Convergência Dominada. Feito isso, elencamos alguns resulta-

dos oriundos da teoria dos espaços de Lebesgue, sendo eles: duas desigualdade de Minkowski

(uma delas relacionada às integrais) e as desigualdades de Young e Hölder. Posto isso, apre-

sentamos algumas informações, imprescind́ıveis ao nosso trabalho, sobre a transformada de

Fourier. Por fim, definimos os espaços de Sobolev não homogêneo e homogêneo. Com isso,

relacionamos as normas destes espaços com a norma do espaço de Lebesgue L2. Na seção

nomeada por “Resultados Preliminares”, apresentamos alguns lemas técnicos, sendo estes

de extrema importância na construção dos resultados principais deste trabalho como, por

exemplo, o Lema de Chemin.

No Caṕıtulo 2 concentramos nossos esforços no estudo dos resultados principais desta dis-

sertação. Inicialmente, na seção “Critério de Explosão para Soluções Locais”estabelecemos

um critério de explosão para a solução local da equação quase-geostrófica (2), obtida em [19].

Feito isso, na seção “Existência de Soluções Globais”consideramos o dado inicial suficiente-

mente pequeno no espaço de Sobolev não homogêneo H2−2α(R2) e verificamos a existência de

uma única solução global no tempo para a equação quase-geostrófica (2). Por conseguinte, a

seção “Decaimento de Soluções Globais”estabelece o decaimento desta solução global, quando

o tempo tende ao infinito.
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Caṕıtulo 1

Prelúdio

Este caṕıtulo é constitúıdo de duas seções, sendo que a primeira delas tem como obje-

tivo apresentar definições e resultados considerados preliminares na elaboração desta dis-

sertação. Para isso, começamos listando algumas informações obtidas nos cursos da Análise

Matemática (ver [6, 10, 12, 13] para mais informações) tais como: divergente, Laplaciano

usual, convolução, o Teorema da Convergência Dominada, os espaços de Lebesgue Lp e entre

outros. Além disso, citamos alguns conceitos e resultados relacionados à transformada de

Fourier, entre eles destacamos a Identidade de Plancherel e o Laplaciano fracionário (os dois

de grande relevância para o desenvolvimento dos teoremas principais deste trabalho). Para

finalizar esta seção, definimos o espaço de Sobolev não homogêneo usual, juntamente com

sua norma e seu produto interno e, em seguida, o mesmo é realizado para o espaço de Sobolev

homogêneo usual. Por fim, comparamos as normas destes dois espaços. A segunda e última

seção, tem como finalidade apresentar os lemas técnicos que são fundamentais na contrução

dos resultados principais deste trabalho. Em essência, nestes mesmos lemas estimamos, por

exemplo, o produto interno do espaço de Sobolev não homogêneo.

1.1 Informações Elementares

Nesta seção, referenciamos elementos das teorias inerentes aos cursos de Análise Real e

da Medida e Integração (para mais detalhes, ver [6, 10, 12,13] e referências inclusas).

Definição 1.1. Seja n ∈ N e Cn (ou também Rn) o espaço equipado com o produto interno
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padrão

x · y := x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn. (1.1)

Este produto induz uma norma definida por

|x| :=
»

|x1|2 + |x2|2 + · · ·+ |xn|2, (1.2)

com x = (x1, x2, ..., xn), y = (y1, y2, ..., yn) ∈ Cn. Além disso, tanto o produto interno quanto

a norma obdecem a seguinte desigualdade:

|x · y| ≤ ∥x∥∥y∥, ∀x, y ∈ Cn, (1.3)

onde a mesma é denominada Desigualdade de Cauchy-Schwarz. Vale ressaltar que (1.1),

(1.2) e (1.3) também são válidas para vetores de Rn.

Logo abaixo, estabelecemos a notação para os campos vetoriais utilizados no nosso tra-

balho. Além disso, recordaremos o conceito de campo gradiente.

Definição 1.2. Sejam n,m números naturais. Suponha que f : [0,∞) × Rn → Rm é uma

função, isto é,

f(t, x) = (f1(t, x), f2(t, x), ..., fm(t, x)), ∀x ∈ Rn, t ≥ 0.

O campo gradiente de f é denotado por ∇f e definido da seguinte forma

∇f = (∇f1,∇f2, ...,∇fm),

onde ∇fj = (D1fj, D2fj, ..., Dnfj), com j = 1, 2, ..,m e Dk a derivada parcial de ordem 1,

com respeito à k-ésima coordenada, ou ainda, Dk =
∂

∂xk
(k = 1, 2, ..., n).

Feito isso, somos capazes de conceituar o Laplaciano usual de uma função.

Definição 1.3. Sejam n,m ∈ N. Assuma que f : Rn → Rm é uma função. O Laplaciano

usual da função f = (f1, ..., fm), denotado por ∆f , é definido da seguinte forma:

∆f = (∆f1,∆f2, ...,∆fm),

onde ∆fj =
∑n

k=1 D
2
kfj para j = 1, ...,m.
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A seguir, definiremos o conceito de uma aplicação escalar denominada divergente.

Definição 1.4. Seja n ∈ N. Suponha que f : Rn → Rn é uma função. O divergente de f é

definido por

∇ · f =
n∑

k=1

Dkfk,

onde f = (f1, ..., fn).

A equação quase-geostrófica apresenta um termo não linear e este é determinado por uma

notação espećıfica, a qual veremos a seguir.

Definição 1.5. Seja n, k ∈ N. Considere as funções f : Rn → Rn e g : Rn → Rk. Definimos

f · ∇g por
n∑

i=1

fiDig,

onde f = (f1, ..., fn) e g = (g1, ..., gk).

Neste trabalho, principalmente nos lemas técnicos, utilizamos o conceito de convolução

entre duas aplicações. Para mais detalhes, ver [10, 12,13] e referências inclusas.

Definição 1.6. Seja n ∈ N. Suponha que f e g são funções definidas em Ω ⊆ Rn. A

convolução de f e g é definida por

f ∗ g(x) =
∫
Ω

f(x− y)g(y)dy, ∀x ∈ Ω,

desde que a integral acima exista.

Posto isso, estamos prontos para definir potência e derivada multi-́ındice. Estes elemen-

tos são utéis para estabelecermos os espaços de Schwartz e estudarmos as propriedades da

transformada de Fourier (para mais detalhes, ver [10,12,13] e referências inclusas).

Definição 1.7. Seja n ∈ N, x = (x1, ..., xn) ∈ Rn e α = (α1, ..., αn) ∈ Nn. Dizemos que a

potência multi-́ındice é o número real

xα = xα1
1 · ... · xαn

n .

A derivada multi-́ındice de f ∈ C∞(Rn) é definida por

∂αf =
∂|α|f

∂α1x1 · · · ∂αnxn

=
∂α1+...+αnf

∂α1x1 · · · ∂αnxn

.
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A partir de agora, definiremos o espaço de Lebesgue Lp e alguns de seus principais

resultados.

Definição 1.8. Seja (X,M, µ) um espaço de medida e 1 ≤ p < ∞. Dizemos que Lp = Lp(X)

é o espaço de todas as funções f mensuráveis sobre X tais que∫
X

|f |pdµ < ∞.

Ademais, Lp é um espaço vetorial equipado da seguinte norma:

∥f∥Lp =
[ ∫

X

|f |pdµ
]1/p

.

O espaço das funções f mensuráveis sobre X tais que |f(x)| ≤ c em quase toda parte de X,

para alguma constante real c, é denotado por L∞ = L∞(X). Além disso, o espaço vetorial

L∞ é munido da norma

∥f∥L∞ = inf{c ≥ 0; |f(x)| ≤ c em quase toda parte de X}. (1.4)

Para consultar mais informações sobre estas normas, ver [6, 10, 12,13].

Depois disso, enunciaremos um resultado fundamental da teoria de integração que diz

respeito a convergência.

Teorema 1.1 (Teorema da Convergência Dominada). Seja (fn)n∈N uma sequência em L1

que converge em quase toda parte para a função mensurável f . Se existe uma função g ∈ L1

tal que |fn| ≤ g em quase toda parte, para todo n ∈ N, então f é integrável e∫
f = lim

n→∞

∫
fn

Demonstração. Ver detalhes da demonstração em [10], p. 54.

O próximo resultado, se refere ao espaço de Lebesgue Lp com uma variável com respeito

ao tempo T .

Definição 1.9. Suponha que (X, ∥ · ∥X) é um espaço vetorial normado e T um número

real positivo. O espaço Lp([0, T ];X) = Lp
T (X), com 1 ≤ p < ∞, é o conjunto das funções
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mensuráveis f : [0, T ] → X munido com a norma

∥f∥Lp([0,T ];X) :=
[ ∫ T

0

∥f∥pXdt
]1/p

< ∞. (1.5)

De maneira análoga, definimos L∞([0, T ];X) = L∞
T (X) como sendo o espaço das funções

mensuráveis f : [0, T ] → X tais que ∥f(t)∥X é limitada em quase toda parte de [0, T ]. Além

disso, este espaço é munido da seguinte norma:

∥f∥L∞
T (X) = supess{∥f(t)∥X : t ∈ [0, T ]}. (1.6)

Analogamente, definimos o conjunto C([0, T ];X) = CT (X) = {f : [0, T ] → X cont́ınua}
equipado com a norma do supremo essencial ∥ · ∥L∞

T (X).

Os próximos três resultados são considerados elementares na teoria dos espaços de Le-

besgue Lp.

Teorema 1.2 (Desigualdade de Young). Sejam a, b ∈ R+ e p e q números reais satisfazendo

1 < p, q < ∞ e p−1 + q−1 = 1. Então, tem-se que

ab ≤ 1

p
ap +

1

q
bq. (1.7)

Demonstração. Para consultar detalhes da demonstração, ver [10] p. 174.

A partir deste resultado básico, podemos enunciar os teoremas abaixo.

Teorema 1.3 (Desigualdade de Hölder). Suponha que f ∈ Lp e g ∈ Lq. Considere p, q ∈ R
são tais que 1 ≤ p, q ≤ ∞ e p−1 + q−1 = 1. Então, fg ∈ L1. Ademais,

∥fg∥L1 ≤ ∥f∥Lp∥g∥Lq . (1.8)

Demonstração. Para consultar detalhes da demonstração, ver [10] p. 182.

Teorema 1.4 (Desigualdade de Minkowski). Seja p ∈ R de modo que 1 ≤ p ≤ ∞ e f, g ∈ Lp.

Então, f + g ∈ Lp. Temos também que

∥f + g∥Lp ≤ ∥f∥Lp + ∥g∥Lp . (1.9)

Demonstração. Para consultar detalhes da demonstração, ver [10] p. 183.
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Logo abaixo, observaremos uma generalização para a Desigualdade de Minkowski.

Teorema 1.5 (Desigualdade de Minkowski para Integrais). Sejam (X,M, µ) e (Y,N , ν)

espaços de medida σ−finitos. Assuma que f : X × Y → [0,∞] é uma função mensurável na

σ-algébra produto.

a) Se f ≥ 0 e 1 ≤ p < ∞, entãoï∫ Å∫
f(x, y)dν(y)

ãp

dµ(x)

ò 1
p

≤
∫ ï∫

f(x, y)pdµ(x)

ò 1
p

dν(y).

b) Se 1 ≤ p < ∞, f(·, y) ∈ Lp(µ) para quase todo y ∈ Y e y 7→ ∥f(·, y)∥p seja uma

função em L1(ν), então f(x, ·) ∈ L1(ν) para quase todo x ∈ X. Além disso, x 7→∫
f(x, y)dν(y) é uma função no espaço Lp(µ), e∥∥∥∥∫ f(·, y)dν(y)

∥∥∥∥
Lp

≤
∫

∥f(·, y)∥Lpdν(y).

Demonstração. Para consultar detalhes da demonstração, ver [10] p.194.

Agora, estabeleceremos o conceito do espaço de Banach (para mais detalhes, ver [6]).

Definição 1.10. Um espaço normado X é chamado espaço de Banach quando for um espaço

métrico completo com a métrica induzida por sua própria norma.

A seguir, enunciaremos alguns resultados relacionados a completude dos espaços de Le-

besgue Lp.

Teorema 1.6. Seja p ∈ R de modo que 1 ≤ p ≤ ∞. Então, Lp é um espaço de Banach.

Demonstração. Para consultar detalhes da demonstração, ver [10] p. 183.

No espaço de Lebesgue Lp, ao escolhermos p = 2, chegamos a um espaço de Hilbert.

Adiante, apresentaremos qual a caracterização de um espaço de Hilbert (ver [6] para mais

informações).

Definição 1.11. Seja H um espaço munido do produto interno ⟨·, ·⟩. Dizemos que (H, ⟨·, ·⟩)
é um espaço de Hilbert se (H, ∥ · ∥) é um espaço de Banach, onde ∥ · ∥ é proviniente do

produto interno ⟨·, ·⟩.
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Sabendo disso, podemos formalizar o resultado abaixo.

Teorema 1.7. Sejam f, g ∈ L2. Então,

⟨f, g⟩L2 =

∫
X

f(x)g(x)dx

define um produto interno em L2, que produz norma a ∥ · ∥L2 definida previamente. Além

disso, temos que L2 é um espaço de Hilbert.

Demonstração. Para consultar detalhes da demonstração, ver [10] p. 183.

Além disso, podemos estabelecer, ainda no espaço de Hilbert, uma caracterização para

todos os funcionais lineares cont́ınuos.

Teorema 1.8 (Teorema da Representação de Riesz). Sejam H um espaço de Hilbert e

f : H → K, com K = R ou C, um funcional linear cont́ınuo. Então, existe um único vf ∈ H

tal que

f(u) = ⟨u, vf⟩, ∀u ∈ H.

Além disso, ∥f∥ = ∥vf∥. Aqui ∥f∥ = sup{|f(x)| : ∥x∥ = 1}.

Demonstração. Para consultar detalhes da demonstração ver [6].

Posto isso, apresentaremos um conceito de convergência proveniente de um curso intro-

dutório de Análise Funcional (ver [6] para mais informações).

Definição 1.12. Sejam X um espaço normado e (xn)n∈N uma sequência em X. Dizemos que

xn converge fracamente para x ∈ X, e escrevemos xn ⇀ x, quando n → ∞, se f(xn) → f(x),

quando n → ∞, para todo f : X → K funcional linear e cont́ınuo.

Vale lembrar que o limite da convergência fraca é único (ver [6] para mais detalhes desta

afirmação).

Vejamos agora o que nos diz o Teorema da diferenciação de Lebesgue.

Teorema 1.9 (Teorema da Diferenciação de Lebesgue). Sejam n ∈ N, δ > 0, f ∈ L1(Rn) e

fδ(x) =
1

|B(x, δ)|

∫
B(x,δ)

f(y)dy, ∀x ∈ Rn,
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onde | · | é a medida de Lebesgue usual (ver [10] para mais informações) e B(x, δ) é a bola

aberta de centro x e raio δ > 0 em Rn. Então, fδ converge para f em quase toda parte,

quando δ → 0.

Demonstração. Para consultar detalhes da demonstração, ver [10].

Outra definição extremamente importante em um curso de Análise funcional é apresen-

tada abaixo (ver [6] para mais informações).

Definição 1.13. Seja X um espaço normado. Dizemos que X é reflexivo se a aplicação

(dita injeção canônica) j : X → X ′′, dada por j(x) = jx, com jx(f) = f(x), é bijetiva. Aqui

X ′ = {f : X → K é linear e cont́ınuo}.

O resultado a seguir estabelece uma conexão entre as definições 1.11 e 1.13.

Teorema 1.10. Todo espaço de Hilbert é reflexivo.

Demonstração. Para consultar detalhes da demonstração, ver [6].

A seguir, apresentamos um teorema que substitui o famoso Teorema de Bolzano-Weierstrass

da Análise na Reta.

Teorema 1.11. Toda sequência limitada em um espaço reflexivo admite subsequência que

converge fracamente.

Demonstração. Para consultar detalhes da demonstração, ver [6].

Agora, vamos estudar alguns conceitos básicos sobre a transformada de Fourier (ver

[6, 10,12,13] para mais informações).

Definição 1.14. Seja n ∈ N. Suponha que ν, β são n-uplas em Nn. A seminorma ∥ · ∥(ν,β)
de uma função f ∈ C∞(Rn), é definida por

∥f∥(ν,β) = ∥xν∂β
xf∥L∞ = sup

x∈Rn

{|xν∂β
xf(x)|}. (1.10)

Posto isso, definiremos o espaço de Schwartz.
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Definição 1.15. Seja n número natural. Suponha que ν, β são n-uplas em Nn. Dizemos

que o conjunto S(Rn), definido por

S(Rn) = {φ ∈ C∞(Rn) : ∥φ∥(ν,β) < ∞, ν, β ∈ Nn}, (1.11)

é o espaço de Schwartz.

Sabendo disso, estamos prontos para apresentar o conceito de transformada de Fourier

sobre o espaço de Schwartz.

Definição 1.16. Sejam n ∈ N e f ∈ S(Rn). Definimos a transformada de Fourier de f por

F(f)(ξ) = f̂(ξ) :=

∫
Rn

e−iξ·xf(x)dx, ∀ξ ∈ Rn, (1.12)

e identificamos i como sendo a unidade imaginária dos números complexos.

O próximo resultado nos certifica que o operador F : S(Rn) → S(Rn) é linear e cont́ınuo,

assim como sua inversa.

Teorema 1.12. Sejam n ∈ N e F : S(Rn) → S(Rn) o operador transformada de Fourier

definido por F(f) = f̂ . É verdade que F é bijetor, linear e cont́ınuo. Além disso, a linea-

ridade e continuidade também se aplicam a sua inversa, a qual denominamos transformada

de Fourier inversa, dada por

F−1(f)(ξ) := (2π)−n

∫
Rn

eiξ·xf(x)dx, ∀ξ ∈ Rn, (1.13)

Demonstração. Para consultar detalhes da demonstração, ver [25].

Tendo posto isso, podemos estudar as propriedades do operador transformada de Fourier.

Teorema 1.13. Seja n ∈ N. Considere f, g ∈ S(Rn) e α uma n-upla de Nn. Então, as

seguintes informações são verdadeiras:

i) ∂̂αf(ξ) = (iξ)αf̂(ξ);

ii) F(xαf(x))(ξ) = i|α|∂αf̂(ξ);

iii)

∫
Rn

f̂ gdx =

∫
Rn

f ĝdx;
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iv) ‘f ∗ g(ξ) = f̂ · ĝ;

v) f̂ g = (2π)−nf̂ ∗ ĝ.

Demonstração. Para consultar detalhes da demonstração, ver [25].

O próximo resultado estabelece duas conexões entre uma aplicação e sua transformada

de Fourier no espaço de Lebesgue L2.

Teorema 1.14 (Identidade de Plancherel). Seja n ∈ N. Suponha que f ∈ L2(Rn). Então,

(2π)−n∥f̂∥2L2 = ∥f∥2L2 .

De modo geral, se f ∈ L2(Rn), temos ainda que

(2π)−n⟨f̂ , ĝ⟩L2 = ⟨f, g⟩L2 .

Demonstração. A demonstração deste teorema pode ser consultada em [25].

A seguir, apresentaremos o conceito de distribuição temperada, para mais detalhes con-

sultar [10, 25] e referências inclusas.

Definição 1.17. Seja n ∈ N. A aplicação Ψ : S(Rn) → C é uma distribuição temperada se

é linear e cont́ınua. Além disso, denominamos S ′(Rn) como sendo o espaço das distribuições

temperadas.

Agora, veremos que é posśıvel estender a ideia da transformada de Fourier relacionado

ao espaço das distribuições temperadas.

Definição 1.18. Seja n ∈ N. Assuma que Ψ ∈ S ′(Rn). A transformada de Fourier de Ψ é

definida por

F(Ψ)(f) = Ψ̂(f) = Ψ(f̂ ), ∀f ∈ S(Rn). (1.14)

Além disso, pode-se verificar que F(Ψ) ∈ S ′(Rn), para todo Ψ ∈ S ′(Rn). Sabendo disso,

o resultado posterior garante que o operador F : S ′(Rn) → S ′(Rn) é linear e invert́ıvel.
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Teorema 1.15. Seja n ∈ N. Assuma que o operador F : S ′(Rn) → S ′(Rn), denominado

transformada de Fourier é dado por F(Ψ) = Ψ̂. É verdade que F é bijetor, linear e cont́ınuo.

Além disso, a linearidade e continuidade também é atribúıda a sua inversa, a qual denomi-

namos transformada de Fourier inversa, dada por

F−1(Ψ)(f) := Ψ(F−1(f)), ∀f ∈ S(Rn), (1.15)

Demonstração. Para consultar detalhes desta demonstração, ver [25].

Em seguida, estabeleceremos uma identificação entre os espaços de Lebesgue L1(Rn) e

L2(Rn) com o espaço das distribuições temperadas S ′(Rn).

Teorema 1.16. Suponha que f ∈ Lp(Rn), com p = 1, 2. Dizemos que a aplicação Tf :

S(Rn) → C, dada por

Tf (φ) =

∫
Rn

φ(x)f(x)dx, ∀φ ∈ S(Rn),

é uma distribuição temperada, ou seja, Tf ∈ S ′(Rn).

Demonstração. Para consultar detalhes da demonstração deste resultado, ver [10,25].

A seguir, estabeleceremos o conceito de um operador utilizado nesta dissertação que

faz parte do termo difusivo da equação quase-geostrófica (para mais detalhes, ver [8, 22] e

referências inclusas).

Definição 1.19. Sejam n ∈ N e α ∈ R. Assuma que f ∈ S ′(Rn). O Laplaciano fracionário

de ordem α de f , o qual denotamos por |D|αf , é definido da seguinte forma:’|D|αf(ξ) = |ξ|αf̂(ξ), ∀ξ ∈ Rn.

Para finalizarmos os tópicos relacionados à transformada de Fourier, apresentaremos o

conceito de semigrupo do calor.

Definição 1.20. Seja n ∈ N. Considere f um funcional em S
′
(Rn) e α um número real.

Dizemos que o semigrupo do calor e−t|D|2α aplicado em f é definido por

e−t|D|2αf = F−1{e−t|ξ|2α f̂}, ∀ξ ∈ Rn, t ≥ 0.
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A partir de agora, definiremos os espaços de Sobolev homogêneo e não homogêneo usuais

(ver [5,6,17–20] e referências inclusas). Destacamos que são nesses espaços onde buscaremos

as soluções para a equação quase-geostrófica.

Para isso, comecemos considerando s ≥ 0. Com isso, observe que

1 + |ξ|2 ≤ 2max
{
1, |ξ|2

}
, ∀ξ ∈ R2.

Elevando ambos os lados a s, chegamos a

(1 + |ξ|2)s ≤ 2s(max
{
1, |ξ|2

}
)s ≤ 2s(1 + |ξ|2s), ∀ξ ∈ R2.

Dessa forma, temos que

(1 + |ξ|2)s ≤ 2s(1 + |ξ|2s), ∀ξ ∈ R2. (1.16)

Agora, perceba que

1 ≤ 1 + |ξ|2, ∀ξ ∈ R2,

e também que

|ξ|2 ≤ 1 + |ξ|2, ∀ξ ∈ R2.

Elevando estas duas últimas desigualdades a s e, em seguida, somando seus respectivos

resultados, obtemos

1 + |ξ|2s ≤ 2(1 + |ξ|2)s, ∀ξ ∈ R2. (1.17)

Assim, por (1.16) e (1.17), inferimos que

2−s(1 + |ξ|2)s ≤ 1 + |ξ|2s ≤ 2(1 + |ξ|2)s, ∀ξ ∈ R2.

Multiplicando a desigualdade acima por |f̂(ξ)|2, podemos escrever

2−s(1 + |ξ|2)s|f̂(ξ)|2 ≤ (1 + |ξ|2s)|f̂(ξ)|2 ≤ 2(1 + |ξ|2)s|f̂(ξ)|2, ∀ξ ∈ R2.
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Integrando esta expressão sobre R2, resulta que

2−s

∫
R2

(1 + |ξ|2)s|f̂(ξ)|2dξ ≤
∫
R2

(1 + |ξ|2s)|f̂(ξ)|2dξ ≤ 2

∫
R2

(1 + |ξ|2)s|f̂(ξ)|2dξ. (1.18)

A partir disso, podemos definir o espaço de Sobolev não homogêneo usual como abaixo.

Definição 1.21. Considere s ≥ 0. Denotamos o espaço de Sobolev não homogêneo por

Hs(R2) := {f ∈ S ′(R2); f̂ ∈ L2
loc(R2),

∫
R2

(1 + |ξ|2s)|f̂(ξ)|2dξ < ∞}.

Este espaço é munido da norma

∥f∥2Hs =

∫
R2

(1 + |ξ|2s)|f̂(ξ)|2dξ.

Tal norma é gerada pelo produto interno

⟨f, g⟩Hs =

∫
R2

(1 + |ξ|2s)f̂(ξ)ĝ(ξ)dξ.

É comum encontrar na literatura o espaço Hs(R2) munido da norma definida através da

integral ∫
R2

(1 + |ξ|2)s|f̂(ξ)|2dξ.

Esta é equivalente àquela estabelecida na definição 1.21 por causa de (1.18) (para s ≥ 0).

A seguir, estabelecemos o espaço de Sobolev homogêneo usual.

Definição 1.22. Considere s ∈ R. O espaço de Sobolev homogêneo é dado por

Ḣs(R2) := {f ∈ S ′(R2); f̂ ∈ L1
loc(R2),

∫
R2

|ξ|2s|f̂(ξ)|2dξ < ∞}.

A norma deste espaço é

∥f∥2
Ḣs =

∫
R2

|ξ|2s|f̂(ξ)|2dξ.

Esta norma é gerada pelo produto interno

⟨f, g⟩Ḣs =

∫
R2

|ξ|2sf̂(ξ)ĝ(ξ)dξ.
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Por meio dessas definições, conseguimos obter uma relação entre as normas dos espaços

de Sobolev citados anteriomente com a norma do espaço de Lebesgue L2(R2). Tal relação é

dada por

∥f∥2Hs =

∫
R2

(1 + |ξ|2s)|f̂(ξ)|2dξ =

∫
R2

|f̂(ξ)|2dξ +
∫
R2

|ξ|2s|f̂(ξ)|2dξ = ∥f̂∥2L2 + ∥f∥2
Ḣs .

Logo, pela Identidade de Plancherel (ver Teorema 1.14), temos que

∥f∥2Hs = (2π)2∥f∥2L2 + ∥f∥2
Ḣs . (1.19)

Analogamente, deduzimos que

⟨f, g⟩Hs = (2π)2⟨f, g⟩L2 + ⟨f, g⟩Ḣs . (1.20)

Podemos relacionar também as normas dos espaços de Sobolev homogêneos e não homogêneo

da seguinte forma:

∥f∥2
Ḣs =

∫
R2

|ξ|2s|f̂(ξ)|2dξ ≤
∫
R2

(1 + |ξ|2s)|f̂(ξ)|2dξ = ∥f∥2Hs , ∀ s ≥ 0. (1.21)

Além disso, pode-se comparar espaços de Sobolev não homogêneo entre si. Para isso, é

necessário relacionar seus respectivos parâmetros. Para sermos mais precisos, permita-nos

considerar Hs(R2) e H t(R2), com 0 ≤ s ≤ t. Assim, por (1.17), é verdade que

∥f∥2Hs ≤ 2

∫
R2

(1 + |ξ|2)s|f̂(ξ)|2dξ ≤ 2

∫
R2

(1 + |ξ|2)t|f̂(ξ)|2dξ.

Por (1.16), podemos escrever

∥f∥2Hs ≤ 2t+1

∫
R2

(1 + |ξ|2t)|f̂(ξ)|2dξ = 2t+1∥f∥2Ht .

Logo, conclúımos que

∥f∥2Hs ≤ 2t+1∥f∥2Ht , 0 ≤ s ≤ t. (1.22)
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1.2 Resultados Preliminares

Nesta seção, estabeleceremos algumas ferramentas auxiliares que serão relevantes para a

prova dos nossos resultados principais.

Lema 1.1. Seja θ ∈ S ′(R2). Defina uθ = (D2|D|−1θ,−D1|D|−1θ). Então, é verdade que

|“uθ| = |θ̂| e ∇ · uθ = 0.

Demonstração. Primeiramente, observe que

∇ · uθ = D1(D2|D|−1θ) +D2(−D1|D|−1θ) = 0.

Por outro lado, podemos escrever“uθ = F(D2|D|−1θ,−D1|D|−1θ) = (F{D2|D|−1θ},−F{D1|D|−1θ}).

Deste modo, o Teorema 1.13 i) implica que“uθ(ξ) = ((iξ)(0,1)F{|D|−1θ(ξ)},−(iξ)(1,0)F{|D|−1θ(ξ)}).

Portanto, aplicando a definição 1.19, conclui-se que“uθ(ξ) = ((iξ)(0,1)|ξ|−1θ̂(ξ),−(iξ)(1,0)|ξ|−1θ̂(ξ)). (1.23)

Usando a definição 1.7, deduzimos que

(iξ)(0,1) = (iξ1)
0(iξ2)

1 = iξ2 e (iξ)(1,0) = (iξ1)
1(iξ2)

0 = iξ1. (1.24)

Sendo assim, substituindo (1.24) em (1.23), obtemos“uθ(ξ) = i(ξ2|ξ|−1θ̂(ξ),−ξ1|ξ|−1θ̂(ξ)). (1.25)
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Desta forma, podemos escrever

|“uθ(ξ)| = |(ξ2|ξ|−1θ̂(ξ),−ξ1|ξ|−1θ̂(ξ))|

=
»
(ξ22 |ξ|−2|θ̂(ξ)|2) + (ξ21 |ξ|−2|θ̂(ξ)|2)

=

 
ξ22 + ξ21
|ξ|2

|θ̂(ξ)|2 =
 

|ξ|2
|ξ|2

|θ̂(ξ)|2

=
»
|θ̂(ξ)|2 = |θ̂(ξ)|,

para todo ξ ∈ R2.

A seguir, estabeleceremos um resultado estudado em um curso introdutório de Análise

Funcional (para mais informações, ver [6] e referências inclusas) que será útil no nosso es-

tudo envolvendo um espećıfico critério de explosão para soluções locais da equação quase-

geostrófica.

Lema 1.2. Seja (H, ∥ · ∥) um espaço de Hilbert e (xn)n∈N uma sequência de elementos em

H tal que xn ⇀ x em H, quando n → ∞, e lim sup
n→∞

∥xn∥ ≤ ∥x∥. Então,

lim
n→∞

∥xn − x∥ = 0.

Demonstração. Por hipotése, tem-se que xn ⇀ x, quando n → ∞ (ver definição 1.12).

Então, (xn)n∈N ⊆ H é limitada e também que

lim inf
n→∞

∥xn∥ ≥ ∥x∥.

Consequentemente, chegamos a

∥x∥ ≤ lim inf
n→∞

∥xn∥ ≤ lim sup
n→∞

∥xn∥ ≤ ∥ x∥.

Isso implica que

lim inf
n→∞

∥xn∥ = lim sup
n→∞

∥xn∥ = ∥x∥.

Em consequência disso, segue que

lim
n→∞

∥xn∥ = ∥x∥. (1.26)
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Observe ainda que, pelo Teorema da Representação de Riez (ver Teorema 1.8), tem-se que

lim
n→∞

⟨xn, x⟩ = ⟨x, x⟩ = ∥x∥2, (1.27)

pois xn ⇀ x, quando n → ∞. Sabendo disso, note que

∥xn − x∥2 = ∥xn∥2 − ⟨xn, x⟩ − ⟨x, xn⟩+ ∥x∥2, ∀n ∈ N.

Deste modo, passando ao limite, quando n → ∞, e aplicando (1.26) e (1.27), conclúımos que

lim
n→∞

∥xn − x∥ = 0.

Devido à caracterização dada na definição das normas dos espaços de Sobolev que serão

os ambientes onde residirão as soluções da equação quase-geostrófica estudada aqui, preci-

saremos da seguinte desigualdade.

Lema 1.3. Seja σ ≥ 1. É verdade que

||ξ|σ − |η|σ| ≤ σ2σ−1|ξ − η|[|η|σ−1 + |ξ − η|σ−1], ∀ξ, η ∈ R2.

Demonstração. Para demonstrar esta desigualdade, considere a função f : [0,∞) → R,
definida por

f(x) = xσ, ∀x ∈ [0,∞).

Como f é uma função derivável, pelo Teorema do Valor Médio, dados x, y ∈ [0,∞), existe

β ∈ (0, 1) tal que

f(x)− f(y) = f
′
(βx+ (1− β)y)(x− y). (1.28)

No entanto, observe que

f
′
(x) = σxσ−1, ∀x ∈ [0,∞).

Sendo assim, fazendo x = |ξ| e y = |η| em (1.28), obtemos

|ξ|σ − |η|σ = σ[β|ξ|+ (1− β)|η|][|ξ| − |η|].
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Aplicando o módulo em ambos os lados da igualdade acima, chegamos a

||ξ|σ − |η|σ| = σ|[β|ξ|+ (1− β)|η|]σ−1|||ξ| − |η||.

Usando a desigualdade triangular, obtemos

||ξ|σ − |η|σ| ≤ σ[β|ξ − η + η|+ (1− β)|η|]σ−1|ξ − η|

≤ σ[β|ξ − η|+ β|η|+ |η| − β|η|]σ−1|ξ − η|

= σ[β|ξ − η|+ |η||]σ−1|ξ − η|

≤ σ[|ξ − η|+ |η||]σ−1|ξ − η|,

pois, β ∈ (0, 1) e σ ≥ 1. Dessa forma, podemos escrever

||ξ|σ − |η|σ| ≤ σ[|ξ − η|+ |η||]σ−1|ξ − η|.

Observe ainda que |ξ − η| ≤ max{|ξ − η|, |η|} e também |η| ≤ max{|ξ − η|, |η|}. Sabendo

disso, inferimos que

||ξ|σ − |η|σ| ≤ σ[max{|ξ − η|, |η|}+max{|ξ − η|, |η|}]σ−1|ξ − η|

= σ2σ−1max{|ξ − η|, |η|}σ−1|ξ − η|

≤ σ2σ−1[|η|σ−1 + |ξ − η|σ−1]|ξ − η|,

já que σ ≥ 1. Em consequência disso, deduzimos que

||ξ|σ − |η|σ| ≤ σ2σ−1|ξ − η|[|η|σ−1 + |ξ − η|σ−1].

Abaixo, apresentamos a prova de um exerćıcio presente em um curso de Análise na Reta.

Este será utilizado na prova do nosso critério de explosão para soluções locais da equação

quase-geostrófica (ver prova do Teorema 2.1).

Lema 1.4. Seja f : X → R+, onde X ⊆ R, e defina sup f = sup f(X). Então, vale a

seguinte igualdade:

[sup f ]2 = sup[f 2].
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Demonstração. Primeiramente, lembre que

sup[f 2] = sup[f · f ] ≤ sup f · sup f = [sup f ]2.

Dessa forma, temos que sup[f 2] ≤ [sup f ]2. Suponha, por absurdo, que sup[f 2] < [sup f ]2.

Isso é equivalente a
√
sup[f 2] < sup f. Assim, dado ϵ = sup f −

√
sup[f 2] > 0, existe

f(t0) ∈ f(X), com t0 ∈ X, tal que

sup f − ϵ < f(t0).

Consequentemente, podemos escrever»
sup[f 2] < f(t0).

Logo, temos que

sup[f 2] < f 2(t0).

Isto é um absurdo! Portanto, a igualdade desejada segue.

O resultado a seguir será utilizado em vários momentos das provas dos nossos resultados

principais. Este é conhecido como Lema de Chemin.

Lema 1.5. Sejam s1 e s2 números reais tais que s1 < 1 e s1 + s2 > 0. Então, existe

uma constante C1 = C1(s1, s2), tal que para todo f, g ∈ Ḣs1(R2) ∩ Ḣs2(R2), tem-se que

fg ∈ Ḣs1+s2−1(R2) e

∥fg∥Ḣs1+s2−1 ≤ C1[∥ f∥Ḣs1∥ g∥Ḣs2 + ∥ f∥Ḣs2∥ g∥Ḣs1 ]. (1.29)

Além disso, se também s2 < 1, existe uma constante C2 = C2(s1, s2) tal que para todo

f ∈ Ḣs1(R2) e g ∈ Ḣs2(R2), obtém-se fg ∈ Ḣs1+s2−1(R2) e

∥fg∥Ḣs1+s2−1 ≤ C2∥ f∥Ḣs1∥ g∥Ḣs2 . (1.30)

Demonstração. Para mais detalhes, ver [7] e [16].

O lema a seguir diz respeito à existência de soluções locais para a equação quase-
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geostrófica ∂tθ + |D|2αθ + uθ · ∇θ = 0, x ∈ R2, t > 0;

θ(0, x) = θ0(x), x ∈ R2,
(1.31)

onde α ∈ (0, 1
2
) e uθ = (D2|D|−1θ,−D1|D|−1θ). É importante frisar que, devido à finalidade

deste texto (estudar solução global da equação quase-geostrófica e seu comportamento) e

à extensão da prova do resultado a seguir, decidimos omitir a prova deste mesmo nesta

dissertação.

Lema 1.6. Seja θ0 ∈ H2−2α(R2). Então, existem um único instante T > 0 e uma única

solução local θ ∈ C([0, T ];H2−2α(R2)) para (1.31).

Demonstração. Para mais detalhes, ver [19].
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Caṕıtulo 2

Explosão da Solução Local para a

Equação Quase-Geostrófica

Neste caṕıtulo, utilizaremos a existência de soluções locais, apresentada no Lema 1.6 (para

mais detalhes, ver [19]), para o problema de valor inicial relacionado ao caso supercŕıtico da

equação quase-geostrófica∂tθ + |D|2αθ + uθ · ∇θ = 0, x ∈ R2, t > 0;

θ(0, x) = θ0(x), x ∈ R2,
(2.1)

onde α ∈ (0, 1
2
), θ ∈ R e uθ = (D2|D|−1θ,−D1|D|−1θ) ∈ R2, com o objetivo de estabelecer

um critério de explosão para as soluções locais obtidas no Lema 1.6 (demonstrado em [19]). É

importante destacar que, as ideias utilizadas nas provas dos resultados deste caṕıtulo foram

retiradas de [5].

2.1 Critério de Explosão para Soluções Locais

Nesta seção, trabalharemos com a solução maximal θ ∈ C([0, T ∗), H2−2α(R2)) para a

equação quase-geostrófica (3.1), estabelecida a partir do Lema 1.6 (ver [19] para mais in-

formações). Mais especificamente, assumiremos que o tempo maximal T ∗ de existência de θ
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é finito para concluir que ∫ T ∗

0

∥|D|αθ(τ)∥2H2−2αdτ = ∞.

Para provar esta igualdade acima, precisaremos de dois lemas auxiliares. O primeiro deles

está enunciado e provado logo abaixo.

Lema 2.1. Sejam 0 < α < 1 e σ ≥ 1. Então, existe uma constante C(α) > 0 tal que, para

θ ∈ Ḣσ+α(R2) ∩ Ḣ2−2α(R2), temos que

|⟨uθ · ∇θ, θ⟩Hσ | ≤ σ2σC(α)∥θ∥Ḣ2−2α∥θ∥2Ḣσ+α .

Demonstração. Inicialmente, observe que ⟨uθ · ∇θ, θ⟩L2 = 0. De fato, pelo Lema 1.1, temos

que

⟨uθ · ∇θ, θ⟩L2 =

∫
R2

(uθ · ∇θ)θ dξ =

∫
R2

( 2∑
j=1

uj
θDjθ

)
θ dξ =

∫
R2

2∑
j=1

Dj(u
j
θθ)θ dξ,

onde uθ = (u1
θ, u

2
θ). Logo, podemos escrever

⟨uθ · ∇θ, θ⟩L2 =
2∑

j=1

∫
R2

Dj(u
j
θθ)θ dξ. (2.2)

Por conseguinte, deduzimos que∫
R2

Dj(u
j
θθ)θ dξ = −

∫
R2

uj
θθDjθ dξ.

Dessa forma, por (2.2), temos que

⟨uθ · ∇θ, θ⟩L2 =
2∑

j=1

∫
R2

Dj(u
j
θθ)θ dξ = −

2∑
j=1

∫
R2

uj
θθDjθ dξ = −

2∑
j=1

∫
R2

(uj
θDjθ)θ dξ.

A partir disso, inferimos que

⟨uθ · ∇θ, θ⟩L2 = −⟨uθ · ∇θ, θ⟩L2 .

Assim, mostramos o desejado. Em consequência disso, pela relação vista em (1.20), segue
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que

⟨uθ · ∇θ, θ⟩Hσ = ⟨uθ · ∇θ, θ⟩Ḣσ .

Dessa forma, pela definição de produto interno em Ḣσ(R2) (ver definição 1.22), escrevemos

|⟨uθ · ∇θ, θ⟩Hσ | = |⟨uθ · ∇θ, θ⟩Ḣσ | =
∣∣∣ ∫

R2

|ξ|2σ ÷uθ · ∇θ(ξ)‘θ(ξ)dξ∣∣∣
=

∣∣∣ ∫
R2

|ξ|σ ÷uθ · ∇θ(ξ) |ξ|σ‘θ(ξ)dξ∣∣∣ = |⟨ ¤�|D|σ(uθ · ∇θ),’|D|σθ⟩L2|.

Assim, pela Identidade de Plancherel (ver Teorema 1.14), deduzimos que

|⟨uθ · ∇θ, θ⟩Hσ | = (2π)2|⟨|D|σ(uθ · ∇θ), |D|σθ⟩L2|. (2.3)

Observe ainda que

⟨uθ · ∇[|D|σθ], |D|σθ⟩L2 = 0.

Com efeito, pela definição de produto interno em L2(R2) (ver Teorema 1.7) e Lema 1.1,

tem-se que

⟨uθ · ∇[|D|σθ], |D|σθ⟩L2 =

∫
R2

(uθ · ∇[|D|σθ])|D|σθ dξ =

∫
R2

( 2∑
j=1

uj
θDj[|D|σθ]

)
|D|σθ dξ

=

∫
R2

2∑
j=1

Dj(u
j
θ|D|σθ)|D|σθ dξ,

desde que θ é real. Com isso, inferimos que

⟨uθ · ∇[|D|σθ], |D|σθ⟩L2 =
2∑

j=1

∫
R2

Dj(u
j
θ|D|σθ)|D|σθ dξ. (2.4)

Deste modo, podemos perceber o seguinte:∫
R2

Dj(u
j
θ|D|σθ)|D|σθ dξ = −

∫
R2

uj
θ|D|σθDj[|D|σθ] dξ.
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Posto isso, aplicando (2.4), segue que

⟨uθ · ∇[|D|σθ], |D|σθ⟩L2 =
2∑

j=1

∫
R2

Dj(u
j
θ|D|σθ)|D|σθ dξ = −

2∑
j=1

∫
R2

uj
θ|D|σθDj[|D|σθ] dξ

= −
2∑

j=1

∫
R2

uj
θDj[|D|σθ]|D|σθ dξ = −

2∑
j=1

∫
R2

uj
θDj[|D|σθ]|D|σθ dξ,

já que θ é real. Por isso, é posśıvel escrever

⟨uθ · ∇[|D|σθ], |D|σθ⟩L2 = −⟨uθ · ∇[|D|σθ], |D|σθ⟩L2 .

Logo, isso implica que

⟨uθ · ∇[|D|σθ], |D|σθ⟩L2 = 0. (2.5)

Usando este fato, podemos reescrever (2.3) da seguinte forma:

|⟨uθ · ∇θ, θ⟩Hσ | = (2π)2|⟨|D|σ(uθ · ∇θ), |D|σθ⟩L2 − ⟨uθ · ∇[|D|σθ], |D|σθ⟩L2|.

Usando novamente a Identidade de Plancherel (ver Teorema 1.14) na igualdade acima, che-

gamos a

|⟨uθ · ∇θ, θ⟩Hσ | = (2π)2|(2π)−2⟨ ¤�|D|σ(uθ · ∇θ),’|D|σθ⟩L2 − (2π)−2⟨¤�uθ · ∇[|D|σθ],’|D|σθ⟩L2|.

Dessa forma, pela definição de produto interno em L2(R2) (ver Teorema 1.7), temos que

|⟨uθ · ∇θ, θ⟩Hσ | =
∣∣∣ ∫

R2

¤�|D|σ(uθ · ∇θ)’|D|σθ dξ −
∫
R2

¤�uθ · [∇|D|σθ]’|D|σθ dξ
∣∣∣. (2.6)

Agora, vamos resolver as integrais acima separadamente. Assim, por definição do Laplaciano

fracionário (ver definição 1.19), segue que∫
R2

¤�|D|σ(uθ · ∇θ)(ξ)’|D|σθ(ξ) dξ =

∫
R2

|ξ|σÿ�(uθ · ∇θ)|ξ|σθ̂(ξ) dξ

=

∫
R2

2∑
j=1

|ξ|σ(÷uj
θDjθ)|ξ|σθ̂(ξ)dξ

=
2∑

j=1

∫
R2

|ξ|σ(÷uj
θDjθ)|ξ|σθ̂(ξ)dξ.
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Usando as propriedades de transformada de Fourier (ver Teorema 1.13), obtemos

∫
R2

¤�|D|σ(uθ · ∇θ)(ξ)’|D|σθ(ξ) dξ = (2π)−2

2∑
j=1

∫
R2

|ξ|σ[“uj
θ ∗ D̂jθ](ξ)|ξ|σθ̂(ξ)dξ.

Pela definição de convolução (ver definição 1.6), chegamos a

∫
R2

¤�|D|σ(uθ · ∇θ)(ξ)’|D|σθ(ξ) dξ = (2π)−2

2∑
j=1

∫
R2

|ξ|σ
∫
R2

“uj
θ(ξ − η)D̂jθ(η)dη|ξ|σθ̂(ξ)dξ.

Desse modo, temos que∫
R2

¤�|D|σ(uθ · ∇θ)(ξ)’|D|σθ(ξ) dξ = (2π)−2

∫
R2

∫
R2

|ξ|σ[“uθ(ξ − η) ·”∇θ(η)]dη|ξ|σθ̂(ξ)dξ. (2.7)

Na segunda integral de (2.6), analogamente ao que foi feito acima, conclúımos que

∫
R2

¤�uθ · ∇[|D|σθ](ξ)’|D|σθ(ξ)dξ =

∫
R2

2∑
j=1

¤�uj
θDj[|D|σθ]|ξ|σθ̂(ξ)dξ

=
2∑

j=1

∫
R2

¤�uj
θDj[|D|σθ]|ξ|σθ̂(ξ)dξ.

Pelas propriedades da transformada de Fourier (ver Teorema 1.13), chegamos a

∫
R2

¤�uθ · ∇[|D|σθ](ξ)’|D|σθ(ξ)dξ = (2π)−2

2∑
j=1

∫
R2

(“uj
θ ∗Ÿ�Dj[|D|σθ])(ξ)|ξ|σθ̂(ξ)dξ.

Fazendo uso da definição de convolução novamente (ver definição 1.6), obtemos

∫
R2

¤�uθ · ∇[|D|σθ](ξ)’|D|σθ(ξ)dξ = (2π)−2

2∑
j=1

∫
R2

∫
R2

“uj
θ(ξ − η)Ÿ�Dj[|D|σθ](η)dη|ξ|σθ̂(ξ)dξ.

Em consequência disso, segue que∫
R2

¤�uθ · ∇|D|σθ(ξ)’|D|σθ(ξ)dξ = (2π)−2

2∑
j=1

∫
R2

∫
R2

“uj
θ(ξ − η)Ÿ�|D|σ[Djθ](η)dη|ξ|σθ̂(ξ)dξ.
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Novamente, pela definição do Laplaciano fracionário (ver definição 1.19), tem-se que

∫
R2

¤�uθ · ∇[|D|σθ](ξ)’|D|σθ(ξ)dξ = (2π)−2

2∑
j=1

∫
R2

∫
R2

“uj
θ(ξ − η)|η|σD̂jθ(η)dη|ξ|σθ̂(ξ)dξ.

Por fim, deduzimos que∫
R2

¤�uθ · ∇[|D|σθ](ξ)’|D|σθ(ξ)dξ = (2π)−2

∫
R2

∫
R2

“uθ(ξ − η) · [|η|σ”∇θ(η)]dη|ξ|σθ̂(ξ)dξ. (2.8)

Substituindo (2.7) e (2.8) em (2.6), notamos que

|⟨uθ · ∇θ, θ⟩Hσ | = (2π)−2
∣∣∣ ∫

R2

∫
R2

[|ξ|σ − |η|σ][“uθ(ξ − η) ·”∇θ(η)]dη|ξ|σθ̂(ξ)dξ
∣∣∣.

Portanto, pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz, é verdade que

|⟨uθ · ∇θ, θ⟩Hσ | ≤ (2π)−2

∫
R2

∫
R2

||ξ|σ − |η|σ||“uθ(ξ − η)||”∇θ(η)|dη|ξ|σ|θ̂(ξ)|dξ.

Assim, pelo Lema 1.3 (lembre que σ ≥ 1), podemos escrever

|⟨uθ · ∇θ, θ⟩Hσ | ≤ (2π)−2σ2σ−1

∫
R2

∫
R2

|ξ − η|σ|“uθ(ξ − η)||”∇θ(η)|dη|ξ|σ|θ̂(ξ)|dξ

+ (2π)−2σ2σ−1

∫
R2

∫
R2

|ξ − η||“uθ(ξ − η)||η|σ−1|”∇θ(η)|dη|ξ|σ|θ̂(ξ)|dξ.

Usando o Lema 1.1 e o Teorema 1.13 na desigualdade acima, obtemos

|⟨uθ · ∇θ, θ⟩Hσ | ≤ (2π)−2σ2σ−1

∫
R2

∫
R2

|ξ − η|σ|θ̂(ξ − η)||η||θ̂(η)|dη|ξ|σ|θ̂(ξ)|dξ

+ (2π)−2σ2σ−1

∫
R2

∫
R2

|ξ − η||θ̂(ξ − η)||η|σ|θ̂(η)|dη|ξ|σ|θ̂(ξ)|dξ.

Reescrevendo a desigualdade acima, percebemos que

|⟨uθ · ∇θ, θ⟩Hσ | ≤ (2π)−2σ2σ−1

∫
R2

|ξ|−α

∫
R2

|ξ − η|σ|θ̂(ξ − η)||η||θ̂(η)|dη|ξ|σ+α|θ̂(ξ)|dξ

+ (2π)−2σ2σ−1

∫
R2

|ξ|−α

∫
R2

|ξ − η||θ̂(ξ − η)||η|σ|θ̂(η)|dη|ξ|σ+α|θ̂(ξ)|dξ.
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Com isso, pela Desigualdade de Hölder (ver Teorema 1.3), inferimos que

|⟨uθ · ∇θ, θ⟩Hσ | ≤ (2π)−2σ2σ−1
[ ∫

R2

|ξ|−2α
(∫

R2

|ξ − η|σ|θ̂(ξ − η)||η||θ̂(η)|dη
)2

dξ
] 1

2

×
(∫

R2

|ξ|2(σ+α)|θ̂(ξ)|2dξ
) 1

2

+ (2π)−2σ2σ−1
[ ∫

R2

|ξ|−2α
(∫

R2

|ξ − η||θ̂(ξ − η)||η|σ|θ̂(η)|dη
)2

dξ
] 1

2

×
(∫

R2

|ξ|2(σ+α)|θ̂(ξ)|2dξ
) 1

2

.

Desse modo, note que

|⟨uθ · ∇θ, θ⟩Hσ | ≤ (2π)−2σ2σ−1
[ ∫

R2

|ξ|−2α
(∫

R2

|ξ − η|σ|θ̂(ξ − η)||η||θ̂(η)|dη
)2

dξ
] 1

2∥θ∥Ḣσ+α

+ (2π)−2σ2σ−1
[ ∫

R2

|ξ|−2α
(∫

R2

|ξ − η||θ̂(ξ − η)||η|σ|θ̂(η)|dη
)2

dξ
] 1

2∥θ∥Ḣσ+α .

Sabendo disso, definimos as seguintes aplicações:

f̂(ξ) = |ξ||θ̂(ξ)| e ĝ(ξ) = |ξ|σ|θ̂(ξ)|.

Fazendo a substituição na última desigualdade, segue que

|⟨uθ · ∇θ, θ⟩Hσ | ≤ (2π)−2σ2σ−1
[ ∫

R2

|ξ|−2α
(∫

R2

ĝ(ξ − η)f̂(η)dη
)2

dξ
] 1

2∥θ∥Ḣσ+α

+ (2π)−2σ2σ−1
[ ∫

R2

|ξ|−2α
(∫

R2

f̂(ξ − η)ĝ(η)dη
)2

dξ
] 1

2∥θ∥Ḣσ+α .

Utilizando mais uma vez a definição de convolução (ver definição 1.6), resulta que

|⟨uθ · ∇θ, θ⟩Hσ | ≤ (2π)−2σ2σ−1
[ ∫

R2

|ξ|−2α[(ĝ ∗ f̂)(ξ)]2dξ
] 1

2∥θ∥Ḣσ+α

+ (2π)−2σ2σ−1
[ ∫

R2

|ξ|−2α[(f̂ ∗ ĝ)(ξ)]2dξ
] 1

2∥θ∥Ḣσ+α .

Aplicando as propriedades da transformada de Fourier (ver Teorema 1.13), conseguimos

escrever

|⟨uθ · ∇θ, θ⟩Hσ | ≤ σ2σ
[ ∫

R2

|ξ|−2α|f̂ g(ξ)|2dξ
] 1

2∥θ∥Ḣσ+α .
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Diante disso, é possivel constatar que

|⟨uθ · ∇θ, θ⟩Hσ | ≤ σ2σ∥fg∥Ḣ−α∥θ∥Ḣσ+α . (2.9)

Agora, denote s1 = 1 − 2α e s2 = α. Observe que, s1 < 1, dado que α > 0. Além disso,

s2 < 1 e s1 + s2 = 1− α > 0, pois α < 1. Nestas condições, aplicando o Lema 1.5 em (2.9)

inferimos que

|⟨uθ · ∇θ, θ⟩Hσ | ≤ σ2σC(α)∥f∥Ḣ1−2α∥g∥Ḣα∥θ∥Ḣσ+α . (2.10)

Posto isso, pela definição de norma em Ḣ1−2α(R2) (ver definição 1.22), podemos escrever

∥f∥Ḣ1−2α =
(∫

R2

|ξ|2(1−2α)|f̂(ξ)|2dξ
) 1

2

=
(∫

R2

|ξ|2(1−2α)||ξ|θ̂(ξ)|2dξ
) 1

2

.

Reescrevendo a igualdade acima, obtemos

∥f∥Ḣ1−2α =
(∫

R2

|ξ|2(2−2α)|θ̂(ξ)|2dξ
) 1

2

= ∥θ∥Ḣ2−2α .

Temos ainda que

∥g∥Ḣα =
(∫

R2

|ξ|2α|ĝ(ξ)|2dξ
) 1

2

=
(∫

R2

|ξ|2α||ξ|σθ̂(ξ)|2dξ
) 1

2

=
(∫

R2

|ξ|2(σ+α)|θ̂(ξ)|2dξ
) 1

2

.

Logo, segue que

∥g∥Ḣα = ∥θ∥Ḣσ+α

Substituindo as normas de f e g em (2.10), chegamos a

|⟨uθ · ∇θ, θ⟩Hσ | ≤ σ2σC(α)∥θ∥Ḣ2−2α∥θ∥2Ḣσ+α .

Precisaremos de outro lema auxiliar para mostrar que uma solução maximal θ ∈ C([0, T ∗),

H2−2α(R2)) (com T ∗ finito) para a equação quase-geostrófica (3.1), obtida por [19] (ver Lema
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1.6), deve satisfazer o seguinte critério de explosão:∫ T ∗

0

∥|D|αθ(τ)∥2H2−2αdτ = ∞.

Lema 2.2. Sejam 0 < α ≤ 1/2 e θ, ω ∈ H2−α(R2). Então, existe uma constante positiva

C(α) tal que as seguintes afirmações são válidas:

|⟨uω · ∇θ, θ⟩H2−2α| ≤ C(α)∥ω∥Ḣ2−α∥θ∥Ḣ2−2α∥θ∥Ḣ2−α (2.11)

e também

|⟨uω · ∇θ, θ⟩H2−2α| ≤ C(α)∥ω∥Ḣ2−2α∥θ∥2Ḣ2−α . (2.12)

Demonstração. Inicialmente, assuma que δ = 2− 2α (note que δ ∈ [1, 2)).

Comecemos com a prova de (2.11). Deste modo, aplique o Lema 1.1 para obter

⟨uω · ∇θ, θ⟩L2 = 0.

Conforme discutimos na demonstração do Lema 2.1, e observando (1.20), temos que

⟨uω · ∇θ, θ⟩Hδ = ⟨uω · ∇θ, θ⟩Ḣδ .

Com isso, pela definição de produto interno em Ḣδ(R2) (ver definição 1.22), escrevemos

|⟨uω · ∇θ, θ⟩Hδ | = |⟨uω · ∇θ, θ⟩Ḣδ | =
∣∣∣ ∫

R2

|ξ|2δ◊�uω · ∇θ(ξ)‘θ(ξ)dξ∣∣∣
=

∣∣∣ ∫
R2

|ξ|δ◊�uω · ∇θ(ξ) |ξ|δ‘θ(ξ)dξ∣∣∣ = |⟨ ¤�|D|δ(uω · ∇θ),’|D|δθ⟩L2|.

Usando a Identidade de Plancherel (ver Teorema 1.14), segue que

|⟨uω · ∇θ, θ⟩Hδ | = (2π)2|⟨|D|δ(uω · ∇θ), |D|δθ⟩L2|. (2.13)

Como feito na demonstração do Lema 2.1, é verdade que

⟨uω.∇[|D|δθ], |D|δθ⟩L2 = 0.

(Ver (2.5) para mais detalhes). Por isso, podemos escrever a igualdade (2.13) da seguinte
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forma:

|⟨uω · ∇θ, θ⟩Hδ | = (2π)2|⟨|D|δ(uω · ∇θ), |D|δθ⟩L2 − ⟨uω.∇[|D|δθ], |D|δθ⟩L2|.

Assim, pela Identidade de Plancherel (ver Teorema 1.14), chegamos a

|⟨uω · ∇θ, θ⟩Hδ | = |⟨ ¤�|D|δ(uω · ∇θ),’|D|δθ⟩L2 − ⟨¤�uω · ∇[|D|δθ],’|D|δθ⟩L2|.

Por definição de produto interno em L2(R2) (ver Teorema 1.7), segue que

|⟨uω · ∇θ, θ⟩Hδ | =
∣∣∣ ∫

R2

¤�|D|δ(uω · ∇θ)’|D|δθ dξ −
∫
R2

¤�uω · ∇[|D|δθ]’|D|δθ dξ
∣∣∣. (2.14)

Agora, estudaremos as integrais apresentadas na igualdade acima. Usando a definição do

Laplaciano fracionário (ver definição 1.19), escrevemos∫
R2

¤�|D|δ(uω · ∇θ)(ξ)’|D|δθ(ξ) dξ =

∫
R2

|ξ|δÿ�(uω · ∇θ)|ξ|δθ̂(ξ) dξ

=

∫
R2

2∑
j=1

|ξ|δ(÷uj
ωDjθ)|ξ|δθ̂(ξ)dξ

=
2∑

j=1

∫
R2

|ξ|δ(÷uj
ωDjθ)|ξ|δθ̂(ξ)dξ.

Pelas propriedades da transformada de Fourier (ver Teorema 1.13), tem-se que

∫
R2

¤�|D|δ(uω · ∇θ)(ξ)’|D|δθ(ξ) dξ = (2π)−2

2∑
j=1

∫
R2

|ξ|δ(ûj
ω ∗ D̂jθ)(ξ)|ξ|δθ̂(ξ)dξ.

Fazendo uso definição de convolução (ver definição 1.6), chegamos a

∫
R2

¤�|D|δ(uω · ∇θ)(ξ)’|D|δθ(ξ) dξ = (2π)−2

2∑
j=1

∫
R2

|ξ|δ
∫
R2

ûj
ω(ξ − η)D̂jθ(η)dη|ξ|δθ̂(ξ)dξ.

Com isso, temos que∫
R2

¤�|D|δ(uθ · ∇θ)(ξ)’|D|δθ(ξ) dξ = (2π)−2

∫
R2

∫
R2

|ξ|δ[ûω(ξ − η) ·”∇θ(η)]dη|ξ|δθ̂(ξ)dξ. (2.15)
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Na segunda integral de (2.14), é verdade que

∫
R2

¤�uω · ∇[|D|δθ](ξ)’|D|δθ(ξ)dξ =

∫
R2

2∑
j=1

¤�uj
ωDj[|D|δθ]|ξ|δθ̂(ξ)dξ

=
2∑

j=1

∫
R2

¤�uj
ωDj[|D|δθ]|ξ|δθ̂(ξ)dξ.

Utilizando as propriedades da transformada de Fourier (ver Teorema 1.13), deduzimos o

seguinte:∫
R2

¤�uω · ∇[|D|δθ](ξ)’|D|δθ(ξ)dξ = (2π)−2

2∑
j=1

∫
R2

(ûj
ω ∗Ÿ�Dj[|D|δθ])(ξ)|ξ|δθ̂(ξ)dξ.

Pela definição de convolução (ver definição 1.6), percebemos que

∫
R2

¤�uω · ∇[|D|δθ](ξ)’|D|δθ(ξ)dξ = (2π)−2

2∑
j=1

∫
R2

∫
R2

ûj
ω(ξ − η)Ÿ�Dj[|D|δθ](η)dη|ξ|δθ̂(ξ)dξ.

Consequentemente, temos que∫
R2

¤�uω · ∇[|D|δθ](ξ)’|D|δθ(ξ)dξ = (2π)−2

2∑
j=1

∫
R2

∫
R2

ûj
ω(ξ − η)Ÿ�|D|δ[Djθ](η)dη|ξ|δθ̂(ξ)dξ.

Utilizando mais uma vez a definição do Laplaciano fracionário (ver definição 1.19), segue

que ∫
R2

¤�uω · ∇[|D|δθ](ξ)’|D|δθ(ξ)dξ = (2π)−2

2∑
j=1

∫
R2

∫
R2

ûj
ω(ξ − η)|η|δD̂jθ(η)dη|ξ|δθ̂(ξ)dξ.

Dessa forma, podemos inferir que∫
R2

¤�uω · ∇[|D|δθ](ξ)’|D|δθ(ξ)dξ = (2π)−2

∫
R2

∫
R2

ûω(ξ − η) · [|η|δ”∇θ(η)]dη|ξ|δθ̂(ξ)dξ. (2.16)

Substituindo (2.15) e (2.16) em (2.14), obtemos

|⟨uω · ∇θ, θ⟩Hδ | = (2π)−2
∣∣∣ ∫

R2

∫
R2

[|ξ|δ − |η|δ][ûω(ξ − η) ·”∇θ(η)]dη|ξ|δθ̂(ξ)dξ
∣∣∣.
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Com isso, deduzimos que

|⟨uω · ∇θ, θ⟩Hδ | ≤ (2π)−2

∫
R2

∫
R2

||ξ|δ − |η|δ||ûω(ξ − η)||”∇θ(η)|dη|ξ|δ|θ̂(ξ)|dξ.

Com isso, pelo Lema 1.3, inferimos que

|⟨uω · ∇θ, θ⟩Hδ | ≤ (2π)−2δ2δ−1

∫
R2

∫
R2

|ξ − η|δ|ûω(ξ − η)||”∇θ(η)|dη|ξ|δ|θ̂(ξ)|dξ

+ (2π)−2δ2δ−1

∫
R2

∫
R2

|ξ − η||ûω(ξ − η)||η|δ−1|”∇θ(η)|dη|ξ|δ|θ̂(ξ)|dξ,

pois α ≤ 1
2
. Usando o Lema 1.1 e o Teorema 1.13, podemos escrever

|⟨uω · ∇θ, θ⟩Hδ | ≤ (2π)−2δ2δ−1

∫
R2

∫
R2

|ξ − η|δ|ω̂(ξ − η)||η||θ̂(η)|dη|ξ|δ|θ̂(ξ)|dξ

+ (2π)−2δ2δ−1

∫
R2

∫
R2

|ξ − η||ω̂(ξ − η)||η|δ|θ̂(η)|dη|ξ|δ|θ̂(ξ)|dξ.

Escrevendo de outro modo a desigualdade acima, notamos que

|⟨uω · ∇θ, θ⟩Hδ | ≤ (2π)−2δ2δ−1

∫
R2

|ξ|−α

∫
R2

|ξ − η|δ|ω̂(ξ − η)||η||θ̂(η)|dη|ξ|δ+α|θ̂(ξ)|dξ

+ (2π)−2δ2δ−1

∫
R2

|ξ|−α

∫
R2

|ξ − η||ω̂(ξ − η)||η|δ|θ̂(η)|dη|ξ|δ+α|θ̂(ξ)|dξ.

Com isso, pela Desigualdade de Hölder (ver Teorema 1.3), inferimos que

|⟨uω · ∇θ, θ⟩Hδ | ≤ (2π)−2δ2δ−1
[ ∫

R2

|ξ|−2α
(∫

R2

|ξ − η|δ|ω̂(ξ − η)||η||θ̂(η)|dη
)2

dξ
] 1

2

×
(∫

R2

|ξ|2(δ+α)|θ̂(ξ)|2dξ
) 1

2

+ (2π)−2δ2δ−1
[ ∫

R2

|ξ|−2α
(∫

R2

|ξ − η||ω̂(ξ − η)||η|δ|θ̂(η)|dη
)2

dξ
] 1

2

×
(∫

R2

|ξ|2(δ+α)|θ̂(ξ)|2dξ
) 1

2

.
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Sendo assim, podemos escrever

|⟨uω · ∇θ, θ⟩Hδ | ≤ (2π)−2δ2δ−1
[ ∫

R2

|ξ|−2α
(∫

R2

|ξ − η|δ|ω̂(ξ − η)||η||θ̂(η)|dη
)2

dξ
] 1

2∥θ∥Ḣδ+α

+ (2π)−2δ2δ−1
[ ∫

R2

|ξ|−2α
(∫

R2

|ξ − η||ω̂(ξ − η)||η|δ|θ̂(η)|dη
)2

dξ
] 1

2∥θ∥Ḣδ+α .

(2.17)

Agora, defina as seguintes aplicações:“f2(ξ) = |ξ|δ|ω̂(ξ)|, “g2(ξ) = |ξ||θ̂(ξ)|

e também “f3(ξ) = |ξ||ω̂(ξ)|, “g3(ξ) = |ξ|δ|θ̂(ξ)|.

Substituindo essas funções em (2.17), conclui-se que

|⟨uω · ∇θ, θ⟩Hδ | ≤ (2π)−2δ2δ−1
[ ∫

R2

|ξ|−2α
(∫

R2

“f2(ξ − η)“g2(η)dη)2

dξ
] 1

2∥θ∥Ḣδ+α

+ (2π)−2δ2δ−1
[ ∫

R2

|ξ|−2α
(∫

R2

“f3(ξ − η)“g3(η)dη)2

dξ
] 1

2∥θ∥Ḣδ+α .

Usando a definição de convolução (ver definição 1.6), escrevemos

|⟨uω · ∇θ, θ⟩Hδ | ≤ (2π)−2δ2δ−1
[ ∫

R2

|ξ|−2α[(“f2 ∗ “g2)(ξ)]2dξ] 1
2∥θ∥Ḣδ+α

+ (2π)−2δ2δ−1
[ ∫

R2

|ξ|−2α[(“f3 ∗ “g3)(ξ)]2dξ] 1
2∥θ∥Ḣδ+α .

Pelas propriedades da transformada de Fourier (ver Teorema 1.13), segue que

|⟨uω · ∇θ, θ⟩Hδ | ≤ δ2δ−1
[ ∫

R2

|ξ|−2α|‘f2g2(ξ)|2dξ] 1
2∥θ∥Ḣδ+α

+ δ2δ−1
[ ∫

R2

|ξ|−2α|‘f3g3(ξ)|2dξ] 1
2∥θ∥Ḣδ+α .

Logo, percebemos que

|⟨uω · ∇θ, θ⟩Hδ | ≤ δ2δ−1[∥f2g2∥Ḣ−α + ∥f3g3∥Ḣ−α ]∥θ∥Ḣδ+α . (2.18)

Agora, para aplicar o Lema 1.5, defina os seguintes valores relacionados à ∥f2g2∥Ḣ−α e
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∥f3g3∥Ḣ−α , respectivamente: s1 = α

s2 = 1− 2α

e também p1 = 1− α

p2 = 0.

Na primeira lista de valores acima, note que s1 < 1 e s2 < 1, posto que 0 < α < 1. Além

disso, podemos concluir que s1 + s2 = 1 − α > 0, pois α < 1. Já na segunda lista, perceba

que p1 < 1, dado que α > 0 e, claramente, p2 < 1. Por fim, p1 + p2 = 1 − α > 0, dado que

α < 1. Dessa forma, pelo Lema 1.5, temos que

|⟨uω · ∇θ, θ⟩Hδ | ≤ δ2δ−1C(α)[∥f2∥Ḣα∥g2∥Ḣ1−2α + ∥f3∥Ḣ1−α∥g3∥Ḣ0 ]∥θ∥Ḣ2−α , (2.19)

desde que δ = 2 − 2α. Analisando cada norma do lado direito da desigualdade acima,

percebemos que

∥f2∥Ḣα =
[ ∫

R2

|ξ|2α|“f2(ξ)|2dξ] 1
2

=
[ ∫

R2

|ξ|2(α+δ)|ω̂(ξ)|2dξ
] 1

2

= ∥ω∥Ḣδ+α .

Usando o fato que δ = 2− 2α, segue que

∥f2∥Ḣα = ∥ω∥Ḣ2−α .

Além disso, observe que

∥g2∥Ḣ1−2α =
[ ∫

R2

|ξ|2(1−2α)|“g2(ξ)|2dξ] 1
2

=
[ ∫

R2

|ξ|2(2−2α)|θ̂(ξ)|2dξ
] 1

2

= ∥θ∥Ḣ2−2α .

Temos ainda que

∥f3∥Ḣ1−α =
[ ∫

R2

|ξ|2(1−α)|“f3(ξ)|2dξ] 1
2

=
[ ∫

R2

|ξ|2(2−α)|ω̂(ξ)|2dξ
] 1

2

= ∥ω∥Ḣ2−α .
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Por fim, vale também que

∥g3∥Ḣ0 =
[ ∫

R2

|ξ|0|“g3(ξ)|2dξ] 1
2

=
[ ∫

R2

|ξ|2(2−2α)|θ̂(ξ)|2dξ
] 1

2

= ∥θ∥Ḣ2−2α ,

porque δ = 2− 2α. Substituindo todas essas normas em (2.19), obtemos

|⟨uω · ∇θ, θ⟩Hδ | ≤ δ2δ−1C(α)[∥ω∥Ḣ2−α∥θ∥Ḣ2−2α + ∥ω∥Ḣ2−α∥θ∥Ḣ2−2α ]∥θ∥Ḣ2−α .

Dessa forma, deduzimos que

|⟨uω · ∇θ, θ⟩Hδ | ≤ δ2δC(α)∥ω∥Ḣ2−α∥θ∥Ḣ2−2α∥θ∥Ḣ2−α .

Portanto, denotando C(α) ao invés de δ2δC(α) (lembre que δ = 2− 2α), conclúımos que

|⟨uω · ∇θ, θ⟩H2−2α| ≤ C(α)∥ω∥Ḣ2−α∥θ∥Ḣ2−2α∥θ∥Ḣ2−α .

Isto prova a desigualdade (2.11).

Agora, provaremos (2.12). Esta prova é semelhante ao que foi feito em (2.11). Por isso,

permita-nos omitir alguns detalhes. Comecemos, então, observando que

|⟨uω · ∇θ, θ⟩Hδ | ≤ (2π)−2δ2δ−1
[ ∫

R2

|ξ|−2α
(∫

R2

|ξ − η|δ|ω̂(ξ − η)||η||θ̂(η)|dη
)2

dξ
] 1

2∥θ∥Ḣδ+α

+ (2π)−2δ2δ−1
[ ∫

R2

|ξ|−2α
(∫

R2

|ξ − η||ω̂(ξ − η)||η|δ|θ̂(η)|dη
)2

dξ
] 1

2∥θ∥Ḣδ+α ,

(2.20)

ver (2.17) para mais detalhes (lembre que δ = 2 − 2α). Sabendo disso, defina as sequintes

aplicações: “f4(ξ) = |ξ|δ|ω̂(ξ)|, “g4(ξ) = |ξ||θ̂(ξ)|

e também “f5(ξ) = |ξ||ω̂(ξ)|, “g5(ξ) = |ξ|δ|θ̂(ξ)|.
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Fazendo as devidas substituições em (2.20), obtemos

|⟨uω · ∇θ, θ⟩Hδ | ≤ (2π)−2δ2δ−1
[ ∫

R2

|ξ|−2α
(∫

R2

“f4(ξ − η)“g4(η)dη)2

dξ
] 1

2∥θ∥Ḣδ+α

+ (2π)−2δ2δ−1
[ ∫

R2

|ξ|−2α
(∫

R2

“f5(ξ − η)“g5(η)dη)2

dξ
] 1

2∥θ∥Ḣδ+α .

Pela definição de convolução (ver definição 1.6), escrevemos

|⟨uω · ∇θ, θ⟩Hδ | ≤ (2π)−2δ2δ−1
[ ∫

R2

|ξ|−2α[(“f4 ∗ “g4)(ξ)]2dξ] 1
2∥θ∥Ḣδ+α

+ (2π)−2δ2δ−1
[ ∫

R2

|ξ|−2α[(“f5 ∗ “g5)(ξ)]2dξ] 1
2∥θ∥Ḣδ+α .

Utilizando as propriedades da transformada de Fourier (ver Teorema 1.13), segue que

|⟨uω · ∇θ, θ⟩Hδ | ≤ δ2δ−1
[ ∫

R2

|ξ|−2α|‘f4g4(ξ)|2dξ] 1
2∥θ∥Ḣδ+α

+ δ2δ−1
[ ∫

R2

|ξ|−2α|‘f5g5(ξ)|2dξ] 1
2∥θ∥Ḣδ+α .

Com isso, notamos que

|⟨uω · ∇θ, θ⟩Hδ | ≤ δ2δ−1[∥f4g4∥Ḣ−α + ∥f5g5∥Ḣ−α ]∥θ∥Ḣδ+α . (2.21)

Agora, para aplicar o Lema 1.5, defina os seguintes valores relacionados à ∥f4g4∥Ḣ−α e

∥f5g5∥Ḣ−α , respectivamente: s1 = 0

s2 = 1− α

e também p1 = 1− 2α

p2 = α.

Na primeira lista de valores, observe que s1 < 1. Além disso, s2 < 1, pois α > 0. Diante

disso, podemos concluir que s1 + s2 = 1 − α > 0, dado que α < 1. Já na segunda lista,

podemos notar que p1 < 1, já que α > 0. Além do mais, p1 + p2 = 1− α > 0 e p2 < 1, pelo
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fato de α < 1. Assim, pelo Lema 1.5, segue que

|⟨uω · ∇θ, θ⟩Hδ | ≤ δ2δ−1C(α)[∥f4∥Ḣ0∥g4∥Ḣ1−α + ∥f5∥Ḣ1−2α∥g5∥Ḣα ]∥θ∥Ḣ2−α , (2.22)

pois δ = 2− 2α. Dessa forma, temos que

∥f4∥Ḣ0 =
[ ∫

R2

|“f4(ξ)|2dξ] 1
2

=
[ ∫

R2

|ξ|2δ|ω̂(ξ)|2dξ
] 1

2

= ∥ω∥Ḣδ = ∥ω∥Ḣ2−2α .

Note ainda que

∥g4∥Ḣ1−α =
[ ∫

R2

|ξ|2(1−α)|“g4(ξ)|2dξ] 1
2

=
[ ∫

R2

|ξ|2(2−α)|θ̂(ξ)|2dξ
] 1

2

= ∥θ∥Ḣ2−α .

Perceba também que

∥f5∥Ḣ1−2α =
[ ∫

R2

|ξ|2(1−2α)|“f5(ξ)|2dξ] 1
2

=
[ ∫

R2

|ξ|2(2−2α)|ω̂(ξ)|2dξ
] 1

2

= ∥ω∥Ḣ2−2α .

Para finalizar, observamos que

∥g5∥Ḣα =
[ ∫

R2

|ξ|2α|“g5(ξ)|2dξ] 1
2

=
[ ∫

R2

|ξ|2(2−α)|θ̂(ξ)|2dξ
] 1

2

= ∥θ∥Ḣ2−α ,

porque δ = 2− 2α. Substituindo essas normas em (2.22), obtemos

|⟨uω · ∇θ, θ⟩Hδ | ≤ δ2δC(α)∥ω∥Ḣ2−2α∥θ∥2Ḣ2−α .

Sendo assim, denotando por C(α) a constante δ2δC2 (lembre que δ = 2− 2α), chegamos a

|⟨uω · ∇θ, θ⟩H2−2α| ≤ C(α)∥ω∥Ḣ2−2α∥θ∥2Ḣ2−α .

Isto prova (2.12).

O próximo resultado diz respeito a um critério de explosão para as soluções locais da

equação quase-geostrófica (3.1), obtidas por [19] (ver Lema 1.6). Mais precisamente, admiti-

mos que o tempo maximal de existência da solução local para (3.1) é finito para determinar

esta condição.

Teorema 2.1. Seja θ ∈ C([0, T ∗), H2−2α(R2)) uma solução maximal de (3.1) (dada no Lema
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1.6, ver também [19]), onde T ∗ é o tempo maximal de existência de θ. Se T ∗ < ∞, então∫ T ∗

0

∥|D|αθ(τ)∥2H2−2αdτ = ∞.

Demonstração. Realizaremos a prova deste resultado em três passos, supondo, por absurdo,

que θ ∈ C([0, T ∗), H2−2α(R2)) é uma solução maximal do sistema (3.1), T ∗ < ∞ e∫ T ∗

0

∥|D|αθ(τ)∥2H2−2αdτ < ∞. (2.23)

Passo 1: Mostraremos que θ(t) é limitada em H2−2α(R2), para todo t ∈ [0, T ∗).

Devido à (2.23) (ver Teorema 1.9), considere o tempo t0 ∈ (0, T ∗) tal que∫ T ∗

t0
∥|D|αθ(τ)∥2H2−2αdτ <

1

2C(α)
, (2.24)

onde C(α) > 0 é dado no Lema 2.2 (note que α ∈ (0, 1
2
) em (3.1)). A primeira equação do

sistema (3.1) nos diz que

∂tθ + |D|2αθ + uθ · ∇θ = 0.

Em consequência disso, temos que

∂tθ = −|D|2αθ − uθ · ∇θ. (2.25)

Sabendo disso, observe que

d

dt
∥θ∥2H2−2α =

d

dt
⟨θ, θ⟩H2−2α = 2Re [⟨θ, ∂tθ⟩H2−2α ],

onde Re [z] representa a parte real do número complexo z. Reescrevendo, chegamos a

1

2

d

dt
∥θ∥2H2−2α = Re [⟨θ, ∂tθ⟩H2−2α ].

Substituindo (2.25) na igualdade acima, obtemos

1

2

d

dt
∥θ∥2H2−2α = Re [⟨θ,−|D|2αθ − uθ · ∇θ⟩H2−2α ].
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Por propriedade de produto interno, podemos escrever

1

2

d

dt
∥θ∥2H2−2α = −Re [⟨θ, |D|2αθ⟩H2−2α ]− Re [⟨θ, uθ · ∇θ⟩H2−2α ]. (2.26)

Agora vamos analisar os termos do lado direito da igualdade acima. Assim, novamente pela

definição de produto interno em H2−2α(R2) (ver definição 1.21), infere-se que

⟨θ, |D|2αθ⟩H2−2α =

∫
R2

(1 + |ξ|2(2−2α))θ̂(ξ)÷|D|2αθ(ξ)dξ =

∫
R2

(1 + |ξ|2(2−2α))θ̂(ξ)|ξ|2αθ̂(ξ)dξ

=

∫
R2

(1 + |ξ|2(2−2α))θ̂(ξ)|ξ|2αθ̂(ξ)dξ =

∫
R2

(1 + |ξ|2(2−2α))|ξ|2α|θ̂(ξ)|2dξ

=

∫
R2

(1 + |ξ|2(2−2α))||ξ|αθ̂(ξ)|2dξ =

∫
R2

(1 + |ξ|2(2−2α))|’|D|αθ(ξ)|2dξ.

Logo, pela definição da norma em H2−2α(R2) (ver definição 1.21), segue que

⟨θ, |D|2αθ⟩H2−2α = ∥|D|αθ∥2H2−2α .

Usando este fato em (2.26), inferimos que

1

2

d

dt
∥θ∥2H2−2α + ∥|D|αθ∥2H2−2α = −Re [⟨θ, uθ · ∇θ⟩H2−2α ].

Dessa forma, podemos deduzir

1

2

d

dt
∥θ∥2H2−2α + ∥|D|αθ∥2H2−2α ≤ |⟨uθ · ∇θ, θ⟩H2−2α|.

Assim, integrando a desigualdade acima sobre [t0, s] (com t0 ≤ s ≤ t < T ∗), tem-se∫ s

t0

1

2

d

dτ
∥θ∥2H2−2αdτ +

∫ s

t0
∥|D|αθ∥2H2−2αdτ ≤

∫ s

t0
|⟨uθ · ∇θ, θ⟩H2−2α |dτ.

Pelo Teorema Fundamental do Cálculo, conclúımos que

1

2
∥θ(τ)∥2H2−2α |st0 +

∫ s

t0
∥|D|αθ∥2H2−2αdτ ≤

∫ s

t0
|⟨uθ · ∇θ, θ⟩H2−2α |dτ.

Fazendo as devidas substituições, chegamos a

1

2
∥θ(s)∥2H2−2α − 1

2
∥θ(t0)∥2H2−2α +

∫ s

t0
∥|D|αθ∥2H2−2αdτ ≤

∫ s

t0
|⟨uθ · ∇θ, θ⟩H2−2α |dτ.
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Com isso, inferimos que

1

2
∥θ(s)∥2H2−2α +

∫ s

t0
∥|D|αθ∥2H2−2αdτ ≤ 1

2
∥θ(t0)∥2H2−2α +

∫ s

t0
|⟨uθ · ∇θ, θ⟩H2−2α |dτ.

Consequentemente, deduzimos que

∥θ(s)∥2H2−2α + 2

∫ s

t0
∥|D|αθ∥2H2−2αdτ ≤ ∥θ(t0)∥2H2−2α + 2

∫ s

t0
|⟨uθ · ∇θ, θ⟩H2−2α|dτ.

Aplicando (2.11) (ver Lema 2.2) na integral do lado direito da desigualdade acima, obtém-se

∥θ(s)∥2H2−2α + 2

∫ s

t0
∥|D|αθ∥2H2−2αdτ ≤ ∥θ(t0)∥2H2−2α + 2C(α)

∫ s

t0
∥θ(τ)∥Ḣ2−2α∥θ∥2Ḣ2−αdτ

≤ ∥θ(t0)∥2H2−2α + 2C(α)

∫ s

t0
sup

τ∈[t0,s]
{∥θ(τ)∥Ḣ2−2α}∥θ∥2Ḣ2−αdτ

≤ ∥θ(t0)∥2H2−2α + 2C(α) sup
τ∈[t0,t]

{∥θ(τ)∥Ḣ2−2α}
∫ s

t0
∥θ∥2

Ḣ2−αdτ. (2.27)

Por outro lado, é verdade que

∥θ∥2
Ḣ2−α ≤ ∥|D|αθ∥2H2−2α .

Com efeito, note que

∥θ∥2
Ḣ2−α =

∫
R2

|ξ|2(2−α)|θ̂(ξ)|2dξ =

∫
R2

|ξ|2(2−2α)|ξ|2α|θ̂(ξ)|2dξ

=

∫
R2

|ξ|2(2−2α)||ξ|αθ̂(ξ)|2dξ ≤
∫
R2

[1 + |ξ|2(2−2α)]||ξ|αθ̂(ξ)|2dξ

=

∫
R2

[1 + |ξ|2(2−2α)]|’|D|αθ(ξ)|2dξ = ∥|D|αθ∥2H2−2α .

Usando esta informação e que s < T ∗ em (2.27), escrevemos

∥θ(s)∥2H2−2α + 2

∫ s

t0
∥|D|αθ∥2H2−2αdτ ≤ ∥θ(t0)∥2H2−2α

+ 2C(α) sup
τ∈[t0,t]

{∥θ(τ)∥Ḣ2−2α}
∫ T ∗

t0
∥|D|αθ∥2H2−2αdτ.
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Dessa forma, por (2.24) e (1.21), segue que

∥θ(s)∥2H2−2α + 2

∫ s

t0
∥|D|αθ∥2H2−2αdτ ≤ ∥θ(t0)∥2H2−2α + 2C(α)

1

2C(α)
sup

τ∈[t0,t]
{∥θ(τ)∥Ḣ2−2α}

= ∥θ(t0)∥2H2−2α + sup
τ∈[t0,t]

{∥θ(τ)∥Ḣ2−2α}

≤ ∥θ(t0)∥2H2−2α + sup
τ∈[t0,t]

{∥θ(τ)∥H2−2α},

já que 2− 2α ≥ 0. Logo, podemos escrever

∥θ(s)∥2H2−2α + 2

∫ s

t0
∥|D|αθ∥2H2−2αdτ ≤ ∥θ(t0)∥2H2−2α + sup

τ∈[t0,t]
{∥θ(τ)∥H2−2α}.

Em consequência disso, obtemos a seguinte desigualdade:

∥θ(s)∥2H2−2α ≤ ∥θ(t0)∥2H2−2α + sup
τ∈[t0,t]

{∥θ(τ)∥H2−2α}.

Pela Desigualdade de Young (ver Teorema 1.2), tem-se que

∥θ(s)∥2H2−2α ≤ ∥θ(t0)∥2H2−2α +
1

2
+

(supτ∈[t0,t]{∥θ(τ)∥H2−2α})2

2
.

Com isso, pelo Lema 1.4, chegamos a

∥θ(s)∥2H2−2α ≤ ∥θ(t0)∥2H2−2α +
1

2
+

1

2
sup

τ∈[t0,t]
{∥θ(τ)∥2H2−2α}, ∀s ∈ [t0, t].

Observe que, os termos do lado direito da desigualdade acima não dependem de s. Por este

motivo, podemos concluir que tal expressão é cota superior para {∥θ(s)∥2H2−2α : s ∈ [t0, t]}.
Sendo assim, passando ao supremo, quando s ∈ [t0, t], obtemos

sup
s∈[t0,t]

{∥θ(s)∥2H2−2α} ≤ ∥θ(t0)∥2H2−2α +
1

2
+

1

2
sup

τ∈[t0,t]
{∥θ(τ)∥2H2−2α}.

Isso implica que

1

2
sup

τ∈[t0,t]
{∥θ(τ)∥2H2−2α} ≤ ∥θ(t0)∥2H2−2α +

1

2
.
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Logo, podemos inferir que

sup
τ∈[t0,t]

{∥θ(τ)∥2H2−2α} ≤ 2∥θ(t0)∥2H2−2α + 1.

A partir disso, deduzimos que

∥θ(t)∥2H2−2α ≤ 2∥θ(t0)∥2H2−2α + 1, ∀t ∈ [t0, T ∗).

Denotando

N =
»
2∥θ(t0)∥2H2−2α + 1 e M = max{N, sup

τ∈[0,t0]
{∥θ(τ)∥H2−2α}}

(observe que supτ∈[0,t0]{∥θ(τ)∥H2−2α} existe, pois θ ∈ C([0, t0], H2−2α(R2))), conclúımos que

∥θ(t)∥H2−2α ≤ M, ∀t ∈ [0, T ∗). (2.28)

Portanto, θ(t) é limitada em H2−2α(R2), para todo t ∈ [0, T ∗).

Passo 2: Nesta etapa, mostraremos que lim
t↗T ∗

∥θ(t)−θ∗∥L2 = 0, para algum θ∗ ∈ H2−2α(R2).

Para isso, iniciaremos considerando uma sequência (τn)n∈N ⊆ [0, T ∗) tal que lim
n→∞

τn = T ∗.

Sendo assim, lembrando que a primeira equação do sistema (3.1) nos informa que

∂tθ + |D|2αθ + uθ · ∇θ = 0.

Integrando a equação acima sobre [0, τn], obtemos∫ τn

0

∂τθdτ +

∫ τn

0

|D|2αθdτ +

∫ τn

0

uθ · ∇θdτ = 0.

Pelo Teorema Fundamental do Cálculo, podemos escrever

θ(τn)− θ0 +

∫ τn

0

|D|2αθdτ +

∫ τn

0

uθ · ∇θdτ = 0.

Logo, temos que

θ(τn) = θ0 −
∫ τn

0

|D|2αθdτ −
∫ τn

0

uθ · ∇θdτ. (2.29)
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Analogamente, chegamos a

θ(τm) = θ0 −
∫ τm

0

|D|2αθdτ −
∫ τm

0

uθ · ∇θdτ. (2.30)

Subtraindo (2.30) de (2.29), inferimos que

θ(τn)− θ(τm) = −
∫ τn

0

|D|2αθdτ +

∫ τm

0

|D|2αθdτ −
∫ τn

0

uθ · ∇θdτ +

∫ τm

0

uθ · ∇θdτ.

Usando as propriedades de integral, conseguimos escrever

θ(τn)− θ(τm) =

∫ 0

τn

|D|2αθdτ +

∫ τm

0

|D|2αθdτ +

∫ 0

τn

uθ · ∇θdτ +

∫ τm

0

uθ · ∇θdτ.

Com isso, temos que

θ(τn)− θ(τm) =

∫ τm

τn

|D|2αθdτ +

∫ τm

τn

uθ · ∇θdτ.

Aplicando a norma L2(R2) (ver definição 1.8) em ambos os lados da igualdade acima, tem-se

que

∥θ(τn)− θ(τm)∥L2 =
∥∥∥∫ τm

τn

|D|2αθdτ +

∫ τm

τn

uθ · ∇θdτ
∥∥∥
L2

≤
∫ τm

τn

∥|D|2αθ + uθ · ∇θ∥L2dτ.

Pela Desigualdade de Minkowski (ver Teorema 1.4), segue que

∥θ(τn)− θ(τm)∥L2 ≤
∫ τm

τn

∥|D|2αθ∥L2dτ +

∫ τm

τn

∥uθ · ∇θ∥L2dτ. (2.31)

Feito isso, analisaremos os termos do lado direito da desigualdade acima. Sendo assim,

usando a Identidade de Plancherel (ver Teorema 1.14) no primeiro termo, escrevemos

∥|D|2αθ∥2L2 = (2π)−2∥÷|D|2αθ∥2L2 .

Assim, pela definição de norma em L2(R2) (ver definição 1.8), é verdade que

∥÷|D|2αθ∥2L2 =

∫
R2

|÷|D|2αθ(ξ)|2dξ =

∫
R2

||ξ|2αθ̂(ξ)|2dξ =

∫
R2

|ξ|2(2α)|θ̂(ξ)|2dξ = ∥θ∥2
Ḣ2α .
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Dessa forma, temos que

∥|D|2αθ∥2L2 = (2π)−2∥θ∥2
Ḣ2α . (2.32)

Além disso, observe que podemos reescrever o segundo termo do lado direito de (2.31) da

seguinte forma:

∥uθ · ∇θ∥L2 =
∥∥∥ 2∑

j=1

uj
θDjθ

∥∥∥
L2
,

onde uθ = (u1
θ, u

2
θ). Pela Desigualdade de Minkowski (ver Teorema 1.4), infere-se que

∥uθ · ∇θ∥L2 ≤
2∑

j=1

∥uj
θDjθ∥L2 .

Logo, pela Identidade de Plancherel (ver Teorema 1.14), podemos escrever

∥uθ · ∇θ∥L2 ≤ (2π)−1

2∑
j=1

∥÷uj
θDjθ∥L2 . (2.33)

Sabendo disso, note que

∥÷uj
θDjθ∥2L2 =

∫
R2

|÷uj
θDjθ(ξ)|2dξ = ∥uj

θDjθ∥2Ḣ0 .

Usando esta informação em (2.33), chegamos a

∥uθ · ∇θ∥L2 ≤ (2π)−1

2∑
j=1

∥uj
θDjθ∥Ḣ0 .

Dessa forma, denote s1 = 1− 2α e s2 = 2α. Observe que, s1 < 1, pois α > 0, e s2 < 1, visto

que α < 1
2
. Além disso, s1 + s2 = 1 > 0. Com isso, conclúımos que

∥uθ · ∇θ∥L2 ≤ (2π)−1

2∑
j=1

∥uj
θDjθ∥Ḣs1+s2−1 .
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Assim, pelo Lema 1.5, inferimos que

∥uθ · ∇θ∥L2 ≤ (2π)−1C(α)
2∑

j=1

∥uj
θ∥Ḣ2α∥Djθ∥Ḣ1−2α .

Deste modo, pela Desigualdade de Hölder (ver Teorema 1.3), percebemos que

∥uθ · ∇θ∥L2 ≤ (2π)−1C(α)
( 2∑

j=1

∥uj
θ∥

2
Ḣ2α

) 1
2
( 2∑

j=1

∥Djθ∥2Ḣ1−2α

) 1
2

.

A partir disso, deduzimos que

∥uθ · ∇θ∥L2 ≤ (2π)−1C(α)∥uθ∥Ḣ2α∥∇θ∥Ḣ1−2α . (2.34)

Substituindo (2.32) e (2.34) em (2.31), conseguimos mostrar a seguinte desigualdade:

∥θ(τn)− θ(τm)∥L2 ≤ (2π)−1

∫ τm

τn

∥θ∥Ḣ2αdτ + (2π)−1C(α)

∫ τm

τn

∥uθ∥Ḣ2α∥∇θ∥Ḣ1−2αdτ. (2.35)

Usando a definição de norma em Ḣ2α(R2) (ver definição 1.22) e Lema 1.1, observamos que

∥uθ∥Ḣ2α =
[ ∫

R2

|ξ|2(2α)|“uθ(ξ)|2dξ
] 1

2

=
[ ∫

R2

|ξ|2(2α)|θ̂(ξ)|2dξ
] 1

2

= ∥θ∥Ḣ2α .

Temos ainda, pelo Teorema 1.13, que

∥∇θ∥Ḣ1−2α =
[ ∫

R2

|ξ|2(1−2α)|”∇θ(ξ)|2dξ
] 1

2

=
[ ∫

R2

|ξ|2(1−2α)|ξ|2|θ̂(ξ)|2dξ
] 1

2

=
[ ∫

R2

|ξ|2(2−2α)|θ̂(ξ)|2dξ
] 1

2

= ∥θ∥Ḣ2−2α .

Substituindo estas normas na desigualdade (2.35), constatamos que

∥θ(τn)− θ(τm)∥L2 ≤ (2π)−1

∫ τm

τn

∥θ∥Ḣ2αdτ + (2π)−1C(α)

∫ τm

τn

∥θ∥Ḣ2α∥θ∥Ḣ2−2αdτ.

Como 2− 2α ≥ 0, por (1.21), conclúımos que

∥θ∥Ḣ2−2α ≤ ∥θ∥H2−2α .
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Em consequência disso, tem-se

∥θ(τn)− θ(τm)∥L2 ≤ (2π)−2

∫ τm

τn

∥θ∥Ḣ2αdτ + (2π)−2C(α)

∫ τm

τn

∥θ∥Ḣ2α∥θ∥H2−2αdτ.

Utilizando o fato que θ(τ) é limitada em H2−2α(R2), para todo τ ∈ [0, T ∗), ver (2.28), segue

que

∥θ(τn)− θ(τm)∥L2 ≤ (2π)−1

∫ τm

τn

∥θ∥Ḣ2αdτ + (2π)−1C(α)M

∫ τm

τn

∥θ∥Ḣ2αdτ.

Podemos reescrever a desigualdade acima da seguinte maneira:

∥θ(τn)− θ(τm)∥L2 ≤ [(2π)−1 + (2π)−1C(α)M ]

∫ τm

τn

∥θ∥Ḣ2αdτ.

Uma vez que 2α > 0, por (1.21), tem-se que

∥θ∥Ḣ2α ≤ ∥θ∥H2α .

Por isso, chegamos a

∥θ(τn)− θ(τm)∥L2 ≤ [(2π)−1 + (2π)−1C(α)M ]

∫ τm

τn

∥θ∥H2αdτ.

Agora, veja que 0 < 2α < 2 − 2α, dado que 0 < α < 1/2. Por estes motivos, ao usarmos

(1.22), obtemos

∥θ∥H2α ≤ 2
3−2α

2 ∥θ∥H2−2α .

Dessa forma, podemos escrever

∥θ(τn)− θ(τm)∥L2 ≤ [(2π)−1 + (2π)−1C(α)M ]2
3−2α

2

∫ τm

τn

∥θ∥H2−2αdτ.

Usando mais uma vez o fato de θ(τ) ser limitada em H2−2α(R2), para todo τ ∈ [0, T ∗), ver

(2.28), conclúımos que

∥θ(τn)− θ(τm)∥L2 ≤ [(2π)−1 + (2π)−1C(α)M ]2
3−2α

2

∫ τm

τn

Mdτ.
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Em resumo, temos que

∥θ(τn)− θ(τm)∥L2 ≤ [(2π)−1 + (2π)−1C(α)M ]2
3−2α

2 M |τm − τn|.

Passando ao limite, quando m,n → ∞, chegamos a

lim
m,n→∞

∥θ(τn)− θ(τm)∥L2 = 0,

desde que limn→∞ τn = T ∗. Logo, (θ(τn))n∈N é de Cauchy em L2(R2). Como este é um

espaço de Banach (ver definição 1.10), existe θ∗ ∈ L2(R2) tal que

lim
n→∞

∥θ(τn)− θ∗∥L2 = 0, (2.36)

para toda sequência (τn)n∈N ⊆ [0, T ∗) tal que limn→∞ τn = T ∗. Isto nos diz que

lim
t↗T ∗

∥θ(t)− θ∗∥L2 = 0.

Agora, observe que θ∗ ∈ H2−2α(R2). Com efeito, lembre que H2−2α(R2) é um espaço de

Hilbert (ver definição 1.11 e [9] para ver detalhes da prova). Logo, este é um espaço reflexivo

(ver definição 1.13 e Teorema 1.10). Por isso, e usando o fato de (θ(τn))n∈N ser limitada em

H2−2α(R2) (ver (2.28)), pois (τn) ⊆ [0, T ∗), garantimos a existência de uma subsequência

(θ(τnl
))l∈N tal que

θ(τnl
) ⇀ θ em H2−2α(R2), (2.37)

para algum θ ∈ H2−2α(R2), quando l → ∞ (ver Teorema 1.11). Além disso, por (1.19),

temos que

∥ · ∥L2 ≤ 1

2π
∥ · ∥H2−2α , (2.38)

porque 2− 2α ≥ 0. Por conseguinte, θ(τn) e θ ∈ L2(R2), para todo n ∈ N, por (2.38). Sendo
assim, vamos provar que

θ(τnl
) ⇀ θ em L2(R2),

quando l → ∞ (ver definição 1.12). Considere o funcional f : (L2(R2), ∥ · ∥L2) → K (K = R
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ou C) linear e cont́ınuo. Deste modo, deduzimos que

|f(x)| ≤ C∥x∥L2 , ∀x ∈ L2(R2),

para alguma constante C > 0. Como H2−2α(R2) ⊆ L2(R2) (ver (2.38)), segue que

|f(x)| ≤ C∥x∥L2 , ∀x ∈ H2−2α(R2).

Desse modo, por (2.38), escrevemos

|f(x)| ≤ C∥x∥L2 ≤ C

2π
∥x∥H2−2α , ∀x ∈ H2−2α(R2).

Posto isto, a restrição g = f |H2−2α : (H2−2α(R2), ∥·∥H2−2α) → K é linear e cont́ınuo. Sabendo

disso, (2.37) implica que

lim
l→∞

g(θ(τnl
)) = g(θ).

Por conseguinte, por definição de restrição, é verdade que

lim
l→∞

f(θ(τnl
)) = f(θ),

para todo funcional f : (L2(R2), ∥ · ∥L2) → K linear e cont́ınuo. Logo, conclúımos que

θ(τnl
) ⇀ θ em L2(R2), quando l → ∞ (ver definição 1.12). Em consequência de (2.36),

podemos inferir

lim
l→∞

∥θ(τnl
)− θ∗∥L2 = 0.

Por conseguinte, θ(τnl
) ⇀ θ∗ em L2(R2), quando l → ∞. Por fim, pela unicidade de limites

fracos, conclúımos que

θ∗ = θ ∈ H2−2α(R2).

Passo 3: Vamos mostrar que lim
t↗T ∗

∥θ(t)− θ∗∥H2−2α = 0.

Suponha, por contradição, que

lim
t↗T ∗

∥θ(t)− θ∗∥H2−2α ̸= 0.
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Pela definição de limite, isto significa que existe ε > 0 tal que para todo δ > 0, encontra-se

tδ ∈ (T ∗ − δ, T ∗) que satisfaz

∥θ(tδ)− θ∗∥H2−2α ≥ ε.

Sendo assim, podemos escolher δ = 1, 1
2
, ..., 1

n
, ... (n ∈ N) de forma que obtemos tn ∈ (T ∗ −

1/n, T ∗) tal que

∥θ(tn)− θ∗∥H2−2α ≥ ε, ∀n ∈ N. (2.39)

No Passo 1, vimos que, para (tn)n∈N ⊆ [0, T ∗), tem-se que (θ(tn))n∈N é limitada emH2−2α(R2)

(ver (2.28)). Como H2−2α(R2) é um espaço de Hilbert (ver definição 1.11 e [9] para ver

detalhes da prova), esta sequência admite uma subsequência (θ(tnl
))l∈N tal que θ(tnl

) ⇀ θ1

em H2−2α(R2), quando l → ∞, para algum θ1 ∈ H2−2α(R2) (ver Teoremas 1.10 e 1.11). Pelo

Passo 2 (ver (2.36)), deduzimos que

lim
n→∞

∥θ(tn)− θ∗∥L2 = 0.

Consequentemente, segue que liml→∞ ∥θ(tnl
) − θ∗∥L2 = 0. O que implica em θ(tnl

) ⇀ θ∗

em L2(R2), quando l → ∞. Por outro lado, é verdade que θ(tnl
) ⇀ θ1 em L2(R2), quando

l → ∞ (ver definição 1.12). De fato, seja f : (L2(R2), ∥ · ∥L2) → K um funcional linear e

cont́ınuo. Sendo assim, é verdade que

|f(x)| ≤ C∥x∥L2 , ∀x ∈ L2(R2),

para alguma constante C > 0. Por (1.19), temos que

∥x∥L2 ≤ 1

2π
∥x∥H2−2α , ∀x ∈ H2−2α(R2).

Logo, inferimos que

|f(x)| ≤ C

2π
∥x∥H2−2α , ∀x ∈ H2−2α(R2).

Dessa forma, a restrição f |H2−2α : (H2−2α(R2), ∥ · ∥H2−2α) → K segue sendo um funcional

linear e cont́ınuo. Como θ(tnl
) ⇀ θ1 em H2−2α(R2), quando l → ∞, podemos escrever

lim
l→∞

|f |H2−2α(θ(tnl
))− f |H2−2α(θ1)| = 0.
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Deste modo, pela definição de restrição de função, vale

lim
l→∞

|f(θ(tnl
))− f(θ1)| = 0.

A partir disso, deduzimos que

θ(tnl
) ⇀ θ1 em L2(R2), quando l → ∞.

Logo, pela unicidade de limites fracos, estabelecemos que θ1 = θ∗ (já que, θ(tnl
) ⇀ θ∗ em

L2(R2), quando l → ∞). Por conseguinte, obtemos a seguinte convergência em H2−2α(R2):

θ(tnl
) ⇀ θ∗, quando l → ∞, (2.40)

pois θ(tnl
) ⇀ θ1 em H2−2α(R2), quando l → ∞. Agora, considere 0 ≤ s < 2 − 2α (lembre

que 2− 2α > 0) e escreva

s = ν · 0 + (1− ν)(2− 2α), para algum ν ∈ (0, 1].

Substituindo s e escrevendo 2 = 2ν + 2(1− ν), obtemos

∥θ(t)− θ∗∥2Hs =

∫
R2

[1 + |ξ|2s]|θ̂(t)− “θ∗|2dξ
=

∫
R2

[1 + |ξ|2[ν·0+(1−ν)(2−2α)]]|θ̂(t)− “θ∗|2ν+2(1−ν)dξ

=

∫
R2

|θ̂(t)− “θ∗|2ν [1 + |ξ|2(1−ν)(2−2α)]|θ̂(t)− “θ∗|2(1−ν)dξ.

Por (1.17), inferimos que

∥θ(t)− θ∗∥2Hs ≤ 2

∫
R2

|θ̂(t)− “θ∗|2ν [1 + |ξ|2](1−ν)(2−2α)|θ̂(t)− “θ∗|2(1−ν)dξ,

desde que 2 − 2α ≥ 0 (pois, α ≤ 1) e ν ≤ 1. Utilizando a Desigualdade de Hölder (ver

Teorema 1.3) para p = 1
ν
e q = 1

1−ν
, segue que

∥θ(t)− θ∗∥2Hs ≤ 2
(∫

R2

|θ̂(t)− “θ∗|2 dξ)ν(∫
R2

[1 + |ξ|2](2−2α)|θ̂(t)− “θ∗|2 dξ)1−ν

.
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Fazendo uso de (1.16), chegamos a

∥θ(t)− θ∗∥2Hs ≤ 2
(∫

R2

|θ̂(t)− “θ∗|2 dξ)ν(∫
R2

22−2α[1 + |ξ|2(2−2α)]|θ̂(t)− “θ∗|2 dξ)1−ν

,

desde que 2− 2α ≥ 0. Reescrevendo a desigualdade acima, obtemos

∥θ(t)− θ∗∥2Hs ≤ 2(2−2α)(1−ν)+1
(∫

R2

|θ̂(t)− “θ∗|2 dξ)ν(∫
R2

[1 + |ξ|2(2−2α)]|θ̂(t)− “θ∗|2 dξ)1−ν

.

Dessa forma, temos que

∥θ(t)− θ∗∥2Hs ≤ 2(2−2α)(1−ν)+1∥ÿ�θ(t)− θ∗∥2νL2∥θ(t)− θ∗∥2(1−ν)

H2−2α .

Isso implica em

∥θ(t)− θ∗∥Hs ≤ 2
(2−2α)(1−ν)+1

2 ∥ÿ�θ(t)− θ∗∥νL2∥θ(t)− θ∗∥1−ν
H2−2α .

Pela Identidade de Plancherel (ver Teorema 1.14) e aplicando (2.28), temos ainda que

∥θ(t)− θ∗∥Hs ≤ (2π)ν2
(2−2α)(1−ν)+1

2 ∥θ(t)− θ∗∥νL2∥θ(t)− θ∗∥1−ν
H2−2α

≤ (2π)ν2
(2−2α)(1−ν)+1

2 ∥θ(t)− θ∗∥νL2 [∥θ(t)∥H2−2α + ∥θ∗∥H2−2α ]1−ν

≤ (2π)ν2
(2−2α)(1−ν)+1

2 ∥θ(t)− θ∗∥νL2 [M + ∥θ∗∥H2−2α ]1−ν ,

para todo t ∈ [0, T ∗). Passando ao limite, quando t ↗ T ∗, e usando o Passo 2, conclúımos

que

lim
t↗T ∗

∥θ(t)− θ∗∥Hs = 0, ∀0 ≤ s < 2− 2α, (2.41)

porque ν > 0. Seja 0 ≤ t < r < T ∗ e (sn)n∈R uma sequência real tal que 1 < sn < 2 − 2α,

para todo n ∈ N, e limn∈N sn = 2− 2α. Sabemos que a primeira equação do sistema (3.1) é

da forma

∂tθ + |D|2αθ + uθ · ∇θ = 0.

Logo, temos que

∂tθ = −|D|2αθ − uθ · ∇θ.
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Assim, observe o seguinte:

d

dt
∥θ∥2Hsn =

d

dt
⟨θ, θ⟩Hsn = 2Re [⟨θ, ∂tθ⟩Hsn ].

Portanto, segue que

1

2

d

dt
∥θ∥2Hsn = −Re [⟨θ, |D|2αθ⟩Hsn ]− Re [⟨θ, uθ · ∇θ⟩Hsn ]. (2.42)

Analisando o primeiro termo do lado direito da igualdade acima, podemos notar que

⟨θ, |D|2αθ⟩Hsn =

∫
R2

[1 + |ξ|2sn ]θ̂(ξ)÷|D|2αθ(ξ)dξ =

∫
R2

[1 + |ξ|2sn ]θ̂(ξ)|ξ|2αθ̂(ξ)dξ

=

∫
R2

[1 + |ξ|2sn ]|ξ|2α|θ̂(ξ)|2 dξ =

∫
R2

[1 + |ξ|2sn ]||ξ|αθ̂(ξ)|2 dξ

=

∫
R2

[1 + |ξ|2sn ]|’|D|αθ(ξ)|2 dξ.

Logo, infere-se que

⟨θ, |D|2αθ⟩Hsn = ∥|D|αθ∥2Hsn .

Usando esta informação na igualdade (2.42), obtemos

1

2

d

dt
∥θ∥2Hsn + ∥|D|αθ∥2Hsn = −Re [⟨θ, uθ · ∇θ⟩Hsn ].

Integrando sobre [t, r], chegamos a

1

2

∫ r

t

d

dτ
∥θ∥2Hsndτ +

∫ r

t

∥|D|αθ∥2Hsndτ = −
∫ r

t

Re [⟨θ, uθ · ∇θ⟩Hsn ]dτ.

Fazendo uso do Teorema Fundamental do Cálculo, deduzimos que

1

2
∥θ(τ)∥2Hsn |rt +

∫ r

t

∥|D|αθ∥2Hsndτ = −
∫ r

t

Re [⟨θ, uθ · ∇θ⟩Hsn ]dτ.

Dessa forma, temos que

∥θ(r)∥2Hsn + 2

∫ r

t

∥|D|αθ∥2Hsndτ = ∥θ(t)∥2Hsn − 2

∫ r

t

Re [⟨θ, uθ · ∇θ⟩Hsn ]dτ.
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Reescrevendo de outra forma, conclúımos que

∥θ(t)∥2Hsn = ∥θ(r)∥2Hsn + 2

∫ r

t

∥|D|αθ∥2Hsndτ + 2

∫ r

t

Re [⟨θ, uθ · ∇θ⟩Hsn ]dτ. (2.43)

Para simplificar a notação, denote

I =

∫ r

t

Re [⟨θ, uθ · ∇θ⟩Hsn ]dτ.

Sendo assim, como sn > 1, para todo n ∈ N, α ∈ (0, 1
2
) e usando o Lema 2.1 (com σ = sn),

obtemos

|I| ≤ sn2
snC(α)

∫ r

t

∥θ∥Ḣ2−2α∥θ∥2Ḣsn+αdτ.

Como 0 < sn < 2− 2α e ∥ · ∥Ḣ2−2α < ∥ · ∥H2−2α , tem-se que

|I| ≤ (2− 2α)22−2αC(α)

∫ r

t

∥θ∥H2−2α∥θ∥2
Ḣsn+αdτ.

Uma vez que θ(τ) é limitada em H2−2α(R2) (ver (2.28)), para todo τ ∈ [0, T ∗), segue que

|I| ≤ (2− 2α)22−2αC(α)M

∫ r

t

∥θ∥2
Ḣsn+αdτ. (2.44)

Por outro lado, veja que

∥θ∥2
Ḣsn+α =

∫
R2

|ξ|2(sn+α)|θ̂(ξ)|2 dξ =

∫
R2

|ξ|2sn|ξ|2α|θ̂(ξ)|2 dξ

=

∫
R2

|ξ|2sn||ξ|αθ̂(ξ)|2 dξ =

∫
R2

|ξ|2sn|’|D|αθ(ξ)|2 dξ.

Sendo assim, temos que

∥θ∥2
Ḣsn+α = ∥|D|αθ∥2

Ḣsn
.

Substituindo esta norma na desigualdade (2.44), chegamos a

| I| ≤ (2− 2α)22−2αC(α)M

∫ r

t

∥|D|αθ∥2
Ḣsn

dτ.
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Note que, sn > 0, para todo n ∈ N. Logo, por (1.21), segue que

∥|D|αθ∥2
Ḣsn

≤ ∥|D|αθ∥2Hsn .

Dessa forma, podemos escrever

| I| ≤ (2− 2α)22−2αC(α)M

∫ r

t

∥|D|αθ∥2Hsndτ. (2.45)

Utilizando (2.45) em (2.43), inferimos que

∥θ(t)∥2Hsn ≤ ∥θ(r)∥2Hsn + [(2− 2α)23−2αC(α)M + 2]

∫ r

t

∥|D|αθ∥2Hsndτ.

Passando ao limite, quando r ↗ T ∗, e usando (2.41) (lembre que 0 ≤ sn < 2−2α, para todo

n ∈ N), obtemos

∥θ(t)∥2Hsn ≤ ∥θ∗∥2Hsn + [(2− 2α)23−2αC(α)M + 2]

∫ T ∗

t

∥|D|αθ∥2Hsndτ.

Como 0 < sn < 2− 2α, para todo n ∈ N, infere-se

∥θ(t)∥2Hsn ≤ ∥θ∗∥2Hsn + Cα,M

∫ T ∗

t

∥|D|αθ∥2H2−2αdτ. (2.46)

onde Cα,M = 23−2α[(2−2α)23−2αC(α)M +2] (ver (1.22)). Feito isso, observe novamente que

sn > 0, para todo n ∈ N e, assim sendo, por (1.17), tem-se

1 + |ξ|2sn ≤ 2[1 + |ξ|2]sn .

Como sn < 2− 2α, para todo n ∈ N, e fazendo uso de (1.16), segue que

1 + |ξ|2sn ≤ 2[1 + |ξ|2]2−2α ≤ 23−2α[1 + |ξ|2(2−2α)].

Multiplicando esta desigualdade por |θ̂(ξ)|2, resulta que

[1 + |ξ|2sn ]|θ̂(ξ)|2 ≤ 23−2α[1 + |ξ|2(2−2α)]|θ̂(ξ)|2.
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Note que, 23−2α[1 + |ξ|2(2−2α)]|θ̂(ξ)|2 pertence a L1(R2). Com efeito,∫
R2

23−2α[1 + |ξ|2(2−2α)]|θ̂(ξ)|2dξ = 23−2α

∫
R2

[1 + |ξ|2(2−2α)]|θ̂(ξ)|2dξ = 23−2α∥θ∥2H2−2α < ∞.

Assim sendo, pelo Teorema da Convergência Dominada (ver Teorema 1.1), chegamos a

lim
n→∞

∥θ∥2Hsn = lim
n→∞

∫
R2

[1 + |ξ|2sn ]|θ̂(ξ)|2dξ =

∫
R2

[1 + |ξ|2(2−2α)]|θ̂(ξ)|2dξ = ∥θ∥2H2−2α ,

desde que limn→∞ sn = 2− 2α. Analogamente, demonstra-se que

lim
n→∞

∥θ∗∥2Hsn = ∥θ∗∥2H2−2α .

A partir disso, por (2.46), passando ao limite, quando n → ∞, deduzimos que

∥θ(t)∥2H2−2α ≤ ∥θ∗∥2H2−2α + Cα,M

∫ T ∗

t

∥|D|αθ∥2H2−2αdτ, ∀t ∈ [0, T ∗).

Consequentemente, temos que

∥θ(tnl
)∥2H2−2α ≤ ∥θ∗∥2H2−2α + Cα,M

∫ T ∗

tnl

∥|D|αθ∥2H2−2αdτ, ∀l ∈ N.

Passando ao limite superior, quando l → ∞, e usando (2.23), resulta que

lim sup
l→∞

∥θ(tnl
)∥2H2−2α ≤ ∥θ∗∥2H2−2α . (2.47)

Dessa forma, (2.40) e (2.47) nos permitem aplicar o Lema 1.2 e obter a seguinte convergência:

lim
l→∞

∥θ(tnl
)− θ∗∥H2−2α = 0.

No entanto, por (2.39), inferimos que

∥θ(tnl
)− θ∗∥H2−2α ≥ ε, ∀l ∈ N.

Isso nos permite concluir que ε ≤ 0. Isto é uma contradição! Portanto, segue que

lim
t↗T ∗

∥θ(t)− θ∗∥H2−2α = 0.
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De maneira análoga ao que foi feito anteriormente, suponha, pelo Lema 1.6 (ver [19] para

mais detalhes), que θ2 ∈ C([0, T1), H
2−2α(R2)) (com T1 > 0) é a solução para o seguinte

sistema: ∂tθ2 + |D|2αθ2 + uθ2 · ∇θ2 = 0, x ∈ R2, t > 0;

θ2(0, x) = θ∗(x), x ∈ R2.

Sabendo disso, defina

θ3(t) =

θ(t), t ∈ [0, T ∗);

θ2(t− T ∗), t ∈ [T ∗, T ∗ + T1).

Sendo assim, temos, pelo Passo 3, que θ3 ∈ C([0, T ∗ + T1), H
2−2α(R2)). De fato, veja que

lim
t↗T ∗

∥θ3(t)− θ∗∥H2−2α = lim
t↗T ∗

∥θ(t)− θ∗∥H2−2α = 0.

(Lembre que θ2(0) = θ∗). Além disso, θ3(0) = θ(0) = θ0. Com isso, θ3 resolve o pro-

blema (3.1) e estende θ além de T ∗. No entanto, isto é um absurdo, pois isto contraria a

maximalidade de T ∗. Portanto, conclúımos que∫ T ∗

0

∥|D|αθ(τ)∥2H2−2αdτ = ∞.
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Caṕıtulo 3

Solução Global da Equação

Quase-geostrófica e seu Decaimento

Neste caṕıtulo, utilizaremos a existência de soluções locais, apresentada no Lema 1.6 (para

mais detalhes, ver [19]), para o problema de valor inicial relacionado ao caso supercŕıtico da

equação quase-geostrófica∂tθ + |D|2αθ + uθ · ∇θ = 0, x ∈ R2, t > 0;

θ(0, x) = θ0(x), x ∈ R2,
(3.1)

onde α ∈ (0, 1
2
), θ ∈ R e uθ = (D2|D|−1θ,−D1|D|−1θ) ∈ R2, com o objetivo de estabelecer

uma única solução global (a partir de um dado inicial pequeno) juntamente com seu o

decaimento a zero, quando o tempo tende a infinito.

É importante ressaltar que, nem todas as ideias utilizadas na demonstração dos resultados

deste caṕıtulo foram obtidas por meio de [5]. Mais especificamente, parte da prova do

decaimento foi feita utilizando outro caminho e nos permitiu concluir o mesmo que em [5].
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3.1 Existência de Soluções Globais

Nesta seção, mostraremos como encontrar uma única solução global no tempo para o

sistema ∂tθ + |D|2αθ + uθ · ∇θ = 0, x ∈ R2, t > 0;

θ(0, x) = θ0(x), x ∈ R2,
(3.2)

onde α ∈ (0, 1
2
) e uθ = (D2|D|−1θ,−D1|D|−1θ), admitindo que o dado inicial é suficiente-

mente pequeno no espaço H2−2α(R2). Além disso, mostraremos que tal solução satisfaz a

seguinte desigualdade:

∥θ(t)∥H2−2α ≤ ∥θ0∥H2−2α , ∀t ≥ 0.

Teorema 3.1. Existe uma constante real positiva C tal que se θ0 ∈ H2−2α(R2) com ∥θ0∥H2−2α

< C, então existe uma solução global para (3.2) de forma que θ ∈ C(R+, H2−2α(R2)). Em

adição, |D|αθ ∈ L2(R+, H2−2α(R2)) e a estimativa abaixo é válida:

∥θ(t)∥2H2−2α +

∫ t

0

∥|D|αθ(τ)∥2H2−2αdτ ≤ ∥θ0∥2H2−2α , ∀t ≥ 0. (3.3)

Demonstração. Provaremos que se ∥θ0∥H2−2α < 1
4Cα

, onde Cα é dada no desenvolvimento

desta prova (ver (3.8)), podemos conseguir uma solução global em C(R+, H2−2α(R2)) que

satisfaz (3.3).

Seja θ ∈ C([0, T ∗), H2−2α(R2)) a solução maximal de (3.2), dada no Lema 1.6 (ver [19]

para mais informações), onde T ∗ é o tempo maximal de existência de θ. Sendo assim, note

que a primeira equação do sistema (3.2) nos diz que

∂tθ + |D|2αθ + uθ · ∇θ = 0.

Isso implica em

∂tθ = −|D|2αθ − uθ · ∇θ.

Sabendo disso, façamos

d

dt
∥θ∥2H2−2α =

d

dt
⟨θ, θ⟩H2−2α = 2Re [⟨θ, ∂tθ⟩H2−2α ].
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Logo, segue que

1

2

d

dt
∥θ∥2H2−2α = −Re [⟨θ, |D|2αθ⟩H2−2α ]− Re [⟨θ, uθ · ∇θ⟩H2−2α ]. (3.4)

Observando o primeiro termo do lado direito da igualdade acima, temos que

⟨θ, |D|2αθ⟩H2−2α =

∫
R2

(1 + |ξ|2(2−2α))θ̂(ξ)÷|D|2αθ(ξ)dξ =

∫
R2

(1 + |ξ|2(2−2α))θ̂(ξ)|ξ|2αθ̂(ξ)dξ

=

∫
R2

(1 + |ξ|2(2−2α))|ξ|2α|θ̂(ξ)|2 dξ =

∫
R2

(1 + |ξ|2(2−2α))||ξ|αθ̂(ξ)|2 dξ

=

∫
R2

(1 + |ξ|2(2−2α))|’|D|αθ(ξ)|2 dξ.

Dessa forma, pela definição de norma em H2−2α(R2) (ver definição 1.21), segue que

⟨θ, |D|2αθ⟩H2−2α = ∥|D|αθ∥2H2−2α .

Substituindo esta informação em (3.4), inferimos

1

2

d

dt
∥θ∥2H2−2α + ∥|D|αθ∥2H2−2α ≤ |⟨uθ · ∇θ, θ⟩H2−2α|.

Integrando sobre [0, t], chegamos a

1

2

∫ t

0

d

dτ
∥θ∥2H2−2αdτ +

∫ t

0

∥|D|αθ∥2H2−2αdτ ≤
∫ t

0

|⟨uθ · ∇θ, θ⟩H2−2α|dτ.

Pelo Teorema Fundamental do Cálculo, temos que

1

2
∥θ(τ)∥2H2−2α|t0 +

∫ t

0

∥|D|αθ∥2H2−2αdτ ≤
∫ t

0

|⟨uθ · ∇θ, θ⟩H2−2α|dτ.

Fazendo as devidas substituições, conclúımos que

∥θ(t)∥2H2−2α + 2

∫ t

0

∥|D|αθ∥2H2−2αdτ ≤ ∥θ0∥2H2−2α + 2

∫ t

0

|⟨uθ · ∇θ, θ⟩H2−2α|dτ.

Com isso, observe que 2− 2α ≥ 1, uma vez que α < 1/2. Dessa forma, pelo Lema 2.1 (com
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σ = 2− 2α), inferimos que

∥θ(t)∥2H2−2α + 2

∫ t

0

∥|D|αθ∥2H2−2αdτ ≤ ∥θ0∥2H2−2α

+ 2(2− 2α)22−2αC(α)

∫ t

0

∥θ∥Ḣ2−2α∥θ∥2Ḣ2−αdτ. (3.5)

Por (1.21), temos que

∥θ∥Ḣ2−2α ≤ ∥θ∥H2−2α ,

já que 2− 2α ≥ 0 (pois, α ≤ 1). Usando esta informação na desigualdade (3.5), obtém-se

∥θ(t)∥2H2−2α + 2

∫ t

0

∥|D|αθ∥2H2−2αdτ ≤ ∥θ0∥2H2−2α

+ 2(2− 2α)22−2αC(α)

∫ t

0

∥θ∥H2−2α∥θ∥2
Ḣ2−α dτ. (3.6)

Além disso, perceba que

∥θ∥2
Ḣ2−α ≤ ∥|D|αθ∥2H2−2α .

Com efeito, é verdade que

∥θ∥2
Ḣ2−α =

∫
R2

|ξ|2(2−α)|θ̂(ξ)|2dξ ≤
∫
R2

[1 + |ξ|2(2−2α)]|ξ|2α|θ̂(ξ)|2dξ, (3.7)

uma vez que

|ξ|2(2−α) = |ξ|2(2−2α)|ξ|2α ≤ [1 + |ξ|2(2−2α)]|ξ|2α.

Sendo assim, podemos reescrever (3.7) da seguinte forma:

∥θ∥2
Ḣ2−α ≤

∫
R2

[1 + |ξ|2(2−2α)]||ξ|αθ̂(ξ)|2dξ

=

∫
R2

[1 + |ξ|2(2−2α)]|’|D|αθ(ξ)|2dξ

= ∥|D|αθ∥2H2−2α .
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Substituindo esta informação em (3.6), obtemos

∥θ(t)∥2H2−2α + 2

∫ t

0

∥|D|αθ∥2H2−2αdτ ≤ ∥θ0∥2H2−2α

+ 2(2− 2α)22−2αC(α)

∫ t

0

∥θ∥H2−2α∥|D|αθ∥2H2−2αdτ.

Denotando a constante positiva

(2− 2α)22−2αC(α), (3.8)

por Cα, segue que

∥θ(t)∥2H2−2α + 2

∫ t

0

∥|D|αθ∥2H2−2αdτ ≤ ∥θ0∥2H2−2α + 2Cα

∫ t

0

∥θ∥H2−2α∥|D|αθ∥2H2−2αdτ. (3.9)

Agora, considere o tempo T definido por

T = sup{ t ∈ [0, T ∗); sup
τ∈[0,t]

{∥θ(τ)∥H2−2α} < 2∥θ0∥H2−2α}.

Inicialmente, note que t 7→ ∥θ(t)∥H2−2α é uma função cont́ınua sobre [0, T ∗) e, além disso,

observe que

∥θ0∥H2−2α < 2∥θ0∥H2−2α .

A partir disso, existe T 0 ∈ (0, T ∗) tal que

∥θ(t)∥H2−2α < 2∥θ0∥H2−2α , ∀ t ∈ [0, T 0].

Em adição, como [0, T 0] é compacto, tem-se que

sup
t∈[0,T 0]

{∥θ(t)∥H2−2α} < 2∥θ0∥H2−2α ,

já que este supremo, na verdade, é um máximo. Logo, temos que T ≥ T 0 > 0. Ou seja,

T > 0. Agora, pela definição de supremo, temos que, para todo 0 ≤ t < T, existe T1 tal que

t < T1 ≤ T e

sup
τ∈[0,T1]

{∥θ(τ)∥H2−2α} < 2∥θ0∥H2−2α .
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Assim, perceba que

∥θ(τ)∥H2−2α ≤ sup
τ∈[0,T1]

∥θ(τ)∥H2−2α < 2∥θ0∥H2−2α , ∀τ ∈ [0, T1].

Então, segue que

∥θ(τ)∥H2−2α < 2∥θ0∥H2−2α , ∀τ ∈ [0, T1]. (3.10)

Usando o fato que t < T1 em (3.9), e aplicando (3.10), temos que

∥θ(t)∥2H2−2α + 2

∫ t

0

∥|D|αθ∥2H2−2αdτ ≤ ∥θ0∥2H2−2α + 4Cα∥θ0∥H2−2α

∫ t

0

∥|D|αθ∥2H2−2αdτ.

Como, por hipótese, ∥θ0∥H2−2α < 1
4Cα

, inferimos que

∥θ(t)∥2H2−2α + 2

∫ t

0

∥|D|αθ∥2H2−2αdτ ≤ ∥θ0∥2H2−2α +

∫ t

0

∥|D|αθ∥2H2−2αdτ.

Isso implica em

∥θ(t)∥2H2−2α +

∫ t

0

∥|D|αθ∥2H2−2αdτ ≤ ∥θ0∥2H2−2α , ∀ t ∈ [0, T ). (3.11)

Além disso, se considerarmos T ≤ T ∗ devemos ter T = T ∗ ou T < T ∗. Suponha, por

contradição, que T < T ∗. Por (3.11), temos que

∥θ(t)∥H2−2α ≤ ∥θ0∥H2−2α , ∀ t ∈ [0, T ). (3.12)

Sabemos que θ ∈ C([0, T ∗), H2−2α(R2)) (ver [19] para mais detalhes) e que T < T ∗, então,

por conseguinte, θ ∈ C([0, T ], H2−2α(R2)). Assim, passando ao limite, quando t ↗ T , em

(3.12), obtemos

∥θ(T )∥H2−2α = lim
t↗T

∥θ(t)∥H2−2α ≤ ∥θ0∥H2−2α < 2∥θ0∥H2−2α .

Consequentemente, podemos escrever

∥θ(T )∥H2−2α < 2∥θ0∥H2−2α . (3.13)
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Desta forma, por (3.12) e (3.13), inferimos que

∥θ(t)∥H2−2α < 2∥θ0∥H2−2α , ∀t ∈ [0, T ]. (3.14)

Usando novamente o fato que θ ∈ C([0, T ∗), H2−2α(R2)) e T < T ∗, garantimos que existe

T2 ∈ (T, T ∗) de modo que

∥θ(t)∥H2−2α < 2∥θ0∥H2−2α , ∀t ∈ [T, T2). (3.15)

Logo, por (3.14) e (3.15), tem-se que

∥θ(t)∥H2−2α < 2∥θ0∥H2−2α , ∀t ∈ [0, T2].

Com isso, pela continuidade de θ e por [0, T2] ser compacto, deduzimos que

sup
t∈[0,T2]

{∥θ(t)∥H2−2α} < 2∥θ0∥H2−2α ,

já que este supremo é, na verdade, um máximo. Dessa forma, temos que T ≥ T2. Isto é

uma contradição! Pois, T2 > T . Por isso, conclúımos que T = T ∗. Além disso, por (3.11)

podemos inferir que ∫ t

0

∥|D|αθ∥2H2−2αdτ ≤ ∥θ0∥2H2−2α , ∀t ∈ [0, T ∗).

Note ainda que

lim
t↗T ∗

∫ t

0

∥|D|αθ∥2H2−2αdτ =

∫ T ∗

0

∥ |D|αθ∥2H2−2αdτ.

Isso implica em ∫ T ∗

0

∥ |D|αθ∥2H2−2αdτ ≤ ∥θ0∥2H2−2α < ∞. (3.16)

Nestas condições, pelo Teorema 2.1, segue que T ∗ = ∞. Assim sendo, θ é solução global em

C(R+, H2−2α(R2)).

Em adição, por (3.16), |D|αθ ∈ L2(R+, H2−2α(R2)) e, além disso, por (3.11), conclúımos
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que

∥θ(t)∥2H2−2α +

∫ t

0

∥|D|αθ∥2H2−2αdτ ≤ ∥θ0∥2H2−2α , ∀t ∈ [0,∞). (3.17)

3.2 Decaimento de Soluções Globais

Para finalizar nosso estudo, envolvendo a solução para o sistema∂tθ + |D|2αθ + uθ · ∇θ = 0, x ∈ R2, t > 0;

θ(0, x) = θ0(x), x ∈ R2,
(3.18)

onde α ∈ (0, 1
2
) e uθ = (D2|D|−1θ,−D1|D|−1θ), obtida no Teorema 3.1, apresentaremos o

decaimento desta mesma no espaço H2−2α(R2), quando o tempo tende a infinito.

Teorema 3.2. Se θ ∈ C([0,∞), H2−2α(R2)) é a solução global de (3.18) tal que ∥θ0∥H2−2α

< C (C é encontrado na prova do Teorema 3.1), então

lim
t→∞

∥θ(t)∥H2−2α = 0.

Demonstração. Faremos esta prova em duas etapas.

Passo 1: Vamos provar, primeiramente, que

lim
t→∞

∥θ(t)∥L2 = 0.

Para isso, note que da primeira equação do sistema (3.18), temos que

∂tθ + |D|2αθ + uθ · ∇θ = 0.

Sendo assim, podemos escrever

∂tθ = −|D|2αθ − uθ · ∇θ.
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Com isso, observe que

d

dt
∥θ∥2L2 =

d

dt
⟨θ, θ⟩L2 = 2⟨θ, ∂tθ⟩L2 .

Logo, temos que

1

2

d

dt
∥θ∥2L2 = −⟨θ, |D|2αθ⟩L2 − ⟨θ, uθ · ∇θ⟩L2 . (3.19)

Usando a Identidade de Plancherel (ver Teorema 1.14) no primeiro termo do lado direito da

igualdade acima, resulta que

⟨θ, |D|2αθ⟩L2 = (2π)−2⟨θ̂,÷|D|2αθ⟩L2 .

Com isso, pela definição de produto interno em L2(R2) (ver Teorema 1.7), escrevemos

⟨θ, |D|2αθ⟩L2 = (2π)−2

∫
R2

θ̂(ξ)÷|D|2αθ(ξ)dξ = (2π)−2

∫
R2

θ̂(ξ)|ξ|2αθ̂(ξ)dξ

= (2π)−2

∫
R2

|ξ|2α|θ̂(ξ)|2dξ.

Em consequência disso, temos que

⟨θ, |D|2αθ⟩L2 = (2π)−2

∫
R2

||ξ|αθ̂(ξ)|2dξ = (2π)−2

∫
R2

|’|D|αθ(ξ)|2dξ = (2π)−2∥’|D|αθ∥2L2 .

Usando novamente a Identidade de Plancherel (ver Teorema 1.14), segue que

⟨θ, |D|2αθ⟩L2 = ∥|D|αθ∥2L2 . (3.20)

Usando que uθ é livre de divergente (ver Lema 1.1), temos que

⟨θ, uθ · ∇θ⟩L2 = 0.

De fato, por definição, temos que

⟨θ, uθ · ∇θ⟩L2 =

∫
R2

θ(uθ · ∇θ) dξ =

∫
R2

θ
( 2∑

j=1

uj
θDjθ

)
dξ,
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onde uθ = (u1
θ, u

2
θ). Logo, podemos escrever

⟨uθ · ∇θ, θ⟩L2 =
2∑

j=1

∫
R2

θDj(u
j
θθ)dξ. (3.21)

Sendo assim, segue que ∫
R2

θDj(u
j
θθ) dξ = −

∫
R2

uj
θθDjθdξ.

Dessa forma, por (3.21), temos que

⟨uθ · ∇θ, θ⟩L2 = −
2∑

j=1

∫
R2

uj
θθDjθ dξ = −

∫
R2

θ

2∑
j=1

(uj
θ Djθ)dξ.

A partir disso, inferimos que

⟨uθ · ∇θ, θ⟩L2 = −
∫
R2

θ
2∑

j=1

(uj
θ Djθ)dξ = −

∫
R2

θ(uθ · ∇θ)dξ.

Deste modo, deduzimos que

⟨θ, uθ · ∇θ⟩L2 = −⟨θ, uθ · ∇θ⟩L2 .

Em consequência disso, conclúımos que

⟨θ, uθ · ∇θ⟩L2 = 0. (3.22)

Substituindo (3.20) e (3.22) na igualdade (3.19), chegamos a

1

2

d

dt
∥θ∥2L2 + ∥|D|αθ∥2L2 = 0.

Integrando sobre [0, t], tem-se que

1

2

∫ t

0

d

dτ
∥θ∥2L2dτ +

∫ t

0

∥|D|αθ∥2L2dτ = 0.

Pelo Teorema Fundamental do Cálculo, obtemos

1

2
∥θ(τ)∥2L2 |t0 +

∫ t

0

∥|D|αθ∥2L2dτ = 0.
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Dessa forma, infere-se que

1

2
∥θ(t)∥2L2 −

1

2
∥θ0∥2L2 +

∫ t

0

∥|D|αθ∥2L2dτ = 0.

Consequentemente, segue que

∥θ(t)∥2L2 + 2

∫ t

0

∥|D|αθ∥2L2dτ = ∥θ0∥2L2 . (3.23)

Agora, para δ > 0, definimos as seguintes funções:

ωδ = Aδ(D)θ = F−1(χB(0,δ)θ̂)

υδ = Bδ(D)θ = F−1(χB(0,δ)c θ̂),

onde Ac indica o complementar do conjunto A, χC denota a função caracteŕıstica do conjunto

C usual e B(0, r) é a bola aberta de centro 0 e raio r > 0 em R2. Além disso, temos também

que

ω0
δ = Aδ(D)θ0 e υ0

δ = Bδ(D)θ0. (3.24)

Sabendo disso, lembremos que a primeira equação do sistema (3.18) nos diz que

∂tθ + |D|2αθ + uθ · ∇θ = 0.

Aplicando a transformada de Fourier na equação acima, temos que

F(∂tθ) + F(|D|2αθ) + F(uθ · ∇θ) = 0.

Usando a definição de transformada de Fourier (ver definição 1.16), conclúımos que

∂tF(θ) + |ξ|2αF(θ) + F(uθ · ∇θ) = 0.

Multiplicando a equação acima, por χB(0,δ), segue que

χB(0,δ)∂tF(θ) + χB(0,δ)|ξ|2αF(θ) + χB(0,δ)F(uθ · ∇θ) = 0.
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Aplicando a transformada de Fourier inversa (ver Teorema 1.12), chegamos a

F−1[χB(0,δ)∂tF(θ)] + F−1[χB(0,δ)|ξ|2αF(θ)] + F−1[χB(0,δ)F(uθ · ∇θ)] = 0.

Dessa forma, temos que

∂tF−1[χB(0,δ)F(θ)] + |D|2αF−1[χB(0,δ)F(θ)] + F−1[χB(0,δ)F(uθ · ∇θ)] = 0.

A partir disso, deduzimos que

∂tF−1[χB(0,δ)θ̂] + |D|2αF−1[χB(0,δ)θ̂] + F−1[χB(0,δ)
÷uθ · ∇θ] = 0.

Isso implica em

∂tAδ(D)θ + |D|2αAδ(D)θ + Aδ(D)(uθ · ∇θ) = 0.

Por definição, conclúımos que

∂tωδ + |D|2αωδ + Aδ(D)(uθ · ∇θ) = 0.

Assim, podemos escrever

⟨∂tωδ + |D|2αωδ + Aδ(D)(uθ · ∇θ), ωδ⟩L2 = 0.

Com isso, segue que

⟨∂tωδ, ωδ⟩L2 + ⟨|D|2αωδ, ωδ⟩L2 + ⟨Aδ(D)(uθ · ∇θ), ωδ⟩L2 = 0. (3.25)

Analisando cada termo da igualdade acima, podemos observar que

d

dt
∥ωδ∥2L2 =

d

dt
⟨ωδ, ωδ⟩L2 = 2Re [⟨∂tωδ, ωδ⟩L2 ].

Logo, deduzimos que

1

2

d

dt
∥ωδ∥2L2 = Re [⟨∂tωδ, ωδ⟩L2 ]. (3.26)

Aplicando a Identidade de Plancherel (ver Teorema 1.14) no segundo termo de (3.25), obte-
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mos

⟨|D|2αωδ, ωδ⟩L2 = (2π)−2⟨◊�|D|2αωδ, “ωδ⟩L2 .

Assim, por definição de produto interno em L2(R2) (ver Teorema 1.7), é verdade que

(2π)−2⟨◊�|D|2αωδ, “ωδ⟩L2 = (2π)−2

∫
R2

◊�|D|2αωδ(ξ)“ωδ(ξ)dξ = (2π)−2

∫
R2

|ξ|2α“ωδ(ξ)“ωδ(ξ)dξ

= (2π)−2

∫
R2

|ξ|2α|“ωδ(ξ)|2dξ = (2π)−2

∫
R2

||ξ|α“ωδ(ξ)|2dξ

= (2π)−2

∫
R2

|÷|D|αωδ(ξ)|2dξ = (2π)−2∥÷|D|αωδ∥2L2 .

Deste modo, chegamos a

⟨|D|2αωδ, ωδ⟩L2 = (2π)−2∥÷|D|αωδ∥2L2 .

Usando novamente a Identidade de Plancherel (ver Teorema 1.14), segue que

⟨|D|2αωδ, ωδ⟩L2 = ∥|D|αωδ∥2L2 . (3.27)

Substituindo (3.26) e (3.27) em (3.25), resulta que

1

2

d

dt
∥ωδ∥2L2 + ∥|D|αωδ∥2L2 +Re [⟨Aδ(D)(uθ · ∇θ), ωδ⟩L2 ] = 0.

Reescrevendo, temos que

1

2

d

dt
∥ωδ∥2L2 + ∥|D|αωδ∥2L2 = −Re [⟨Aδ(D)(uθ · ∇θ), ωδ⟩L2 ].

Isso implica em

1

2

d

dt
∥ωδ∥2L2 + ∥|D|αωδ∥2L2 ≤ |⟨Aδ(D)(uθ · ∇θ), ωδ⟩L2 |.

Integrando sobre [0, t], segue que

1

2

∫ t

0

d

dτ
∥ωδ∥2L2dτ +

∫ t

0

∥|D|αωδ∥2L2dτ ≤
∫ t

0

|⟨Aδ(D)(uθ · ∇θ), ωδ⟩L2|dτ.
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Pelo Teorema Fundamental do Cálculo, chegamos a

1

2
∥ωδ(τ)∥2L2 |t0 +

∫ t

0

∥|D|αωδ∥2L2dτ ≤
∫ t

0

|⟨Aδ(D)(uθ · ∇θ), ωδ⟩L2|dτ.

Fazendo as devidas substituições, inferimos que

∥ωδ(t)∥2L2 + 2

∫ t

0

∥|D|αωδ∥2L2dτ ≤ ∥ω0
δ∥2L2 + 2

∫ t

0

|⟨Aδ(D)(uθ · ∇θ), ωδ⟩L2|dτ. (3.28)

Por outro lado, observe que

Aδ(D)2θ = Aδ(D)(Aδ(D)θ) = Aδ(D)(F−1(χB(0,δ)θ̂)) = F−1(χB(0,δ)θ̂) = Aδ(D)θ.

Dessa forma, temos que

Aδ(D)2θ = Aδ(D)θ. (3.29)

Além disso, podemos observar que

⟨Aδ(D)f, g⟩L2 = ⟨ f, Aδ(D)g⟩L2 . (3.30)

Com efeito, por definição, temos que

⟨Aδ(D)f, g⟩L2 = ⟨F−1(χB(0,δ)f̂), g⟩L2 .

Usando a Identidade de Plancherel (ver Teorema 1.14), chegamos a

⟨Aδ(D)f, g⟩L2 = (2π)−2⟨F(F−1(χB(0,δ)f̂)), ĝ⟩L2 .

Em consequência disso, temos que

⟨Aδ(D)f, g⟩L2 = (2π)−2⟨χB(0,δ)f̂ , ĝ⟩L2 .

Por definição de produto interno em L2(R2) (ver Teorema 1.7), escrevemos

⟨Aδ(D)f, g⟩L2 = (2π)−2

∫
R2

χB(0,δ)f̂(x)ĝ(x)dx.
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Isso é equivalente a

⟨Aδ(D)f, g⟩L2 = (2π)−2

∫
B(0,δ)

f̂(x)ĝ(x)dx. (3.31)

Por outro lado, é verdade que

⟨ f, Aδ(D)g⟩L2 = ⟨ f,F−1(χB(0,δ)ĝ)⟩L2 .

Pela Identidade de Plancherel (ver Teorema 1.14), segue que

⟨ f, Aδ(D)g⟩L2 = (2π)−2⟨ f̂ ,F(F−1(χB(0,δ)ĝ))⟩L2 .

Consequentemente, inferimos que

⟨ f, Aδ(D)g⟩L2 = (2π)−2⟨ f̂ , χB(0,δ)ĝ⟩L2 .

Usando a definição de produto interno em L2(R2) (ver Teorema 1.7), escrevemos

⟨ f, Aδ(D)g⟩L2 = (2π)−2

∫
R2

f̂(x)χB(0,δ)ĝ(x)dx

= (2π)−2

∫
R2

f̂(x)χB(0,δ)ĝ(x)dx

= (2π)−2

∫
B(0,δ)

f̂(x)ĝ(x)dx.

Logo, deduzimos que

⟨ f, Aδ(D)g⟩L2 = (2π)−2

∫
B(0,δ)

f̂(x)ĝ(x)dx. (3.32)

Comparando as igualdades (3.31) e (3.32), conclúımos que (3.30) segue.

Agora, analisando o termo do lado direito da desigualdade (3.28), podemos notar, usando

(3.30), que

|⟨Aδ(D)(uθ · ∇θ), ωδ⟩L2| = |⟨uθ · ∇θ, Aδ(D)ωδ⟩L2|.

Como ωδ = Aδ(D)θ, inferimos que

|⟨Aδ(D)(uθ · ∇θ), ωδ⟩L2| = |⟨uθ · ∇θ, Aδ(D)2θ⟩L2 |.
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Por (3.29), chegamos a

|⟨Aδ(D)(uθ · ∇θ), ωδ⟩L2 | = |⟨uθ · ∇θ, Aδ(D)θ⟩L2|.

Consequentemente, segue que

|⟨Aδ(D)(uθ · ∇θ), ωδ⟩L2| = |⟨uθ · ∇θ, ωδ⟩L2 |.

Pela Identidade de Plancherel (ver Teorema 1.14), podemos escrever

|⟨Aδ(D)(uθ · ∇θ), ωδ⟩L2| = |(2π)−2⟨÷uθ · ∇θ, “ωδ⟩L2|.

Usando a definição de produto interno em L2(R2) (ver Teorema 1.7), infere-se que

|⟨Aδ(D)(uθ · ∇θ), ωδ⟩L2| = (2π)−2
∣∣∣ ∫

R2

F(uθ · ∇θ)(ξ)“ωδ(ξ)dξ
∣∣∣.

Usando as propriedades de integral, deduzimos que

|⟨Aδ(D)(uθ · ∇θ), ωδ⟩L2| ≤ (2π)−2

∫
R2

|F(uθ · ∇θ)(ξ)“ωδ(ξ)|dξ.

Pelas propriedades do módulo, chegamos a

|⟨Aδ(D)(uθ · ∇θ), ωδ⟩L2| ≤ (2π)−2

∫
R2

|F(uθ · ∇θ)(ξ)||“ωδ(ξ)| dξ.

Em consequência disso, temos que

|⟨Aδ(D)(uθ · ∇θ), ωδ⟩L2| ≤ (2π)−2

∫
R2

|F(uθ · ∇θ)(ξ)||“ωδ(ξ)| dξ. (3.33)

Agora, perceba novamente que

uθ · ∇θ =
2∑

j=1

uj
θDjθ,

onde uθ = (u1
θ, u

2
θ). Sabendo que ∇ · uθ = 0 (ver Lema 1.1), deduzimos que

2∑
j=1

uj
θDjθ =

2∑
j=1

Dj(u
j
θθ).
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Em decorrência disso, temos que

uθ · ∇θ =
2∑

j=1

Dj(u
j
θθ) = D1(u

1
θθ) +D2(u

2
θθ).

Como a transformada de Fourier é um operador linear (ver Teorema 1.12), chegamos a

F(uθ · ∇θ) = F(D1(u
1
θθ)) + F(D2(u

2
θθ)).

Utilizando as propriedades da transformada de Fourier (ver Teorema 1.13), segue que

F(uθ · ∇θ) = (iξ1)’(u1
θθ) + (iξ2)’(u2

θθ) = (iξ1)F(u1
θθ) + (iξ2)F(u2

θθ).

Logo, temos que

F(uθ · ∇θ) = i
2∑

j=1

ξjF(uj
θθ).

Sendo assim, note que

|F(uθ · ∇θ)| =
∣∣∣ i 2∑

j=1

ξjF(uj
θθ)

∣∣∣ = |i|
∣∣∣ 2∑
j=1

ξjF(uj
θθ)

∣∣∣ = ∣∣∣ 2∑
j=1

ξjF(uj
θθ)

∣∣∣ = |ξ · F(θuθ)|.

Dessa forma, pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz, conclúımos que

|F(uθ · ∇θ)| ≤ |ξ||F(θuθ)|. (3.34)

Usando esta informação em (3.33), inferimos que

|⟨Aδ(D)(uθ · ∇θ), ωδ⟩L2| ≤ (2π)−2

∫
R2

|ξ||F(θuθ)(ξ)||“ωδ(ξ)| dξ.

Usando o fato que |ξ|2−2α|ξ|2α−1 = |ξ|, deduzimos que

|⟨Aδ(D)(uθ · ∇θ), ωδ⟩L2| ≤ (2π)−2

∫
R2

|ξ|2−2α|ξ|2α−1|F(θuθ)(ξ)||“ωδ(ξ)| dξ.

Observe ainda que “ωδ = F(F−1(χB(0,δ)θ̂)) = χB(0,δ)θ̂.
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Deste modo, é verdade que

|⟨Aδ(D)(uθ · ∇θ), ωδ⟩L2| ≤ (2π)−2

∫
R2

|ξ|2−2α|ξ|2α−1|F(θuθ)(ξ)||χB(0,δ)θ̂(ξ)| dξ

≤ (2π)−2δ2−2α

∫
|ξ|<δ

|ξ|2α−1|F(θuθ)(ξ)||θ̂(ξ)| dξ,

desde que 2− 2α ≥ 0 (pois, α ≤ 1). Aplicando a Desigualdade de Hölder (ver Teorema 1.3),

tem-se que

|⟨Aδ(D)(uθ · ∇θ), ωδ⟩L2| ≤ (2π)−2δ2−2α
(∫

|ξ|<δ

|ξ|2(2α−1)|F(θuθ)(ξ)|2 dξ
) 1

2

×
(∫

|ξ|<δ

|θ̂(ξ)|2 dξ
) 1

2

.

Em decorrência disso, inferimos que

|⟨Aδ(D)(uθ · ∇θ), ωδ⟩L2 | ≤ (2π)−2δ2−2α∥θuθ∥Ḣ2α−1∥θ̂∥L2 . (3.35)

Observe que, tomando s1 = s2 = α podemos utilizar o Lema 1.5 no primeiro termo do lado

direito da desigualdade acima, uma vez que s1 < 1 e s2 < 1, dado que α < 1. Além disso,

s1 + s2 = 2α > 0, pois α > 0. Por isso, temos que

∥θ uθ∥Ḣ2α−1 ≤ C(α)∥θ∥Ḣα∥uθ∥Ḣα .

Sabendo disso, pelo Lema 1.1, note que

∥uθ∥Ḣα =
[ ∫

R2

|ξ|2α|“uθ(ξ)|2
] 1

2

=
[ ∫

R2

|ξ|2α|θ̂(ξ)|2
] 1

2

= ∥θ∥Ḣα .

Consequentemente, segue que

∥θuθ∥Ḣ2α−1 ≤ C(α)∥θ∥2
Ḣα . (3.36)

Substituindo (3.36) em (3.35), obtemos

|⟨Aδ(D)(uθ · ∇θ), ωδ⟩L2| ≤ (2π)−2δ2−2α C(α)∥θ∥2
Ḣα∥θ̂∥L2 .
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Utilizando a Identidade de Plancherel (ver Teorema 1.14), tem-se que

|⟨Aδ(D)(uθ · ∇θ), ωδ⟩L2| ≤ (2π)−2(2π)2δ2−2αC(α)∥θ∥2
Ḣα∥θ∥L2 .

Dessa forma, conclui-se que

|⟨Aδ(D)(uθ · ∇θ), ωδ⟩L2| ≤ δ2−2α C(α)∥θ∥2
Ḣα∥θ∥L2 . (3.37)

A partir da igualdade (3.23), deduzimos a seguinte desigualdade de energia:

∥θ(τ)∥L2 ≤ ∥θ0∥L2 , ∀τ ≥ 0.

Usando esta informação em (3.37), chegamos a

|⟨Aδ(D)(uθ · ∇θ), ωδ⟩L2| ≤ δ2−2α C(α)∥θ∥2
Ḣα∥θ0∥L2 .

Substituindo este fato em (3.28), obtemos

∥ωδ(t)∥2L2 + 2

∫ t

0

∥|D|αωδ∥2L2dτ ≤ ∥ω0
δ∥2L2 + 2C(α)δ2−2α∥θ0∥L2

∫ t

0

∥θ∥2
Ḣα dτ.

Pela definição de norma em Ḣα(R2) (ver definição 1.22), podemos observar que

∥θ∥2
Ḣα =

∫
R2

|ξ|2α|θ̂(ξ)|2dξ =

∫
R2

||ξ|αθ̂(ξ)|2dξ =

∫
R2

|’|D|αθ(ξ)|2dξ.

Deste modo, inferimos que

∥θ∥2
Ḣα = ∥’|D|αθ∥2L2 .

Logo, pela Identidade de Plancherel (ver Teorema 1.14), segue que

∥θ∥2
Ḣα = (2π)2∥|D|αθ∥2L2 .

Dessa forma, temos que

∥ωδ(t)∥2L2 + 2

∫ t

0

∥|D|αωδ∥2L2dτ ≤ ∥ω0
δ∥2L2 + 2(2π)2C(α)δ2−2α∥θ0∥L2

∫ t

0

∥|D|αθ∥2L2 dτ.
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Usando a igualdade (3.23) novamente, podemos escrever

2

∫ t

0

∥|D|αθ∥2L2dτ ≤ ∥θ0∥2L2 .

Portanto, conclúımos que

∥ωδ(t)∥2L2 + 2

∫ t

0

∥|D|αωδ∥2L2dτ ≤ ∥ω0
δ∥2L2 + C(α)(2π)2δ2−2α∥θ0∥3L2 . (3.38)

Sabendo disso, defina

εδ = ∥ω0
δ∥2L2 + C(α)(2π)2δ2−2α∥θ0∥3L2 .

Assim sendo, veja que

lim
δ↘0

εδ = lim
δ↘0

∥ω0
δ∥2L2 + C(α)(2π)2∥θ0∥3L2 lim

δ↘0
δ2−2α. (3.39)

Antes de calcularmos este limite do lado esquerdo de (3.39), use a Identidade de Plan-

cherel (ver Teorema 1.14) para obter

∥ω0
δ∥2L2 = (2π)−2∥ω̂0

δ∥
2
L2 .

Com isso, por definição da norma em L2(R2) (ver definição 1.8), segue que

∥ω0
δ∥2L2 = (2π)−2

∫
R2

|ω̂0
δ (ξ)|

2dξ = (2π)−2

∫
R2

|ÿ�Aδ(D)θ0(ξ)|2dξ.

Reescrevendo a igualdade acima, chegamos a

∥ω0
δ∥2L2 = (2π)−2

∫
R2

|F(F−1(χB(0,δ)
“θ0)(ξ)|2dξ.

Em decorrência disso, inferimos que

∥ω0
δ∥2L2 = (2π)−2

∫
R2

|χB(0,δ)
“θ0(ξ)|2dξ.

Logo, conclúımos que

∥ω0
δ∥2L2 = (2π)−2

∫
B(0,δ)

|“θ0(ξ)|2dξ.
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Substituindo esta informação em (3.39), segue que

lim
δ↘0

εδ = (2π)−2 lim
δ↘0

∫
B(0,δ)

|“θ0(ξ)|2dξ + C(α)(2π)2∥θ0∥3L2 lim
δ↘0

δ2−2α.

Portanto, pelo Teorema 1.9, podemos concluir que

lim
δ↘0

εδ = 0, (3.40)

pois 2− 2α > 0 (já que α < 1) e θ0 ∈ L2(R2). Dessa forma, por (3.38), temos que

sup
t≥0

{∥ωδ(t)∥L2} ≤ εδ.

Passando ao limite, quando δ ↘ 0, obtemos

lim
δ↘0

sup
t≥0

{∥ωδ(t)∥L2} = 0. (3.41)

Além disso, podemos observar que

∥ωδ∥2Ḣα =

∫
R2

|ξ|2α|“ωδ(ξ)|2dξ =

∫
R2

|ξ|2α|F(ωδ)(ξ)|2dξ.

Usando a definição de ωδ, chegamos a

∥ωδ∥2Ḣα =

∫
R2

|ξ|2α|F(F−1(χB(0,δ)θ̂)(ξ)|2dξ =

∫
R2

|ξ|2α|χB(0,δ)θ̂(ξ)|2dξ.

Isso é equivalente a

∥ωδ∥2Ḣα =

∫
B(0,δ)

|ξ|2α|θ̂(ξ)|2dξ =

∫
B(0,δ)

||ξ|αθ̂(ξ)|2dξ.

Logo, tem-se que

∥ωδ∥2Ḣα =

∫
B(0,δ)

||ξ|αθ̂(ξ)|2dξ. (3.42)

Agora, veja que

∥|D|αωδ∥2L2 = (2π)−2∥◊�|D|αωδ(ξ)∥2L2 ,

utilizando a Identidade de Plancherel (ver Teorema 1.14). Assim, pela definição da norma
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L2(R2) (ver definição 1.8), segue que

∥|D|αωδ∥2L2 = (2π)−2

∫
R2

||ξ|α“ωδ(ξ)|2dξ.

Consequentemente, inferimos que

∥|D|αωδ∥2L2 = (2π)−2

∫
R2

||ξ|αF(ωδ)(ξ)|2dξ.

Isso implica em

∥|D|αωδ∥2L2 = (2π)−2

∫
R2

||ξ|αχB(0,δ)θ̂(ξ))|2dξ.

O que equivale a

∥|D|αωδ∥2L2 = (2π)−2

∫
B(0,δ)

||ξ|αθ̂(ξ))|2dξ. (3.43)

Comparando (3.42) e (3.43), deduzimos que

∥|D|αωδ∥2L2 = (2π)−2∥ωδ∥2Ḣα . (3.44)

Por outro lado, de (3.38), temos que

2

∫ t

0

∥|D|αωδ∥2L2dτ ≤ εδ.

Sendo assim, por (3.44), obtemos

2(2π)−2

∫ t

0

∥ωδ∥2Ḣαdτ ≤ εδ.

Fazendo t → ∞, chegamos a

2(2π)−2

∫ ∞

0

∥ωδ∥2Ḣα ≤ εδ.

Passando ao limite, quando δ ↘ 0, deduzimos que

2(2π)−2 lim
δ↘0

∫ ∞

0

∥ωδ∥2Ḣα ≤ lim
δ↘0

εδ.
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Então, por (3.40), segue que

2(2π)−2 lim
δ↘0

∫ ∞

0

∥ωδ∥2Ḣα = 0. (3.45)

Deste modo, por (3.41) e (3.45) podemos concluir que dado ε > 0, existe δ0 > 0 tal que,

para todo 0 < δ < δ0, conclui-se que

sup
t≥0

{∥ωδ(t)∥L2} <
ε

2
e

∫ ∞

0

∥ωδ∥2Ḣαdτ <
ε

2
. (3.46)

De agora em diante, fixe δ ∈ (0, δ0) e relembre novamente que a primeira equação do

sistema (3.18) nos diz que

∂tθ + |D|2αθ + uθ · ∇θ = 0.

Aplicando a transformada de Fourier à equação acima, obtemos

F(∂tθ) + F(|D|2αθ) + F(uθ · ∇θ) = 0.

Utilizando a definição de transformada de Fourier (ver definição 1.16), resulta que

∂tF(θ) + |ξ|2αF(θ) + F(uθ · ∇θ) = 0.

Multiplicando por χB(0,δ)c , tem-se que

χB(0,δ)c∂tF(θ) + χB(0,δ)c |ξ|2αF(θ) + χB(0,δ)cF(uθ · ∇θ) = 0.

Aplicando a transformada de Fourier inversa (ver Teorema 1.12), podemos escrever

F−1[χB(0,δ)c∂tF(θ)] + F−1[χB(0,δ)c|ξ|2αF(θ)] + F−1[χB(0,δ)cF(uθ · ∇θ)] = 0.

Assim sendo, temos que

∂tF−1[χB(0,δ)cF(θ)] + |D|2αF−1[χB(0,δ)cF(θ)] + F−1[χB(0,δ)cF(uθ · ∇θ)] = 0.

Diante disso, inferimos que

∂tF−1[χB(0,δ)c θ̂] + |D|2αF−1[χB(0,δ)c θ̂] + F−1[χB(0,δ)c
÷uθ · ∇θ] = 0.
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Isso é equivalente a

∂tBδ(D)θ + |D|2αBδ(D)θ +Bδ(D)(uθ · ∇θ) = 0.

Por definição, constatamos que

∂tυδ + |D|2αυδ +Bδ(D)(uθ · ∇θ) = 0.

Aplicando à equação acima o semigrupo do calor e−(t−τ)|D|2α (ver definição 1.20), onde τ ∈
[0, t], obtemos

e−(t−τ)|D|2α(∂τυδ + |D|2αυδ +Bδ(D)(uθ · ∇θ)) = e−(t−τ)|D|2α(0).

Como o semigrupo do calor é um operador linear (segue diretamente da definição 1.20),

inferimos que

e−(t−τ)|D|2α∂τυδ + e−(t−τ)|D|2α|D|2αυδ + e−(t−τ)|D|2α(Bδ(D)(uθ · ∇θ)) = 0.

Integrando sobre [0, t], resulta que∫ t

0

e−(t−τ)|D|2α∂τυδ dτ +

∫ t

0

e−(t−τ)|D|2α|D|2αυδ dτ +

∫ t

0

e−(t−τ)|D|2α(Bδ(D)(uθ · ∇θ))dτ = 0.

(3.47)

Resolvendo a primeira integral acima, notamos que∫ t

0

e−(t−τ)|D|2α∂τυδdτ = υδ(t)− e−t|D|2αυ0
δ −

∫ t

0

e−(t−τ)|D|2α |D|2αυδdτ.

Em consequência disso, (3.47) é da forma

υδ(t) = e−t|D|2αυ0
δ −

∫ t

0

e−(t−τ)|D|2α(Bδ(D)(uθ · ∇θ))dτ.

Aplicando a norma em Ḣ−σ(R2) (ver definição 1.22), com σ = 2− 2α, obtemos

∥υδ∥Ḣ−σ =
∥∥∥ e−t|D|2αυ0

δ −
∫ t

0

e−(t−τ)|D|2αBδ(D)(uθ · ∇θ)dτ
∥∥∥
Ḣ−σ

.
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Diante disso, inferimos que

∥υδ∥Ḣ−σ ≤ ∥ e−t|D|2αυ0
δ∥Ḣ−σ +

∥∥∥∫ t

0

e−(t−τ)|D|2αBδ(D)(uθ · ∇θ)dτ
∥∥∥
Ḣ−σ

. (3.48)

Analisando os termos do lado direito da desigualdade acima, percebemos que

∥ e−t|D|2αυ0
δ∥2Ḣ−σ =

∫
R2

|ξ|−2σ|Ÿ�e−t|D|2αυ0
δ (ξ)|

2dξ.

Utilizando a definição de transformada de Fourier novamente (ver definição 1.16), tem-se

que

∥ e−t|D|2αυ0
δ∥2Ḣ−σ =

∫
R2

|ξ|−2σ| e−t|ξ|2α“υ0
δ (ξ)|

2dξ

=

∫
R2

|ξ|−2σe−2t|ξ|2α|F(υ0
δ )(ξ)|2dξ.

Fazendo uso da definição de υ0
δ (ver (3.24)), chegamos a

∥e−t|D|2αυ0
δ∥2Ḣ−σ =

∫
R2

|ξ|−2σe−2t|ξ|2α|F(F−1(χB(0,δ)c
“θ0))(ξ)|2dξ

=

∫
R2

|ξ|−2σe−2t|ξ|2α|χB(0,δ)c
“θ0(ξ)|2dξ.

Consequentemente, segue que

∥ e−t|D|2αυ0
δ∥2Ḣ−σ =

∫
|ξ|≥δ

|ξ|−2σe−2t|ξ|2α|“θ0(ξ)|2dξ ≤ δ−2σe−2tδ2α
∫
|ξ|≥δ

|“θ0(ξ)|2dξ,
desde que σ = 2− 2α > 0 (pois, α < 1). Diante disso, tem-se que

∥ e−t|D|2αυ0
δ∥2Ḣ−σ ≤ δ−2σe−2tδ2α∥“θ0∥2L2 .

Utilizando a Identidade de Plancherel (ver Teorema 1.14), deduzimos que

∥ e−t|D|2αυ0
δ∥2Ḣ−σ ≤ (2π)2δ−2σe−2tδ2α∥θ0∥2L2 .

Em resumo, descobrimos que

∥ e−t|D|2αυ0
δ∥Ḣ−σ ≤ (2π)δ−σe−tδ2α∥θ0∥L2 . (3.49)
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Além disso, observe que

J :=
∥∥∥∫ t

0

e−(t−τ)|D|2αBδ(D)(uθ · ∇θ)dτ
∥∥∥
Ḣ−σ

≤
∫ t

0

∥ e−(t−τ)|D|2αBδ(D)(uθ · ∇θ)∥Ḣ−σdτ.

Fazendo uso da definição de norma em Ḣ−σ(R2) (ver definição 1.22), temos que

J ≤
∫ t

0

(∫
R2

|ξ|−2σ|F{e−(t−τ)|D|2αBδ(D)(uθ · ∇θ)}|2dξ
) 1

2

dτ.

Pela definição de transformada de Fourier (ver definição 1.16), chegamos a

J ≤
∫ t

0

(∫
R2

|ξ|−2σ| e−(t−τ)|ξ|2αF(Bδ(D)(uθ · ∇θ))|2 dξ
) 1

2

dτ.

Usando da definição de Bδ(D), segue que

J ≤
∫ t

0

(∫
R2

|ξ|−2σ| e−(t−τ)|ξ|2αF(F−1(χB(0,δ)c
÷uθ · ∇θ))|2 dξ

) 1
2

dτ.

Em consequência disso, temos que

J ≤
∫ t

0

(∫
R2

|ξ|−2σe−2(t−τ)|ξ|2α |χB(0,δ)c
÷uθ · ∇θ|2 dξ

) 1
2

dτ.

A partir disso, inferimos que

J ≤
∫ t

0

(∫
|ξ|≥δ

|ξ|−2σe−2(t−τ)|ξ|2α|÷uθ · ∇θ|2 dξ
) 1

2

dτ.

Por (3.34), podemos escrever

J ≤
∫ t

0

e−(t−τ)δ2α
(∫

|ξ|≥δ

|ξ|2−2σ|”θuθ|2 dξ
) 1

2

dτ. (3.50)

Resolvendo a integral que está em parênteses em (3.50), chegamos a

(∫
|ξ|≥δ

|ξ|2−2σ|”θuθ(ξ)|2 dξ
) 1

2

=
(∫

|ξ|≥δ

|ξ|2−2σ

2∑
j=1

|”θuj
θ(ξ)|

2 dξ
) 1

2

=
( 2∑

j=1

∫
|ξ|≥δ

|ξ|2−2σ|”θuj
θ(ξ)|

2 dξ
) 1

2

.
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Em decorrência disso, inferimos que

(∫
|ξ|≥δ

|ξ|2−2σ|”θuθ(ξ)|2 dξ
) 1

2 ≤
( 2∑

j=1

∫
R2

|ξ|2(1−σ)|”θuj
θ(ξ)|

2 dξ
) 1

2

.

Sendo assim, segue que

(∫
|ξ|≥δ

|ξ|2−2σ|”θuθ(ξ)|2 dξ
) 1

2 ≤
( 2∑

j=1

∥θuj
θ∥

2
Ḣ1−σ

) 1
2

.

Posto isso, (3.50) é da seguinte forma:

J ≤
∫ t

0

e−(t−τ)δ2α
( 2∑

j=1

∥θuj
θ∥

2
Ḣ1−σ

) 1
2

dτ.

Dado que σ = 2− 2α, percebemos que 1− σ = 2α− 1. Com isso, temos que

J ≤
∫ t

0

e−(t−τ)δ2α
( 2∑

j=1

∥θuj
θ∥

2
Ḣ2α−1

) 1
2

dτ.

Nestas condições, aplicando o Lema 1.5, com s1 = s2 = α (note que s1, s2 < 1, dado que

α < 1, e s1 + s2 = 2α > 0, já que α > 0), deduzimos que

J ≤
∫ t

0

e−(t−τ)δ2α
( 2∑

j=1

C(α)2∥θ∥2
Ḣα∥uj

θ∥
2
Ḣα

) 1
2

dτ.

Posto isso, podemos escrever

J ≤ C(α)

∫ t

0

e−(t−τ)δ2α∥θ∥Ḣα∥uθ∥Ḣαdτ.

Pelo Lema 1.1, constatamos que

J ≤ C(α)

∫ t

0

e−(t−τ)δ2α∥θ∥2
Ḣαdτ. (3.51)

Substituindo (3.49) e (3.51) em (3.48), obtemos

∥υδ∥Ḣ−σ ≤ (2π)δ−σe−tδ2α∥θ0∥L2 + C(α)

∫ t

0

e−(t−τ)δ2α∥θ∥2
Ḣα dτ.
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Passando à norma L2(R+) (ver definição 1.8), resulta que

∥υδ∥L2(R+,Ḣ−σ) ≤ (2π)δ−σ∥θ0∥L2

(∫ ∞

0

e−2tδ2αdt
) 1

2

+ C(α)
(∫ ∞

0

(∫ t

0

e−(t−τ)δ2α∥θ(τ)∥2
Ḣαdτ

)2

dt
) 1

2

. (3.52)

Calculando a primeira integral do lado direito de (3.52), percebemos que∫ ∞

0

e−2tδ2αdt =
1

2δ2α
.

Usando esta informação em (3.52), chegamos a

∥υδ∥L2(R+,Ḣ−σ) ≤ ∥θ0∥L2

(2π)δα−2

√
2

+ C(α)
(∫ ∞

0

(∫ ∞

0

e−(t−τ)δ2αχ(0,t)(τ)∥θ(τ)∥2Ḣαdτ
)2

dt
) 1

2

,

pois σ = 2− 2α. Assim, pela Desigualdade de Minkowski para integrais (ver Teorema 1.5),

podemos escrever

∥υδ∥L2(R+,Ḣ−σ) ≤ ∥θ0∥L2

(2π)δα−2

√
2

+ C(α)

∫ ∞

0

(∫ ∞

0

e−2(t−τ)δ2αχ(τ,∞)(t)∥θ(τ)∥4Ḣαdt
) 1

2

dτ.

Em decorrência disso, segue que

∥υδ∥L2(R+,Ḣ−σ) ≤
(2π)δα−2

√
2

∥θ0∥L2 + C(α)

∫ ∞

0

eτδ
2α∥θ(τ)∥2

Ḣα

(∫ ∞

τ

e−2 tδ2αdt
) 1

2

dτ. (3.53)

Observe ainda que

∥θ(τ)∥2
Ḣα =

∫
R2

|ξ|2α|θ̂(τ)|2dτ =

∫
R2

||ξ|αθ̂(τ)|2dτ =

∫
R2

|’|D|αθ(τ)|2dτ = ∥’|D|αθ(τ)∥2L2 .

Assim, pela Identidade de Plancherel (ver Teorema 1.14), segue que

∥θ(τ)∥2
Ḣα = (2π)2∥|D|αθ(τ)∥2L2 . (3.54)

Além disso, é verdade que ∫ ∞

τ

e−2 tδ2αdt =
e−2τδ2α

2δ2α
.
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Com isso, temos que

(∫ ∞

τ

e−2 tδ2αdt
) 1

2

=
e−τδ2αδ−α

√
2

. (3.55)

Substituindo (3.54) e (3.55) em (3.53), tem-se que

∥υδ∥L2(R+,Ḣ−σ) ≤
(2π)δα−2

√
2

∥θ0∥L2 + C(α)
(2π)2δ−α

√
2

∫ ∞

0

∥|D|αθ∥2L2dτ. (3.56)

Por outro lado, pela igualdade (3.23), inferimos que

2

∫ t

0

∥|D|αθ∥2L2dτ ≤ ∥θ0∥2L2 , ∀t ≥ 0.

Passando ao limite, quando t → ∞, segue que∫ ∞

0

∥|D|αθ∥2L2dτ ≤ 1

2
∥θ0∥2L2 .

Por isso, podemos reescrever (3.56) da seguinte forma:

∥υδ∥L2(R+,Ḣ−σ) ≤
(2π)δα−2

√
2

∥θ0∥L2 + C(α)
(2π)2δ−α

2
√
2

∥θ0∥2L2 . (3.57)

Por hipótese, ∥θ0∥H2−2α < C. Além disso, por (1.19), podemos inferir que

∥θ0∥2H2−2α ≥ (2π)2∥θ0∥2L2 .

Consequentemente, segue que

∥θ0∥L2 ≤ C

2π
.

Isso significa que θ0 ∈ L2(R2). Dessa forma, conclúımos que ∥υδ∥L2(R+,Ḣ−σ) < ∞ (por (3.57)).

Isto implica em

υδ ∈ L2(R+, Ḣ−σ(R2)). (3.58)

Por outro lado, note que

υδ + ωδ = F−1(χB(0,δ)c θ̂ + χB(0,δ)θ̂) = F−1((χB(0,δ)c + χB(0,δ))θ̂) = F−1(θ̂).
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Logo, segue que υδ + ωδ = θ.

Por outro lado, (3.46) nos permite inferir que ωδ ∈ L2(R+, Ḣα(R2)) e, além disso, por

(3.23), temos que

2

∫ t

0

∥|D|αθ∥2L2dτ ≤ ∥θ0∥2L2 , ∀t ≥ 0. (3.59)

Assim, pela Identidade de Plancherel (ver Teorema 1.14), segue que

∥|D|αθ∥2L2 = (2π)−2∥’|D|αθ∥2L2 .

Por definição de norma L2(R2) (ver definição 1.8), podemos escrever

∥|D|αθ∥2L2 = (2π)−2

∫
R2

|’|D|αθ(ξ)|2dξ = (2π)−2

∫
R2

||ξ|αθ̂(ξ)|2dξ

= (2π)−2

∫
R2

|ξ|2α|θ̂(ξ)|2dξ = (2π)−2∥θ∥2
Ḣα .

Deste modo, chegamos a

∥|D|αθ∥2L2 = (2π)−2∥θ∥2
Ḣα .

Logo, por (3.59), temos que

2(2π)−2

∫ t

0

∥θ∥2
Ḣαdτ ≤ ∥θ0∥2L2 , ∀t ≥ 0.

Passando ao limite, quando t → ∞, obtemos

2(2π)−2

∫ ∞

0

∥θ∥2
Ḣαdt ≤ ∥θ0∥2L2 .

A partir disso, deduzimos que θ ∈ L2(R+; Ḣα(R2)). Dessa forma, temos que υδ = θ − ωδ

∈ L2(R+; Ḣα(R2)). Usando isso e (3.58), conclúımos que υδ ∈ L2(R+; Ḣ−σ(R2) ∩ Ḣα(R2)).

Agora, note que, pela Identidade de Plancherel (ver Teorema 1.14), resulta que

∥υδ∥2L2 = (2π)−2∥“υδ∥2L2 .
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Assim, pela definição de norma L2(R2) (ver definição 1.8), podemos escrever

∥υδ∥2L2 = (2π)−2

∫
R2

|“υδ(ξ)|2dξ = (2π)−2

∫
R2

|ξ|0|“υδ(ξ)|2dξ.
Sabendo que −2σ < 0 < 2α, pois σ = 2− 2α e 0 < α < 1, temos que

0 = q(−2σ) + (1− q)(2α), para algum q ∈ (0, 1).

Com isso, chegamos a

∥υδ∥2L2 = (2π)−2

∫
R2

|ξ|q(−2σ)+(1−q)(2α)|“υδ(ξ)|2q+2(1−q)dξ

= (2π)−2

∫
R2

[
|ξ|q(−2σ)|“υδ(ξ)|2q][|ξ|(1−q)(2α)|“υδ(ξ)|2(1−q)

]
dξ.

Utilizando a Desigualdade de Hölder (ver Teorema 1.3), resulta que

∥υδ∥2L2 = (2π)−2
(∫

R2

|ξ|−2σ|“υδ(ξ)|2dξ)q(∫
R2

|ξ|2α|“υδ(ξ)|2dξ)1−q

.

Logo, temos que

∥υδ∥2L2 = (2π)−2∥υδ∥2qḢ−σ∥υδ∥
2(1−q)

Ḣα .

Integrando a igualdade acima sobre R+, obtemos

∥υδ∥2L2(R+;L2) = (2π)−2

∫ ∞

0

∥υδ∥2qḢ−σ∥υδ∥
2(1−q)

Ḣα dτ.

Usando novamente a Desigualdade de Hölder (ver Teorema 1.3), chegamos a

∥υδ∥2L2(R+;L2) ≤ (2π)−2
(∫ ∞

0

∥υδ∥2Ḣ−σdτ
)q(∫ ∞

0

∥υδ∥2Ḣαdτ
)1−q

.

Com isso, deduzimos que

∥υδ∥2L2(R+;L2) ≤ (2π)−2∥υδ∥2qL2(R+;Ḣ−σ)
∥υδ∥2(1−q)

L2(R+;Ḣα)
.

Em consequência disso, inferimos que υδ ∈ L2(R+;L2(R2)), pois υδ ∈ L2(R+; Ḣ−σ(R2) ∩
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Ḣα(R2)). Sabendo disso, defina o conjunto

Eδ = {t ≥ 0 : ∥υδ(t)∥L2 > ε
2
}.

Então, observe que(ε
2

)2

|Eδ| =
∫
Eδ

(ε
2

)2

dt ≤
∫
Eδ

∥υδ(t)∥2L2dt ≤
∫ ∞

0

∥υδ(t)∥2L2dt < ∞,

onde | · | é a medida de Lebesgue usual (ver [10] para mais informações). A partir disso,

podemos definir o tempo finito

Tε =
(2
ε

)2
∫ ∞

0

∥υδ(t)∥2L2dt

e, consequentemente, |Eδ| ≤ Tε (lembre que δ está fixo). Sabendo disso, podemos afirmar

que ∃ t0 ∈ [0, Tε + 1]\Eδ. Suponha que não existe t0 ∈ [0, Tε + 1]\Eδ. Isso implicaria que

[0, Tε + 1]\Eδ = ∅. Por isso, seguiria que [0, Tε + 1] ∩ Ec
δ = ∅. Isso seria equivalente a

[0, Tε + 1] ⊆ Eδ. Aplicando a medida de Lebesgue, teŕıamos que |[0, Tε + 1]| ≤ |Eδ| (ver [10]
para mais detalhes das propriedades desta medida). Portanto, chegaŕıamos a

Tε < Tε + 1 ≤ |Eδ|.

Logo, valeria Tε < |Eδ|. Isso é uma contradição! Portanto, existe t0 ∈ [0, Tε + 1] e t0 /∈ Eδ.

Sendo assim, temos que

∥υδ(t0)∥L2 ≤ ε

2
. (3.60)

Vimos que θ = υδ + ωδ. Dessa forma, podemos observar que

∥θ(t0)∥L2 = ∥υδ(t0) + ωδ(t0)∥L2 ≤ ∥υδ(t0)∥L2 + ∥ωδ(t0)∥L2 .

Consequentemente, por (3.46) e (3.60), segue que

∥θ(t0)∥L2 < ε. (3.61)

Pelo Teorema 3.1, temos que γ(t, x) = θ(t0 + t, x), para todo t ≥ 0 e x ∈ R2, é a única
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solução para o seguinte sistema:∂tγ + |D|2αγ + uγ · ∇γ = 0, x ∈ R2, t > 0;

γ(0, x) = θ(t0, x), x ∈ R2.
(3.62)

(Note que, por (3.3) (ver Teorema 3.1), segue que

∥γ(0)∥H2−2α = ∥θ(t0)∥H2−2α ≤ ∥θ0∥H2−2α < C.)

Assim, da primeira equação do sistema (3.62), temos que

∂tγ + |D|2αγ + uγ · ∇γ = 0.

Isso implica em

∂tγ = −|D|2αγ − uγ · ∇γ.

Além disso, observe que

d

dt
∥γ∥2L2 =

d

dt
⟨γ, γ⟩L2 = 2⟨γ, ∂tγ⟩L2 .

Logo, podemos escrever

1

2

d

dt
∥γ∥2L2 = −⟨γ, |D|2αγ⟩L2 − ⟨γ, uγ · ∇γ⟩L2 .

Agora, vamos analisar cada um dos termos do lado direito da igualdade acima. Assim, pela

Identidade de Plancherel (ver Teorema 1.14), temos que

⟨γ, |D|2αγ⟩L2 = (2π)−2⟨γ̂,÷|D|2αγ⟩L2 .

Por definição de produto interno em L2(R2) (ver Teorema 1.7), segue que

⟨γ, |D|2αγ⟩L2 = (2π)−2

∫
R2

γ̂(ξ)÷|D|2αγ(ξ)dξ = (2π)−2

∫
R2

γ̂(ξ)|ξ|2αγ̂(ξ)dξ

= (2π)−2

∫
R2

γ̂(ξ)|ξ|2αγ̂(ξ)dξ = (2π)−2

∫
R2

|ξ|2α|γ̂(ξ)|2dξ

= (2π)−2

∫
R2

||ξ|αγ̂(ξ)|2dξ = (2π)−2

∫
R2

|’|D|αγ(ξ)|2dξ.
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Consequentemente, podemos inferir que

⟨γ, |D|2αγ⟩L2 = (2π)−2∥’|D|αγ∥2L2 .

Utilizando novamente a Identidade de Plancherel (ver Teorema 1.14), chegamos a

⟨γ, |D|2αγ⟩L2 = ∥|D|αγ∥2L2 .

A partir disso, podemos observar que

1

2

d

dt
∥γ∥2L2 + ∥|D|αγ∥L2 = −⟨γ, uγ · ∇γ⟩L2 .

Considerando ∇ · uγ = 0 (ver Lema 1.1), como fizemos em (3.22), podemos concluir que

⟨γ, uγ · ∇γ⟩L2 = 0.

Em decorrência disso, temos que

1

2

d

dt
∥γ∥2L2 + ∥|D|αγ∥2L2 = 0.

Integrando sobre [0, t], obtemos

1

2

∫ t

0

d

dτ
∥γ∥2L2dτ +

∫ t

0

∥|D|αγ∥2L2dτ = 0.

Pelo Teorema Fundamental do Cálculo, tem-se que

1

2
∥γ(τ)∥2L2|t0 +

∫ t

0

∥|D|αγ∥2L2dτ = 0.

Fazendo as devidas substituições, deduzimos que

∥γ(t)∥2L2 + 2

∫ t

0

∥|D|αγ(τ)∥2L2dτ = ∥γ0∥2L2 , ∀t ≥ 0.

Como γ(t) = θ(t0 + t), por (3.61), segue que

∥θ(t0 + t)∥2L2 + 2

∫ t

0

∥|D|αθ(t0 + τ)∥2L2dτ ≤ ∥θ(t0)∥2L2 < ε2, ∀t ≥ 0.
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Consequentemente, podemos escrever

∥θ(t0 + t)∥L2 < ε, ∀t ≥ 0.

Fazendo s = t0 + t, conclúımos que

∥θ(s)∥L2 < ε, ∀s ≥ t0. (3.63)

Portanto, lim
s→∞

∥θ(s)∥L2 = 0.

Passo 2: Vamos mostrar, por fim, que

lim
t→∞

∥θ(t)∥H2−2α = 0.

Para isso, note que por hipótese ∥θ0∥H2−2α < C = 1
4Cα

, onde Cα é dado em (3.8). Então,

pelo Teorema 3.1, tem-se que

θ ∈ C(R+;H2−2α(R2)) e |D|αθ ∈ L2(R+, H2−2α(R2)).

Por outro lado, observe que

∥θ(t)∥2
Ḣ2−2α =

∫
R2

|ξ|2(2−2α)|θ̂(t)|2dξ.

Sabendo disso, façamos l = α
2−α

(assim, 1 − l = 2−2α
2−α

). Veja que, l > 0, pois 0 < α < 2.

Além disso, l < 1, uma vez que α < 1. Por outro lado, como

2α

2− α
+

2(2− 2α)

2− α
= 2,

então, podemos escrever

∥θ(t)∥2
Ḣ2−2α =

∫
R2

|ξ|2(2−2α)|θ̂(t)|
2α
2−α

+
2(2−2α)

2−α dξ

=

∫
R2

|θ̂(t)|
2α
2−α |ξ|2(2−2α)|θ̂(t)|

2(2−2α)
2−α dξ.

Usando a Desigualdade de Hölder (ver Teorema 1.3), com 1
p
= l e 1

q
= 1− l, segue que

∥θ(t)∥2
Ḣ2−2α ≤

(∫
R2

|θ̂(t)|
2α
2−α

· 2−α
α dξ

) α
2−α

(∫
R2

[|ξ|2(2−2α)]
2−α
2−2α |θ̂(t)|

2(2−2α)
2−α

· 2−α
2−2αdξ

) 2−2α
2−α

.
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Em consequência disso, chegamos a

∥θ(t)∥2
Ḣ2−2α ≤

(∫
R2

|θ̂(t)|2dξ
) α

2−α
(∫

R2

|ξ|2(2−α)|θ̂(t)|2dξ
) 2−2α

2−α

.

Dessa forma, temos que

∥θ(t)∥2
Ḣ2−2α ≤ ∥θ̂(t)∥

2α
2−α

L2 ∥θ(t)∥
2(2−2α)

2−α

Ḣ2−α .

Isso equivale a

∥θ(t)∥Ḣ2−2α ≤ ∥θ̂(t)∥
α

2−α

L2 ∥θ(t)∥
2−2α
2−α

Ḣ2−α .

Pela Identidade de Plancherel (ver Teorema 1.14), deduzimos que

∥θ(t)∥Ḣ2−2α ≤ (2π)
α

2−α∥θ(t)∥
α

2−α

L2 ∥θ(t)∥
2−2α
2−α

Ḣ2−α .

Elevando as normas acima a 2−α
1−α

e integrando a desigualdade acima sobre R+, obtemos∫ ∞

0

∥θ(t)∥
2−α
1−α

Ḣ2−2αdt ≤ (2π)
α

1−α

∫ ∞

0

∥θ(t)∥
α

1−α

L2 ∥θ(t)∥2
Ḣ2−αdt,

pois α < 1. Pela igualdade (3.23), tem-se que∫ ∞

0

∥θ(t)∥
2−α
1−α

Ḣ2−2αdt ≤ (2π)
α

1−α∥θ0∥
α

1−α

L2

∫ ∞

0

∥θ(t)∥2
Ḣ2−αdt, (3.64)

desde que 0 < α < 1. Observe ainda que, por (1.21), é verdade que

∥θ(t)∥2
Ḣ2−α ≤ ∥θ(t)∥2H2−α ,

porque α ≤ 2. Sendo assim, podemos inferir que∫ ∞

0

∥θ(t)∥2
Ḣ2−αdt ≤

∫ ∞

0

∥θ(t)∥2H2−αdt ≤
∫ ∞

0

∥|D|αθ(t)∥2H2−2αdt.

Usando (3.3) (ver Teorema 3.1), deduzimos que∫ ∞

0

∥θ(t)∥2
Ḣ2−αdt ≤ ∥θ0∥2H2−2α < ∞.
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Utilizando esta informação em (3.64), conclúımos que

θ ∈ L
2−α
1−α (R+; Ḣ2−2α(R2)). (3.65)

Agora, fixe ε > 0 e defina o conjunto

Fε = { t ≥ t0 : ∥θ(t)∥Ḣ2−2α ≥ ε},

onde t0 é o tempo obtido no Passo 1. Com isso, observe que

ε
2−α
1−α |Fε| =

∫
Fε

ε
2−α
1−αdt ≤

∫
Fε

∥θ(t)∥
2−α
1−α

Ḣ2−2αdt ≤
∫ ∞

t0

∥θ(t)∥
2−α
1−α

Ḣ2−2αdt < ∞,

por (3.65) (lembre também que 0 < α < 1). Em consequência disso, temos que

ε
2−α
1−α |Fε| ≤

∫ ∞

0

∥θ(t)∥
2−α
1−α

Ḣ2−2αdt.

Dessa forma, definimos o tempo finito

tε = ε−
2−α
1−α

∫ ∞

0

∥θ(t)∥
2−α
1−α

Ḣ2−2αdt,

de modo que |Fε| ≤ tε. De maneira analóga ao que provamos anteriormente, conclúımos que

existe um tempo t1 ∈ [t0, t0 + tε + 1]\Fε. Logo, t1 ≥ t0 e t1 /∈ Fε. Sendo assim, tem-se que

∥θ(t1)∥Ḣ2−2α < ε.

Como t1 ≥ t0, então, por (3.63), podemos escrever

∥θ(t1)∥L2 < ε.

Por isso, aplicando (1.19), chegamos a

∥θ(t1)∥2H2−2α = (2π)2∥θ(t1)∥2L2 + ∥θ(t1)∥2Ḣ2−2α < (2π)2ε2 + ε2 < [(2π)2 + 1]ε2. (3.66)

Pelo Teorema 3.1, temos que γ(t, x) = θ(t + t1, x), para todo t ≥ 0 e x ∈ R2, é a única
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solução para o sistema∂tγ + |D|2αγ + uγ · ∇γ = 0, x ∈ R2, t > 0;

γ(0, x) = θ(t1, x), x ∈ R2.
(3.67)

(Note que, por (3.3), ver Teorema 3.1, temos que

∥θ(t1)∥H2−2α ≤ ∥θ0∥H2−2α < C =
1

4Cα

,

onde Cα é dado em (3.8)). Assim, como, por (3.3) (ver Teorema 3.1) vale a desigualdade

∥γ(t)∥2H2−2α + 2

∫ t

0

∥|D|2αγ(τ)∥2H2−2αdτ ≤ ∥γ0∥2H2−2α ,

então, é verdade que

∥θ(t+ t1)∥2H2−2α + 2

∫ t

0

∥|D|2αθ(τ + t1)∥2H2−2αdτ ≤ ∥θ(t1)∥2H2−2α .

Dessa forma, usando (3.66), segue que

∥θ(t+ t1)∥2H2−2α + 2

∫ t

0

∥|D|2αθ(τ + t1)∥2H2−2αdτ < [(2π)2 + 1]ε2.

Em consequência disso, podemos escrever

∥θ(t+ t1)∥2H2−2α ≤ [(2π)2 + 1]ε2, ∀t ≥ 0.

Com isso, escolha s = t+ t1 para obter

∥θ(s)∥2H2−2α ≤ [(2π)2 + 1]ε2, ∀s ≥ t1.

Portanto, conclúımos que

lim
s→∞

∥θ(s)∥H2−2α = 0.
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