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Resumo

A dissertacdo trata do estudo de equagoes de evolucao lineares e semilineares com
derivada fracionaria de Caputo e parte linear governada por um operador setorial. No
primeiro caso, estudamos estimativas sobre as familias de operadores lineares associa-
das ao problema em escalas abstratas de interpolacdo e condicbes suficientes para boa-
colocacdo global e regularidade espacial de solucdes brandas. Na caso semilinear, estuda-
mos a existéncia e unicidade de solucoes brandas locais para o problema e sua possivel
continuacao para um intervalo maximo de existéncia. Também estudamos o problema de
regularidade espacial e dependéncia continua em relacdo aos dados iniciais. Por fim, es-
tudamos aplicacoes dos resultados abstratos em alguns modelos importantes, a saber, as
equacoes de difusdo-onda fracionarias e equacoes de placas fracionarias.

Palavras-chave: Equacdes de evolugdo fraciondrias; Boa colocacdo e regularidade de
solucoes; Equacao de difusdo-onda; Equacéo da placa fracionaria.



Abstract

This work is dedicated to the study of linear and semilinear evolution equations with
Caputo fractional derivative, and linear part governed by a sectorial operator. In the first
case, we study estimates on the families of linear operators associated with the problem in
abstract interpolation scales and sufficient conditions to global well-posedness and spatial
regularity of mild solutions. In the semilinear situation, we study the existence and uni-
queness of local mild solutions to the problem and their possible continuation to a maximal
interval of existence. We also study the problem of spatial regularity and continuous de-
pendence with respect to initial data. Finnaly, we study applications of the abstract results
to diffusion-wave equations and fractional plate equations.

Keywords:Fractional evolution equations; Well-posedness and regularity of solutions; Dif-
fusion-wave equation; Fractional plate equation.
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Introducao

A dissertacdo é dedicada ao estudo de boa colocacdo e regularidade espacial para
equacoes de evolucao semilineares da forma

{ Du(t) = Au(t) + f(t,u(t)), t >0,

u(0) = ug, v/ (0) = uy, (0.0.1)

onde D¢ é a derivada fraciondria de Caputo de ordem a € (1,2), A: D(A) C Xy — Xo
¢ um operador linear tal que — A ¢é setorial no espaco de Banach X, f é uma funcdo nao
linear satisfazendo certas condigdes e ug,u; € X; := D(A). Os principais resultados aqui
apresentados estdo contidos nas referéncias [[11} [23].

Este tipo de problema de equacdo de evolucdo tem sido objeto de varios trabalhos
cientificos nos ultimos anos, uma vez que este topico envolve uma grande variedade de
aplicacoes, como por exemplo, probabilidade [22]], biomatematica [13], psicologia [24]],
funcoes especiais e mecanica dos fluidos [26]], fendmenos de transporte e redes elétricas
[[7], entre outros. Um exemplo importante onde essas equacOes aparecem naturalmente é
a teoria da viscoelasticidade linear unidimensional. As equactes basicas desta teoria sao
dadas por

Ux(l’, t) = putt(xa t)a (002)
e(x,t) = uz(x, t), (0.0.3)
e(x,t) = Joo(z,t) + J xo(x, 1), (0.0.4)

onde p é a densidade, u é o deslocamento, o é a tensdo e ¢ é a deformacdo. A funcao
material J, que representa a caracteristica do material onde ocorre o fenémeno, é nao
negativa e ndo decrescente. Seu valor inicial Jy = lim; o+ J(t) = J(0*) > 0 é chamado
de caracteristica instantanea. A equacao de evolucdo para o deslocamento u(z,t) pode ser
derivada das equacoes acima de tal forma a obter

Upy = €x(2,1) = (Jo 4+ J¥)o0 = (Jo + J*) puy. (0.0.5)
Se considerarmos os chamados materiais do tipo poténcia, cuja fung¢do material é dada por

1 7

0= a1y

0<~y<1, t>0,
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onde a é uma constante positiva e I' é a funcdo Gama de Euler, a equacado (0.0.5) ganha a
forma

Ofu = auy,, (0.0.6)

coml <a=2-—v<2edéa derivada fraciondria de Caputo em relacdo ao tempo.
Seguindo as referéncias [6] e [[18], a lei da fluéncia anterior é fornecida por modelos
viscoeldasticos cujo a relacdo tensdo-deformacao verifica

o = padye, 0 <y <1,

Para v = 1 temos a situacdo do fluido Newtoniano, onde a representa a viscosidade ci-
nemadtica. Neste caso, a equagio é a equacdo de difusdo. Quando v = 0, segue que
torna-se a equacio da onda de D’Alembert com velocidade de onda ¢ = \/a. Na
situacdo intermedidria 0 < v < 1, a equacdo de evolucao ¢ chamada de equacéo
de difusdo-onda fraciondria.

Do ponto de vista matematico, o estudo da existéncia, unicidade e dependéncia conti-
nua das solucdes, a teoria da regularidade (espacial ou temporal), a andlise do compor-
tamento assintdtico e a caracterizacdo de solucdes especiais sdo temas bastante proemi-
nentes na teoria de equacdes de evolucao fracionadrias, ver [2, (8, 9] [10, (14} 15, [16, [17].
Com este fato em mente, o objetivo deste trabalho é estudar resultados de boa colocacao
e teoria de regularidade espacial para (0.0.1) e fornecer aplicacOes de tal teoria em al-
gumas equacoes de evolucdo concretas. Como sabemos, uma abordagem eficiente para
equacoes diferenciais parciais estd intimamente ligada ao conceito de solu¢oes escolhido
para se trabalhar. Nesta dissertacdo, estamos particularmente interessados na teoria de
solucoes brandas para (0.0.I]). Consideraremos o problema acima em escalas abstratas de
interpolacao-extrapolacao. Este tipo de escala de espacos de Banach é muito flexivel e se
aplica a uma grande variedade de situacOes concretas. Em nossa situagdo, essas escalas
sdo construidas com a ajuda do operador linear A e sdo muito bem adaptadas aos proble-
mas apresentados. Além disso, estas escalas podem ser usadas como medidas precisas da
regularidade das solucoes. Recomendamos o livro [4] para conceitos e resultados gerais
sobre escalas abstratas de interpolacdo-extrapolacao.

No Capitulo 1 deste trabalho relembramos alguns conceitos e fatos gerais que serao
uteis no estudo das equacoOes de evolucao fraciondrias. Em especial, relembramos algu-
mas propriedades especiais das funcoes Gamma e Beta e fazemos uma breve revisdao sobre
integracdo e diferenciacao fracionaria no sentido de Riemann-Liouville e Caputo. Ade-
mais, estudamos as relacoes que estes elementos possuem com a teoria da transformada
de Laplace. No Capitulo 2 comecamos estudando os métodos de interpolacao real. Apre-
sentamos as principais propriedade do J-método e do K-método, além de comprovar sua
equivaléncia. Estudamos também as escalas de interpolacao-extrapolacao abstratas e apre-
sentamos as escalas de poténcia fraciondrias associadas a operadores setoriais como um
exemplo.



O Capitulo 3 contém os enunciados e demonstracoes dos principais resultados a cerca
do estudo da equacdo (0.0.I). Primeiramente, assumindo que A é um operador setorial
compativel com a ordem de derivacdo a € (1,2), provamos que as familias de Mittag-
Leffler {E,(tA)}i>0, {Sa(tA)}is0 € {Ra(tA)}i>o sdo fortemente continuas e admitem ex-
tensoes analiticas para setores adequados do plano complexo. Além disso, usando argu-
mentos precisos de interpolacoes e resultados de subordinacoes adequados, estudamos o
efeito de suavizacdo para essas familias nas escalas de interpolacao-extrapolacao associa-
das ao operador A. Adicionalmente, estudamos condicoes suficientes para a boa colocacao
global da versdo linear de (0.0.1I). Como aplicacio deste tultimo resultado, estudamos a
equacao linear de difusdo-onda ndo homogénea

Ofu = Au+ f, em [0,00) x RY,
sujeita aos dados iniciais
uw(0,z) =ug(x) e u(0,2) =ui(x),

onde up,u; € LIRN), 1 < g<oo, N>1,e f:[0,00) x RY — R é uma funcédo continua
e limitada. De fato, para uma constante adequada 7, € (1,2) e todo « € (1,7,), a equagéo
linear de difusdo-onda tem uma solu¢do branda dada por

u(t,z) = Ea(tAg)uo(z) + Sa(tAy)ui(z) —1—/0 R, ((t —s)A,) f(s,z)ds,

t € [0,00) e z € RY. Note que no caso limite o = 2, o problema acima torna-se a equacio
linear da onda. Nessa situacdo, é importante lembrar que, de forma geral, o problema esta
mal posto em L4(RY), 1 < ¢ < co. Esta afirmacio decorre do fato bem conhecido de que
se o operador de Laplace gera uma familia cosseno em LI(RY), 1 < ¢ < oo, entdo N = 1
ou g = 2, veja, por exemplo, [5, Teorema 8.3.12].

Ainda no Capitulo 3 estudamos o problema semilinear (0.0.1)) na situacdo onde o termo
nao linear é uma funcao que satisfaz uma condigdo do tipo localmente Lipschitz. Esse tipo
de suposicao é bastante geral e permite tratar, por exemplo, equagoes com nao linearidades
do tipo gradiente. No centro de nosso estudo deste problema esta o efeito suavizante de
{Ea(tA)} >0, {Sa(tA) hi>0 € { Ra(tA) }+>0. De fato, com este resultado fornecemos condicoes
suficientes para a existéncia de uma unica solucao branda u € C([0, 7], X;) dada por

u(t) = Eq(tA)ug + So(tA)uy + /Ot Ro((t —s)A)f(s,u(s))ds, te€]|0,7].

Além disso, a solucdo depende continuamente dos dados iniciais e obtém um efeito de
regularizacdo imediato. Como aplicacdo, consideramos a equacdo de difusdo-onda néo
linear

Ofu = Au+ |ul’~tu, em (0,00) x ,
u=0, em [0,00) x 0f,
u(0,z) = ug(x), u(0,z) = uy(x), em €,
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onde p > 1, Q é um subconjunto aberto de R com fronteira suficientemente regular 052,
a € (1,2) e 07 é a derivada fraciondria de Caputo. Sob condicbes adequadas, garantimos
a existéncia de uma unica solucdo branda u € C([0, 7], L9(Q2)) para o problema acima, que
pode ser continuada até um tempo maximo de existéncia ¢,,,, > 0 tal que ¢,,,, = oo ou

lim sup ||u(t)|| ey = oo.
t—=tmax

Além disso, esta solucdo obtém uma regularizacao imediata e depende continuamente
dos dados iniciais. As aplicacoes supramencionadas estao contidas no Capitulo 4, o qual
contém também um estudo sobre a equacao da placa fraciondria com nao-linearidades do
tipo gradiente no contexto de dados iniciais em Hj.



Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo retne as principais ferramentas que utilizaremos no decorrer desta disser-
tacdo. Em especial, faremos um apanhado de defini¢oes e resultados que serdo importantes
para nosso estudo. Por brevidade, nao iremos provar todos dos fatos aqui expostos.

1.1 Resultados gerais

Inicialmente, precisamos apresentar ferramentas matematicas relevantes para o estudo
do célculo fracionario. A funcdo Gama apresenta caracteristicas intrinsecas estando relaci-
onadas com as definicoes de operadores importantes que posteriormente serao abordados.

Definicao 1.1.1. A fun¢do Gama é definida por
['(z) = / t*te~tdt,
0
para Re(z) > 0.

A funcao Gama tem as seguintes propriedades:

) I'(z4+1) =2z2I(z);
ii) '(n+1) =n!, comn € N;

iii) Para z € C — {0,—1,-2,...}, temos

z

. nln
F(z):= A 2(14+2)24+2)...(n+2z)



Definicao 1.1.2. A fungdo Beta ¢ definida pela integral

1
B(z1, 29) ::/ s (1 — s)= 1ds,
0
e o seu dominio é dado por

D(B) = {(21, %) € C* Re(z) > 0 e Re(z) > 0}.

Uma relacdo importante entre as funcdes Gamma e Beta é dada pela igualdade

['(21)1(22)

B -
(ZI’ 22) F(Zl + 22) ’

A (21,22) € D(B)

Definicao 1.1.3. Seja v : [a,b] C R — C um caminho com variagdo limitada e f : {y} C
C — X uma fungdo vetorial continua. A integral de contorno de f sobre a curva - € definida

por
A = | (o,

onde a integral é considerada no sentido de Riemann-Stieltjes.

Quando v : [a,b] C R — C é um caminho suave e f : {y} € C — X uma funcéo
vetorial continua segue que

/vf (2)dz = / aon e

Definicao 1.1.4. Seja 2 C C um conjunto aberto e f : 2 — X uma fungdo vetorial. Se para
todo \ € Q existe f'(\) € X, tal que

f(z) = f(N)
zZ— A

lim
Z— A

-1 =o

dizemos que f é holomorfa e chamamos [’ : Q2 — X a sua derivada.

Teorema 1.1.1. (Teorema de Cauchy) Seja 2 C C um dominio de Cauchy e f : Q — X uma
fungdo continua que é holomorfa em §). Entdo

f(z)dz = 0.
+00Q2

Além disso, para \ € (2,




Concluiremos esta se¢do destacando um caminho complexo que serd muito importante
nesta dissertagdo. Dados ¢ > 0 e § € (5, ), considere

Hay = {se”: s € [e,00)}, Hay:={ec”; s€[-0,0]} e Haz:={se ™ s¢€e,00)}.

Chamaremos
Ha = Ha1 UHCZQ UHCZ5

de caminho de Hankel. Em alguns casos escrevemos Ha = Ha(e, ) para mostra a de-
pendéncia do raio e do angulo.

Para a demonstracdo do préximo lema ver [19].
Lema 1.1.1. (Desigualdade singular de Gronwall) Sejam T > 0,a,b > 0e0 < o, < 1.

Considere a fung¢do ndo negativa ¢ € L>(0,T), tal que

D(t) < at™™ + b/t(t —8) Pp(s)ds, vt € [0,T].

Entdo existe uma constante C' = C(T, «, 3, b), tal que

o(t) < aCt™® para quase todo t € [0, T.

1.2 Transformada de Laplace

Dizemos que uma funcdo f : RT — X é do tipo exponencial se existem constantes
to, M > 0 ey € R tais que

If(D|lx < Me™, ¥Vt > ty.

E simples verificar que para uma funciio localmente integravel do tipo exponencial
f: Rt — X existe v > 0 tal que a integral

/ Y f(t)dt

0

é convergente para Re()\) > ~. Segue deste fato que f dada pela regra

o= [~ e
0
estd bem definida ao menos no conjunto {\ € C; Re(\) > v}, para algum ~ > 0. Chama-

mos fde transformada de Laplace de f. E comum também representar a transformada de
Laplace por L, isto é,

~

L{FFN) = F(N).

7



Definicao 1.2.1. A convolugdo entre duas fungdes mensurdveis f, g : [0,00) — X é dada pela

regra

Feo = [ 5= 10

sempre que a integral existe.

Quando f,g : [0,00) — X sdo funcdes localmente integraveis e de tipo exponencial,

segue que [ x g é localmente integravel, do tipo exponencial e vale

L{f *g3(A) = L{FFAL{g}(N),

onde )\ estd na regido de convergéncia de ambas as funcodes.

1.3 Integracao e diferenciacao fracionaria

Finalizamos este capitulo com a nocao do calculo fracionario, o qual é de conhecimento
essencial para o estudo que segue. Estudaremos as defini¢oes, assim como algumas pro-
priedades dos operadores de integracdo e derivacao fraciondria do tipo Riemann-Lioville
e Caputo. Para um melhor detalhamento desse assunto sugerimos ao leitor a referéncia

[20].

Para § > 0, considere as fungoes

Para todo ¢t > 0, temos

t

(9o * 95)(t) = / Ga(t — )gs(s)ds
B /t (t — s)@=D S(ﬁ—l)ds
, () T

L M ey g
o ) !

(1.3.1)



Fazendo a mudanca de variavel z = {, segue que

(9o % 93)(t) = W / (1 a0,

tets /1< ) 1.(B-1)yq
= 1 — ) 2V Ydx.
L(a)T(B) Jo
ta+,3—1

= T 2

B t“*ﬁ_lB(a,ﬁ) B
“ a1 pBla.g) S

Isto é’ (ga * 9,3) = Ga+p-

Definicao 1.3.1. A integral fraciondria de Riemann-Liouville de ordem « > 0 de uma fung¢do
f € L' é dada por
JEF() = (ga * [)(t), t>0.

Por convengdo, escrevemos Jp f = f, t > 0.

Observe que se o, 3 > 0,t > 0 e f € L', entdo
T F(0) = T (g5 % F)(E) = [0 * (95 % D)
= [(ga * 98) * F1(t) = (gars * ))(X) = J*T7 (1),
ou seja, J*J = Joth,

Definicao 1.3.2. A derivada fraciondria de Riemann-Liouville de ordem o > 0 de uma fungdo
f e L' tal que g,,_o * f € W™ € definida por

D f(t) := Di*(gm-o * f)(t) = DI (1), £ >0,
onde D[ é a derivada de ordem inteira m = [« € N.
Sejam o > 0, m = [a] e f € L'. Aintegral e a derivada de Riemann-Liouville verificam

a relacao
DiJif = f.

Além disso, se ¢,,_o *x f € W™!, entdo

3

‘]taD?f(t) = f(t) - (gm—oc * f)(k)(())goz+k+1—m(t)'

0

=
Il

Quando «a € (0, 1) esta relacdo se torna

JrDTf() = f(t) = (g1-a % [)(0)ga(t).

9



Ja para o € (1,2) vale

JEDEf(t) = f(8) = (91-a * [)(0)ga-1(t) = (g2-a * [) (0)ga(t).
De maneira geral, se as k derivadas de g,,_, * f sdo nulas, entdo vale a reciproca

JiDif = f.

Apesar de ser uma generalizacdo da nocdo de derivada de ordem inteira, a derivada
de Riemman-Liouville ndo possui algumas propriedades importantes. Por exemplo, se
a € (0,1) entdo D$1 = g;_,. A ideia entdo é considerar uma outra nocdo de derivacao
fracionaria que mantenha boas propriedades da derivacéo inteira.

Defini¢do 1.3.3. A derivada de Caputo de ordem o > 0 de uma fungdo f € W™ é definida
por

DEf(t) = J" D f(t), >0,

onde m = [a].

Se felLl,gnoxfeWmle fe (Cm ! entdo vale a relacdo

Dy f(t) =Dy f(t) = D fP(0)grri (D).

3

e
Il

Novamente, a derivada de Caputo é uma inversa a esquerda de J;*, mas em geral, ndo ¢
uma inversa a direita. Por exemplo, se o € (0,1), g1_o * f € Whl e f € C, entdo

JEDEf(E) = f(t) = f(0).

No caso onde a € (1,2), go_o * f € Wl e f € C, obtemos

/

JiDEf(t) = f(t) = £(0) = [ (0)ga(t), >0,

Para finalizar esta secdo relembre que a transformada de Laplace da derivada de Caputo
de ordem « > 0 de uma funcéo f é dada por

—_

Dy f(N) = AF(N) = D fRo)amF, (1.3.2)
0

3

=
Il

onde m = [a].
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Capitulo 2

Teoria basica de interpolacao

Nesta secdo, coletamos as principais definices e resultados basicos da teoria de interpo-
lacdo que usaremos neste trabalho. A maior parte dos resultados foram baseados nas
referéncias [12, [23]]. Recomendamos também os trabalhos [1} 4} 21 25]].

2.1 Interpolacao real

Neste secdo, apresentamos o método de interpolacdo o real. Ele é toda uma familia
de funtores de interpolacdo, indexados no intervalo (0, 1), que tem uma propriedade util
chamada propriedade de reiteracao.

2.1.1 Os espacos L.

Definicao 2.1.1. (Medida de Haar). Na o — algebra de Borel em R,, a medida de Haar,
definida por: du(t) = dt/t para t > 0.

Observacao 2.1.1. Note que a medida de Haar é invariante por escalar, ou seja,

u(a,b) = / ’ %dt — In(b) —In(a) = In (9) ,

a

para todo (a,b) € R,. Por outro lado, para todo A > 0, temos que

1, \b) = In(Ab) — In (Aa) = In (%) —In (9> — u(a,b).

a

11



Definicao 2.1.2. Seja X um espago de Banach real ou complexo. Para 1 < q < oo 0 espago
Li(R, X) := L4 é definido pelo espago vetorial de todas as fungdes mensurdveis f : R, — X,

tal que || f]|z2 < oo, onde
o0 1 A
o ([ )"
0

e i=esssup{|| f(t)[[;1 < t < oo}.

/]

sel<g<e

I.f1

Duas funcdes sdo ditas idénticas, se forem iguais em quase todo ponto em R, .
Agora iremos de fato mostrar que || - ||« € de fato uma norma.
Proposicao 2.1.1. || - ||« é uma norma.
Demonstragdo. Denote por X%+ e X® os espacos de todas as fun¢des lineares de valores

em X definidas em R, e R respectivamente, e considere o mapa: 1) : X® — X%, onde
U(f) = foe. Além disso, se 1 < ¢ < oo, temos

oo 1 % [e.9] S %
Iz = [ Wroirgan) = ([ iseneSas) =l

e, Se ¢ =00

£z = esssup{ £ ()]} = esssup{ (e} = 1]

A partir dessas igualdades, a linearidade, bijetividade de v, e o fato de que norma || - ||z« é
de fato uma L¢, segue que || - ||« satisfaz as propriedades de uma norma. Além disso, 1) é
um isomorfismo isométrico entre L? e L?. Portanto, L? é completo. O

Observacao 2.1.2. Seja f : Ry — X e 1 < ¢ < oo. Para todo ¢ > 0 temos

[t — f(ct)]

Lq
cls *

h Lg— [T ch_l 5= h sqls— s
= [ Wrelgae= IS = [ s = 1)

1/ (ct)]

ree = esssup{||f(ct)|[} = esssup{[[f(s)[I} = [|f|

Lo-

Considere novamente o isomorfismo isométrico ) e sejam F e G duas fungbes mensurdveis
definidas em R, assim a convolugdo entre elas é definida por:

o0

(F+G)(t) = / F(t = $)G(s)ds,

—00

12



ondet € R. Se f,g € L%, temos

W 00 = [ we—sui))s

Ou seja:

Wi = [ 1 (—) o(r) . 2.1.1)

Definicao 2.1.3. (Convolu¢do para medida de Haar) Sejam f e g funcbes mensurdveis reais
ou complexas em R . N6s definimos u-convolugdo por

t

(f % 9)(t) = /OOO ! (—) g(?")%dr, £ 0.

r
Agora pela equagdo (2.1.1) pode ser escrita por

(W (f) x99 (t) = (f *u 9)(€") = ((f . 9))(¢). parat > 0. (2.1.2)

Teorema 2.1.1. (Desigualdade de Young para medida de Haar). Sejam 1 < p,q,r < oo, tais
que }D -+ é =1+ % esejam [ € L? e g € LI fungoes reais ou complexas. Entdo f *, g € L} e
1 *0 gllee < [ fllzellglcs-

Demonstragdo. Pela Proposicao|2.1.1] temos

1z = 1 (Hllr < o0 ellgllzg = 1¥(9)lLa < oo.

Assim pela desigualdade de Young para convolucdes (ver em [[1]), temos

W) = (g)t) € L e l[(f) * (g)ller < 19 (Hleell¢(g)l]ze-

Entao

1f *u glle = 19 (f *u 9)ll2r

= [[0(f) * (gl r
< [ (H)leelle(9)]l s
= [[fllzzllgllze-

13



2.1.2 Asnormas Je K.

Para cada ¢t > 0 considere os seguintes funcionais.

J(t;u) == max{||u|| x,, t]ul|x,;u € XoN X1} e

K(t;u) := inf{|Juo||x, + t||u1l| x50 = uo + ur,up € Xoeus € Xy}, ue Xo+ Xi.

Note que J e K definem normas em seus respectivos espacos, J(1; u) = ||u||x,nx,, K(1;u) =
lul|xo+x,5 J(t;u) € K(t;u) sdo funcdes mondtonas ndo decrescentes de ¢ € R,

Proposicao 2.1.2. As fungdes t — J(t;u) e t — K(t;u) sdo continuas.

Demonstragdo. Note que a norma € uma fun¢do continua e a funcao J(-; u) é o maximo de
duas fungdes continuas, logo é uma funcdo continua. Agora fixe t > 0 e seja (t,) € R,
uma sequéncia, tal que t,, — t. Vamos provar que K (t,;u) — K(t;u). Para isso, seja e > 0
e suponha sem perda de generalidade ¢ < ¢,, para todo n € N. Assim para cada n € N,
podemos encontrar u,, = uj + u} e

[ug || xo + tullut lx, < K(tn;u) + € (2.1.3)
Note que
n K(tn;u) + € inf{{luollx, +tnllmllx,} +€

g, < =S t
< maX{Ltn}HuHXo-i-Xl +€
= t
_ maX{latn}Hu”Xo+X1 €
— - + —

1 €
= Inax t_’l HuHXoJer + t_

n

1
< max {;, 1} I

Seja C = max {1, 1} |Ju x,+x, + 1, assim
lutllx, <C para todo neN. (2.1.4)

Assim, das equacoes (2.1.3) e (2.1.4), temos

K(t,u) < lugllx, + tlluillx,
< lugllxo + tlurllx = tallutlx, + tallufllx,
< lugllxo + tallutllx, + (& = to)lluf ] x,
< K(tp;u) + e+ C(t —ty).
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Sendo assim
K(t;u) — K(tp;u) <e+C(t—t,), para todo ne€N. (2.1.5)
Agora vamos tomar ug € Xg e u; € X1, tal que u = ug + u; e

[uollxo + tlurllx, < K(tu) +e¢

assim
K(tn;u) < luollx, + tnllurlx,
< ol xo + tnllutllx, — tlluillx, + tlluillx,
= [uollx, + tlluallx; + (tn — O)[Juallx,
< K(t;u) + €+ (t, — t)|Jur] x, -
Logo

K(t;u) — K(tp;u) > —(e+ (t, — t)|Jui|lx,) para todo n € N. (2.1.6)

Fazendo n — oo e usando as equacdes (2.1.5) e (2.1.6)), temos

—e < lim (K(t;u) — K(tp;u)) < e.

n—oo

Como € > 0 é arbitrario, segue que

lim K(t,;u) = K(t;u).

n—oo

L]
Proposicao 2.1.3. Dado u € X, N X3, a fungdo t — J(t;u) é convexa. Por outro lado, se
u € Xy + Xj, entdo a fungdo t — K (t;u) é uma fungdo concava.
Demonstragdo. Note que
min{1, ¢} max{||ulx,, t[jul|x,} <max{[jullx,, tlulx,} < max{1,t} max{[ul|x,, t]ux, }
Ou seja:

min{1, t}||ul| xonx, < J(tu) < max{l,t}||u| x,nx, (2.1.7)

min{1, ¢} inf{{ullx, + tllullx, } < nf{{lullx, +tlullx} < max{1,t} nf{]lullx, + t]ullx,}
Ou seja:

min{ 1, t}||ul| x,rx, < K(t;u) < max{1, t}|ulx,1x,- (2.1.8)

15



Entdo J(t,-) e K(t,-) sdo normas equivalentes a || - || x,nx, € || - || xo+x, respectivamente. Se
dados0 <a<bef € (0,1), entdo

J((1 = 0)a+ 0b);u) = max{||ul|x,, (1 — #)a + 0b)[|ul|x, }
< max{(1 — 0)lJullx,, (1 = O)al[ullx, } + max{0u] x,, Ob[|u x, }
= (1 = 0) max{||u|| x,, allullx, } + 0 max{[Jul|x,, bl|u| x, }
=1 -=6)J(a;u) + 0J(b;u).

Portanto J é convexa. Por outro lado, dados 0 < a < b, 0 € (0,1), u € Xo+ X;ee >0
arbitrario, podemos tomar uy € X, e u; € X3, tal que

K((1—=60)a+0b);u)+ e > ||luollx, + [(1 —)a+ 0b)]||ur ]| x,
= [Juollxo — Olluollxo + Olluollx, + [(1 — O)a + 0b)]|wr | x,
= (1 = 0)|luollx, + (L = )alluallx, + Olluollx, + Obl|wa | x,
=(1-0)K(a;u)+ 0K(b;u).

Como ¢ € arbitrario, segue que
K((1—=0)a+0b);u) >=(1—-0)K(a;u)+ 0K (b;u).

Portanto K é concava. N
Note que, se u € X, N X, entdo dados quaisquer ¢ e s positivos, temos
t t
K(tu) < llullx, < J(s3u) e K(tu) < tllullx, = Ssllullx < J(siu).
Ou seja

K(t;u) Smin{l,é}J(s;u). (2.1.9)

2.1.3 O K-Método.

Sed € (0,1) el < q < oo, nés denotamos por (Xy, X1)g 4k, 0 conjunto de todos
u € Xy + X, tal que a fungdo t — t YK (t;u) pertencente a L, ou seja, dados 0 €
(0,1) el <q < oo,

(Xo, X1)o.g:x = {u; u € Xo+ Xy, t — t K (t;u) € L7},

Note que 0 € (Xo, X1)o,4:x, além disso, se u,v € (Xo, X1)ogx € A € K (R ou C) pela
equacao (2.1.8), temos:

K(t,u+ M) < K(t;u) + |AK(t;v),

16



para todo ¢t > 0, onde
It — t 0K (a4 M)l < [t — £ 0K ()l + Il — £ K (60) g < o
eu+ \v e (Xo, X1)pqx- Portanto (Xo, X1)e..x € um espaco vetorial linear, assim
alloine = [t = £ K () 5,1 € Xo + X,
define uma norma em X, + X;.
Notacdo 2.1.1. Denotamos || K (t;u)|| e := ||t — t P K (t; u)| a.

Notacdo 2.1.2. (A fungdo ¢4) A notagdo ¢y, quando 0 € (0,1) € reservada para a fungdo
Pp(t) =t~ min{1,t},¢ > 0.

Proposi¢do 2.1.4. Seja 0 € (0, 1), entdo a fungdo ¢g(t) =t~ min{1,t} satisfaz as seguintes
propriedades

(i) Para todo q € [1, 0|, temos que ¢y € LY, além disso.

o]

= ((1—0)9q)%, sel <q < oo,
* 1, se q = oo.

(D) (| @ollpe = [[t~% min {1, } }|

e
Demonstragdo. (i) Note que

=9 se0<t<1,
do(t) _{ t—0, sel<t< co.

Além disso ¢y(t) < 1, paratodo t > 0 e ¢p(1) = 1, assim ||¢g||. = 1. Por outro lado,
dado 1 < ¢ < oo, temos

[go(t)|? [ tU=0a1] g <t <1,
t |t se 1 <t < oo.

17



Logo

oo 1 é
l60(t) s = / |<b9(t)]q¥dt.)

1

! 1 * 1 a
= ([ tooonedars [ oot
1 00
(1—9)q—1d —9q—1d )
(/0 ¢ t+/1 ¢ ¢
_ 1 li —n~" i i
_((1—9)q+n£2°< fq +9Q))

Q=

Portanto ¢y € L.

(ii)) Note que

1
temin{l,—}
t

0 - 1
=esssupqt minq 1, —
L t€(0,00) 13

= esssup {s~" min {1, s}}
s€(0,00)

= |9

Lo-

Por outro lado, se 1 < ¢ < oo, temos

1 q 00
temin{l,—} :/
t Lg 0

tome s = ¢, 0 que implica ds = Zdt, assim

1
temin{l,—}
t

q 0 -1
= / |s7 min{1, s}|qs§ds

q
Ly 0

o 1
:/ |s~ min{1, s}|9=ds
0 s

= [I@0llzs-

]

Teorema 2.1.2. (O K-Método). Sejam (X, X;) um par de interpolagdo de espagos de Banach
Complexos, 6 € (0,1) e 1 < g < oo, entdo as afirmagbes abaixo sdo verdadeiras

18



(D Seu € (Xo, X1)o,4x, entdo

o]

e llullxesxy < flullo,gr-
(ii) Se u € (XoN X3), entdo

[ellog:x < ol

Ll u”XoﬂXl'

(iii) (Xo, X1)o,qk € 0 espaco de Banach Complexo intermedidrio entre X, e X.

Demonstragdo. (i) Seja u € (Xo, X1)g,q.1, €Ntd0
min{Lt}“uHXo-i—Xl < K(t;u)’ t >0,
assim

dollullxorx, < OK(tu), t>0

o]

vellullxorx, < llullo.gic- (2.1.10)
(ii) Sejau € (X, N X;), entdo da equagdo (2.1.9), temos
K (t;u) <t P min{1,t}J(1,u) = éo(t)||ul| xonx, t>0.

Portanto

[t B (85 w)|

Ll = ”u”@,%K < ||¢9| L u”XoﬂXl' (2111)
(iii) Dos itens anteriores, temos
XO N X1 — (X(],X1>9’q;]( — XU + Xl-

Resta-nos mostrar a completude de (X, X1)p .. Para isso, seja {u,}ney uma se-
quencia de Cauchy em (Xy, X1)s 4k, da equacdo (2.1.10), temos que {u,} é uma
sequencia de Cauchy em || - || x,+x,, assim existe u € X, + X7, tal que

v — unl|xy+x, — 0, quando n — oo.

Queremos mostra que u € (Xo, X1)ox € ||[u — unllo,x — 0, quando n — oo. Para
isso, seja € > 0, entdo existe N(¢) € N, tal que

|t — unllo,qx < € sempre que m,n > N (e).
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Seja Iy = [;, M], M > 0. Para m,n > N(e), temos

177K (85w — )]

0,g:;K T ||t_0K(t§ Um — u)|
< e+ [tVK (tum — W) Lo(ry)-
Da equagéo K(t,-) < max{1,t}[ - [ xo4x,, assim
1670 K (t; i, — u) || o) < IIt7% max{1,¢}|

Li(Im)

S Hun - um LZ(I]\/I)

L2 |tm — x4 x,
= Cyrl|um — vl xp1x,

onde Cy; = [|t~? max{1,t}|

Li(Ip) < OO. Entao
[t (8 wp — )|

Para M > 0 e m,n > N(¢). Fazendo m — oo, temos

Li(Iy) S €+ Cumlltm — ullxo+x,-

|t K (t;u, — u)|| e < ¢, paratodon > N(e) e para todo M > 0.
Fazendo agora M — oo, temos

Ht’eK(t;un —u)

L) < €, paratodo n > N(e).

Sendo assim u,, — u, logo v € (Xo, X1)s,:x, além disso, como ¢ > 0 é arbitrdrio,
segue que

|, — ullg.qc — 0 quando n — oo.

]

Teorema 2.1.3. (Teorema de Interpolagdo exata para o método K). Sejam 6 € (0,1) e
1 < g < oo esejam (Xg, X1), (Yo, Y1) pares de interpolagcdo de espagos de Banach Complexos.
Entdo (Xo, X1)o,q.x € (Yo, Y1)o.q.x SGo espagos de interpolagdo exatas tipo 6 para (Xo, X;) e

Demonstragdo. Seja T : Xy + X1 — Yy + Y7 um operador linear limitado, tal que

M; = HT”B(Xi,YI) <00, =1,2.

Seja u € (Xo, X1)o,.x, logo podemos representar u = ug + u, com ug € Xp € u; € Xy,
assim temos que T'u = Tug + T'uy, com Tuy € Yy e T'uy € Y7, consequentemente

K(t;Tu) = inf{{|yollvy + tllv1llyvi; Ty = Yo + 41,90 € Yo e yy € Y1}
< inf{||Tuo||ly, + t]|Tur]|vy;u = ug + ug,up € Xo € ug € X1}
< inf{MOHUOHYo + tM1||’U,1Hy1;U = U + U, Uy € Xoeu € Xl}

. M
< MOmf{HUOHYO +1t (ﬁ) i llys; u = o+ ur,up € Xo € uy € X1}
0

e (4).)
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Logo

ITullo.gre = 17K (8 T2 < Mo

Li

M,
K (t—));
( (M0>) :
Tome s = #(47*) e da observa¢do 2.1.2) temos

() ) e

Le
Entao
M —0
Tl < Mo (1) 5)  KCsi0
1
L1
M\

o (51) IRl

= MM K (s

= Mol_ngHUH@,q;K-
Portanto

Hj UHB,q;K < Hj "ggfo,yo HQ H%(Xl,yl)HuHG,q;K
( )
[

Teorema 2.1.4. (Teorema da Versdo Discreta do K-Método). Um elemento u € (Xy + X;)
pertence a (Xo, X1)o.g.ic Se, e somente se, a sequéncia {27 K (2;u)}2°__ pertence a 14. Além
disso, o funcional

o, == |27 K (25 u); 19, u € (Xo, X1),:1¢,

define uma norma equivalente a ||- ||g 4. neste espago. As constantes de equivaléncia dependem
apenas de 0 e q. Mais precisamente para cada § € (0,1) e 1 < g < oo, existem C1(0,q) e
C5(0, q), tais que para qualquer par de interpolagdo (X, X;) de espagos de Banach Complexos,
temos

01(6), q)|u\97q;K S ||U||0,q;K S 02(0, q)|u|97q;K, para tOdO u € (Xo, X1)97q;}(. (2112)

Demonstragdo. Seja u € (X, X1), assim dado i € Z, se 2" <t < 2/t entdo
—(+1)0 ~ 4—0 — 5—if
9~ (H10 < =0 < 9710
e por K (-;u) ser mondtona ndo decrescente, temos

K(25u) < K(tu) < K(2%u).
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Logo
2~ VIR (2% u) < t7OK (t;u) < 279K (27 w), (2.1.13)
para 2! <t < 2l e c Z.
Agora, suponha 1 < ¢ < co. Entdo para i € Z, temos
(27 DO R(28 )T < (¢ K (1 u))q < (27K (27 0))9, para 2¢ <t < 271

Integrando a desigualdade acima em %, temos

2i+1 2i+1 9i+1

) 4 1 1 ‘ . 1
/ (27K (25 w)) Tt < / (7K (tu))'dt < / (27K (2 )= dt,
92 21 2

segue que
2i+1 1
In (2)(2 VYK (2% u))? < / (t*(’K(t;u))qut <In(2)(27K (2 u))l.
2t
O que implica
2i+1

In (2)27%(27Y K (2% u))? < / (K u))q%dt < In (2)2%9(27C+DO R (2L )9
) (2.1.14)
Por outro lado, note que
00 2Z+1 1
(Huug,q;K)q:/o (0K (£ ) Z /2 UK (1))
Assim tomando a soma na equacgio com i € Z, temos
In (2)27%7)|27 K (25 w); 1|7 < (Jlullogr)? < In (2)2%]|277 K (27 ); 19|
e
Ci(0, )|ulogre < lullo.grx < Ca(0,q)|ulogr,
onde
C1(0,q) = (In(2))727% e Cy(0, q) = (In (2))72°. (2.1.15)
Se ¢ = oo, tomando o esssup na equagio com 2¢ <t < 2i*! temos
9~ (DI (91: ) < ess sup {t7'K(t;u)} <27PK (2" u), comi € Z.
2i<¢<2i+1
Ou seja
279270 K (2% u) < ess sup {t7PK (t;u)} <202 (+DOEC(91+1. ) com i € Z.
21 <20t
Agora tomando o sup com i € Z, temos
27 ulp g < |ullogre < 2% ulogrc- (2.1.16)
[
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2.1.4 O J-Método.

Se € (0,1) el < g < oco. N6s denotamos por (X, X1)g,s 0 conjunto de todos os
u € Xy + X1, tal que as condicbes abaixo sao satisfeitas.

(A) Existe uma fungdo f: R, — X,N X, tal que f € LY (R,; Xy + X;) e

"= /Ooo f(t)%.

(Onde a integral converge para u como integral de Bochner em X, + X;.)

(B) Afunciot s t=%J(t; f(t)) € LA.

Note que 0 € (Xy + X1)p4.s, além disso, se u,v € (Xo + X1)g 40 € A € K(R ou C), temos

wrro= [T = [ roF = [TenT

Logo (Xo + X1)p,.s € um subespaco linear de X, + Xj.
Lema 2.1.1. Seja 6 € (0,1)e 1 < g < o0. Se f: R, — XonN X, é uma fungdo, tal que
t—t70J(t; f(t)) € L4, entdo:

(1) feLl{R,;X,+ X,). Além disso
1
Py
onde ¢p(t) =t min{l, t} e s+ =1.

[E=0 Tt f(t)

LE(R4)

I/

LI(R,) < 00, (2.117)

LL1(R+;X0+X1) < ‘

(ii) Para todo [a,b] C R, nds temos f € LL([a,b]; Xo N X1) e
1

— —0 .
™ [£77 T (& f(2))

1/

LY([a,b];XoNX1) < Q. (2118)

L ([abliXonX1) < ‘
Lﬂ([a,b];Xole)

Demonstracdo. (i) Da equacéo (2.1.9), temos
. 1
1), = K13 60) < min {12 LG £(5). 50,

Entao

R 1 ds
LI(R1;Xo+X1) S/O mm{l,g}J(s;f(S))?

_ /Ooo (59 min {1, é}) (SQJ(S;f(S)))%.
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Usando a desigualdade de Holder, temos
1
s’ min {1, —}
S

£y xoxn) < Ioll oy 17T (5 £ (1)

(ii) Da equacao (2.1.7), temos

min{1, t}|ul|x;nx, < J(t;u) comt>0ewue XN X;.

I/

15707 (s3 £(s))ll 2. -

LY (R4)

LRy X0+ X)) S

Assim

LI(R+)"

Assim
O min L} SO)xn, = (OIS Ollxrx, < 710 £(0)) com >0,
Entéo
b
dt
I l2otixorsy = [ 1 Ollxere T

"0 (1)) di
= /a op) t

1E=07 (¢ £(2))

Lf([a,b];XQQXﬂ

1

Po

< ‘ L9([a,b);XoNX1) -

]

Notacdo 2.1.3. Dado u € (Xo, X1)s,q.5, denotamos por S(u : 6,q) ou simplesmente S(u), o

conjunto de todas as funcgoes f : R, — XN Xy, que satisfazem (A) e (B).

Considere o funcional

fulogss = inf (T FO) 1} € (Ko K)o

Agora sejam u, v € (Xo, X1)p,.s € € > 0. Podemos tomar f € S(u) e g € S(v), tal que

[0t F@)lne < llullogs + € e [t Tt g(t))
Note que f + g € S(u + v), entdo
Jutvlogs = _inf {06 A2}
< eIt f(E) + ()] e
< 0T £(1) + T (8 g(1)))] s

<N 0T(; FO) e + 1t T (85 9(8))]| 1o
< lullg,gr + lvlo,g.7 + 2.

1 < vllo,gr + e
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Fazendo ¢ — 0, temos
w4+ vllo.gr < l[wllo.gs + [[v]log.

Além disso, se A € C\ {0}, entdo f € S(u) se, e somente se, A\f € S(Au). Assim

S(hu) ={Af; f e Su)}e

Aulogr = heigggu){llt‘eJ(t; h(#)llze}
_ feig(fu){ufw(t; Af@) e}
_ feig(fu){yyt—ey/\lJ(t; f()]
_ fejgl(fu){Mlllt_eJ(t; f)l
=) feig(fu){llt‘eJ(t;f(t))l

= [Alllullog-

Li}
Le}
e}

Para provar que || - ||lg4.s € uma norma em (X, + X1 )gq,/, resta mostrar que ||ul/gq; = 0,
entdo u = 0. O que mostraremos no resultado a seguir.

Teorema 2.1.5. (O J-Método) Sejam (X, X1) um par de interpolagdo de espagos de Banach
complexos e sejam 0 € (0,1), 1 < g < ocoe ; + =1, entdo

() Para todo u € (X, X1)g,4.5, tem-se

||UHX0+X1 < H¢9| Ly U’He#ﬂj‘
(i) Para todo u € X, N X, tem-se
ol 2 llullogr < llullxonx, -

(iii) (Xo, X1)o,q,s € um espago de Banach complexo intermedidrio entre X, e Xj.

Demonstragdo. (i) Sejam u € (Xo, X1)p,4.s € f € S(u). Pelo Lema|2.1.1] temos
||u||X0+X1 =
Xo+X1

| %
ds

< [ 1l
< 6ollzells~ (53 F(&)lax < o0.

Ly
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Tomando o inf y¢ g(,), temos

[ullxorxa < lollzz lullo.g:-
Em particular, se ||ullg 4, = 0, entdo u = 0. Assim || - ||g,.; € uma norma em (X, X1)g 4.s-

(ii) Seja ¢ : Ry — R, tal que ¢(t) > 0 e para todo ¢ > 0 [t=%¢(t)||z« = 1. Assim pela
desigualdade de Holder, temos

/OOO ¥(s) min{L é} % - /000(3%(8)) (39 min{L %}) %

_ ) 1
— 00Ol | win {1,

1
temin{l,—}
t

= lldoll Ly < oo

LY

Lt

Por outro lado, tomando f € L? ndo negativa, tal que || f||;« = 1, temos

euin {17 | = s { [7 st (P min f1.21) 22

tIle e Wo cf) @

[p = sup {/OO () min {1, 1} d_x} . (2.1.19)
0 i X

Note que, o supremo esta sendo tomado sobre todas as fungdes ¢ > 0, tal que ||t %4 (t)| s =
1. Agora sejau € XoN X; e

- ¢ (t) min{1,
g(t) = (foww(x)min{l,i df) u, t> 0.

onde

|| b0

Vamos mostrar que g € S(u). De fato g € (XN X;), paratodo ¢t > 0

o dt
Hg(t)HXo-&-Xl? - HU||X0+X1 < 00,
0

onde g € LY(Ry; X+ X;) e

u= /Ooog(t)%.
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Além disso, pela equacio (2.1.7), temos:

J(t;g(t)) =J (t; (fng)ﬁ?n{f{ 1 d_x) u)
— < U(t) min{17%}

f0m¢($) min{L% d?z
¢(t) min{1, 1

: (fooo%U(I) min{1, 1}

t
B <fow¢(x)ﬁii{171}@ |lull xonx,, t > 0.

Como ¢ é tal que ||t ~%¢(t)|| 2 = 1, temos:
||u||XoﬂX1
< = < 00.
= (fo ¢(x) min{l, 1} 4

Logot — t7%J(t;g(t)) € L4. Portanto g € S(u) e

lullo.gr < 11E777 (¢ g ()] 22-

J(t;u)

maX{17 t}Hu”XoﬁXl

17w ()

Entao

[u]] xonx,
l|ullg,g:7 < : :
! Jo° ¢(z) min{1, 1} 4=

Tomando o supremo em todas 1) > 0, tais que ||t~ (¢)|| L« = 1, temos

160l zllulle.g:r < llullxonx:-

(7i7) Dos itens anteriores, temos
X() N X1 — (X(), X1>9’q;‘] — X() =+ Xl.

Resta-nos mostrar a completude de (X, X)s,.. Para isso seja {u;} C (Xo,X1)sqs uma
sequéncia, tal que ) ||uk||o,4.s < 00, vamos provar que ) | u; converge em (Xo, X1)g 4.7, OU
seja, existe w € (Xo, X1)pq0, tal que ||lw — >°7_, |lo,qy — 0 quando n — oco. Para cada
k € N, seja fr € S(ux), tal que

1

1E70T(t; fe() e < Nullo.gs + =l

assim

0 1
L7 < Z(HukHO,q;J + ﬁ) < 0.
k=1

Dot fut)]
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Logo, pelo Lema|2.1.1] temos

lillza s o) < ullozllt° (¢ £u(8)) 2 para todo k € N.

Entao

LI(R+;Xo+X1) < o0,

>
k=1

logo Y fi € LE(R+; Xo + Xi).
Vamos denotar F = f, e w= [~ F(t)%.

t
Afirmacéo 2.1.1. w € (Xo, X1)o,4.-
Prova 2.1.1. Note que, basta provar que F' € S(w). De fato, F/(t) € Xo+ X; comt € R,
pois fixando [a,b) C R, e C =

- Assim pelo Lema 2.1.1} temos

1
oy I

| fi

Lot xonxy) < CIE0T(t; fi)ll 22 (asy), para todo k € N.

Entdo

Li([a.b])

> llfe
k=1

Liatxonxy) < C Y (10T fi)
k=1

Li(R+)

< SN i)
k=1

S
1
< CZ <||uk||9,q;J + E) < Q.
k=1

Assim > fi. € L([a,b]; XoNX1), em particular F(t) = > fi.(t) € XoN X3, paratodo t € [a, b),
como [a,b] C R, € arbitrdrio, segue que vale para todo t € R,. Por outro lado

07 <t; > fk>
k=1 LI(Ry)
Ht_e‘](t5 fk)”LZ(R+)
1

1
(ol + ) < o0

Sendo assim F € S(w) e w € (Xo, X1)g,4.5. O que prova a afirmagdo.

10Tt Ft)llrae,) =

g

k

WE

<

i

1
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E por fim

lw = unllogs < |[t70T( F(E) =Y fu(t))
k=1 k=1 LZ(RJr)
= ||t (t; > fk(t)>
k=n-+1 LZ(RJr)
= Z 1t T (6 F(t) = fr() | o rs)-

k=n+1

Portanto ||w — > 7_, uxlle,.s — 0 quando n — oo.

]

Teorema 2.1.6. (Teorema da interpolagdo exata para o J-Método). Sejam 6 € (0,1) e 1 <
q < oo esejam (Xo, X1) e (Yo, Y1) pares de interpolagdo. Entdo (Xo, X1)o.q4.0 € (Yo, Y1)s,4.5 SGO

pares de interpolagdo tipo 0 para (Xo, X1) e (Yo, V).

Demonstragdo. A demonstracdo é similar a demonstracdo do teorema SejaT : Xog+
X1 — Yy + Y, um operador linear limitado, tal que M; = ||T||5(x,y;) < 00, com i = 0, 1.

Dado u € (Xo, X1)g,4.s, tome g € S(u) e seja f(t) = g({7+t). Entdo

J(&;Tf(t)) = max{[|Tf () llvo; LT () llvi }
= max{ Mol f () | xo; t M [ F (D) ]| x, }

= tymac {7 Olwst (37 ) 10, }

IO
o ()0

Sendo assim

10T (6 TF () l1s < My

Li

Tome s = (%) t, logo
6
ettt <3| ((52) )7 (s (52) )

= My~ M ||s™" T (s 9(s) |l -

Li
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Pelo Lemaf2.1.1, T o f € LY(R,; Y, + Y;). Além disso

OoTo dt_T dt
Ji wepo =1 | 103

:T/O (M0t>dt
ZT/OOOQ(S)%
= Tu.

Entdo T'o f € S(u) e
I Tullogs < 70T TFO) e < My~ M50 T (53 9(s)l| s
Tomando o infimo de g € S(u), temos
1 Tullogs < Mo~ M [[ullo.g:.-
]

Lema 2.1.2. Sejam 6 € (0,1), 1 < g < e % +% = 1. Se{u;} € XonN X, é tal que, a
sequéncia {27 J(2% u)} € L4, entdo

S Mluillorx < 2 (2)5 ooz 127702 ) e

1=—00

Demonstragdo. Defina g : R, — X, N X3, dada por: g(t) = (In(2)) w41, tal que 2 < ¢ <
27+l i € 7, temos J(2%; g(t)) < J(t; g(t)). Além disso, 2~ (*+D? < =Y entdo

(5 g(t) < 27Tt 9(8))
< 27072 g(t)
=277J(2%" (In (2)) Muita)
=27"%(In (2)) T2 uiy)
=27"(In (2) 7T (2" s ui)-

Ou seja

t=0J(t; g(t)) = 2°(In (2)) 712 (FDE (2141, 4y 1), (2.1.20)
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Entao, se 1 < ¢ < oo, segue que

1E=0 Tt g5, = /f(t—w;g(t»)q%

00 9it1
_ dt
DN RGO
S dt
< 20 1 2 —12—(i+1)9J 2i+1. ; q__
<> [ o) 2+ )"
> 2
= Z (29(111 (2))—12—(i+1)9j(2i+1;UH_I))Q/ "
I=—00 2
-~ 2t
= > 2 @)z Oy [T
1=—00 2
> 2t
— 9% (1 (2))¢ 9—(i+1)bq jioit+l. ; q/ i
(In(2)7 > (2" uiga) T

= 2%(In (2))" 77|27 (2% wi ) |[fo-
Ou seja
[E70 7 (85 g()[|e = 2°(In (2))a |27 T (2% i) Jiw < o0
Por outro lado, se ¢ = oo, da equacao (2.1.20), temos

[t=0J (8 g(t))

Le(Ry) = sgg{]\t_ej(t; g(t))||L<;°(2i,2i+1)}
< 29(ln (2))_1supiez{2_(i+1)9J(2i+1; Uit1)}
= 2%(In (2)) 7|27 T (2% w) ||iee < oo

Portanto, em qualquer dos casos, a fungdo t — t~%J(t;g(t)) pertence a L? e pelo Lema

211

lgllzr e ixorx—1 < ldollzllt™ T (& g(O)2s < oo (2.1.21)
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Entao

+1

= oo, [+
X X
> fulyin, = 3 Wb, [

1=—00 1=—00 2¢
27,+1

dt
= Z lg(®)llxo+x:

1=—00

dt
- / 19O lxesx

t
< lldollczlls™* It (1))l

< 2‘9(111( D)o ol zll2” ’9J( yui) i < oo,

]

Teorema 2.1.7. (Teorema da versdo discreta do J-Método) Sejam 6 € (0,1) e 1 < ¢ < .
Um elemento u € X, + X; pertence a (Xo, X1)gq.s Se, e somente se, as condi¢bes abaixo sdo
satisfeitas

(i) Existe uma sequéncia {u;} C Xo N X, tal que

o [e.9]
Z will xp4x, < 00e Z u; converge para u em Xg + Xj.

(ii) A sequéncia {27%J(2;u)} pertence 9. Além disso, o funcional
|u|g,q.s; = Inf{||27 O J(2% ) ||;0; {u;} satisfaz i) e ii) acima} u € (Xo, X1)0,4:,

define uma norma equivalente a ||-||g,4.;. As constantes de equivaléncia ndo dependem do
par (Xo, X1). Mais precisamente, para cada 6 € (0,1) e 1 < g < oo, existem constantes
positivas d,(0,q) e ds(0,q) tais que, para qualquer par de interpolagdo de espagos de
Banach complexos (Xo, X1), temos

di (0, q)|ulo,gr < lullo,gs < d2(0,q)|ulo,gs

Demonstragdo. (i) Inicialmente, vamos supor 1 < ¢ < oo. Seja u € (Xo, X1)o 40 € s€ja
e > 0. Entdo, tome f € S(u;0;q) tal que

10Tt f () logis < (L + €)llullogs (2.1.22)

e para cada i € Z, seja



(i)

Entdo u; € X, N X;, assim pela Lema[2.1.1} f € Li([2,2""']; X, N X;). Além disso

22+1

dt * dt
Z ||U|X0+X1 < Z / Hf |X0+X17 :/ ||f(t)’X0+X1? < o9,
0

dt dt
/ 1(0)

que converge para f;* f(t)% em X, + X; quando n,m — cc.

logo

Note que, para cada i € Z, temos

. . . . 2i+1
270 J(25uy) =27 <2Z; / f(t)7
21

2i+1
—i i dt
=2 9/_ J(Q;f(t))7
21
2i+1

<x [ s

12

QU
~
N——

com 2 <t <2l e J(24 £(t) < J(t; f(#) < J(27FL; f(t)), além disso 27 (+D0 < =0
assim

2i+1

2 7 (2 ) < 27 / It 1)
21’
__ob 2l+1 (% 0 dt
=2 [ 2T
2i+1

<2 [ s

Aplicando a desigualdade de Holder, temos
P([21,2i+1]) Htiej(t; f(t)) ’ng([Qi,QiJrlD. (2.1.23)

Se ¢ = 1, entdo p = 0o e |[1||p(i2i+1)) = 1. Por outro lado, se 1 < ¢ < oo, entéo
l<p<ooe

270 J (2% u;) < 29|

1

26+1 P
dt
11l e (g2t 2ir)) = (/2 7) = (In(2))r.

Em qualquer um dos casos o valor ||1{[zz (i 2i+17) nd0 depende de i, assim denote
di(0,q) = (27%In (2))_71 entdo a equacao (2.1.23) pode ser escrita

di(0, )27 (2 u;) < 70Tt £(1))

D=

[22 21—0—1]) (2.1.24)
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Desta forma

di(0,q) _Z (2772 Z [£=0T(t; f(2) HL‘? ([21,2i+1])
S dt
=Z®O/ (265 FO)
- [T etawsong
0

< (1) lullg 4
Entao
di (8, )1 (27T (2 ui))llae < (1 + €)l[wllo,q-
Para ¢ = oo, da equacéo (2.1.24), temos
(6,002 20w < up{ eIt SO

= [T (& (1)l e
< (1 + ) llullo,oc;s-

Fazendo ¢ — 0, temos
dy (6, 00)[[(27 T (2% wi)) [l < [Jlg,00:s-

Portanto a sequéncia {27%J(2%; u;)} pertence a [? e ii) é valido, além disso, tomando
o infimo sobre toda {u;} satisfazendo i) e i), temos

(0, q)|ulo.g:s < [lullo.g:s- (2.1.25)

Agora seja u € X, + X, tal que exista uma sequéncia {u;} que satisfaca i) e ii),
vamos provar que u € (Xo, X1)g,q.7-

Defina g : R, — XN X, dada por g(t) = (In (2)) 1wy 1,2 <t <2l eic Z.
Da mesma forma da prova do Lema |2.1.2] mostramos que
16707 ( g(#) g < 2°(In (2))a 12720 (2 il < o0

Entéo, pelo Lema[2.1.1] g € LR ; X, + X;). Além disso

/Ooog(t)% = /2_%“9(15)% - i w =

. g .
1=—00 1=—00
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Logo g € S(0,¢;J) e u € (Xo, X1)(0,4,5)- Portanto
L 1o—i i
lll@.gsry < N1E70T (85 9(8))[12a < 2°(In (2)) 0127 T (2% wil .
Tomando o infimo sobre todas as sequéncias, segue
[ull 9.4y < d2(0, @)l 0.4, (2.1.26)
onde
(0, q) = 2°(In (2))s ", (2.1.27)

Em particular, se |ulg ., para algum u € (Xo, X1)g,4.s, €ntdo |jullgqs = 0 entdo u = 0.
E por fim da equacdo (2.1.25) e (2.1.26]) nos mostram uma equivaléncia de normas.

]

2.1.5 A equivaléncia entre o K-Método e J-Método.

Proposicao 2.1.5. Seja 6 € (0,1) e 1 < p < ¢ < co. Entdo
wllo.g:x < lPallLyllullops, para u € (Xo, X1)ap.1,

onde ¢g(t) =t~ min{1,t}, parat > 0e 1 < r < o] é dado por

1 1 1
q rop
Portanto (Xo, X1)o,p.s — (Xo, X1)g,q:-

Demonstragdo. Seja u € (Xo, X1)gps. Dado qualquer f € S(u;0,p), temos que, para todo

t>0
K (tu) =t K (t; /000 f(S)%)
=0 [ K6
e /Ow min {1, g} 76 55).

da equacao (2.1.9). Entao



Da definicdo de convolucao para a medida de Haar, segue
K (tu) = (7" min {1,4}) =, (77T (8 £ (1))
= (d0) *, ("I (& f(1)))-
Portanto, pela desigualdade de Young para medida de Haar
I K (0l < IdolluzlleT (6 F(0) e < oo,

onde 1 < r < oo € definido por % +1= % + %, como f € S(u;0,p) é arbitrério, segue

lullogre < 1t7°K (t;u)

g < |

Ly u“@,p;J-

]

Teorema 2.1.8. (Teorema de Equivaléncia). Seja § € (0,1). Entdo, existem constantes
positivas C(0) e D(0) tais que, para qualquer 1 < q < oo e qualquer par de interpolagdo de
espagos de Banach complexos (X, X1), as seguintes afirmagées sdo vdlidas.

() Para todo u € (X, X1)g,4.5, tem-se
[ullo,g;c < C(0)]|ullo,q:;
(i) Para todo u € (Xo, X1)o,4.x, tem-se

[ullo.g:r < D(O)[|ullo.q:x

(iii) A igualdade (Xo, X1)o,4.0 = (Xo, X1)o,4.x vale com normas equivalentes.

Demonstragdo. Note que, se i) e ii) sdo validas, entdo iii) € consequéncia direta. Se p =
q na Proposicao [2.1.5] assim C(0) = ||¢p||z: 0 que prova i). Para provar ii), seja u €
(Xo, X1)o,q.i- Paracada i € Z, tome v; € Xpe w; € X, talque u =v; +w; e

lvillxo + 2" willx, < 2K(2%5u)

e seja u; = vy — v;, com i € Z.

Para provar que u € (Xo, X1 )s,.s, vamos verificar que a sequéncia {u; } satisfaz os itens i) e
i1) do Teorema da versao discreta do J-Método Como {v;} C Xy e {w;} C X, segue
que

Ui = Vg1 — v = (U — wip1) — (U — w;) = w; — Wit
logo {u;} € XN X;. Além disso,
27 illy 2" willx, = 27 (vl + 2 Jwill )

< 292K (2% u)).
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Ou seja,
270 |lzy + 22w || x, < 2(27YK (2% u)) (2.1.28)

Pelo Teorema da versdo discreta do K-Método a sequéncia {27 K (2%;u)} pertence a
[ e existe uma constante (' (6, q) > 0, tal que

C1(0, )27 K (2% u); 1] < |lullo.gr, com u € (Xo, Xo)o,gk -

Entdo tomando a norma /7 na equacao (2.1.28), temos

—i i(1— —i i 2
127 lillx, + 27 fJwillx, s 1] < 20277 K (25 w)); 1] < m\lﬂl!e,q;K

assim

27 el 21, 20 s, 0] < [l (2.1.29)

2
Cl (07 Q)
Note que, para u; = v;;, — v;, temos
27wyl xy < 27 vl xo + 27 0ill %o = 2727 0| ) + 277 s |0
Consequentemente
1127wl x5 1911 < (27 + 1))1277 i |0 191,
da equacéo (2.1.29)

» 2(29 4+ 1)
12 9||Uz‘HXo;lq|| < mHUHe,q;K- (2.1.30)

Analogamente, u; = w; — w; 1, temMos

20 uillxy < 20w, + 20 wiga llx, = 270wy, + 2077 @ wia | x,)

2(1 + 200-1)

27,3 1)) < (1 4+ 2079|2700 ] x5 29| <
127 ) (120 D)2 s ) < = s

HuHH,q;K- (2131)

Uma vez que, para cada i € Z

277 (25 w;) = 27" max{||uil| xo, 2° (|l x, ||}
= max{2"|Ju; x,, 2" i x, }

< 27 luillxy + 2707wl x,
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logo
1270725 wa)s 1 < 1127 sl 2711+ 127 el ey 29

Usando as equacdes (2.1.30) e (2.1.31),na desigualdade acima, obtemos

9 700 2040 4 44 2f
27 J (25 w;); 1) < K 2.1.32
27 (250 ) < g g (2.132)
ou seja ii) do Teorema é verificado.
Por outro lado
n 0 n
SUED IS o
i=—n i=—n =0
0 n
= Z (vip —vi) + Z(wi — Wit1)

i=—n =0

= (U1 = v-p) + (W1 — Wny1),
logo

Z U; = Uy — V_p — Wp1. (2.1.33)
Seja L a constante que limita a sequéncia {27%||v;||x, } € 14 C [*°. Entdo

[0-nllxor2x1 < [Jv-nllxo +110]lx,

<2™[ — 0, quando n — oo,

de maneira andloga ||w,1l/x,+x, — 0, quando n — oo, assim da equacdo (2.1.33)
> . u; = u, onde a serie converge em (X, + X;). Entdo u € (Xo + X1)p,4.5-

E pg; fim, O Teorema da verséo discreta do J-Método|2.1.7, afirma que ||u||9,¢,; < d2(8, q)|u|g.q.s»
para dy(f, q) > 0, onde
ulgqr < inf{||27% (2% w;)|1a; {wi }iez satisfaz as condi¢des do Teorema[2.1.7]}.

Assim tomando o infimo na equacao (2.1.32)), temos

ullg .. 2041 4 4 4 90
H Hev‘LJ S |U/|97q;J S
d2(97 Q) C’1 (97 Q)

Note que, da prova do Teorema e do Teorema temos

||u||9,q;K~ (2134)

Ci(0,q) = (In(2))727% e do(0, q) = 2°(In (2))a "
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7 d2(67q) 3
assim 7" 5 ndo depende q.

Denotando o (0. 9)
D(0) = (2 +442 m,
da equacéo (2.1.34), tem-se
lullo.gs < D(O)||ullo,gx
[

Observacio 2.1.3. Pelo Teorema da Equivaléncia[2.1.8) os espagos intermedidrios resultantes
do J-Método e do K-Método sdo iguais com normas equivalentes. Daqui em diante, podemos
usar a notagdo (X, X1)g,, para significar qualquer um dos dois espagos.

Corolario 2.1.1. Sef € (0,1) e 1 < p < ¢q < o0, entdo (Xo, X1)op = (Xo, X1)o,q-

Demonstragdo. Da Proposicao|2.1.5
(Xo, X1)o.pg = (Xo, X1)o,q:x¢-

Entdo, a imersdo segue do Item iii) do Teorema de Equivaléncia|2.1.8 O

2.1.6 A propriedade de reiteracao para o método real.

Definicao 2.1.4. Sejam (X, X;) um par de interpolagdo de espagos de Banach complexos e
0 € [0, 1]. Definimos trés classes de espacos de Banach complexos intermedidrios X entre X, e
X da seguinte forma

(i) X pertence a classe K(0; Xy, X1), se existe uma constante C', tal que, para todo u € X,

K(t;u) < Cit||ul|x, t > 0. (2.1.35)

(ii) X pertence a classe J(0; Xy, X1), se existe uma constante Cs, tal que, para todo u €
XoN Xy,

ul|x < Cot™0J(t;u), t > 0. (2.1.36)

(iii) X pertence a classe H(6; Xy, X1), se X pertence a K(0; Xy, X1) e T (6; Xo, X1).

Proposicao 2.1.6. Seja (Xy, X;) um par de interpolagdo de espagos de Banach complexos.
Entdo,

X() S H(O;Xo,Xl) e X, € H(l;Xo,X1). (2137)
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Demonstragdo. Sejat > 0. Se u € X, entao

K (t;u) = inf{||uol|xy + tlluillx,;u = wo + ui,up € Xo e u; € Xy}
< lullxy + 0]x, = llullx

Entdo X, € K(0; Xy, X;). Por outro lado, se u € X3, entdo

K(t;u) = inf{||uol|x, + tllurllx,; v = wo + ui,up € Xop e uy € Xy}
< I0llxo + tlluallx, = tllullx,

Entdo X; € K(1; X, X;). Além disso, se w € X, N X7, temos
Jwllx, < max{[lw|lx,, tllwllx,} = J(tw)
e Xo € J(0; Xy, X1) de maneira andloga
||w||X1 < ! maX{HwHXovt”wH)ﬁ} = t_l‘](t;w)

e X; € j(]_,X(),X1> []
Lema 2.1.3. Seja 0 € [0, 1] e seja X um espago de Banach complexo intermedidrio entre X,
e Xl.

(D) X € K(0; Xy, X1) se, e somente se, X — (Xo, X1)p.c0.k-

(i) X € J(6; Xo, X1) se, e somente se, (Xo, X1)p.1.5 — X.

(iii)) X € H(0; Xo, X1) se, e somente se, (Xo, X1)p1 = X — (Xo, X1)p.00-

Demonstragdo. (i) Por definicdo, X € K(0; Xy, X;) se, para alguma constante C, temos
K(t;u) < C1t°|ul|x, paratodo u € X et > 0.
Por sua vez, isso equivale a
Cillullx > sup{t ™K (t;u)} = [[ullg,o0ix,
ou seja,
X = (Xo, X1)6,00,K -
(ii) Por definicdo, se X € J(0; Xy, X1), entdo existe alguma constante Cj, tal que ||v||x <

Cot=%J(t,v), para todo v € Xy N Xy, et > 0. Entdo, dado u € (Xo, X1)p,1.; € para
toda f € S(u;6,1), tem-se

|10 < [T et @)G = Gl @)l < o
0

0
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Entdo f € Ll eu= [/ f(t)%. Além disso,

| sof

e tomando o inffcg(u0,1), tem-se

o0 d
< / IFOllx S < Calle® (e, £0)

fullx = \
X

lullx < Collulloq.- (2.1.38)
Portanto
(Xo, X1)o,1,0 — X.

Por outro lado, suponha (X, X1)s1.; — X e seja Cy uma constante, tal que |Ju|x <
Cs||ullo,1,5, com u € XN X;. Sejau € XoN X; et > 0 fixo, e para cada A > 0 defina
fr: Ry — XoN Xy, por

£ = Tu, se te < s <t
A 0, caso contrario.

Afirmamos que fy € S(u;0,1). De fato, note que, fy € L}(R,; Xy + X;) e

/ooo heT = (/tt %) = X)) =

Além disso,

I35 s lexery = [ 50T A6

! t 0 ds
b 07 (s;u) 2
A (/teA s )
1 b ods B
=3 (/H ;) 11577 T (53 0) || oo (e 1)

= ||=5’_6J(3§U)HU;O([twA,t]) < 0
Entdo f\ € S(u;60,1) e u € (Xo, X1)p,1.s. Além disso,
lullo,ss < 5™ (s5 f)lleageyy < s~ (5501 e -
Fazendo A — 0, temos
[ullos < 70 (t;w).
Entdo pela equacio (2.1.38), segue que
lullx < Collullo,s < Cat™ I (t;u).

Portanto X € J(0; Xy, X1).
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(iii) A demonstracdo deste resultado segue dos itens (i) e (i7)

]
Corolario 2.1.2. Se0 <f < 1lel < g < oo, entdo
(X0, X1)o.q € H (0, X0, X1).
Demonstragdo. De fato, pelo Coroldrio[2.1.]]
(Xo, X1)o.q € H (0, X0, X1).
L]

Teorema 2.1.9. (Teorema da Reitera¢do para o método real). Seja (X, X;) um par de
interpolagdo de espagos de Banach complexos, 0 < 6, < 6; < 1 e sejam Xy, e Xy, espagos
de Banach intermedidrios entre X, e X;. Além disso, seja 1 < g < oo e 0 € (6p,0:) e seja
A € (0,1) definido por

0= (1— N\)by + A\

(D Se Xy, € K(0;; Xo,X1) para i = 0,1, entdo (Xg,, Xo, ) g6 — (Xo, X1)o.4K -

(i) Se Xy, € J(0;; Xo, X1) para i = 0,1, entdo (Xo, X1)o,4.0 = (Xoy, Xoy)rq:0-
(iii) Se Xy, € H(0;; Xo, X1) para i = 0,1, entdo (Xg,, Xo,)rq = (X0, X1)o,4-
Demonstragdo. Para provar (i) e (ii), precisamos distinguir as normas de funcdo K(¢;u)
e J(t;u) usadas na construcao dos espacos intermedidrios entre X, e X; daquelas usadas

para os espacos intermedidrios entre Xy, e X,,. Usaremos K* e J* para o ultimo. Além

disso, usaremos S*(u) para denotar o conjunto definido na Notacdo [2.1.3] para os espacos
X90 e X91 .

(i) Parai =0,1, seja E; > 0, tal que

K(t;u) < Bt

UHXGi, t>0euc X@i.
Dado u € (Xy,, Xo, )rq:x , Para todo uy € Xy, € ug € Xy,, com u = ug + uy, tem-se

K(t;u) < K(t;uo) + K(t;u1)
< Eot™lul|xa, + Ext™ ||ul| xo,

E
_ By (uunxeo i (E) t) lallxa).
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Tomando o infimo com respeito a todas as representacoes de u, segue

E
K(t;u) < Egt™ K* ((—1) t91—90;u) :
Ey

assim
) —0—60) 7o+ [ [ 1\ ,00-0
tK(t;u) < Ept K — |t ).
Ey
Tome
Ev\ -0
==t 2.1.3
= () (2139
Entdo
E _0-06g
0,-0
tK(t;u) < Ey ((—0) s) ’ K*(s;u)
Ey
E -
= Fy ((E?) s) K*(s;u)
Ou seja

0K (t;u) < ESVENsTM K (s;u). (2.1.40)
Em particular, se ¢ = oo
lullocir < E5 ™ B ull oo (2.1.41)

Observe

logo

sendo assim

a = ( ! ) @ (2.1.42)



Se 1 < ¢ < oo, da equacao (2.1.40) temos
> dt
full e = [0 KT
> ds
< EMVEMs K s;u)))l———
< [ BB E )

E(()l_)‘)qu]/\ /oo ) ds
= — sTOK* S, U 79—
ik [ m s

E(l )\)qup\
(01 ) ” “AqK

O que implica

E(l /\)E)\
0|k (2.1.43)
0, — 6,

Das desigualdades (2.1.41) e (2.1.43)), para qualquer 1 < ¢ < oo, temos

(Xoo, Xoy ) agx = (Xo, X1)o,g5 -

[wllg.qx <

(ii)) Parai = 0,1, seja D; > 0, tal que
[ullx,, < Dit™"J(t;w). (2.1.44)

u
gES(e1 B ; 0, )

1
e defina t(s) = (%3) 7% para todo s > 0 e f(s) = g(t). Como Xy, e Xy, sdo

espacos intermediarios, assim

Dado u € (Xy,, Xo, )o.4.7> S€jJ

XoN Xy — Xy, come=0,1
e f(s) = g(t) € Xy, N Xy, para todo s > 0. Além disso, da equagdo (2.1.44)

J*(s5 f(s)) = max{|| f(s)||x,, 5t f ()l x, }
< max{ Dot~ J(t; f(s)); Dit " sJ(t; f(s))}

:Dot—eomax{l; (%)t -0 } It £(5))
= Dot =" J(t; f(s)),

onde (%) t=(01=%) = 1 da definicdo de t(s). Entdo
0

s (s; f(8)) = Dos ™% J(s; f(5)), s > 0.
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Note que

—Xp—6 __ DO (01—060) - —bo
DUS t = DO Ht t
1

- Dél_k)Di\t—[(l—A)90+>\91]
_ DD
entdo
s (s: f(s)) < DSVDMTOT(t: £(s) = DSV DM T (8 g(1)) (2.1.45)
Observe que a defini¢do de t(s) é andloga a equacdo (2.1.39). Entdo a equacio
(2.1.42) é valida, ou seja
d_ 1 s
t B 01 - 00 S
Portanto, se 1 < ¢ < oo, da equacdo (2.1.45)
® e ds
| e

S

< [ i s g s

N NGOG

(
(n w> NG, (MO)?
-

b — 60) (D) D))’ / (171 9(1)))"

ds

Logo
s 7% (5 F()) ][22 < DS D6y — Bo) |t~ T (8 9(1))

Se ¢ = oo as desigualdades sdo validas. Pelo Lema2.1.1] f € L(R;, X, + X;). Além
disso,

[ 10% = [T = -0 [ a0F = 0= s =

Assim f € S*(u; \; q). Entdo
lullxgr < 15T (5 £(5))]| s
< D{VDNO, — 6o) e[0T (E g (1)1,

Tomando o infimo com g € S(;*5-:0; ) da desigualdade acima, temos

LQ<OO

[ullxqs- < DéH D0 — 60) 7 [|ullgg-

(iii) Segue direto do itens i) e ii) e do Teorema da Equivaléncia|2.1.8
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2.1.7 Os Espacos de Besov

O método de interpolacdo real também se aplica a escalas de espacos baseadas na su-
avidade. Para espacgos de Sobolev em dominios suficientemente suaves, os espacos inter-
mediarios sdo chamados de espacos de Besov. Antes de defini-los, primeiro estabelecemos
o teorema que mostra que se 0 < k < m, entdo WHP(Q) é intermedidrio entre LP()
Wm™P(Q)) desde que € seja suficientemente regular.

Definicao 2.1.5. (A Condi¢do do Cone) 2 satisfaz a condi¢cdo do cone, se existe um cone finito
C tal que cada x € ) é o vértice de um cone finito C, contido em §2 e congruente a C.

Definicao 2.1.6. (A Condigdo de Lipschitz Local Forte) (2 satisfaz a condi¢do de Lipschitz local
forte se existirem niimeros positivos 0 e M, e um aberto localmente finito cobre U; cobrindo
0%, e, para cada j uma fungdo de valor real f; de n—1 varidveis, tal que as seguintes condigbes
sejam vdlidas:

() Para cada R finito, toda colecdo R + 1 de subconjuntos de U; tem intersecgdo vazia.

(ii) Para cada par de pontos x,y € €, tais que |x — y| < 0, existe um j, tal que

z,y € V; ={u e Uj; d(z,00) > o}
(iii) Cada f; satisfaz a condi¢do de Lipschitz com a constante M, isto é, se

E=(&,...,61)ep=(p1,...,pn_1) € R entdo
(&) = f(p)| < MI[§ — p|

(iv) Para algum sistema de coordenadas (&(; 1y, - -.,&;n) C U; QN U; € representado pela
desigualdade

§im)) < Fi€Gays - -+ i)

Se () for limitado, das condicdes acima se reduz apenas que €2 deve ter uma limite local
de Lipschitz, ou seja, que cada ponto x € 0f) deve ter uma vizinhanga U, cuja intersecao
com 0f2 deve ser o grafico de uma funcao continua de Lipschitz.

Os trés proximos resultado s@o demonstrados no livro [Adams Sobolev Space ]

Teorema 2.1.10. Seja €2 um dominio em R" satisfazendo a condigdo do cone C. Se mp > n
seja p < q < oo. entdo existe uma constante K dependendo de m,n,p,q e as dimensées do
cone C fornecendo as condi¢bes para o cone em (), tal que para todo u € W™P(()

lully < Kl pllull,™

onde = 2 — 2,
mp

mq
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Teorema 2.1.11. (Propriedade de Aproximagdo) Se 0 < k < m existe uma constante C' tal
que para cada u € W*?(Q) e todo e suficientemente pequeno existe u € W™P(Q) satisfazendo

lu = ucll, < Cellullp, € lluellmp < CE[Jullk,

Teorema 2.1.12. Seja 2 um dominio em R™ que satisfaca a condi¢cdo de cone. Por cada ¢, > 0
existem constantes finitas K e K', cada uma dependendo de n, m, p, 0 e as dimensoées do cone
C fornecendo a condig¢do de cone para ) tal que se 0 < € < €, 0 < 7 < m, e u € W™P(Q),
entdo

uljp < K(€|t|mp+ € i/(m HUH )
el < K (el + €/l
el < 26"l

Teorema 2.1.13. Se 2 C R”" satisfaz a condi¢do de Lipschitz local forte, 0 < k < m e
1 < g < o0, entdo

WhP(Q) € H (% LP(9), WW(Q))

Demonstragdo. Sejam

J(t;u) = max{||ul|p, ||wllmp}
K (t;u) = inf{||uol|p + t]|ur||mp; v = uo + w1, ug € LP(2) € uy € WP},

Vamos mostrar que

[ ul[gp < CLTH™ T (#; u) (2.1.46)

K(t;u) < Ct%™)|ul|y, (2.1.47)
Do Teorema |2.1.12|afirma que para algum C e para todo u € W™P(Q)
lulley < CCllg™ ™ lullil3)-
Note que, a expressao do lado direito é C' vezes o valor minimo de.

£ 7 () = 8 masc{ | ullp, )]l p }

= max{t ™" |[ullp, 17O},
que ocorre para t = ||u||,/||u|/mp, tomando o valor de t em ambos os termos no maximos.

g (5 u) = max{([fully/ lwllmp) Tl Qallp/ullmp) ™™ e}
= max{full, ™™ [Jul g™l full 5
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Logo

lullep < C(llully™ ™ [l 5™)
= Ct= %™ J(t; u)

O que prova a equacao (2.1.46). Mostraremos que para provar a equacao (2.1.47) é
equivalente a provar a Propriedade de aproximacao [2.1.11] Seja u € W™P((), entdo

K (tu) < ullp + t]0llmp = [Jully, < [lullk,
Assim, se ¢ > 1, entdo t*/™ > 1, assim
K(t;u) <t ully,,
Se 0 <t <1, entao
K (t;u) = inf{||uol|p + t]jur||mp; u = uo + w1, ug € LP(2) € uy € WP},
Logo
[uollp + tluallmp < 2K (¢ u)

Assim

lu =il = luolly < 207 ™ K (t;u) € [un [l < 267K (8 1)
Tomando u. = u; e t'/™ = e no Propriedade de Aproximacéio|2.1.11] temos

t= K () <t (lu =l + )
< e HCrelullip + € Cre T ullrp)
= Cillullrp + Crllullkp
= Cllullrp

O que prova a equacao (2.1.47). O

Definicao 2.1.7. Sejam 0 < s < 00,1 < p < wel < ¢ < co. Seja m também o menor
inteiro maior que s. Definimos o espaco B*™9({)) como o espago intermedidrio entre LP({)) e
Wm™P(Q)) onde § = s/m, mais especificamente:

B*PA(Q) = (LP(Q2), WP () s /m,q:0

E um espago de Banach com norma |ju; Bs*(Q)|| = |ju; (L?(Q), WP())||s/m.q:7 € g0za de
muitas outras propriedades herdadas de L*(€2) e WP (2). Além disso, impde a propriedade de
Lipschitz local forte em €, que garante a existéncia de uma extensdo do operador de WP ({)
para W™P(R™) e assim de B*™4(Q}) para B*P1(R™).
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Para dominios que satisfazem o Teorema [2.1.13|e o Teorema da Reiteracdo [2.1.9} mos-
tram que, para a equivaléncia de normas, obtemos o mesmo espago B*"%({)) se usarmos
qualquer inteiro m > s na definicdo acima. De fato, se s; > se 1 < ¢; < oo, entao

BPA(Q) = (LP(2), B*P 1 (Q))sy /s,q-
Mais precisamente, se 0 < k < s <me s = (1 —0)k + Om, entdo
B¥PI(Q) = (WFP(Q), W™ (Q) ),
ese < s <sg,8=(1—0)s;+0s0el<q,q < oo, entdo
BUI(Q) = (B0 (), B0 (),
Observacéo 2.1.4. O Teorema nos diz que para o inteiro m
BTN (Q) s WP(Q) <5 BT (Q),

Seja Q = R™. B™P1(Q) = W™P(Q) se , e somente se p = g = 2 O seguinte Teorema
requer apenas que § satisfaca a condicao do cone.

Teorema 2.1.14. (Teorema da imersdo de espagos de Besov) Seja €2 um espaco com dominio

em R" satisfazendo a condi¢do do cone, e sejam 1 <p < ocoel < g < oo

a) Se sp < n, entdo B¥P1(Q) — L"(Q2), para r = —£

n—sp”’

b) Se sp =n, entdo B*P(Q) — C%(Q) — L>(Q).

¢) Se sp > n, entdo B¥P1(Q) — C%(Q).

Demonstragdo.  a) Existe s; > s tal que s;p = n, entdo
BP(Q) = (LP(Q), B (Q))s1/5.4-
Pelo Teorema da interpolacdo exata para o método J ver teorema |2.1.6, temos
B*P1(Q) = (L (), B P (Q))s1/6q = (L1(2), L¥(2))s1 /5,05

onde r = (1 —s1/s)1/p = np/(n — sp).

b) Seja m o menor inteiro maior do que s = n/p.
Seja u € BYPP1(Q) = (LP(Q), W™P(Q)),/mp1.7> assim pelo Teorema de versdo dis-
creta do Método J existe {u;} € W™P(Q), tal que > ;° _ w; converge para
u em B"/PP1(Q) e a sequéncia {277/ J(2%;u;)} pertence a ['. Como mp > n e
satisfaz a condicao do cone, entdo pelo Teorema [2.1.10|segue

HUHOO S Kl||u||1(7mp_n)/mp”uH%le,
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para todo u € W™P(Q2), mas

oo oo
lulloe = Y Mullo < Ko Y Ml 5=l |7/

Por outro lado
2=/ 1 (2%, )s 1| < s B2 (@)
Logo
B*P(Q) — L=(Q).

A continuidade de u segue do Teorema de imersao de Sobolev demonstrado em
[Adams Sobolev Space]. Portanto

B¥PL(Q) «— C%(Q) — L=(Q).
¢) Seja s > sy, tal que s;p = n, entao
B¥P1(Q) «— B¥P1(Q),
do item b)
B (Q) < C%(Q).
Portanto

BP(Q) < C%(Q).

2.2 Escalas de interpolacao-extrapolacao abstratas

Definicdo 2.2.1. Seja A : D(A) € X — X um operador linear fechado e densamente
definido. Dizemos que A é um operador setorial se existem constantes a € R, M > 1 e
¢ € (0,2), tais que Sy, :={A € C; ¢ < |arg(A — a)| < 7, A # a} C p(A)

_ M
A= A) o) < D VA € Ssa-

Se a = 0, dizemos que A é um operador setorial positivo.
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Sejam (X, || - |[o) um espago de Banach e A : D(A) C Xy — X, um operador linear tal
que — A seja um operador setorial positivo em X,. Defina X; = (D(A), ||A-||o) e considere
A; a X;-realizacao do operador A, isto é, o operador definido em

D(A) ={re XiND(A): Az € X }

pela regra Az = Az. Em seguida, seja Xy = (D(A;),||A - |1), onde || - |1 = |4 - ||o-
Indutivamente definimos

Xiy1 = (Xi [ - k1) = (D(Ag), | Ak - I1)

Apy1 = Xypo-realizacdo de Ay,

k € N. Obtemos assim uma familia de espacos de Banach {Xj}.eny que é densamente
injetada, no sentido de que a injecdo X;,; — X é densa, e A, é também um operador
setorial com o(A;) = o(A), para k € N. Por outro lado, ndo ha perda de generalidade
em assumir 0 € p(A). Assim considere o espaco (Xo,||[A™" - ||o) e defina X_; como o
completamento de X, com a norma [[A~! - ||o. Logo

XO — X,l.

Seja F = (-,-)o € {[,"]o, (-, )op, L <p < o0}, onde [-,-]g e (-,-)s, denotam os funtores
complexo e real, respectivamente. Para k € NU {—1}, defina

X0 = (Xp, Xpr1)o €  Appo = Xp o-realizacio de A

Chamamos { (X3, Ag); —1 < 8 < oo} de escala de interpolacdo-extrapolacdo sobre [—1, oo
associadaa Ae F.

O proximo resultado, cuja demonstracdo pode ser encontrada em [3[], € conhecido
como desigualdade do momento e possui grande utilidade no estudo de familias de ope-
radores lineares em escalas de interpolacio-extrapolacao.

Proposicao 2.2.1. . Seja {(Xs, A);—1 < 5 < 0o} a escala de interpolagdo-extrapolagdo
associadaa Ae F. Se —1 < a < § < 6 < oo entdo existe ¢ = ¢(«, 3,0), tal que

0—p B—a

lllx, < ellell” =l %"

para todo = € X,.

Suponha que X é reflexivo e defina F# = {(~, F0<0< 1}, onde



é um funtor de interpolacio admissivel. Sendo X" o espaco dual (X,) de X, e A# o ope-
rador dual de A, segue que A* é setorial com dominio X f . Portanto, podemos construir
uma escala de interpolacédo-extrapolacdo

{(X?,Aﬁ);—l <p< OO},

chamada de escala dual de interpolacdo-extrapolacdo gerada por A# e F#. Segue de [3]
Teorema 6,2] que

(Xp) =X7, e (Ap) =A%, -1<p<1,

onde a igualdade é dada no sentido de espagos vetoriais com normas equivalentes.

2.2.1 Poténcia fracionarias de operadores setoriais

Exemplos importantes de escalas de interpolacao-extrapolacao sdo os espacos de poténcia
fraciondria associados a um operador setorial de tipo positivo A : D(A) ¢ X° — X°.
Neste trabalho usaremos tais escalas nas aplicacoes de equacdes de evolucao fracionarias

em problemas concretos e, por isso, veremos sua construcdo de forma um pouco mais
detalhada.

Para z € C, com Re(z) < 0, definimos

A7 = 2 (O ),

2 -

onde v é um contorno apropriado em p(—A). E conhecido que entdo A* é um operador
linear limitado injetivo. Além disso, A*AY = A*** para Re(z) < 0 e Re(w) < 0. Como
consequéncia, podemos definir

A* = (A1 Re(z) > 0.

Dessa forma, denotando por A° o operador identidade em X, temos que A* estd definido
para todo z € C. Além disso, vale que A*A¥ = A**" e D(AY) — D(A*) — X, para
0 < Re(z) < Re(w).

O espaco de poténcia fracionaria 5 > 0 é definido por
X7 = (D(A%); |- 1 xa),
onde || - ||xs = ||A? - || xo. Segue que a escala de espacos de poténcia fraciondria
(X7 6> 0}

¢ uma escala de interpolacdo com pares densamente injetados (Xg, X311), 8 > 0.
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Seja A é um operador setorial positivo que tem poténcias imaginarias limitada em um
espaco de Banach X, isto é, existem ¢ > 0 e M > 1 tais que

A" e L(X) e [[AMex) <M, —e<t<e.

A escala de interpolacdo-extrapolacdo {(Xj, Ag) : —1 < < oo} gerada por este operador
utilizando-se o funtor de interpolacdo complexa [, -]y, 0 < # < 1, é equivalente a escala de
poténcia fraciondria gerada por A. Além disso

[D(A%), D(AP)]y = D(A'0+08) (2.2.1)

para 0 < Re(a) < Re(f)e0 <0 < 1.
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Capitulo 3

Equacoes de evolucao fracionarias.

Neste capitulo estudaremos a solucdo para o problema fracionario abstrato de Cauchy,

{ Dfu(t) = Au(t) + f(t,u(t)),t > 0, (3.0.1)

u(0) = ug, u'(0) = uy,

onde o € (1,2), Dy é a derivada de Caputo, A : D(A) C Xy — X, é um operador setorial
linear, X, é um espaco de Banach e f é uma funcéo continua.

Seja u uma solucao de (3.0.1), entdo, aplicando formalmente a transformada de Laplace
em (|3.0.1)), obtemos

Dyu(A) = Au()) + F().
Usando a transformada da derivada e aplicando as condicdes iniciai, segue
APT(N) — uA® ™ — w A2 = ATG(N) + F(N),
consequentemente
(A% — A)A(A) = ugA® "+ ui A2 + f(N).
Suponha que A\ € Ha, logo \* € p(A) e portanto
) = upA® 1A — A7 A2 — A) T (A — AL (3.0.2)

Aplicando a transformada inversa de Laplace, podemos reescrever a equacao acima por

u(t) = En(tA)ug + Sa(tA)u; + /t R.((t —s)A)f(s)ds,t > 0,

54



onde

1

E,(tA) := 5 /H AT — A) T, (3.0.3)
1

S, (tA) = 5 /H eMACTHNY — A) T, (3.0.4)

Ry (tA) = ﬁ /H AN — A)7laN, (3.0.5)

Lembrando o conceito de solucdo Branda em ((3.2.1)).
Definicao 3.0.1. Seja 7 > 0.

(D) Afungdo u : [0, 7] — X, é uma solugdo branda para (3.2.1) em [0, 7], se u € C([0, 7]; X1)
e para todo t € [0, 7] temos,

u(t) = Eo(tA)ug + Sa(tA)uy + /0 R ((t —s)A)f(s,u(s))ds.

(i) A fungdo u : [0, 7] — X; € uma solugdo branda para (3.2.1) em [0, 7], se para qualquer
7" €10, 7], u é solugdo branda para (3.2.1) em [0, 7’].

3.1 O problema linear.

Nesta secdo é dedicada ao problema linear,

{ Diu(t) = Au(t) + f(t),t > 0, (3.1.1)

u(0) = ug, v'(0) = uy,
onde o € (1,2), Dy é a derivada de Caputo, ug,u; € X; e f: [0,00) — X3,8 € (0,1] é
uma funcdo continua limitada. A priori estudaremos as familias { £, (tA) }:+>0, {Sa(tA)}i>0

e {R.(tA)}>0. A partir de agora vamos considerar que existem constantes M > 0 e
0 € (9,7}, tal que o operador linear A : D(A) C X, — X satisfaz

Se 1= {z € C*; | arg(z)| < 0} C p(A),
e para todo \ € Sy, temos
_ M
A = A) " 2exo) < Bk

7 . 9 ~
Logo, temos que —A € um operador setorial. Note que, se 7y € (5,3) e A € S, entdo

MY €8y C p(A) e [(A* = A) M) < -

10>
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3.1.1 Estimativas lineares em escalas de interpolacao-extrapolacao
abstratas.

Inicialmente, considere as familias de operadores lineares {E,(tA) }+>0, {Sa(tA)}i>0 €
{R.(tA)}+>0 em escalas de interpolacdo-extrapolagdo associadas ao operador A. Comecamos
com o seguinte resultado.

Proposicao 3.1.1. Considere « € (1,2) para a seguinte fungdo

eMATI(\ — A) 7N, set >0,

set—0 (3.1.2)

Y

- { el

onde Ha é um caminho de Hankel e I é o operador identidade, assim as seguintes propriedade
sdo validas.

(i) Paratodot >0, E,(tA) : Xg — X, esta bem definida e existe M > 0 tal que
[Ea(tA)z||x, < Mlz]x,, Ve € Xo

(i) A fungdo E,(-A) : [0,00) — L{X} € fortemente continua.
(iii) Se 5 € [0, 1], entdo existe uma constante M > 0 tal que

|Ea(tA)z||x, < Mt™*"|z||x,,Vt > 0 eV € Xo.

(iv) A familia {E,(tA)}i<o admite uma extensdo analitica do setor S,_,.

Demonstragdo. O]

(i) Paraa € (1,2) er >0, sejan, € (%,2) e defina o caminho Ha = Ha(r, 1) por
Ha = Ha(r,ny) := {se";r < s < oo} U{re”;|s| <no} U{se ™:r < s < o}
= H(ll + HCLQ — H(lg.
Para cada ¢ > 0 fixo, assuma r = %, entdo. Sobre Ha;, com z € X, temos
1
‘ — / AT — A)7laN
Hay

IN

271

= I el = Ay Ve xdin
27 Jiay A o

M e
< — —d|\
< 5 | Rl
M o[>
Com .,
M [
< ts cos o
<or [t mas|als,

M ecsmo
S | cos o

Xo

etSCOSnOS_IdSHZEHXO

2 xo-
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Tome Cl 6—, consequentemente
27 [cos o]

Sobre Ha,, com z € X, temos

1
—/ MY — A)7la
Haq

< Cl||:zc||X0,Vt >0eVrx € Xo.
271

Xo

‘ g [ et — g ta <o e = 4y alsydn
27TZ Has Xo 27T Haso ‘)\|
M ’ >\t|
< 7 Al x
s T Al x,
M 70 etre
= s,
—no
M 10
S - etTCOSSdSHxHXO'
21 J g
Como r = 1, segue
1 M
‘ —/ NI — A TlN|| =< — e %5 ds ||z || x, -
27 Has Xo ™ J—no

2w

Tome C, = &4 fgo el *s5ds, consequentemente

1
’ —/ MO — AN < Oyl x,, VE > 0 € Vo € X,
270 J X0
Sobre Has, com x € X, temos
L onepem | <2 [ pepoe g
omi = Al Kol
TV JHas X0 Hasz |

de maneira analoga ao primeiro caso, segue que existe C; > 0, tal que

Seja K = max{C4, Cs, C3}, obtemos

1

_/ eAt)\OCil()\a—A)ild)\
Has

< Cs|z||x,, ¥Vt > 0 e Vo € X,.
2me

Xo

| Ea(tA)]x, < K||z||x,Vt > 0e Vr e Xo.

Note que, do teorema da integral de Cauchy, temos que a representagéo (3 nao
depende de r > 0 e ny € (Z,2), o que finaliza a prova do item i)
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(ii) vamos provar que E(-A) : X, — L£(X) é fortemente continua. Para isso considere
t" > 0 e seja {t,}nen C (0,¢') uma sequéncia, tal que t,, — ¢’ quando n — oco. Assim
para z € X, tem-se

, 1
IBu(¢ A)e ~ Eultadells, = o |

/ AT — A) A - / AT A — A) A
Ha

Ha Xo
_ i / ez\(t’—tn))\a—l()\a - A)—ld)\
21 || Ha Xo

De maneira andloga do item i), iremos analisar a integra acima sobre os caminhos
Hal,Hag e Hag.
-Sobre Ha;, temos

Assim pelo teorema da convergéncia dominada, a integral acima tende a 0, quando
n — OQ.
-Sobre Has,, temos

Novamente pelo teorema da convergéncia dominada, a integral acima tende a 0
quando n — oo.
-Sobre Has, segue de maneira andloga a Ha,. Portanto

/ e)x(t’—tn))\a—l()\a . A)_ld)\
Haq

S O/’Oo |6trsei710 . 8tnf;eino)|S_1ds||x||X0
r

Xo

o) .
- C/ 7 (e — ') ds || x,.
T

/ ek(t’—tn)/\a—l()\a _ A>_1d)\
Ha,

70 ) .
< C/ |€t’se”“S _ €t7lrem0|8_1d8”$||xo.
Xo

—"o

|Ea(t'A)x — Ey(t,A)zx||x, — 0 quando n — oo,

para todo x € X,.

Por outro lado, seja {t,,} C (', 00), tal que ¢,, — t’, quando n — oo, entdo ||E,(t'A)z—
E,(t,A)x||x, — 0 quando n — oo para cada = € X,. Ja para a continuidade em ¢ = 0,
note que do teorema da integral de Cauchy, temos

I= i (/ e*AldA> I,
21t \JHa

onde [ é o operador identidade. Entdo paracadat¢ > 0ez € D(A)

1
IEa(tA)e - olv, = 5

/ MATHAY — A) Tt Azd )
Ha

Xo
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(iii)

(iv)

Seja r = ;. Sobre Ha,, temos

1

2

M ecosmo

< — t*|Ax||x, — 0 quando t — 0%.
. 2m|cosmnol

/ eMATHAY — A) Tt Azd )
Hay

X,
Sobre Has, temos

1

M
< —t%e™||Ax||x, — 0 quando t — 0.
2m s

/ MATHAY — A) Tt Azd)
Has

Xo

Sobre Has, segue de maneira andloga a Haj.

Considere 5 =1 e seja x € X, assim

1
Iyl = 5|

/ MATHAY — A) Tt Azd )
Ha

Xo

Note que, X;1(D(A),||[A-lo)ell-|l1 = ||A- |lo, logo para t > 0 fixo, se assumirmos
r = 1. Sobre Hay, existe k > 0 independente de «, tal que

1

2

/ M AY — A) T Azd)
Haq

k 00
S %[ GStCOSnOSa_ldSHCL’HXO,
Xo T

como o« — 1 > 0, segue que

ko[> k [ ecosmo (a—1) [~
estcosnosa 1dS - e ) estcosnosa 2d$
1

o 1 om \ [cosmo|  tcosmg

k 1 _
< —— (1 4+ — |t
27| cos o] | cos o

Sobre Has,, temos

1
2T

/ NN — A) T Azd)
Has

k "o
<ont [ emsaslaly, <Ot ol
x, 27

=10

Sobre Has é obtida de maneira andloga a Ha,.
Tomando M > 0 como o maximo das constantes, concluimos que

[Ea(tA)z|x, < M|z x,,

do item i) e do Teorema V.1.5.2 [4] segue a demonstragao.

Parat € S, g, defina E,(tA) por (3.1.2) e sejar = ﬁ Entdo para cada x € X, temos
M
|Ea(tA)z]|lx, < 5= [ ™7 A2 x,-
271_ Ha

Portanto, desta estimativa garantimos a convergéncia absoluta de (3.1.2)) no setor
S._g, portanto, F,(tA) é analitica nesta regido.
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Proposicao 3.1.2. Considere a € (1,2) para a seguinte fungdo

1 Mya—2(ya _ A)-1
Sa(tA):{ 5r7 Jia ©AT2(NY = A) 1A, set >0,

& . (3.1.3)

onde Ha é um caminho de Hankel e 0 ¢ o operador nulo, assim as seguintes propriedade sdo
validas
(i) Paratodot >0, S,(tA) : Xo — X, esta bem definida e existe M > 0 tal que
|Sa(tA)z]| x, < Mt||x| x,, Vz € Xo.

(i) A fungdo S,(-A) : [0,00) — L{X} € fortemente continua.
(iii) Se § € [0, 1], entdo existe uma constante M > 0 tal que

1Sa(tA)z| x, < Mt'"*"|z|x,, ¥t > 0 e Vz € X,.

(iv) A familia {S,(tA)}+>o admite uma extensdo analitica no setor S,_y.

Demonstragdo. Note que,

Sa(tA)z = /t E.(sA)xds.

De fato, para t = 0, temos
Sa(0A)z = 0.

E para ¢ > 0 temos que

t t 1
/ E,(sA)xds = / — / eMATHAY — A)"rd)Nds
0 270 J g
)\s>\a 1 A —1d d/\
27rz /Ha/ ) °

)\t)\a 2()\ A) 1d)\

27rz Ha

= S, (tA)z.

para todo ¢t > 0 e z € X,. Portanto, usando a unicidade da transformada de Laplace a
prova segue da Proposicédo (3.1.1). [
Proposicao 3.1.3. Considere o € (1,2), para a seguinte fungdo
= [ MY — A)7HdN, set >0
— 2mi JHa )
Ra(tA)_{ 0 set=0

onde Ha é um caminho de Hankel e 0 é o operador nulo, assim as seguintes propriedade sdo
validas

(3.1.4)

Y
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(i) Paratodot >0, R,(tA) : Xo — X, esta bem definida e existe M > 0 tal que
|Ra(tA)z]|x, < M|z x,, V2 € Xo.

(i) A fungdo R, (-A) : [0,00) — L{X,} € fortemente continua.
(iii) Se B € [0, 1], entdo existe uma constante M > 0 tal que

|Ra(tA)z||x, < Mtz x,, ¥t > 0 e Vo € X,.

(iv) A familia {R,(tA)}:>o admite uma extensdo analitica no setor S, _.

Demonstragdo. Note que,

E{gafl * Ea(tA>} = L{gafl}c{Ea(th}
— )\1—04()\04—1()\04 - A)—l)
— (A=A

Por outro lado
L{R,(tA)} = (\*— A)~".
Ou seja
L{Ra(tA)} = L{ga-1 * Ea(tA)},

paratodot > 0 e x € X,. Usando a unicidade da transformada de Laplace e da proposicéo
(3.1.1) o resultado segue. O

Proposicao 3.1.4. Considere 3,0 € [0,1], tal que a(1 + 6 — ) < 1. Entdo existe M > 0, tal
que

1Ea(tA)z]x,y < MU 2|,
1Sa(tA)z]|x,,y < M|y, e
1Ra(tA)z]|x, 0 < Mt 00D ||,

para todo x € Xget > 0.

Demonstragdo. Note que
[ Ea(tA) |l eixo,x) < Mot™ € [ Ea(tA)[| 2x1,x0) < M,

para My, M; > 0 e para todo ¢t > 0. Consequentemente, usando a inequacao 1.2,11 [4]],
existe ¢ > 0, tal que

1Ba(tA) |2y x10) < ClIEa A5y o I EaEA 2, x0)
< Mt—2(1=5)

Y

61



para M > 0 e para todo t > 0.

Por outro lado, usando os argumentos de iii) da proposicao garantem que
[ Ea (@A) 2x x2) < Mat™,
para M, > 0 e para todo ¢ > 0, assim existe C'; > 0, tal que
1Ea(tA) ) c0xsx115) < CrllEalA 2Ky x) 1Bt 2 x, 1)
< Kt™,
para K > 0 e para todo ¢t > 0.

Além disso, a(1+60 — 3) < 10 que implica § < B,ousejal <1+ 6 <1+ (5, assim e do
Teorema V.1.5.2 [4]], existe C' > 0, tal que para todo = € Xz, tem-se
B—0 0

|Ea(tA)allx,, < CllE(tA]y] |Ea(tA)ally
< ME D gy,

148"

Note que
t
I,(tAl s < [ IEa(sA)alx, s
< Mtl—a(l—l—@—ﬁ)HxHXB'
e
t
|Ra(tA)z| x,,p = H/ Ga1(t — 8)Eq(sA)x ds.
0 X110

< Mtz x,

]

Observacao 3.1.1. Particularmente, segue da estimativa acima que para todo t > 0 os ope-
radores t*E,(tA) : X; — X9 sdo operadores lineares limitados que satisfazem

”taaEa(tA)Hﬁ(XlaXHG) <M,

com M > 0 e independente de t, para todo 0 € [0,1]. Além disso, dado um subconjunto
compacto J de X, temos

lim sup [[t*E,(tA)z|x,,, = 0.

t=0% e
Para provar a ultima afirmagdo basta observar que os operadores
tEL(tA) : X1 — Xite,
sdo uniformemente limitadas em ¢ > 0, lim,_,o+ [|t* Eo(tA)z| x,,, = 0, para z € X149 € X149

¢ um subconjunto denso de X;.
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3.1.2 Teoria do boa colocacao e regularidade.

Considere o problema linear (3.1.1)), abaixo segue o nosso resultado principal sobre
ele.

Teorema 3.1.1. Considere o € (1,2) e f : [0,00) — X3 uma fungdo continua limitada, onde
g € (0,1]. Se (1 — ) < 1, entdo para quaisquer ug,u; € X; existe uma tnica solugdo
branda u € C([0,00); X;) do problema (B.1.1). Além disso, para todo 6 € [0,/3), tal que
a(l+0—p5) <1, tem-se u € C([0,00); X149),

() 100 < Mt |fuo]lx, + Mt |ur||x, + +Mt*7OB(a(f ~0),1) sup [|f(s)llx,

S<OO
e se § > 0, entdo
: 9
lin 1 [[u(t)]|x,,., = 0.
Além disso, se ug, ui, wy e wy € X, entdo existe uma constante ¢ > 0, tal que
£ (t, wo, ur) — w(t, wo, wr)||x,,, < clluo — wollx, + tlur — willx,),

para todo t € [0, c0).
Demonstragdo. Para ug,u; € X;, considere a funcdo
u(t) = Ea(tA)ug + Sa(tA)us + /Ot Ro((t — $)A)f(s)ds, 0 < < 0o,
Usando os resultados da secao anterior, temos que
[u(®)llx, < [[Ea(tA)uollx, + [|Sa(tA)usllx, + /Ot [Ra((t = 5)A)f(s)lx,ds

t
SM@%M+WWM+A@—$“Wﬂﬂm%)

< M(Jluollx, + tlluillx, +t*"B(ap, 1) Sup £ ()l 1),

S<OO

para todo 0 < t < oo.
Por outro lado, se {t,},eny é talque 0 < ¢ < ¢, < oo e t,, — t, temos

[ultn) —u()llx, < [EaltnA)uo = Ea(tA)uollx, + [1Sa(tnA)urSa(tA)ua ] x,

/H a(tn —$)A — Ry (t — s)A) f(s)|| x,ds
+[|m« — S)A) ()|, ds.
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A continuidade forte dos operadores { £, (tA)}i>0, {Sa(tA) }i>0 € { Ra(tA) }4+>0 € do teorema
da convergéncia dominada de Lesbergue garante que os trés primeiros termos do lado
direito da desigualdade acima tende a 0 quando n — oo e para o ultimo termo, temos

| WRalt = 9205 s < / DTN xads
< M /t< —5)ds s {1/()x,),

<s<o0
tn

que tende a 0 quando n — oc.

De maneira andloga, prova para o caso 0 < ¢, < t < 7. Entdo u € C([0,00); X;) e por
defini¢do é a unica solugdo Branda de (3.1.1). Além disso, a solucdo u € C(0,7]; X14¢)
para todo 0 < 0 < 3, tal que «(1 + 6 — 3) < 1. De fato, se t > 0, segue da proposicao
anterior que

t
00000 Bt 1St [ IRl = 5076
t
<M (taeuuoum Ol + [ (6 s>a<“>luf<s>uxﬁds)
0

SM(t—aequnxl Iy, + O Ba(3 - 0),1) swp {1 >||Xﬁ}).

S<OO

Usando os argumentos anteriores garantimos a continuidade de u. Além disso, note que
t ()l xy.0 < 0N Ba(tA)uollx, .o + M (tlulx,
+t*B(a(f —0).1) sup {[If(s)]x,}),
0<s<oco

consequentemente, se ¢ > 0, segue que da observacdo anterior que

: af

lin 1 [u() | x,,, = 0.
E por fim, se ug, ujwy € wy € X;, entao

|u(t, wo, ur) — u(t, wo, w1)||x,, < [ Ea(tA)(uo — wo)llx110 + [|Sa(tA)(ur — w1)|lx140
< M(t*Jug — wol|x, + 7% Jur — wi|x,),

ou seja
taeuu(tvuOvul) - u<t7w07w1)HX1+9 < M(HUU - wOHXl + tHul - w1||X1)7

para todo t € [0, 00). O
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3.2 O problema nao-linear.

Agora estudaremos o problema de Cauchy Fracionario Abstrato nao-linear,

{ Dfu = Au+ f(t,u(t)),t >0, (3.2.1)

u(0) = ug, u'(0) = uy,

onde D{ é a derivada de fraciondria de Caputo de ordem « € (1,2), A: D(A) C Xy — X,
é um operador linear fechado definido em um espaco de Banach X, com dominio X; =
(D(A)) e ug,u; sdo condicOes iniciais. As hipdteses sobre o operador A sdo as mesmas
do caso linear. Com relacdo ao termo ndo-linear, consideramos {X,}.>, uma escala de
interpolacdo-extrapolacdo associada a A. Dados as constantes C' > 0,p > 0e 5 € (0, 1]
definimos a familia F(C, p, #) como o conjunto de todas as funcées continuas f : [0, c0) X
X, — Xj satisfazendo,

1F(tw) = £t 0)llx, < Clullf” + loll%" + Dllu = vllix,

1t w)llx, < Clllullk, +1),

para todo ¢ > 0 e para todo u,v € Xj.

3.2.1 Teoria do boa colocacao e regularidade.

Teorema 3.2.1. Considere o € (1,2) e f € F(C, p, 5). Se a(1 — ) < 1, entdo dado vy € X;,
podemos considerar r > 0 e 7 > 0, tais que para quaisquer uy,u; € Br(vy) C X existe
uma tinica solugdo branda v € C([0,7]; X,) para o problema (3.2.1). Além disso, para todo
0<6<p, talque a(l +6 — ) < 1, segue

u € C([0,7]; Xi40)
e se > 0, entdo
. 0
lli%ta ||u(t7u07 u1)||X1+9 = 0.
Além disso, se ug, u1,wy e w; € Br(vy) C X3, entdo existe uma constante C' > 0 tal que,

£t uo, ur) — w(t, wo, w1l x,,y < C(|Juo — wollx, + [ur — willx,)

para todo t € [0, 7).
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Demonstragdo. Considere v € (0,1) e 7 € (0, 1), tais que

)

14 14
1Ea(tA)ro = vollxy < 7, 19 A)vo — ollx, < 7 e OM(R + 1)’ B(af, 1) <

e~ R

para todo ¢ € [0, 7], onde
R = max{(|wllx, +v)”, 2(lwllx, + )" '}.
Parar = ;7 defina

K ={u e C([0,7], X1); sup [[u(t) —wollx, <v}

te[0,7]

e defina o operador
(Tu)(t) = Ea(tA)ug + Sa(tA)u; + /0 Ro((t — s)A) f(s,u(s))ds.

Nosso proposito € mostrar que K é um conjunto T-invariante e T é uma contracdo. Inicial-
mente, provemos que 7' : K — K esta bem definida. Considere 0 < ¢; <t <Tteu € K.
Entao

[(Tu)(t) — (Tu)(t1)|x, < |Ea(tA)uo — Eo(tiA)uol|x, + [[Sa(tA)ur — So(tiA)usl|x, + 1,
onde

1;:‘/0 Ra((t—s)A)f(s,u(s))ds—/o Ra((t — $)A) (s, u(s))ds

X1
Usando a continuidade forte dos operadores { E,,(tA) }+>0 € {Sa(tA)}+>0, temos que
||Ea(tA)u0 — Ea(tlA)ugHXI —0e ||Sa(tA)U1 — Sa(tlA)UIHXl — 0

quando ¢ — t{. Por outro lado
1< [ 1R =) (55D = Ral(ts = 9 A) (s, u(s)) s,

+ [ 1Rl = A ()il

Note que

[ VBalt = 90 s us)dsl, <0 [ (6= 9 5,5,

MC
< g bl +v) + 106 =) =0,
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quando t — t]. Defina

h:KW&W—WW@Mw—&Wr$MWM@WMJ&
Assim
hséﬂu—@w1—@rww5mmuu—$mﬂamwmwu
+A7n—wwwaw—@Mﬂwm»—%wrwmvammMAa

onde R, := t!=*PR,(tA),t > 0. A familia {R/ (tA)}:>o é fortemente continua em X, e da
proposicéo (3.1.4),temos

IR, (tA)z| x, < M||z||x,,Vt > 0e Vo € X;.

Defina
zy:AT@—@W*—arﬂwﬁmmu@—$MﬂaM@mmwe
b= [ = IR = DA (s, u(s) = Ra((t = ) AN (s (o) s

Entdo I < 4 E(([vollx, +v)? + 1t — (t — 1) — %] — 0 quando ¢t — t}. Finalmente,
usando a continuidade forte de { R/ (tA)};>o € o Teorema da Convergéncia Dominada de
Lebesgue, segue que I3 — 0, quando ¢ — t]. Este fato garante que

[(Tu)(t) = (Tu)(t1)]lx, = 0,

quando ¢ — t]. De maneira andloga, prova para o caso t; € (0,7] e t — t.
Para concluir que K é um conjunto T-invariante, considere que ¢ € [0,7] e u € K. Ento,
temos

[(Tu)(t) = wollx, < [[Ea(tA)uo = vollx, + [[Sa(tA)u]lx,

+/H&W—$Mﬂw$mm%
< | Ba(tA)uo — EaltA)vollx, + | EatA)vo — vollx, + [Sa(tA)ux,

+0M/ $)7 ([lu(s) 1%, + 1)ds

< Z +COM(R+1)7*°B(1,ap)

<.
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Ouseja, T : K — K esta bem definida. Mostraremos agora que 7' ¢ uma contracao. Sejam
t€]0,7] eu,v € K. Entdo

[(Tu)(t) — (Tv) (0 x, S/O [Ra((t = 5)A)[f (s, uls)) — f(s,v(s))]l|x, ds
< M/O (t = )7 f (s, uls)) = f(s,0(5))|1x,ds

< MC/O (t =) lluls) 1%, + o), + Ulluls) = v(s)]lx,ds
< MC(sup Jlu(s)|%," + sup [Ju(s)l%," +1)B(1,aB8)7*" sup lu(s)

s€[0,7] s€[0,7] s€[0,7]

< MCR2([wllx, +v) ™ +1r*?B(1,a8) sup [lu(s) —v(s)]x,

s€[0,7]

1%
< sup fu(s) = v(s)lx,
s€[0,7]

1
< 7 sup Jlu(s) —o(s)llx:-
s€[0,7]

Isso mostra que 7' : K — K é uma contracao e, pelo Teorema do Ponto Fixo, 7' tem um
unico ponto fixo e K que é uma solucdo branda em (3.2.1)). Para provar a unicidade de
solucées brandas, suponha que u,v sdo solugdes brandas em (3.2.1). Entdo para todo
t € [0, 7] temos que

Jut) =), < [ I Rallt = A5, u(s)) — 1G5, o(5)) s
<M / )71 £ (s, u(s) — £(5,0(5)) x5
<oM / S (flus) 15, + o)l + Dllu(s) = v(s)l|x,ds
<b / (t = )7 u(s) — v(s) L x,ds.

Onde b := MC(supe( lu(s)5%." + SUDse(0,1] Hv(s)”’j{ll + 1). Podemos agora aplicar a

desigualdade de Gronwall (1.1.1)), assim concluimos que u(t) = v(t) para todo ¢ € [0, 7].

Para completar a prova considere 0 < § < f tais que a(1 + 6 — ) < 1. Entdo para todo
€ (0, 7] temos

t
[u()]lx110 < [ Ea(tA)uollx, s + [[Sa(tA)u]l x4 +/ [Ra((t = s)A)f (s, uls)| x, 0 ds

< M(tfuolx, + 1t~ aellulllxl)JrCM/ (t = )" (Ju(s) %, +1)ds

< Mt uol [, + ' a0||u1||X1)+OMtSE)p}(”u()||X1+1)taﬂ "B(a(B - 0),1).
c|0,7
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Portanto, u : (0,7) — X, estd bem definida. Para provarmos que u € C((0, 7]; X14¢) usa-
mos argumentos semelhantes ao usado anteriormente. Assim segue da estimativa acima
que se t > ( temos
()l xype < )| Ba(tA)uollx, o + Mtlulx,
+CM sup ([ut)ll%, + 1)t Bla(s — 0),1).

te(0,7]
Da observacao (3.1.1), segue que o lado direito da desigualdade acima tende a 0 quando

t — 0. Por fim, se ug, u;, wy € wy; € B,.(1) entédo

| u(t, uo, uy) — u(t, wo, w1)||x,,9 < M(JJuo — wollx, + [ur —wi|x,)

+To(t) sup [Ju(t,ug,ur) — u(t, wo, w1)| x,,
0<t<r

onde

Ty(t) = CMt*’B(a( — 0),1) sup {Hu(t,uo,ul)H’)’gl}

0<t<r

+CM*B(a(s - 0), 1)(0215 {Ilut, wo, wi)||%," + 1)}

Para # = 0, temos

|u(t, uo, u1) — u(t, wo, wr)||x, < M(|luo — wollx, + |u1 —wi||x,)

1
5 sup {[lu(t, v, ur) = ut, wo, wi)|x, }-
o<t<r

O que implica

OS<UE Nt o, ur) — u(t, wo, wr)||x, } < 2M(||uog — wollx, + |lur — wi|lx,).
<t<rt

Tomando 0 < 0 < 6, < 3, e usando as desigualdades acima temos que

£ ult, uo, ur) — w(t, wo, 1)l x, o < M(||uo — wollx, + |1 — w1 x,)
+2MTy(t)(|Juo — wollx, + [ur — wi||x,).
Isto é
£ u(t, uo, ur) — w(t, wo, w1)||x; < e(||uo — wollx; + |ur — willx,),

onde ¢ = M(1+ 2sup{l'p(t);0 <t < 7,0 <0 < 6p}.
O que conclui a prova. [

Em muitas aplicacdes, os termos ndo lineares sdo independentes do tempo. Para cobrir
esta situacao, consideramos o caso particular de (3.2.1)) dado por

Diu = Au+ f(u(t)),t >0,
{ u(to) = up, u'(0) = uy, (3.2.2)
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onde f: X; — X3, 0 < § < 1, satisfazendo

1F () = F)llx, < ellulls, " +1vl2 D e = vllx, e [ (w)lx, < cllull?,,
para ¢ > 0 e para todo u,v € Xj, n6s temos o seguinte resultado.

Coroldrio 3.2.1. Considere o € (1,2). Se a(l — ) < 1, entdo dado v, € X, podemos
considerar r > 0 e T > 0 tais que para qualquer uy e u; € B,.(1p) C X; existe uma solugdo
branda v € C([0,7]; X;) do problema (3.2.2). Além disso, para todo 6 € [0,[), tal que
a(l+6— p) < 1, segue que

u € C([0,7]; Xi40)
e, se 0 > 0, entdo

. 0
11_{%150‘ Hu(t?uovul)HXHe =0.
Além disso, se ug, uy, wy e wy € B,(vy) C X, entdo existe uma constante ¢ > 0, tal que
t°|u(t, o, ur) — ult, wo, wr)|lx,,, < c(lluo — wollx, + llur — willx,),

para todo t € [0, 7].

Agora, estudaremos a generalizacdo de (3.2.1)) com mais de um termo néo linear, ou
seja, consideramos o problema

Dgu(t) = Au(t) + 320 fi(t,u(t)), t >0,
{ u(0) = ug, u'(0) = uy. (3.2.3)

Como uma extensao do teorema ([3.2.1]), obtemos o seguinte resultado.

Teorema 3.2.2. Seja 1 < o < 2 e f; € F(Cy,pi,0:), com1 < i < n. Seall—p) <1,
onde [ := min;<;<,{f;}, entdo dado v, € X; podemos considerar r > 0 e 7 > 0, tal que para
qualquer ug e u; € B,(1y) C X, existe uma unica solugdo branda u € C([0,7], X,) para o
problema (3.2.3). Além disso, para todo 0 < 6 < (3 tal que a(1 + 6 — ) < 1, segue que

u € C([0,7], X149)
e se § > 0, entdo
. 9
Ilfl_rféta ||u(t7U’07 u1)||X1+9 = 0.
Além disso, se ug, uy, wy e w; € Br(vy) C X, entdo existe uma constante C' > 0 tal que,

£ u(t, uo, ur) — w(t, wo, w1) |l x,,, < C(|Juo — wollx, + [Jur — wilx,)

para todo t € [0, 7).
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Demonstragdo. Esbocamos a prova ilustrando quais ajustes na prova do teorema (3.2.1])
devem ser feitos aqui. Para isso, considere v € (0,1) e 7 € (0, 1), tais que

14 14 - ) 14
1Ea(tA)vo = vollx, < = |SatADur]lx, < = e Y MCy(R; + )" B(ap;, 1) < —
4 47 4

para todo t € [0, 7], onde

Ri = max {(lollx, + ) 2(wollx, + )7},

_ v :
Para r = ;77 defina

K= {u € C([077]7X1>; sup ||U,(t) - V0||X1 < V}v

te[0,7]

e defina em K o operador

Tu(t) = Eu(tA)ug + Sa(tA)uy + Z/ ((t—9)A) fi(s,u(s))ds.

Assim

[Tu(t) = vollx, < [[Ea(tA)uo = vollx, + [[Sa(tA)ulx,

£ [ = 9 s )l

<—+ZMC (R; + 1)7°% B(af3;,1) <

=1

Logo Tu € K. Além disso, se u e v € K, entao a estimativa

ITu(t) = To()|x, < Y MCi2(|wollx, + )"+ 1r* B, 1) sup [lu(s) —v(s)]x,.

s€[0,7]

garante que 7' : K — K é uma contracdo de I. Para concluir a demonstracio segue de
maneira analoga ao teorema ((3.2.1)). O

3.2.2 Continuacao e alternativa de blow-up.

Agora, provaremos um resultado de continuidade e uma alternativa blow-up para a
solucdo branda garantida pelo Teorema (3.2.1). Em particular, garantimos a existéncia de
um tempo maximo para esta solucao.
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Definicao 3.2.1. Seja u : [0,7] — X; uma solugdo branda do problema (3.2.1). Se t; >
Tew :[0,t;] — X; é uma solugdo branda do problema (3.2.1)), entdo dizemos que v é uma
continuagdo de u em [0, ¢4].

Teorema 3.2.3. Nas condi¢bes do Teorema (3.2.1)), considere 7 > Oew : [0,7] — X; a
solu¢do branda do problema (3.2.1)). Entdo, existem t; > 7 e uma unica continuag¢do u* de u
em [0, t4].

Demonstragdo. Fixe 0 < v < 1 e tome ¢; > 7 de modo que para todo t € [r, ]

14

v
| Eo(tA)ug — Eo(TA)upl|x, < T |Sa(tA)u; — So(TA)u1||x, < T

/H ((t — s)A) — Ra((T—S)A)]f@,u(S))HXIdS<Z

T 4

eMCRtaB/ (1—s)"1H%ds < Z,

o~

onde R := max{(||u(7) ||z, +v)” + 1,2(||u(7) ||+, + v)”~! +1)}. Seja

K ={veC([0,]; X1); sup |Jot) —u(7)llx, <veu(t) =ult)t €07}

te[r,t1]

e defina em K o operador 7', dado por:

(Tv)(t) = Ea(tA)ug + Sa(tA)uy + /0 R, ((t —s)A)f(s,v(s))ds.

Note que, se v € K, entdo (Tv)(t) = u(t) para todo ¢ € [0, 7], de maneira analoga mostra
que Tv € C([0,t]; X;) sempre que v € K. Para todo t € [, 1], temos
[(T0)(t) = u()llx, = [ Ba(tA)uo — Ea(TA)uollx, + [[Sa(tA)ur — Sa(TA)us] x,

+ R ((t = s)A)f(s,0(s)) = /OTR (7 —5)A)f(s,u(s))ds

X1

<55t [ IR = 9 (5.5 = Rl = A (svu(sD, b
# [ IRl = 970l
<% [ IRl = 9D o), s

T

< % + MCRt*? / (1—s)"Pds <.

t

Entdo, segue que

I(Tv) () = u(r)lx, < v, VE € [1,1].

72



Logo K ¢ T-invariante. Mostraremos agora que 7' : K — K é uma contracdo. De fato, se
v,we K et e [r,1], entdo

[(Tv)(#) = (Tw)(#)||x, < / &x@—SVDU@ﬂK$)—f@ﬂM@H ds

X1

<A4/@—->Hwnﬂsw@»—ﬂawwmuw“
< MC/ (o) 15+ () 1%, + Dllo(s) — w(s)]|x, ds

SMC%W/(ls)HW@Sw{MQ%W@Wx}

z s€[0,t1]

<2 sup {|Jv(s) — w(s)|lx,}

s€[0,t1]

<5 swp {Jlo(s) — ws)lx, )

s€[0,t1]

Isto é

SWH@W@—GMWW&SEﬂmWW@—M@hJ

s€[0,t1] t€[0,t1]

Portanto 7' é uma contracao e pelo teorema do ponto fixo de Banach, podemos obter tinico
ux € K que é continuacdo de u em [0,#;]. Se demonstra a unicidade usando o Lema

Gronwall (1.1.7)). O

Em seguida, temos o resultado da existéncia global ou ndo continuacao por blow-up.

Teorema 3.2.4. Sob as condi¢bes do Teorema (3.2.1)), seja u a solugdo branda do problema
(3.2.1) com tempo mdximo de existéncia t,,,, > 0. Entdo t,,,, = oo ou

lim sup|ju(t)x, = .

t—> max

Demonstragdo. Suponha que t,,,, < oo e que existe k > 0, tal que ||u(t)|x, < k para todo
t € [0, tmaz)- Seja {t,}nen C [0, tmaz), tal que ¢, — 4 quando n — oo. Analogamente a
prova do teorema (3.2.1), temos que

/0 n(tn — )" RL((t, — 5)A) f(5,u(5)) — R.((tmae — 5)A) f(5,u(5))||s,ds — 0 quando n — oo,

onde R/ (tA) .= t'"*PR,(tA),t > 0. Suponha que t, < t,, < t;,q,- Entdo
u(tn) — ultm)llx, < | Ba(tnA)uo — Eo(tmA)uollx, + [[Sa(tnA)ur — Sa(tmA)urlx,

y[ﬂmwfwm—mwmﬂMWQmmmw
+[ﬂmmm—QMﬂmmmmw.
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Da continuidade forte de {E,(tA)};>0 € {Sa(tA)}i>0, temos que os dois primeiros termos
do lado direito da desigualdade acima tende a 0, quando n, m — oc. Por outro lado,

tm

[Wmm%—@mﬂwwMM@SM (b — 5)°P | £ (5, u(s)) | x, ds

tn

M
< —g(/fp + 1) (tm — tn)* — 0, quando m,n — co.
(8

Além disso, defina
lenMEMM—ﬁA%J%Wm—$MM®m@Mu#&
Entao
IsA"WW—QW*—an—@W*mmmm—ﬁAﬁ@w@muﬂs

+ /0 [t — )P R((t — 5)A)f(s,u(s)) = Rol(ts — 5)A)f (s, u(s) ]| x,ds

MC
< P 1 aff _ aB _ qaf
< S DI — (b — 1) 1)

tn
+ /0 (tn = ) RA((tn = $)A)f (5, u(s)) = Ro((tmao — 5)A) f (5, u(s)) || x, ds
tm
+ / [t = )R (tm = $)A) f(5,u(5)) = Ri((tmas — $)A) f(5,u(s)) | x, ds.
0
Portanto, se m,n — oo, segue que I — 0, assim temos que {u(t,)},en € uma sequéncia de

Cauchy em X, e, portanto, existe v’ € Xj, tal que lim,,_,, ||u(t,) — v/[|x, = 0. Com isso,
podemos estender u em [0 t,,,.| obtendo a igualdade

t
ult) = EaltAyuo + SultAus + [ Rul(t = 9A) (s, u(s)ds,
0
para todo t € [0,%,,..]. Pelo teorema anterior, podemos estender a solucdo, o que é uma

contradicdo com a maximalidade de ¢,,,;. O

3.2.3 Dependéncia continua dos dados iniciais.

Fechamos esta se¢cdo estudando o problema de dependéncia continua em (3.2.1)).

Teorema 3.2.5. Seja 3 € (0, 1], tal que o(1— ) < 1 e suponha que {f,}nen € f € F(C,p, 5),
sejam tais que

nlggo ||fn(t’x) - f<t7x)||X5 =0,
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uniformemente para todo subconjunto limitado Y de X, e todo subintervalo compacto de

0, 00). Considere {ul},cn e {ul},cn sequéncias de X1, tais que

i 0 S R
lim u, =uye lim u, =y
n—o0 n—o0

Se u,, : [0, 7,] = X; € uma solu¢gdo maximalmente definida no problema

{ Dfuy,(t) = Aun(t) + f(t, un(t)), t >0,
un(0) = ug, ul, (0) = uy,

ewu:[0,79] = X € asolugdo branda maximalmente definida em (3.2.1)), entdo
10 < liminf7, e lm |u,(t) — u(t)|x, =0,
n—oo n—oo

uniformemente em subintervalos compactos de [0, o).

(3.2.4)

Demonstragdo. Suponha que 7, > liminf, . 7,, assim existe uma subsequéncia {7, },en

tal que, 7, < 7 < 79 para n suficientemente grande. Pelo teorema anterior, temos

Hm [|un ()] x, = oo,
t—Tn

para n suficientemente grande. Defina

tnn i=sup{t € [0,7,); sup |u(t)||x, < N}.
0<s<t

Entdo lim,_,o t, v = 7, € t, x < T, para n, N suficientemente grande. Defina

en(t) == sup |[|fult, x) = f(E,2)x,,

=l x, <R

(3.2.5)

onde R = max{N,sup,c, |u(t)|x,}. Temos lim, .. €,(t) = 0 uniformemente em cada

subintervalo compacto [0, c0). Para ¢t € [0, ¢, y], temos

e () = u (@)l x, < My, — uollx, + M|y, — walx,

M [ (= 9 (5 = £ ()

M / (t — )71 f (s, un(s)) — £(s,u(s)) | x,ds

t
<ay+ MC2R 1 1) / (t = 5)%5 un(s) — u(s)| x,ds,
0

onde a, = M|u) — uollx, + M7lju), — ui|lx, + M sup;co, € (t)7*’ B(af3, 1). Entdo, da

desigualdade singular de Gronwall (1.1.1)), temos

lun(t) — u(t)||x, < an€ap(t),0 <t < t,n,
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onde

Znaﬁ

0= [MCQR*™ + 1) (af)]* e caplz) = T

n=0

Como lim,,_,, a,, = 0, podemos tomar n suficientemente grande, de modo que
lun(t) —u(t)|lx, < 1,Vt €0, t,n]
Por fim, para n suficientemente grande, tal que

[un ()] x, < [ (t) — u(®)||x, [[u(®)][x, < 1+t81[ép] Ju(®)x,
€|0,7

para todo ¢ € [0,¢,]|. Por outro lado, ¢,y — 7,, quando n — oo, 0 que contradiz
a equacao (3.2.5), e portanto, 7y < liminf, ., 7,. Com um procedimento semelhante,
provamos que

T {Jun () —u(t)|x, =0

uniformemente para ¢ em subintervalos compactos de [0, 7y) o0 que conclui a prova. O
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Capitulo 4

Aplicacoes.

Nesta secdo, aplicamos a teoria abstrata desenvolvida neste trabalho a algumas im-
portantes equagoes de evolucdo fracionaria. Comecamos com a equacdo de fraciondria
de difusao-onde em espacos de Lebesgue. Na sequéncia, as equacdes de difusdo-onda
fracionarias nao-lineares sdo estudadas na configuracdo LP({2) por meio de escalas de
interpolacdo-extrapolacdo e dual de escalas interpolacdo-extrapolacdo de espacos de So-
bolev. Em seguida, estudamos uma equacio de placa nfo linear na estrutura L*(2). Em
cada caso, aproveitamos imersoes do tipo Sobolev envolvendo espacos potenciais de Bes-
sel. Mais precisamente, seja ) um dominio limitado suficientemente suave em R”" para
que o espaco de Bessel potencial H;((2) esteja bem definido. Assim a imers&o a seguir €
valida

H;%Hé,%—%z%—é,l<p§q<oo. (4.0.1)
Os espacos potenciais de Bessel coincidem com os espacos de Sobolev-Slobodeckii 1157
sempre que p = 2 ou s € um numero inteiro, ver [1]

4.1 Equacoes de difusao-onda fracionarias lineares em espacos
de Lebesgue.

Vamos considerar a equacdo difusdo-onda fraciondria linear N-dimensional ndo ho-
mogénea

Ofu = Au+ f em [0,00) x RN, (4.1.1)
com dados iniciais

u(0,2) = ug(x) e u (0, ) = uy (),
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onde ugp,u; € LI(RY),1<g<oce N > 1.

Suponha f : [0,00) x RY — R uma funcéo continua e limitada. Sejam Y, = L9(R"),
Y, = W24(RY) e F = (-,-)9,0 < 6 < 1 o funtor de interpolacdo complexa. Como L = A
¢ um operador setorial em Y, com dominio D(L) = Y3, nds consideramos {Y3; 5 < —1}
a escala de interpolacdo e extrapolacdo associada a L e F. A realizacdo de L em Xj
denotada por Lg, € uma isometria de Xz, em Xz e

LB = D(Lﬂ) +X5+1 C Xﬁ — Xﬁ
¢ um operador setorial,ver em [4].

Para fornecer nossa abordagem para o problema (4.1.1)), seja X3 := Y31, 3 > 0. Entéo
X1 =Yy=LIRY) e Xg=Y_; = (W?4(R"). Denote A, : L_; : X; C Xy — X,. Com isso,
o problema acima pode ser reescrito em L?(RY) como

Diu(t) = Aqu(t) + f(t),t € [0,00),
{ u(0) = ug, u'(0) = uy, (4.1.2)

onde D¢ é a derivada fraciondria de Caputo, ug,u; € LI(RY) e f : [0,00) — LI(RYN) é
uma funcéo continua e limitada, dada por f(t)z = f(t,x) com x € RY. Assim, para cada
1 < ¢ < oo existe § < 7, < 7, tal que o setor

{z € Carg(z)| <} C p(Ay).

Portanto, com base na teoria desenvolvida, nos permite considerar o problema (4.1.1)) para
todol < a < 2% < 2. Usando o teorema 3.1.1} seja u € C([0, 00), L9(RY) a solugdo branda
do nosso problema. Entdo u é dada por

u(z,t) = Eqo(tAg)uo(x) + Sa(tAy)ui(x) + /0 R, ((t — s)A,) f(s,z)ds,

t € [0,00) ez € RN. Além disso, u € C((0,00); X14¢) para todo 0 < § < %, entdo existe
M >0, tal que

[l x,,y < Mt uol| pagryy + M| [| paer)

+ Mt B(a(l - 9), ) sup {1 )l La@n) s

e limy_o £°[|u(t)|x,,, = 0.

Observacao 4.1.1. Considere a equagdo da onda linear

8t2u = Auem (0,00) X RY, (4.1.3)
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com dados iniciais
u(0,2) = ug(x) e ur(0, ) = uy (),

onde ug,u; € LI(RY). Lembrando que uma solugdo branda para (@.1.3) ¢ uma solucdo
continua u, tal que

u(t,z) = C(t)ug(x) + S(t)ui(x),t > 0ex € RY.

Aqui {C(t)}i>0 e {S(t) }i>0 representam as familias cossenos e senos associados ao operador
de Laplace. Um importante resultado garante que ¢, de maneira geral, mal posta em
LY(RYN),1 < g < oo. Esta afirmagdo decorre de um fato bem conhecido, que que se o operador
Laplace gera uma familia de cossenos em LI(RY),1 < ¢ < oo, entdo N = 1 ou q = 2, veja
por exemplo em [5]]. Em certo sentido, esta é a maior diferenca matemdtica entre equacoes de
difusdo-onda fraciondrias lineares e equagoes de ondas lineares.

4.2 Equacoes de difusao-onda fraciondarias nao-lineares
em espacos de Lebesgue.

Nesta subsecdo, estudamos a seguinte equacao de onda fracionaria

0°u = Au + |ulf~'u em (0, 00) x €,
u=0em [0,00) x 0L, (4.2.1)
U(O, I) = U0<$>,Ut<0, ‘I) = U1<l’> em (2,

onde p > 1, Q é um subconjunto aberto de R" com limite suficientemente suave X2,
a € (1,2) e 9y é a derivada fraciondria de Caputo. Nosso objetivo é aplicar a teoria
abstrata desenvolvida na ultima se¢do ao problema no espacgo L(2),1 < ¢ < oo.
Para isso, note que o operador L. = —A com condi¢oes de contorno de Dirichlet pode ser
visto como um operador setorial em Ej = L?(?) com dominio E; = W?*9(Q) N Wy (Q).
Entdo, existe uma constante ¢, € (7, 7) tal que {z € C : |arg(z)| < ¢q, 2 # 0} C p(A).
Portanto, nossos resultados abstratos podem ser aplicados a para todo « € (1, %).
E bem conhecido que a escala de espacos de poténcias fracionarias {EP} ser associada a L
satisfaz

ES — H?P(Q), >0, 1<q< o0,
o gﬁ(,) ia N (4.2.2)
q _(q/)vﬁ_7 <q<OO,q—E
Portanto, usando e argumentos de dualidade, obtemos
Ef > L'(Q), r < 3845, 0< B < &L,
E] < L*(Q), s > 5h5, — 5 <B <0
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Além disso, a realizacdo de L em E/ , denotado por Ls, é uma isometria de E/*' em Ef e
. _ pp+1 B B
Ly: D(Lg) = EJ*' C EY — Ef

é um operador setorial. Além disso, D(L§) = E/t!.
Defina X/ := Equ., feRe s,ejg A, X% C Xy — Xg o operador L~'. De (4.2.3] segue que
a escala de poténcias fraciondrias associada a A, satisfaz

Xf%LT(Q),T<m,O<B<1+2q,
X0 = L9(), (4.2.4)

Portanto, a formulacéo abstrata do problerna na teoria L?()) torna-se

Dfu=Au+ f(u), t >0,
u(0) = ug, u'(0) = uy,

onde f(¢) = [¢|*~", para v € X = LU(Q).
Lema 4.2.1. Se max{1 — 2_qu} <B<lel<p<1+43(1—p), entdo f: X; — Xg satisfaz

1f () = f(0)llx, < C (llullt,” + lol%,") lle = vllx,,
para C > 0 e para todo u,v € X;.

(4.2.5)

Demonstragdo. Usando a hipdtese de max{1 — J7,0} < § < 1 e usando 4.2.4, temos

L (Q) — XP. (4.2.6)

Além disso, note que 1 < p < 1+ 24(1 — 3) implica % < ¢, logo

L5095 (Q) < LI(Q). (4.2.7)

Finalmente, tomando u,v € X = L9(Q), usando as duas inclusdes acima e a desigualdade
de Holder, n6s obtemos

1f(w) = f@)llxp < ClIf (w) = f()]

Nq
L N+2q—28q (Q)

< Cllu- s o
Ju UH s 7(Q) (HuHszgfzquBq(Q) el m(m

- -1
e U||X;(||U||§g; ol

Lf ()l s < Cllf ()]

S CHUHP pPNgq
Lmﬂz(g)

< Clully,

L N+2q 2Bq (Q)
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Usando a teoria abstrata e o lema anterior, concluimos esta subsecdo com o seguinte
teorema.

Teorema 4.2.1. Considere 1 < a < 2% max{l — 0} < g <lel <p <1+ (1 -7)
Se a(l — ) < 1, entdo dado vy € L4(f2), podemos considerar r > 0 e T > 0 tal que para
qualquer ug,uy € B.(vg) C L9(Q2) existe uma tnica solucdo suave u € C([0, 7], LI(2)) do
problema 2.5 que pode ser continuado até um tempo mdximo de existéncia t,,,, > 0 tal que
timaz = OO OU

lim sup ||u(t) || La) = 0o.
t—tmax

Além disso, para todo 0 < 6 < (3 tal que a(1 46 — f8) < 1, segue que u € C((0,7], X, ) e, se
6 > 0, entdo

. ab
11_{%15“ | (t, o, ur]| x,,, = 0.
Além disso, se ug, wy, u1,w; € B.(vg) C L1(N2), entdo existe uma constante ¢ > 0 tal que
£t o, ur) — u(t, wo, wi)| xavo < C ([Juo — wol| o) + [lur — wil|zay) »

para todo t € [0, 7].

4.3 Equacoes de placas fracionarias com nao linearidades
do tipo gradiente.

Agora, consideramos a seguinte equacdo de placa fraciondria

0%u = —A?u + |[VulP em (0,00) x Q,
u=Au=0em[0,00) X €, 4.3.1)
u<07 1’) = uO(:U)7ut<Oa l’) = u1<$) em Qa

onde p > 1, Q é um dominio aberto suficientemente suave em RY, o € (1,2) e 0% é
a derivada fracionaria de Caputo. Aplicaremos a teoria abstrata desenvolvida na ultima
secdo ao problema no Hy (). Aqui, A? é o operador bi harménico com condicoes de
contorno articuladas e A é o operador de Laplace com condi¢oes de contorno de Dirichlet
em L*(Q2), ou seja, D(A) = H} = H*(Q) N H}(Q) e

D(A%) = H}, = { € HY(Q) N HY(Q) : Aglog = 0},
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£V — L"(Q),
£ = L*(Q), (4.3.2)
EY = L*(Q), 21;,—%<5§0.

Defina Xz := 55*%, g eResejaAd: X; C Xyg— Xya X, — realizacao de A.
Portanto, a formulacdo abstrata do problema em X, = H}(Q) torna-se

{ Du = Au+ f(u), t >0,

u(0) = ug,u'(0) = uy, (4.3.3)

onde f(u) = |Vul?, u € H}(Q).
Lema 4.3.1. Se max{®N 0} < B <3el<p <1+ entdo f: X; — X; satisfaz

1 () = F@)]lx, < Cllull%," + loll%, e — vllx,

1f ()l < Cllull,,

para C > 0 e para todos u,v € X;.

Demonstragdo. Usando a hipétese de max{®Z¥, 0} < g <2 e usando noés obtemos

V0 <5 X, (4.3.4)
Além disso, note que 1 < p < 1+ 3527 implica 2% < 2, logo
L2(Q) — L¥+555 (Q). (4.3.5)

Finalmente, tomando u, v € X; = H} (), usando as duas inclusdes acima e a desigualdade
de Holder, nds obtemos

1S (w) = f(0)llx; < ClLf(uw) = f0)]

LN+6 88 (Q)
< Clu= il gy o (1 g 1ol )
() LN+6-88 (Q)) LN+6-8B (Q)
-1
< Cllu=vllx; (lullz,” = oll%,")

1f(W)lx, < Cllf ()]l
< Clul?

L NTo—sp 88 (Q)

L NF6-55 ()
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Usando a teoria abstrata e o lema anterior, concluimos esta subsecdo com o seguinte
teorema.

Teorema 4.3.1. Considere 1 < o < 2,max{X 0} < 8 < 3el < p < 1+ 32 Se
a(l — B) < 1, entdo dado vy € H{(S2), podemos considerar r > 0Oe T > 0 tal que para
qualquer ug,u; € B,.(vg) C HL(Q) existe um tnico solugdo suave u € C([0,7], H}(2)) do
problema.3.3|que pode ser continuado até um tempo mdximo de existéncia t,,,, > 0 tal que
timaz = OO OU

tim sup [[u(t)]| 30 = oo

t—tmax

Além disso, para todo 0 < 6 < ( tal que o(1 + 60 — ) < 1, segue que u € C((0, 7], X140) €, se
6 > 0, entdo

1i_r)%ta9Hu(t, g, U1 || x,,, = 0.
Além disso, se ug, wy, u1,w; € B.(vy) C H} (), entdo existe uma constante ¢ > 0 tal que
£ (t, uo, ur) — ult, wo, wr)||x,,, < C (HUO — wollga(a) + [Jur — w1HH5(9)> :

para todo t € [0, 7.
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