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JEVERSON SILVA SANTOS
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Resumo

A dissertação trata do estudo de equações de evolução lineares e semilineares com
derivada fracionária de Caputo e parte linear governada por um operador setorial. No
primeiro caso, estudamos estimativas sobre as famı́lias de operadores lineares associa-
das ao problema em escalas abstratas de interpolação e condições suficientes para boa-
colocação global e regularidade espacial de soluções brandas. Na caso semilinear, estuda-
mos a existência e unicidade de soluções brandas locais para o problema e sua posśıvel
continuação para um intervalo máximo de existência. Também estudamos o problema de
regularidade espacial e dependência cont́ınua em relação aos dados iniciais. Por fim, es-
tudamos aplicações dos resultados abstratos em alguns modelos importantes, a saber, as
equações de difusão-onda fracionárias e equações de placas fracionárias.

Palavras-chave: Equações de evolução fracionárias; Boa colocação e regularidade de
soluções; Equação de difusão-onda; Equação da placa fracionária.



Abstract

This work is dedicated to the study of linear and semilinear evolution equations with
Caputo fractional derivative, and linear part governed by a sectorial operator. In the first
case, we study estimates on the families of linear operators associated with the problem in
abstract interpolation scales and sufficient conditions to global well-posedness and spatial
regularity of mild solutions. In the semilinear situation, we study the existence and uni-
queness of local mild solutions to the problem and their possible continuation to a maximal
interval of existence. We also study the problem of spatial regularity and continuous de-
pendence with respect to initial data. Finnaly, we study applications of the abstract results
to diffusion-wave equations and fractional plate equations.

Keywords:Fractional evolution equations; Well-posedness and regularity of solutions; Dif-
fusion-wave equation; Fractional plate equation.
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Introdução

A dissertação é dedicada ao estudo de boa colocação e regularidade espacial para
equações de evolução semilineares da forma{

Dα
t u(t) = Au(t) + f(t, u(t)), t > 0,

u(0) = u0, u
′(0) = u1,

(0.0.1)

onde Dα
t é a derivada fracionária de Caputo de ordem α ∈ (1, 2), A : D(A) ⊂ X0 → X0

é um operador linear tal que −A é setorial no espaço de Banach X0, f é uma função não
linear satisfazendo certas condições e u0, u1 ∈ X1 := D(A). Os principais resultados aqui
apresentados estão contidos nas referências [11, 23].

Este tipo de problema de equação de evolução tem sido objeto de vários trabalhos
cient́ıficos nos últimos anos, uma vez que este tópico envolve uma grande variedade de
aplicações, como por exemplo, probabilidade [22], biomatemática [13], psicologia [24],
funções especiais e mecânica dos fluidos [26], fenômenos de transporte e redes elétricas
[7], entre outros. Um exemplo importante onde essas equações aparecem naturalmente é
a teoria da viscoelasticidade linear unidimensional. As equações básicas desta teoria são
dadas por

σx(x, t) = ρutt(x, t), (0.0.2)
ϵ(x, t) = ux(x, t), (0.0.3)

ϵ(x, t) = J0σ(x, t) + J̇ ∗ σ(x, t), (0.0.4)

onde ρ é a densidade, u é o deslocamento, σ é a tensão e ϵ é a deformação. A função
material J , que representa a caracteŕıstica do material onde ocorre o fenômeno, é não
negativa e não decrescente. Seu valor inicial J0 = limt→0+ J(t) = J(0+) ≥ 0 é chamado
de caracteŕıstica instantânea. A equação de evolução para o deslocamento u(x, t) pode ser
derivada das equações acima de tal forma a obter

uxx = ϵx(x, t) = (J0 + J̇∗)σx = (J0 + J̇∗)ρutt. (0.0.5)

Se considerarmos os chamados materiais do tipo potência, cuja função material é dada por

J(t) =
1

ρa

tγ

Γ(γ + 1)
, 0 < γ ≤ 1, t > 0,
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onde a é uma constante positiva e Γ é a função Gama de Euler, a equação (0.0.5) ganha a
forma

∂αt u = auxx, (0.0.6)

com 1 ≤ α = 2 − γ ≤ 2 e ∂αt é a derivada fracionária de Caputo em relação ao tempo.
Seguindo as referências [6] e [18], a lei da fluência anterior é fornecida por modelos
viscoelásticos cujo a relação tensão-deformação verifica

σ = ρa∂αt ϵ, 0 < γ ≤ 1.

Para γ = 1 temos a situação do fluido Newtoniano, onde a representa a viscosidade ci-
nemática. Neste caso, a equação (0.0.6) é a equação de difusão. Quando γ = 0, segue que
(0.0.6) torna-se a equação da onda de D’Alembert com velocidade de onda c =

√
a. Na

situação intermediária 0 < γ < 1, a equação de evolução (0.0.6) é chamada de equação
de difusão-onda fracionária.

Do ponto de vista matemático, o estudo da existência, unicidade e dependência cont́ı-
nua das soluções, a teoria da regularidade (espacial ou temporal), a análise do compor-
tamento assintótico e a caracterização de soluções especiais são temas bastante proemi-
nentes na teoria de equações de evolução fracionárias, ver [2, 8, 9, 10, 14, 15, 16, 17].
Com este fato em mente, o objetivo deste trabalho é estudar resultados de boa colocação
e teoria de regularidade espacial para (0.0.1) e fornecer aplicações de tal teoria em al-
gumas equações de evolução concretas. Como sabemos, uma abordagem eficiente para
equações diferenciais parciais está intimamente ligada ao conceito de soluções escolhido
para se trabalhar. Nesta dissertação, estamos particularmente interessados na teoria de
soluções brandas para (0.0.1). Consideraremos o problema acima em escalas abstratas de
interpolação-extrapolação. Este tipo de escala de espaços de Banach é muito flex́ıvel e se
aplica a uma grande variedade de situações concretas. Em nossa situação, essas escalas
são constrúıdas com a ajuda do operador linear A e são muito bem adaptadas aos proble-
mas apresentados. Além disso, estas escalas podem ser usadas como medidas precisas da
regularidade das soluções. Recomendamos o livro [4] para conceitos e resultados gerais
sobre escalas abstratas de interpolação-extrapolação.

No Caṕıtulo 1 deste trabalho relembramos alguns conceitos e fatos gerais que serão
úteis no estudo das equações de evolução fracionárias. Em especial, relembramos algu-
mas propriedades especiais das funções Gamma e Beta e fazemos uma breve revisão sobre
integração e diferenciação fracionária no sentido de Riemann-Liouville e Caputo. Ade-
mais, estudamos as relações que estes elementos possuem com a teoria da transformada
de Laplace. No Caṕıtulo 2 começamos estudando os métodos de interpolação real. Apre-
sentamos as principais propriedade do J-método e do K-método, além de comprovar sua
equivalência. Estudamos também as escalas de interpolação-extrapolação abstratas e apre-
sentamos as escalas de potência fracionárias associadas a operadores setoriais como um
exemplo.
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O Caṕıtulo 3 contém os enunciados e demonstrações dos principais resultados a cerca
do estudo da equação (0.0.1). Primeiramente, assumindo que A é um operador setorial
compat́ıvel com a ordem de derivação α ∈ (1, 2), provamos que as famı́lias de Mittag-
Leffler {Eα(tA)}t≥0, {Sα(tA)}t≥0 e {Rα(tA)}t≥0 são fortemente cont́ınuas e admitem ex-
tensões anaĺıticas para setores adequados do plano complexo. Além disso, usando argu-
mentos precisos de interpolações e resultados de subordinações adequados, estudamos o
efeito de suavização para essas famı́lias nas escalas de interpolação-extrapolação associa-
das ao operador A. Adicionalmente, estudamos condições suficientes para a boa colocação
global da versão linear de (0.0.1). Como aplicação deste último resultado, estudamos a
equação linear de difusão-onda não homogênea

∂αt u = ∆u+ f, em [0,∞)× RN ,

sujeita aos dados iniciais

u(0, x) = u0(x) e ut(0, x) = u1(x),

onde u0, u1 ∈ Lq(RN), 1 < q < ∞, N ≥ 1, e f : [0,∞) × RN → R é uma função cont́ınua
e limitada. De fato, para uma constante adequada η̃q ∈ (1, 2) e todo α ∈ (1, η̃q), a equação
linear de difusão-onda tem uma solução branda dada por

u(t, x) = Eα(tAq)u0(x) + Sα(tAq)u1(x) +

∫ t

0

Rα((t− s)Aq)f(s, x)ds,

t ∈ [0,∞) e x ∈ RN . Note que no caso limite α = 2, o problema acima torna-se a equação
linear da onda. Nessa situação, é importante lembrar que, de forma geral, o problema está
mal posto em Lq(RN), 1 ≤ q < ∞. Esta afirmação decorre do fato bem conhecido de que
se o operador de Laplace gera uma famı́lia cosseno em Lq(RN), 1 ≤ q < ∞, então N = 1
ou q = 2, veja, por exemplo, [5, Teorema 8.3.12].

Ainda no Caṕıtulo 3 estudamos o problema semilinear (0.0.1) na situação onde o termo
não linear é uma função que satisfaz uma condição do tipo localmente Lipschitz. Esse tipo
de suposição é bastante geral e permite tratar, por exemplo, equações com não linearidades
do tipo gradiente. No centro de nosso estudo deste problema está o efeito suavizante de
{Eα(tA)}t≥0, {Sα(tA)}t≥0 e {Rα(tA)}t≥0. De fato, com este resultado fornecemos condições
suficientes para a existência de uma única solução branda u ∈ C([0, τ ], X1) dada por

u(t) = Eα(tA)u0 + Sα(tA)u1 +

∫ t

0

Rα((t− s)A)f(s, u(s))ds, t ∈ [0, τ ].

Além disso, a solução depende continuamente dos dados iniciais e obtém um efeito de
regularização imediato. Como aplicação, consideramos a equação de difusão-onda não
linear 

∂αt u = ∆u+ |u|ρ−1u, em (0,∞)× Ω,
u = 0, em [0,∞)× ∂Ω,
u(0, x) = u0(x), ut(0, x) = u1(x), em Ω,

3



onde ρ > 1, Ω é um subconjunto aberto de RN com fronteira suficientemente regular ∂Ω,
α ∈ (1, 2) e ∂αt é a derivada fracionária de Caputo. Sob condições adequadas, garantimos
a existência de uma única solução branda u ∈ C([0, τ ], Lq(Ω)) para o problema acima, que
pode ser continuada até um tempo máximo de existência tmax > 0 tal que tmax =∞ ou

lim sup
t→t−max

∥u(t)∥Lq(Ω) =∞.

Além disso, esta solução obtém uma regularização imediata e depende continuamente
dos dados iniciais. As aplicações supramencionadas estão contidas no Caṕıtulo 4, o qual
contém também um estudo sobre a equação da placa fracionária com não-linearidades do
tipo gradiente no contexto de dados iniciais em H1

0 .
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Este caṕıtulo reúne as principais ferramentas que utilizaremos no decorrer desta disser-
tação. Em especial, faremos um apanhado de definições e resultados que serão importantes
para nosso estudo. Por brevidade, não iremos provar todos dos fatos aqui expostos.

1.1 Resultados gerais

Inicialmente, precisamos apresentar ferramentas matemáticas relevantes para o estudo
do cálculo fracionário. A função Gama apresenta caracteŕısticas intŕınsecas estando relaci-
onadas com as definições de operadores importantes que posteriormente serão abordados.

Definição 1.1.1. A função Gama é definida por

Γ(z) =

∫ ∞

0

tz−1e−tdt,

para Re(z) > 0.

A função Gama tem as seguintes propriedades:

i) Γ(z + 1) = zΓ(z);

ii) Γ(n+ 1) = n!, com n ∈ N;

iii) Para z ∈ C− {0,−1,−2, ...}, temos

Γ(z) := lim
n→∞

n!nz

z(1 + z)(2 + z)...(n+ z)
.
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Definição 1.1.2. A função Beta é definida pela integral

B(z1, z2) :=

∫ 1

0

sz1−1(1− s)z2−1ds,

e o seu domı́nio é dado por

D(B) = {(z1, z2) ∈ C2;Re(z1) > 0 e Re(z2) > 0}.

Uma relação importante entre as funções Gamma e Beta é dada pela igualdade

B(z1, z2) =
Γ(z1)Γ(z2)

Γ(z1 + z2)
, ∀ (z1, z2) ∈ D(B).

Definição 1.1.3. Seja γ : [a, b] ⊂ R → C um caminho com variação limitada e f : {γ} ⊂
C→ X uma função vetorial continua. A integral de contorno de f sobre a curva γ é definida
por ∫

γ

f(z)dz =

∫ b

a

(f ◦ γ)dγ,

onde a integral é considerada no sentido de Riemann-Stieltjes.

Quando γ : [a, b] ⊂ R → C é um caminho suave e f : {γ} ⊂ C → X uma função
vetorial continua segue que ∫

γ

f(z)dz =

∫ b

a

f(γ(t))γ′(t)dt.

Definição 1.1.4. Seja Ω ⊂ C um conjunto aberto e f : Ω→ X uma função vetorial. Se para
todo λ ∈ Ω existe f ′(λ) ∈ X, tal que

lim
z→λ

∥∥∥∥f(z)− f(λ)z − λ
− f ′(λ)

∥∥∥∥ = 0,

dizemos que f é holomorfa e chamamos f ′ : Ω→ X a sua derivada.

Teorema 1.1.1. (Teorema de Cauchy) Seja Ω ⊂ C um domı́nio de Cauchy e f : Ω→ X uma
função continua que é holomorfa em Ω. Então∫

+∂Ω

f(z)dz = 0.

Além disso, para λ ∈ Ω,

f(λ) =
1

2πi

∫
+∂Ω

f(z)

z − λ
dz.
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Concluiremos esta seção destacando um caminho complexo que será muito importante
nesta dissertação. Dados ϵ > 0 e θ ∈ (π

2
, π), considere

Ha1 := {seiθ; s ∈ [ϵ,∞)}, Ha2 := {ϵeis; s ∈ [−θ, θ]} e Ha3 := {se−iθ; s ∈ [ϵ,∞)}.

Chamaremos
Ha = Ha1 ∪Ha2 ∪Ha3

de caminho de Hankel. Em alguns casos escrevemos Ha = Ha(ϵ, θ) para mostra a de-
pendência do raio e do ângulo.

Para a demonstração do próximo lema ver [19].

Lema 1.1.1. (Desigualdade singular de Gronwall) Sejam T > 0, a, b ≥ 0 e 0 ≤ α, β ≤ 1.
Considere a função não negativa ϕ ∈ L∞(0, T ), tal que

ϕ(t) ≤ at−α + b

∫ t

0

(t− s)−βϕ(s)ds,∀t ∈ [0, T ].

Então existe uma constante C = C(T, α, β, b), tal que

ϕ(t) ≤ aCt−α para quase todo t ∈ [0, T ].

1.2 Transformada de Laplace

Dizemos que uma função f : R+ → X é do tipo exponencial se existem constantes
t0,M > 0 e γ ∈ R tais que

∥f(t)∥X ≤Meγt, ∀t ≥ t0.

É simples verificar que para uma função localmente integrável do tipo exponencial
f : R+ → X existe γ > 0 tal que a integral∫ ∞

0

e−λtf(t)dt

é convergente para Re(λ) > γ. Segue deste fato que f̂ dada pela regra

f̂(λ) =

∫ ∞

0

e−λtf(t)dt

está bem definida ao menos no conjunto {λ ∈ C;Re(λ) > γ}, para algum γ > 0. Chama-
mos f̂ de transformada de Laplace de f . É comum também representar a transformada de
Laplace por L, isto é,

L{f}(λ) = f̂(λ).
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Definição 1.2.1. A convolução entre duas funções mensuráveis f, g : [0,∞)→ X é dada pela
regra

f ∗ g(t) =
∫ t

0

f(t− s)g(s)ds, t > 0,

sempre que a integral existe.

Quando f, g : [0,∞) → X são funções localmente integráveis e de tipo exponencial,
segue que f ∗ g é localmente integrável, do tipo exponencial e vale

L{f ∗ g}(λ) = L{f}(λ)L{g}(λ),

onde λ está na região de convergência de ambas as funções.

1.3 Integração e diferenciação fracionária

Finalizamos este caṕıtulo com a noção do cálculo fracionário, o qual é de conhecimento
essencial para o estudo que segue. Estudaremos as definições, assim como algumas pro-
priedades dos operadores de integração e derivação fracionária do tipo Riemann-Lioville
e Caputo. Para um melhor detalhamento desse assunto sugerimos ao leitor a referência
[20].

Para β > 0, considere as funções

gβ(t) =
t(β−1)

Γ(β)
, t > 0. (1.3.1)

Para todo t > 0, temos

(gα ∗ gβ)(t) =
∫ t

0

gα(t− s)gβ(s)ds

=

∫ t

0

(t− s)(α−1)

Γ(α)

s(β−1)

Γ(β)
ds

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ t

0

(t− s)(α−1)s(β−1)ds

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ t

0

(
t
(
1− s

t

))α−1

s(β−1)ds

=
tα−1

Γ(α)Γ(β)

∫ t

0

(
1− s

t

)α−1

s(β−1)ds.
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Fazendo a mudança de variável x = s
t
, segue que

(gα ∗ gβ)(t) =
tα−1

Γ(α)Γ(β)

∫ 1

0

(1− x)α−1 (xt)
(β−1)

t
dx

=
tα+β−1

Γ(α)Γ(β)

∫ 1

0

(1− x)α−1x(β−1)dx.

=
tα+β−1

Γ(α)Γ(β)
B(α, β)

=
tα+β−1B(α, β)

Γ(α + β)B(α, β)
= gα+β(t).

Isto é, (gα ∗ gβ) = gα+β.

Definição 1.3.1. A integral fracionária de Riemann-Liouville de ordem α > 0 de uma função
f ∈ L1 é dada por

Jα
t f(t) := (gα ∗ f)(t), t > 0.

Por convenção, escrevemos J0
t f = f , t > 0.

Observe que se α, β ≥ 0, t > 0 e f ∈ L1, então

Jα
t (J

β
t f(t)) = Jα

t (gβ ∗ f)(t) = [gα ∗ (gβ ∗ f)](t)
= [(gα ∗ gβ) ∗ f ](t) = (gα+β ∗ f)(t) = Jα+βf(t),

ou seja, Jα
t J

β
t = Jα+β.

Definição 1.3.2. A derivada fracionária de Riemann-Liouville de ordem α > 0 de uma função
f ∈ L1 tal que gm−α ∗ f ∈ Wm,1 é definida por

Dα
t f(t) := Dm

t (gm−α ∗ f)(t) = Dm
t J

m−α
t f(t), t > 0,

onde Dm
t é a derivada de ordem inteira m = ⌈α⌉ ∈ N.

Sejam α > 0, m = ⌈α⌉ e f ∈ L1. A integral e a derivada de Riemann-Liouville verificam
a relação

Dα
t J

α
t f = f.

Além disso, se gm−α ∗ f ∈ Wm,1, então

Jα
t D

α
t f(t) = f(t)−

m−1∑
k=0

(gm−α ∗ f)(k)(0)gα+k+1−m(t).

Quando α ∈ (0, 1) esta relação se torna

Jα
t D

α
t f(t) = f(t)− (g1−α ∗ f)(0)gα(t).
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Já para α ∈ (1, 2) vale

Jα
t D

α
t f(t) = f(t)− (g1−α ∗ f)(0)gα−1(t)− (g2−α ∗ f)

′
(0)gα(t).

De maneira geral, se as k derivadas de gm−α ∗ f são nulas, então vale a rećıproca

Jα
t D

α
t f = f.

Apesar de ser uma generalização da noção de derivada de ordem inteira, a derivada
de Riemman-Liouville não possui algumas propriedades importantes. Por exemplo, se
α ∈ (0, 1) então Dα

t 1 = g1−α. A ideia então é considerar uma outra noção de derivação
fracionária que mantenha boas propriedades da derivação inteira.

Definição 1.3.3. A derivada de Caputo de ordem α > 0 de uma função f ∈ Wm,1 é definida
por

Dα
t f(t) := Jm−α

t Dm
t f(t), t > 0,

onde m = ⌈α⌉.

Se f ∈ L1, gm−α ∗ f ∈ Wm,1 e f ∈ Cm−1, então vale a relação

Dα
t f(t) = Dα

t f(t)−
m−1∑
k=0

f (k)(0)gk+1(t).

Novamente, a derivada de Caputo é uma inversa à esquerda de Jα
t , mas em geral, não é

uma inversa à direita. Por exemplo, se α ∈ (0, 1), g1−α ∗ f ∈ W 1,1 e f ∈ C, então

Jα
t D

α
t f(t) = f(t)− f(0).

No caso onde α ∈ (1, 2), g2−α ∗ f ∈ W 2,1 e f ∈ C, obtemos

Jα
t D

α
t f(t) = f(t)− f(0)− f ′

(0)g2(t), t > 0.

Para finalizar esta seção relembre que a transformada de Laplace da derivada de Caputo
de ordem α > 0 de uma função f é dada por

D̂α
t f(λ) = λαf̂(λ)−

m−1∑
k=0

f (k)(0)λm−1−k, (1.3.2)

onde m = ⌈α⌉.
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Caṕıtulo 2

Teoria básica de interpolação

Nesta seção, coletamos as principais definições e resultados básicos da teoria de interpo-
lação que usaremos neste trabalho. A maior parte dos resultados foram baseados nas
referências [12, 23]. Recomendamos também os trabalhos [1, 4, 21, 25].

2.1 Interpolação real

Neste seção, apresentamos o método de interpolação o real. Ele é toda uma famı́lia
de funtores de interpolação, indexados no intervalo (0, 1), que tem uma propriedade útil
chamada propriedade de reiteração.

2.1.1 Os espaços Lq
∗.

Definição 2.1.1. (Medida de Haar). Na σ − algebra de Borel em R+, a medida de Haar,
definida por: dµ(t) = dt/t para t > 0.

Observação 2.1.1. Note que a medida de Haar é invariante por escalar, ou seja,

µ(a, b) =

∫ b

a

1

t
dt = ln(b)− ln (a) = ln

(
b

a

)
,

para todo (a, b) ∈ R+. Por outro lado, para todo λ > 0, temos que

µ(λa, λb) = ln(λb)− ln (λa) = ln

(
λb

λa

)
= ln

(
b

a

)
= µ(a, b).
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Definição 2.1.2. Seja X um espaço de Banach real ou complexo. Para 1 ≤ q ≤ ∞ o espaço
Lq
∗(R, X) := Lq

∗ é definido pelo espaço vetorial de todas as funções mensuráveis f : R+ → X,
tal que ∥f∥Lq

∗ <∞, onde

∥f∥Lq
∗ :=

(∫ ∞

0

∥f∥q 1
t
dt.

) 1
q

,

se 1 ≤ q <∞ e

∥f∥L∞
∗ := ess sup{∥f(t)∥; 1 < t <∞}.

Duas funções são ditas idênticas, se forem iguais em quase todo ponto em R+.

Agora iremos de fato mostrar que ∥ · ∥Lq
∗ é de fato uma norma.

Proposição 2.1.1. ∥ · ∥Lq
∗ é uma norma.

Demonstração. Denote por XR+ e XR os espaços de todas as funções lineares de valores
em X definidas em R+ e R respectivamente, e considere o mapa: ψ : XR+ → XR, onde
ψ(f) = f ◦ e. Além disso, se 1 ≤ q <∞, temos

∥f∥Lq
∗ :=

(∫ ∞

0

∥f(t)∥q 1
t
dt.

) 1
q

=

(∫ ∞

−∞
∥f(es)∥q e

s

es
ds

) 1
q

= ∥ψ∥Lq

e, se q =∞

∥f∥L∞
∗ := ess sup

t∈R+

{∥f(t)∥} = ess sup
s∈R

{∥ψ(es)∥} = ∥ψ∥L∞ .

A partir dessas igualdades, a linearidade, bijetividade de ψ, e o fato de que norma ∥ · ∥Lq é
de fato uma Lq, segue que ∥ · ∥Lq

∗ satisfaz as propriedades de uma norma. Além disso, ψ é
um isomorfismo isométrico entre Lq

∗ e Lq. Portanto, Lq
∗ é completo.

Observação 2.1.2. Seja f : R+ → X e 1 ≤ q <∞. Para todo c > 0 temos

∥t 7−→ f(ct)∥Lq
∗ =

∫ ∞

0

∥f(ct)∥q 1
t
dt =

∫ ∞

0

∥f(s)∥q c
−1

c−1s
ds =

∫ ∞

0

∥f(s)∥q 1
s
ds = ∥f(s)∥Lq

∗

e

∥f(ct)∥L∞
∗ := ess sup{∥f(ct)∥} = ess sup{∥f(s)∥} = ∥f∥L∞

∗ .

Considere novamente o isomorfismo isométrico ψ e sejam F e G duas funções mensuráveis
definidas em R, assim a convolução entre elas é definida por:

(F ∗G)(t) =
∫ ∞

−∞
F (t− s)G(s)ds,
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onde t ∈ R. Se f, g ∈ Lq
∗, temos

(ψ(f) ∗ ψ(g))(t) =
∫ ∞

−∞
ψ(f)(t− s)ψ(g)(s)ds

=

∫ ∞

−∞
f(et−s)g(es)ds

=

∫ ∞

0

f

(
et

r

)
g(r)

1

r
dr.

Ou seja:

(ψ(f) ∗ ψ(g))(t) =
∫ ∞

0

f

(
et

r

)
g(r)

1

r
dr. (2.1.1)

Definição 2.1.3. (Convolução para medida de Haar) Sejam f e g funções mensuráveis reais
ou complexas em R+. Nós definimos µ-convolução por

(f ∗µ g)(t) :=
∫ ∞

0

f

(
t

r

)
g(r)

1

r
dr, t > 0.

Agora pela equação (2.1.1) pode ser escrita por

(ψ(f) ∗ ψ(g))(t) = (f ∗µ g)(et) = (ψ(f ∗µ g))(t). para t > 0. (2.1.2)

Teorema 2.1.1. (Desigualdade de Young para medida de Haar). Sejam 1 ≤ p, q, r ≤ ∞, tais
que 1

p
+ 1

q
= 1 + 1

r
e sejam f ∈ Lp

∗ e g ∈ Lq
∗ funções reais ou complexas. Então f ∗µ g ∈ Lr

∗ e
∥f ∗µ g∥Lr

∗ ≤ ∥f∥Lp
∗∥g∥Lq

∗.

Demonstração. Pela Proposição 2.1.1, temos

∥f∥Lp
∗ = ∥ψ(f)∥Lp <∞ e ∥g∥Lq

∗ = ∥ψ(g)∥Lq <∞.

Assim pela desigualdade de Young para convoluções (ver em [1]), temos

(ψ(f) ∗ ψ(g))(t) ∈ Lr e ∥ψ(f) ∗ ψ(g)∥Lr ≤ ∥ψ(f)∥Lp∥ψ(g)∥Lq .

Então

∥f ∗µ g∥Lr
∗ = ∥ψ(f ∗µ g)∥Lr

= ∥ψ(f) ∗ ψ(g)∥Lr

≤ ∥ψ(f)∥Lp∥ψ(g)∥Lq

= ∥f∥Lp
∗∥g∥Lq

∗ .
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2.1.2 As normas J e K.

Para cada t > 0 considere os seguintes funcionais.

J(t;u) := max{∥u∥X0 , t∥u∥X1 ;u ∈ X0 ∩X1} e

K(t;u) := inf{∥u0∥X0 + t∥u1∥X1 ;u = u0 + u1, u0 ∈ X0 e u1 ∈ X1}, u ∈ X0 +X1.

Note que J eK definem normas em seus respectivos espaços, J(1;u) = ∥u∥X0∩X1,K(1;u) =
∥u∥X0+X1, J(t;u) e K(t;u) são funções monótonas não decrescentes de t ∈ R+.

Proposição 2.1.2. As funções t 7−→ J(t;u) e t 7−→ K(t;u) são continuas.

Demonstração. Note que a norma é uma função continua e a função J(·;u) é o máximo de
duas funções continuas, logo é uma função continua. Agora fixe t > 0 e seja (tn) ∈ R+

uma sequência, tal que tn → t. Vamos provar que K(tn;u)→ K(t;u). Para isso, seja ϵ > 0
e suponha sem perda de generalidade ϵ < tn, para todo n ∈ N. Assim para cada n ∈ N,
podemos encontrar un = un0 + un1 e

∥un0∥X0 + tn∥un1∥X1 ≤ K(tn;u) + ϵ. (2.1.3)

Note que

∥un1∥X1 ≤
K(tn;u) + ϵ

tn
=

inf{∥u0∥X0 + tn∥u1∥X1}+ ϵ

tn

≤ max{1, tn}∥u∥X0+X1 + ϵ

tn

=
max{1, tn}∥u∥X0+X1

tn
+

ϵ

tn

= max

{
1

tn
, 1

}
∥u∥X0+X1 +

ϵ

tn

≤ max

{
1

ϵ
, 1

}
∥u∥X0+X1 + 1.

Seja C = max
{

1
ϵ
, 1
}
∥u∥X0+X1 + 1, assim

∥un1∥X1 ≤ C para todo n ∈ N. (2.1.4)

Assim, das equações (2.1.3) e (2.1.4), temos

K(t, u) ≤ ∥un0∥X0 + t∥un1∥X1

≤ ∥un0∥X0 + t∥un1∥X1 − tn∥un1∥X1 + tn∥un1∥X1

≤ ∥un0∥X0 + tn∥un1∥X1 + (t− tn)∥un1∥X1

≤ K(tn;u) + ϵ+ C(t− tn).
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Sendo assim

K(t;u)−K(tn;u) ≤ ϵ+ C(t− tn), para todo n ∈ N. (2.1.5)

Agora vamos tomar u0 ∈ X0 e u1 ∈ X1, tal que u = u0 + u1 e

∥u0∥X0 + t∥u1∥X1 ≤ K(t;u) + ϵ,

assim

K(tn;u) ≤ ∥u0∥X0 + tn∥u1∥X1

≤ ∥u0∥X0 + tn∥u1∥X1 − t∥u1∥X1 + t∥u1∥X1

= ∥u0∥X0 + t∥u1∥X1 + (tn − t)∥u1∥X1

≤ K(t;u) + ϵ+ (tn − t)∥u1∥X1 .

Logo

K(t;u)−K(tn;u) ≥ −(ϵ+ (tn − t)∥u1∥X1) para todo n ∈ N. (2.1.6)

Fazendo n→∞ e usando as equações (2.1.5) e (2.1.6), temos

−ϵ ≤ lim
n→∞

(K(t;u)−K(tn;u)) ≤ ϵ.

Como ϵ > 0 é arbitrário, segue que

lim
n→∞

K(tn;u) = K(t;u).

Proposição 2.1.3. Dado u ∈ X0 ∩ X1, a função t 7−→ J(t;u) é convexa. Por outro lado, se
u ∈ X0 +X1, então a função t 7−→ K(t;u) é uma função concava.

Demonstração. Note que

min{1, t}max{∥u∥X0 , t∥u∥X1} ≤ max{∥u∥X0 , t∥u∥X1} ≤ max{1, t}max{∥u∥X0 , t∥u∥X1}.

Ou seja:

min{1, t}∥u∥X0∩X1 ≤ J(t;u) ≤ max{1, t}∥u∥X0∩X1 (2.1.7)

e

min{1, t} inf{∥u∥X0 + t∥u∥X1} ≤ inf{∥u∥X0 + t∥u∥X1} ≤ max{1, t} inf{∥u∥X0 + t∥u∥X1}.

Ou seja:

min{1, t}∥u∥X0+X1 ≤ K(t;u) ≤ max{1, t}∥u∥X0+X1 . (2.1.8)
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Então J(t, ·) e K(t, ·) são normas equivalentes a ∥ · ∥X0∩X1 e ∥ · ∥X0+X1 respectivamente. Se
dados 0 < a < b e θ ∈ (0, 1), então

J((1− θ)a+ θb);u) = max{∥u∥X0 , (1− θ)a+ θb)∥u∥X1}
≤ max{(1− θ)∥u∥X0 , (1− θ)a∥u∥X1}+max{θ∥u∥X0 , θb∥u∥X1}
= (1− θ)max{∥u∥X0 , a∥u∥X1}+ θmax{∥u∥X0 , b∥u∥X1}
= (1− θ)J(a;u) + θJ(b;u).

Portanto J é convexa. Por outro lado, dados 0 < a < b, θ ∈ (0, 1), u ∈ X0 + X1 e ϵ > 0
arbitrário, podemos tomar u0 ∈ X0 e u1 ∈ X1, tal que

K((1− θ)a+ θb);u) + ϵ ≥ ∥u0∥X0 + [(1− θ)a+ θb)]∥u1∥X1

= ∥u0∥X0 − θ∥u0∥X0 + θ∥u0∥X0 + [(1− θ)a+ θb)]∥u1∥X1

= (1− θ)∥u0∥X0 + (1− θ)a∥u1∥X1 + θ∥u0∥X0 + θb∥u1∥X1

= (1− θ)K(a;u) + θK(b;u).

Como ϵ é arbitrário, segue que

K((1− θ)a+ θb);u) ≥ = (1− θ)K(a;u) + θK(b;u).

Portanto K é concava.

Note que, se u ∈ X0 ∩X1, então dados quaisquer t e s positivos, temos

K(t;u) ≤ ∥u∥X0 ≤ J(s;u) e K(t;u) ≤ t∥u∥X1 =
t

s
s∥u∥X1 ≤

t

s
J(s;u).

Ou seja

K(t;u) ≤ min

{
1,
t

s

}
J(s;u). (2.1.9)

2.1.3 O K-Método.

Se θ ∈ (0, 1) e 1 ≤ q ≤ ∞, nós denotamos por (X0, X1)θ,q;K , o conjunto de todos
u ∈ X0 + X1, tal que a função t 7−→ t−θK(t;u) pertencente a Lq

∗, ou seja, dados θ ∈
(0, 1) e 1 ≤ q ≤ ∞,

(X0, X1)θ,q;K := {u; u ∈ X0 +X1, t 7−→ t−θK(t;u) ∈ Lq
∗}.

Note que 0 ∈ (X0, X1)θ,q;K , além disso, se u, v ∈ (X0, X1)θ,q;K e λ ∈ K (R ou C) pela
equação (2.1.8), temos:

K(t, u+ λv) ≤ K(t;u) + |λ|K(t; v),
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para todo t > 0, onde

∥t 7−→ t−θK(t;u+ λv)∥Lq
∗ ≤ ∥t 7−→ t−θK(t;u)∥Lq

∗ + |λ|∥t 7−→ t−θK(t; v)∥Lq
∗ <∞

e u+ λv ∈ (X0, X1)θ,q;K . Portanto (X0, X1)θ,q;K é um espaço vetorial linear, assim

∥u∥θ,q;K := ∥t 7→ t−θK(t;u)∥Lq
∗ , u ∈ X0 +X1,

define uma norma em X0 +X1.

Notação 2.1.1. Denotamos ∥K(t;u)∥Lq
∗ := ∥t 7−→ t−θK(t;u)∥Lq

∗.

Notação 2.1.2. (A função ϕθ) A notação ϕθ, quando θ ∈ (0, 1) é reservada para a função
ϕθ(t) = t−θ min{1, t}, t > 0.

Proposição 2.1.4. Seja θ ∈ (0, 1), então a função ϕθ(t) = t−θ min{1, t} satisfaz as seguintes
propriedades

(i) Para todo q ∈ [1,∞], temos que ϕθ ∈ Lq
∗, além disso.

∥ϕθ∥Lq
∗ =

{
((1− θ)θq)

−1
q , se 1 ≤ q <∞,

1, se q =∞.

(ii) ∥ϕθ∥Lq
∗ =

∥∥t−θ min
{
1, 1

t

}∥∥
Lq
∗
.

Demonstração. (i) Note que

ϕθ(t) =

{
t1−θ, se 0 ≤ t ≤ 1,
t−θ, se 1 ≤ t <∞.

Além disso ϕθ(t) ≤ 1, para todo t > 0 e ϕθ(1) = 1, assim ∥ϕθ∥L∞
∗ = 1. Por outro lado,

dado 1 ≤ q <∞, temos

|ϕθ(t)|q

t
=

{
t(1−θ)q−1, se 0 ≤ t ≤ 1,
t−θq−1, se 1 ≤ t <∞.
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Logo

∥ϕθ(t)∥Lq
∗ =

(∫ ∞

0

|ϕθ(t)|q
1

t
dt.

) 1
q

=

(∫ 1

0

∥ϕθ(t)∥q
1

t
dt+

∫ ∞

1

∥ϕθ(t)∥q
1

t
dt.

) 1
q

=

(∫ 1

0

t(1−θ)q−1dt+

∫ ∞

1

t−θq−1dt.

) 1
q

=

(
1

(1− θ)q
+ lim

n→∞

(
−n−θq

θq
+

1

θq

)) 1
q

=

(
1

(1− θ)q
+

1

θq

) 1
q

=

(
1

(1− θ)θq

) 1
q

<∞.

Portanto ϕθ ∈ Lq
∗.

(ii) Note que ∥∥∥∥tθ min

{
1,

1

t

}∥∥∥∥
L∞
∗

= ess sup
t∈(0,∞)

{
tθ min

{
1,

1

t

}}
= ess sup

s∈(0,∞)

{
s−θ min {1, s}

}
= ∥ϕθ∥L∞

∗ .

Por outro lado, se 1 ≤ q <∞, temos∥∥∥∥tθ min

{
1,

1

t

}∥∥∥∥q
Lq
∗

=

∫ ∞

0

∣∣∣∣tθ min

{
1,

1

t

}∣∣∣∣q 1t dt,
tome s = 1

t
, o que implica ds = −1

t2
dt, assim∥∥∥∥tθ min

{
1,

1

t

}∥∥∥∥q
Lq
∗

=

∫ 0

∞
|s−θ min{1, s}|qs−1

s2
ds

=

∫ ∞

0

|s−θ min{1, s}|q 1
s
ds

= ∥ϕθ∥Lq
∗ .

Teorema 2.1.2. (O K-Método). Sejam (X0, X1) um par de interpolação de espaços de Banach
Complexos, θ ∈ (0, 1) e 1 ≤ q ≤ ∞, então as afirmações abaixo são verdadeiras
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(i) Se u ∈ (X0, X1)θ,q;K , então

∥ϕθ∥Lq
∗∥u∥X0+X1 ≤ ∥u∥θ,q;K .

(ii) Se u ∈ (X0 ∩X1), então

∥u∥θ,q;K ≤ ∥ϕθ∥Lq
∗∥u∥X0∩X1 .

(iii) (X0, X1)θ,q;K é o espaço de Banach Complexo intermediário entre X0 e X1.

Demonstração. (i) Seja u ∈ (X0, X1)θ,q;K , então

min{1, t}∥u∥X0+X1 ≤ K(t;u), t > 0,

assim

ϕθ∥u∥X0+X1 ≤ t−θK(t;u), t > 0

e

∥ϕθ∥Lq
∗∥u∥X0+X1 ≤ ∥u∥θ,q;K . (2.1.10)

(ii) Seja u ∈ (X0 ∩X1), então da equação (2.1.9), temos

t−θK(t;u) ≤ t−θ min{1, t}J(1, u) = ϕθ(t)∥u∥X0∩X1 t > 0.

Portanto

∥t−θK(t;u)∥Lq
∗ = ∥u∥θ,q;K ≤ ∥ϕθ∥Lq

∗∥u∥X0∩X1 . (2.1.11)

(iii) Dos itens anteriores, temos

X0 ∩X1 ↪→ (X0, X1)θ,q;K ↪→ X0 +X1.

Resta-nos mostrar a completude de (X0, X1)θ,q;K . Para isso, seja {un}n∈N uma se-
quencia de Cauchy em (X0, X1)θ,q;K , da equação (2.1.10), temos que {un} é uma
sequencia de Cauchy em ∥ · ∥X0+X1 , assim existe u ∈ X0 +X1, tal que

∥u− un∥X0+X1 → 0, quando n→∞.

Queremos mostra que u ∈ (X0, X1)θ,q;K e ∥u − un∥θ,q;K → 0, quando n → ∞. Para
isso, seja ϵ > 0, então existe N(ϵ) ∈ N, tal que

∥um − un∥θ,q;K < ϵ sempre que m,n ≥ N(ϵ).
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Seja IM = [ 1
M
,M ],M > 0. Para m,n ≥ N(ϵ), temos

∥t−θK(t;un − u)∥Lq
∗(IM ) ≤ ∥t−θK(t;un − um)∥Lq

∗(IM ) + ∥t−θK(t;um − u)∥Lq
∗(IM )

≤ ∥un − um∥θ,q;K + ∥t−θK(t;um − u)∥Lq
∗(IM )

≤ ϵ+ ∥t−θK(t;um − u)∥Lq
∗(IM ).

Dá equação (2.1.8) K(t, ·) ≤ max{1, t}∥ · ∥X0+X1, assim

∥t−θK(t;um − u)∥Lq
∗(IM ) ≤ ∥t−θ max{1, t}∥Lq

∗(IM )∥um − u∥X0+X1

= CM∥um − u∥X0+X1 ,

onde CM = ∥t−θ max{1, t}∥Lq
∗(IM ) <∞. Então

∥t−θK(t;un − u)∥Lq
∗(IM ) ≤ ϵ+ CM∥um − u∥X0+X1 .

Para M > 0 e m,n ≥ N(ϵ). Fazendo m→∞, temos

∥t−θK(t;un − u)∥Lq
∗ ≤ ϵ, para todo n ≥ N(ϵ) e para todo M > 0.

Fazendo agora M →∞, temos

∥t−θK(t;un − u)∥Lq
∗(IM ) ≤ ϵ, para todo n ≥ N(ϵ).

Sendo assim un → u, logo u ∈ (X0, X1)θ,q;K , além disso, como ϵ > 0 é arbitrário,
segue que

∥un − u∥θ,q;K → 0 quando n→∞.

Teorema 2.1.3. (Teorema de Interpolação exata para o método K). Sejam θ ∈ (0, 1) e
1 ≤ q ≤ ∞ e sejam (X0, X1), (Y0, Y1) pares de interpolação de espaços de Banach Complexos.
Então (X0, X1)θ,q;K e (Y0, Y1)θ,q;K são espaços de interpolação exatas tipo θ para (X0, X1) e
(Y0, Y1).

Demonstração. Seja T : X0 +X1 → Y0 + Y1 um operador linear limitado, tal que

Mi = ∥T∥B(Xi,YI) <∞, i = 1, 2.

Seja u ∈ (X0, X1)θ,q,K , logo podemos representar u = u0 + u1, com u0 ∈ X0 e u1 ∈ X1,
assim temos que Tu = Tu0 + Tu1, com Tu0 ∈ Y0 e Tu1 ∈ Y1, consequentemente

K(t;Tu) = inf{∥y0∥Y0 + t∥y1∥Y1 ;Ty = y0 + y1, y0 ∈ Y0 e y1 ∈ Y1}
≤ inf{∥Tu0∥Y0 + t∥Tu1∥Y1 ;u = u0 + u1, u0 ∈ X0 e u1 ∈ X1}
≤ inf{M0∥u0∥Y0 + tM1∥u1∥Y1 ;u = u0 + u1, u0 ∈ X0 e u1 ∈ X1}

≤ M0 inf

{
∥u0∥Y0

+ t

(
M1

M0

)
∥u1∥Y1 ;u = u0 + u1, u0 ∈ X0 e u1 ∈ X1

}
=M0K

(
t

(
M1

M0

)
;u

)
.
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Logo

∥Tu∥θ,q;K = ∥t−θK(t;Tu)∥Lq
∗ ≤M0

∥∥∥∥t−θK

(
t

(
M1

M0

))
;u

∥∥∥∥
Lq
∗

.

Tome s = t(M1

M0
) e da observação 2.1.2, temos∥∥∥∥t−θK

(
t

(
M1

M0

)
;u

)∥∥∥∥
Lq
∗

=

∥∥∥∥∥
((

M0

M1

)
s

)−θ

K(s;u)

∥∥∥∥∥
Lq
∗

.

Então

∥Tu∥θ,q;K ≤M0

∥∥∥∥∥
((

M0

M1

)
s

)−θ

K(s;u)

∥∥∥∥∥
Lq
∗

=M0

(
M0

M1

)−θ

∥s−θK(s;u)∥Lq
∗

=M1−θ
0 M θ

1∥s−θK(s;u)∥Lq
∗

=M1−θ
0 M θ

1∥u∥θ,q;K .

Portanto

∥Tu∥θ,q;K ≤ ∥T∥1−θ
B(X0,Y0)

∥T∥θB(X1,Y1)
∥u∥θ,q;K .

Teorema 2.1.4. (Teorema da Versão Discreta do K-Método). Um elemento u ∈ (X0 + X1)
pertence a (X0, X1)θ,q;K se, e somente se, a sequência {2−iθK(2i;u)}∞i=−∞ pertence a lq. Além
disso, o funcional

|u|θ,q;K := ∥2−iθK(2i;u); lq∥, u ∈ (X0, X1)θ,q;K ,

define uma norma equivalente a ∥·∥θ,q;K neste espaço. As constantes de equivalência dependem
apenas de θ e q. Mais precisamente para cada θ ∈ (0, 1) e 1 ≤ q ≤ ∞, existem C1(θ, q) e
C2(θ, q), tais que para qualquer par de interpolação (X0, X1) de espaços de Banach Complexos,
temos

C1(θ, q)|u|θ,q;K ≤ ∥u∥θ,q;K ≤ C2(θ, q)|u|θ,q;K , para todo u ∈ (X0, X1)θ,q;K . (2.1.12)

Demonstração. Seja u ∈ (X0, X1), assim dado i ∈ Z, se 2i ≤ t ≤ 2i+1, então

2−(i+1)θ ≤ t−θ ≤ 2−iθ,

e por K(·;u) ser monótona não decrescente, temos

K(2i;u) ≤ K(t;u) ≤ K(2i+1;u).
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Logo

2−(i+1)θK(2i;u) ≤ t−θK(t;u) ≤ 2−iθK(2i+1;u), (2.1.13)

para 2i ≤ t ≤ 2i+1 e i ∈ Z.
Agora, suponha 1 ≤ q <∞. Então para i ∈ Z, temos

(2−(i+1)θK(2i;u))q ≤ (t−θK(t;u))q ≤ (2−iθK(2i+1;u))q, para 2i ≤ t ≤ 2i+1.

Integrando a desigualdade acima em dt
t
, temos∫ 2i+1

2i
(2−(i+1)θK(2i;u))q

1

t
dt ≤

∫ 2i+1

2i
(t−θK(t;u))q

1

t
dt ≤

∫ 2i+1

2i
(2−iθK(2i+1;u))q

1

t
dt,

segue que

ln (2)(2−(i+1)θK(2i;u))q ≤
∫ 2i+1

2i
(t−θK(t;u))q

1

t
dt ≤ ln (2)(2−iθK(2i+1;u))q.

O que implica

ln (2)2−θq(2−iθK(2i;u))q ≤
∫ 2i+1

2i
(t−θK(t;u))q

1

t
dt ≤ ln (2)2θq(2−(i+1)θK(2i+1;u))q.

(2.1.14)

Por outro lado, note que

(∥u∥θ,q;K)q =
∫ ∞

0

(t−θK(t;u))q
1

t
dt =

∞∑
i=−∞

∫ 2i+1

2i
(t−θK(t;u))q

1

t
dt.

Assim tomando a soma na equação (2.1.14) com i ∈ Z, temos

ln (2)2−θq∥2−iθK(2i;u); lq∥q ≤ (∥u∥θ,q;K)q ≤ ln (2)2θq∥2−iθK(2i;u); lq∥q

e

C1(θ, q)|u|θ,q;K ≤ ∥u∥θ,q;K ≤ C2(θ, q)|u|θ,q;K ,

onde

C1(θ, q) = (ln (2))
1
q 2−θ e C2(θ, q) = (ln (2))

1
q 2θ. (2.1.15)

Se q =∞, tomando o ess sup na equação (2.1.13) com 2i ≤ t ≤ 2i+1, temos

2−(i+1)θK(2i;u) ≤ ess sup
2i≤t≤2i+1

{t−θK(t;u)} ≤ 2−iθK(2i+1;u), com i ∈ Z.

Ou seja

2−θ2−iθK(2i;u) ≤ ess sup
2i≤t≤2i+1

{t−θK(t;u)} ≤ 2θ2−(i+1)θK(2i+1;u), com i ∈ Z.

Agora tomando o sup com i ∈ Z, temos

2−θ|u|θ,q;K ≤ ∥u∥θ,q;K ≤ 2θ|u|θ,q;K . (2.1.16)
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2.1.4 O J-Método.

Se θ ∈ (0, 1) e 1 ≤ q ≤ ∞. Nós denotamos por (X0, X1)θ,q;J o conjunto de todos os
u ∈ X0 +X1, tal que as condições abaixo são satisfeitas.

(A) Existe uma função f : R+ → X0 ∩X1, tal que f ∈ L1
∗(R+;X0 +X1) e

u =

∫ ∞

0

f(t)
dt

t
.

(Onde a integral converge para u como integral de Bochner em X0 +X1.)

(B) A função t 7→ t−θJ(t; f(t)) ∈ Lq
∗.

Note que 0 ∈ (X0 +X1)θ,q;J , além disso, se u, v ∈ (X0 +X1)θ,q;J e λ ∈ K(R ou C), temos

u+ λv =

∫ ∞

0

(f(t) + λg(t))
dt

t
=

∫ ∞

0

f(t)
dt

t
=

∫ ∞

0

λg(t)
dt

t
.

Logo (X0 +X1)θ,q;J é um subespaço linear de X0 +X1.

Lema 2.1.1. Seja θ ∈ (0, 1) e 1 ≤ q ≤ ∞. Se f : R+ → X0 ∩ X1 é uma função, tal que
t 7→ t−θJ(t; f(t)) ∈ Lq

∗, então:

(i) f ∈ L1
∗(R+;X0 +X1). Além disso

∥f∥L1
∗(R+;X0+X1) ≤

∥∥∥∥ 1

ϕθ

∥∥∥∥
Lp
∗(R+)

∥t−θJ(t; f(t))∥Lq
∗(R+) <∞, (2.1.17)

onde ϕθ(t) = t−θ min{1, t} e 1
q
+ 1

p
= 1.

(ii) Para todo [a, b] ⊂ R+, nós temos f ∈ L1
∗([a, b];X0 ∩X1) e

∥f∥L1
∗([a,b];X0∩X1) ≤

∥∥∥∥ 1

ϕθ

∥∥∥∥
Lp
∗([a,b];X0∩X1)

∥t−θJ(t; f(t))∥Lq
∗([a,b];X0∩X1) <∞. (2.1.18)

Demonstração. (i) Da equação (2.1.9), temos

∥f(s)∥X0+X1 = K(1; f(s)) ≤ min

{
1,

1

s

}
J(s; f(s)), s > 0.

Então

∥f(s)∥L1
∗(R+;X0+X1) ≤

∫ ∞

0

min

{
1,

1

s

}
J(s; f(s))

ds

s

=

∫ ∞

0

(
sθ min

{
1,

1

s

})
(s−θJ(s; f(s)))

ds

s
.
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Usando a desigualdade de Holder, temos

∥f∥L1
∗(R+;X0+X1) ≤

∥∥∥∥sθ min

{
1,

1

s

}∥∥∥∥
Lp
∗(R+)

∥s−θJ(s; f(s))∥Lq
∗(R+).

Assim

∥f∥L1
∗(R+;X0+X1) ≤ ∥ϕθ∥Lp

∗(R+) ∥t
−θJ(t; f(t))∥Lq

∗(R+).

(ii) Da equação (2.1.7), temos

min{1, t}∥u∥X0∩X1 ≤ J(t;u) com t > 0 e u ∈ X0 ∩X1.

Assim

t−θ min{1, t}∥f(t)∥X0∩X1 = ϕθ(t)∥f(t)∥X0∩X1 ≤ t−θJ(t; f(t)) com t > 0.

Então

∥f∥L1
∗([a,b];X0+X1) =

∫ b

a

∥f(t)∥X0∩X1

dt

t

≤
∫ b

a

t−θJ(t; f(t))

ϕθ

dt

t

≤
∥∥∥∥ 1

ϕθ

∥∥∥∥
Lp
∗([a,b];X0∩X1)

∥t−θJ(t; f(t))∥Lq
∗([a,b];X0∩X1).

Notação 2.1.3. Dado u ∈ (X0, X1)θ,q;J , denotamos por S(u : θ, q) ou simplesmente S(u), o
conjunto de todas as funções f : R+ → X0 ∩X1, que satisfazem (A) e (B).

Considere o funcional

∥u∥θ,q;J = inf
f∈S(u)

{∥t−θJ(t; f(t))∥Lq
∗}, u ∈ (X0, X1)θ,q;J .

Agora sejam u, v ∈ (X0, X1)θ,q;J e ϵ > 0. Podemos tomar f ∈ S(u) e g ∈ S(v), tal que

∥t−θJ(t; f(t))∥Lq
∗ ≤ ∥u∥θ,q;J + ϵ e ∥t−θJ(t; g(t))∥Lq

∗ ≤ ∥v∥θ,q;J + ϵ.

Note que f + g ∈ S(u+ v), então

∥u+ v∥θ,q;J = inf
h∈S(u+v)

{∥t−θJ(t;h(t))∥Lq
∗}

≤ ∥t−θJ(t; f(t) + g(t))∥Lq
∗

≤ ∥t−θ(J(t; f(t)) + J(t; g(t)))∥Lq
∗

≤ ∥t−θJ(t; f(t))∥Lq
∗ + ∥t

−θJ(t; g(t))∥Lq
∗

≤ ∥u∥θ,q;J + ∥v∥θ,q;J + 2ϵ.
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Fazendo ϵ→ 0, temos

∥u+ v∥θ,q;J ≤ ∥u∥θ,q;J + ∥v∥θ,q;J .

Além disso, se λ ∈ C \ {0}, então f ∈ S(u) se, e somente se, λf ∈ S(λu). Assim

S(λu) = {λf ; f ∈ S(u)} e

∥λu∥θ,q;J = inf
h∈S(λu)

{∥t−θJ(t;h(t))∥Lq
∗}

= inf
f∈S(u)

{∥t−θJ(t;λf(t))∥Lq
∗}

= inf
f∈S(u)

{∥t−θ|λ|J(t; f(t))∥Lq
∗}

= inf
f∈S(u)

{|λ|∥t−θJ(t; f(t))∥Lq
∗}

= |λ| inf
f∈S(u)

{∥t−θJ(t; f(t))∥Lq
∗}

= |λ|∥u∥θ,q;J .

Para provar que ∥ · ∥θ,q;J é uma norma em (X0 + X1)θ,q;J , resta mostrar que ∥u∥θ,q;J = 0,
então u = 0. O que mostraremos no resultado a seguir.

Teorema 2.1.5. (O J-Método) Sejam (X0, X1) um par de interpolação de espaços de Banach
complexos e sejam θ ∈ (0, 1), 1 ≤ q ≤ ∞ e 1

q
+ 1

p
= 1, então

(i) Para todo u ∈ (X0, X1)θ,q;J , tem-se

∥u∥X0+X1 ≤ ∥ϕθ∥Lp
∗∥u∥θ,q;J .

(ii) Para todo u ∈ X0 ∩X1, tem-se

∥ϕθ∥Lp
∗∥u∥θ,q;J ≤ ∥u∥X0∩X1 .

(iii) (X0, X1)θ,q;J é um espaço de Banach complexo intermediário entre X0 e X1.

Demonstração. (i) Sejam u ∈ (X0, X1)θ,q;J e f ∈ S(u). Pelo Lema 2.1.1, temos

∥u∥X0+X1 =

∥∥∥∥∫ ∞

0

f(s)
ds

s

∥∥∥∥
X0+X1

≤
∫ ∞

0

∥f(s)∥X0+X1

ds

s

≤ ∥ϕθ∥Lp
∗∥s

−θJ(s; f(s))∥Lq
∗ <∞.
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Tomando o inff∈S(u), temos

∥u∥X0+X1 ≤ ∥ϕθ∥Lp
∗∥u∥θ,q;J .

Em particular, se ∥u∥θ,q;J = 0, então u = 0. Assim ∥ · ∥θ,q;J é uma norma em (X0, X1)θ,q;J .

(ii) Seja ψ : R+ → R, tal que ψ(t) ≥ 0 e para todo t > 0 ∥t−θψ(t)∥Lq
∗ = 1. Assim pela

desigualdade de Holder, temos∫ ∞

0

ψ(s)min

{
1,

1

s

}
ds

s
=

∫ ∞

0

(s−θψ(s))

(
sθ min

{
1,

1

s

})
ds

s

= ∥t−θψ(t)∥Lq
∗

∥∥∥∥tθ min

{
1,

1

t

}∥∥∥∥
Lp
∗

=

∥∥∥∥tθ min

{
1,

1

t

}∥∥∥∥
Lp
∗

= ∥ϕθ∥Lp
∗ <∞.

Por outro lado, tomando f ∈ Lq
∗ não negativa, tal que ∥f∥Lq

∗ = 1, temos∥∥∥∥tθ min

{
1,

1

t

}∥∥∥∥
Lp
∗

= sup
∥f∥

L
q
∗

{∫ ∞

0

f(x)

(
xθ min

{
1,

1

x

})
dx

x

}
onde

∥ϕθ∥Lp
∗ = sup

{∫ ∞

0

ψ(x)min

{
1,

1

x

}
dx

x

}
. (2.1.19)

Note que, o supremo esta sendo tomado sobre todas as funções ψ ≥ 0, tal que ∥t−θψ(t)∥Lq
∗ =

1. Agora seja u ∈ X0 ∩X1 e

g(t) =

(
ψ(t)min{1, 1

t
}∫∞

0
ψ(x)min

{
1, 1

x

}
dx
x

)
u, t > 0.

Vamos mostrar que g ∈ S(u). De fato g ∈ (X0 ∩X1), para todo t > 0∫ ∞

0

∥g(t)∥X0+X1

dt

t
= ∥u∥X0+X1 <∞,

onde g ∈ L1
∗(R+;X0 +X1) e

u =

∫ ∞

0

g(t)
dt

t
.
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Além disso, pela equação (2.1.7), temos:

J(t; g(t)) = J

(
t;

(
ψ(t)min

{
1, 1

t

}∫∞
0
ψ(x)min

{
1, 1

x

}
dx
x

)
u

)

=

(
ψ(t)min{1, 1

t
}∫∞

0
ψ(x)min{1, 1

x
}dx

x

)
J(t;u)

≤

(
ψ(t)min{1, 1

t
}∫∞

0
ψ(x)min{1, 1

x
}dx

x

)
max{1, t}∥u∥X0∩X1

=

(
ψ(t)∫∞

0
ψ(x)min{1, 1

x
}dx

x

)
∥u∥X0∩X1 , t > 0.

Como ψ é tal que ∥t−θψ(t)∥Lq
∗ = 1, temos:

∥t−θψ(t)∥Lq
∗ ≤

(
∥u∥X0∩X1∫∞

0
ψ(x)min{1, 1

x
}dx

x

)
<∞.

Logo t→ t−θJ(t; g(t)) ∈ Lq
∗. Portanto g ∈ S(u) e

∥u∥θ,q;J ≤ ∥t−θJ(t; g(t))∥Lq
∗ .

Então

∥u∥θ,q;J ≤

(
∥u∥X0∩X1∫∞

0
ψ(x)min{1, 1

x
}dx

x

)
.

Tomando o supremo em todas ψ ≥ 0, tais que ∥t−θψ(t)∥Lq
∗ = 1, temos

∥ϕθ∥Lp
∗∥u∥θ,q;J ≤ ∥u∥X0∩X1 .

(iii) Dos itens anteriores, temos

X0 ∩X1 ↪→ (X0, X1)θ,q;J ↪→ X0 +X1.

Resta-nos mostrar a completude de (X0, X1)θ,q;J . Para isso seja {uk} ⊂ (X0, X1)θ,q;J uma
sequência, tal que

∑
∥uk∥θ,q;J <∞, vamos provar que

∑
uk converge em (X0, X1)θ,q;J , ou

seja, existe w ∈ (X0, X1)θ,q;J , tal que ∥w −
∑n

k=1 ∥θ,q;J → 0 quando n → ∞. Para cada
k ∈ N, seja fk ∈ S(uk), tal que

∥t−θJ(t; fk(t))∥Lq
∗ ≤ ∥uk∥θ,q;J +

1

k2
,

assim
∞∑
k=1

∥t−θJ(t; fk(t))∥Lq
∗ ≤

∞∑
k=1

(∥uk∥θ,q;J +
1

k2
) <∞.
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Logo, pelo Lema 2.1.1, temos

∥fk∥L1
∗(R+;X0+X1) ≤ ∥ϕθ∥Lp

∗∥t
−θJ(t; fk(t))∥Lq

∗ para todo k ∈ N.

Então
∞∑
k=1

∥fk∥L1
∗(R+;X0+X1) <∞,

logo
∑
fk ∈ L1

∗(R+;X0 +X1).
Vamos denotar F =

∑
fk e w =

∫∞
0
F (t)dt

t
.

Afirmação 2.1.1. w ∈ (X0, X1)θ,q;J .

Prova 2.1.1. Note que, basta provar que F ∈ S(w). De fato, F (t) ∈ X0 + X1 com t ∈ R+,
pois fixando [a, b] ⊂ R+ e C =

∥∥∥ 1
ϕθ

∥∥∥
Lp
∗
. Assim pelo Lema 2.1.1, temos

∥fk∥L1
∗([a,b];X0∩X1) ≤ C∥t−θJ(t; fk)∥Lq

∗([a,b]), para todo k ∈ N.

Então
∞∑
k=1

∥fk∥L1
∗([a,b];X0∩X1) ≤ C

∞∑
k=1

∥t−θJ(t; fk)∥Lq
∗([a,b])

≤ C
∞∑
k=1

∥t−θJ(t; fk)∥Lq
∗(R+)

≤ C
∞∑
k=1

(
∥uk∥θ,q;J +

1

k2

)
<∞.

Assim
∑
fk ∈ L1

∗([a, b];X0∩X1), em particular F (t) =
∑
fk(t) ∈ X0∩X1, para todo t ∈ [a, b],

como [a, b] ⊂ R+ é arbitrário, segue que vale para todo t ∈ R+. Por outro lado

∥t−θJ(t;F (t)∥Lq
∗(R+) =

∥∥∥∥∥t−θJ

(
t;

∞∑
k=1

fk

)∥∥∥∥∥
Lq
∗(R+)

=
∞∑
k=1

∥∥t−θJ(t; fk)
∥∥
Lq
∗(R+)

≤
∞∑
k=1

(
∥uk∥θ,q;J +

1

k2

)
<∞.

Sendo assim F ∈ S(w) e w ∈ (X0, X1)θ,q;J . O que prova a afirmação.

28



E por fim

∥w −
n∑

k=1

uk∥θ,q;J ≤

∥∥∥∥∥t−θJ(t;F (t)−
n∑

k=1

fk(t))

∥∥∥∥∥
Lq
∗(R+)

=

∥∥∥∥∥t−θJ

(
t;

∞∑
k=n+1

fk(t)

)∥∥∥∥∥
Lq
∗(R+)

=
∞∑

k=n+1

∥t−θJ(t;F (t)− fk(t)∥Lq
∗(R+).

Portanto ∥w −
∑n

k=1 uk∥θ,q;J → 0 quando n→∞.

Teorema 2.1.6. (Teorema da interpolação exata para o J-Método). Sejam θ ∈ (0, 1) e 1 ≤
q ≤ ∞ e sejam (X0, X1) e (Y0, Y1) pares de interpolação. Então (X0, X1)θ,q;J e (Y0, Y1)θ,q;J são
pares de interpolação tipo θ para (X0, X1) e (Y0, Y1).

Demonstração. A demonstração é similar a demonstração do teorema 2.1.3. Seja T : X0 +
X1 → Y0 + Y1 um operador linear limitado, tal que Mi = ∥T∥B(Xi,Yi) < ∞, com i = 0, 1.
Dado u ∈ (X0, X1)θ,q;J , tome g ∈ S(u) e seja f(t) = g(M1

M0
t). Então

J(t;Tf(t)) = max{∥Tf(t)∥Y0 ; t∥Tf(t)∥Y1}
= max{M0∥f(t)∥X0 ; tM1∥f(t)∥X1}

=M0max

{
∥f(t)∥X0 ; t

(
M1

M0

)
∥f(t)∥X1

}
=M0J

(
t

(
M1

M0

)
; f(t)

)
.

Sendo assim

∥t−θJ(t;Tf(t))∥Lq
∗ ≤M0

∥∥∥∥t−θJ

(
t

(
M1

M0

)
; f(t)

)∥∥∥∥
Lq
∗

.

Tome s =
(

M1

M0

)
t, logo

∥t−θJ(t;Tf(t))∥Lq
∗ ≤M0

∥∥∥∥∥
((

M0

M1

)
s

)−θ

J

(
s;

(
M0

M1

)
s

)∥∥∥∥∥
Lq
∗

=M1−θ
0 M θ

1∥s−θJ(s; g(s)∥Lq
∗ .
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Pelo Lema 2.1.1, T ◦ f ∈ L1
∗(R+;Y0 + Y1). Além disso∫ ∞

0

(T ◦ f)(t)dt
t
= T

∫ ∞

0

f(t)
dt

t

= T

∫ ∞

0

g(
M1

M0

t)
dt

t

= T

∫ ∞

0

g(s)
ds

s

= Tu.

Então T ◦ f ∈ S(u) e

∥Tu∥θ,q;J ≤ ∥t−θJ(t;Tf(t))∥Lq
∗ ≤M1−θ

0 M θ
1∥s−θJ(s; g(s)∥Lq

∗ .

Tomando o ı́nfimo de g ∈ S(u), temos

∥Tu∥θ,q;J ≤M1−θ
0 M θ

1∥u∥θ,q;J .

Lema 2.1.2. Sejam θ ∈ (0, 1), 1 ≤ q ≤ ∞ e 1
q
+ 1

p
= 1. Se {ui} ⊂ X0 ∩ X1 é tal que, a

sequência {2−iθJ(2i;u)} ∈ Lq, então

∞∑
i=−∞

∥ui∥X0+X1 ≤ 2θ ln (2)
1
q
−1∥ϕθ∥Lp

∗∥2
−iθJ(2i;u)∥lq .

Demonstração. Defina g : R+ → X0 ∩X1, dada por: g(t) = (ln (2))−1ui+1, tal que 2i ≤ t ≤
2i+1, i ∈ Z, temos J(2i; g(t)) ≤ J(t; g(t)). Além disso, 2−(i+1)θ ≤ t−θ, então

t−θJ(t; g(t)) ≤ 2−iθJ(t; g(t))

≤ 2−iθJ(2i+1; g(t))

= 2−iθJ(2i+1; (ln (2))−1ui+1)

= 2−iθ(ln (2))−1J(2i+1;ui+1)

= 2−iθ(ln (2))−1J(2i+1;ui+1).

Ou seja

t−θJ(t; g(t)) = 2θ(ln (2))−12−(i+1)θJ(2i+1;ui+1). (2.1.20)
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Então, se 1 ≤ q <∞, segue que

∥t−θJ(t; g(t))∥q
Lq
∗
=

∫ ∞

0

(t−θJ(t; g(t)))q
dt

t

=
∞∑

i=−∞

∫ 2i+1

2i
(t−θJ(t; g(t)))q

dt

t

≤
∞∑

i=−∞

∫ 2i+1

2i
(2θ(ln (2))−12−(i+1)θJ(2i+1;ui+1))

q dt

t

=
∞∑

i=−∞

(2θ(ln (2))−12−(i+1)θJ(2i+1;ui+1))
q

∫ 2i+1

2i

dt

t

=
∞∑

i=−∞

2θq(ln (2))−q2−(i+1)θqJ(2i+1;ui+1)
q

∫ 2i+1

2i

dt

t

= 2θq(ln (2))−q

∞∑
i=−∞

2−(i+1)θqJ(2i+1;ui+1)
q

∫ 2i+1

2i

dt

t

= 2θq(ln (2))1−q

∞∑
i=−∞

2−(i+1)θqJ(2i+1;ui+1)
q

= 2θq(ln (2))1−q∥2−iθqJ(2i;ui+1)∥qlq .

Ou seja

∥t−θJ(t; g(t))∥Lq
∗ = 2θ(ln (2))

1
q
−1∥2−iθJ(2i;ui)∥lq <∞.

Por outro lado, se q =∞, da equação (2.1.20), temos

∥t−θJ(t; g(t))∥L∞
∗ (R+) = sup

i∈Z
{∥t−θJ(t; g(t))∥L∞

∗ (2i,2i+1)}

≤ 2θ(ln (2))−1supi∈Z{2−(i+1)θJ(2i+1;ui+1)}
= 2θ(ln (2))−1∥2−iθJ(2i;ui)∥l∞ <∞.

Portanto, em qualquer dos casos, a função t → t−θJ(t; g(t)) pertence a Lq
∗ e pelo Lema

2.1.1

∥g∥L1
∗(R+;X0+X−1 ≤ ∥ϕθ∥Lp

∗∥t
−θJ(t; g(t))∥Lq

∗ <∞. (2.1.21)
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Então
∞∑

i=−∞

∥ui∥X0+X1 =
∞∑

i=−∞

∥ui∥X0+X1

ln (2)

∫ 2i+1

2i

dt

t

=
∞∑

i=−∞

∫ 2i+1

2i
∥g(t)∥X0+X1

dt

t

=

∫ ∞

0

∥g(t)∥X0+X1

dt

t

≤ ∥ϕθ∥Lp
∗∥s

−θJ(t; g(t))∥Lq
∗

≤ 2θ(ln (2))
1
q
−1∥ϕθ∥Lp

∗∥2
−iθJ(2i;ui)∥lq <∞.

Teorema 2.1.7. (Teorema da versão discreta do J-Método) Sejam θ ∈ (0, 1) e 1 ≤ q ≤ ∞.
Um elemento u ∈ X0 + X1 pertence a (X0, X1)θ,q;J se, e somente se, as condições abaixo são
satisfeitas

(i) Existe uma sequência {ui} ⊂ X0 ∩X1, tal que

∞∑
i=−∞

∥ui∥X0+X1 <∞ e
∞∑

i=−∞

ui converge para u em X0 +X1.

(ii) A sequência {2−iθJ(2i;u)} pertence lq. Além disso, o funcional

|u|θ,q;J ; = inf{∥2−iθJ(2i;u)∥lq ; {ui} satisfaz i) e ii) acima} u ∈ (X0, X1)θ,q;J ,

define uma norma equivalente a ∥·∥θ,q;J . As constantes de equivalência não dependem do
par (X0, X1). Mais precisamente, para cada θ ∈ (0, 1) e 1 ≤ q ≤ ∞, existem constantes
positivas d1(θ, q) e d2(θ, q) tais que, para qualquer par de interpolação de espaços de
Banach complexos (X0, X1), temos

d1(θ, q)|u|θ,q;J ≤ ∥u∥θ,q;J ≤ d2(θ, q)|u|θ,q;J

Demonstração. (i) Inicialmente, vamos supor 1 ≤ q < ∞. Seja u ∈ (X0, X1)θ,q;J e seja
ϵ > 0. Então, tome f ∈ S(u; θ; q) tal que

∥t−θJ(t; f(t))∥θ,q;J ≤ (1 + ϵ)∥u∥θ,q;J (2.1.22)

e para cada i ∈ Z, seja

ui =

∫ 2i+1

2i
f(t)

dt

t
.
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Então ui ∈ X0 ∩X1, assim pela Lema 2.1.1, f ∈ L1
∗([2

i, 2i+1];X0 ∩X1). Além disso
∞∑

i=−∞

∥u|X0+X1 ≤
∞∑

i=−∞

∫ 2i+1

2i
∥f(t)|X0+X1

dt

t
=

∫ ∞

0

∥f(t)|X0+X1

dt

t
<∞,

logo
n∑

i=−m

ui =
n∑

i=−m

∫ 2i+1

2i
f(t)

dt

t
=

∫ n

−m

f(t)
dt

t

que converge para
∫∞
0
f(t)dt

t
em X0 +X1 quando n,m→∞.

(ii) Note que, para cada i ∈ Z, temos

2−iθJ(2i;ui) = 2−iθJ

(
2i;

∫ 2i+1

2i
f(t)

dt

t

)

= 2−iθ

∫ 2i+1

2i
J(2i; f(t))

dt

t

≤ 2−iθ

∫ 2i+1

2i
J(t; f(t))

dt

t
,

com 2i ≤ t ≤ 2i+1 e J(2i; f(t)) ≤ J(t; f(t)) ≤ J(2i+1; f(t)), além disso 2−(i+1)θ ≤ t−θ,
assim

2−iθJ(2i;ui) ≤ 2−iθ

∫ 2i+1

2i
J(t; f(t))

dt

t

= 2θ
∫ 2i+1

2i
2−(i+1)θJ(t; f(t))

dt

t

≤ 2θ
∫ 2i+1

2i
t−θJ(t; f(t))

dt

t
.

Aplicando a desigualdade de Holder, temos

2−iθJ(2i;ui) ≤ 2θ∥1∥Lp
∗([2i,2i+1])∥t−θJ(t; f(t))∥Lq

∗([2i,2i+1]). (2.1.23)

Se q = 1, então p = ∞ e ∥1∥Lp
∗([2i,2i+1]) = 1. Por outro lado, se 1 < q < ∞, então

1 < p <∞ e

∥1∥Lp
∗([2i,2i+1]) =

(∫ 2i+1

2i

dt

t

) 1
p

= (ln (2))
1
p .

Em qualquer um dos casos o valor ∥1∥Lp
∗([2i,2i+1]) não depende de i, assim denote

d1(θ, q) = (2−θ ln (2))
−1
p , então a equação (2.1.23) pode ser escrita

d1(θ, q)2
−iθJ(2i;ui) ≤ ∥t−θJ(t; f(t))∥Lq

∗([2i,2i+1]). (2.1.24)
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Desta forma

d1(θ, q)
∞∑

i=−∞

(2−iθJ(2i;ui))
q ≤

∞∑
i=−∞

∥t−θJ(t; f(t))∥q
Lq
∗([2i,2i+1])

=
∞∑

i=−∞

∫ 2i+1

2i
(t−θJ(t; f(t)))q

dt

t

=

∫ ∞

0

(t−θJ(t; f(t)))q
dt

t

≤ (1 + ϵ)q∥u∥qθ,q;J .

Então

d1(θ, q)∥(2−iθJ(2i;ui))∥lq ≤ (1 + ϵ)∥u∥θ,q;J .

Para q =∞, da equação (2.1.24), temos

d1(θ,∞)∥(2−iθJ(2i;ui))∥l∞ ≤ sup
i∈Z
{∥t−θJ(t; f(t))∥L∞

∗ ([2i,2i+1])

= ∥t−θJ(t; f(t))∥L∞
∗

≤ (1 + ϵ)∥u∥θ,∞;J .

Fazendo ϵ→ 0, temos

d1(θ,∞)∥(2−iθJ(2i;ui))∥l∞ ≤ ∥u∥θ,∞;J .

Portanto a sequência {2−iθJ(2i;ui)} pertence a lq e ii) é valido, além disso, tomando
o ı́nfimo sobre toda {ui} satisfazendo i) e ii), temos

d1(θ, q)|u|θ,q;J ≤ ∥u∥θ,q;J . (2.1.25)

Agora seja u ∈ X0 + X1, tal que exista uma sequência {ui} que satisfaça i) e ii),
vamos provar que u ∈ (X0, X1)θ,q;J .

Defina g : R+ → X0 ∩X1, dada por g(t) = (ln (2))−1ui+1, 2
i ≤ t ≤ 2i+1 e i ∈ Z.

Da mesma forma da prova do Lema 2.1.2, mostramos que

∥t−θJ(t; g(t))∥Lq
∗ ≤ 2θ(ln (2))

1
q
−1∥2−iθJ(2i;ui∥lq <∞.

Então, pelo Lema 2.1.1, g ∈ L1
∗(R+;X0 +X1). Além disso∫ ∞

0

g(t)
dt

t
=

∞∑
i=−∞

∫ 2i+1

2i
g(t)

dt

t
=

∞∑
i=−∞

ui = u.
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Logo g ∈ S(θ, q; J) e u ∈ (X0, X1)(θ,q;J). Portanto

∥u∥(θ,q;J) ≤ ∥t−θJ(t; g(t))∥Lq
∗ ≤ 2θ(ln (2))

1
q
−1∥2−iθJ(2i;ui∥lq .

Tomando o ı́nfimo sobre todas as sequências, segue

∥u∥(θ,q;J) ≤ d2(θ, q)|u|(θ,q;J), (2.1.26)

onde

d2(θ, q) = 2θ(ln (2))
1
q
−1. (2.1.27)

Em particular, se |u|θ,q;J para algum u ∈ (X0, X1)θ,q;J , então ∥u∥θ,q;J = 0 então u = 0.
E por fim da equação (2.1.25) e (2.1.26) nos mostram uma equivalência de normas.

2.1.5 A equivalência entre o K-Método e J-Método.

Proposição 2.1.5. Seja θ ∈ (0, 1) e 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞. Então

∥u∥θ,q;K ≤ ∥ϕθ∥Lr
∗∥u∥θ,p;J , para u ∈ (X0, X1)θ,p;J ,

onde ϕθ(t) = t−θ min{1, t}, para t > 0 e 1 ≤ r ≤ ∞] é dado por

1

q
+ 1 =

1

r
+

1

p

Portanto (X0, X1)θ,p;J ↪→ (X0, X1)θ,q;K .

Demonstração. Seja u ∈ (X0, X1)θ,p;J . Dado qualquer f ∈ S(u; θ, p), temos que, para todo
t > 0

t−θK(t;u) = t−θK

(
t;

∫ ∞

0

f(s)
ds

s

)
= t−θ

∫ ∞

0

K(t; f(s))
ds

s

= t−θ

∫ ∞

0

min

{
1,
t

s

}
J(t; f(s))

ds

s
,

da equação (2.1.9). Então

t−θK(t;u) = t−θ

∫ ∞

0

min

{
1,
t

s

}
J(t; f(s))

ds

s

=

∫ ∞

0

((
t

s

)−θ

min

{
1,
t

s

})
(s−θJ(t; f(s)))

ds

s
.
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Da definição de convolução para a medida de Haar, segue

t−θK(t;u) = (t−θ min {1, t}) ∗µ (t−θJ(t; f(t)))

= (ϕθ) ∗µ (t−θJ(t; f(t))).

Portanto, pela desigualdade de Young para medida de Haar

∥t−θK(t;u)∥Lq
∗ ≤ ∥ϕθ∥Lr

∗∥t
−θJ(t; f(t))∥Lp

∗ <∞,

onde 1 ≤ r ≤ ∞ é definido por 1
q
+ 1 = 1

r
+ 1

p
, como f ∈ S(u; θ, p) é arbitrário, segue

∥u∥θ,q;K ≤ ∥t−θK(t;u)∥Lq
∗ ≤ ∥ϕθ∥Lr

∗∥u∥θ,p;J .

Teorema 2.1.8. (Teorema de Equivalência). Seja θ ∈ (0, 1). Então, existem constantes
positivas C(θ) e D(θ) tais que, para qualquer 1 ≤ q ≤ ∞ e qualquer par de interpolação de
espaços de Banach complexos (X0, X1), as seguintes afirmações são válidas.

(i) Para todo u ∈ (X0, X1)θ,q;J , tem-se

∥u∥θ,q;K ≤ C(θ)∥u∥θ,q;J ;

(ii) Para todo u ∈ (X0, X1)θ,q;K , tem-se

∥u∥θ,q;J ≤ D(θ)∥u∥θ,q;K

(iii) A igualdade (X0, X1)θ,q;J = (X0, X1)θ,q;K vale com normas equivalentes.

Demonstração. Note que, se i) e ii) são validas, então iii) é consequência direta. Se p =
q na Proposição 2.1.5, assim C(θ) = ∥ϕθ∥L1

∗ o que prova i). Para provar ii), seja u ∈
(X0, X1)θ,q;K . Para cada i ∈ Z, tome vi ∈ X0 e wi ∈ X1, tal que u = vi + wi e

∥vi∥X0 + 2i∥wi∥X1 ≤ 2K(2i;u)

e seja ui = vi+1 − vi, com i ∈ Z.
Para provar que u ∈ (X0, X1)θ,q;J , vamos verificar que a sequência {ui} satisfaz os itens i) e
ii) do Teorema da versão discreta do J-Método 2.1.7. Como {vi} ⊂ X0 e {wi} ⊂ X1, segue
que

ui = vi+1 − vi = (u− wi+1)− (u− wi) = wi − wi+1

logo {ui} ⊂ X0 ∩X1. Além disso,

2−iθ∥vi∥x02
i(1−θ)∥wi∥X1 = 2−iθ(∥vi∥X0 + 2i∥wi∥X1)

≤ 2iθ(2K(2i;u)).
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Ou seja,

2−iθ∥vi∥x0 + 2i(1−θ)∥wi∥X1 ≤ 2(2−iθK(2i;u)) (2.1.28)

Pelo Teorema da versão discreta do K-Método 2.1.4, a sequência {2−iθK(2i;u)} pertence a
lq e existe uma constante C1(θ, q) > 0, tal que

C1(θ, q)∥2−iθK(2i;u); lq∥ ≤ ∥u∥θ,q;K , com u ∈ (X0, X0)θ,q;K .

Então tomando a norma lq na equação (2.1.28), temos

∥2−iθ∥vi∥X0 + 2i(1−θ)∥wi∥X1 ; l
q∥ ≤ 2∥(2−iθK(2i;u)); lq∥ ≤ 2

C1(θ, q)
∥u∥θ,q;K

assim

∥2−iθ∥vi∥X0 ; l
q∥, ∥2i(1−θ)∥wi∥X1 ; l

q∥ ≤ 2

C1(θ, q)
∥u∥θ,q;K . (2.1.29)

Note que, para ui = vi+1 − vi, temos

2−iθ∥ui∥X0 ≤ 2−iθ∥vi+1∥X0 + 2−iθ∥vi∥X0 = 2θ(2−i(1+θ)∥vi+1∥X0) + 2−iθ∥vi∥X0 .

Consequentemente

∥2−iθ∥ui∥X0 ; l
q∥ ≤ (2θ + 1)∥2−iθ∥vi∥X0 ; l

q∥,

da equação (2.1.29)

∥2−iθ∥ui∥X0 ; l
q∥ ≤ 2(2θ + 1)

C1(θ, q)
∥u∥θ,q;K . (2.1.30)

Analogamente, ui = wi − wi+1, temos

2i(1−θ)∥ui∥X1 ≤ 2i(1−θ)∥wi∥X1 + 2i(1−θ)∥wi+1∥X1 = 2i(1−θ)∥wi∥X1 + 2(1−θ)(2(i+1)∥wi+1∥X1)

e

∥2−iθ∥ui∥X1 ; l
q∥ ≤ (1 + 2(θ−1))∥2i(1−θ)∥wi∥X1 ; l

q∥ ≤ 2(1 + 2(θ−1))

C1(θ, q)
∥u∥θ,q;K . (2.1.31)

Uma vez que, para cada i ∈ Z

2−iθJ(2i;ui) = 2−iθ max{∥ui∥X0 , 2
i∥ui∥X1∥}

= max{2−iθ∥ui∥X0 , 2
i(1−θ)∥ui∥X1}

≤ 2−iθ∥ui∥X0 + 2i(1−θ)∥ui∥X1 ,
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logo

∥2−iθJ(2i;ui); l
q∥ ≤ ∥2−iθ∥ui∥X0 ; l

q∥+ ∥2i(1−θ)∥ui∥X1 ; l
q∥.

Usando as equações (2.1.30) e (2.1.31),na desigualdade acima, obtemos

∥2−iθJ(2i;ui); l
q∥ ≤ 2(i+θ) + 4 + 2θ

C1(θ, q)
∥u∥θ,q;K , (2.1.32)

ou seja ii) do Teorema 2.1.7 é verificado.
Por outro lado

n∑
i=−n

ui =
0∑

i=−n

ui +
n∑

i=0

ui

=
0∑

i=−n

(vi+ − vi) +
n∑

i=0

(wi − wi+1)

= (v1 − v−n) + (w1 − wn+1),

logo

n∑
i=−n

ui = u1 − v−n − wn+1. (2.1.33)

Seja L a constante que limita a sequência {2−iθ∥vi∥X0} ∈ lq ⊂ l∞. Então

∥v−n∥X0+X1 ≤ ∥v−n∥X0 + ∥0∥X1

≤ 2−nθL→ 0, quando n→∞,

de maneira análoga ∥wn+1∥X0+X1 → 0, quando n → ∞, assim da equação (2.1.33)∑n
i=−n ui = u, onde a serie converge em (X0 +X1). Então u ∈ (X0 +X1)θ,q;J .

E por fim, O Teorema da versão discreta do J-Método 2.1.7, afirma que ∥u∥θ,q;J ≤ d2(θ, q)|u|θ,q;J ,
para d2(θ, q) > 0, onde

|u|θ,qJ ≤ inf{∥2−θiJ(2i;ui)∥lq ; {ui}i∈Z satisfaz as condições do Teorema 2.1.7}.

Assim tomando o ı́nfimo na equação (2.1.32), temos

∥u∥θ,q;J
d2(θ, q)

≤ |u|θ,q;J ≤
2θ+1 + 4 + 2θ

C1(θ, q)
∥u∥θ,q;K . (2.1.34)

Note que, da prova do Teorema 2.1.4 e do Teorema 2.1.7 temos

C1(θ, q) = (ln (2))
1
q 2−θ e d2(θ, q) = 2θ(ln (2))

1
q
−1
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assim d2(θ,q)
C1(θ,q)

não depende q.
Denotando

D(θ) = (2(θ+1) + 4 + 2θ
d2(θ, q)

C1(θ, q)
,

da equação (2.1.34), tem-se

∥u∥θ,q;J ≤ D(θ)∥u∥θ,q;K

Observação 2.1.3. Pelo Teorema da Equivalência 2.1.8, os espaços intermediários resultantes
do J-Método e do K-Método são iguais com normas equivalentes. Daqui em diante, podemos
usar a notação (X0, X1)θ,q para significar qualquer um dos dois espaços.

Corolário 2.1.1. Se θ ∈ (0, 1) e 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞, então (X0, X1)θ,p ↪→ (X0, X1)θ,q.

Demonstração. Da Proposição 2.1.5

(X0, X1)θ,p;J ↪→ (X0, X1)θ,q;K .

Então, a imersão segue do Item iii) do Teorema de Equivalência 2.1.8.

2.1.6 A propriedade de reiteração para o método real.

Definição 2.1.4. Sejam (X0, X1) um par de interpolação de espaços de Banach complexos e
θ ∈ [0, 1]. Definimos três classes de espaços de Banach complexos intermediários X entre X0 e
X1 da seguinte forma

(i) X pertence à classe K(θ;X0, X1), se existe uma constante C1, tal que, para todo u ∈ X,

K(t;u) ≤ C1t
θ∥u∥X , t > 0. (2.1.35)

(ii) X pertence à classe J (θ;X0, X1), se existe uma constante C2, tal que, para todo u ∈
X0 ∩X1,

∥u∥X ≤ C2t
−θJ(t;u), t > 0. (2.1.36)

(iii) X pertence à classe H(θ;X0, X1), se X pertence a K(θ;X0, X1) e J (θ;X0, X1).

Proposição 2.1.6. Seja (X0, X1) um par de interpolação de espaços de Banach complexos.
Então,

X0 ∈ H(0;X0, X1) e X1 ∈ H(1;X0, X1). (2.1.37)
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Demonstração. Seja t > 0. Se u ∈ X0, então

K(t;u) = inf{∥u0∥X0 + t∥u1∥X1 ;u = u0 + u1, u0 ∈ X0 e u1 ∈ X1}
≤ ∥u∥X0 + t∥0∥X1 = ∥u∥X0

Então X0 ∈ K(0;X0, X1). Por outro lado, se u ∈ X1, então

K(t;u) = inf{∥u0∥X0 + t∥u1∥X1 ;u = u0 + u1, u0 ∈ X0 e u1 ∈ X1}
≤ ∥0∥X0 + t∥u1∥X1 = t∥u∥X1

Então X1 ∈ K(1;X0, X1). Além disso, se w ∈ X0 ∩X1, temos

∥w∥X0 ≤ max{∥w∥X0 , t∥w∥X1} = J(t;w)

e X0 ∈ J (0;X0, X1) de maneira análoga

∥w∥X1 ≤ t−1max{∥w∥X0 , t∥w∥X1} = t−1J(t;w)

e X1 ∈ J (1;X0, X1)

Lema 2.1.3. Seja θ ∈ [0, 1] e seja X um espaço de Banach complexo intermediário entre X0

e X1.

(i) X ∈ K(θ;X0, X1) se, e somente se, X ↪→ (X0, X1)θ,∞;K .

(ii) X ∈ J (θ;X0, X1) se, e somente se, (X0, X1)θ;1,J ↪→ X.

(iii) X ∈ H(θ;X0, X1) se, e somente se, (X0, X1)θ,1 ↪→ X ↪→ (X0, X1)θ,∞.

Demonstração. (i) Por definição, X ∈ K(θ;X0, X1) se, para alguma constante C1, temos

K(t;u) ≤ C1t
θ|u∥X , para todo u ∈ X e t > 0.

Por sua vez, isso equivale a

C1∥u∥X ≥ sup{t−θK(t;u)} = ∥u∥θ,∞;K ,

ou seja,

X ↪→ (X0, X1)θ,∞;K .

(ii) Por definição, se X ∈ J (θ;X0, X1), então existe alguma constante C2, tal que ∥v∥X ≤
C2t

−θJ(t, v), para todo v ∈ X0 ∩ X1, e t > 0. Então, dado u ∈ (X0, X1)θ,1;J e para
toda f ∈ S(u; θ, 1), tem-se∫ ∞

0

∥f(t)∥X
dt

t
≤
∫ ∞

0

C2t
−θJ(t, f(t))

dt

t
= C2∥t−θJ(t, f(t))∥L1

∗ <∞.
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Então f ∈ L1
∗ e u =

∫∞
0
f(t)dt

t
. Além disso,

∥u∥X =

∥∥∥∥∫ ∞

0

f(t)
dt

t

∥∥∥∥
X

≤
∫ ∞

0

∥f(t)∥X
dt

t
≤ C2∥t−θJ(t, f(t))∥L1

∗

e tomando o inff∈S(u;θ,1), tem-se

∥u∥X ≤ C2∥u∥θ,1;J . (2.1.38)

Portanto

(X0, X1)θ,1;J ↪→ X.

Por outro lado, suponha (X0, X1)θ,1;J ↪→ X e seja C2 uma constante, tal que ∥u∥X ≤
C2∥u∥θ,1;J , com u ∈ X0 ∩X1. Seja u ∈ X0 ∩X1 e t > 0 fixo, e para cada λ > 0 defina
fλ : R+ → X0 ∩X1, por

fλ =

{
1
λ
u, se te−λ ≤ s ≤ t,

0, caso contrario.

Afirmamos que fλ ∈ S(u; θ, 1). De fato, note que, fλ ∈ L1
∗(R+;X0 +X1) e∫ ∞

0

fλ(s)
ds

s
=

(∫ t

te−λ

ds

s

)
u

λ
=
u

λ
(ln (t)− ln (te−λ)) = u.

Além disso,

∥s−θJ(s; fλ(s))∥L1
∗(R+) =

∫ ∞

0

s−θJ(s; fλ(s))
ds

s

=
1

λ

(∫ t

te−λ

s−θJ(s;u)
ds

s

)
=

1

λ

(∫ t

te−λ

ds

s

)
∥s−θJ(s;u)∥L∞

∗ ([te−λ,t])

= ∥s−θJ(s;u)∥L∞
∗ ([te−λ,t]) <∞

Então fλ ∈ S(u; θ, 1) e u ∈ (X0, X1)θ,1;J . Além disso,

∥u∥θ,1;J ≤ ∥s−θJ(s; fλ)∥L1
∗(R+) ≤ ∥s−θJ(s;u)∥L1

∗([te
−λ,t].

Fazendo λ→ 0, temos

∥u∥θ,1;J ≤ t−θJ(t;u).

Então pela equação (2.1.38), segue que

∥u∥X ≤ C2∥u∥θ,1;J ≤ C2t
−θJ(t;u).

Portanto X ∈ J (θ;X0, X1).
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(iii) A demonstração deste resultado segue dos itens (i) e (ii)

Corolário 2.1.2. Se 0 < θ < 1 e 1 ≤ q ≤ ∞, então

(X0, X1)θ,q ∈ H(θ,X0, X1).

Demonstração. De fato, pelo Corolário 2.1.1

(X0, X1)θ,q ∈ H(θ,X0, X1).

Teorema 2.1.9. (Teorema da Reiteração para o método real). Seja (X0, X1) um par de
interpolação de espaços de Banach complexos, 0 ≤ θ0 < θ1 ≤ 1 e sejam Xθ0 e Xθ1 espaços
de Banach intermediários entre X0 e X1. Além disso, seja 1 ≤ q ≤ ∞ e θ ∈ (θ0, θ1) e seja
λ ∈ (0, 1) definido por

θ = (1− λ)θ0 + λθ1.

(i) Se Xθi ∈ K(θi;X0, X1) para i = 0, 1, então (Xθ0 , Xθ1)λ,q;K ↪→ (X0, X1)θ,q;K .

(ii) Se Xθi ∈ J (θi;X0, X1) para i = 0, 1, então (X0, X1)θ,q;J ↪→ (Xθ0 , Xθ1)λ,q;J .

(iii) Se Xθi ∈ H(θi;X0, X1) para i = 0, 1, então (Xθ0 , Xθ1)λ,q = (X0, X1)θ,q.

Demonstração. Para provar (i) e (ii), precisamos distinguir as normas de função K(t;u)
e J(t;u) usadas na construção dos espaços intermediários entre X0 e X1 daquelas usadas
para os espaços intermediários entre Xθ0 e Xθ1. Usaremos K∗ e J∗ para o último. Além
disso, usaremos S∗(u) para denotar o conjunto definido na Notação 2.1.3, para os espaços
Xθ0 e Xθ1 .

(i) Para i = 0, 1, seja Ei > 0, tal que

K(t;u) ≤ Eit
θi∥u∥Xθi

, t > 0 e u ∈ Xθi .

Dado u ∈ (Xθ0 , Xθ1)λ,q;K , para todo u0 ∈ Xθ0 e u1 ∈ Xθ1, com u = u0 + u1, tem-se

K(t;u) ≤ K(t;u0) +K(t;u1)

≤ E0t
θ0∥u∥Xθ0 + E1t

θ1∥u∥Xθ1

= E0t
θ0

(
∥u∥Xθ0 +

(
E1

E0

)
tθ1−θ0

)
∥u∥Xθ1).

42



Tomando o ı́nfimo com respeito a todas as representações de u, segue

K(t;u) ≤ E0t
θ0K∗

((
E1

E0

)
tθ1−θ0 ;u

)
,

assim

t−θK(t;u) ≤ E0t
−(θ−θ0)K∗

((
E1

E0

)
tθ1−θ0 ;u

)
.

Tome

s =

(
E1

E0

)
tθ1−θ0 . (2.1.39)

Então

t−θK(t;u) ≤ E0

((
E0

E1

)
s

)− θ−θ0
θ1−θ0

K∗(s;u)

= E0

((
E0

E1

)
s

)−λ

K∗(s;u).

Ou seja

t−θK(t;u) ≤ E
(1−λ)
0 Eλ

1 (s
−λK∗(s;u)). (2.1.40)

Em particular, se q =∞

∥u∥θ,∞;K ≤ E
(1−λ)
0 Eλ

1 ∥u∥λ,∞;K . (2.1.41)

Observe

t =

((
E1

E0

)
s

) 1
θ1−θ0

=⇒ dt =
1

θ1 − θ0

((
E1

E0

)
s

) 1
θ1−θ0

−1(
E1

E0

)
ds,

logo

dt

t
=

((
E1

E0

)
s

) −1
θ1−θ0

[
1

θ1 − θ0

((
E1

E0

)
s

) 1
θ1−θ0

−1(
E1

E0

)
ds

]
,

sendo assim

dt

t
=

(
1

θ1 − θ0

)
ds

s
. (2.1.42)
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Se 1 ≤ q <∞, da equação (2.1.40) temos

∥u∥qθ,q;K =

∫ ∞

0

(t−θK(t;u))q
dt

t

≤
∫ ∞

0

(E
(1−λ)
0 Eλ

1 (s
−λK∗(s;u)))q

ds

(θ1 − θ0)s

=
E

(1−λ)q
0 Eqλ

1

(θ1 − θ0)

∫ ∞

0

((s−λK∗(s;u)))q
ds

s

=
E

(1−λ)q
0 Eqλ

1

(θ1 − θ0)
∥u∥qλ,q;K .

O que implica

∥u∥θ,q;K ≤
E

(1−λ)
0 Eλ

1

θ1 − θ0
∥u∥λ,q;K . (2.1.43)

Das desigualdades (2.1.41) e (2.1.43), para qualquer 1 ≤ q ≤ ∞, temos

(Xθ0 , Xθ1)λ,q;K ↪→ (X0, X1)θ,q;K .

(ii) Para i = 0, 1, seja Di > 0, tal que

∥u∥Xθi
≤ Dit

−θiJ(t;u). (2.1.44)

Dado u ∈ (Xθ0 , Xθ1)θ,q;J , seja

g ∈ S
(

u

θ1 − θ0
; θ, q

)

e defina t(s) =
(

D1

D0
s
) 1

θ1−θ0 , para todo s > 0 e f(s) = g(t). Como Xθ0 e Xθ1 são
espaços intermediários, assim

X0 ∩X1 ↪→ Xθ0 com i = 0, 1

e f(s) = g(t) ∈ Xθ0 ∩Xθ1 para todo s > 0. Além disso, da equação (2.1.44)

J∗(s; f(s)) = max{∥f(s)∥Xθ0
; t∥f(s)∥Xθ1

}
≤ max{D0t

−θ0J(t; f(s));D1t
−θ1sJ(t; f(s))}

= D0t
−θ0 max

{
1;

(
D1

D0

)
t−(θ1−θ0)s

}
J(t; f(s))

= D0t
−θ0J(t; f(s)),

onde
(

D1

D0

)
t−(θ1−θ0) = 1 da definição de t(s). Então

s−λJ∗(s; f(s)) = D0s
−λt−θ0J(s; f(s)), s > 0.
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Note que

D0s
−λt−θ0 = D0

(
D0

D1

t(θ1−θ0)

)−λ

t−θ0

= D
(1−λ)
0 Dλ

1 t
−[(1−λ)θ0+λθ1]

= D
(1−λ)
0 Dλ

1 t
−θ,

então

s−λJ∗(s; f(s)) ≤ D
(1−λ)
0 Dλ

1 t
−θJ(t; f(s)) = D

(1−λ)
0 Dλ

1 t
−θJ(t; g(t)) (2.1.45)

Observe que a definição de t(s) é análoga a equação (2.1.39). Então a equação
(2.1.42) é valida, ou seja

dt

t
=

1

θ1 − θ0
ds

s

Portanto, se 1 ≤ q ≤ ∞, da equação (2.1.45)∫ ∞

0

(s−λJ∗(s; f(s)))q
ds

s
≤
∫ ∞

0

(D
(1−λ)
0 Dλ

1 t
−θJ(t; g(t)))q

ds

s

=
(
D

(1−λ)
0 Dλ

1

)q ∫ ∞

0

(t−θJ(t; g(t)))q
ds

s

=
(
D

(1−λ)
0 Dλ

1

)q ∫ ∞

0

(t−θJ(t; g(t)))q
(

1

θ1 − θ0

)−1
dt

t

=
(
θ1 − θ0)(D(1−λ)

0 Dλ
1

)q ∫ ∞

0

(t−θJ(t; g(t)))q
dt

t
.

Logo

∥s−λJ∗(s; f(s))∥Lq
∗ ≤ D

(1−λ)
0 Dλ

1 (θ1 − θ0)
1
q ∥t−θJ(t; g(t))∥Lq

∗ <∞.
Se q =∞ as desigualdades são validas. Pelo Lema 2.1.1 f ∈ L1

∗(R+, X0 +X1). Além
disso,∫ ∞

0

f(s)
ds

s
=

∫ ∞

0

g(t)
ds

s
= (θ1 − θ0)

∫ ∞

0

g(t)
dt

t
= (θ1 − θ0)

u

(θ1 − θ0)
= u.

Assim f ∈ S∗(u;λ; q). Então

∥u∥λ;q,J∗ ≤ ∥s−λJ∗(s; f(s))∥Lq
∗

≤ D
(1−λ)
0 Dλ

1 (θ1 − θ0)
1
q ∥t−θJ(t; g(t))∥Lq

∗ .

Tomando o ı́nfimo com g ∈ S( u
θ1−θ0

; θ; q) da desigualdade acima, temos

∥u∥λ;qJ∗ ≤ D
(1−λ)
0 Dλ

1 (θ1 − θ0)
1
q ∥u∥θ;q,J .

(iii) Segue direto do itens i) e ii) e do Teorema da Equivalência 2.1.8
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2.1.7 Os Espaços de Besov

O método de interpolação real também se aplica a escalas de espaços baseadas na su-
avidade. Para espaços de Sobolev em domı́nios suficientemente suaves, os espaços inter-
mediários são chamados de espaços de Besov. Antes de defini-los, primeiro estabelecemos
o teorema que mostra que se 0 < k < m, então W k,p(Ω) é intermediário entre Lp(Ω)
Wm,p(Ω) desde que Ω seja suficientemente regular.

Definição 2.1.5. (A Condição do Cone) Ω satisfaz a condição do cone, se existe um cone finito
C tal que cada x ∈ Ω é o vértice de um cone finito Cx contido em Ω e congruente a C.

Definição 2.1.6. (A Condição de Lipschitz Local Forte) Ω satisfaz a condição de Lipschitz local
forte se existirem números positivos δ e M , e um aberto localmente finito cobre Uj cobrindo
∂Ω, e, para cada j uma função de valor real fj de n−1 variáveis, tal que as seguintes condições
sejam válidas:

(i) Para cada R finito, toda coleção R + 1 de subconjuntos de Uj tem intersecção vazia.

(ii) Para cada par de pontos x, y ∈ Ω, tais que |x− y| < δ, existe um j, tal que

x, y ∈ Vj = {u ∈ Uj; d(x, ∂Ω) > δ}

(iii) Cada fj satisfaz a condição de Lipschitz com a constante M , isto é, se

ξ = (ξ1, . . . , ξn−1) e ρ = (ρ1, . . . , ρn−1) ∈ Rn−1, então
|f(ξ)− f(ρ)| ≤M |ξ − ρ|

(iv) Para algum sistema de coordenadas (ξ(j,1), . . . , ξ(j,n)) ⊂ Uj Ω ∩ Uj é representado pela
desigualdade

ξ(j,n)) ≤ fjξ(j,1), . . . , ξ(j,n))

Se Ω for limitado, das condições acima se reduz apenas que Ω deve ter uma limite local
de Lipschitz, ou seja, que cada ponto x ∈ ∂Ω deve ter uma vizinhança Ux cuja interseção
com ∂Ω deve ser o gráfico de uma função cont́ınua de Lipschitz.

Os três próximos resultado são demonstrados no livro [Adams Sobolev Space ]

Teorema 2.1.10. Seja Ω um domı́nio em Rn satisfazendo a condição do cone C. Se mp > n
seja p ≤ q ≤ ∞. então existe uma constante K dependendo de m,n, p, q e as dimensões do
cone C fornecendo as condições para o cone em Ω, tal que para todo u ∈ Wm,p(Ω)

∥u∥q ≤ K∥u∥θm,p∥u∥1−θ
p

onde θ = n
mp
− n

mq
.
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Teorema 2.1.11. (Propriedade de Aproximação) Se 0 < k < m existe uma constante C tal
que para cada u ∈ W k,p(Ω) e todo ϵ suficientemente pequeno existe u ∈ Wm,p(Ω) satisfazendo

∥u− uϵ∥p ≤ Cϵk∥u∥k,p, e ∥uϵ∥m,p ≤ Cϵk−m∥u∥k,p

Teorema 2.1.12. Seja Ω um domı́nio em Rn que satisfaça a condição de cone. Por cada ϵ0 > 0
existem constantes finitas K e K ′, cada uma dependendo de n, m, p, θ e as dimensões do cone
C fornecendo a condição de cone para Ω tal que se 0 < ϵ < ϵ0, 0 < j < m, e u ∈ Wm,p(Ω),
então

|u|j,p < K(ϵ|u|m,p + ϵ−j/(m−J)∥u∥p),
∥u∥j,p < K ′(ϵ∥u∥m,p + ϵ−j/(m−J)∥u∥p),
∥u∥j,p < 2K ′∥u∥j/mm,p ∥u∥(m−j)/m

p

Teorema 2.1.13. Se Ω ⊂ Rn satisfaz a condição de Lipschitz local forte, 0 < k < m e
1 ≤ q ≤ ∞, então

W k,p(Ω) ∈ H
(
k

m
,Lp(Ω),Wm,p(Ω)

)

Demonstração. Sejam

J(t;u) = max{∥u∥p, t∥u∥m,p}
K(t;u) = inf{∥u0∥p + t∥u1∥m,p;u = u0 + u1, u0 ∈ Lp(Ω) e u1 ∈ Wm,p}.

Vamos mostrar que

∥u∥k,p ≤ Ct(−k/m)J(t;u) (2.1.46)

K(t;u) ≤ Ct(k/m)∥u∥k,p (2.1.47)

Do Teorema 2.1.12 afirma que para algum C e para todo u ∈ Wm,p(Ω)

∥u∥k,p ≤ C(∥u∥(m−k)/m
p ∥u∥k/mm,p ).

Note que, a expressão do lado direito é C vezes o valor mı́nimo de.

t(−k/m)J(t;u) = t(−k/m) max{∥u∥p, t∥u∥m,p}
= max{t−k/m∥u∥p, t(m−k)/m∥u∥m,p},

que ocorre para t = ∥u∥p/∥u∥m,p, tomando o valor de t em ambos os termos no máximos.

t(−k/m)J(t;u) = max{(∥u∥p/∥u∥m,p)
(−k/m)∥u∥p, (∥u∥p/∥u∥m,p)

(m−k)/m∥u∥m,p}
= max{∥u∥1−(k/m)

p ∥u∥(k/m)
m,p , ∥u∥1−(k/m)

p ∥u∥(k/m)
m,p }
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Logo

∥u∥k,p ≤ C(∥u∥1−k/m
p ∥u∥(k/m)

m,p )

= Ct−(k/m)J(t;u)

O que prova a equação (2.1.46). Mostraremos que para provar a equação (2.1.47) é
equivalente a provar a Propriedade de aproximação 2.1.11. Seja u ∈ Wm,p(Ω), então

K(t;u) ≤ ∥u∥p + t∥0∥m,p = ∥u∥p ≤ ∥u∥k,p

Assim, se t ≥ 1, então t(k/m) ≥ 1, assim

K(t;u) ≤ t(k/m)∥u∥k,p

Se 0 < t ≤ 1, então

K(t;u) = inf{∥u0∥p + t∥u1∥m,p;u = u0 + u1, u0 ∈ Lp(Ω) e u1 ∈ Wm,p}.

Logo

∥u0∥p + t|u1∥m,p ≤ 2K(t;u)

Assim

∥u− u1∥p = |u0∥p ≤ 2tk/mK(t;u) e |u1∥m,p ≤ 2tk/m−1K(t;u)

Tomando uϵ = u1 e t1/m = ϵ no Propriedade de Aproximação 2.1.11, temos

t−(k/m)K(t;u) ≤ t−(k/m)(∥u− u1∥p + t∥u1∥m,p)

≤ ϵ−k(C1ϵ
k∥u∥k,p + ϵmC1ϵ

k−m∥u∥k,p)
= C1∥u∥k,p + C1∥u∥k,p
= C∥u∥k,p

O que prova a equação (2.1.47).

Definição 2.1.7. Sejam 0 < s < ∞, 1 ≤ p < ∞ e 1 ≤ q ≤ ∞. Seja m também o menor
inteiro maior que s. Definimos o espaço Bs,p,q(Ω) como o espaço intermediário entre Lp(Ω) e
Wm,p(Ω) onde θ = s/m, mais especificamente:

Bs,p,q(Ω) = (Lp(Ω),Wm,p(Ω))s/m,q;J

É um espaço de Banach com norma ∥u;Bs,p,q(Ω)∥ = ∥u; (Lp(Ω),Wm,p(Ω))∥s/m,q;J e goza de
muitas outras propriedades herdadas de Lp(Ω) eWm,p(Ω). Além disso, impõe a propriedade de
Lipschitz local forte em Ω, que garante a existência de uma extensão do operador de Wm,p(Ω)
para Wm,p(Rn) e assim de Bs,p,q(Ω) para Bs,p,q(Rn).
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Para domı́nios que satisfazem o Teorema 2.1.13 e o Teorema da Reiteração 2.1.9, mos-
tram que, para a equivalência de normas, obtemos o mesmo espaço Bs,p,q(Ω) se usarmos
qualquer inteiro m > s na definição acima. De fato, se s1 > s e 1 ≤ q1 ≤ ∞, então

Bs,p,q(Ω) = (Lp(Ω), Bs1,p,q1(Ω))s1/s,q.

Mais precisamente, se 0 ≤ k < s < m e s = (1− θ)k + θm, então

Bs,p,q(Ω) = (W k,p(Ω),Wm,p(Ω))θ,q,

e se 0 < s1 < s2, s = (1− θ)s1 + θs2 e 1 ≤ q1, q2 ≤ ∞, então

Bs,p,q(Ω) = (Bs1,p,q1(Ω), Bs2,p,q2(Ω))θ,q.

Observação 2.1.4. O Teorema 2.1.13, nos diz que para o inteiro m

Bm,p,1(Ω) ↪→ Wm,p(Ω) ↪→ Bm,p,∞(Ω).

Seja Ω = Rn. Bm,p,q(Ω) = Wm,p(Ω) se , e somente se p = q = 2 O seguinte Teorema
requer apenas que Ω satisfaça a condição do cone.

Teorema 2.1.14. (Teorema da imersão de espaços de Besov) Seja Ω um espaço com domı́nio
em Rn satisfazendo a condição do cone, e sejam 1 ≤ p <∞ e 1 ≤ q ≤ ∞

a) Se sp < n, então Bs,p,q(Ω) ↪→ Lrq(Ω), para r = np
n−sp

.

b) Se sp = n, então Bs,p,1(Ω) ↪→ C0
B(Ω) ↪→ L∞(Ω) .

c) Se sp > n, então Bs,p,q(Ω) ↪→ C0
B(Ω).

Demonstração. a) Existe s1 > s tal que s1p = n, então

Bs,p,q(Ω) = (Lp(Ω), Bs1,p,1(Ω))s1/s,q.

Pelo Teorema da interpolação exata para o método J ver teorema 2.1.6, temos

Bs,p,q(Ω) = (Lp(Ω), Bs1,p,1(Ω))s1/s,q ↪→ (L1(Ω), L∞(Ω))s1/s,q,

onde r = (1− s1/s)1/p = np/(n− sp).

b) Seja m o menor inteiro maior do que s = n/p.
Seja u ∈ Bn/p,p,1(Ω) = (Lp(Ω),Wm,p(Ω))n/mp,1;J , assim pelo Teorema de versão dis-
creta do Método J 2.1.7, existe {u1} ∈ Wm,p(Ω), tal que

∑∞
i=−∞ ui converge para

u em Bn/p,p,1(Ω) e a sequência {2−in/mpJ(2i;ui)} pertence a l1. Como mp > n e Ω
satisfaz a condição do cone, então pelo Teorema 2.1.10 segue

∥u∥∞ ≤ K1∥u∥(mp−n)/mp
p ∥u∥n/mp

m,p ,
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para todo u ∈ Wm,p(Ω), mas

∥u∥∞ =
∞∑

i=−∞

∥ui∥∞ ≤ K1

∞∑
i=−∞

∥ui∥(mp−n)/mp
p ∥ui∥n/mp

m,p .

Por outro lado

∥2−in/mpJ(2i;ui); l
1∥ ≤ C1∥u;Bn/p,p;1(Ω)∥.

Logo

Bs,p,1(Ω) ↪→ L∞(Ω).

A continuidade de u segue do Teorema de imersão de Sobolev demonstrado em
[Adams Sobolev Space]. Portanto

Bs,p,1(Ω) ↪→ C0
B(Ω) ↪→ L∞(Ω).

c) Seja s > s1, tal que s1p = n, então

Bs,p,q(Ω) ↪→ Bs1,p,1(Ω),

do item b)

Bs1,p,1(Ω) ↪→ C0
B(Ω).

Portanto

Bs,p,q(Ω) ↪→ C0
B(Ω).

2.2 Escalas de interpolação-extrapolação abstratas

Definição 2.2.1. Seja A : D(A) ⊂ X → X um operador linear fechado e densamente
definido. Dizemos que A é um operador setorial se existem constantes a ∈ R, M ≥ 1 e
ϕ ∈

(
0, π

2

)
, tais que Sϕ,a := {λ ∈ C;ϕ ≤ |arg(λ− a)| ≤ π, λ ̸= a} ⊂ ρ(A)

∥(λ− A)−1∥L(X) ≤
M

|λ− a|
, ∀λ ∈ Sϕ,a.

Se a = 0, dizemos que A é um operador setorial positivo.
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Sejam (X0, ∥ · ∥0) um espaço de Banach e A : D(A) ⊂ X0 → X0 um operador linear tal
que −A seja um operador setorial positivo em X0. Defina X1 = (D(A), ∥A · ∥0) e considere
A1 a X1-realização do operador A, isto é, o operador definido em

D(A1) = {x ∈ X1 ∩D(A) : Ax ∈ X1}

pela regra A1x = Ax. Em seguida, seja X2 = (D(A1), ∥A · ∥1), onde ∥ · ∥1 = ∥A · ∥0.
Indutivamente definimos

Xk+1 = (Xk, ∥ · ∥k+1) = (D(Ak), ∥Ak · ∥k)

e
Ak+1 = Xk+1-realização de Ak,

k ∈ N. Obtemos assim uma famı́lia de espaços de Banach {Xk}k∈N que é densamente
injetada, no sentido de que a injeção Xk+1 ↪→ Xk é densa, e Ak é também um operador
setorial com σ(Ak) = σ(A), para k ∈ N. Por outro lado, não há perda de generalidade
em assumir 0 ∈ ρ(A). Assim considere o espaço (X0, ∥A−1 · ∥0) e defina X−1 como o
completamento de X0 com a norma ∥A−1 · ∥0. Logo

X0 ↪→ X−1.

Seja F = (·, ·)θ ∈ {[·, ·]θ, (·, ·)θ,p, 1 < p <∞}, onde [·, ·]θ e (·, ·)θ,p denotam os funtores
complexo e real, respectivamente. Para k ∈ N ∪ {−1}, defina

Xk+θ = (Xk, Xk+1)θ e Ak+θ = Xk+θ-realização de Ak.

Chamamos {(Xβ, Aβ);−1 ≤ β <∞} de escala de interpolação-extrapolação sobre [−1,∞]
associada a A e F .

O próximo resultado, cuja demonstração pode ser encontrada em [3], é conhecido
como desigualdade do momento e possui grande utilidade no estudo de famı́lias de ope-
radores lineares em escalas de interpolação-extrapolação.

Proposição 2.2.1. . Seja {(Xβ, Aβ);−1 ≤ β <∞} a escala de interpolação-extrapolação
associada a A e F . Se −1 ≤ α < β < θ <∞ então existe c = c(α, β, θ), tal que

∥x∥Xβ
≤ c∥x∥

θ−β
θ−α

Xα
∥x∥

β−α
θ−α

Xθ

para todo x ∈ Xθ.

Suponha que X0 é reflexivo e defina F# =
{
(·, ·)#θ , 0 < θ < 1

}
, onde

(·, ·)#θ =

{
[·, ·]θ, se (·, ·)θ = [·, ·]θ,
(·, ·)θ,p′ , se (·, ·)θ = (·, ·)θ,p,
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é um funtor de interpolação admisśıvel. Sendo X#
0 o espaço dual (X0)

′ de X0 e A# o ope-
rador dual de A, segue que A# é setorial com domı́nio X#

1 . Portanto, podemos construir
uma escala de interpolação-extrapolação{

(X#
β , A

#
β );−1 ≤ β <∞

}
,

chamada de escala dual de interpolação-extrapolação gerada por A# e F#. Segue de [3,
Teorema 6,2] que

(Xβ)
′
= X#

−β e (Aβ)
′
= A#

−β,−1 ≤ β ≤ 1,

onde a igualdade é dada no sentido de espaços vetoriais com normas equivalentes.

2.2.1 Potência fracionárias de operadores setoriais

Exemplos importantes de escalas de interpolação-extrapolação são os espaços de potência
fracionária associados a um operador setorial de tipo positivo A : D(A) ⊂ X0 −→ X0.
Neste trabalho usaremos tais escalas nas aplicações de equações de evolução fracionárias
em problemas concretos e, por isso, veremos sua construção de forma um pouco mais
detalhada.

Para z ∈ C, com Re(z) < 0, definimos

Az :=
1

2πi

∫
γ

(−λ)z(λ+ A)−1dλ,

onde γ é um contorno apropriado em ρ(−A). É conhecido que então Az é um operador
linear limitado injetivo. Além disso, AzAw = Az+w para Re(z) < 0 e Re(w) < 0. Como
consequência, podemos definir

Az = (A−z)−1, Re(z) > 0.

Dessa forma, denotando por A0 o operador identidade em X0, temos que Az está definido
para todo z ∈ C. Além disso, vale que AzAw = Az+w e D(Aw) ↪→ D(Az) ↪→ X0 para
0 < Re(z) < Re(w).

O espaço de potência fracionária β > 0 é definido por

Xβ = (D(Aβ); ∥ · ∥Xβ),

onde ∥ · ∥Xβ = ∥Aβ · ∥X0. Segue que a escala de espaços de potência fracionária

{Xβ; β ≥ 0}

é uma escala de interpolação com pares densamente injetados (Xβ, Xβ+1), β ≥ 0.
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Seja A é um operador setorial positivo que tem potências imaginárias limitada em um
espaço de Banach X0, isto é, existem ε > 0 e M ≥ 1 tais que

Ait ∈ L(X) e ∥Ait∥L(X) ≤M, −ε ≤ t ≤ ε.

A escala de interpolação-extrapolação {(Xβ, Aβ) : −1 ≤ β <∞} gerada por este operador
utilizando-se o funtor de interpolação complexa [·, ·]θ, 0 < θ < 1, é equivalente a escala de
potência fracionária gerada por A. Além disso

[D(Aα), D(Aβ)]θ = D(A1−θα+θβ) (2.2.1)

para 0 ≤ Re(α) ≤ Re(β) e 0 < θ < 1.
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Caṕıtulo 3

Equações de evolução fracionárias.

Neste caṕıtulo estudaremos a solução para o problema fracionário abstrato de Cauchy,

{
Dα

t u(t) = Au(t) + f(t, u(t)), t > 0,
u(0) = u0, u

′(0) = u1,
(3.0.1)

onde α ∈ (1, 2), Dα
t é a derivada de Caputo, A : D(A) ⊂ X0 → X0 é um operador setorial

linear, X0 é um espaço de Banach e f é uma função continua.
Seja u uma solução de (3.0.1), então, aplicando formalmente a transformada de Laplace
em (3.0.1), obtemos

D̂α
t u(λ) = Âu(λ) + f̂(λ).

Usando a transformada da derivada e aplicando as condições iniciai, segue

λαû(λ)− u0λα−1 − u1λα−2 = Aû(λ) + f̂(λ),

consequentemente

(λα − A)û(λ) = u0λ
α−1 + u1λ

α−2 + f̂(λ).

Suponha que λ ∈ Ha, logo λα ∈ ρ(A) e portanto

û(λ) = u0λ
α−1(λα − A)−1 + u1λ

α−2(λα − A)−1 + f̂(λ)(λα − A)−1. (3.0.2)

Aplicando a transformada inversa de Laplace, podemos reescrever a equação acima por

u(t) = Eα(tA)u0 + Sα(tA)u1 +

∫ t

0

Rα((t− s)A)f(s)ds, t > 0,
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onde

Eα(tA) :=
1

2πi

∫
Ha

eλtλα−1(λα − A)−1dλ, (3.0.3)

Sα(tA) :=
1

2πi

∫
Ha

eλtλα−2(λα − A)−1dλ, (3.0.4)

Rα(tA) :=
1

2πi

∫
Ha

eλ(t−s)(λα − A)−1dλ. (3.0.5)

Lembrando o conceito de solução Branda em (3.2.1).

Definição 3.0.1. Seja τ > 0.

(i) A função u : [0, τ ]→ X1 é uma solução branda para (3.2.1) em [0, τ ], se u ∈ C([0, τ ];X1)
e para todo t ∈ [0, τ ] temos,

u(t) = Eα(tA)u0 + Sα(tA)u1 +

∫ t

0

Rα((t− s)A)f(s, u(s))ds.

(ii) A função u : [0, τ ]→ X1 é uma solução branda para (3.2.1) em [0, τ ], se para qualquer
τ ′ ∈ [0, τ ], u é solução branda para (3.2.1) em [0, τ ′].

3.1 O problema linear.

Nesta seção é dedicada ao problema linear,

{
Dα

t u(t) = Au(t) + f(t), t > 0,
u(0) = u0, u

′(0) = u1,
(3.1.1)

onde α ∈ (1, 2), Dα
t é a derivada de Caputo, u0, u1 ∈ X1 e f : [0,∞) → Xβ, β ∈ (0, 1] é

uma função continua limitada. A priori estudaremos as famı́lias {Eα(tA)}t≥0, {Sα(tA)}t≥0

e {Rα(tA)}t≥0. A partir de agora vamos considerar que existem constantes M > 0 e
θ ∈ (απ

2
, π}, tal que o operador linear A : D(A) ⊂ X0 → X0 satisfaz

Sθ := {z ∈ C∗; | arg(z)| ≤ θ} ⊂ ρ(A),

e para todo λ ∈ Sθ, temos

∥(λ− A)−1∥L(X0) ≤
M

|λ|
.

Logo, temos que −A é um operador setorial. Note que, se η0 ∈ (π
2
, θ
2
) e λ ∈ Sη0, então

λα ∈ Sθ ⊂ ρ(A) e ∥(λα − A)−1∥L(X0) ≤ M
|λ|α .
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3.1.1 Estimativas lineares em escalas de interpolação-extrapolação
abstratas.

Inicialmente, considere as famı́lias de operadores lineares {Eα(tA)}t≥0, {Sα(tA)}t≥0 e
{Rα(tA)}t≥0 em escalas de interpolação-extrapolação associadas ao operadorA. Começamos
com o seguinte resultado.

Proposição 3.1.1. Considere α ∈ (1, 2) para a seguinte função

Eα(tA) =

{
1

2πi

∫
Ha
eλtλα−1(λα − A)−1dλ, se t > 0,

I, se t = 0,
(3.1.2)

onde Ha é um caminho de Hankel e I é o operador identidade, assim as seguintes propriedade
são validas.

(i) Para todo t > 0, Eα(tA) : X0 → X0 esta bem definida e existe M > 0 tal que

∥Eα(tA)x∥X0 ≤M∥x∥X0 ,∀x ∈ X0

(ii) A função Eα(·A) : [0,∞)→ L{X0} é fortemente continua.

(iii) Se β ∈ [0, 1], então existe uma constante M > 0 tal que

∥Eα(tA)x∥Xβ
≤Mt−αβ∥x∥X0 ,∀t > 0 e ∀x ∈ X0.

(iv) A famı́lia {Eα(tA)}t≤0 admite uma extensão anaĺıtica do setor Sπ−θ.

Demonstração.

(i) Para α ∈ (1, 2) e r > 0, seja η0 ∈
(
π
2
, θ
α

)
e defina o caminho Ha = Ha(r, η0) por

Ha = Ha(r, η0) := {seiη0 ; r ≤ s <∞} ∪ {reis; |s| ≤ η0} ∪ {se−iη0 ; r ≤ s <∞}
= Ha1 +Ha2 −Ha3.

Para cada t > 0 fixo, assuma r = 1
t
, então. Sobre Ha1, com x ∈ X0, temos∥∥∥∥ 1

2πi

∫
Ha1

eλtλα−1(λα − A)−1dλ

∥∥∥∥
X0

≤ 1

2π

∫
Ha1

|eλt|
|λ|
|λα|∥(λα − A)−1)x∥X0d|λ|

≤ M

2π

∫
Ha1

|eλt|
|λ|

d|λ|∥x∥X0

=
M

2π

∫ ∞

r

ets cos η0s−1ds∥x∥X0

≤ M

2π

∫ ∞

1
t

tets cos η0ds∥x∥X0

=
M

2π

ecos η0

| cos η0|
∥x∥X0 .
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Tome C1 =
M
2π

ecos η0
| cos η0| , consequentemente∥∥∥∥ 1

2πi

∫
Ha1

eλtλα−1(λα − A)−1dλ

∥∥∥∥
X0

≤ C1∥x∥X0 , ∀t > 0 e ∀x ∈ X0.

Sobre Ha2, com x ∈ X0, temos∥∥∥∥ 1

2πi

∫
Ha2

eλtλα−1(λα − A)−1dλ

∥∥∥∥
X0

≤ 1

2π

∫
Ha2

|eλt|
|λ|
|λα|∥(λα − A)−1)x∥X0d|λ|

≤ M

2π

∫
Ha2

|eλt|
|λ|

d|λ|∥x∥X0

=
M

2π

∫ η0

−η0

|etreis |
r

rds∥x∥X0

≤ M

2π

∫ η0

−η0

etr cos sds∥x∥X0 .

Como r = 1
t
, segue∥∥∥∥ 1

2πi

∫
Ha2

eλtλα−1(λα − A)−1dλ

∥∥∥∥
X0

= ≤ M

2π

∫ η0

−η0

etr cos sds∥x∥X0 .

Tome C2 =
M
2π

∫ η0
−η0

etr cos sds, consequentemente∥∥∥∥ 1

2πi

∫
Ha2

eλtλα−1(λα − A)−1dλ

∥∥∥∥
X0

≤ C2∥x∥X0 , ∀t > 0 e ∀x ∈ X0.

Sobre Ha3, com x ∈ X0, temos∥∥∥∥ 1

2πi

∫
Ha3

eλtλα−1(λα − A)−1dλ

∥∥∥∥
X0

≤ 1

2π

∫
Ha3

|eλt|
|λ|
|λα|∥(λα − A)−1)x∥X0d|λ|,

de maneira análoga ao primeiro caso, segue que existe C3 > 0, tal que∥∥∥∥ 1

2πi

∫
Ha3

eλtλα−1(λα − A)−1dλ

∥∥∥∥
X0

≤ C3∥x∥X0 , ∀t > 0 e ∀x ∈ X0.

Seja K = max{C1, C2, C3}, obtemos

∥Eα(tA)∥X0 ≤ K∥x∥X0∀t > 0 e ∀x ∈ X0.

Note que, do teorema da integral de Cauchy, temos que a representação (3.1.2) não
depende de r > 0 e η0 ∈

(
π
2
, θ
α

)
, o que finaliza a prova do item i)
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(ii) vamos provar que E(·A) : X0 → L(X) é fortemente continua. Para isso considere
t′ > 0 e seja {tn}n∈N ⊂ (0, t′) uma sequência, tal que tn → t′ quando n → ∞. Assim
para x ∈ X0, tem-se

∥Eα(t
′A)x− Eα(tnA)x∥X0 =

1

2π

∥∥∥∥∫
Ha

eλt
′
λα−1(λα − A)−1dλ−

∫
Ha

eλtnλα−1(λα − A)−1dλ

∥∥∥∥
X0

=
1

2π

∥∥∥∥∫
Ha

eλ(t
′−tn)λα−1(λα − A)−1dλ

∥∥∥∥
X0

.

De maneira análoga do item i), iremos analisar a integra acima sobre os caminhos
Ha1, Ha2 e Ha3.
·Sobre Ha1, temos∥∥∥∥∫

Ha1

eλ(t
′−tn)λα−1(λα − A)−1dλ

∥∥∥∥
X0

≤ C

∫ ∞

r

|et′seiη0 − etnseiη0 )|s−1ds∥x∥X0

= C

∫ ∞

r

|eseiη0 (et′ − etn)|s−1ds∥x∥X0 .

Assim pelo teorema da convergência dominada, a integral acima tende a 0, quando
n→∞.
·Sobre Ha2, temos∥∥∥∥∫

Ha1

eλ(t
′−tn)λα−1(λα − A)−1dλ

∥∥∥∥
X0

≤ C

∫ η0

−η0

|et′seis − etnreiη0 |s−1ds∥x∥X0 .

Novamente pelo teorema da convergência dominada, a integral acima tende a 0
quando n→∞.
·Sobre Ha3, segue de maneira análoga a Ha1. Portanto

∥Eα(t
′A)x− Eα(tnA)x∥X0 → 0 quando n→∞,

para todo x ∈ X0.
Por outro lado, seja {tn} ⊂ (t′,∞), tal que tn → t′, quando n→∞, então ∥Eα(t

′A)x−
Eα(tnA)x∥X0 → 0 quando n→∞ para cada x ∈ X0. Ja para a continuidade em t = 0,
note que do teorema da integral de Cauchy, temos

I =
1

2πi

(∫
Ha

eλλ−1dλ

)
I,

onde I é o operador identidade. Então para cada t > 0 e x ∈ D(A)

∥Eα(tA)x− x∥X0 =
1

2π

∥∥∥∥∫
Ha

eλtλ−1(λα − A)−1Axdλ

∥∥∥∥
X0

.
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Seja r = 1
t
. Sobre Ha1, temos

1

2π

∥∥∥∥∫
Ha1

eλtλ−1(λα − A)−1Axdλ

∥∥∥∥
X0

≤ M

2π

ecos η0

| cos η0|
tα+1∥Ax∥X0 → 0 quando t→ 0+.

Sobre Ha2, temos

1

2π

∥∥∥∥∫
Ha2

eλtλ−1(λα − A)−1Axdλ

∥∥∥∥
X0

≤ M

π
tαeη0∥Ax∥X0 → 0 quando t→ 0+.

Sobre Ha3, segue de maneira análoga a Ha1.

(iii) Considere β = 1 e seja x ∈ X0, assim

∥Eα(tA)x∥X1 =
1

2π

∥∥∥∥∫
Ha

eλtλ−1(λα − A)−1Axdλ

∥∥∥∥
X0

.

Note que, X1(D(A), ∥A · ∥0) e ∥ · ∥1 = ∥A · ∥0, logo para t > 0 fixo, se assumirmos
r = 1

t
. Sobre Ha1, existe k > 0 independente de α, tal que

1

2π

∥∥∥∥∫
Ha1

eλtλα−1(λα − A)−1Axdλ

∥∥∥∥
X0

≤ k

2π

∫ ∞

1
t

est cos η0sα−1ds∥x∥X0 ,

como α− 1 > 0, segue que

k

2π

∫ ∞

1
t

est cos η0sα−1ds =
k

2π

(
ecos η0

| cos η0|
t−α − (α− 1)

t cos η0

∫ ∞

1
t

est cos η0sα−2ds

)

≤ k

2π| cos η0|

(
1 +

1

| cos η0|

)
t−α.

Sobre Ha2, temos

1

2π

∥∥∥∥∫
Ha2

eλtλα−1(λα − A)−1Axdλ

∥∥∥∥
X0

≤ k

2π
t−α

∫ η0

−η0

ecos sds∥x∥X0 ≤ Ct−α∥x∥X0 .

Sobre Ha3 é obtida de maneira análoga a Ha1.
Tomando M > 0 como o máximo das constantes, conclúımos que

∥Eα(tA)x∥X1 ≤Mt−α∥x∥X0 ,

do item i) e do Teorema V.1.5.2 [4] segue a demonstração.

(iv) Para t ∈ Sπ−θ, defina Eα(tA) por (3.1.2) e seja r = 1
|t| . Então para cada x ∈ X0, temos

∥Eα(tA)x∥X0 ≤
M

2π

∫
Ha

eRe(λt)|λ|−1d|λ|∥x∥X0 .

Portanto, desta estimativa garantimos a convergência absoluta de (3.1.2) no setor
Sπ−θ, portanto, Eα(tA) é anaĺıtica nesta região.
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Proposição 3.1.2. Considere α ∈ (1, 2) para a seguinte função

Sα(tA) =

{
1

2πi

∫
Ha
eλtλα−2(λα − A)−1dλ, se t > 0,

0, se t = 0,
(3.1.3)

onde Ha é um caminho de Hankel e 0 é o operador nulo, assim as seguintes propriedade são
validas

(i) Para todo t > 0, Sα(tA) : X0 → X0 esta bem definida e existe M > 0 tal que

∥Sα(tA)x∥X0 ≤Mt∥x∥X0 ,∀x ∈ X0.

(ii) A função Sα(·A) : [0,∞)→ L{X0} é fortemente continua.

(iii) Se β ∈ [0, 1], então existe uma constante M > 0 tal que

∥Sα(tA)x∥Xβ
≤Mt1−αβ∥x∥X0 ,∀t > 0 e ∀x ∈ X0.

(iv) A famı́lia {Sα(tA)}t≥0 admite uma extensão anaĺıtica no setor Sπ−θ.

Demonstração. Note que,

Sα(tA)x =

∫ t

0

Eα(sA)xds.

De fato, para t = 0, temos

Sα(0A)x = 0.

E para t > 0 temos que∫ t

0

Eα(sA)xds =

∫ t

0

1

2πi

∫
Ha

eλsλα−1(λα − A)−1dλds

=
1

2πi

∫
Ha

∫ t

0

eλsλα−1(λα − A)−1dsdλ

=
1

2πi

∫
Ha

eλtλα−2(λα − A)−1dλ

= Sα(tA)x.

para todo t ≥ 0 e x ∈ X0. Portanto, usando a unicidade da transformada de Laplace a
prova segue da Proposição (3.1.1).

Proposição 3.1.3. Considere α ∈ (1, 2), para a seguinte função

Rα(tA) =

{
1

2πi

∫
Ha
eλt(λα − A)−1dλ, se t > 0

0, se t = 0
(3.1.4)

onde Ha é um caminho de Hankel e 0 é o operador nulo, assim as seguintes propriedade são
validas
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(i) Para todo t > 0, Rα(tA) : X0 → X0 esta bem definida e existe M > 0 tal que

∥Rα(tA)x∥X0 ≤Mtα−1∥x∥X0 , ∀x ∈ X0.

(ii) A função Rα(·A) : [0,∞)→ L{X0} é fortemente continua.

(iii) Se β ∈ [0, 1], então existe uma constante M > 0 tal que

∥Rα(tA)x∥Xβ
≤Mtα(1−β)−1∥x∥X0 ,∀t > 0 e ∀x ∈ X0.

(iv) A famı́lia {Rα(tA)}t≥0 admite uma extensão anaĺıtica no setor Sπ−θ.

Demonstração. Note que,

L{gα−1 ∗ Eα(tA)} = L{gα−1}L{Eα(tA)}
= λ1−α(λα−1(λα − A)−1)

= (λα − A)−1.

Por outro lado

L{Rα(tA)} = (λα − A)−1.

Ou seja

L{Rα(tA)} = L{gα−1 ∗ Eα(tA)},

para todo t ≥ 0 e x ∈ X0. Usando a unicidade da transformada de Laplace e da proposição
(3.1.1) o resultado segue.

Proposição 3.1.4. Considere β, θ ∈ [0, 1], tal que α(1 + θ − β) < 1. Então existe M > 0, tal
que

∥Eα(tA)x∥X1+θ
≤Mt−α(1+θ−β)∥x∥Xβ

,

∥Sα(tA)x∥X1+θ
≤Mt1−α(1+θ−β)∥x∥Xβ

e

∥Rα(tA)x∥X1+θ
≤Mt−1−α(θ−β)∥x∥Xβ

,

para todo x ∈ Xβ e t > 0.

Demonstração. Note que

∥Eα(tA)∥L(X0,X1) ≤M0t
−α e ∥Eα(tA)∥L(X1,X1) ≤M1,

para M0,M1 > 0 e para todo t > 0. Consequentemente, usando a inequação I.2,11 [4],
existe c > 0, tal que

∥Eα(tA)∥L(Xβ ,X1) ≤ C∥Eα(tA)∥1−β
L(X0,X1)

∥Eα(tA)∥βL(X1,X1)

≤Mt−α(1−β),
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para M > 0 e para todo t > 0.

Por outro lado, usando os argumentos de iii) da proposição (3.1.1) garantem que

∥Eα(tA)∥L(X1,X2) ≤M2t
−α,

para M2 > 0 e para todo t > 0, assim existe C1 > 0, tal que

∥Eα(tA)∥L(Xβ ,X1+β) ≤ C1∥Eα(tA)∥1−β
L(X0,X1)

∥Eα(tA)∥βL(X1,X2)

≤ Kt−α,

para K > 0 e para todo t > 0.

Além disso, α(1 + θ− β) < 1 o que implica θ < β, ou seja 1 < 1 + θ < 1 + β, assim e do
Teorema V.1.5.2 [4], existe C > 0, tal que para todo x ∈ Xβ, tem-se

∥Eα(tA)x∥X1+θ
≤ C∥Eα(tA)x∥

β−θ
β

X1
∥Eα(tA)x∥

θ
β

X1+β
.

≤Mt−α(1+θ−β)∥x∥Xβ
.

Note que

∥Sα(tA)x∥X1+θ
≤
∫ t

0

∥Eα(sA)x∥X1+θ
ds.

≤Mt1−α(1+θ−β)∥x∥Xβ
.

e

∥Rα(tA)x∥X1+θ
=

∥∥∥∥∫ t

0

gα−1(t− s)Eα(sA)x

∥∥∥∥
X1+θ

ds.

≤Mt−1−α(θ−β)∥x∥Xβ
.

Observação 3.1.1. Particularmente, segue da estimativa acima que para todo t > 0 os ope-
radores tαθEα(tA) : X1 → X1+θ são operadores lineares limitados que satisfazem

∥tαθEα(tA)∥L(X1,X1+θ) ≤M,

com M > 0 e independente de t, para todo θ ∈ [0, 1]. Além disso, dado um subconjunto
compacto J de X1, temos

lim
t→0+

sup
x∈J
∥tαθEα(tA)x∥X1+θ

= 0.

Para provar a ultima afirmação basta observar que os operadores

tαθEα(tA) : X1 → X1+θ,

são uniformemente limitadas em t > 0, limt→0+ ∥tαθEα(tA)x∥X1+θ
= 0, para x ∈ X1+θ e X1+θ

é um subconjunto denso de X1.
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3.1.2 Teoria do boa colocação e regularidade.

Considere o problema linear (3.1.1), abaixo segue o nosso resultado principal sobre
ele.

Teorema 3.1.1. Considere α ∈ (1, 2) e f : [0,∞)→ Xβ uma função continua limitada, onde
β ∈ (0, 1]. Se α(1 − β) < 1, então para quaisquer u0, u1 ∈ X1 existe uma única solução
branda u ∈ C([0,∞);X1) do problema (3.1.1). Além disso, para todo θ ∈ [0, β), tal que
α(1 + θ − β) < 1, tem-se u ∈ C([0,∞);X1+θ),

∥u(t)∥1+θ ≤Mt−αθ∥u0∥X1 +Mt1−αθ∥u1∥X1 ++Mtα(β−θ)B(α(β − θ), 1) sup
0≤s<∞

∥f(s)∥Xβ

e se θ > 0, então

lim
t→0

tαθ∥u(t)∥X1+θ
= 0.

Além disso, se u0, u1, w0 e w1 ∈ X1, então existe uma constante c > 0, tal que

tαθ∥u(t, u0, u1)− u(t, w0, w1)∥X1+θ
≤ c(∥u0 − w0∥X1 + t∥u1 − w1∥X1),

para todo t ∈ [0,∞).

Demonstração. Para u0, u1 ∈ X1, considere a função

u(t) = Eα(tA)u0 + Sα(tA)u1 +

∫ t

0

Rα((t− s)A)f(s)ds, 0 ≤ t <∞.

Usando os resultados da seção anterior, temos que

∥u(t)∥X1 ≤ ∥Eα(tA)u0∥X1 + ∥Sα(tA)u1∥X1 +

∫ t

0

∥Rα((t− s)A)f(s)∥X1ds

≤M

(
∥u0∥X1 + t∥u1∥X1 +

∫ t

0

(t− s)αβ−1∥f(s)∥Xβ
ds

)
≤M(∥u0∥X1 + t∥u1∥X1 + tαβB(αβ, 1) sup

0≤s<∞
{∥f(s)∥Xβ

}),

para todo 0 ≤ t <∞.
Por outro lado, se {tn}n∈N é tal que 0 ≤ t < tn <∞ e tn → t, temos

∥u(tn)− u(t)∥X1 ≤ ∥Eα(tnA)u0 − Eα(tA)u0∥X1 + ∥Sα(tnA)u1Sα(tA)u1∥X1

+

∫ t

0

∥(Rα(tn − s)A−Rα(t− s)A)f(s)∥X1ds

+

∫ tn

t

∥Rα((tn − s)A)f(s)∥X1ds.
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A continuidade forte dos operadores {Eα(tA)}t≥0, {Sα(tA)}t≥0 e {Rα(tA)}t≥0 e do teorema
da convergência dominada de Lesbergue garante que os três primeiros termos do lado
direito da desigualdade acima tende a 0 quando n→∞ e para o ultimo termo, temos∫ tn

t

∥Rα((tn − s)A)f(s)∥X1ds ≤M

∫ tn

t

(tn − s)αβ−1∥f(s)∥Xβ
ds

≤Mtαβ
∫ 1

t
tn

(1− s)αβds sup
0≤s<∞

{∥f(s)∥Xβ
},

que tende a 0 quando n→∞.
De maneira análoga, prova para o caso 0 ≤ tn < t ≤ τ . Então u ∈ C([0,∞);X1) e por
definição é a única solução Branda de (3.1.1). Além disso, a solução u ∈ C(0, τ ];X1+θ)
para todo 0 ≤ θ ≤ β, tal que α(1 + θ − β) < 1. De fato, se t > 0, segue da proposição
anterior que

∥u(t)∥X1+θ
≤ ∥Eα(tA)u0∥X1+θ

+ ∥Sα(tA)u1∥X1+θ
+

∫ t

0

∥Rα((t− s)A)f(s)∥X1+θ
ds

≤M

(
t−αθ∥u0∥X1 + t1−αθ∥u1∥X1 +

∫ t

0

(t− s)α(β−θ)−1∥f(s)∥Xβ
ds

)
≤M

(
t−αθ∥u0∥X1 + t1−αθ∥u1∥X1 + tα(β−θ)B(α(β − θ), 1) sup

0≤s<∞
{∥f(s)∥Xβ

}
)
.

Usando os argumentos anteriores garantimos a continuidade de u. Além disso, note que

tαθ∥u(t)∥X1+θ
≤ tαθ∥Eα(tA)u0∥X1+θ

+M(t∥u1∥X1

+ tαθB(α(β − θ), 1) sup
0≤s<∞

{∥f(s)∥Xβ
}),

consequentemente, se θ > 0, segue que da observação anterior que

lim
t→0

tαθ∥u(t)∥X1+θ
= 0.

E por fim, se u0, u1w0 e w1 ∈ X1, então

∥u(t, u0, u1)− u(t, w0, w1)∥X1+θ
≤ ∥Eα(tA)(u0 − w0)∥X1+θ + ∥Sα(tA)(u1 − w1)∥X1+θ

≤M(t−αθ∥u0 − w0∥X1 + t1−αθ∥u1 − w1∥X1),

ou seja

tαθ∥u(t, u0, u1)− u(t, w0, w1)∥X1+θ
≤M(∥u0 − w0∥X1 + t∥u1 − w1∥X1),

para todo t ∈ [0,∞).
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3.2 O problema não-linear.

Agora estudaremos o problema de Cauchy Fracionário Abstrato não-linear,

{
Dα

t u = Au+ f(t, u(t)), t > 0,
u(0) = u0, u

′(0) = u1,
(3.2.1)

onde Dα
t é a derivada de fracionária de Caputo de ordem α ∈ (1, 2), A : D(A) ⊂ X0 → X0

é um operador linear fechado definido em um espaço de Banach X0 com domı́nio X1 =
(D(A)) e u0, u1 são condições iniciais. As hipóteses sobre o operador A são as mesmas
do caso linear. Com relação ao termo não-linear, consideramos {Xγ}γ≥0 uma escala de
interpolação-extrapolação associada a A. Dados as constantes C > 0, ρ > 0 e β ∈ (0, 1]
definimos a famı́lia F(C, ρ, β) como o conjunto de todas as funções continuas f : [0,∞)×
X1 → Xβ satisfazendo,

∥f(t, u)− f(t, v)∥Xβ
≤ C(∥u∥ρ−1

X1
+ ∥v∥ρ−1

X1
+ 1)∥u− v∥X1

e

∥f(t, u)∥Xβ
≤ C(∥u∥ρX1

+ 1),

para todo t ≥ 0 e para todo u, v ∈ X1.

3.2.1 Teoria do boa colocação e regularidade.

Teorema 3.2.1. Considere α ∈ (1, 2) e f ∈ F(C, ρ, β). Se α(1− β) < 1, então dado v0 ∈ X1,
podemos considerar r > 0 e τ > 0, tais que para quaisquer u0, u1 ∈ Br(v0) ⊂ X1 existe
uma única solução branda u ∈ C([0, τ ];X1) para o problema (3.2.1). Além disso, para todo
0 ≤ θ < β, tal que α(1 + θ − β) < 1, segue

u ∈ C([0, τ ];X1+θ)

e se θ > 0, então

lim
t→0

tαθ∥u(t, u0, u1)∥X1+θ
= 0.

Além disso, se u0, u1, w0 e w1 ∈ Br(v0) ⊂ X1, então existe uma constante C > 0 tal que,

tαθ∥u(t, u0, u1)− u(t, w0, w1)∥X1+θ
≤ C(∥u0 − w0∥X1 + ∥u1 − w1∥X1)

para todo t ∈ [0, τ ].
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Demonstração. Considere ν ∈ (0, 1) e τ ∈ (0, 1), tais que

∥Eα(tA)ν0 − ν0∥X1 ≤
ν

4
, ∥Sα(tA)ν0 − ν0∥X1 ≤

ν

4
e CM(R + 1)ταβB(αβ, 1) ≤ ν

4
,

para todo t ∈ [0, τ ], onde

R = max{(∥ν0∥X1 + ν)ρ, 2(∥ν0∥X1 + ν)ρ−1}.

Para r = ν
4M

defina

K = {u ∈ C([0, τ ], X1); sup
t∈[0,τ ]

∥u(t)− ν0∥X1 ≤ ν}

e defina o operador

(Tu)(t) = Eα(tA)u0 + Sα(tA)u1 +

∫ t

0

Rα((t− s)A)f(s, u(s))ds.

Nosso proposito é mostrar que K é um conjunto T-invariante e T é uma contração. Inicial-
mente, provemos que T : K → K está bem definida. Considere 0 ≤ t1 < t < τ e u ∈ K.
Então

∥(Tu)(t)− (Tu)(t1)∥X1 ≤ ∥Eα(tA)u0 − Eα(t1A)u0∥X1 + ∥Sα(tA)u1 − Sα(t1A)u1∥X1 + I,

onde

I :=

∥∥∥∥∫ t

0

Rα((t− s)A)f(s, u(s))ds−
∫ t1

0

Rα((t1 − s)A)f(s, u(s))ds
∥∥∥∥
X1

.

Usando a continuidade forte dos operadores {Eα(tA)}t≥0 e {Sα(tA)}t≥0, temos que

∥Eα(tA)u0 − Eα(t1A)u0∥X1 → 0 e ∥Sα(tA)u1 − Sα(t1A)u1∥X1 → 0

quando t→ t+1 . Por outro lado

I ≤
∫ t1

0

∥Rα((t− s)A)f(s, u(s))−Rα((t1 − s)A)f(s, u(s))ds∥X1

+

∫ t

t1

∥Rα((t− s)A)f(s, u(s))ds∥X1
.

Note que∫ t

t1

∥Rα((t− s)A)f(s, u(s))ds∥X1
≤M

∫ t

t1

(t− s)αβ−1 ∥f(s, u(s))∥Xβ
ds

≤ MC

αβ
[(∥ν0∥X1 + ν)ρ + 1](t− t1)αβ → 0,

66



quando t→ t+1 . Defina

I1 :=

∫ t1

0

∥Rα((t− s)A)f(s, u(s))−Rα((t1 − s)A)f(s, u(s))ds∥X1
ds.

Assim

I1 ≤
∫ t1

0

[(t− s)αβ−1 − (t1 − s)αβ−1]∥R′
α((t− s)A)f(s, u(s))∥X1ds

+

∫ t1

0

(t1 − s)αβ−1∥R′
α((t− s)A)f(s, u(s))−R′

α((t1 − s)A)f(s, u(s))∥X1ds,

onde R′
α := t1−αβRα(tA), t > 0. A famı́lia {R′

α(tA)}t≥0 é fortemente continua em X0 e da
proposição (3.1.4),temos

∥R′
α(tA)x∥X1 ≤M∥x∥Xβ

,∀t > 0 e ∀x ∈ Xβ.

Defina

I2 :=

∫ t1

0

[(t− s)αβ−1 − (t1 − s)αβ−1]∥R′
α((t− s)A)f(s, u(s))∥X1ds e

I3 =

∫ t1

0

(t1 − s)αβ−1∥R′
α((t− s)A)f(s, u(s))−R′

α((t1 − s)A)f(s, u(s))∥X1ds.

Então I2 ≤ MC
αβ

[(∥ν0∥X1 + ν)ρ + 1][tαβ − (t − t1)αβ − tαβ1 ] → 0 quando t → t+1 . Finalmente,
usando a continuidade forte de {R′

α(tA)}t≥0 e o Teorema da Convergência Dominada de
Lebesgue, segue que I3 → 0, quando t→ t+1 . Este fato garante que

∥(Tu)(t)− (Tu)(t1)∥X1 → 0,

quando t→ t+1 . De maneira análoga, prova para o caso t1 ∈ (0, τ ] e t→ t−1 .
Para concluir que K é um conjunto T-invariante, considere que t ∈ [0, τ ] e u ∈ K. Então,
temos

∥(Tu)(t)− ν0∥X1 ≤ ∥Eα(tA)u0 − ν0∥X1 + ∥Sα(tA)u1∥X1

+

∫ t

0

∥Rα((t− s)A)f(s, u(s))∥X1ds

≤ ∥Eα(tA)u0 − Eα(tA)ν0∥X1 + ∥Eα(tA)ν0 − ν0∥X1 + ∥Sα(tA)u1∥X1

+ CM

∫ t

0

(t− s)−1+αβ(∥u(s)∥ρX1
+ 1)ds

≤ 3ν

4
+ CM(R + 1)ταβB(1, αβ)

≤ ν.
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Ou seja, T : K → K está bem definida. Mostraremos agora que T é uma contração. Sejam
t ∈ [0, τ ] e u, v ∈ K. Então

∥(Tu)(t)− (Tv)(t)∥X1 ≤
∫ t

0

∥Rα((t− s)A)[f(s, u(s))− f(s, v(s))]∥X1ds

≤M

∫ t

0

(t− s)−1+αβ∥f(s, u(s))− f(s, v(s))∥Xβ
ds

≤MC

∫ t

0

(t− s)−1+αβ[∥u(s)∥ρ−1
X1

+ ∥v(s)∥ρ−1
X1

+ 1]∥u(s)− v(s)∥X1ds

≤MC( sup
s∈[0,τ ]

∥u(s)∥ρ−1
X1

+ sup
s∈[0,τ ]

∥v(s)∥ρ−1
X1

+ 1)B(1, αβ)ταβ sup
s∈[0,τ ]

∥u(s)− v(s)∥X1

≤MC[2(∥ν0∥X1 + ν)ρ−1 + 1]ταβB(1, αβ) sup
s∈[0,τ ]

∥u(s)− v(s)∥X1

≤ ν

4
sup
s∈[0,τ ]

∥u(s)− v(s)∥X1

≤ 1

4
sup
s∈[0,τ ]

∥u(s)− v(s)∥X1 .

Isso mostra que T : K → K é uma contração e, pelo Teorema do Ponto Fixo, T tem um
único ponto fixo e K que é uma solução branda em (3.2.1). Para provar a unicidade de
soluções brandas, suponha que u, v são soluções brandas em (3.2.1). Então para todo
t ∈ [0, τ ] temos que

∥u(t)− v(t)∥X1 ≤
∫ t

0

∥Rα((t− s)A)[f(s, u(s))− f(s, v(s))]∥X1ds

≤M

∫ t

0

(t− s)−1αβ∥f(s, u(s))− f(s, v(s))∥Xβ
ds

≤ CM

∫ t

0

(t− s)−1αβ(∥u(s)∥ρ−1
X1

+ ∥v(s)∥ρ−1
X1

+ 1)∥u(s)− v(s)∥X1ds

≤ b

∫ t

0

(t− s)−1αβ∥u(s)− v(s)∥X1ds.

Onde b := MC(sups∈[0,τ ] ∥u(s)∥
ρ−1
X1

+ sups∈[0,τ ] ∥v(s)∥
ρ−1
X1

+ 1). Podemos agora aplicar a
desigualdade de Gronwall (1.1.1), assim conclúımos que u(t) = v(t) para todo t ∈ [0, τ ].
Para completar a prova considere 0 < θ < β tais que α(1 + θ − β) < 1. Então para todo
t ∈ (0, τ ] temos

∥u(t)∥X1+θ
≤ ∥Eα(tA)u0∥X1+θ

+ ∥Sα(tA)u1∥X1+θ
+

∫ t

0

∥Rα((t− s)A)f(s, u(s)∥X1+θ
ds

≤M(t−αθ∥u0∥X1 + t1−αθ∥u1∥X1) + CM

∫ t

0

(t− s)−1−α(θ−β)(∥u(s)∥ρX1
+ 1)ds

≤M(t−αθ∥u0∥X1 + t1−αθ∥u1∥X1) + CM sup
t∈[0,τ ]

(∥u(t)∥ρX1
+ 1)tα(β−θ)B(α(β − θ), 1).
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Portanto, u : (0, τ)→ X1+θ está bem definida. Para provarmos que u ∈ C((0, τ ];X1+θ) usa-
mos argumentos semelhantes ao usado anteriormente. Assim segue da estimativa acima
que se t > 0 temos

tαθ∥u(t)∥X1+θ
≤ tαβ∥Eα(tA)u0∥X1+θ

+Mt∥u1∥X1

+ CM sup
t∈[0,τ ]

(∥u(t)∥ρX1
+ 1)tαβB(α(β − θ), 1).

Da observação (3.1.1), segue que o lado direito da desigualdade acima tende a 0 quando
t→ 0+. Por fim, se u0, u1, w0 e w1 ∈ Br(ν0) então

tαθ∥u(t, u0, u1)− u(t, w0, w1)∥X1+θ
≤M(∥u0 − w0∥X1 + |u1 − w1∥X1)

+ Γθ(t) sup
0≤t≤τ

∥u(t, u0, u1)− u(t, w0, w1)∥X1 ,

onde

Γθ(t) = CMtαβB(α(β − θ), 1) sup
0≤t≤τ

{∥u(t, u0, u1)∥ρ−1
X1
}

+ CMαβB(α(β − θ), 1)( sup
0≤t≤τ

{∥u(t, w0, w1)∥ρ−1
X1

+ 1)}.

Para θ = 0, temos

∥u(t, u0, u1)− u(t, w0, w1)∥X1 ≤M(∥u0 − w0∥X1 + |u1 − w1∥X1)

+
1

4
sup
0≤t≤τ

{∥u(t, u0, u1)− u(t, w0, w1)∥X1}.

O que implica

sup
0≤t≤τ

{∥u(t, u0, u1)− u(t, w0, w1)∥X1} ≤ 2M(∥u0 − w0∥X1 + ∥u1 − w1∥X1).

Tomando 0 ≤ θ ≤ θ0 < β, e usando as desigualdades acima temos que

tαθ∥u(t, u0, u1)− u(t, w0, w1)∥X1+θ
≤M(∥u0 − w0∥X1 + |u1 − w1∥X1)

+ 2MΓθ(t)(∥u0 − w0∥X1 + |u1 − w1∥X1).

Isto é

tαθ∥u(t, u0, u1)− u(t, w0, w1)∥X1 ≤ c(∥u0 − w0∥X1 + |u1 − w1∥X1),

onde c =M(1 + 2 sup{Γθ(t); 0 ≤ t ≤ τ, 0 ≤ θ ≤ θ0}.
O que conclui a prova.

Em muitas aplicações, os termos não lineares são independentes do tempo. Para cobrir
esta situação, consideramos o caso particular de (3.2.1) dado por{

Dα
t u = Au+ f(u(t)), t > 0,

u(0) = u0, u
′(0) = u1,

(3.2.2)
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onde f : X1 → Xβ, 0 < β ≤ 1, satisfazendo

∥f(u)− f(v)∥Xβ
≤ c(∥u∥ρ−1

x1
+ ∥v∥ρ−1

x1
)∥u− v∥X1 e ∥f(u)∥Xβ

≤ c∥u∥ρx1
,

para c > 0 e para todo u, v ∈ X1, nós temos o seguinte resultado.

Corolário 3.2.1. Considere α ∈ (1, 2). Se α(1 − β) < 1, então dado ν0 ∈ X1, podemos
considerar r > 0 e τ > 0 tais que para qualquer u0 e u1 ∈ Br(ν0) ⊂ X1 existe uma solução
branda u ∈ C([0, τ ];X1) do problema (3.2.2). Além disso, para todo θ ∈ [0, β), tal que
α(1 + θ − β) < 1, segue que

u ∈ C([0, τ ];X1+θ)

e, se θ > 0, então

lim
t→0

tαθ∥u(t, u0, u1)∥X1+θ
= 0.

Além disso, se u0, u1, w0 e w1 ∈ Br(ν0) ⊂ X1, então existe uma constante c > 0, tal que

tαθ∥u(t, u0, u1)− u(t, w0, w1)∥X1+θ
≤ c(∥u0 − w0∥X1 + ∥u1 − w1∥X1),

para todo t ∈ [0, τ ].

Agora, estudaremos a generalização de (3.2.1) com mais de um termo não linear, ou
seja, consideramos o problema{

Dα
t u(t) = Au(t) +

∑n
i=1 fi(t, u(t)), t > 0,

u(0) = u0, u
′(0) = u1.

(3.2.3)

Como uma extensão do teorema (3.2.1), obtemos o seguinte resultado.

Teorema 3.2.2. Seja 1 < α < 2 e fi ∈ F(Ci, ρi, βi), com 1 ≤ i ≤ n. Se α(1 − β) < 1,
onde β := min1≤i≤n{βi}, então dado ν0 ∈ X1 podemos considerar r > 0 e τ > 0, tal que para
qualquer u0 e u1 ∈ Br(ν0) ⊂ X1 existe uma única solução branda u ∈ C([0, τ ], X1) para o
problema (3.2.3). Além disso, para todo 0 ≤ θ < β tal que α(1 + θ − β) < 1, segue que

u ∈ C([0, τ ], X1+θ)

e se θ > 0, então

lim
t→0

tαθ∥u(t, u0, u1)∥X1+θ
= 0.

Além disso, se u0, u1, w0 e w1 ∈ Br(v0) ⊂ X1, então existe uma constante C > 0 tal que,

tαθ∥u(t, u0, u1)− u(t, w0, w1)∥X1+θ
≤ C(∥u0 − w0∥X1 + ∥u1 − w1∥X1)

para todo t ∈ [0, τ ].
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Demonstração. Esboçamos a prova ilustrando quais ajustes na prova do teorema (3.2.1)
devem ser feitos aqui. Para isso, considere ν ∈ (0, 1) e τ ∈ (0, 1), tais que

∥Eα(tA)ν0 − ν0∥X1 <
ν

4
, ∥Sα(tA)u1∥X1 <

ν

4
e

n∑
i=1

MCi(Ri + 1)ταβiB(αβi, 1) <
ν

4

para todo t ∈ [0, τ ], onde

Ri := max
i∈[1,n]

{(∥ν0∥X1 + ν)ρi , 2(∥ν0∥X1 + ν)ρi−1}.

Para r = ν
4M

defina

K = {u ∈ C([0, τ ], X1); sup
t∈[0,τ ]

∥u(t)− ν0∥X1 ≤ ν},

e defina em K o operador

Tu(t) = Eα(tA)u0 + Sα(tA)u1 +
n∑

i=1

∫ t

0

Rα((t− s)A)fi(s, u(s))ds.

Assim

∥Tu(t)− ν0∥X1 ≤ ∥Eα(tA)u0 − ν0∥X1 + ∥Sα(tA)u1∥X1

+
n∑

i=1

∫ t

0

∥Rα((t− s)A)fi(s, u(s))∥X1ds

<
3ν

4
+

n∑
i=1

MCi(Ri + 1)ταβiB(αβi, 1) < ν.

Logo Tu ∈ K. Além disso, se u e v ∈ K, então a estimativa

∥Tu(t)− Tv(t)∥X1 ≤
n∑

i=1

MCi[2(∥ν0∥X1 + ν)ρi−1 + 1]ταβiB(αβi, 1) sup
s∈[0,τ ]

∥u(s)− v(s)∥X1 ,

garante que T : K → K é uma contração de 1
4
. Para concluir a demonstração segue de

maneira análoga ao teorema (3.2.1).

3.2.2 Continuação e alternativa de blow-up.

Agora, provaremos um resultado de continuidade e uma alternativa blow-up para a
solução branda garantida pelo Teorema (3.2.1). Em particular, garantimos a existência de
um tempo máximo para esta solução.
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Definição 3.2.1. Seja u : [0, τ ] → X1 uma solução branda do problema (3.2.1). Se t1 >
τ e v : [0, t1] → X1 é uma solução branda do problema (3.2.1), então dizemos que v é uma
continuação de u em [0, t1].

Teorema 3.2.3. Nas condições do Teorema (3.2.1), considere τ > 0 e u : [0, τ ] → X1 a
solução branda do problema (3.2.1). Então, existem t1 > τ e uma única continuação u∗ de u
em [0, t1].

Demonstração. Fixe 0 < ν ≤ 1 e tome t1 > τ de modo que para todo t ∈ [τ, t1]

∥Eα(tA)u0 − Eα(τA)u0∥X1 <
ν

4
, ∥Sα(tA)u1 − Sα(τA)u1∥X1 <

ν

4
,∫ τ

0

∥[Rα((t− s)A)−Rα((τ − s)A)]f(s, u(s))∥X1ds <
ν

4

e MCRtαβ
∫ 1

τ
t

(1− s)−1+αβds <
ν

4
,

onde R := max{(∥u(τ)∥x1 + ν)ρ + 1, 2(∥u(τ)∥x1 + ν)ρ−1 + 1)}. Seja

K = {v ∈ C([0, t1];X1); sup
t∈[τ,t1]

∥v(t)− u(τ)∥X1 ≤ ν e v(t) = u(t), t ∈ [0, τ ]}

e defina em K o operador T , dado por:

(Tv)(t) = Eα(tA)u0 + Sα(tA)u1 +

∫ t

0

Rα((t− s)A)f(s, v(s))ds.

Note que, se v ∈ K, então (Tv)(t) = u(t) para todo t ∈ [0, τ ], de maneira análoga mostra
que Tv ∈ C([0, t1];X1) sempre que v ∈ K. Para todo t ∈ [τ, t1], temos

∥(Tv)(t)− u(τ)∥X1 = ∥Eα(tA)u0 − Eα(τA)u0∥X1 + ∥Sα(tA)u1 − Sα(τA)u1∥X1

+

∥∥∥∥∫ t

0

Rα((t− s)A)f(s, v(s))−
∫ τ

0

Rα((τ − s)A)f(s, u(s))ds
∥∥∥∥
X1

≤ ν

4
+
ν

4
+

∫ τ

0

∥Rα((t− s)A)f(s, u(s))−Rα((τ − s)A)f(s, u(s))∥X1
ds

+

∫ t

τ

∥Rα((t− s)A)f(s, v(s))∥X1
ds

≤ 3ν

4
+

∫ t

τ

∥Rα((t− s)A)f(s, v(s))∥X1
ds

≤ 3ν

4
+MCRtαβ

∫ 1

τ
t

(1− s)−1+αβds ≤ ν.

Então, segue que

∥(Tv)(t)− u(τ)∥X1 ≤ ν,∀t ∈ [τ, t1].
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Logo K é T-invariante. Mostraremos agora que T : K → K é uma contração. De fato, se
v, w ∈ K e t ∈ [τ, t1], então

∥(Tv)(t)− (Tw)(t)∥X1 ≤
∥∥∥∥∫ t

τ

Rα((t− s)A)[f(s, v(s))− f(s, w(s))]
∥∥∥∥
X1

ds

≤M

∫ t

τ

(t− s)−1+αβ ∥f(s, v(s))− f(s, w(s))∥Xβ
ds

≤MC

∫ t

τ

(t− s)−1+αβ(∥v(s)∥ρ−1
X1

+ ∥w(s)∥ρ−1
X1

+ 1)∥v(s)− w(s)∥X1ds

≤MCRtαβ
∫ 1

τ
t

(1− s)−1+αβds sup
s∈[0,t1]

{∥v(s)− w(s)∥X1}

≤ ν

4
sup

s∈[0,t1]
{∥v(s)− w(s)∥X1}

≤ 1

4
sup

s∈[0,t1]
{∥v(s)− w(s)∥X1}.

Isto é

sup
s∈[0,t1]

∥(Tv)(t)− (Tw)(t)∥X1 ≤
1

4
sup

t∈[0,t1]
{∥v(s)− w(s)∥X1}.

Portanto T é uma contração e pelo teorema do ponto fixo de Banach, podemos obter único
u∗ ∈ K que é continuação de u em [0, t1]. Se demonstra a unicidade usando o Lema
Gronwall (1.1.1).

Em seguida, temos o resultado da existência global ou não continuação por blow-up.

Teorema 3.2.4. Sob as condições do Teorema (3.2.1), seja u a solução branda do problema
(3.2.1) com tempo máximo de existência tmax > 0. Então tmax =∞ ou

lim
t→t−max

sup ∥u(t)∥X1 =∞.

Demonstração. Suponha que tmax < ∞ e que existe k > 0, tal que ∥u(t)∥X1 ≤ k para todo
t ∈ [0, tmax). Seja {tn}n∈N ⊂ [0, tmax), tal que tn → tmax quando n → ∞. Analogamente a
prova do teorema (3.2.1), temos que∫ tn

0

(tn − s)αβ−1∥R′
α((tn − s)A)f(s, u(s))−R′

α((tmax − s)A)f(s, u(s))∥x1ds→ 0 quando n→∞,

onde R′
α(tA) := t1−αβRα(tA), t > 0. Suponha que tn < tm < tmax. Então

∥u(tn)− u(tm)∥X1 ≤ ∥Eα(tnA)u0 − Eα(tmA)u0∥X1 + ∥Sα(tnA)u1 − Sα(tmA)u1∥X1

+

∫ tn

0

∥[Rα((tn − s)A)−Rα((tm − s)A)]f(s, u(s))∥x1ds

+

∫ tm

tn

∥Rα((tm − s)A)f(s, u(s))∥X1ds.
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Da continuidade forte de {Eα(tA)}t≥0 e {Sα(tA)}t≥0, temos que os dois primeiros termos
do lado direito da desigualdade acima tende a 0, quando n,m→∞. Por outro lado,∫ tm

tn

∥Rα((tm − s)A)f(s, u(s))∥X1ds ≤M

∫ tm

tn

(tm − s)αβ−1∥f(s, u(s))∥Xβ
ds

≤ MC

αβ
(kρ + 1)(tm − tn)αβ → 0, quando m,n→∞.

Além disso, defina

I :=

∫ tn

0

∥[Rα((tn − s)A)−Rα((tm − s)A)]f(s, u(s))∥X1ds.

Então

I ≤
∫ tn

0

[(tm − s)αβ−1 − (tn − s)αβ−1]∥R′
α((tn − s)A)f(s, u(s))∥X1ds

+

∫ tn

0

[(tn − s)αβ−1∥R′
α((tn − s)A)f(s, u(s))−R′

α((tm − s)A)f(s, u(s))∥X1ds

≤ MC

αβ
(kρ + 1)[tαβm − (tm − tn)αβ − tαβn ]

+

∫ tn

0

(tn − s)αβ−1∥R′
α((tn − s)A)f(s, u(s))−R′

α((tmax − s)A)f(s, u(s))∥X1ds

+

∫ tm

0

[(tm − s)αβ−1∥R′
α((tm − s)A)f(s, u(s))−R′

α((tmax − s)A)f(s, u(s))∥X1ds.

Portanto, se m,n→∞, segue que I → 0, assim temos que {u(tn)}n∈N é uma sequência de
Cauchy em X1 e, portanto, existe u′ ∈ X1, tal que limn→∞ ∥u(tn) − u′∥X1 = 0. Com isso,
podemos estender u em [0 tmax] obtendo a igualdade

u(t) = Eα(tA)u0 + Sα(tA)u1 +

∫ t

0

Rα((t− s)A)f(s, u(s))ds,

para todo t ∈ [0, tmax]. Pelo teorema anterior, podemos estender a solução, o que é uma
contradição com a maximalidade de tmax.

3.2.3 Dependência cont́ınua dos dados iniciais.

Fechamos esta seção estudando o problema de dependência cont́ınua em (3.2.1).

Teorema 3.2.5. Seja β ∈ (0, 1], tal que α(1−β) < 1 e suponha que {fn}n∈N e f ∈ F(C, ρ, β),
sejam tais que

lim
n→∞

∥fn(t, x)− f(t, x)∥Xβ
= 0,
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uniformemente para todo subconjunto limitado Y de X1 e todo subintervalo compacto de
[0,∞). Considere {u0n}n∈N e {u1n}n∈N sequências de X1, tais que

lim
n→∞

u0n = u0 e lim
n→∞

u1n = u1

Se un : [0, τn]→ X1 é uma solução maximalmente definida no problema{
Dα

t un(t) = Aun(t) + f(t, un(t)), t > 0,
un(0) = u0, u

′
n(0) = u1,

(3.2.4)

e u : [0, τ0]→ X1 é a solução branda maximalmente definida em (3.2.1), então

τ0 ≤ lim inf
n→∞

τn e lim
n→∞

∥un(t)− u(t)∥X1 = 0,

uniformemente em subintervalos compactos de [0, τ0].

Demonstração. Suponha que τ0 > lim infn→∞ τn, assim existe uma subsequência {τn}n∈N
tal que, τn < τ < τ0 para n suficientemente grande. Pelo teorema anterior, temos

lim
t→τ−n

∥un(t)∥X1 =∞, (3.2.5)

para n suficientemente grande. Defina

tn,N := sup{t ∈ [0, τn); sup
0≤s≤t

∥u(t)∥X1 ≤ N}.

Então limn→∞ tn,N = τn e tn,N < τ , para n,N suficientemente grande. Defina

ϵn(t) := sup
∥x∥X1

≤R

∥fn(t, x)− f(t, x)∥Xβ
,

onde R = max{N, supt∈[0,τ ] ∥u(t)∥X1}. Temos limn→∞ ϵn(t) = 0 uniformemente em cada
subintervalo compacto [0,∞). Para t ∈ [0, tn,N ], temos

∥un(t)− u(t)∥X1 ≤M∥u0n − u0∥X1 +Mt∥u1n − u1∥X1

+M

∫ t

0

(t− s)αβ−1∥fn(s, un(s))− f(s, un(s))∥Xβ
ds

+M

∫ t

0

(t− s)αβ−1∥f(s, un(s))− f(s, u(s))∥Xβ
ds

≤ an +MC(2Rρ−1 + 1)

∫ t

0

(t− s)αβ−1∥un(s)− u(s)∥X1ds,

onde an := M∥u0n − u0∥X1 + Mτ∥u1n − u1∥X1 + M supt∈[0,τ ] ϵn(t)τ
αβB(αβ, 1). Então, da

desigualdade singular de Gronwall (1.1.1), temos

∥un(t)− u(t)∥X1 ≤ anϵαβ(θt), 0 ≤ t < tn,N ,
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onde

θ = [MC(2Rρ−1 + 1)Γ(αβ)]
1
αβ e ϵαβ(z) =

∞∑
n=0

znαβ

Γ(nαβ + 1)
.

Como limn→∞ an = 0, podemos tomar n suficientemente grande, de modo que

∥un(t)− u(t)∥X1 ≤ 1,∀t ∈ [0, tn,N ].

Por fim, para n suficientemente grande, tal que

∥un(t)∥X1 ≤ ∥un(t)− u(t)∥X1∥u(t)∥X1 ≤ 1 + sup
t∈[0,τ ]

∥u(t)∥X1 ,

para todo t ∈ [0, tn,N ]. Por outro lado, tn,N → τn, quando n → ∞, o que contradiz
a equação (3.2.5), e portanto, τ0 ≤ lim infn→∞ τn. Com um procedimento semelhante,
provamos que

lim
n→∞

∥un(t)− u(t)∥X1 = 0

uniformemente para t em subintervalos compactos de [0, τ0) o que conclui a prova.
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Caṕıtulo 4

Aplicações.

Nesta seção, aplicamos a teoria abstrata desenvolvida neste trabalho a algumas im-
portantes equações de evolução fracionária. Começamos com a equação de fracionária
de difusão-onde em espaços de Lebesgue. Na sequência, as equações de difusão-onda
fracionárias não-lineares são estudadas na configuração Lp(Ω) por meio de escalas de
interpolação-extrapolação e dual de escalas interpolação-extrapolação de espaços de So-
bolev. Em seguida, estudamos uma equação de placa não linear na estrutura L2(Ω). Em
cada caso, aproveitamos imersões do tipo Sobolev envolvendo espaços potenciais de Bes-
sel. Mais precisamente, seja Ω um domı́nio limitado suficientemente suave em RN para
que o espaço de Bessel potencial Hs

p(Ω) esteja bem definido. Assim a imersão a seguir é
válida

Hs
p ↪→ H t

q,
s

N
− 1

p
≥ 1

N
− 1

q
, 1 < p ≤ q <∞. (4.0.1)

Os espaços potenciais de Bessel coincidem com os espaços de Sobolev-Slobodeckii W s,p

sempre que p = 2 ou s é um número inteiro, ver [1]

4.1 Equações de difusão-onda fracionárias lineares em espaços
de Lebesgue.

Vamos considerar a equação difusão-onda fracionária linear N-dimensional não ho-
mogênea

∂αt u = ∆u+ f em [0,∞)× RN , (4.1.1)

com dados iniciais

u(0, x) = u0(x) e ut(0, x) = u1(x),

77



onde u0, u1 ∈ Lq(RN), 1 < q <∞ e N ≥ 1.

Suponha f : [0,∞) × RN → R uma função continua e limitada. Sejam Y0 = Lq(RN),
Y1 = W 2,q(RN) e F = (·, ·)θ, 0 < θ < 1 o funtor de interpolação complexa. Como L = ∆
é um operador setorial em Y0 com domı́nio D(L) = Y1, nós consideramos {Yβ; β ≤ −1}
a escala de interpolação e extrapolação associada a L e F . A realização de L em Xβ

denotada por Lβ, é uma isometria de Xβ+1 em Xβ e

Lβ = D(Lβ) +Xβ+1 ⊂ Xβ → Xβ

é um operador setorial,ver em [4].

Para fornecer nossa abordagem para o problema (4.1.1), seja Xβ := Yβ−1, β ≥ 0. Então
X1 = Y0 = Lq(RN) e X0 = Y−1 = (W 2,q(RN). Denote Aq : L−1 : X1 ⊂ X0 → X0. Com isso,
o problema acima pode ser reescrito em Lq(RN) como

{
Dα

t u(t) = Aqu(t) + f(t), t ∈ [0,∞),
u(0) = u0, u

′(0) = u1,
(4.1.2)

onde Dα
t é a derivada fracionária de Caputo, u0, u1 ∈ Lq(RN) e f : [0,∞) → Lq(RN) é

uma função continua e limitada, dada por f(t)x = f(t, x) com x ∈ RN . Assim, para cada
1 < q <∞ existe π

2
< ηq < π, tal que o setor

{z ∈ C∗; | arg(z)| ≤ ηq} ⊂ ρ(Aq).

Portanto, com base na teoria desenvolvida, nos permite considerar o problema (4.1.1) para
todo 1 < α < 2ηq

π
< 2. Usando o teorema 3.1.1, seja u ∈ C([0,∞), Lq(RN) a solução branda

do nosso problema. Então u é dada por

u(x, t) = Eα(tAq)u0(x) + Sα(tAq)u1(x) +

∫ t

0

Rα((t− s)Aq)f(s, x)ds,

t ∈ [0,∞) e x ∈ RN . Além disso, u ∈ C((0,∞);X1+θ) para todo 0 < θ < 1
α
, então existe

M > 0, tal que

∥u∥X1+θ
≤Mt−αθ∥u0∥Lq(RN ) +Mt1−αθ∥u1∥Lq(RN )

+Mtα(1−θB(α(1− θ), 1) sup
0≤s<∞

{∥f(s)∥Lq(RN )},

e limt→0 t
αθ∥u(t)∥X1+θ

= 0.

Observação 4.1.1. Considere a equação da onda linear

∂2t u = ∆u em (0,∞)× RN , (4.1.3)
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com dados iniciais

u(0, x) = u0(x) e ut(0, x) = u1(x),

onde u0, u1 ∈ Lq(RN). Lembrando que uma solução branda para (4.1.3) é uma solução
continua u, tal que

u(t, x) = C(t)u0(x) + S(t)u1(x), t ≥ 0 e x ∈ RN .

Aqui {C(t)}t≥0 e {S(t)}t≥0 representam as famı́lias cossenos e senos associados ao operador
de Laplace. Um importante resultado garante que (4.1.3) é, de maneira geral, mal posta em
Lq(RN), 1 ≤ q <∞. Esta afirmação decorre de um fato bem conhecido, que que se o operador
Laplace gera uma famı́lia de cossenos em Lq(RN), 1 ≤ q < ∞, então N = 1 ou q = 2, veja
por exemplo em [5]. Em certo sentido, esta é a maior diferença matemática entre equações de
difusão-onda fracionárias lineares e equações de ondas lineares.

4.2 Equações de difusão-onda fracionárias não-lineares
em espaços de Lebesgue.

Nesta subseção, estudamos a seguinte equação de onda fracionária
∂αt u = ∆u+ |u|ρ−1u em (0,∞)× Ω,
u = 0 em [0,∞)× ∂Ω,
u(0, x) = u0(x), ut(0, x) = u1(x) em Ω,

(4.2.1)

onde ρ > 1, Ω é um subconjunto aberto de RN com limite suficientemente suave ∂Ω,
α ∈ (1, 2) e ∂αt é a derivada fracionária de Caputo. Nosso objetivo é aplicar a teoria
abstrata desenvolvida na última seção ao problema (4.2.1) no espaço Lq(Ω), 1 < q < ∞.
Para isso, note que o operador L = −∆ com condições de contorno de Dirichlet pode ser
visto como um operador setorial em Eq

0 = Lq(Ω) com domı́nio E1
q = W 2,q(Ω) ∩W 1,q

0 (Ω).
Então, existe uma constante ϕq ∈ (π

2
, π) tal que {z ∈ C : | arg(z)| ≤ ϕq, z ̸= 0} ⊂ ρ(∆).

Portanto, nossos resultados abstratos podem ser aplicados a (4.2.1) para todo α ∈ (1, 2ϕq

π
).

É bem conhecido que a escala de espaços de potências fracionárias {Eβ
q }β∈R associada a L

satisfaz {
Eβ

q ↪→ H2β
q (Ω), β ≥ 0, 1 < q <∞,

E−β
q = (Eβ

q′
)
′
, β ≥ 0, 1 < q <∞, q′ = q

q−1
.

(4.2.2)

Portanto, usando 4.0.1 e argumentos de dualidade, obtemos
Eβ

q ↪→ Lr(Ω), r ≤ Nq
N−2βq

, 0 ≤ β < N
2q
,

E0
q = Lq(Ω),

Eβ
q ←↩ Ls(Ω), s > Nq

N−2βq
, − N

2q
< β ≤ 0.

(4.2.3)
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Além disso, a realização de L em Eβ
q , denotado por Lβ, é uma isometria de Eβ+1

q em Eβ
q e

Lβ : D(Lβ) = Eβ+1
q ⊂ Eβ

q → Eβ
q

é um operador setorial. Além disso, D(Lα
β) = Eβ+1

q .

Defina Xβ
q := Eβ−1

q , β ∈ R e seja Aq : X
1
q ⊂ X0

q → X0
q o operador L−1. De 4.2.3, segue que

a escala de potências fracionárias associada a Aq satisfaz
Xβ

q ↪→ Lr(Ω), r ≤ Nq
N+2q−2βq

, 0 ≤ β < 1 + N
2q
,

X0
q = Lq(Ω),

Xβ
q ←↩ Ls(Ω), s ≥ Nq

N+2q−2βq
, 1− N

2q
< β ≤ 0.

(4.2.4)

Portanto, a formulação abstrata do problema 4.2.1 na teoria Lq(Ω) torna-se{
Dα

t u = Aqu+ f(u), t > 0,
u(0) = u0, u

′(0) = u1,
(4.2.5)

onde f(ψ) = |ψ|ρ−1ψ, para ψ ∈ X1
q = Lq(Ω).

Lema 4.2.1. Se max{1− N
2q
, 0} < β < 1 e 1 < ρ ≤ 1+ 2q

N
(1− β), então f : X1 → Xβ satisfaz

∥f(u)− f(v)∥Xβ
≤ C

(
∥u∥ρ−1

X1
+ ∥v∥ρ−1

X1

)
∥u− v∥X1 ,

para C > 0 e para todo u, v ∈ X1.

Demonstração. Usando a hipótese de max{1− N
2q
, 0} < β < 1 e usando 4.2.4, temos

L
Nq

N+2q−2βq (Ω) ↪→ Xβ
q . (4.2.6)

Além disso, note que 1 < ρ ≤ 1 + 2q
N
(1− β) implica ρNq

N+2q−2βq
≤ q, logo

L
ρNq

N+2q−2βq (Ω)←↩ Lq(Ω). (4.2.7)

Finalmente, tomando u, v ∈ X1
q = Lq(Ω), usando as duas inclusões acima e a desigualdade

de Hölder, nós obtemos

∥f(u)− f(v)∥Xβ
q
≤ C∥f(u)− f(v)∥

L
Nq

N+2q−2βq (Ω)

≤ C∥u− v∥
L

ρNq
N+2q−2βq (Ω)

(
∥u∥ρ−1

L
ρNq

N+2q−2βq (Ω)

+ ∥v∥ρ−1

L
ρNq

N+2q−2βq (Ω)

)
≤ C∥u− v∥X1

q
(∥u∥ρ−1

X1
q
− ∥v∥ρ−1

X1
q
)

e

∥f(u)∥Xβ
q
≤ C∥f(u)∥

L
Nq

N+2q−2βq (Ω)

≤ C∥u∥p
L

ρNq
N+2q−2βq (Ω)

≤ C∥u∥ρX1
q
.
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Usando a teoria abstrata e o lema anterior, conclúımos esta subseção com o seguinte
teorema.

Teorema 4.2.1. Considere 1 < α < 2ϕq
π
,max{1 − N

2q
, 0} < β < 1 e 1 < ρ ≤ 1 + 2q

N
(1 − β).

Se α(1 − β) < 1, então dado v0 ∈ Lq(Ω), podemos considerar r > 0 e τ > 0 tal que para
qualquer u0, u1 ∈ Br(v0) ⊂ Lq(Ω) existe uma única solução suave u ∈ C([0, τ ], Lq(Ω)) do
problema 4.2.5 que pode ser continuado até um tempo máximo de existência tmax > 0 tal que
tmax =∞ ou

lim sup
t→t−max

∥u(t)∥Lq(Ω) =∞.

Além disso, para todo 0 ≤ θ < β tal que α(1 + θ − β) < 1, segue que u ∈ C((0, τ ], X1+θ
q ) e, se

θ > 0, então

lim
t→0

tαθ∥u(t, u0, u1∥X1+θ
= 0.

Além disso, se u0, w0, u1, w1 ∈ Br(v0) ⊂ Lq(Ω), então existe uma constante c > 0 tal que

tαθ∥u(t, u0, u1)− u(t, w0, w1)∥X1+θ
q
≤ C

(
∥u0 − w0∥Lq(Ω) + ∥u1 − w1∥Lq(Ω)

)
,

para todo t ∈ [0, τ ].

4.3 Equações de placas fracionárias com não linearidades
do tipo gradiente.

Agora, consideramos a seguinte equação de placa fracionária


∂αt u = −∆2u+ |∇u|p em (0,∞)× Ω,
u = ∆u = 0 em [0,∞)× Ω,
u(0, x) = u0(x), ut(0, x) = u1(x) em Ω,

(4.3.1)

onde ρ > 1, Ω é um domı́nio aberto suficientemente suave em RN , α ∈ (1, 2) e ∂αt é
a derivada fracionaria de Caputo. Aplicaremos a teoria abstrata desenvolvida na última
seção ao problema 4.3.1 no H1

0 (Ω). Aqui, ∆2 é o operador bi harmônico com condições de
contorno articuladas e ∆ é o operador de Laplace com condições de contorno de Dirichlet
em L2(Ω), ou seja, D(∆) = H2

D = H2(Ω) ∩H1
0 (Ω) e

D(∆2) = H4
H = {ψ ∈ H4(Ω) ∩H1

0 (Ω) : ∆ψ|∂Ω = 0}.

81




Eγ ↪→ Lr(Ω), r ≤ 2N

N−8γ
, 0 ≤ γ < N

8
,

E0 = L2(Ω),
Eγ ←↩ Ls(Ω), s ≥ 2N

N−8γ
, − N

8
< β ≤ 0.

(4.3.2)

Defina Xβ := Eβ− 3
4 , β ∈ R e seja A : X1 ⊂ X0 → X0 a X0 − realização de A.

Portanto, a formulação abstrata do problema 4.3.1 em X1 = H1
0 (Ω) torna-se{

Dα
t u = Au+ f(u), t > 0,

u(0) = u0, u
′(0) = u1,

(4.3.3)

onde f(u) = |∇u|p, u ∈ H1
0 (Ω).

Lema 4.3.1. Se max{6−N
8
, 0} < β < 3

4
e 1 < ρ ≤ 1 + 3−4β

N
, então f : X1 → X1 satisfaz

∥f(u)− f(v)∥Xβ
≤ C(∥u∥ρ−1

X1
+ ∥v∥ρ−1

X1
)∥u− v∥X1

e

∥f(u)∥Xβ
≤ C∥u∥ρX1

,

para C > 0 e para todos u, v ∈ X1.

Demonstração. Usando a hipótese de max{6−N
8
, 0} < β < 3

4
e usando 4.3.2, nós obtemos

L
2N

N+6−8βΩ ↪→ Xβ. (4.3.4)

Além disso, note que 1 < ρ ≤ 1 + 3−4β
N

implica 4ρN
N+6−8β

≤ 2, logo

L2(Ω) ↪→ L
2ρN

N+8−8β (Ω). (4.3.5)

Finalmente, tomando u, v ∈ X1 = H1
0 (Ω), usando as duas inclusões acima e a desigualdade

de Hölder, nós obtemos

∥f(u)− f(v)∥Xβ
≤ C∥f(u)− f(v)∥

L
2N

N+6−8β (Ω)

≤ C∥u− v∥
L

2ρN
N+6−8β (Ω)

(
∥u∥ρ−1

L
2ρN

N+6−8β (Ω)

+ ∥v∥ρ−1

L
2ρN

N+6−8β (Ω)

)
≤ C∥u− v∥X1

q
(∥u∥ρ−1

X1
− ∥v∥ρ−1

X1
)

e

∥f(u)∥Xβ
≤ C∥f(u)∥

L
2N

N+6−8β (Ω)

≤ C∥u∥p
L

2ρN
N+6−8β (Ω)

≤ C∥u∥ρX1
.
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Usando a teoria abstrata e o lema anterior, conclúımos esta subseção com o seguinte
teorema.

Teorema 4.3.1. Considere 1 < α < 2,max{6−N
8
, 0} < β < 3

4
e 1 < ρ ≤ 1 + 3−4β

N
. Se

α(1 − β) < 1, então dado v0 ∈ H1
0 (Ω), podemos considerar r > 0 e τ > 0 tal que para

qualquer u0, u1 ∈ Br(v0) ⊂ H1
0 (Ω) existe um único solução suave u ∈ C([0, τ ], H1

0 (Ω)) do
problema 4.3.3 que pode ser continuado até um tempo máximo de existência tmax > 0 tal que
tmax =∞ ou

lim sup
t→tmax

∥u(t)∥H1
0 (Ω) =∞.

Além disso, para todo 0 ≤ θ ≤ β tal que α(1 + θ − β) < 1, segue que u ∈ C((0, τ ], X1+θ) e, se
θ > 0, então

lim
t→0

tαθ∥u(t, u0, u1∥X1+θ
= 0.

Além disso, se u0, w0, u1, w1 ∈ Br(v0) ⊂ H1
0 (Ω), então existe uma constante c > 0 tal que

tαθ∥u(t, u0, u1)− u(t, w0, w1)∥X1+θ
≤ C

(
∥u0 − w0∥H1

0 (Ω) + ∥u1 − w1∥H1
0 (Ω)

)
,

para todo t ∈ [0, τ ].
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