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Resumo

A natureza esta repleta de fen6menos que ocorrem de forma aleatoéria, como a disseminagao
de virus ,e reagoes quimicas, entres outros. A imprevisibilidade desses fené6menos implica
em uma grande dificuldade de descrevé-los em fungao do tempo, desse modo, é fundamental
a busca de novas ferramentas matematicas que nos permitam melhorar nossa compreensao
dos mesmos. O formalismo do espago de Fock tem se mostrado uma ferramenta bastante
util na descricao de sistemas estocasticos classicos. Nessa abordagem, pode-se mapear
a equacao mestra na forma de uma equacao de Schrodinger e utilizar os operadores de
segunda quantizacao para descrever a dindmica de pequenos modelos estocasticos cléssicos.
A solucao dessa equacgao descreve a probabilidade de uma determinada configuracao do
sistema ocorrer em funcao do tempo. Utilizamos essa abordagem para estudar a cinética
quimica de Michaelis-Menten com inibidor e o modelo infectologico Suscetivel — Exposto
— Assintomatico — Infectado - Recuperado (SEAIR). Obtemos, em funcao do tempo, os
comportamentos médios das substancias envolvidas na cinética quimica para diferentes
quantidades de substéncias, os resultados demonstram o aparecimento de rigidez (equagoes
caracterizadas por seu comportamento varia rapidamente em diferentes escalas de tempo)
para tempos curtos. Estudamos o comportamento da densidade de probabilidade do tempo
de primeira formacao do produto da reacao. Apresentamos também, uma relacao entre o
tempo médio de formacao do produto com a linearizacao de Lineweaver-Burk. As relacoes
de incerteza termodindmica (RIT) para processos estocdsticos unidirecionais também
foram analisadas no contexto da reacao de Michaelis-Menten, onde foi possivel estabelecer
o limite inferior para a variancia do tempo de formacao do produto para cada tipo de
inibi¢do analisada. Para o modelo SEAIR, determinamos a dindmica de contaminacio
em funcao do tempo para diferentes nimeros de individuos. Estudamos a dindmica para
tempos longos do niimero de suscetiveis e observamos que existe a possibilidade de nao
contaminacao de toda populagdo suscetivel para uma certa faixa de parametros. Avaliamos
quantitativamente uma estratégia de contencao do contagio removendo apenas os individuos

assintomatico/infectado e comparamos sua eficdcia com estratégias mais restritivas.

Palavras-chave: Espaco de Fock. Cinética quimica com inibi¢cao. Modelos infectologicos.



Abstract

Nature is full of phenomena that occur randomly, such as the spread of viruses and
chemical reactions. The unpredictability of these phenomena implies incredible difficulty
in describing them as a function of time. Therefore, searching for new mathematical tools
that allow us to improve our understanding of them is fundamental. The formalism of
Fock space has proved to be a handy tool in describing classical stochastic systems. In
this approach, one can map the master equation as a Schrodinger equation and use the
second quantization operators to describe the dynamics of small classical stochastic models.
The solution to this equation describes the probability of a given system configuration
occurring as a function of time. We used this approach to study the chemical kinetics
of Michaelis-Menten with inhibitor and the Susceptible — Exposed — Asymptomatic —
Infected — Recovered (SEAIR) infectious diseases model. As a function of time, we obtain
the average behavior of the substances involved in the chemical kinetics for different
amounts of substances. The results demonstrate the appearance of stiffness (equations
characterized by their behavior changing rapidly in different time scales) for short times.
We studied the behavior of the probability density at the time of the first formation
of the reaction product. We also present a relationship between the average time of
product formation and the Lineweaver-Burk linearization. The thermodynamic uncertainty
relations (RIT) for unidirectional stochastic processes were also analyzed in the context of
the Michaelis-Menten reaction, where it was possible to establish the lower limit for the
variance of product formation time for each type of inhibition analyzed. For the SEAIR
model, we determined the contamination dynamics as a function of time for different
numbers of individuals. We studied the dynamics of the number of susceptibles over
long periods and observed a possibility of non-contamination of the entire susceptible
population. We quantitatively evaluated a contagion containment strategy removing only
asymptomatic/infected individuals and compared its effectiveness with more restrictive

strategies.

Keywords: Fock space. Chemical kinetics with inhibition. Infectological models.



Figura 1 —

Figura 2 —

Figura 3 —
Figura 4 —

Figura 5 —

Figura 6 —

Figura 7 —

Figura 8 —

Figura 9 —
Figura 10 —

Figura 11 —

Figura 12 —

Figura 13 —

Lista de ilustracoes

Relacao entre a probabilidade de ocupagao de um passeio aleatério (a
propagagao é representada por uma linha ondulada) e a probabilidade
de primeira passagem (linha reta). O circulo representa o estado inicial.
Esquema ilustrando os processos de salto de um caminhante aleatoério
unidimensional para o vizinho mais préximo. . . . . . . .. .. ... ..
Quantidades médias de moléculas de A e B em funcao do tempo t.
Esquema ilustrando um conjunto de 3 sitios, em que uma particula pode
transitar aleatoriamente. As constantes k, e k; estdo relacionadas aos
saltos unitarios para direita e esquerda respectivamente, e a constante
k, diz respeito a transigao para o estado absorvedor. S; é a denominagao
dositio. . . . . . .
Esquema ilustrando um conjunto de N sitios em que uma particula
pode transitar aleatoriamente. As constantes k, e k; estao relacionadas
aos saltos unitarios para direita e esquerda respectivamente, a constante
k, diz respeito a transicdao para o estado absorvedor. . . . . .. .. ..
Esquema da cinética de Michaelis-Menten. E ¢é a enzima, S ¢é o substrato,
C1 é o complexo ES e P é o produto dareacdo. . . . . ... ... ...
Os resultados foram obtidos para 10 substratos e 5 enzimas com ki, =
10, ki = 5 e ks = 1. A janela grafica pequena (inset) descreve a
dindmica para tempos curtos. . . . . . . ... ...
[lustracao da linearizacao de Lineweaver-Burk para a cinética de Michaelis-

Menten. . . . . . .

Esquema ilustrando a cinética de Michaelis-Menten com inibicao parcial.

Esquema ilustrando a cinética de Michaelis-Menten com inibicao com-
petitiva. . . . . .
Esquema que ilustra a competicao entre o inibidor e o substrato pelo
sitio de ligacao para a inibicao do tipo competitiva. . . . . . . . . . ..
Esquema da cinética quimica de Michaelis-Menten para a inibicao
incompetitiva. . . . . . . . . L e e
Esquema para a inibi¢do do tipo incompetitiva, que ilustra os sitios de

ligagoes que permite a ancoragem do substrato e o inibidor na enzima.

28

29
44

45

46

50

51

52
53

o6

96

o7

o7

Figura 14 — Esquema da cinética quimica de Michaelis-Menten para a inibicdo mista. 58

Figura 15 —

Esquema para a inibicao do tipo mista, que ilustra os sitios de ligacoes

que permite a ancoragem do substrato e o inibidor na enzima. . . . . .

29



Figura 16 — A figura apresenta o comportamento das médias para a inibicao do

tipo competitiva para Np = Ng = N; = 1 e com os parametros

ki, = k3. = 100, ki = ks = 50, ks = 1. A janela grafica pequena

(inset) descreve a dindmica para tempos curtos. . . . . . ... ... .. 64
Figura 17 — As figuras apresentam o comportamento das médias para a inibicao

competitiva para Ng = N; = Ng = 1 em dois casos diferentes, sendo

esses: (a) k14 = 100, k1 = 50, kg = 50, ks = 25, ks = 1, (b) k4 = 50,

ki_ = 25, ksy = 100, ks = 50, ks = 1. O inset descreve a dinamica

para tempos curtos. . . . ... oL L 64
Figura 18 — A figura apresenta o comportamento das médias para a inibicao do

tipo incompetitiva para Ny = Ng = N; = 1 e com os parametros

ki, = kqyr = 100, ki = kg4 = 50, ks = 1. A janela grafica pequena

(inset) descreve a dindmica para tempos curtos. . . . . . .. ... ... 65
Figura 19 — As figuras apresentam o comportamento das médias para a inibicao

incompetitiva para Ng = Ny = Ng = 1 em dois casos diferentes, sendo

esses: (a) k1o = 100, k1 = 50, kyy = 50, ky = 25, ks = 1, (b) k1 = 50,

ki = 25, kyy = 100, ky— = 50, ks = 1. O inset descreve a dinamica

para tempos curtos. . . . . ... oL 65
Figura 20 — As figuras apresentam o comportamento das médias para a inibigdo nao

competitiva para Ng = N; = Ng = 1 em dois casos diferentes, sendo

esses: (a) k1y = ksy = kyy = ks = 100, ky_ = ks = ky_ = ks = 50,

ko =1. (b) kiy = ksy = kg4 = 100, k1 = ks = kg = 50, ks = 50,

ks =25, ko = 1. O inset descreve a dinamica para tempos curtos. . . . 66
Figura 21 — As figuras apresentam o comportamento das médias para a inibi¢ao nao

competitivo para Ng = Ny = Ng = 1 em dois casos diferentes, sendo

esses: (a) kyy = ksy = ks = 100, ki = ks = ks_ = 50, k4 = 50,

ks =25, ko = 1. (b) k14 = kgt = ks = 100, k1— = ky— = ks = 50,

ks = 50, ks = 25, ks = 1. O inset descreve o comportamento para

tempos curtos. . . ... Lo Lo 67
Figura 22 — A figura apresenta o comportamento das médias para a inibicao do tipo

parcial para Ng = Ng = Ny = 1 e com os parametros ki, = k3, =

ks, =100, k1 = ks = ks =50, kyy =80, ks =30 ky =ks=1. A

janela grafica pequena (inset) descreve o comportamento das grandezas

para tempos curtos. . . . ... L. Lo 68



Figura 23 —

Figura 24 —

Figura 25 —

Figura 26 —

Figura 27 —

Figura 28 —

As figuras apresentam o comportamento das médias para a inibicao
parcial para Ng = Ny = Ng = 1 em dois casos diferentes, sendo esses:
() k1y = ksy = 100, k1 = ks = 50, k3, = 40, ks = 20, kyy = 80,
ky— =30, ke = k¢ =1, (b) k1 = k3 = 100, k1 = ks— = 50, kyq = 80,
ky = 30, ksy = 40, ks_ = 20, ky = kg = 1. O inset descreve o

comportamento das grandezas para tempos curtos. . . . ... ... ..

Na figura 24(a) temos o comportamento das médias para a inibigdo
competitiva para Ng = 10, Ng = N; = 5, e em 24(b) a varidncia. Para
os dois graficos foi utilizado: k1, = ks, =10, k1 = ks =5eky=1. A

janela grafica pequena (inset) descreve o comportamento das grandezas

para tempos curtos. . . . ... Lo oL

Na figura 25(a) temos o comportamento das médias para a inibi¢ao

incompetitiva para Ng = 10, Ny = N; = 5, e em 25(b) a varidncia.

Para os dois graficos foi utilizado: ki, = kyy =10, k1 = k4 =5 e

ks = 1. A janela gréafica pequena (inset) descreve o comportamento das

grandezas para tempos curtos. . . . . . ... ...

Na figura 26(a) temos o comportamento das médias para a inibigao

nao competitivo para Ng = 10, Ngp = N; = 5, e em 26(b) a variancia.

Para os dois graficos foi utilizado:k;y = ksy = ks = ksy = 10,

ki- =ks. =ky =ks_ =5 eky=1. A janela grafica pequena (inset)

descreve o comportamento das grandezas para tempos curtos. . . . . .

Na figura 27(a) temos o comportamento das médias para a inibi¢ao
parcial para Ng = 10, Np = N; = 5, e em 27(b) a varidncia. Para os
dois graficos foi utilizado:k1, = k3, = kyy = ks = 10, k- = ks =

ki =ks_ =5 e ky =k = 1. A janela grafica pequena (inset) descreve

o comportamento das grandezas para tempos curtos. . . . . . ... ..

Na figura temos o comportamento das médias do produto para diferentes

tipos de inibi¢do. Em (28(a)) temos as médias para Ng = Ng = Ny = 1.

Em (28(b)) temos o comportamento para Ng = 10, Ny = N; = 5. Py
¢ o caso sem inibidor, Pi¢ ¢ a inibicao competitiva, Py é a inibicao

incompetitiva, Py é a inibicdo nao competitiva e Pp é a inibicao

parcial com diferentes casos, sendo esses ky = kg, ko > kg € ko < kg.

Para os dois graficos foi utilizado: ki, = ks, = kyy = ksy = 10,
ki = ks = ks = ks_ =5, com excecao do caso parcial que ks =8 e
k,— = 3 e para os diferentes casos da inibigao parcial usamos ko = kg = 1

para ko = kg, ke = 1 e kg = 0.5 para ky > kg, e por fim ks = 1 e kg = 1.5

para ke < kg. A janela grafica pequena (inset) descreve o comportamento

das grandezas para tempos curtos. . . . . . ... ...



Figura 29 —

Figura 30 —

Figura 31 —

Figura 32 —

Figura 33 —

Figura 34 —

Figura 35 —

Figura 36 —

A figura demonstra o comportamento para os produtos em funcao de
koekgcomt=3.. .. . . . . . ...
Nas figuras temos a densidade de probabilidade de ocorrer a primeira
formacao de P em funcao de t, para diferentes valores de Ng e Np =
N; =1. Em (a) temos a inibi¢ao do tipo competitiva com kiy = kzy =
0.5 e ko = 5. Em (b) vemos a inibi¢do do tipo incompetitiva com
ke = kg =05eky =5 . . .
Nas figuras temos a densidade de probabilidade de ocorrer a primeira
formacao de P em funcao de t, para diferentes valores de Ng e Ng =
N; =1. Em (a) temos a inibi¢ao do tipo nao competitiva com k1L =
ksy = kyr = ks+ = 0.5 ¢ kg = 5. Em (b) vemos a inibigao do tipo
parcial com k14 = ksr = kyy = k51 = 0.5, kg =04, ko =5 e kg = 2.5.
Nas figuras temos a linearizacao de Lineweaver-Burk para dois casos
distintos, com N = 1 e Ng variando entre 1 a 10. Os circulos repre-
sentam os resultados obtidos por meio do formalismo de Fock. Em (a)
temos a inibicao do tipo competitiva com k14 = k31 = 0.5 e ky = 5.
Em (b) vemos a inibigao do tipo incompetitiva com kj+ = kqy = 0.5
e ks = 5. O inset descreve o comportamento das grandezas para (t)
VETSUS S. . v v o v e e e e
Nas figuras temos a linearizacao de Lineweaver-Burk para dois casos dis-
tintos, com Ng = 1 e Ng variando entre 1 a 10. Os circulos representam
os resultados obtidos por meio do formalismo de Fock. Em (a) vemos a
inibicao do tipo nao competitiva com k14 = ksx = kg = ks+ = 0.5 ¢
ko = 5. Em (b) vemos o comparativo entre todos os resultados, inclusive,
o caso sem inibidor, em todos os casos Ng = N; = 1. O inset descreve
o comportamento das grandezas para () versus S. . . . .. ... ...
Relagoes de incertezas da termodinamica para os 4 tipos distintos de
inibi¢ao, nessa analise fixamos o tempo (£ = 1) e variamos a constante
de taxa k;_. As demais constantes de taxas sao ki, = k3 = ks, = 2,
k. =ks_ =ks_ =1, ko=ks¢=1,ekyy =19, ky, =09.. ... ....
Relagoes de incertezas da termodinamica para os 4 tipos distintos de
inibi¢do, nessa andlise fixamos o tempo (¢ = 1) e variamos a constante de
taxa ki_ para identificar a influéncia da mesma. As demais constantes
de taxas sao kyy = ksy =ksy =2, ki =ks_ =ks_ =1, ka=ks=1,¢
kyy =19 ks =0.9. . . oL

Modelo infectolégico SIR descrito por uma rede de Petri. . . . . . . ..

76

80

81



Figura 37 —

Figura 38 —

Figura 39 —

Figura 40 —

Figura 41 —

Figura 42 —

Figura 43 —

Figura 44 —

Figura 45 —

Esquema do modelo SEAIR. S é suscetivel, E é exposto, A é assintoméa-
tico, I infectado e R recuperado. As constantes de taxas estao associadas
a cada transigdo do estagio da doenga. O suscetivel torna-se exposto de
duas maneiras: ao interagir com um assintomatico com constante «, ou,
interagir com um infectado com constante 5. . . . . . .. ... .. ...
Os resultados foram obtidos para Ng =9, Ny =1e Ng = N; = N = 0,
coma=2 =01,vy=03,0=015ep=0.05 . ... ... ... ..
As figuras expoe os comportamentos das médias em fungao do tempo
para dois casos, com as constantes de taxa: a = =10,y =0 =5¢
= 1. A janela grafica pequena (inset) descreve o comportamento das
grandezas para tempos curtos. . . . . . . ...
As figuras expoe os comportamentos das médias em fungao do tempo
para dois casos, com as constantes de taxa: a = =3,y =0 =4¢e
= 1. A janela grafica pequena (inset) descreve o comportamento das
grandezas para tempos curtos. . . . . . ... ...
As figuras expoe os comportamentos das variancias em funcao do tempo
para dois casos, com as constantes de taxa: a« = =3,y =0 =4
e u = 1. A janela grafica pequena (inset) descreve a variancia das
grandezas para tempos curtos. . . . . . ... ...
As figuras expde os comportamentos das médias de suscetiveis em funcao
do tempo para cinco diferentes valores de a e [, com as constantes de
taxa: a =10 ou f =10, vy =0 =5 e u = 1. A janela grafica pequena
(inset) descreve o comportamento das grandezas para uma menor escala
de tempo. . . . ..
A figura expoe os comportamentos das médias de suscetiveis em funcao
do tempo para cinco diferentes valores de j, com as constantes de taxa:
a=p0=10e~v = o = 5. O inset descreve o comportamento das
grandezas para uma menor escala de tempo. . . . . . ... ..o L
Graficos de segunda dindmica com constantes « = =10, y =0 =5
epu=1.(a)ng=8 ng=1lens=n;=nr=0(b) ng =6, np =2,
na=1len;=ngr=0(c)ns =5 ng=2,n4=2en; =ng=20
(d) ng = 3, ng = 3, ny =3 en; =ng = 0. O inset descreve o
comportamento das grandezas para tempos curtos. . . . ... .. ...

Esse QR code da acesso ao cédigo completo no GitHub. . . . . . . . . .



TPP

RIT

TMPP

CMM

LLB

Lista de abreviaturas e siglas

Tempo de primeira passagem

Relagao de incerteza da termodinamica
Tempo médio de primeira passagem
Cinética de Michaelis-Menten

Linearizacao de Lineweaver-Burk



Sumario

1 Introdugdo . . . . . o i v i v i it e e e e e e e e e e e e e e e 14
2 Métodos estocasticos . . . . . . . Lo Lo e e e e e 18
2.1 O movimento browniano e a equacao de Langevin . . . . . .. ... .. .. 18
2.2 A equagao de Fokker-Planck . . . . .. .. .. ... 0L 23
2.3 Aequagdo mestra . . . . ... 25
2.4 Tempo de primeira passagem . . . . . . . . . ... 27

2.4.1 Conexao entre probabilidades de primeira passagem e de ocupacao . 27

2.4.2 Caminhada aleatoria de espago e tempo discretos . . . . . . .. .. 29

2.5 Relacao de incerteza da termodinamica . . . . . . . .. ..o L 31

3 Mecanica estocastica e formalismo do espacode Fock . . . . . ... ... ... 35
3.1 O formalismo do espago de Fock . . . . . . . . .. ... 35
3.1.1 Segunda quantizacdo . . . . . . . .. ... 36

3.1.2 Aplicando o formalismo para sistemas de agdo em massa . . . . . . 39

3.1.3 Exemplo: uma simples cinética quimica . . . . . . . ... ... ... 41

3.2 Tempo de primeira passagem no formalismo de Fock . . . . . . .. ... .. 44
3.2.1 Generalizacao . . . . .. ..o 45

3.3 Implementacao do Python para o espaco de Fock . . . . .. .. ... ... 47

4 Cinética de Michaelis-Menten com inibidor . ... ... ... ......... 50
4.1 A cinética de Michaelis-Menten . . . . . . . ... .. ... ... ...... 50
4.2 A cinética de Michaelis-Menten com inibidores . . . . . . . . .. ... ... 53
4.2.1 Inibicao parcial . . . . . . ..o 53

4.2.2 Inibicdo competitiva . . . . . ... 0oL 55

4.2.3 Inibicao incompetitiva . . . . .. ..o o o o7

4.2.4 Inibicao mista . . . . . . ..o 58

4.2.5 Relacao entre TPP e linearizacao de Lineweaver-Burk . . . . . . . . 59

4.3 Descricao da reacao de Michaelis-Menten com inibidor no formalismo de Fock 60

4.4 Resultados para Ng=Ng=N;=1. .. ... . . . ... ... ... .... 60
4.4.1 Inibicao competitiva . . . . . . ..o 63
4.4.2 Inibicao incompetitiva . . . . . ..o 64
4.4.3 Inibicao nao competitiva . . . . . .. ..o 66
4.4.4 Inibicao parcial . . . . . ... Lo 67
4.4.5 Comportamento das concentragoes para tempos muitos curtos . . . 68

4.5 Resultados para Ng =10, Ng =Ny =5. . . . . . . ... ... ... ... 69
4.5.1 Inibicao competitiva . . . . . . ... Lo 69
4.5.2 Inibi¢ao incompetitiva . . . . ... 70

4.5.3 Inibicao ndo competitiva . . . . . ..o Lo 71



4.5.4 Inibicao parcial . . . . . ... Lo 72

4.6 Analise do comportamento dos produtos . . . . . . ... ... L. 72
4.7 Tempo de primeira passagem . . . . . . . . . ..o 75
4.8 Linearizagao de Lineweaver-Burk . . . . . . . . . . ... ... ... .... 7
4.9 Relagao de incerteza da termodinamica (RIT) . . . . ... ... ... ... 79

5 O modelo infectologico SEAIR . . . ... ... ... .. ... 82
5.1 Resultados . . . . . . . .. 85
5.1.1 Caso simples: 2 individuos . . . . . . ... .. ... ... ... 85

5.1.2 Caso complexo: 10 individuos . . . . . . . . ... ... ... .. .. 86

5.1.3 Comportamento assintético da média de suscetiveis . . . . . . . .. 87

5.1.4 Estratégias para diminui¢ao de contagio: a segunda dinamica . . . . 88

6 Conclustes . . . . v v v i i i it e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 91
Referéncias . . . . . . ¢ v v i i i i i e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 94
Apéndices 102
APENDICE A Ocalculodeexp(-Ht) . . ... ... ... 0., 103
APENDICE B Correcoes feitas nos operadores do Sympy . . . . . o o o o v .. 104
B.1 Divergéncias dos operadores . . . . . . .. ... oo 104
B.1.1 Operador aniquilacao . . . . . . . . . ... .. L. 104

B.1.2 Operador criacdo . . . . . . . . . .. 105
APENDICE C Criagio do operador niimero . . . . . « . v v v v v v v v v v v .. 106
C.1 Criagdo do operador niimero . . . . . . . . . . . . . . ... 106

APENDICE D Aplicacio de operadores em estados com niimero de ocupagio

N o> L o e i e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 108
D.1 Oerro . . . . . . 108
D.2 Solugdo . . . . . . 109

APENDICE E Coédigo para obter asmédias . . . . « v v v v v v v v v v v v v 111



14

1 Introducao

Durante os séculos XVII e XVIII, a crescente necessidade de métodos mais eficazes
de producgoes impulsionaram uma série de estudos de fendmenos relacionados ao calor, o
que permitiu a constru¢oes de maquinarias como maquinas a vapor. A primeira revolugao
industrial iniciada no século XVIII expandiu ainda mais essas necessidades. Essa série
de desenvolvimentos tecnologicos implicaram na construgao da termodindmica, ramo da
fisica que estuda as relagdes entre calor, trabalho e outras formas de energia. A construcao
da termodinamica consistiu em combinar um grande ntimero de resultados experimentais,
realizando uma descri¢do fenomenolégico, que se baseia em descrever o que se manifesta ou
aparece em observagoes nos laboratérios [1,2]. A termodindmica descreve as propriedades
macroscopicas de sistemas fisicos sem se preocupar com a sua constituicao microscépica,
porém no século XIX, surge a ideia de que a termodinamica poderia estar relacionada
a uma teoria mecanica da matéria lidando com um grande nimero de particulas, ou
seja, atomos e moléculas [1-3]. A ideia foi uma consequéncia natural da formulagao
dos principios da termodindmica, da primeira lei, que estabelece a equivaléncia entre
trabalho mecanico e calor [3]. Esta nova abordagem utiliza a mecénica newtoniana para
a descri¢ao dos constituintes microscopicos e deve obter as mesmas leis fenomenolédgicas
encontradas na termodinamica [1]. Durante a segunda metade do século XIX os trabalhos
de Maxwell [4-6], Boltzmann [7—10] e Gibbs [11-13] estabeleceram as bases dessa nova
teoria, e com a introducao de métodos da teoria da probabilidade e estatistica, surgiu a
origem do nome dessa teoria: a mecanica estatistica, termo primeiramente proposto por
Gibbs em 1902 [12].

A abordagem mecanicista da termodindmica foi levada as suas consequéncias
extremas no trabalho de Ludwig Boltzmann [9], com a proposta de uma equagao que
representa a evolugao de uma funcao de distribuicao de probabilidade, em vez das trajetérias
de particulas individuais no gés [3]. Boltzmann logo percebeu que a tinica maneira de
descrever o comportamento de um grande ntimero de particulas era confiar em uma
abordagem estatistica, onde as leis da probabilidade tiveram que ser mescladas com a

descricao das leis fisicas [3].

No inicio, a mecanica estatistica enfrentou forte resisténcia da comunidade cien-
tifica. O primeiro fator é a irreversibilidade dos processos termodinamicos em sistemas
macroscopicos, uma vez que, os fendomenos observados e descritos sao fundamentalmente
irreversiveis, entretanto, a mecéanica estatistica buscava explicar esses fené6menos com a
mecanica newtoniana que pode descrever sistemas reversiveis. Deste modo, a tentativa
de descrever a irreversibilidade da termodinamica usando-se uma teoria reversivel consti-

tuiu uma resisténcia ao estabelecimento da mecénica estatistica [1]. Outro fator bastante



Capitulo 1. Introdugdo 15

relevante, é que a proposta de descrever sistemas macroscépicos como constituidos por
entidades microscopicas, necessitava da existéncia de atomos e moléculas, uma hipotese
que ainda nao tinha sido comprovada a época e que enfrentava uma certa rejeicdo naquele

periodo [1,2].

No ano de 1827, o botanico inglés Robert Brown observou que os graos de pélen
sobre a dgua realizavam um movimento irregular, como uma forma de agitacao [2]. Brown
escreveu, em 1828, um artigo [14] descrevendo esse fendémeno, que ao longo dos anos
ficou conhecido como “movimento browniano” e desafiou a comunidade cientifica. O
movimento browniano corresponde ao movimento irregular de grandes particulas suspensas

em fluidos [15], essas particulas sao denominadas de particulas brownianas [16].

Esse fendmeno nao podia ser conciliado com nenhuma descri¢cdo da mecanica padrao
da época [3]. Mesmo assumindo a hipdtese atomistica (pouco aceita na época [2]) e supondo
o movimento da particula browniana como resultado de colisdbes com os atomos do solvente,
nao era possivel obter uma explicagdo convincente (3], pois, no nivel microscépico, pode-se
argumentar que as colisoes elasticas com os atomos do solvente geravam o movimento
da particula, mas o efeito combinado de todas essas colisoes, ocorrendo por razoes de
simetria em qualquer diregao, se anula [3]. Porém, observagoes experimentais mostraram
que em tempo suficientemente longo a posicao da particula em relacao a posicao original
cresce com a raiz quadrada do tempo, mostrando assim a natureza difusa [3]. Em repetidos
experimentos, mantendo os parametros iguais, foi visto que a particula em cada realizacao
segue caminhos diferentes, mas pode-se fazer uma média estatistica sobre essas realizagoes

que reforga a conclusdo de que a particula apresenta um movimento difusivo [3].

As primeiras explicagoes tedricas para o fendomeno s6 ocorreram em 1905 e 1906
com os trabalhos independentes de Albert Einstein [17] e Marian Smoluchowski [18]. A
teoria de Einstein teve um grande impacto naquela época abrindo caminho para a fisica
moderna do século XX [19] e acabou inspirando o fisico francés Paul Langevin, que propds
uma abordagem mecanicista para o movimento browniano. A ideia de Langevin é escrever
a segunda lei de Newton com a inclusdo de uma forga de natureza aleatéria [3]. De fato, as
forgas microscopicas exercidas pelas particulas do solvente por meio de colisoes eldsticas
com a particula browniana sao representadas como flutuagoes nao correlacionadas no
espaco e no tempo, cuja média do quadrado da velocidade da particula em equilibrio
térmico é (v?) = kT /m (consequéncia do teorema de equiparti¢do de energia), de modo

que a velocidade da particula é positiva, pois, 7' > 0 [16].

Os trabalhos de Einstein influenciaram uma série de experimentos realizados por
Jean Perrin em 1908, os experimentos de Perrin confirmaram as predi¢oes para o movimento
Browniano propostas por Einstein, o que levou para a confirmacao da hipdtese atdomica [1].
Em 1913, Perrin publicou o livro “Les Atomes” [20] que contribuiu para a conceituagao

do atomo. A formalizacao do atomo derrubou uma das principais forma de resisténcia a
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mecanica estatistica que ganhou grande adesao e adquiriu grande sucesso ao fornecer uma

explicacao microscopica das propriedades macroscépicas de diversos sistemas [1].

Anos depois, Adriaan Fokker e Max Planck propuseram uma formulacao alternativa
para o problema da particula browniana. A ideia consistiu em construir uma equagao
diferencial parcial que governe a evolucao temporal das distribui¢oes de probabilidades para
um movimento browniano, ou seja, descreve a evolucao da distribuicao de probabilidade
de encontrar uma particula browniana na posi¢do = no tempo t [2,3,21]. A equacgao
ficou conhecida como equacao de Fokker-Planck, apos Fokker e Planck terem obtido de
forma independente em seus respectivos trabalhos de 1914 e 1917 [22,23]. A equacao de
Fokker-Planck é um tipo especial de equagao mestra [19], onde a taxa de mudanga no
tempo da funcao de distribuicao depende de processos favoraveis e desfavoraveis, descritos
em termos de taxas de transigao entre diferentes configuragoes [3], e serd fundamental
nos nossos estudos. O movimento browniano se tornou um fenémeno importante para o
entendimento da estrutura atomica da matéria em contraposicao a ideia energeticistas
dominante na Europa [2]. Em se¢bes posteriores, retornaremos ao movimento browniano,

onde detalharemos as metodologias de Langevin, Fokker e Planck.

No século XIX a matematica também estava em amplo desenvolvimento e as
contribui¢oes do russo Andrei Markov foram muito relevantes. Markov pela primeira vez
desenvolveu uma teoria dindmica assumindo como dependente de eventos aleatérios nao
correlacionados, obedecendo as leis da probabilidade, hoje conhecidos como cadeias de
Markov (processo markoviano) [3]. Apesar do movimento browniano constituir um processo
Markoviano [19], as motivagoes cientificas de Markov eram bem diferentes daquelas que
levaram os fisicos acima mencionados a abordar o problema de Brown. Algumas décadas
depois uma teoria mais geral de processos estocasticos em espaco e tempo emergiu da
combinagao desses diferentes caminhos cientificos [3]. Isso permitiu & comunidade cientifica
explorar o grande potencial desta teoria, que pode ser aplicada a um amplo espectro de
problemas matemaéticos e fisicos relativos a evolug¢ao no tempo de sistemas estatisticos
e, assim, fornecer as bases conceituais da mecénica estatistica de nao equilibrio [3], que
abrange sistemas fisicos que nao estao em equilibrio termodinamico. A mecéanica estatistica
em equilibrio se concentra em sistemas, nos quais as propriedades macroscopicas, como
temperatura e pressao, sao uniformes e nao mudam com o tempo, a mecanica estatistica
de nao equilibrio lida com sistemas que estao em desequilibrio, pois, suas propriedades
macroscopicas sao dependentes do tempo [21]. Estes sistemas sdo praticamente onipresentes
na natureza, uma vez que caracterizam um grande conjunto de fenémenos de interesse nao
apenas para a fisica, mas também para a biologia, quimica, geologia, economia, sociologia,
e etc [3]. S6 no ano de 2022 o repositério ArXiv registrou 4312 artigos na érea, incluindo

problemas em equilibrio e fora de equilibrio.

Da estatistica de nao equilibrio, vamos explorar os métodos estocasticos. Os métodos
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estocasticos mais conhecidos sao, as equagoes diferenciais estocasticas que incluem termos
estocdsticos como por exemplo a equagao de Langevin, a equagdo de Fokker-Planck (FP)
e a equacao mestra. A equacao de FP descreve a evolugao da probabilidade de um certo
observavel, enquanto a equacao mestra descreve a evolugao da probabilidade de uma
determinada configuracao do sistema ocorrer. Entre as diversas ferramentas matematicas
incorporadas, temos o espago de Fock, um espaco algébrico bastante utilizado na mecanica
quéantica. Na década de 70, Masao Doi [24,25] demonstrou que tal espago algébrico é ttil
para processos estocasticos, e nos tultimos anos, essa ferramenta vem sendo amplamente
utilizada para estudo dos processos estocasticos e vem auxiliando a comunidade cientifica

a explicar diversos fendmenos aleatorios.

Nesse trabalho, utilizaremos a abordagem do espago de Fock para realizar um
estudo estocastico da cinética de Michaelis-Menten com inibidor e o modelo infectolégico
Suscetivel - Exposto - Assintomaético - Infectado - Recuperado (SEAIR). A primeira é
uma cinética quimica, que trata de uma generalizacdo da famosa cinética de Michaelis-
Menten [26], nessa generalizagao é adicionado um inibidor que impacta na dinamica da
reacao. O segundo, ¢ um modelo que pode ser aplicado a doencas infectoldgicas, ao qual
utilizaremos para estudar a dindmica da COVID-19. Utilizaremos o espaco de Fock para
realizar um mapeamento da equacao mestra numa equacao do tipo Schrodinger, essa
abordagem permite a utilizagao de ferramentas matematicas (como operadores de segunda
quantizacao) desse espago para o estudo de sistemas estocasticos classicos. Faremos uso
de pacotes de computacgao algébrica e cadlculo numérico de programagao em Python para

realizar calculos no espago de Fock.

Esse trabalho foi organizado em 6 capitulos. O capitulo 2 é todo dedicado ao
aprofundamento dos métodos estocasticos, nele retornaremos ao movimento browniano
para descrever as metodologias de Langevin e Fokker-Planck, além de determinar a equagao
mestra, definiremos também o tempo de primeira passagem (TPP) e a relacdo de incerteza
da termodindmica (RIT). O capitulo 3 é dedicado ao formalismo de Fock, nesse capitulo,
descrevemos como esse espaco algébrico pode ser utilizado e como mapear a equacao
mestra em uma equagao do tipo de Schrodinger, ainda nesse capitulo demonstramos como
estudar o TPP nesse formalismo e a implementacao da linguagem Python. O capitulo 4
¢ dedicado a apresentagao da cinética quimica de Michaelis-Menten com inibidor e seus
resultados. No capitulo 5 introduzimos o modelo SEAIR e também seus resultados. Por

fim, no capitulo 6, expomos nossas conclusoes do trabalho e as perspectivas futuras.
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2 Meétodos estocasticos

A fisica estatistica de nao equilibrio tem duas principais abordagens, os métodos
cinéticos e estocasticos. Aqui, focamos apenas nos métodos estocdsticos, o qual aplica-
se a processos estocasticos. Processos estocdsticos (ou sistemas) basicamente consistem
em um processo parcialmente aleatorio, ou seja, nao é totalmente deterministico. Sendo
assim, o valor observado em cada momento é uma variavel aleatoria, e desse modo, a
cada observacao existe uma certa probabilidade de obter um determinado resultado. O
movimento browniano é um processo estocéstico, a cada observacao a particula se encontra
em um lugar distintos e aleatério, o movimento completo da particula browniana é um
funcional de uma ou mais varidveis aleatorias independentes. E o movimento é entao

descrito por suas médias em relacao as varias distribuigoes aleatérias.

Os métodos estocasticos em esséncia, buscam descrever a evolugao temporal das
probabilidades de um sistema. Para demonstrar esses métodos, utilizamos o ja conhecido
movimento browniano, retornando as ideias de Langevin e Fokker-Plack. Desse modo,
ilustraremos como é possivel descrever um sistema fora de equilibrio com uma abordagem
probabilistica, além, de demonstrar a construcao da equacao mestra, uma expressao que

descreve de modo geral um sistema estocastico no tempo.

2.1 O movimento browniano e a equacao de Langevin

Nesta secao, sera realizada uma descricao do movimento browniano através da
abordagem de Langevin. Vamos supor que o movimento seja produzido por colisoes da
particula com as moléculas do fluido. A equacao de movimento para a particula browniana

pode ser escrita como:

d_’ — —
md—: = F —av + F,(t), (2.1)

em que U ¢é a velocidade da particula com massa m no tempo t, F' é uma forca externa, «
¢é o coeficiente de atrito viscoso e por fim ﬁa(t) é uma forca aleatéria que representa os
choques das moléculas do fluido. Essa equagao foi proposta por Paul Langevin em 1908
e ¢ uma excelente abordagem para solucionar o movimento browniano e popularmente

conhecida como a “equagao de Langevin” [2,21,27].

Considerando o caso unidimensional e com forca externa nula, a equacao de

Langevin se torna:
dv(t)
dt

= —yu(t) + A(t), (2.2)
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onde v = a/m e A(t) = F,(t)/m. A equagao (2.2) é uma equacao diferencial linear nao
homogénea de primeira ordem, para determinar a solucao desta equagao é necessario fazer

uma substitui¢do do tipo v(t) = e y(t), logo temos:

—ytdy(t) _
e = A(t), (2.3)

agora temos uma equacao diferencial separavel, cuja solucao é:

y(0) = y(0) = [ e Ay, (2.4)

fazendo a substituicao inversa de y(t) = e"v(t), chegamos finalmente a solugao:

t !
(t) = vpe ™" 4 e / At (2.5)

0

O valor esperado da velocidade é entao:

(v() = e+ e | et A dt. (2.6)

aqui, vamos supor que a forga aleatéria tem valor esperado nulo, isto é (A(t')) = 0, o valor

esperado da velocidade serd (v(t)) = voe™".

O valor esperado do quadrado do desvio é determinado ao fazermos:
t /
Av = o(t) — ((t)) = e / O A(t)dt, (2.7)
0

e em seguida
t t / 1
((Av)?) = e / / ) (A)A(E")) di'di”. (2.8)
0 Jo
notamos o surgimento do fator (A(t")A(t")) que relaciona as forcas aleatérias. Para este

fator consideramos a seguinte relagao:
(A()AR")) = (" = 1), (2.9)

em que p(t) é uma fungao par que se torna nao desprezivel apenas nas vizinhangas

imediatas de ¢t = 0 [2]. Temos entao:

(@) = e [ [ e - Datar 210
Para resolver essa equagao, precisamos organizar a integral:
<(Av =e 27t/ e / (" —t)dt'dt”, (2.11)

porém ¢ relaciona t' e t”, e impede essa completa separagao de varidveis. Desse modo,

faremos a seguinte substituicao y =t” — t/, que resulta em:

((A0)?) = 2 / o / L o)y, (2.12)
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¢, t—t!
<(Av)2> = e’zvt/o e? dt! /_t/ eYo(y)dy. (2.13)
Como a fungao ¢ é extremamente localizada nas vizinhangas de y = 0, podemos escrever [2]:
2 —oyt (1 ooy g [T
<(AU) > =e 7 /0 et dt /_ o(y)dy. (2.14)
Tratando a integral de ¢ como um parametro de tempo 7, temos:
t /
<(Av)2> = Te_m/ e dt’ (2.15)
0
finalmente temos o valor esperado do desvio quadratico:
T
Av)?) = —(1—e ). 2.16
((a0)) = (1= (2.16)

Supondo que a distribuicao é maxwelliana, o teorema da equiparticdo da energia é valido,
ou seja, (E) = (3/2)m (v?) = (3/2)kgT e no limite de t — oo (com 7y > 0), para a eq.
(2.16) teremos:
T kBT
Av)?) = — = ——. 2.17
((a02) > 5 =2 (217)
Assim, podemos escrever 7 em funcao dessas novas grandezas (7 = 2vkgT /m) e determinar

o desvio quadratico médio como:

«Am3::@£k1—eﬁwy (2.18)

m
A equagdo de Langevin é estocéastica (aleatéria), e devemos encontrar uma densidade de
probabilidade p(v, t;vy) de que a solugao esteja entre v e v + dv no instante de tempo ¢, a
distribui¢ao de probabilidade p(v,t;vg) é:

plosts ) = [2r (80)?)] " exp [M] , (219)

vy ¢ a velocidade no tempo ¢ = 0, introduzindo as equagoes (2.5), (2.6) e (2.18), obtemos:

(v, t;v0) = m v exp |— m(v — voe )" (2.20)
PRUB00) = orkg T(1 — e—21) P17 2kpT(1 — 2ty | ’

quando t — oo temos:

[ m —muv?
p(v,t — 00;19) = kT exp <M> , (2.21)

que trata-se da distribuicao de velocidades de Maxwell-Boltzmann para um gés unidimen-

sional.

Para determinar a distribui¢do de probabilidades para os deslocamentos = = x(t),
vamos fazer uso dos resultados ja estabelecidos para v = v(t), partindo da definigao

v = dx/dt que podemos escrever como:

aa:%+fwwﬁ. (2.92)



Capitulo 2. Meétodos estocdsticos 21

O valor esperado é:
t
)) = o+ /0 (w(t')) dt". (2.23)

O valor esperado para v é definido pela equacao (2.6), logo para z(t):
t —~t! gyt Yo —t
(x(t)) :xO—I—/ voe  dt' = xg+ —(1 — 7). (2.24)
0 v

Para determinar o desvio quadratico, vamos seguir o mesmo procedimento realizado para

a velocidade, assim:

((=()?) :x3+2x0/ ) dt’ +/ / )) d'dt”, (2.25)

a primeira integral ja foi resolvida na equagao (2.24), logo:

((x(t))? >—x0+2xo— (1—e) +/ / )) dt'dt”. (2.26)

A segunda integral apresenta um grau de dificuldade mais elevado. Para a sua solucao é
necessario determinar (v(t')v(t")), que é obtido utilizando a equagao (2.5) e consideraremos

(A(t)) = 0, assim é possivel chegar a expressao:

// ! 1" t/ t//
Wt (t")) = v2e=1E+H") | e+ /0 /0 ) (A(y) A(2)) dydz. (2.27)

Escrevemos (A(y)A(z)) = ¢(z — y) e consideramos as mesmas hipdteses anteriores, além

de realizar uma substituicao do tipo w = z — y, entao rescrevemos a integral dupla como:

t/ t// t/ t//
/ / VT (A(y) A(2)) dydz = / ew/ V) o (w) dydz,
o Jo
= / ’ e2dy / o (w)dw,
¢
— / 2'yy0 " dy/ evw
0

t/
= T/O 2Ot — y)dy (2.28)

onde (t" —y) é a funcdo de Heaviside, em que, 0(t" —y) = 1 parat”" —y > 0e 0(t"—y) =0
para t” —y < 0 [2]. Desse modo, temos duas possiveis solugoes:
B+ £ (@] (> ),

(w(E (")) = e { 5

[UO + 7(ez'ytn 1)} ("< t). (2.29)

Tomando novamente como valido o teorema de equipartigao da energia temos 7 = 2ykgT /m.

Utilizando todos esses resultados, temos:

2 2 kT
((@(1)?) = a2+ xsvo (1—e )+ 23(1 M2 4 #(zyt ~ 34 de — D). (2.30)
O desvio quadratico é:
Az)?) = (2? 2 KB 3 get e 2.31
(A2)?) = (2%) — (2)? = 529t = 3+ 4" — ], (2.31)

my
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Também é possivel mostrar que a distribui¢ao é gaussiana, substituindo as equagoes (2.31)

e (2.24) na expressao:

: _ om (AN 12 exp | &= (&) .
p(‘r7t7$07/l]0)—[ 7T<< .T) >] exp W . ( . )
obtendo:
kT ~1/2
p(x,t;z0,v0) = |27 B 5 (29t — 3 + 4ot — 62%)1
my
[z —x — 2 (1 —e")]?

X exp = : 2.33
P [ 2%(2% — 3+ 4det — e~ ( )

No limite de tempos curtos (7t < 1), vamos expandir os termos exponenciais até a segunda

ordem dos valores esperados do deslocamento, obtendo:
1 2 3
(x(t)) = xo + vot — 5710775 + O(t°), (2.34)

((x(1))?) = z0 + 2z0v0t + vo(vo — 0Y)E* + O(t?), (2.35)
o que indica que ((Az)?) = O(t3). Esses tipos de resultados estdao de acordo com uma

analise muito simples do movimento, utilizando as leis da mecanica, sem a inclusao da forga

aleatéria [2]. J& no limite para tempos longos (vt > 1), temos para os valores esperado:

(2(t)) =m0 + ? (2.36)
2 2kpT 2kpT
(@) = 3 +2"’“"(;“° + :g + W}; t= (x(t))® + nf; t (2.37)
O desvio quadratico nesse limite é:
2kgT
((Az)*) » ==t =2Dt, (2.38)

my

onde D = kgT/m~ é o coeficiente de difusao. Esse resultado foi deduzido por Einstein e
Smoluchowski em seus respectivos trabalhos sobre o movimento browniano de 1905 e 1906,
com 1/vy = p=1/6mnr [17,18]. Mais tarde esse resultado foi verificado experimentalmente
por Jean Perrin [28]. Esses resultados, mostraram a natureza estocéstica do movimento

browniano [2].

Para tempos suficientemente grandes, a distribuicdo gaussiana para o deslocamento

escrita em termos de D se resume a [2]:

T —xo — L)2
p(x,t; 0, v9) — [47rDt]_1/2 exp [—< 43% 7) ], (2.39)
que é uma solucao da equagao de difusao em uma dimensao,
Op 0*p

que aponta um carater de irreversibilidade do movimento browniano, pois, fazendo ¢t — —t

na eq. (2.40) temos uma expressao distinta [2].
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2.2 A equagao de Fokker-Planck

Para obter a equacao de Fokker-Planck, vamos inicialmente definir os processos
markovianos. Seja y; um evento aleatério ocorrendo no instante de tempo ¢;, uma sequéncia
de eventos aleatérios, (yi1,t1), (y2,t2), (ys,t3),..., com t; < ty < ts..., é denominada
markoviana quando a probabilidade de ocorréncia de qualquer evento depende apenas da
probabilidade de ocorréncia do evento anterior [2]. As sequéncias markovianas obedecem a
relacdo de Chapman-Kolmogorov!, assim podemos escrever a probabilidade de ocorréncia
de um evento y;1, no tempo t;,1, dada a ocorréncia do evento y; 1, no tempo, t; 1 [2]:

P(yir1, tivn; Yo, tic1) = O P(Yists tir; Ui ) P (i, tis yio1, tica), (2.41)
Yi
onde ¢ ¢ o indice do elemento intermedidrio, entre os tempos ¢;_1 e t;,1. Essa expressao

assume uma forma continua ao introduzir a forma integral
P(Yir1, tiv1; Yic, tion) = /p(yi-i—latz‘—i—l;yi7ti)p(yiati;yi—lati—l)dyi- (2.42)

O instante inicial pode ser definido arbitrariamente, assim, as probabilidades
dependem apenas do intervalo de tempo entre os instantes final e inicial. Logo, a equacao

pode ser escrita na forma:

P(Yit1, tivs — tic13Yio1) = /p(yi+1;tz’+1 — ;) p(Yis ti — tio1; Yio1)dYi, (2.43)

introduzindo uma mudanca de variavel do tipo t;,1 —t,_1 =t + At e t; —t;_1 = t, temos:
P(Wiv1,t + Atyyig) = /p(yz-, Y- 1)P(Yir1, At; i) dy;. (2.44)

Na segao anterior (2.1) determinamos a distribuicao de velocidade para o movimento
browniano, agora vamos escrever a relagdo de Chapman-Kolmogorov em termos dessa
distribuicao,

p(v,t + At;vg) = /p(v',t;vo)p(v,At;v’)dv', (2.45)
onde a probabilidade p(v, At;v’) vai ser interpretada como uma probabilidade de transigao
entre dois estados com diferentes velocidades [2]. Introduzindo uma fun¢ao bem comportada
¢(v), escrevemos a expressao como:

foo +o0  [too
/OO p(v,t + At;v9)p(v)dv = /_OO /_Oo p(v', t;00)p(v, At; v")d(v)dv'dv. (2.46)
O lado esquerdo da expressao acima serda desenvolvido em série de Taylor para At = 0,

/+°°p(v, t+ At; vo)(v)dv = /

—0o0 —0o0

+oo +oo Op(v, t;vg)

oy o(v)dv + ...,
(2.47)

A equacdo de Chapman—Kolmogorov relaciona as distribui¢oes de probabilidade conjunta de diferentes
conjuntos de coordenadas de um processo estocastico. A equacgao foi assim nomeada como uma
homenagem aos matematicos Sydney Chapman e Andrey Kolmogorov que derivaram a expressao
independentemente em 1928 [29] e 1931 [30], respectivamente.

p(v,t;v9)p(v)dv + At/

1
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o primeiro termo é o valor esperado da fungao ¢(v). Agora, desenvolvendo ¢(v) em série

de Taylor, vamos ter:

[ v as o = [ (. Ak v)dulo() + 9() (0 )

—00 —i)o
—|—§¢”(v’)('u 0 (2.48)
definindo: .
/ p(v, At;v") (v — v")dv, (2.49)
+oo
/ p(v, At;v") (v — v')2dv, (2.50)
podemos rescrever a expressao como:
“+o0o
| ple. Ak Yoo = (') + S AW)AL + ;d’(v’)B(v’)At b (25])

Utilizando a equagao (2.51) no lado direito da equagao (2.46) podemos reescrevé-la como:
oo o0 +oo
[ e e, At)e)dddr = [ (! L)) + ¢ () AW AL
1
+§¢//(U/)B(UI)At +..]dv'. (2.52)

Agora é necessario realizar uma integragdo por partes nos termos com A(v') e B(v'). O

que resulta:

+00 +oo 0
[ b Ao = - [ o0) Lt A, (259

/_ :O (!, £ 00) B )¢ (oo = /_ ;OO (0) aia (W, ) B, (2.54)

Agora, ao inserimos essas duas expressoes na equagao (2.46), teremos

400 +00 0
/_OO p(u,t + At;vg)d(v)dv = /_ dv'g(v') At [—a,p(v t;v9) A(v')
1 0?
28 12

p(v',t;v0)B(v /)] ) (2.55)
o que implica em:
32

2 0’2

plu,t+ At;vg) = At [ (V' t;09)A(V") + p(v',t; UO)B(U’)] : (2.56)

“ou?
a diferencial em t dessa expressao resulta exatamente na desejada equacao de Fokker-

Planck: Op(v. t: ) 5 L
pLY,1; v

P\, BY%) Yy : -7

ot av[ (U)p(U,t, UO)] + 2 2

Para o movimento browniano os parametros A(v) e B(v) podem ser definidos por meio do

[B(v)p(v,t;v0)]. (2.57)

tratamento feito por Langevin:
A(v) = —v, (2.58)
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e
2kgT
m
Entao a equagao sera:
op(v, t;v knT~ O
p(atO) =~ lvp(v,tivo)] + B vw[p(v,t; )], (2.60)

essa equagao ficou conhecida como equacao de Ornstein-Uhlenbeck, pois, Leonard Ornstein
e George Uhlenbeck obtiveram essa expressao em 1930 [31]. A expressao corresponde a

um processo de difusdo no espago das velocidades [2].

2.3 A equagao mestra

Na subsecao anterior, definimos a equacao de Fokker-Planck que descreve a evolugao
temporal de uma distribuicdo de probabilidade para uma dinamica browniana, mas
podemos ir além e definir uma generalizacao. Para isso vamos definir a equagao mestra,
que descreve a evolugao temporal dos processos estocasticos markovianos, trata-se de uma
forma equivalente da equacao de Chapman-Kolmogorov para as cadeias de Markov, mas é
mais simples de manusear e estd mais diretamente relacionada aos conceitos fisicos [32]. O
termo “equacao mestra” foi utilizado pela primeira vez por A. Nordsieck, W. Lamb, e G.
Uhlenbeck em 1940 [33].

Para a obtencao da equagao mestra, vamos considerar agora um processo estocastico
com um intervalo de tempo entre os eventos podendo variar de forma continua, entretanto
as realizagoes da varidvel estocdstica sdo discretas [2,21,32]. A probabilidade em uma

cadeia markoviana é dada pela equacao de Chapman-Kolmogorov (2.41),

p(yr, tryyr,tr) = /P(yk,tk;yl,tl)p(?/F,tF;yk,tk)dyk- (2.61)

Integrando ambos os lados sobre dy;, temos

/dyzp(yp,tp;yz,tf) = /dy[/p(yk,tk;yz,tf)p(yF,tF;yk,tk)dyk (2.62)
ou seja,
plyp, tr) = /p(yk,tk)p(yF,tF;yk,tk)dym (2.63)

onde p(yr,tr) é a probabilidade de transi¢cao. Vamos considerar tp = t; + At. Entao, a

probabilidade de transicao sera

plyr, te + At) = /p(yk, t)p(yr, tr + At yr, te)dyg, (2.64)
expandindo essa expressao em série de poténcias

ap(va tk)

At + ... 2.
at, + (2.65)

p(yr, te + At) = p(yr, t) +
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e expandindo a segunda probabilidade da expressao de probabilidade de transicao,

Op(yr, tk; Yk, tr)
Oty

pyr, t + At yk, te) = p(yp, te; U, te) + At + ..., (2.66)

definindo
p(Yr, te; Yk tr) = 6(yr — Yr), (2.67)
inserindo essas expressoes na equagao (2.64), e levando em consideragao que [ p(yx, tx)0(yr—

yk)dyk = p(yp, tk), entao

 tx) Stk Yk, t
g?k k /p Ye, ) yFafky’“ k)dyk+... (2.68)

Vamos definir p(yg, tg; Yk, tx) como uma expansao de para tempos pequenos, utilizando a

expansao encontrada nas referéncias 2,21, 32] temos,

Op(yr, tr; yr, th)
3tk = Tyk—>yF - 6<yk — yF)

1 - /Tyk—wdy} ) (2.69)

o termo Ty, ., ¢ a probabilidade de transicao entre os estados y;, e yr durante o intervalo
de tempo t — t + At. Consequentemente, o segundo termo é a probabilidade de transi¢ao
de que nao haja uma transicao entre ¥y, e yr, que é exatamente a probabilidade de transicao
entre yr e Y. Substituindo essa expressao na equacao (2.68) e organizando os termos,
teremos

0 1
p(g;k) - / Ty =y PYks tr) — Typsy D(Yr, t)] dyr, (2.70)

essa ¢ a forma continua da equacado mestra. A forma discreta, que serd amplamente

utilizada nesse trabalho, é definida como:

OP(yp,t
%fkk) = 2 [Tomue PWes te) = Ty Py, ta)] (2.71)
Yk

essa equagao da a taxa de mudanga da probabilidade P(yy,t) devido a transi¢oes para
o estado y; de todos os outros estados (primeiro termo) e devido a transigoes do estado
yr para todos os outros estados (segundo termo) [21]. Nessa expressao, a obtencao das

probabilidades de transigao sdo um grande desafio [2].

Para os estados estacionérios, a probabilidade P(yy,t) nao é fungao do tempo, logo

a sua derivada é nula,
oP

ot

observando a equagao mestra (2.71) notamos que a situagao de equilibrio (situacdo em

-0, (2.72)

estado estaciondario) é dada por:

Tyk’_ﬂ/FP(y]W tk) = Typﬁykp(yF> tk>’ (2'73)

condi¢ao conhecida como principio do balanco detalhado. Essa condi¢ao indica que devemos

ter o mesmo ntmero de transi¢oes de y; para yp ou na direcao inversa (yr para yi). A
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forma mais utilizada ao estudar sistema dentro do principio do balanco detalhado é impor

um limite de longos tempos,
Tyemsyr Pyt = 00) = Ty P(yp, tiy — 00), (2.74)

essa escolha da a certeza de atingir um estado final de equilibrio para tempos longos.

2.4 Tempo de primeira passagem

Os processos de primeira passagem estao fundamentalmente ligados a probabilidade
de primeira passagem; esta é a probabilidade de que uma particula em passeio aleatoério
atinja pela primeira vez um local em um momento especificado [34]. A importancia
dos fendmenos de primeira passagem decorre de seu papel fundamental em processos
estocasticos que sao desencadeados por um evento de primeira passagem e aparecem em
diversas areas de estudos [34], em reagoes quimicas [35-39], catélise enzimatica [40-42],
processos de busca molecular [43-45], difusao [46,47], estudo de fluorescéncia e até no
mercado financeiro [34]. Nesses processos, umas das informagoes mais importantes é o
tempo de primeira passagem (TPP), que é o tempo para que um caminhante aleatério

esteja em um local especificado pela primeira vez.

2.4.1 Conexao entre probabilidades de primeira passagem e de ocupacgao

Vamos considerar um sistema no qual um caminhante aleatério pode transitar
entre os estados existentes. Definimos f(¢) como a probabilidade de primeira passagem,
que consiste na probabilidade do caminhante alcancar um determinado ponto do espaco
pela primeira vez no tempo t, a probabilidade do estado néo ter sido atingido é conhecido
como probabilidade de sobrevivéncia S(t) e é igual a integral da probabilidade de primeira

passagem f(t) ao longo do tempo,

st=- [ ", (2.75)

isso é simplesmente uma consequéncia da conservagao das particulas. Assim, as caracteris-
ticas de primeira passagem podem ser expressas em termos da propria probabilidade de

primeira passagem [34].

Para determinar a relacao entre a probabilidade de primeira passagem e a probabi-
lidade de ocupacgao, vamos iniciar com um caminhante aleatério no espago e no tempo
discretos. Definimos P(7,t) como a probabilidade de ocupagao; esta é a probabilidade
de que um caminhante aleatério esteja no local 7" no tempo t iniciando na origem. Da
mesma forma, vamos definir f(7,¢) como a probabilidade da primeira passagem, ou seja, a
probabilidade de que o caminhante aleatério visite 7 pela primeira vez no tempo t com a

mesma condicao inicial. f(7,t) decai assintoticamente mais rapido no tempo do que P(7,t)
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porque uma vez que um caminhante aleatorio atinge 7, nao pode haver mais contribuicao

para f(7,t), embora o mesmo caminhante ainda possa contribuir para P(7,t) [34].

Vamos escrever P(7,t) em termos de f(7,t) e em seguida inverteremos essa relagao
para encontrar f(7,t). Para que um caminhante aleatério esteja em 7 no tempo ¢, vamos
supor que o caminhante faca um caminho ordenado para atingir o ponto especificado
7, porém em um tempo distinto ¢/, e, em seguida, o caminhante parta em uma nova
caminhada aleatéria e retorne ao ponto na exata condigao deseja (7,t) apés At =t —t/

passos adicionais. Essa situagao é descrita pela figura (1).

7t At=t—t

I
o
-+

(@) (@)

Figura 1 — Relagao entre a probabilidade de ocupacao de um passeio aleatério (a propagacao é
representada por uma linha ondulada) e a probabilidade de primeira passagem (linha
reta). O circulo representa o estado inicial.

Por meio da figura (1), podemos escrever a probabilidade de ocupagao de 7 em ¢.
No lado esquerdo da igualdade temos a caminhada aleatéria até 7" em t, mas que pode ser
representada pelo lado direito da igualdade, como sendo o deslocamento do caminhante
até 7 e seu retorno a 7 no tempo t — t'. Portanto, pode ser expressa como a relacido de
convolugao

P(7,t) = 670000 + Y f(F, )P0, ¢ — '), (2.76)

t<t
onde 0700 sao deltas de Kronecker e este termo considera a condicao inicial de que a
caminhada comeca em 7 = 0. No segundo termo, é visivel que retornos antes do tempo ¢
também sao permitidos desde que haja também um retorno ¢t — ¢’ passos apds o primeiro
retorno. Devido a possibilidade de varias visitas a 7 entre os tempos t' e ¢, o fator de
retorno envolve P em vez de f [34]. Para resolver esta equacao de convolugao vamos

introduzir as fungoes geratrizes
P(r,z) = > P(r,t), [ 2) =" f(F 1)z (2.77)
t=0 t=0
Para calcular a probabilidade de primeira passagem, multiplicamos a equagao (2.76) por

2! e somamos sobre todo t,

P(rt)z" = [6r00e0 + > F(F )P0, T —1')| 2, (2.78)

t=0 <t

NE

-
i
o



Capitulo 2. Meétodos estocdsticos 29

vemos que o lado esquerdo é exatamente a definicdo da funcao geratriz definida pela

equagao (2.77). Organizando os termos da direita

P(7,2) = b5 (Z 5t70zt> + Z S FE PO, —t)2, (2.79)
t=0 t=0t'<t
o somatério entre parenteses é 1. Escrevendo 7 =t — t/; temos

73(7“2' —5;04—2

t=0

> f(

t'<t

P(0,7)2 (2.80)

é notorio que o segundo termo é definido exatamente pelas funcoes geratrizes dada pela

equagao (2.77). Enfim, obtemos

P(r,2) = dro + [(7,2)P(0, 2), (2.81)
a qual temos duas solugoes,
P(7,2) P40
f(rz) = { Pear jé , (2.82)
1-— m, r = O

na qual a funcao geratriz da probabilidade de primeira passagem, ¢ determinada pela
transformada correspondente da distribui¢ao de probabilidade de ocupagao P(7,t). Por
meio desse procedimento, notamos a possibilidade de determinar a probabilidade de
primeira passagem por meio da probabilidade de ocupagao de um caminhante aleatério

arbitrario.

2.4.2 Caminhada aleatéria de espago e tempo discretos

Na subsegao (2.4.1) anterior, vimos como a probabilidade de primeira passagem
se relaciona com as probabilidades de ocupacao, agora vamos demonstrar como podemos
obter as probabilidades de ocupacao, para isso, vamos considerar uma particula em uma
cadeia unidimensional, podendo saltar entre os sitios vizinhos mais préximos com passo
unitario, como ilustrado pela figura (2). P(x, N) é a probabilidade de que a particula esteja
em x apos N passos. A evolucgado desta probabilidade de ocupagao é dada pela equacao
mestra [34]

P(z,N+1)=pP(x—1,N) 4+ ¢qP(x + 1,N). (2.83)

1—-p p

/\./\
I | | | | | L.
r—3 z—2 x-—1 xr x+1 x24+2 x+3

Figura 2 — Esquema ilustrando os processos de salto de um caminhante aleatério unidimensional

para o vizinho mais préximo.
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Ou seja, a probabilidade de a particula estar em x apés N + 1 passos é a soma
das contribuigdes da particula se deslocar para a direita e esquerda. O primeiro termo a
direita da equagao (2.83) é a probabilidade da particula pular para a direita, dado por p,
vezes a probabilidade da particula estar na posicao x — 1 apdés N passos; o segundo termo
é a probabilidade de saltos para a esquerda, dado por ¢ vezes a probabilidade da particula
estar na posicao x + 1 apdés N passos. As constantes p e ¢ sdo pesos probabilisticos que
asomap—+q=1. 0 casop = ¢ = 1/2 é o passeio aleatério simétrico, enquanto para
p > ¢ ha um viés uniforme para a direita e para p < ¢ um viés para a esquerda [34]. Para

resolver a equagao mestra, vamos utilizar a fungao geratriz e a transformada de Fourier:

Pk, z) = i 2N i e* P (x, N). (2.84)
N=0 a=—oc0
Vamos multiplicar a equacdo mestra por zVV e e’**, e realizar a soma sobre todos N e z, o
que da
fj fj Nk P(p N+ 1) = pP(z — 1, N) + ¢P(x + 1, N)]. (2.85)
N=0 z=—c0

Precisamos organizar os termos para que possamos aplicar a transformada de Fourier (eq.
2.84). No lado esquerdo da equagdo, temos a probabilidade dependente de N + 1. Vamos
multiplicar 2V por z/z e escrever N = N + 1 (com N =0 — N’ = 1), assim teremos a

funcao geradora P(k, z), exceto pelo termo P(x, N = 0). Ou seja,

1 i AV i e**P(z, N') = i[P(k:,z) — P(k,0)], (2.86)

“ N'=1 r=—00

da mesma maneira, no lado direito temos uma diferenga causada pela presenca de z — 1

e x + 1. Que compensamos multiplicando o fator e** por e=#* /e~ ¢ de mesmo modo

é ke [eikz além de escrever § =z — 1 e ¢ = x + 1. Ou seja,

multiplicamos e~*? por e

> >

r=—00 N=0

p i q
—[z"e MPo, N)| + ok

e—

(e Po, N} = (e + g NPk, 2), (287)
finalmente, utilizando esses dois resultados, vamos ter:

P(k,2) — P(k,0) = z(pe™ + qe )P (k, 2) = 2u(k)P(k, 2), (2.88)

onde, u(k) = pe?* + ge=* é a transformada de Fourier da probabilidade de que um
caminhante aleatorio realize saltos para os sitios vizinhos. A condigao inicial de uma
particula inicialmente na origem garante, P(x, N = 0) = J, 0, e a transformada conjunta

de Fourier e a fungao geratriz da distribuigao de probabilidade torna-se [34]

1

Pk, z) = T 2a(h)

(2.89)

Podemos reconstruir a distribuigdo de probabilidade original invertendo essas transforma-
¢oes. A transformada inversa de Fourier é
1

" or

P(z, N) f e~y ()N dk, (2.90)
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para resolver a integral, escrevemos u(k)" em série binomial,

N
’ 27 = \m ' '

O tnico termo que sobrevive a integracao é m = (N + z)/2, em udltima analise, leva a

distribui¢do de probabilidade binomial cldssica de uma caminhada aleatéria discreta [34]:

P(x,N) :mp 2q 7. (2.92)

Finalmente, usando a aproximacao de Stirling?, este binémio se aproxima da distribuicdo

de probabilidade Gaussiana no limite de tempo longo [34],

1 l—(x—Np)Q]‘

N) = ——
Plw, N) 27 Npq exp 2Npq

(2.93)

O teorema central do limite afirma, que uma distribui¢ao gaussiana surge para
qualquer processo de salto em que o deslocamento médio (x) e o deslocamento médio
quadrado (z?) em uma tnica etapa da caminhada sdo finitos. Quando (z) e (x?) sdo ambos
finitos, u(k) pode ser representado em série, e ao substituir na transformada de Fourier
inversa, obtemos uma forma gaussiana para a distribuicao de probabilidade de um processo

geral de salto ndo singular [34]:

1 —(z — (2))*
P(x,N) — N ) exp [ N (2% ] . (2.94)

Nessa subsecao abordamos a construcao de um caminhante aleatério restrito ao
deslocamento horizontal para os vizinhos mais proximos, e como a transformada de Fourier
pode ser 1til para determinagao das probabilidades de ocupacao. Na subsecao anterior,
abordamos como a probabilidade de primeira passagem se relaciona com as probabilidades
de ocupagao, sendo assim, a metodologia abordada aqui é uma exemplificagao de como
podemos determinar a probabilidade de ocupacao e consequentemente a probabilidade de

primeira passagem.

2.5 Relagao de incerteza da termodinamica

A estatistica fora de equilibrio vem sendo amplamente utilizada para estudos em
escalar molecular. Dentre as diversas contribuigoes, uma vem se destacando, o teorema de
flutuagao, este importante resultado mostrou a utilidade de atribuir uma interpretacao
termodindmica a realizagdes inicas de um processo fora do equilibrio [48]. Tal teorema

possibilitou a formacao da teoria da termodinamica estocéstica, que foi desenvolvida para

2 A aproximacao de Stirling é assim batizada como homenagem ao mateméatico James Stirling. Trate-se

. ~ .« . . n
de uma aproximacao para fatoriais, que pode ser escrita na forma Inn! ~ nlnn—n ou n! ~ v27wn (%) .
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descrever a termodindmica de nao equilibrio para pequenos sistemas estocasticos, como

motores moleculares, enzimas e nanomaquinas [49-55].

Na secao (2.4), vimos a importancia dos processos de primeira passagem, e a
motivagao em determinar o tempo de primeira passagem (TPP). As agitagoes térmicas
tornam os TPPs aleatorios e muitos estudos tém sido direcionado para determinar suas
estatisticas governantes, uma em particular, é a magnitude relativa das flutuacgées do
TPP em torno de seu valor médio [56]. Um dos principais resultados da termodindmica
estocdstica ¢é a relagdo de incerteza da termodindmica (RIT) [48,56]. Descrito pela primeira
vez por Barato e Seifert [57], o RIT afirma que as flutuagoes normalizadas de correntes sao
limitadas por baixo pelo inverso da produgao de entropia [48,56]. Até entao, os trabalhos
sobre RIT limitavam-se a uma abordavam para sistemas em estado estacionario, porém, em
processos de primeira passagem, o interesse principal é a dindmica transitéria. Entao Pal,
Reuveni e Rahav utilizaram a RIT para estudar sistemas com transigoes unidirecionais [48]

e posteriormente, derivaram para o TPP de uma cadeia de Markov [56].

Aqui nos limitaremos a entender a abordagem da RIT para uma cadeia de Markov,
essa abordagem é mais objetiva e suficiente para a nossa aplicagdo. Assim, vamos definir
a RIT para TPP considerando diretamente as realizagoes estocasticas do processo de
salto markoviano feitos em [56]. Ressalta-se que o TPP é obtido atavés da metodologia

apresentada na se¢ao (3.2), aqui nos limitaremos a evidenciar a ligacdo entre TPP e a

RIT.

Vamos supor uma cadeia de Markov como a descrita na figura (5) da segao (3.2).
Essa cadeia permite diversas transi¢oes bidirecionais, ou seja, se ocorre uma transi¢ao de
S para S,, é permitido a transicdo inversa, e assim sucessivamente. Porém, nessa cadeia
existe um estado absorvedor Sy, que impede transi¢oes inversas, a esse tipo de transicao

irreversivel, denominaremos de transicao unidirecional.

Uma transicao de &7 para Sy leva um tempo t1, e uma transicao Sy para S3 leva
um tempo ty e assim por diante. Assim, todas as transi¢oes tem uma duragdo T e é
obtido atribuindo a cada transicao sua densidade de probabilidade. Agora, vamos definir o

funcional
N-1

Tw) = > nlwl, (2.95)

i=1
onde 7;[w] é o tempo total em que a transigdo w passou no sitio ¢ durante todo o tempo
de observacao T'. Se o estado absorvente Sy é alcancado em uma transigdo w, entao 7'[w]

serd o tempo de primeira passagem [56].

A probabilidade de sobrevivéncia para esse sistema, ou seja, a probabilidade do

estado absorvedor nao ter sido atingido é obviamente

N-1

S(t)= Y Pilt), (2.96)

i=1
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P;(t) é a probabilidade de ocupagao do sitio ¢ no tempo ¢. Nao confundir a probabilidade de
sobrevivéncia S(t) com os sitios S; da cadeia visto na figura (5)! A variancia do funcional

T'[w] é calculada em termos da probabilidade de sobrevivéncia pela expressao [48]
var(T[w]) = S(t)[1 — S(t)]. (2.97)

Ja a RIT para o TPP pode ser obtida através de uma desigualdade para processos de

salto markoviano em sistemas com transigoes unidirecionais [48], que assume a forma

Varw[T(w)] > [TS(T) _ fOT S(t)dtP

T T B ven(t) + Jumilt))dt’ (2.98)

onde a probabilidade de sobrevivéncia é dada pela equagao (2.96) acima. Como previ-
amente comentado, podemos ter dois conjuntos de transi¢oes, o conjunto de transigoes
unidirecionais E; e o conjunto de transi¢oes bidirecionais Ey. O conjunto de transigoes
bidirecional deve ter uma contraparte invertida que também pertence a FE5. Portanto,
se (i — j) € Ey, entao (j — i) € E,. Nao existe restrigdo nas transi¢oes unidirecionais
do conjunto Fi, ja que, nao existe contraparte para essas transi¢oes. Na termodinamica
estocastica, todas as transi¢oes sao frequentemente consideradas bidirecionais devido a
microreversibilidade [56]. Entao, a contribuicao das transigoes bidirecionais, ou seja, o

primeiro termo do denominador da equagao (2.98) é

1 K P(t
)= Y UGB - Ky B0 et (2.99)
(j—1i)EEy KZJP](t)
que é a taxa de producao de entropia de transicoes bidirecionais. A contribuicao das

transi¢oes unidirecionais é

Junit) = > KiPi(t), (2.100)

(j—)i)EEl

que expressa seu fluxo [56].

Para finalizar a derivagdo do limite do TPP, vamos avaliar a equagao (2.98) no
limite de 7 — oo. A integral por partes de fOT S(t)dt é

T T dS(t
/ S(t)dt = TS(T) — / 1450 4, (2.101)

0 0 dt
como a probabilidade de sobrevivéncia é S(t) = 1 — F(t), onde F(t) é a probabilidade
de primeira passagem, entao %&t) = —f(t), em que f(t) é a densidade de probabilidade

do tempo de primeira passagem. Definindo (T') = limy_,o fy tf(t)dt, temos [ S(t)dt =
TS(T) + (T), entao a expressao (2.98) se reduz a

1
CV? > — ,
b dt[%arev(w + Juni(t)]

(2.102)

onde CV? = Var(T)/(T)? é conhecido como coeficiente de variagio ou pardmetro de

aleatoriedade do TPP, esse é o principal resultado obtido em [56]. A expressdo mostra
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que a variagao do TPP é limitado por baixo por uma expressao que combina a producao
de entropia das transi¢oes em FEj e os fluxos das transi¢coes em FE;. Podemos tratar as
transi¢oes bidirecionais como tais ou como unidirecional, e essa caracteristica fornece dois

tipos de limites.

Limite entrépico. E obtido quando todas as transicoes bidirecionais sdo tratadas como
tal e colocadas no grupo E,. As demais transi¢coes sao aquelas que levam ao sitio
absorvente Sy. Nesse caso, o fluxo unidirecional J,,;(t) da equagao (2.100) reduz
a densidade de tempo de primeira passagem f(t) cuja [;° dtJm:(t) = 1 [56]. A

producao de entropia

wall / 10,0 (). (2.103)
0
Entao, o limite entrépico é entao dada por
cvis o (2.104)
- 1Zall + 1 ’

Tev

Limite cinético. O limite cinético é obtido quando todas as transigcoes reversiveis, sao

tratadas como pares de transigoes irreversiveis (unidirecionais) e colocadas no con-

junto E;. A producdo de entropia reversivel desaparece. Em contraste, 2. ¢ o fluxo
integrado de todas as transigoes [56]
yall / At () = / dtK,; Py(t), (2.105)
]—>Z
que ¢é equivalente ao niimero esperado de transi¢oes. Neste caso o limite cinético é
dado por
1
2
cv=> Zall . (2.106)

uni

As equagoes (2.97), (2.104) e (2.106) sao as expressoes que estamos interessados.
As desigualdades das equacoes para o limite cinético e entrépico indicam que esses limites
nao podem superar a variancia. Neste trabalho determinaremos o comportamento da RIT

para o problema que iremos propor e verificaremos se nao ocorrera violacdo da RIT.
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3 Mecanica estocastica e formalismo do

espaco de Fock

Em 1932, Vladimir Fock em artigo intitulado “Espaco de configuracao e segunda
quantizacao”! [58] mostrou pela primeira vez a possibilidade da construgao de um espago
vetorial a partir de varios espacos de Hilbert, onde a equacao de Schrodinger pode ser
representada em termos de operadores de segunda quantizagao em um espago de niimero

de ocupagao (espago Hilbert). Este espago intitulamos de “espago de Fock”.

Trabalhos publicados durante a década de 1970, demonstraram que a equagao
mestra (2.71) pode ser reformulada como uma equacao de Schrodinger dentro do espago
de Fock. Essa descoberta, implica na possibilidade de utilizar as ferramentas matematicas
usualmente utilizadas na mecanica quantica em processos estocdsticos. Atualmente tais
ferramentas vém sendo bastante explorada em processos estocdsticos classicos, como
cinética quimica [59], difusdo com exclusdo de volume [46], modelo infectolégico [60] e voos
de Levy [61,62]. Nessa se¢do, iremos detalhar como o espago de Fock (usado na mecénica

quéntica) e suas ferramentas podem ser utilizados no estudo de sistemas estocésticos.

3.1 O formalismo do espaco de Fock

Em 1976, Masao Doi [24,25] mostrou a possibilidade de mapear a equa¢ao mestra
como uma equacao Schrodinger no espaco de Fock. Nesse ponto do trabalho, seguiremos o
procedimento adotado por Doi para realizar o mapeamento da equagao mestra dentro do
espago de Fock. Deste modo, os procedimentos realizados aqui, podem ser encontrados em

mais detalhes no artigo do autor [24].

Primeiramente, vamos considerar um sistema de N particulas idénticas, onde ¢; é
o conjunto de coordenadas especificando o estado de cada particula, ou seja, ¢; pode ser
a posi¢ao, momento ou outra coordenada. Consideremos uma funcao de distribuicao de
probabilidade escrita como f™)(qy, qo, ..., qn;t) = fP)(g"; 1), a sua diferencial ser4,

5/ V@t = U (), (3.1)
onde, UN) & o operador evolucao. Para cada particula temos um estado, ou seja, (1,2, ..., N) —
(q1, G2, .., qn) = ¢V, e a i-ésima particula é localizada em ¢; (i = 1,2, ..., N). Estamos tra-
tando de particulas idénticas, entdo nao precisamos distinguir os estados, e a normalizacao
sera dada por

[ s git) = 1. (32)

O titulo original do artigo é: “ Konfigurationsraum und zweite Quantelung”.

1



Capitulo 3. Mecanica estocdstica e formalismo do espago de Fock 36

O célculo do valor médio de alguma quantidade fisica é obtida por meio de
Aty = [ g™ A(@™) ™ (a":1). (3.3)

Sendo F™)(¢";t) a probabilidade de encontrar o sistema no estado ¢V, o termo

FM (gN: 1) se relaciona com f™)(¢";t) por meio de

FM(qVst) =" (s ), (3.4)

a soma é feita sobre todas as permutacoes de ¢;. Nesse caso, estamos contando N! vezes
cada estado, pois, sdo idénticos ¢ = (q1, ¢z, ..., qn) = (¢2,q1, .-, qn) = .... Essa contagem
repetida ¢é evitada se a integracao for tomada sob a condicdo ¢; < ¢ < ... < qy. Entao a

normalizagao sera
/ dg" F™N (g™ t) = 1, (3.5)
q1<q2<...<gn

como forma de minimizar a notacdo, escrevemos a integral fq

dg"™ como [dQY,

1<5¢2<...<gn

1
I i =y [ i = | a2 56)
01<g2<..<qn N!

e teremos a normalizacao dada por

ou seja

/ dQNF™ (V1) = 1. (3.7)

Se o niumero de particulas nao for fixo, ocorrera a necessidade de definir uma
funcao de probabilidade para cada particula, formando um conjunto do tipo F(t) =
{FO (g% t), FD(¢";t),...}. Agora a normalizacdo contaria com uma soma sobre cada

funcao de probabilidade desse conjunto
> /dQNF(N)(qN;t) =1, (3.8)
N=0

sendo esta a forma mais geral para a normalizacao. Podemos também generalizar a média

para esse conjunto de fungoes de probabilidade, sendo
Aty = Y- [d@¥ A (@) PN (gVs 1), (3.9)
N=0

3.1.1 Segunda quantizacao

Nessa segunda etapa, vamos utilizar a segunda quantizacao. Considerando um

estado quantico descrito por |F(t))

F0) = 3 [dQFO G 0)]Y), .10
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onde ‘qN> = |q1, @2, -, qn) = a'(q1)a’(g2)...a’(gn) |0), em que a'(q) e a(q) sdo os operadores
criacao e aniquilagao, respectivamente, que obedecem as seguintes regras de comutagao

la(g),a’(¢)] =d(g—q),  lalg)a(d)] = [a'(q),a(¢)] =0, (3.11)

o vetor |0) = |0,0,...,0) é conhecido como o estado do vacuo e atende as seguintes
condigoes:

a(q) [0) =0, (0a'(q) =0, (3.12)

podemos definir as seguintes identidades,

(qlg') = 0(q —q'), (3.13)

/N/>_(SNN/ Z H _Qz (314)

perm q; i=1

(a"

onde, o somatorio age sobre todas as permutacoes de ¢;. As relagoes definem a condicao

de ortonormalidade dos vetores de base.

Utilizando a relagao da equacao (3.14) no estado quantico definido pela equagao
(3.10) obtemos
(¢V[F () = F™(g";1), (3.15)

as equagoes (3.10) e (3.15) indicam que existe uma correspondéncia entre o conjunto
de funcdes de probabilidades FN) = {FO F1) 1 e o estado quantico |F). Nao hé
necessidade de I’ ser uma funcao de distribuicao, podendo ser apenas um conjunto geral

de fungoes, desde que suas componentes sejam fungoes simétricas [24].

Agora, vamos considerar um operador linear A que transforma F' = {F o}
em Fy = {F(O), FIE‘ , ...}, ou seja, Fq = AF. E vamos introduzir um operador quantlco A

tal que |Fy) = A|F), que equivale a
FM(qY) = (¢"| AIF), (3.16)

para qualquer |F'). Para sistema de particulas idénticas, podemos reescrever como

FM(gY) = AN (gV)FMN (M), (3.17)
com
N
AN (gN) = S Ailg)+ D> Asla,qp) + - (3.18)
i=1 1<i<j<N

onde A;(¢;) e (As(q,q;)) sdo operadores lineares que depende somente de ¢; (ou g;).

Podemos definir o operador quantico como A = A; + Ay + ..., com
A = /dan VA1(q)a(q),
=3 / dg / dq'a*(q)a’(¢') As(q, ¢ )alq)a(d’),
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que sao equagoes da teoria quantica de campos. Doi mostra em seu trabalho que utilizando

as relacdes de vacuo e comutacio dos operadores, é possivel obter A; |F) = |Fy,).

Dando continuidade, vamos introduzir os seguintes estados

o) =exp (a [ dga' (@) 10), (ol = (Olexp (a [ daalq) ). (3.19)

em que « é um numero real, que atende as seguintes propriedades,

a(q) la) = ala), (ald'(q) = afal. (3.20)

H& um caso particular que é muito importante, o estado | = 1). O produto escalar com

|F') resulta em
(@ = 1|F) = (0] exp (/ dga(q ) IF), (3.21)

usando a equagdo (3.15), teremos:
(a=1|F) = Z N /dq NF) =Y /dQNF(N)(qN). (3.22)
N=0

ou seja, (1]...) & S [dQV.... Nesse caso especial a equagao (3.20) nos fornece (1|a'(q) =
(1| e aplicando na fungao de distribuigao F'(t) dado por (3.10), identificamos a normalizagao
[63]

(1|1F(t)) = 1. (3.23)

Vamos determinar o valor médio de uma quantidade fisica A, expressa em termos

e (1]. O valor médio é dado por

A(t)

(| A|F () / AQVAN (") F ™ (q; 1), (3:24)

nessa expressao, vemos que a média de A(t) pode ser obtida por meio do formalismo de

segunda quantizacao.

Vimos que a relacdo (3.15) indica uma correspondéncia entre FV) e |F), e que a
média de uma grandeza fisica pode ser determinada tanto por uma formulacao de segunda
quantizagao (equagao (3.24)), quanto sem tal formalismo (equagao (3.3)). Desse modo,
podemos determinar uma expressao para a evolucao temporal no formalismo quantico.
Seja U o operador quantico associado ao operador de evolucio temporal U. A equacio

(3.1) tera um formato quantico do tipo [24]:
19) ~
5 1F) = —UIF®)), (3.25)

tendo como solucao:
|[F(t)) = exp(—Ut) |F(t = 0)), (3.26)



Capitulo 3. Mecanica estocdstica e formalismo do espago de Fock 39

onde |F(t =0)) é o estado quéntico inicial. A média (equacao (3.24)) pode ser escrita
como

At) = (1] Aexp(~Ut) |[F(t = 0)), (3.27)

onde os operadores A e U sdo construidos pela equacao (3.19) em termos de operadores de

segunda quantizacio, o que sugere escrevermos a média A (3.27) da seguinte forma [63]:

A(t)

(1| Ala', d] exp(—Z;{[aT, a]t) |F(t =0)). (3.28)

Nessa se¢ao, observamos que M. Doi partindo de uma equagao de evolugao temporal
da distribuicao de probabilidade, conseguiu descrever um sistema de muitas particulas
classicas utilizando os operadores de segunda quantizagao, tdo utilizados na mecanica
quéntica. Ressalta-se também, a necessidade de dar um destaque para a equagao (3.25).
Trata-se de uma equacao mestra e é notério a semelhanca da mesma com a equacao de
Schrodinger (com ik = 1), essa é uma indicagao de que o operador de evolugao temporal
quantico U trata-se de um operador Hamiltoniano. Na subsecio seguinte, vamos abordar
melhor essa semelhanca e explorar as possibilidades de uso dessa expressao no estudo de

sistemas estocésticos.

3.1.2 Aplicando o formalismo para sistemas de agao em massa

Suponhamos uma tipica reagao, que segue a lei de acao das massas. A reagao
contém N reagentes R;, produzindo M produtos P; e com constantes de taxa k., descrita

COmao:
N b+ M
=1 - =1

onde, r; e p; sao coeficientes estequiométricos. A probabilidade de encontrar o sistema em
um certo estado N(t) = [Ry(t), ..., Rn(t); P, ..., Py(t)] em um tempo ¢t é P(N,t) [59]. A

equagao mestra, definida pela equagao (2.71), para esse sistema é

OP(N, 1)

o = LTnnP(N' ) = T v PN, ) (3.30)

N/
como ja discutido anteriormente, Th'_ n ¢ a taxa de transicao entre os estados N’ e N, ja

Tn_n € o contrario.

Vamos definir uma configuragdo do sistema representado no espaco de Fock por
um produto direto dos espagos de Hilbert S; de cada substancia k na reagao quimica. Seja
S; um espaco de Hilbert definido como S; = {1, ..., N;}, onde N; é o nimero méaximo de
reagentes (R;) ou produtos (F;). Vamos definir um estado de configuracao do sistema
representado no espaco de Fock por um produto direto de S;, ou seja, F =51 Q... Q Sy,
onde k é cada espécie da reagao quimica. Um estado com s; (s; € S;) moléculas da espécie

i €{1,...,k}, ¢ um elemento do espago de Fock e pode ser representado na notagao de
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Dirac como |n) = |s1...5%), que caracteriza um estado puro de Fock. Podemos reescrever
a probabilidade P(N,t) em uma nova notagdo como P(n,t), e o tempo t do sistema
estocéstico pode ser totalmente caracterizado por meio de |W(t)), que é definido como a

soma linear dos estados puros de Fock [59],
U (1) =>_ P(nit)[n). (3.31)

Vamos introduzir os operadores de criacao e aniquilagao para cada espécie atuando

nos estados puros de Fock via

alln) = [s1..(si+1...s1)),
a;lny = silsi...(si —1)...s), (3.32)
alag|n) = s;|s1..8...5%),
que atendem as regras de comutacao [y, a}] = e |y, 4] = [aj, a}] = 0, apresentada na

subsecdo (3.1.1) [64,65]. E importante destacar, que os operadores aj € (; em Processos

estocasticos sao diferentes dos utilizados na mecanica quantica. Na mecanica quéntica, os
operadores criacao e aniquilacao geram os fatores \/n; + 1 e \/n;, respectivamente, que
multiplicam o estado quéntico [66], j& nos processos estocasticos esses fatores sao diferentes,

sendo 1 e n;, respectivamente [64,67).

Assim, a equagao mestra pode ser reformulada como uma equacao similar a equagao

de Schrodinger (por simplicidade chamaremos de eq. de Schrédinger), com ih = 1 [24,25,59],

01v(t))

o= —H(al, on, ..o, o) |T(2)) (3.33)

H ¢é um operador nao hermitiano e ndo tem dimensao de energia como na mecanica
quantica [66,68], assim para evitar confusdao, vamos denomina-lo de operador “quase
hamiltoniano”, por nao ter todas as propriedades do operador hamiltoniano da mecanica

quantica.

A definigao da equacao (3.33) é possivel, pois, M. Doi mostrou a possibilidade de
construcao de uma equagao mestra para o estado quantico (eq. (3.25)), e aqui descrevemos
essa expressao como uma equagao de Schrodinger (com i = 1). Essa possibilidade fica bem
evidente por meio do livro publicado por John Baez e Jacob Biamonte [64], nesse trabalho
os autores descrevem uma comparagao bem consistente entre a teoria de probabilidade e a
teoria quantica, demonstrando uma série de equivaléncias entre as duas teorias e assim
fortalecendo a afirmacédo que a equagao mestra no espago de Fock é uma equagao de

Schrodinger.

A solugao da equacao de Schrodinger (3.33) em termos de H é,

(1)) = exp(—H(a], a1, .., af, ax) ) [¥(0)) , (3.34)
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onde, |¥(0)) é a configuracao inicial.

O quase hamiltoniano H é convenientemente expresso como uma matriz, o que
exige mais cuidado para realizar o célculo analitico de e f*. Para calcular tal fator,
vamos expressar H na forma normal de Jordan, ou seja, J = Q"' HQ. O que implica em
H =QJQ !, onde Q e J sdo construidos pelos autovetores e autovalores da matriz H,
respectivamente. Assim, chegamos em exp[—(QJQ1)t], aplicando a metodologia presente

na apéndice (A) podemos reescrever como

exp(—Ht) = exp[~(QIQ )] = Qexp(—TH)Q ", (3.35)
o que torna a solugdo da equagao de Schrodinger como
[U(t) = Qexp(—=JH)Q™" [¥(0)), (3.36)

onde exp(—.J) é uma matriz diagonal da exponencial de cada autovalor de H, e @ é

construida pelos autovetores da mesma matriz.

Para problemas em que a dimensao de H torna-se significativamente grande, a
forma normal de Jordan nao pode ser utilizada. Nessas situagoes, calcularemos exp(—Ht)

numericamente.

3.1.3 Exemplo: uma simples cinética quimica

Nessa secao, exemplificamos como a equagao mestra escrita em termos de operadores
de segunda quantizagao pode ser utilizado. Como exemplo, vamos considerar a seguinte
reacao quimica:

k
A— B,
onde, a molécula A se transforma em B com uma taxa k. Essa é a rea¢ao mais simples que

podemos tratar e é perfeita para ilustrar o procedimento que sera utilizado nesse trabalho.

Vamos escrever a equagao mestra que descreve a reagao quimica, para isso, vamos
analisar os termos de ganhos e perdas da probabilidade P(n4,np;t). Iniciando com uma
configuragdo n = (n4 + 1,np — 1), o termo de ganho na probabilidade ocorre quando uma
molécula A decai em B gerando n = (na,npg), € o termo de perda é atribuido a transi¢do

de A para B que nao fornega uma configuracao n = (na,ng), ou seja

d
&P(nA,nB;t) =k(na+1)P(na+ 1,ng —1;t) — knaP(na,np;t), (3.37)
definindo o vetor de estado como:
|U(t)) = > P(na,np;t)|na,np), (3.38)
na,nMB

derivando em ¢, e usando a equagao mestra (3.37), temos:

DY) S~ kg 1)P(na+ Ling — 1:6) — knaP(na,ng:t) [nans), (3.39)

dt namp
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utilizando os operadores de segunda quantizacao, podemos escrever

(na+1)|na,ng) = blalns+1,ng—1), (3.40)

nalna,ng) = alalna,ng), (3.41)

onde a e a' sdo os operadores aniquilacdo e criacdo da molécula A e b' é o operador

criacdo da molécula B. A equacdo mestra sera:

d|W(t
| di ) = Z kblaP(ns+ 1,np — 1;t) |na+ 1,np — 1) — ka'aP(na, np;t) |na,ng),
na,NpB
(3.42)
por fim, usando a definicdo do vetor de estado, teremos:
d|U(t
YO hot — ahalw(e) = B [w(). (3.43)

onde H é o operador quase hamiltoniano que descreve a reacao quimica. Explicitamente:
H = —k(b' — al)a, (3.44)

destaca-se que o primeiro termo b'a descreve a dindmica da reacdo, pois, uma molécula
de A é destruida e é criada uma molécula de B. O segundo termo a'a = n4 é o operador
nimero que atua como termo de correcao, e surge como consequéncia dos termos de
perda da probabilidade P(na,np;t) da equacao (3.37). O termo de corregao garante a
conservagao da probabilidade no tempo [64,67].

Vamos considerar o caso mais simples, quando a reagao inicia com apenas Ny =1

e Ng = 0. Precisamos definir os estados de ocupagao possiveis, para isso vamos utilizar

a lei de conservacao, ja que, Ny + N = N4, (Ny4, é a quantidade inicial de moléculas

de A). Como temos apenas Ny = 0, 1 entdo teremos Np = 1,0. Escrevemos as possiveis

configuragoes do sistema no formalismo de Dirac |) = |[N4Np), as configuragoes possiveis
Sa0:

1) = [10) 2) = Jo1). (3.45)

ou seja, no inicio da reacgdo temos apenas a molécula A, logo |1) = |10). Quando a molécula

A decai, forma-se a molécula B, descrita como |2) = |01).

Escrevemos H na forma matricial calculando os elementos de matriz H;; = (i| H |j),

. (<1|H|1> <1|H|2>>’ (3.46)
2(H 1) (2[H2)

aplicamos o operador H dado pela equacao (3.44) em cada estado, utilizando as regras

ou seja,

para os operadores de segunda quantizagao definidos na equacao (3.33), e utilizando a

defini¢do de ortonormalidade (i|j) = d;;. Obtemos:

E 0
(59 o
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A matriz H é conhecida como matriz estocastica e possui algumas propriedades que
podemos verificar de forma imediata. A soma dos elementos das colunas ¢ nula -, H; ; = 0.
A diagonal principal da matriz tem sinal invertido. O determinante é nulo det(H) =0 e
como consequéncia a matriz nao possui inversa. Essas propriedades sao importantes, pois,
trazem um indicativo que nossa formulagao matematica do problema estd no caminho

correto.

Com a forma matricial de H, podemos determinar a solu¢ao da equagdao de Schro-
dinger (eq. (3.34)),
[T (t)) = e~ [T(0)), (3.48)

utilizando a forma normal de Jordan (eq. (3.35)),

[T (t)) = Qexp(—Jt)Q™" [¥(0)), (3.49)

para definir as matrizes () e J, vamos inicialmente determinar os autovalores e autovetores.

O polinémio caracteristico é

PN = A — k), (3.50)
logo os autovalores serdao A\; = 0 e Ay = k. E os autovetores v; = {0,1} e vy = {—1,1}.

Através dos autovalores determinamos exp(—Jt):

e~ Mt 0 1 0
exp(—Jt) = ( 0 eAQt) = (0 ekt> . (3.51)

A matriz () é construida utilizando os autovetores como colunas:

0 -1
= . 3.92
Q (1 1 ) 352
Fazendo as multiplicagdes @ exp(—Jt)Q ™! vamos ter,
e M0
() = W (0)) (3.53)

1—e ¥k 1

onde |¥(0)) é o estado inicial representado por uma matriz coluna, sendo assim, |¥(t))
serd uma matriz coluna. A solucao |W(¢)) é uma combinagao linear dos estados puros de
Fock, ou seja, [¥(t)) = P(1,0;t)|1) + P(0,1;t) |2), e assim vamos ter

P(1,0;t) = e ¥, (3.54)
P0,1;t) =1 —e ¥, (3.55)

onde facilmente notamos que P(1,0;t) + P(0, 1;¢) = 1, respeitando a teoria de probabili-
dade.
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Todos os momentos podem ser calculados por meio de

() = 3" aiP(na,np;t), (3.56)

na,MB

onde | > 0, @ é a molécula (o € {A, B}) e o; é a quantidade de moléculas no estado i
(ou seja o € {na,,np,}) [59]. Como estamos analisando o caso mais simples (a! = 0,1) o

primeiro (média) e segundo momento para as substancias A e B, sera:
(A) = (A%) =™, (3.57)

(B = (B*) =1—¢ ", (3.58)

As expressoes acima, descrevem o comportamento médio das substancias A e B em funcao
do tempo. Com muita facilidade, podemos entender o comportamento da reacao. Em t = 0,
(A) =1 e (B) =0, indicando que nesse tempo, ainda nao houve formacao da molécula
de B. Para tempos suficientemente grande (t — 00), (4) =0 e (B) = 1, indicando que a
molécula A decaiu em B. E visivel que a constante de taxa k influéncia no comportamento
dessa reagao. A figura a seguir (3), ilustra o comportamento médio dessas moléculas para
diferentes valores de k. Para k maiores, a formacao de B e decaimento de A ocorrem de

forma mais rapida.

1.0

]
-

0.8 k

0.6

0.2 k=1

0.0
Figura 3 — Quantidades médias de moléculas de A e B em fungéo do tempo t.

Para situagoes em que a quantidade inicial de moléculas é maior, a dimensao da
matriz H aumenta, pois, a dimensao da matriz esta diretamente ligado as quantidades
de estados possiveis. Essas situagoes serao exploradas nesse trabalho, e nos casos onde
a obtencao da forma normal de Jordan for proibitivamente complexa do ponto de vista

H

algébrico, o calculo de e ! serd realizado numericamente.

3.2 Tempo de primeira passagem no formalismo de Fock

Para ilustrar como podemos obter o tempo de primeira passagem (TPP) no
formalismo do espaco de Fock, vamos utilizar um exemplo ja bastante conhecido, o

caminhante aleatério!
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Suponhamos uma particula confinada a um movimento horizontal e aleatoério,
restrita a uma regiao descrita pela figura (4). A particula se desloca livremente entre
os sitios S e Sy com constantes de taxas k, e k;. Ja o sitio S3 é um estado absorvedor,
portanto, se a particula transitar para esse sitio, estara confinada em Ss; para sempre.
A pergunta do nosso interesse é: quanto tempo levard para a particula chegar ao sitio

absorvedor?

ki

Figura 4 — Esquema ilustrando um conjunto de 3 sitios, em que uma particula pode transitar
aleatoriamente. As constantes k, e k; estdo relacionadas aos saltos unitarios para
direita e esquerda respectivamente, e a constante k, diz respeito a transi¢do para o
estado absorvedor. S; é a denominacao do sitio.

Para responder esse questionamento precisamos determinar o probabilidade do
TPP. Sem duvidas, sabemos que a probabilidade da particula nao ter sido absorvida é

descrito por

7)(77 75 83, t) = 7)(81, t) + P(SQ, t), (359)

onde, P(S;,t) é a probabilidade da particula estar no sitio S; no instante de tempo
t. P(n # Ss,t) é também conhecida como probabilidade de sobrevivéncia. A teoria
de probabilidade nos permite admitir que P(Ss,t) = 1 — P(n # Ss,t), e levando em
consideracao o fato de que estamos trabalhando com uma tnica particula, podemos
admitir que a probabilidade de TPP é:

F(t) =1—="P(n# Ss,1), (3.60)

as probabilidades de ocupacao P(S1,t) e P(Ss, t) sao obtidos através da solugao da equagao
de Schrodinger.

A distribuicao de probabilidade do tempo de primeira passagem é

1) =220 = 2 (2 5,1, 361

mas podemos nos deparar com casos mais complexos, entao vamos definir uma generalizacao

para esses processos.

3.2.1 Generalizagao

Ora, até aqui o formalismo de Fock foi utilizado apenas para determinar as pro-

babilidades de ocupacao e por meio dela definir F(t), mas podemos explorar ainda mais
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essas ferramentas. Para isso vamos considerar o caso mais geral. Suponhamos que a tnica

particula agora estd confinada em uma regiao de N sitios, descrita pela figura (5).

ke kr ky

/\/\/\/\/\
O, O, O, *++ O, O=%
AN

Figura 5 — Esquema ilustrando um conjunto de N sitios em que uma particula pode transitar
aleatoriamente. As constantes k, e k; estdo relacionadas aos saltos unitarios para
direita e esquerda respectivamente, a constante k, diz respeito a transicdo para o
estado absorvedor.

O,

N-1

Neste novo caso, Sy € o sitio absorvedor, e ha N — 1 sitios onde a particula pode
transitar livremente. Desse modo, temos N — 1 probabilidades da particula nao ter sido
absorvida. Seguindo o roteiro para o caso mais simples, a probabilidade de primeira
passagem pode ser determinada pelas probabilidades de ocupagao, vide a se¢ao (2.4.1).
Assim, a probabilidade de encontrar o sistema em um estado nao absorvente no tempo ¢,

e assim a particula nao ter sido absorvida até o tempo ¢, é dada por [46],

P(n & navs,t) = > (nle” " [W(0)), (3.62)

n#nabs

em que, e~ 2t |¥(0)) resulta nas probabilidades de ocupacio (como ja discutido). A soma
sobre todos os estados nao absorventes (1 &€ 74s), garante que nao estamos somando
a probabilidade de ocupacao do estado absorvedor. Note que essa expressao descreve
exatamente o que fizemos para o caso mais simples, a equacao (3.59). Sendo T" a varidvel
aleatéria para o tempo de primeira passagem de qualquer particula, a probabilidade de

que o tempo de absorgao seja T' < t é dada por [46],
P(T<t)=1— > (ne " 0(0)) := F(t). (3.63)
NFNabs

Portanto, a distribuigdo de probabilidade do tempo de primeira absorcao é [46, 69

sy =220 - 8 5 e woy, (3.64)

n#nabs

e todos os momentos da distribuicao do TPP podem ser calculados através da integral

(T = / tF(t)dt, (3.65)
0
para [ = 1 temos o tempo médio de primeira passagem (TMPP).

Ok, temos a probabilidade de primeira passagem descrita no espago de Fock,

mas, podemos ir além e explorar uma generalizacao ainda maior para a distribuicao de
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probabilidade de primeira passagem (eq. (3.64)). No exemplo aqui explorado, F(t) é a
probabilidade de primeira absor¢ao, e sabemos que a densidade de probabilidade é a sua
derivada, portanto, f(¢) é uma equacao mestra. Para ficar mais claro, vamos escrever a
probabilidade de ocupagao do sitio Sy utilizando a equagdo mestra (2.71),
OP(Sn,t)
ot

observe que nao temos somatorio, pois, s6 hd um unico estado decaindo em Sy (ver figura

=Tsy sy P(Sn-1,t), (3.66)

(5)), além disso, o termo negativo é nulo, pois, o sitio Sy é absorvedor e logo nao existe
transi¢oes a partir dele. Verificando a figura (5), é possivel observar que Ts,_, sy = ko €
lembrando que F(t) = P(Sn,t), a densidade de probabilidade de um sistema de N sitios

com um estado absorvedor é simplesmente
f(t) = kaP(Sn-1,1), (3.67)

portanto, a distribuicdo de TPP é apenas a constante de transi¢ao para o estado absorvedor
vezes a probabilidade da particula estd imediatamente no estado anterior ao estado
absorvedor no instante de tempo t. Essa caracteristica ja foi reportada em trabalhos sobre
processos estocasticos [39,56,70]. Para um conjunto de particulas transitando nessa cadeia,
uma expressao similar a essa pode ser obtida considerando uma soma entre todas as

configuragoes nao absorvedoras que se conectam com as absorvedoras.

Por fim, podemos supor que existe varios estados imediatamente anteriores que
estao conectados ao absorvedor. E assim, chegamos a forma mais geral possivel para

determinar a densidade de probabilidade de primeira passagem,
ft) = ZTnp%na (1p| e [¥(0)), (3.68)
lp

onde 7, sao todos os estados absorvedores e 7, todos sitios imediatamente anteriores aos
absorvedores. Essa é uma forma alternativa e mais geral a descrita por Arnab Pal [56].
Essa equacao compacta, mostra-se muito 1til em situagoes onde a dimensionalidade do
sistema ainda permite a obten¢ao de uma expressao analitica para distribuicao de primeira

passagem.

Tanto a forma da densidade de primeira passagem descrita pela equagao (3.64) como
a expressa pela equacao (3.68) serdo amplamente utilizadas nesse trabalho e mostram como
o formalismo de Fock pode ser aplicado nos processos de primeira passagem, enriquecendo

ainda mais os estudos de processos estocasticos.

3.3 Implementacao do Python para o espaco de Fock

Neste trabalho buscamos uma metodologia que nao necessita-se do uso de softwares

pagos. A linguagem de programacao Python, com uma vasta quantidade de bibliotecas
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atendeu as nossas necessidades. Necessitamos de uma biblioteca que ofereca ferramentas de
calculo simbdlico para que seja possivel a aplicacao dos operadores de segunda quantizacao,
e o SymPy cumpre essa necessidade. SymPy é uma biblioteca, escrita inteiramente em
Python, para matematica simbdlica, com o objetivo de se tornar um sistema de algebra
computacional completo, mantendo o c6digo o mais simples possivel para ser compreensivel
e facilmente extensivel [71]. Entre as diversas ferramentas oferecidas pelo SymPy, a principal
e mais utilizada nesse trabalho, é o pacote Second Quantization [72], que nos permite

construir estados |n) e aplicar operadores de segunda quantizacdo nesses estados.

Nessa secao, vamos realizar uma breve discussao de como implementamos nossos
c6digos em Python e reportar adaptacoes que foram necessarias ao utilizar a biblioteca
SymPy. Ressalta-se que a intencao nao é explicar como foram obtidas as médias, variancias e
outras grandezas de nosso interesse (isso, discutiremos nas apéndices), mas sim, demonstrar
como o Python pode ser 1til em estudos estocasticos com a abordagem do espaco de Fock.
Como ja discutido, precisamos escrever o quase hamiltoniano em termos dos operadores
de segunda quantizacao e em seguida determinar sua forma matricial H, e é para definir
H como fungao dos operadores, que utilizamos o pacote de segunda quantiza¢ao do SymPy,
porém, durante essa implementagao encontramos 3 limitacoes que dificultaram o nosso

trabalho, que serao discutidos a seguir.

A primeira adaptagdo. Os operadores de segunda quantizagao presentes na biblioteca
SymPy, sao os classicos operadores da mecanica quantica, que quando aplicados a um
estado quantico geram os fatores /n; e v/n; + 1, respectivamente, para os operadores
aniquilacao e criagdo. Como estamos interessados nos operadores estocasticos (3.33), foi
necessario efetuar algumas alteracoes no codigo fonte. Essas alteragoes estao comentadas

em detalhes no apéndice (B).

A sequnda adaptagdo. A inexisténcia do operador niimero na biblioteca SymPy. A
auséncia de tal operador, implica na necessidade de efetuar a aplicacdo de um operador
aniquilacao seguido pela aplicacao de um operador criacao. Essa operacao demanda
mais tempo computacional, além de contribuir para o aumento de linhas do codigo.
Para contornar essas dificuldades, construimos um operador niimero para facilitar as

implementagoes. O apéndice (C) discute tal construcao.

A terceira adaptagdo. A impossibilidade da aplicacao de dois operadores em um
estado |n) com n > 2. Para facilitar o entendimento vamos supor o seguinte estado
afale) (e > 2), a aplicacdo do primeiro operador resulta em af(c|c — 1)). Naturalmente,
a constante (c) deveria comutar e a operacio ficaria ca' |c — 1), e assim o operador criacio
seria aplicado somente ao estado |¢ — 1), mas essa comutag¢ao nao ocorre, e assim fica

impossivel a operagao sobre esse estado. A solugao do problema esta descrita no apéndice
(D).

Destaca-se que pode ocorrer outros erros que nao foram identificados nesse trabalho,
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mas, os problemas identificados foram resolvidos e reportados nos apéndices desse trabalho,
assim evitando que outros pesquisadores esbarrem nos mesmos problemas. Com a corregao
desses problemas, podemos construir o quase hamiltoniano H em termos de operadores de
segunda quantizagao e em seguida obter seu formato matricial, realizando exatamente o
mesmo procedimento da subsecao (3.1.3). Com posse de H, ndo hé mais motivacao para
a utilizacao de calculo simbdlico, entao podemos partir para um tratamento puramente

Ht ytilizamos a biblioteca SciPy, que oferece uma

numeérico. Entao, para o calculo de e~
Otima ferramenta para o calculo numérico de exponenciais matriciais, por meio do algoritmo
de Higham [73]. Com as probabilidades obtidas, sé realizamos célculos relativamente
simples, que sao efetuados por meio da biblioteca NumPy. E por fim, os graficos foram

plotados com a utilizagdo da ferramenta grafica mais famosa do Python, o Matplotlib.

No apéndice (E), apresentamos um fluxograma que descreve passo a passo o
algoritmo utilizado nesse trabalho para a obtenc¢ao dos resultados. O Python, mesmo com
as limitagoes identificadas, demonstrou-se uma ferramenta poderosa para o estudo de
processos estocasticos com a abordagem do espaco de Fock e assim, se apresenta como uma
boa opcao para pesquisadores que nao tem acesso a softwares que oferecem ferramentas

para calculos simbodlicos como Maple e Mathematica.
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4 Cinética de Michaelis-Menten com ini-

bidor

Este capitulo é dedicado aos resultados obtidos para a cinética quimica de Michaelis-
Menten com inibidor. Vamos inicialmente apresentar os resultados para o caso mais simples,
caso em que temos a menor quantidade de reagentes para que a reagdo possa ocorrer e em

seguida abordamos a situagao com mais reagentes.

4.1 A cinética de Michaelis-Menten

Em 1902, Brown [74] prop6s um mecanismo enzimético para a invertase (uma
enzima), estimulando a clivagem (divisdo) da sacarose em glicose e frutose. O fisico-quimico
Henri foi um critico do modelo de ag¢ao enzimatica de Brown alegando que ele assumia
um tempo de vida fixo para o complexo enzima-substrato entre sua criacao abrupta e sua
decomposicao. Em vez disso, ele propos um mecanismo conceitualmente semelhante ao de
Brown, mas expresso em termos matematicos e quimicos muito mais precisos, com um

equilibrio entre a enzima livre e os complexos enzima-substrato e enzima-produto [75-77].

Apesar de correta as conclusoes, ambos as obtiveram com base em experimentos que
estavam suscetiveis a questionamentos. Com a introdugdo do conceito de concentragao de
fons de hidrogénio, Michaelis' e Menten? perceberam a necessidade de novos experimentos
em invertase. Seus resultados concordaram bem com os de Henri, e em 1913, eles propuseram
um mecanismo essencialmente igual ao dele, que em simbolismo moderno é descrito como

na figura (6) [26,77,78]. Eles assumiram que o primeiro trecho compreende uma formagao

k1+ k
C, 2
o

E+S E+P

Figura 6 — Esquema da cinética de Michaelis-Menten. E é a enzima, S é o substrato, Cj é o
complexo ES e P é o produto da reagao.

reversivel de um complexo enzima-substrato ES a partir da enzima livre E e do substrato
S com constantes de taxa k4. A segunda etapa da reagao é uma liberacao irreversivel do

produto P, com uma constante de velocidade que pode ser definida como ks [26,77].

Leonor Michaelis foi um alemao que estudou medicina clinica e atuante da bioquimica, ficou conhecido
pelos seus conhecimentos avancados em reagoes catalisadas por enzimas.

Maud Menten nascida no Canadé foi uma das primeiras mulheres canadenses a se formar em medicina,
da qual obteve um doutorado na Universidade de Chicago para aspectos da bioquimica do céncer.
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Michaelis e Menten mostraram que essa teoria poderia explicar com precisao seus
resultados com invertase. Devido a natureza definitiva de seus experimentos, que serviram
como padrao para a maioria das medi¢oes enzimaticas posteriores, eles sao considerados

os fundadores da enzimologia moderna [77].

Podemos construir um sistema de equagoes diferenciais para a dindmica desta

cinética:

dS

e —ki ES + k1 _Ch, (4.1)
dC'
dTl = ki ES — (ki + ko)Ch, (4.2)
dE

E = —k1+ES + (kl— + k:Q)Cla (43)
dP

- = kO,. 4.4
dt a1 Y

Por meio dessas equacgoes podemos obter as leis de conservacgao para o sistema. A soma
das equagoes (4.2) e (4.3) resulta em zero, e desse modo obtemos Ng = E + C. Fazendo
o mesmo para as equagoes (4.1), (4.2) e (4.4) obtemos Ng = S+ C; + P. Onde Ng e Ng
sdo a quantidade inicial de enzimas e substratos, ja S € {0, ..., Ng}, E € {0,..., Ng}, C; €
{0,... Ng— E} e P €{0,..., Ng — S — C} }. Podemos resolver numericamente esse sistema
de equagdes e obter o comportamento dessas concentragdes em fungdo do tempo. A figura
(7) expoe esse resultado, onde podemos ver o comportamento de rigidez (stiffness) que

caracteriza uma variacao rapida em diferentes escalas de tempo.

101
—— Enzima

—— Substrato
—— Complexo
—— Produto

Concentracao

0 . — ;
0 2 4 6 8 10
Tempo

Figura 7 — Os resultados foram obtidos para 10 substratos e 5 enzimas com k1 =10, kj_ =5 e
ko = 1. A janela grafica pequena (inset) descreve a dindmica para tempos curtos.

A taxa de reacao é igual a taxa de decaimento negativo do substrato assim como
para a taxa de formagao do produto:

_ds _dp
dt — dt
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a quantidade C7 nado pode ser obtida facilmente, entdo faz-se necessario a obtencao dessa
velocidade em um formalismo mais adequado. Com um pouco de trabalho, podemos chegar
a equagcao:

v sviaifm’ (46)
esta equacao é comumente referida como a equacao de Michaelis-Menten de molécula
Unica na literatura e determina a velocidade da reagdo com um tnico substrato [79,80].
Onde V4 é a velocidade méxima dada por Ve = kaEiotar (Fiota € uma constante
Eita = E + ES), e é a taxa maxima que pode ser alcancada quando a enzima estéd

completamente saturada com substrato. K, é a constante de Michaelis, dada por

. ki + ko

K,
Fry

(4.7)

que ¢ igual a concentracao de substrato que produz a metade da taxa de reagdo maxima

[26,79].

Para identificar os valores dos parametros V,,.. ¢ K,, para uma enzima isolada, é
mais adequado realizar uma transformacao algébrica na equagao da velocidade da reagao
que facilita a comparagao com dados experimentais. Uma transformagao muito comum é
linearizagao da equagao de Michaelis-Menten [26,80]. A vantagem das equagdes linearizadas
¢ a possibilidade de obter os valores dos parametros diretamente do grafico dos dados
medidos. Esse grafico linearizado ficou conhecido como grafico de Lineweaver-Burk, apos
tal proposta ter sido realizada por Hans Lineweaver e Dean Burk em 1934 [81]. O grafico
de Lineweaver—Burk é também util para diferenciar diferentes tipos de mecanismos de
reagdo enzimatica e tipos de inibigoes [26,80]. O gréfico de Linewaever-Burk é facilmente

obtido por meio da inversao da equagao (4.6), resultando em:

11 K,
— m 4.8
14 Vmax + Vmax S’ ( )

agora podemos plotar um grafico de 1/v versus 1/5, desse modo o termo 1/V,,,, é 0 ponto

de intersegao com ordenada e K,,/V .4 € a inclinagao dessa reta, como visto na figura (8).

1N

1NV max
K

max

Inclinag&o=

N
7
-1/Km 1/S

Figura 8 — Ilustracdo da linearizagdo de Lineweaver-Burk para a cinética de Michaelis-Menten.
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4.2 A cinética de Michaelis-Menten com inibidores

A velocidade de uma reacao estd relacionada as enzimas e pode ser afetada pelos
efetores, tanto inibidores quanto ativadores. Os efetores sao substancias que influenciam o
desempenho da reagdo enzimatica [26]. Para uma inibi¢ao enzimética que seja causada
pela interagao reversivel de um inibidor com a molécula da enzima, existem diferentes
possibilidades de interacao e, consequentemente, ocorre diferentes mecanismos de inibigao.
Cada mecanismo tem uma velocidade de reacao diferente e é dependente da enzima,
substrato e inibidor [82]. Vamos definir entdo um mecanismo de inibi¢do geral, incluindo
todos os tipos de inibigdo essenciais. Os tipos de inibigdo sao distinguidos pelo estado em
que a enzima pode se ligar ao efetor (isto é, a enzima livre E, o complexo enzima-substrato
ES, ou ambos) e pela capacidade de diferentes complexos de liberar o produto [26,82]. A
seguir, apresentamos o esquema geral de inibicao na cinética Michaelis-Menten, descrevendo

cada tipo de inibigdo possivel para essa reacao.

4.2.1 Inibicao parcial

O esquema de Michaelis-Menten com inibi¢ao parcial é descrito pela figura (9),
onde todas as reagoes descritas no esquema da figura podem ocorrer. A inibicao parcial
leva esse nome, pois, a formacao do complexo C3 ndo impede a formacao do produto. As
constantes de taxas tem que atender a condicdo ks_/ks. # k4 /ksy, caso contrario, a

formacao do produto é igual a cinética de Michaelis-Menten sem inibidor.

k1+ k
E+S+| C,+l - E+P+
1-
kf.’>+ k3— k4+ I(4-
k5+ kG
C,+S C, E+P+l

5-

Figura 9 — Esquema ilustrando a cinética de Michaelis-Menten com inibi¢ao parcial.

A formagao do produto nessa situagao pode ocorrer tanto pelo complexo C quanto
pelo complexo Cj5. Para altas taxas de liberacao de produto por meio de C3 (altos valores
de k¢), o inibidor realiza um efeito de ativacao em vez de inibi¢ao [26]. Como visto na
figura (9), o inibidor pode ligar-se em dois pontos. O primeiro é com a enzima, formando
o complexo K1 = (5. E o segundo ponto de ligagdo é com o complexo enzima-substrato
ES = (' formando o complexo EST = Cj5. Diferentemente da cinética de Michaelis-Menten
sem inibidor, esse novo mecanismo de reacao contém duas constantes de velocidade, ko
para a reacao nao inibida e kg para o complexo C5. Para identificarmos a velocidade desse

novo mecanismo, vamos introduzir as seguintes constantes:
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1,1 ]{31+ Ol ) 1,3 k3+ 02 ) ( )
k4_ Cll k5— CQS
1.4 k4+ 03 ) 15 k5+ 03 ( )
Se todas as reagoes ocorrerem, verificamos a relagdo de Wegscheider [83]:
Kry  Krgs . kiykay  kaphsy (4.11)

Kis B Kra kika ky ks’

o que significa que a diferenga nas energias livres entre dois compostos (por exemplo, E e

C3) é independente da escolha do caminho da reagao (aqui via C} ou via Cy) [26].

As equagodes de taxas para esse mecanismo sao descritas pelo conjunto de equagoes

diferenciais a seguir:

dE

= ki BS — ki B+ (ki ka)Cy o+ B Ca o+ ke, (4.12)
ds

= —hiES — ksyCaS + ki -Cy + ks_Ch, (4.13)
ac
ditl — —(kl_ + kQ)Cl - k4+01-[ + k:4—03 + kl—i-ESy (414)
dCy
—7 = —hyCot ks BT — k5 CaS + ks Cs, (4.15)
C
= (ki ks E)Ca+ ks CoS + Rar i, (4.16)
P

o = Bt keCs, (4.17)

dl

o = ke BI+ ks Cy — ki Col + (ke + ko)Ca. (4.18)

Ao relacionarmos essas equagoes, podemos obter leis de conservagoes. Dentre as leis de
conservacgao, a mais importante é o nimero total de enzimas, que é obtido ao somarmos
as equagoes (4.12), (4.14), (4.15) e (4.16) que resulta em Ng = E 4 Cy + Cy + C5. Para o
numero total de substratos é necessario realizar a soma entre as equagoes (4.13), (4.14),
(4.16) e (4.17) que resulta em Ng = S+ C} 4+ C3 + P. Ja para o niimero total de inibidores,
somamos as equagoes (4.15), (4.16), e (4.18) que resulta em N; = I + Cy + Cs.

A velocidade da reagao ¢é igual a velocidade de formacao do produto, que difere do
caso simples sem inibidor devido a existéncia de um novo ponto de formagcao de produto

com o fator kg, a velocidade:

dP
V=— = kgCl -+ k603- (419)

dt
A lei de conservagao para a enzima ja foi descrita anteriormente como Ng = F4+C14+Cy+Cj,
¢é importante observar que a quantidade total é exatamente a quantidade inicial de enzimas.

Tomando Ng = FEiuq, podemos reescrever essa eXpressao como:

E - Etotal — Cl — CQ — Cg, (420)
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escrevendo em termos de Kj3 e K4 e isolando E:

E = A (4.21)

7 , (4.22)
S 1+ ®rs
entao chegamos em:
Etotal
Ci=«% . (4.23)
S+ 2) + 1+ )

Escrevendo a equagao da velocidade da reacao (4.19) em relacdo K 4:

ko + Kk ! C (4.24)
v = — .
2 GK[A 1,

considerando K ; =~ k,,, inserindo V) = kaEipar € Vo = ke Eiorar, além de utilizar a equacao

(4.23), chegamos em:
(Vi+ Vo) S

km(1+ﬁ,3)+(1+ﬁ)s'

Essa é a equacgao de velocidade para o esquema geral de inibi¢cao. Como forma de simplificar

(4.25)

V=

a escrita, faremos Is =1+ /K3 e I, =1+ I /K 4. Desse modo teremos:

(it vegs) s

4.26
kpls + 1S 7 (4.26)
e a forma reciproca para o grafico Lineweaver-Burk é:
1 I 1 1
- = ! k > = (4.27)

v Vi Ve ) (Vi Vagl) S

logo o primeiro termo é a intersecao com a ordenada e a inclinacao dessa reta é exatamente
o fator que multiplica 1/S. Nota-se que quando I = 0, temos a expressdo para Michaelis-

Menten comum.

4.2.2 Inibi¢ao competitiva

Quando as reagoes 4, 5 e 6 da figura (9) nao ocorrem, o inibidor sé pode se ligar
exclusivamente a enzima livre. Esse tipo de cinética é conhecida como inibi¢ao competitiva

(do inglés competitive) e a figura (10) contém o esquema que ilustra essa inibigao.

Nesse tipo de inibic¢ao, o inibidor compete com o substrato pelo sitio ativo da enzima
(ou inibe a ligagdo do substrato ligando-se a outra parte da enzima), como visto na figura

(11). A medida que o inibidor liga-se a enzima, ele entao impede que o substrato se ligue a
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E+P+l

C,+S

Figura 10 — Esquema ilustrando a cinética de Michaelis-Menten com inibicdo competitiva.

enzima. Muitos inibidores competitivos tém estrutura similar a estrutura do substrato e
se combinam com a enzima formando um complexo C5 = EI. O inibidor ao impedir a
ligagdo da enzima e substrato dificulta a formagao do complexo € = ES e assim reduz a
eficiéncia da enzima. Um exemplo de inibi¢do competitiva é o succinato desidrogenase pelo
malonato, onde a enzima converte succinato em fumarato formando uma ligagdo dupla. O
malonato possui dois grupos carboxila, como os substratos apropriados, e pode se ligar a

enzima, mas a formagao de uma dupla ligagdo nao pode ocorrer [26, 80].

2@
T@

Figura 11 — Esquema que ilustra a competicao entre o inibidor e o substrato pelo sitio de ligacao
para a inibigdo do tipo competitiva. A figura foi retirada da referéncia [80].

A equagao (4.26) descreve a velocidade da reagdo do caso mais geral, desse modo
a velocidade para a inibicdo competitiva é obtida por meio dessa equacao, ao fazermos

K4 — 00 que implica em I, — 1 e além de V5 = 0, entao:

s
=—. 4.28
kmls + S (4.28)
O grafico de Lineweaver-Burk ¢ facilmente obtido:
1 1 kpls 1
- == - 4.29

onde a interseccao com a ordenada é V% e a inclinacao dessa reta é k’{}f‘*



Capitulo 4. Cinética de Michaelis-Menten com inibidor 57

4.2.3 Inibicao incompetitiva

Para o caso em que as reacoes 3, 5 e 6 da figura (9) nao ocorrem, o inibidor
liga-se exclusivamente ao complexo enzima-substrato (ES = (). Esse tipo de inibicao é
conhecida como inibigdo incompetitiva (no inglés uncompetitive), e a figura (12) contém o

esquema que ilustra a inibicao incompetitiva.

k1+ k
E+S+ —— C,+l 2 E+P+l
1-
k4+ k4
C3

Figura 12 — Esquema da cinética quimica de Michaelis-Menten para a inibi¢do incompetitiva.

Para a inibicdo incompetitiva, o inibidor liga-se em um sitio distinto do sitio ativo
do substrato e, ao contrario do inibidor competitivo, liga-se apenas ao complexo Cy [80].
A ligacao do substrato com a enzima causa uma mudanca conformacional, que abre um
novo local de ligagdo como visto na figura (13). Uma vez que S e I ndo competem pelos
mesmos locais de ligacdo, um aumento na concentracao de S nao pode deslocar o inibidor.
A inibi¢do incompetitiva ocorre com menor frequéncia para reacoes de um substrato, mas
com mais frequéncia no caso de dois substratos. Um exemplo é a inibicdo da arilsulfatase

pela hidrazina [26].

lo

Figura 13 — Esquema para a inibicdo do tipo incompetitiva, que ilustra os sitios de ligacdes que
permite a ancoragem do substrato e o inibidor na enzima. A figura foi retirada da
referéncia [80].

A velocidade da reacao é obtida ao fazer K;3 — 0o e consequentemente I3 — 1,
além de kg = 0 que implica em V5 = 0. Sendo assim, a velocidade da reacao para a inibigao

incompetitiva é:

s

v L LS (4.30)
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O grafico de Lineweaver-Burk é facilmente obtido invertendo a equacao da velocidade da

reacao.
1 Iy k,1
—= =,
v Vi VS
desse modo, a intersecgdo com a ordenada é definido por I4/V; e a inclinagdo da reta é
K/ V1.

(4.31)

4.2.4 Inibicao mista

Na inibigdo mista (do inglés mized) a tnica reacao do esquema geral (9) que nao
ocorre é a reacao 6. Desse modo o esquema que descreve esse tipo de inibi¢ao é dado pelo

esquema da figura (14).

k1+ k
E+S+l =— = C+l 2
1-

E+P+|

k3+ k3— k4+ k4—

Ke.

C,+S C,

5-

Figura 14 — Esquema da cinética quimica de Michaelis-Menten para a inibi¢do mista.

A inibi¢do mista é caracterizada por disponibilizar mais de um sitio de ligacao
para o inibidor, assim, se a ligacao do substrato a enzima néao alterar a ligacao do inibidor,
deve haver diferentes locais de ligacao para substrato e inibidor. Também no caso de um
inibidor misto ha ligacdo a um sitio distinto do sitio ativo, ao qual o substrato se liga.
Nesse caso, o inibidor pode ligar-se tanto a enzima quanto a C, como visto na figura (15).

Um exemplo padrio é a inibigdo da quimiotripsina por fons H* [26,80].

Nesse tipo de inibigao, os fatores K3 e K4 tém forte impacto na reacao. Para o
caso em que K73 = Kj4 temos um caso particular da inibi¢ao mista chamado de inibicao
nao competitiva, raramente encontrada experimentalmente. Quando Kj 3 # K4 temos as
inibi¢coes mistas, para K3 < K74, o inibidor liga-se com maior afinidade a enzima livre
do que ao complexo enzima-substrato Cs, ja com Kj3 > Kj4, o substrato ou inibidor ja

ligado facilita a ligagdo do respectivo outro composto [82].

Nesse tipo de inibi¢do, ndo temos a reagao 6 entao kg = 0 e V5 = 0, desse modo, a

velocidade da reagao ¢ obtida apenas fazendo V5 = 0 na equacao (4.26).

s

Y eI+ LS

(4.32)
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&

—_—
<

ol e

—_—
<

Figura 15 — Esquema para a inibi¢do do tipo mista, que ilustra os sitios de ligagoes que permite a
ancoragem do substrato e o inibidor na enzima. A figura foi retirada da referéncia [80].

na inibigdo ndo competitiva teremos I3 = Iy, entdo o denominador da equagao (4.32) serd

(km + S)13. O grafico de Lineweaver-Burk é entao:
1 I ksl

v W Vi S

(4.33)

onde I;/V; é a intersec¢ao com a ordenada e k,,,I3/V; a inclinacao da reta.

4.2.5 Relacao entre TPP e linearizacao de Lineweaver-Burk

Nessa subsecao determinamos a relacao entre o TPP e a linearizagdo de Lineweaver-
Burk (LLB). Na segao (4.1), verificamos que para realizar a LLB é preciso obter a velocidade
das reacoes. Podemos relacionar as velocidades com o TPP e obter a linearizagao via
formalismo de Fock. O primeiro momento [eq. (3.65)], ou tempo médio de primeira
passagem (TMPP), tem unidade do inverso da velocidade [39,70,84]

1 v
—_ =, 4.34
0 & 43
onde v é a velocidade da reacao e Ej é a quantidade inicial de enzimas, que pelas leis de
conservacao, podemos assumir Fy = Fy.. Na subsegoes anteriores, demonstramos que
as velocidades das reagoes sao proporcionais a v x V., Vi, Vo que implicam a dizer que
v x Ey (pois Vier = Vi = ko Ey, Vo = kgEyp). Desse modo, podemos reescrever a expressao
acima como .
— =, (4.35)
{t)
onde v = v/ Ey. Anteriormente, descrevemos que a LLB ¢é o inverso da velocidade (1/v) pelo
inverso do substrato (1/5). A equagdo anterior estabelece uma conexao entre a velocidade
e o TMPP, e usando a definicao do TMPP (eq. (3.65) com [ = 1) obtemos
00 1
() = / tf(t)dt = -, (4.36)

0 ()

entdo quando (t) é plotado em funcao de 1/5, obtemos a LLB.
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Desse modo, verificamos que a LLB pode ser obtido a partir da densidade de
probabilidade do tempo de primeira passagem. Isso é extremamente importante, pois,
os estudos experimentais de cinéticas quimicas utilizam bastante a linearizacao e assim,

determinamos mais uma conexao entre o estudo experimental e tedrico.

4.3 Descricao da reagao de Michaelis-Menten com inibidor

no formalismo de Fock

Utilizando as ferramentas ja apresentadas nesse trabalho, podemos construir o quase
hamiltoniano em termos de operadores de segunda quantizagao. O quase hamiltoniano do

problema é:

H = ki (c] —efshes+k_(efst —cl)ey + kay(efp’ — el)eq + ks (chst — efstif)eis
+ ks (eli's" — chst)eas + ki (e} — clit)eri + ky (el — ch)es + ks (c] — chst)eas
+ ks_(chs’ — c})es + ko(efpit — cf)es, (4.37)

onde st ef, if, cJ{, p, cg e czﬂ, sao respectivamente os operadores criagao para o substrato,

enzima, inibidor, complexo C7, produto, e complexos Cy e C3. Ja os demais operadores,

sao os operadores aniquilacao das mesmas substancias.

Essa expressao abrange todos os tipos de inibi¢ado e também o caso sem inibidor.
Ao tomarmos ks = kst = ks = kg = 0, temos a expressao que descreve a cinética de
Michaelis-Menten sem inibidor, cinética abordada por Fernando Santos e colaboradores,
em 2015 [59]. Com k4 = ks+ = k¢ = 0 temos a inibigdo competitiva. J& para ksy = ks =
ks = 0, temos a inibi¢cao incompetitiva. Com kg = 0 temos a inibicdo mista, entretanto,
aqui abordaremos a inibicdo nao competitiva, um caso particular da inibicado mista com a
condi¢ao k34 = ky4q. E, por fim, considerando todas as constantes como nao nulas teremos

a inibicao parcial.

4.4 Resultados para Ng = Ngp = N; =1

O caso mais mais simples que podemos abordar, é a situacao em que a reacao se
inicia com Ng = Ng = N; = 1. Aqui, utilizamos o procedimento descrito na subsecao
(3.1.3) para determinar as probabilidades da inibi¢ao parcial, j4 que, os demais tipos de

inibicao sao formas reduzidas da inibigdo parcial.

Na secao (4.2) definimos as seguintes leis de conservagoes: ngp = E + Cy + Cy + Cs,
ng=5S+C,+C3+ Pen;=1+Cy+ (3. Por meio dessas leis podemos determinar todos
os estados possiveis para a inibicao parcial, sendo esses escritos por meio da notagao bra-ket

como |n) = |Ng, Ng, N;, No,, Np, N¢,, Ne,). Os estados possiveis para o caso simples sao:

1) = [1110000) , |2) = |0011000) , |3) = [0110100) ;
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|4) = |1000010) , |5) = [0000001) .

Para determinar a forma matricial do quase hamiltoniano (4.37), obtemos os ele-
mentos de matriz H;; = (i| H |j) (ver subsecao (3.1.3)), utilizando os estados apresentados
acima e levando em consideracao que esses estados sdo ortonormais e a relacao (i|j) = 6; ;.

Assim obtemos o formato matricial H como:

Ky + kg ke 0 0 ey
—k kit ket ke O ey 0
H= 0 — ke 0 — kg 0 . (4.38)
0 = 0 ko +hs_ +ks  —ksy
. 0 0 —les_ ks— + ks |

A solugao geral é definida por meio de |¢(t)) = exp(—Ht)|¥(0)). Para rea-
lizar esse célculo, vamos computar a forma normal de Jordan e escrever [i(t)) =
Qexp(—Jyt)Q 711 (0)). O primeiro passo é definir as matrizes Q e exp(Jy), para isso
precisamos determinar os autovalores e autovetores da matriz H. A expressao exp(Jy) é a
matriz diagonal das exponenciais dos autovalores de H. Para determinar os autovalores,
primeiro identificamos o polinémio caracteristico, como a matriz H tem dimensao 5 x 5,
torna-se muito dificil apresentar os resultados analiticos. Para contornar essa dificuldade
vamos simplificar os resultados, fazendo k14 34 a5+ = by, ki—g_a—5- =k_, e ko = k¢ = k.
Apesar da perda de generalidade, ainda fomos capazes de observar caracteristicas interes-

santes. O polinomio caracteristico é definido como:

p(A) = N[N (A + 2k + ko) = BA(ky + ko) + 2(ky + k)]
X A2 = Ak + kg + ko) + k] (4.39)

0s autovalores associados sao:

A o= 0,
Nog = 5 |k+ky ko £ VA (4.40)
Ms = 5 |k+3(ky + ko) £ VA

onde A =2k _(k+ky) + (k —ky)? + k%. Assim exp(Jg) ¢ descrito por meio da expressdo:

1 0 0
0 et 0
exp(Jy)=10 0 e 0 (4.41)
0 0 0 e 0
0 0 0 0 e

Além disso, faz-se necessario construir (). Onde () é uma matriz, onde as colunas

sao compostas pelos autovetores da matriz H. Com a determinacdo dos autovetores de H,
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a matriz () é escrita como:

0 k- ~1 k- ~1
+ +
0 VA—k—k_+k ~VAtk+k_—ky  VAYEtE_—ky VA+k+k_—ky
2k 2k 2k 2k_
0o=1|1 (k—+ky)(k—k_—ky—VA) 0 (k—+ky)(VA+k—k_—ky ) 0
2k_ky 2%k_ky ’
0 VA—k—k_+k, VA—k—k_+k, by —VA—k—k_ ky—VA—k—k_
2k 2k_ 2%k _ 2k_
0 1 1 1 1

onde A foi definido anteriormente. Apds @, precisamos obter a sua inversa Q~!, nao
apresentaremos QQ~!, pois, trata-se de uma expressao muito extensa. Por enfim, podemos
calcular [¥(t)) = Qexp(—Jyt)Q ™", que resultard nas probabilidades de ocorréncia de cada

configuragao.

Como a probabilidade |¥(t)) é a combinagao linear de cada estado,
V(1)) = Pu(t) 1) + Pa(t) [2) + Ps(t) 3) + Py(t) [4) + Ps(1) [5) (4.42)

entao, cada coeficiente do vetor |¥(¢)) esta relacionado a ocorréncia de uma determinada

configuragao no instante de tempo ¢, que sao definidas como:
ki + k_elb+tht N VAL N (k—ky+k) VAL
ot ]{;_)e%[k+3(k++k7>]t oS 5 /A senh | —— 1,

(kg +k_)t
O — hoctr sonh [ VA
2 (ks + k,_)\/zeé[k—i-?»(lq-i-k_)]t 9 )

Pl(t) =

VALY (k+k +ky) VA\]
_ B val — 3 (k+k_+ky)t
Ps3(t) 1 [cosh ( 5 ) + JA senh < 5 )] e ;
2k, senh [% (k— + k) t} L VAL N (k—ky+ ko) h @
(b + k) stz |“P0\ T va )l

2k2 |elksth)t At
Py(t) = 2| : } cent [ VALY (4.43)
<k+ + k,)\/zei[k+3(k++k—)]t 2
E relevante destacar que a soma dessas probabilidades é:

respeitando a teoria da probabilidade. As médias para cada substancia (dadas pela equacao
(3.56)) sao:

(E) = PR(t)+ B(t),

(S) = Pi(t)+ ),

(1) = P(t)+ R(t) + B(1),

(C1) = P(1), (4.45)
(P) = B(t),
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Vamos realizar uma breve analise sobre o comportamento de (P) e (S). As médias

para P e S sao:

(P)y=1-— [cosh (‘/2&> + (k+ lf/‘g £+) genh (@)] e~z (kththi)t (4.46)

5 _ lcosh <¢2Zt> GRS lf/_z —k) (@t)] R (4 47)

no limite de tempos curtos, temos:

lim(P) =0, lim(.5) = 1; (4.48)
e em tempos longos:
Jim (P) =1, Jim (5) = 0; (4.49)

ou seja, para um tempo suficientemente grande, o substrato interagem com as demais
substancias e de forma irreversivel formam um produto. J& para um tempo muito curto,
ainda nao houve tempo para o substrato interagir com as demais substancias e assim nao

ha formacao do produto.

4.4.1 Inibi¢ao competitiva

A inibi¢do competitiva ndo tem as reagoes 4, 5 e 6 da figura (9), para determinar os
resultados da inibi¢ao competitiva, vamos considerar nulo as constantes kyq = ks = kg = 0.
Assim, a matriz (4.38) se altera e agora passa a descrever a inibigdo competitiva. Na figura
(16) temos o caso simétrico, onde as constantes da reagao 1 sao as mesma da reagao 3, isto
é, k1+ = kzx. Os complexos (C7) e (Cs) tém o mesmo comportamento, visto que, ambas

as reagoes tém a mesma probabilidade de ocorrer.

Para longos tempos, a reacao de Michaelis-Menten com inibidor sempre formara
um produto, mas é importante destacar o comportamento dos inibidores e da enzima, na
condi¢ao de longos tempos, essas duas grandezas tendem ao comportamento do produto, e
esse é um comportamento caracteristico da inibi¢do competitiva, ja que a formacao do

complexo Cs ¢é reversivel.

Vamos agora verificar o comportamento sem simetria, na figura (17) apresentamos
o caso sem simetria. Na figura (17(a)), vemos o caso em que a reacao 1 tem maior chance
de ocorrer que a reagao 3 (k14 > ksi). Ja na figura (17(b)), temos exatamente o caso

inverso (k14 < ks4).

Para tempos longos a falta de simetria para a reacdo nao gera uma mudanca no

comportamento das médias, ja para tempos curtos é possivel ver pequenas diferencas. Na



Capitulo 4. Cinética de Michaelis-Menten com inibidor 64

1.0

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.0

0.3 .
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10

0.2

~
~
-
-~

0.1

0.0

o

Figura 16 — A figura apresenta o comportamento das médias para a inibicdo do tipo competitiva
para Np = Ng = Ny = 1 e com os parametros k1 = ks = 100, k1 = ks— = 50,
ko = 1. A janela gréfica pequena (inset) descreve a dindmica para tempos curtos.

1.0

0.9

0.8

0.7

1.0
e 0.8
% 0.6
/ 0.4
W 021/
0.0

0.6
0.5

041\

0.3

0.2

0.1

0.0

Figura 17 — As figuras apresentam o comportamento das médias para a inibi¢do competitiva para
Ng = Ny = Ng =1 em dois casos diferentes, sendo esses: (a) k1+ = 100, k;— = 50,
ksy =50, ks— =25, ko =1, (b) k14 = 50, k1— = 25, kg4 = 100, ks_ = 50, ko = 1.
O inset descreve a dindmica para tempos curtos.

figura (17(a)) é mais facil a formagao de C; e entao vemos um pico préximo de zero assim
como um declinio de S nessa regido, pois, S e E unem-se e acaba gerando C;. No segundo
caso ¢ mais facil formar Cy, por isso vemos um pico no comportamento de Cs em tempos

pequenos e um declinio mais lento de S, visto que S interage menos com E para formar
Ch.

4.4.2 Inibicao incompetitiva

Para o caso de inibicdo incompetitiva as reacées 3, 5 e 6 nao ocorrem, logo as
constantes sdo ks34 = ks+ = kg+ = 0. Assim como para a inibicdo competitiva, vamos

primeiro verificar o caso simétrico, que para essa inibicao é o mesmo que k4 = k4.

Nesse caso os complexos nao apresentam o mesmo comportamento, logicamente,
essa caracteristicas estd associada ao fato do complexo C' decair em C5. Ao compararmos o

comportamento da média do produto com o caso anterior (inibigdo competitiva), notamos
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Figura 18 — A figura apresenta o comportamento das médias para a inibi¢do do tipo incompetitiva
para Np = Ng = Ny = 1 e com os parametros k1 = kg = 100, k1 = kg = 50,
ko = 1. A janela gréfica pequena (inset) descreve a dindmica para tempos curtos.

que o produto atinge o valor maximo em um tempo mais longo, demonstrando que a

reacao incompetitiva é mais lenta que a competitiva.

Para o caso sem simetria, analisamos dois casos. Na figura (19(a)) temos o caso em

que k14 > kyi. J& para a figura (19(b)), temos o inverso ki+ < kay.

Figura 19 — As figuras apresentam o comportamento das médias para a inibicdo incompetitiva
para Ng = Ny = Np = 1 em dois casos diferentes, sendo esses: (a) k1+ = 100,
ki— =50, kay =50, kg =25, ko = 1, (b) k14 = 50, k1— = 25, kgq = 100, kg = 50,
ko = 1. O inset descreve a dindmica para tempos curtos.

Verificando os casos sem simetria, notamos leves diferencas apenas em tempos
muito curto. As figuras (19(a)) e (19(b)), nos mostram que hé apenas uma leve tendéncia
em uma maior formacao de C; quando ki+ > k44, pois, na figura a esquerda temos um
maximo para tempo curtos enquanto para o da direita o comportamento é monotonamente

crescente para essa de tempo.
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4.4.3 Inibi¢ao nao competitiva

Ainda na fundamentagdo tedrica, na secao (4.2) vimos que temos 3 situagoes
possiveis. O primeiro ocorre quando K73 = K74, conhecido como inibigao nao competitiva,
para evitar um volume muito grande de resultados, vamos tratar apenas desse caso. Os

resultados sao obtidos fazendo kg = 0 na metodologia descrita no inicio dessa se¢ao.

Inicialmente vamos analisar o caso simétrico, onde todas as constantes de taxa
sao iguais (k14 = ksx = kye = ksi), os resultados desse caso estao presentes na figura
(20(a)). Verificaremos também uma situagdo em que a reacao 5 tem uma menor tendéncia
a ocorrer, ou seja, as constantes da reagao 5 sao inferiores das demais, a figura (20(b))

apresenta esses comportamentos.
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Figura 20 — As figuras apresentam o comportamento das médias para a inibi¢do ndo competitiva
para Ng = Ny = Ny = 1 em dois casos diferentes, sendo esses: (a) kiy = kg4 =
kqy = ksy =100, ki— = ks— = kg = ks— =50, ko = 1. (b) k14 = ks = kg = 100,
ki- = ks_ = k4 =50, kso. = 50, ks_ = 25, ko = 1. O inset descreve a dinamica
para tempos curtos.

E perceptivel que para o caso simétrico, a simetria implica em um comportamento
coincidente para (C7) e (Cy). Quando consideramos a situagdo em que a reagao 5 tem
uma menor tendéncia de ocorrer, notamos pequenas diferencas para tempos curtos, porém,

para longos temos os comportamentos tendem ao caso simétrico.

Na inibicdo nao competitiva temos mais constantes, entdo é possivel analisar
outras caracteristicas. Outras duas formas sao verificar a inibicdo nao competitiva com
as constantes da reacao 4 menor que as demais constantes e também o caso em que as
constantes da reac¢ao 3 sao menores. Os resultados estao respectivamente nas figuras (21(a))

e (21(h)).

Na figura (21(a)) a reagao 4 ¢ menor e em tempos curtos vemos uma queda mais
veloz de (S) e uma formagao de (C}) mais rapida em comparagdo ao caso simétrico na
figura (20), indicando uma tendéncia a formar C. Na fig. (21(b)) é a vez da reacdo 3

ter menor chance de ocorrer. Em tempos curtos fica ainda mais evidente a tendéncia de
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Figura 21 — As figuras apresentam o comportamento das médias para a inibi¢cdo ndo competitivo
para Ng = Ny = Np = 1 em dois casos diferentes, sendo esses: (a) ki = ks =
ks+ = 100, k1— = ks— = ks— = 50, kay = 50, ky— = 25, ko = 1. (b) k14 = kay =
ks+ =100, k1 = ky— = ks_ = 50, k3 = 50, ks_ = 25, ko = 1. O inset descreve o
comportamento para tempos curtos.

formar C de forma mais rapida. Os resultados para tempos longos expoe que as mudangas
das constantes de taxas nao influenciam fortemente o comportamento das médias desse

tipo da inibicao, destacando que essa caracteristica ocorre para todos os tipos de inibicao.

4.4.4 Inibigao parcial

Por fim, temos a inibicao parcial. Tal inibicao abrange todas as reagoes descritas do
esquema na figura (9). A inibi¢ao parcial é o caso mais complexo, e contém duas possiveis
reacoes irreversiveis que formam o produto P, essa reacao tem a condicao ks+ # kg,

quando essa condi¢ao nao é atendida o produto se comporta como o caso sem inibidor.

O primeiro é o caso simétrico, figura (22) apresenta esse resultado. Assim como para
os demais tipos de inibigdo o comportamento de (C) é o mesmo (Cs) no caso simétrico.
A formagao do produto ocorre de uma forma mais rapida nessa situagdo que nos casos

discutidos anteriormente.

O gréfico (23(a)) mostra o comportamento das médias para um caso em que a
reacao 4 tem maior chance de ocorrer do que a reacao 3, ou seja, ks, < k4, ja a figura
(23(b)), apresentamos a situacao inversa (ks; > k44 ). Vemos nitidamente que a diferencga
s6 é perceptivel em tempos curtos e que ocorre uma maior tendéncia de formagao de (Ch)

quando a reagao 3 tem maior tendéncia de ocorrer do que a 4.

Para tempos suficientemente grandes, a diferenca no comportamento sé é notada
com a variagao de kg e kg, pois, ambos estao relacionados a reacoes irreversiveis e ambas
definem a velocidade das reacoes, sendo assim, descrevem a velocidade com que todas

enzimas, substratos e complexos decaem em produtos que sao irreversiveis.



Capitulo 4. Cinética de Michaelis-Menten com inibidor 68

1.0

0.9

081 —==(P

0.7

1.0
0.8
0.6
0.4
0.2
0.0

0.6

0.5

0.4

0.3

0.1{ls1 TN

0.0l
0

Figura 22 — A figura apresenta o comportamento das médias para a inibicdo do tipo parcial para
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Np = Ng = Ny =1 e com os parametros k14 = ks = ks = 100, k1 = k3_ =
ks— =50, kyy = 80, ky— = 30 ko = k¢ = 1. A janela grafica pequena (inset) descreve
o comportamento das grandezas para tempos curtos.
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Figura 23 — As figuras apresentam o comportamento das médias para a inibi¢do parcial para

Ng = Ny = Ng = 1 em dois casos diferentes, sendo esses: (a) k14 = ks = 100,
ki— = ks— = 50, ksy = 40, ks— = 20, kyy = 80, ky— = 30, ka = k¢ = 1, (b)
ki+ = ks34 = 100, k1— = ks— = 50, kgt = 80, ky— = 30, ksy = 40, ks_ = 20,
ko = kg = 1. O inset descreve o comportamento das grandezas para tempos curtos.

4.4.5 Comportamento das concentracoes para tempos muitos curtos

Nas subsec¢oes anteriores, observamos rapidas variagoes no comportamento das

substancias para escala de tempo muito curto, enquanto que para uma escala de tempo

longo, nao ha rapida variagdes nos seus comportamentos. Esse comportamento é conhecido
como stiffness (rigidez) [59,85]. O stiffness surge em equagoes diferenciais quando ha uma

disparidade significativa nas taxas de variacao das variaveis envolvidas. Isso pode ocorrer

quando o sistema contém processos rapidos e lentos. Essas equagoes sao conhecidas como

equacoes stiff, e suas solugoes numeéricas requerem passos de tempo muito pequenos para

capturar a dindmica rapida, implicando em mais tempo computacional.

Podemos observar o comportamento stiffness com certa facilidade para (S) descrita
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pela eq. (4.47), expandindo essa expressao em torno de t = 0:

N (k+ k- — ki) VAt
<s>~[1+ 75 = 5

desprezando termos de segunda ordem (£2),

] [1 _ ;Uf kot kO (4.50)

1 1
(S) ~ [1 — gk ke k)t Sk b = Rt = (1= ki) e (4.51)

entdo temos (S) ~ e~/™ onde 7, = 1/k, é a primeira escala de tempo. Para tempos

longos (t — o0), temos cosh (zt) = senh(xt) ~ ™ /2, logo a expressao de (S) é:

1 (k+ke = k)| ek sk —va)

<S>%[1—|— e 2 (kththy ) (4.52)
VA

ou seja,

(S) oc e, (4.53)

entdo para t — 0 temos (S) oc e/ onde 7, = 1/A3 é a segunda escala de tempo e A3 é

um autovalor de H.

4.5 Resultados para Ng = 10, Np = N; =5

Nessa se¢ao, consideramos o caso mais complexos, isto €, o caso em que Ng > 1,
Ng > 1 e Ny > 1. Vamos considerar a situagdo com 20 substancias, sendo Ng = 10 e
Ng = N; = 5, nessa situagdo a matriz H do caso simples (equagao (4.38)) ndo é mais valida,
ja que teremos mais estados possiveis implicando numa maior dimensao da nossa matriz
estocéstica. Para o caso com 20 substancias, a matriz H tem dimensao 476, sendo assim,
qualquer resultado analitico é totalmente impossivel, e entao usaremos uma abordagem
numérica que vai estar detalhada na apéndice (E). A seguir, apresentaremos os resultados

obtidos para os diferentes tipos de inibicao.

4.5.1 Inibi¢ao competitiva

A abordagem adotada aqui é basicamente a mesma para o caso simples, divergindo
é claro, do calculo de e, que agora é realizado numericamente e a dimensio do problema,
pois, a quantidade de substancias é bem superior. A seguir, temos as médias e a varidncia

para a inibi¢ao competitiva.

Na figura (24(a)) é possivel observar que para t — oo as médias de E e I convergem
para o mesmo valor. Essa é uma caracteristica interessante que nao ¢ vista no caso
simples, uma vez que, a formacao de F + P indica o fim da reacao, ja que nao havia mais
substratos para formar os complexos C e C5 4+ S com a enzima e inibidor livres. No caso

Ng, Ng, N; > 1 é diferente, ja que, quando ocorre a formagao de F + P, essa enzima pode
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Figura 24 — Na figura 24(a) temos o comportamento das médias para a inibi¢gdo competitiva para
Ng =10, Ngp = N; =5, e em 24(b) a variancia. Para os dois graficos foi utilizado:
k14 = ksy =10, k1 = ks— =5 e ky = 1. A janela grafica pequena (inset) descreve
o comportamento das grandezas para tempos curtos.

interagir com algum substrato que ainda se encontra presente na reagao ou formar Cy + S

com algum inibidor livre. Desse modo, o inibidor e enzima podem realizar interagoes entre

si enquanto ainda existir substratos, entao, a média dessas duas grandezas convergem em

valor inferior ao niimero inicial de enzimas e inibidores.

4.5.2 Inibi¢ao incompetitiva

A seguir, nas figuras (25(a), 25(b)) temos o comportamento das médias e da

variancia de cada substancias para a inibi¢ao incompetitiva. Também foram utilizados

Ng = 10, e Ng = N;y = 5. Os valores das constantes de taxas estao nas legendas das

figuras.
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Figura 25 — Na figura 25(a) temos o comportamento das médias para a inibi¢do incompetitiva

para Ng = 10, Ng =

N; = 5, e em 25(b) a varidncia. Para os dois graficos foi
utilizado: k14 = kgt = 10, k1— = k4— =5 e ky = 1. A janela grafica pequena (inset)
descreve o comportamento das grandezas para tempos curtos.
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Nas médias, é notorio que para a inibi¢do incompetitiva a formacao do produto
¢ mais lenta que no caso competitiva. Essa caracteristica ja havia sido evidenciada nos
resultados do caso simples. Nessa nova situacao, as médias das enzimas e inibidores também
convergem, mas dessa vez, para o valor inicial de enzimas e inibidores. Essa caracteristica
se deve ao fato da impossibilidade da enzima livre (formada na reagdo E + P) interagir
com um inibidor. Entao, no regime assintotico nao ha uma diminui¢ao da média dessas
duas grandezas. Para (25(b)) percebemos que os picos em longo tempo é deslocado para
a direita em comparacao ao caso da inibi¢ao competitiva. Nota-se também que para um
tempo muito curto vemos mais um pico abrupto, apenas a variancia do produto nao tem

pico em tempo curto.

4.5.3 Inibicao nao competitiva

A seguir, apresentamos o comportamento das médias e varidncias para as grandezas
da inibicao nao competitiva. Lembrando que essa inibi¢ao é um caso particular da inibigao

mista com K3 = K4 (ver equagdes (4.9) e (4.10)).
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Figura 26 — Na figura 26(a) temos o comportamento das médias para a inibi¢do ndo competitivo
para Ng = 10, Ng = N;y = 5, e em 26(b) a variancia. Para os dois gréficos foi
utilizado:k14 = ksy = kar = ksy =10, k1— = ks_ = kg = ks =5eky=1. A
janela grafica pequena (inset) descreve o comportamento das grandezas para tempos
curtos.

Na figura (26(a)), temos o comportamento das médias do caso de inibigdo nao
competitivo. Nesse tipo de inibi¢do a formagao de produtos é mais lento se comparamos
ao caso da inibicao incompetitiva. Nesse tipo de inibi¢ao, voltamos a visualizar o compor-
tamento médio das enzimas e inibidor convergirem para um valor inferior ao valor inicial.
A explicagao é semelhante ao caso da inibicao incompetititva, ao formar a enzima livre
(da reacao E + P), a mesma pode interagir com um inibidor, entretanto, para este caso
temos mais reagoes possiveis e assim a média das enzimas e inibidores é ainda menor em

comparacao a inibi¢ao incompetitiva.
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Para (26(b)) percebemos que os picos em longo tempo se deslocam ainda mais
para a direita em comparagao ao caso competitivo e incompetitivo, isso ocorre devido a
velocidade da reagao, que por ser mais lenta desloca os picos para um tempo mais tardio.
Nota-se também que para um tempo muito curto é possivel vemos mais um pico abrupto,

apenas a variancia do produto nao tem pico em tempo curto.

4.5.4 Inibigao parcial

Por fim, apresentamos os resultados para a inibicao parcial. Seguiremos as mesmas

condicOes para as inibi¢oes ja tratadas aqui.
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Figura 27 — Na figura 27(a) temos o comportamento das médias para a inibigao parcial para Ng =
10, Ng = Ny =5, e em 27(b) a varidncia. Para os dois graficos foi utilizado:k1 =
k3+ = ]{74+ = k5+ = 10, kl_ = k3_ = k4_ = k5_ =5e kg = kﬁ =1.A janela gréﬁca
pequena (inset) descreve o comportamento das grandezas para tempos curtos.

O caso da inibi¢ao parcial é o que mais chama aten¢do, tanto para os graficos com
quantidades unitarias de substancias como para o caso com Ng, Ng, N; > 1, é perceptivel
que o produto atinge o valor maximo muito mais rapido que os demais tipo de inibicao.
Essa caracteristica é apresentada no grafico (27(a)). Devido a velocidade da reagao, o
comportamento médio do inibidor e enzima convergindo para um valor inferior a quantidade
inicial, fica ainda mais evidente. A explicacdo dessa caracteristica é a mesma ja dada para

as inibicoes anteriores.

Para (25(b)) o pico visto em longo tempo é mais préximo de zero, isso é consequéncia
da velocidade da reagao. Em tempos curtos novamente notamos um pequeno pico nas

médias com a exce¢ao do produto.

4.6 Analise do comportamento dos produtos

No gréfico da figura (28) comparamos o comportamento das médias dos produtos

para diferentes tipos de inibigao, sendo essas: a reac¢ao sem inibidor (Psp) ou cinética de
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Michaelis-Menten tradicional, a inibigdo competitiva (Pjc), a inibi¢ao incompetitiva (Py),
a inibicdo nao competitiva (Py), e a inibi¢do parcial (Prp). Especialmente para a inibigao
parcial, foi analisado diferentes casos, sendo esses: o caso simétrico ky = kg (Plpk2:k6),

quando ky < kg (Pka2<k6) e por fim quando ky > kg (Plpk2>k6).
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Figura 28 — Na figura temos o comportamento das médias do produto para diferentes tipos
de inibi¢do. Em (28(a)) temos as médias para Ng¢ = Ng = Ny = 1. Em (28(b))
temos o comportamento para Ng = 10, N = Ny = 5. Ps;1 é o caso sem inibidor,
Pic é a inibicdo competitiva, Py é a inibicao incompetitiva, Py € a inibi¢do nao
competitiva e Pip é a inibicdo parcial com diferentes casos, sendo esses ko = kg,
ko > k¢ e ko < kg. Para os dois graficos foi utilizado: k14 = ka4 = kqy = ks+ = 10,
ki— = ks_ =ky— = ks_ = 5, com excecdo do caso parcial que kyy =8 e ky_ =3 ¢
para os diferentes casos da inibigdo parcial usamos ko = kg = 1 para ko = kg, ko = 1
e kg = 0.5 para ko > kg, e por fim ko = 1 e kg = 1.5 para ko < kg. A janela grafica
pequena (inset) descreve o comportamento das grandezas para tempos curtos.

Observamos que a introducao de um inibidor altera a taxa com a qual os produtos
sao formados. Os produtos podem ser formados a partir das reagoes 2 e 6, ambas irreversi-
veis, e essa caracteristica de irreversibilidade implica que a reagoes param quando todos
os produtos possiveis sao formados. Entao as rea¢oes mais lentas sao aquelas na qual o

inibidor dificulta a formagao desses produtos.

E interessante notar que a evolucdo da formacdo do produto para a inibicdo
incompetitiva e nao competitiva é muita mais lenta para o caso com Ng, Ng, Ny > 1 do que
em relagdo ao caso com quantidade unitarias. Além disso, observa-se que o comportamento
de ambas inibi¢oes é bem similar para o caso com Ng, Ng, N; > 1. Isso ocorre devido a

suas velocidades, para a inibicao incompetitiva:

Vmaxs
= mare 4.54
(% Km + Si47 ( )
e no caso da inibicao nao competitiva:
Vma:):S
UN = 57— (4.55)

(K + S)is’
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no limite de S — oo temos:

Vmax
vy = Lmaz. (4.56)
14
Vmam
Uy = ——, (4.57)
3
onde i3 = (1 + k]?) eiy = (1+ é), com krg = :i; e ki = Zi—; Como na inibi¢do nao

competitiva utilizamos ks+ = k4y, consequentemente i3 = i4, desse modo, para S — oo,
o comportamento do produto para a inibicao incompetitiva é igual ao da inibicao nao

competitiva.

Outro comportamento interessante visto na figura (28) é que Ps; tem o mesmo
comportamento de Pp, _, , essa caracteristica ¢ explicada pela equagao da velocidade

obtida na ref. [82], que para a reacdo de Michaelis-Menten sem inibidor temos:

dPs;
— = kyC 4.58
dt 2V, ( )

ja para o caso geral onde temos o inibidor, a equagao é:

dt

= kyCy + kCs. (4.59)

Para ko = kg a equacao da inibigao parcial fica:

dt

= ey (Cy + Cs), (4.60)

e sabendo das leis de conservacao Ng = S + C + P para o caso sem inibidor e Ng =
S+ C1 + C3 + P para o caso da inibi¢ao parcial [26]. Substituindo essas duas relacoes das

leis de conservacao nas equagoes da velocidade, temos:

P B
Poll) _pyng—s—p), Oy ne s p) (4.61)
dt dt
ou seja,
dPsi(t) _ dPp(i) (4.62)

dt dt '
essa caracteristica explica a igualdade no comportamento em fung¢ao do tempo.

A inibicao parcial ndo atua apenas como um mecanismo que dificulta a formagcao
do produto. Temos trés situacgoes possiveis: a primeira é quando kg < kg, nessa condicgao,
a formacao do produto ocorre de forma mais lenta, desse modo, nessa condi¢ao temos um
efeito de inibidor, dificultando a formacao do produto. Em kg = ks, temos uma situagao
em que o inibidor nao influencia na formagao do produto, como visto em (28), assim, a
formagao do produto é igual ao caso sem nenhum inibidor. A dltima situacao é quando
ke > ko, nessa ultima situagdo vemos um efeito de ativador, ja que, a formagao do produto
ocorre de forma mais rapida do que o caso em que nao ha inibidor para dificultar a

formacao. Ou seja, nessa condicao, o inibidor acelera a reagao.
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Para ilustrar essas caracteristicas, vamos apresentar um heatmap que ilustra o
comportamento de ativador e inibidor da inibigdo parcial. Na figura (29) vemos que para
ks < ko o produto é formado em menor quantidade do que em relagdo ao caso sem inibidor
(ke = k1), isso demonstra um comportamento de inibidor, ou seja, dificulta a formagao do
produto. Em kg > ko ocorre o contrario, nessa condi¢ao o produto é formado em maior
quantidade em comparacao ao caso sem inibidor (kg = k»), ou seja, o inibidor facilita a

formacao do produto.

ke > ko (Ativador)

ke < ko (Inibidor)

Figura 29 — A figura demonstra o comportamento para os produtos em funcao de ks e kg com
t=3.

4.7 Tempo de primeira passagem

Na segdo (2.4), apresentamos uma forma geral para a densidade de probabilidade
de primeira passagem (eq. (3.68)). Utilizando essa definigdo, podemos facilmente escrever
a densidade f(t) como:

f(t) = kaPy(t) + ke P5(2), (4.63)

essa expressao é valida somente para Ng = 1 e descreve todas as formas de inibigao.

Para analisar cada tipo de inibicdo, precisamos apenas determinar as suas respecti-
vas probabilidades P»(t) e P5(t). A seguir apresentamos os resultados para a densidade de
probabilidade do tempo de primeira passagem. Os resultados foram obtidos para diferen-
tes quantidades de substratos S e mantendo fixo a quantidade de enzimas e inibidores
(Ng=N;=1).

Na figura (30) temos a densidade de probabilidade para a inibi¢do competitiva e
a inibi¢ao incompetitiva. Notamos que a densidade de probabilidade tem um pico mais

acentuado quando a quantidade de substratos aumenta. Observamos também que a inibi¢ao
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incompetitiva tem um pico mais acentuado que a competitiva, isso indica que existe uma

chance maior de forma um produto para a inibicao incompetitiva.

35

3.0 —Ns=10
25

2.0

f(t)

15

1.0

0.5

0.0 m—
0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5

) . . . )

(a) Inibigao competitiva (b) Inibi¢do incompetitiva

Figura 30 — Nas figuras temos a densidade de probabilidade de ocorrer a primeira formagao de
P em funcao de t, para diferentes valores de Ng e Ng = N;y = 1. Em (a) temos a
inibigao do tipo competitiva com k11 = k3x = 0.5 e ko = 5. Em (b) vemos a inibigéo
do tipo incompetitiva com ki+ = k4 = 0.5 e ko = 5.

Na figura (31) temos a densidade de probabilidade para as inibi¢oes ndo competitiva
e inibicdo parcial. E notdvel que a inibicdo ndo competitiva é a inibi¢do com o menor
pico, isso indica que a distribuicao de probabilidade é mais achatada em fun¢ao do tempo,

implicando em um aumento do TMPP, consequentemente, a reagao é mais lenta.

2.5 3.0
—Ns=1 —Ns=1
=——Ns =5
25 =—Ns =10
=——Ns =50

2.0

f(t)
f(t)

1.0

0.5

0.0 —
0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5

t ' ' t

(a) Inibigao nao competitiva (b) Inibicao parcial

Figura 31 — Nas figuras temos a densidade de probabilidade de ocorrer a primeira formagao de
P em funcao de t, para diferentes valores de Ng e Ng = N;y = 1. Em (a) temos a
inibicdo do tipo nao competitiva com k14 = ks+ = kgt = ks = 0.5 e ko = 5. Em
(b) vemos a inibigao do tipo parcial com ki1 = k31 = kg = ks = 0.5, ky— = 0.4,
]62:561’66:2.5.
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4.8 Linearizacao de Lineweaver-Burk

A linearizacao de Lineweaver-Burk é bastante importante para determinar infor-
magoes relevantes das reagoes, como Vy,q. € ky, (ver a secao (4.1)). Podemos utilizar essa
linearizacao para calcular o TMPP da cinética MM para varios tipo de inibi¢oes utilizando

a eq. (3.65). Desse modo,

1 00
) =~ = | tlkaPa(t) + ke Ps(0) dt, (4.64)
ao plotarmos o resultado dessa integral como fungao de 1/S, podemos estimar o TMPP

para o limite de S grande utilizando a linearizacao de Lineweaver-Burk.

Na figura (32) temos os resultados para as inibigdes competitiva e incompetitiva.
Utilizamos os resultados analiticos (linha sélida “linearizagao”) descritos pelas equagoes
(4.29) e (4.31) para comparar com os resultados obtidos por meio da técnica do espago
de Fock (circulos). Essa comparagao é importante, uma vez que, a linearizagao expressas
pelas equagoes (4.29) e (4.31) concordam com os resultados experimentais, logo, se 0s
resultados obtidos pelo formalismo de Fock concordarem com as expressoes de linearizacao,
consequentemente, estarao em concordancia com o que se espera experimentalmente.

Assim, obtemos uma validagao da metodologia aplicada.

3.0

=—inearizagao . o x
=——Linearizagao

® Ny=1 ® N=1
L o= 25] @ N=2
® N =3 ® N=3

2.0

.0
25

—
=15
-~

.20

+—

~ 15
1.0

0.5
2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

1/s 1/S
(a) Competitiva (b) Incompetitiva

Figura 32 — Nas figuras temos a linearizacdo de Lineweaver-Burk para dois casos distintos, com
Ng =1 e Ng variando entre 1 a 10. Os circulos representam os resultados obtidos
por meio do formalismo de Fock. Em (a) temos a inibi¢do do tipo competitiva com
k1+ = ksx = 0.5 e ka = 5. Em (b) vemos a inibi¢cdo do tipo incompetitiva com
ki+ = kgt = 0.5 e ko = 5. O inset descreve o comportamento das grandezas para
(t) versus S.

Observamos que para a inibicdo competitiva, os graficos se interceptam no mesmo
ponto de interseccao da ordenada. Essa caracteristica é prevista analiticamente, e vemos
que todos os pontos obtidos por meio do espaco de Fock coincidem com o resultado
analiticos, é notavel também que o angulo da reta aumenta com a quantidade de inibidores.
No caso da inibi¢ao incompetitiva, as linhas sao sempre paralelas, entao os inibidores nao

alteram o angulo das retas, mas sim o ponto de intersec¢ao da ordenada.
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Na figura (33(a)), temos os resultados para a inibigdo nao competitiva com Ng = 1,
na figura (33(b)) temos um comparativo entre as inibigdes competitiva, incompetitiva e
nao competitiva com a cinética de Michaelis-Menten sem inibidor, com N; = Ng = 1.
As linhas sélidas representam a linearizacao expressa pelas equagoes (4.33) e (4.6) para
a inibicao nao competitiva e o caso sem inibidor, os circulos representam os resultados
obtidos pelo formalismo de Fock. Para a inibicao nao competitiva, ocorre interseccao
entre as retas de Lineweaver-Burk apenas no trecho negativo da abscissa e ao mudar a

quantidade de inibidores, alteramos o coeficientes angulares e lineares das retas.

=——MM sem inibidor
——Competitiva

= |ncompetitiva
Néao competitiva

= Linearizacao
o N=1
® N=2
® N=3

0O 2 4 6 8 10 12

0 Q
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

1/s 1/s

(a) Nao Competitiva (b) Todos os casos

Figura 33 — Nas figuras temos a linearizacao de Lineweaver-Burk para dois casos distintos, com
Ng =1 e Ng variando entre 1 a 10. Os circulos representam os resultados obtidos
por meio do formalismo de Fock. Em (a) vemos a inibi¢do do tipo ndo competitiva
com kit = ksx = kyy— = ks1 = 0.5 e ks = 5. Em (b) vemos o comparativo entre
todos os resultados, inclusive, o caso sem inibidor, em todos os casos Ngp = Ny = 1.
O inset descreve o comportamento das grandezas para (t) versus S.

O comparativo entre as inibi¢oes com o caso sem inibidor é bastante interessante,
pois, nesse caso admitimos apenas um inibidor e vemos a influéncia desse inibidor em
relagdo ao caso sem inibidor. As grandezas V,,.. e K,, estao ligadas respectivamente
aos coeficientes lineares e angulares. Assim, notamos que os resultados para a inibicao
competitiva, o inibidor nao influéncia em V,,,,,, mas aumenta K,,. Na inibicao incompetitiva,
o inibidor atua reduzindo V,,,. ¢ K,,. J& na inibicao nao competitiva, o inibidor reduz

Vinaz € nao altera K,,.

Optamos por nao apresentar os resultados para a inibi¢ao parcial, pois, os resultados
nao apresentam nenhuma caracteristica relevante, e para o caso ky = kg a curva de
Lineweaver-Burk se reduz a curva da cinética sem inibidor. Esses resultados mostram a
forca das ferramentas do espaco de Fock. Por meio das probabilidades obtidas, podemos

obter um dos resultados mais importantes em pesquisas da bioquimica.
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4.9 Relagao de incerteza da termodindmica (RIT)

No desenvolvimento desse trabalho, decidimos identificar as RITs para a cinética
de Michaelis-Menten com inibidor, nos restringiremos ao caso simples, que sera suficiente
para identificar se a RIT é violada nessa reacao. Para determinar a variancia, utilizaremos
a equagao (2.98), que estabelece a varidncia em termos da probabilidade de sobrevivéncia.

A variancia sera:
var(C) = S(t)[1 — S(t)], (4.65)
onde S(t) = Pi(t) + Py(t) + Py(t) + P5(t). Essa expressao é valida para todos os tipos de
inibicao.
O limite cinético ¢é descrito pela equagao (2.106). Precisamos identificar as transigoes
unidirecionais que sao descritas por X,,;(t) = f(f dt Juni(t), onde Juni(t) = 3, ; RijPj(t).

Para a cinética de Michaelis-Menten com inibidor, temos:

Yuni(t) = /Ot dt' [(k1y + ks ) Pr(t') + (k1o + kg ) Po(t) + (ks + ks ) Pa(t)
+ (ks + ks ) P5(t)], (4.66)

essa expressao também ¢ valida para todos os tipos de inibicao. Para um caso em que nao
haja inibidor, a expressao se torna:

Sunit) = | Lt [k Pr(E) + by Po(t)], (4.67)

im
k3t kat k5t ,ke—0
que é a mesma apresentada por Arnab Pal [48] para cinética de Michaelis-Menten sem
inibidor.
Por fim, o limite entrépico, que é descrito pela expressao (2.104). Nesse limite,

devemos tratar as transi¢coes bidirecionais como unidirecionais e determinar a contribuicao

reversivel dos processos através de 3., (t) = fg dtore,(t), onde o,y (t) = 3 ;[ K Py(t) —

K;;P;(t)]In gj;ggg Entao, podemos escrever:

Erev(t) = At dt/ [(k?1+P1 (t/) — k’l_Pg(t/>) In (FLLQ) + <k3+P1 (t,) — k?g_P4(t/)) In <F37174)

+(k4+P2(t/) - k4_P5(t/)) In (F472’5) + (1{35+P4(t/) - ]{75_P5<t/)) In (F574’5>] 3 (468)

ki Pi(t")
ki— Py (t/) .
caso sem inibidor, essa expressao se reduz a

onde I'; j 1, = Essa expressao também é valida para todas as inibigoes. Para o

' — [ ar / Ny (B
L dim S = [ (e A~ b P In ) |

também descrita no trabalho de Arnab Pal.

Primeiramente vamos verificar o comportamento dessas grandezas para t fixo.
Fixamos t = 1, e descrevemos o comportamento dessas grandezas como funcao da constante

de taxa k;_. Os resultados sdo apresentados na figura (34).
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Figura 34 — Relagoes de incertezas da termodindmica para os 4 tipos distintos de inibi¢do, nessa
andlise fixamos o tempo (¢t = 1) e variamos a constante de taxa ki_. As demais
constantes de taxas sdo k14 = k3y = ks =2, k1_ =ks_=ks_ =1, ka=ks=1,¢
kqr = 1.9, ky— = 0.9.

Podemos também determinar o comportamento dessas grandezas como uma funcgao
de t e ki_. Assim, teremos um gréafico tridimensional que descreve esses comportamentos.

Esses resultados estdo presentes na figura (35).

Como discutido por Arnab Pal e colaboradores [48] para a cinética sem inibidor,
os resultados, mostram que para grandes valores de k;_, o limite entrépico forma uma
zona mais estreita com a varincia, e entdo, a varidncia var(C) fornece uma limitagao
util da producao de entropia e menos restritiva para os fluxos integrados das transi¢oes
E+ S < (. Para k;_ pequeno, o limite mais estreito é o cinético. Qualitativamente,
esse comportamento é explicado ao notar que a producao de entropia associada a transi¢ao

E + S para C explode para ki_ — 0.

Com a introdugao do inibidor, é notério como as curvas do limite cinético e
entropico se distanciam em relagao a variancia. A inibicao competitiva e incompetitiva tém
caracteristicas similares ao caso sem inibidor, porém, com um menor estreitamento devido
a quantidade de transicoes possiveis vistas nas equagoes para a contribuicao cinética e
entréopica. Um destaque especial para a inibicdo nao competitiva, como observamos, o

limite entropico é mais estreito em relagdo ao cinético para qualquer k;_, mas ressalta-se
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Ll Varidncia B Limite cinético B Limite entrépico
Ky 1.0

(b) Competitiva

k. 1.0 ki 10

t

(¢) Incompetitiva (d) Nao competitiva

Figura 35 — Relagoes de incertezas da termodindmica para os 4 tipos distintos de inibig¢do, nessa
analise fixamos o tempo (¢ = 1) e variamos a constante de taxa kj_ para identificar
a influéncia da mesma. As demais constantes de taxas sao k14 = k34 = ksy = 2,
kl_ = k3_ = ]{25_ = 1, ]{32 = kG = 1, (§] k4_|_ = 1.9, k4_ =0.9.

que nenhuma das curvas fornecem um limite satisfatéria para a variancia. Nesse tipo de
inibi¢do, a curva do limite cinético e entrépico sao menos estreitas que as demais inibigoes,
qualitativamente isso ocorre devido a quantidade de transi¢oes possiveis na expressao
Yren(t), como a inibicdo nao competitiva tem uma maior quantidade de transigoes, assim

fornece um menor limite entrépico.
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5 O modelo infectolégico SEAIR

Doencas infectoldgicas tém assombrado a humanidade ao longo dos séculos e a
tentativa de entender a dinamica de contaminacgao ¢ alvo de interesse de muitos pes-
quisadores. O primeiro estudo sistematico visando contabilizar mortes e identificar as
causas de tais, s6 foi publicado em 1662, por John Graunt no livro “ Natural and Politi-
cal Observations made upon the Bills of Mortality” [86]. Mas o primeiro trabalho, que
desenvolveu uma modelagem matematica de propagagao de uma doencga infectologica e o
impacto de medidas aplicadas, foi realizado por Daniel Bernoulli em 1760 [87], que utilizou
um modelo para entender a dindmica de contaminacao de variola. Esse é considerado o
trabalho referéncia na area e, em 1911, estimulou Ronald Ross a desenvolver e aplicar um
modelo em estudos de contaminagao de malaria [88]. J4, em 1927, William Kermack e
Anderson McKendrick desenvolveram uma teoria matematica para epidemias [89] sendo

muito explorada e aperfeicoada ao longos dos anos.

Esses modelos voltaram ao foco da comunidade cientifica com o surto do virus
SARS-CoV-2 que implicou na pandemia da COVID-19. Foram desenvolvidos uma série de
trabalhos para analisar a dinAmica de casos e mortes. Com a implementacao de uma série
de técnicas cientificas modernas, como o uso de modelos estocéasticos, deterministicos e
até simulagoes de monte de carlo [60,90-101]. Esses vastos trabalhos foram essenciais na

busca de melhores atitudes para frear a disseminacao do virus.

Uma moderna metodologia utilizada para estudar doencas infecciosas é carac-
terizada por descrever os estdgios das doengas como uma rede de Petri [64, 102], cujo
processo consiste em tratar cada estdgio da doenga como um compartimento, onde um
individuo pode transitar entre esses compartimentos (estagios da doenga). Entre os modelos
utilizados na atualidade, os estagios e seus significados mais comuns sdo: Suscetivel (S),
individuo saudével sujeito a infecgao; exposto (E), infectado que nao transmite a doenga
e ndo apresenta sintomas; assintomatico (A), infectado que transmite a doenga mas nao
apresenta sintomas; infectado (I); infectado que transmite e apresenta sintomas da doenca;

e recuperado (R), curado da doenga [90].

Os modelos mais utilizados sdo o SIS e o SIR [90]. O SIS consiste em um suscetivel
(S) que foi infectado (I) e apés um tempo t retornou ao estado de suscetivel. Ja o SIR, é
caracterizado por um suscetivel (S) que foi infectado (I) e apds algum tempo se recuperou
(R), a figura (36) descreve o modelo SIR como uma rede de Petri, os circulos representam
o estagio da doenga, as setas sao as transi¢oes e os o quadrados sao os estados de transicao
da doenca. Outros modelos bastante utilizados sao SEIS, o SIRS e SEIR. Cada um desses

modelos consegue descrever melhor uma doenca infectolégica e caracterizar com uma
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certa precisao sua dinamica. Além disso, diferentes modelos podem ser aplicados a mesma
doenca, onde cada modelo pode representar melhor o comportamento dessas dinamicas

dentro de determinados parametros.

infection

susceptible infected recovery resistant

Figura 36 — Modelo infectolégico SIR descrito por uma rede de Petri. Figura retirada da referéncia
[64].

Nessa dissertacdo, vamos nos restringir ao modelo SEAIR, (Suscetivel - Exposto -
Assintomético - Infectado - Recuperado). Os estdgios E e A do modelo SEAIR geram um
atraso na deteccao de um individuo infectado, e assim, permite analisar a influéncia de nao
detectados na dinamica de contagio da doenca, além, de se encaixar nas caracteristicas de
contagio do coronavirus. A figura (37) expoe um esquema que ilustra o modelo SEAIR,
nesse esquema nao utilizamos o estado de transicdo como modo de simplificar a estrutura
do modelo. Nesse esquema, devemos destacar a possibilidade de duas formas distintas de
infec¢ao do suscetivel, a primeira (seta com constante a) é a infecgdo através do contato

com um assintomatico, ja a segunda (seta com constante () é através do contato com um
Figura 37 — Esquema do modelo SEAIR. S é suscetivel, E é exposto, A é assintomatico, I infectado
e R recuperado. As constantes de taxas estdo associadas a cada transicdo do estagio

da doenga. O suscetivel torna-se exposto de duas maneiras: ao interagir com um
assintomatico com constante «, ou, interagir com um infectado com constante j3.

infectado.

O modelo SEAIR ilustrado na figura (37) é descrito pelas seguintes equagoes de
taxas:
ds

W _aAS - Bl
- aAS — BIS,



Capitulo 5. O modelo infectolégico SEAIR 84

Cilf = aAS+pBIS —~E,

Cf;;l = vE —0A — uA, (5.1)
CZ = oA —ul,

Cgf = pA+pl,

a soma de todas essas equagoes resulta em S+ F + A+ I+ R = Ny (lei de conservagao),
onde Ny é a quantidade inicial de individuos. Assim como para a cinética de Michaelis-
Menten sem inibidor, podemos resolver numericamente essas equagoes diferenciais e obter
o comportamento dos individuos dessa disseminacao. A figura (38) apresenta os resultados

do modelo SEAIR, e podemos observar a auséncia de rigidez nesses resultados.

9

[E]

Quantidade
»

0 : : — .
0 10 20 30 40 50
Tempo

Figura 38 — Os resultados foram obtidos para Ng =9, Ny =1e Ng = Ny = Ngp =0, com a = 2,
B=0.1,~v=03,0=0.15e p = 0.05.

Se supormos um caso em que s6 ha um individuo e o mesmo seja um suscetivel
Ng = 1, entdao nao havera dinamica, ja que o suscetivel jamais serd infectado. Desse modo,
o caso mais simples do nosso modelo serd o caso com dois individuos com as condigoes
Ng = Ng+ N4+ N; = 1, assim garantimos que havera uma dindmica. Ressalta-se que para

t — 00, o numero de recuperados sera igual a quantidade inicial de individuos Nz = N.

O estudo estocastico com abordagem do espago de Fock, ja se mostrou util para
o modelo SIR [60] em casos de micro populagoes. Assim, utilizamos a abordagem para
estudar o modelo SEAIR em micro populagoes e dindmicas de tempos curtos. O principal
intuito desse trabalho, é descrever essas dinamicas que representem ambientes pequenos,
areas de trabalho por exemplo. Ressalta-se que o estudo do modelo SEAIR ainda nao foi

finalizado, e os resultados apresentados sao parciais.
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5.1 Resultados

No formalismo do espago de Fock, definimos o vetor estado como |n) = [ngngnanng),
que representa uma possivel configuracao do sistema. O quase hamiltoniano em termos

dos operadores de segunda quantizacao para esse sistema é:
H = a(eta’—s'al)sa+3(efil —stil)si+y(a —el)e+o(if —aha+pu(xrf —ah)a+pu(xf—iMi, (5.2)

onde s'(s), ef(e), af(a), i'(i), rf(r), sdo respectivamente os operadores criacio e aniquilacao
para os estados suscetivel, exposto, assintomético, infectado e recuperado, ja «, 3, v, o e

i, sdo as constantes de taxas associadas a cada transi¢do do modelo SEAIR.

Para que ocorra uma dinamica de contaminacao ¢é necessario 2 individuos, onde
um dos individuos deve estar contaminado. Destacamos duas possibilidades, a primeira
é quando ng = ny = 1 e ng = ng = ng = 0 com estado inicial |1) = |10010), nesse
caso uma pessoa infectada pode contaminar um suscetivel. Outra possibilidade é quando
ng =na =1, ng =n; = ng = 0, onde o estado inicial serd |1) = [10100). Em ambos os
casos, obtemos matrizes de muitas dimensoes, como forma de ilustrar, vamos apresentar
a matriz referente ao estado inicial [10100), mesmo tratando-se de um caso simples, héa
12 estados possiveis, portanto a representacao matricial do hamiltoniano é uma matriz
12 x 12:

—(a+o+p) 0 0 0 o0 0O 00 0 0 0 00
o —(yto+p) O 0 0 O 00 0 0 0 00
o 0 —(B+w) 0 0 O 00 0 0 0 00
u 0 0 0 0 O 00 0 0 0 00
0 ~ 0 0-20+p) O 00 0 0 0 00
0 o B0 0  —(ytw) 00 0 0 0 00
H = 0 b 0 0 0 u =40 0 0 o 0o |, (5.3)
0 0 w0 0 O 00 0 0 0 00
0 0 0 0 2 v 0 0—(o+p) O 0 00
0 0 0 0 2 0 40 0 —(o4p) 0 00
0 0 0 0 0 0O 00 o 0 —2u 0 0
0 0 0 0 0 0O 00 4 o 2 —uo0
0 0 0 0 0 O 00 0 g 0 uo

a matriz é bem esparsa, e devido a quantidade de dimensoes, é impossivel obter qualquer
resultado analitico para o problema. Entao toda metodologia adotada para a determinacao

das probabilidades e médias é similar ao caso da cinética de Michaelis-Menten com inibidor.

5.1.1 Caso simples: 2 individuos

A dindmica pode ocorrer de duas formas, um suscetivel em contato com um
assintomatico [10100) ou com um infectado [10010), na figura (39) a seguir, apresentamos

o comportamento médio para todos os estados possiveis.

Obviamente as diferencas estdo no comportamento das médias para infectado e
assintomatico. Com um destaque especial para o comportamento dos infectados, entre
0 <t < 1 vemos um ponto de inflexdo, essa mudancga de concavidade ocorre devido a
dindmica iniciar com um infectado e apdés infectar um suscetivel esse mesmo infectado

pode se recuperar, mas em seguida o suscetivel pode se tornar infectado.
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(a) Um assintomético (b) Um infectado

Figura 39 — As figuras expoe os comportamentos das médias em funcdo do tempo para dois
casos, com as constantes de taxa: « = =10,y =0 =5 e p = 1. A janela gréfica
pequena (inset) descreve o comportamento das grandezas para tempos curtos.

5.1.2 Caso complexo: 10 individuos

Uma vantagem do formalismo de Fock é a de representar a dindmica do sistema

em termos dos elementos de matriz da quase hamiltoniana
Hi; = (S;E;ALR;| H |S;E;A; L R;) (5.4)
utilizando a relagao (n;|n;) = d;;, chegamos em:
Hy; = ds,s [’VnEdIi,Ij6A¢,Aj+15Ei,Ej,15Ri,Rj + 14044, ,0E, E, (M51i,1j5Ri,Rj+1+ (5.5)
05Ii,1j+15Ri,Rj>] — 04,4, {5Ei,Ej 05;,5; [511-,13- Or,r; (na (U + ans + o) + ynp+
nr (pu+ Bng)) —Mn151i,1j,15Ri,Rj+1} — ng501,1,08, 5, 0R,,r,;05,,5,_, (Qna + 5711)} )

onde n; é operador nimero referente ao estado 4, e d;; ¢ a delta de Kronecker referente aos

estados de ocupacao i e j.

Vamos supor uma dinamica com 10 individuos, onde uma pessoa é assintomatico
(ou infectado) e nove suscetiveis. Essa é uma dindmica interessante, ja que, ambientes de
trabalhos ou salas de aulas, contém um nimero similar de pessoas, entao, tais resultados
representam bem a dindmica real. Na figura (40), apresentamos os resultados para os
comportamentos das médias para cada estado, onde a fig.(41(a)) representa a dindmica
com um assintomatico e a fig. (41(b)) descreve a dindmica com um infectado no ambiente.

Na figura (41) suas respectivas varincias.

Sem duvidas a caracteristica mais relevante do comportamento dessas médias é
o fato das curvas dos suscetiveis ndo decairem para zero em tempos longos, observamos
na figura (40) que os expostos, assintomaticos e infectados tende a zero no assintotico,
entretanto, esse comportamento nao é visto para o suscetivel. Esse comportamento é ainda
mais nitido para o caso de dois individuos. Vamos explorar melhor esse comportamento

na secao seguinte.
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(a) Um assintomadtico (b) Um infectado

Figura 40 — As figuras expoe os comportamentos das médias em funcdo do tempo para dois
casos, com as constantes de taxa: a = =3, y=0 =4 e = 1. A janela gréfica
pequena (inset) descreve o comportamento das grandezas para tempos curtos.

— Var(S) 6 —— Var(S) 6
= Var(E) 5 = Var(E) 5
6 = Var(A) 4 6 — Var(A) 44
= Var(l) 3 — Var(l) 3
5 — Var(R) 2 5 - Var(R) 2
1 1
4 9 4 2
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
3 3
2 2
1 1
0 0
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
t t
(a) Um assintomadtico (b) Um infectado

Figura 41 — As figuras expGe os comportamentos das varidncias em funcdo do tempo para dois
casos, com as constantes de taxa: a = =3, y=0 =4 e u= 1. A janela gréfica
pequena (inset) descreve a varidncia das grandezas para tempos curtos.

5.1.3 Comportamento assintotico da média de suscetiveis

Nos graficos anteriores é possivel notar que a média dos suscetiveis nao vai para
zero em t grande. Isso indica que ha sempre uma quantidade de pessoas que nao sao
infectadas para qualquer ¢. Vamos explorar os pardmetros «, [ e u para analisar esse

comportamento. Nas figuras (42), apresentamos os resultados.

Na figura (42), os pardmetros « e § mostram que quanto maior a constante, menor
a quantidade de individuos que se mantiveram no estado de suscetivel. Esses resultados
sao facilmente explicados ao visualizar a figura (37). As constantes « e [ estao associadas
a transicao de um suscetivel para exposto, entao, quanto maior essas constantes, maior é
a probabilidade de um suscetivel se infectar, entao, menor é a quantidade de individuos

permanecerem no estado suscetivel.
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Figura 42 — As figuras expoe os comportamentos das médias de suscetiveis em funcao do tempo
para cinco diferentes valores de a e 3, com as constantes de taxa: o = 10 ou 8 = 10,
v=o0=>5e u=1. A janela grafica pequena (inset) descreve o comportamento das
grandezas para uma menor escala de tempo.
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Figura 43 — A figura expoe os comportamentos das médias de suscetiveis em funcao do tempo
para cinco diferentes valores de u, com as constantes de taxa: a = 8 =10evy =0 = 5.
O inset descreve o comportamento das grandezas para uma menor escala de tempo.

Na figura (43), variamos a constante y, onde notamos o comportamento inverso
em relacao aos resultados anteriores, quanto maior a constante p menor ¢ a quantidade de
suscetiveis que nao foram infectados. Novamente, esse é um comportamento simples de
entender, ja que, a constante u esta associada a transicao de recuperacao, logo, quanto
maior a constante p, mais rapido é a recuperacao dos infectados e, assim, diminui a
chance de que haja infeccao. Ao variarmos as constantes v e o, observamos que nao houve

alteracao na quantidade de suscetiveis remanescentes.

5.1.4 Estratégias para diminuicao de contagio: a segunda dinamica

Nessa subsecdo, apresentamos uma estratégia para conter a contaminagao de
um maior nimero de individuos em um ambiente controlado. Nessa estratégia, apds o
surgimento do primeiro caso sintomatico, apenas o individuo infectado é isolado, enquanto

os demais continuam interagindo no mesmo ambiente. Qual a eficiéncia dessa estratégia
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frente a estratégias mais rigidas como aquelas onde todos os individuos sao isolados? Essa e
outras perguntas podem ser respondidas, em principio, de maneira quantitativa utilizando

a estratégia da segunda dindmica que apresentamos aqui.

Vamos supor o caso em que um assintomatico comece a apresentar sintomas, e este
precisa ser isolado dos demais, entretanto, esse isolamento pode ocorrer em um momento
em que ja existe outro assintomatico no ambiente, e desse modo, teremos uma nova
dindmica. Se supormos que a primeira dindmica tem 10 individuos, podemos ter diversas
segundas dinamicas distintas. Por exemplo se a dinamica inicia com ng =9 e ny = 1,
podemos ter uma segunda dindmica com ng = 8 e ngy = 1, onde o assintomatico foi retirado
do ambiente mas 1 suscetivel foi exposto, entretanto podemos ter também a situacao em
que ng = 7 e ng = 2 nesse caso 0 assintomatico contaminou 2 suscetiveis antes de ser

retirado. Na figura (44) temos o comportamento para algumas das configuragoes possiveis.
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Figura 44 — Graficos de segunda dindmica com constantes « = =10, y=0c=5e u=1. (a)
ng=8 ng=1leng=nr=ngr=0(Mb)ng=6,ng=2,ng=1enr=nr=0 (c)
ng=5ng=2,na=2en;=ng=0(d)ngs=3,ng=3,na=3en;=ng=0.
O inset descreve o comportamento das grandezas para tempos curtos.

Ao analisar esses resultados, notamos que mesmo no caso em que a condigao inicial
da segunda dinamica possui maior nimero de suscetiveis, o nimero de suscetiveis para

tempos longo tende a zero, o que sugere que apenas o isolamento do individuo primeiro
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infectado nao parece ser muito eficiente. Ainda é preciso variar os parametros para ver
se essa tendéncia se mantém. Além disso, mesmo que todos os individuos remanescentes
fossem testados, o fato do exposto evoluir para um infectado no momento posterior faria

com que o numero de infectados para tempos longo tender ao tamanho da populacao.

Os resultados para o modelo SEAIR j4 mostram caracteristicas interessantes, mas
ainda nao muito explorado nesse trabalho. Futuramente, almejamos explorar melhor esse
modelo, principalmente para o estudo de segundas dinamicas, e tentar identificar os piores

cendrios para uma doenca infectologica como a COVID.
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6 Conclusoes

Com a introducao do espaco de Fock, mapeamos a equacao mestra como uma
equagao na forma de Schrodinger. A solugao estabelece a evolugdo da probabilidade de
uma determinada configuracao do sistema ocorrer em um determinado tempo t. O uso
desse espaco, nos permitiu a construcao de um operador quase hamiltoniano para a
cinética de Michaelis-Menten com inibidor e para o modelo SEAIR. Esse operador descreve
respectivamente as dindmicas dos problemas. Essa abordagem permitiu a determinagao dos
comportamentos médios das grandezas estudadas. Para o caso mais simples (Ng = Np =
N; = 1) da cinética de Michaelis-Menten com inibidor foi possivel obter solugoes analiticas
para as probabilidades de ocorréncia, essa possibilidade demonstra como o formalismo de
Fock é uma 6tima opgao para fornecer resultados analiticos para modelos estocasticos com
nimero pequeno de reagentes. Os resultados analiticos para as probabilidades possibilitaram
também a determinacao analitica de (S) e (E) que evidenciaram a caracteristica de rigidez
(stiffness), onde para tempos curtos obtemos 71 = 1/k; como escala de tempo e para
tempos longos a escala de tempo é 15 = 1/A3. Essa caracteristica ficou evidente nos gréficos
das médias das substancias para o caso mais simples, mas também no caso mais complexo,
onde analisamos o comportamento para 20 substancias (Ng = 10, Ng = N; = 5), nesse
caso também observamos uma rigidez, mas nao foi possivel obter as escalas de tempo

analiticamente.

O comportamento das substancias é bastante afetado com a introducao do inibidor,
principalmente, implicando perda na velocidade de formacao do produto, onde a inibicao
do tipo ndo competitiva foi a mais lenta. Observamos também que para a inibicdo do
tipo parcial, o inibidor nao afeta a formacao do produto para a condi¢do ko = kg, € para
ko < kg o inibidor funciona como um ativador facilitando a formacao do produto em vez
de dificultar. A forte influéncia do inibidor também foi verificada nos estudos do tempo de
primeira passagem (TPP), novamente a inibigdo ndo competitiva é a mais afetada pelo
inibidor, nesse tipo de inibicao ha uma chance maior do produto ser formado em tempo

posterior aos das inibi¢cbes competitiva, incompetitiva e parcial.

O TPP possui uma relagdo com a linearizagdo de Lineweaver-Burk, determinamos
essa relagao para o formalismo de Fock e obtemos os resultados para as inibi¢oes estudadas
aqui. Os resultados obtidos concordam perfeitamente com os resultados encontrados na
literatura, essa concordancia é um indicativo que a descri¢ao da dindmica via formalismo

de Fock esté correta.

O formalismo de Fock também nos permitiu investigar as relagoes de incertezas

da termodinamica (RIT). Obtemos os limites cinéticos e entrépicos, além da varidncia do
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tempo de primeira passagem. A RIT prevé que os limites ndo sejam iguais ou superiores
a variancia, e nos nossos resultados nao encontramos nenhuma violagao dessa afirmagcao,
tanto para os resultados com ¢ fixo quanto para t variando. E possivel notar também
que para a inibicdo ndo competitiva o limite entrépico é sempre superior ao cinético. Em

nenhuma das inibi¢oes, os limites oferecem resultados proximos ao da variancia.

Para o modelo SEAIR, nao foi possivel obter resultados analiticos para nenhum caso,
pois, trata-se de um modelo com muitas configuracoes possiveis e as matrizes acabam tendo
grandes dimensoes. Entao todos os resultados foram obtidos numericamente tanto para o
caso mais simples (2 individuos) como para um caso mais complexo (10 individuos). Mesmo
nessa condicao (sistemas com mais configuragoes), o formalismo de Fock é ainda muito ttil
e permitiu obter os resultados para o modelo infectoldgico. Verificamos situa¢oes em que a
dindmica de contaminacao ocorria a partir de um assintomatico no ambiente, e também
situagao com a contaminagao ocorrendo por um infectado, e tanto para 2 individuos como

para 10 individuos nao observamos diferencas significativas na disseminacao.

Uma caracteristica interessante que foi observada, é que ha sempre a chance de
suscetiveis nao serem infectados, isso ocorre devido a possibilidade do infectado/assinto-
matico se tornar um recuperado antes de infectado todos do ambiente. Investigamos a
influéncia das mudancas dos parametros, e notamos que ao aumentar « e [ menor é a
chance que suscetiveis escapem da contaminagdo, o inverso ocorre para o parametro .
Essa caracteristica foi discutida nos resultados, mas resumidamente, o e 3 estao associadas
a transicoes de suscetivel para exposto enquanto u estd associado a recuperacao de um

infectado.

Analisamos também as segundas dindmicas, nessas situagoes, retiramos o infectado
do ambiente no momento em que o mesmo apresenta sintomas, e analisamos como a
dindmica de contaminagao ocorre sem a sua presenca. Nessa situagdo temos muitas
configuragoes possiveis, mas para todas elas nao obtivemos resultados que demonstrem
a efetividade de isolar apenas o primeiro infectado, em todos os casos a dinamica de
contaminacao ocorre de modo que nao aumente a quantidade de suscetiveis que nao foram

contaminados.

Destaca-se que os resultados obtidos nesse trabalho foram obtidos via programacao
na linguagem Python. Essa linguagem apareceu como uma 6tima opg¢ao os estudos nesse
formalismo, mesmo com limitagoes de suas bibliotecas para a aplicagdo do formalismo
de Fock ainda foi possivel obter os resultados com pouco tempo computacional, onde os

resultados mais simples foram obtidos na escala de segundos.

Como perspectivas futuras, vamos investigar a RIT da cinética de Michaelis-Menten
com inibidor para buscar uma explicagdo para o comportamento do limite entropico que é
sempre maior que o limite cinético na inibicdo nao competitiva. Para o modelo SEAIR,

precisamos explorar ainda mais as segundas dinamicas, tentando identificar os piores
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cenarios possiveis e verificar se existe uma segunda dinamica em que a retirada do primeiro

infectado torna a dinamica mais eficiente do que isolar todos os individuos.



94

Referéencias

1 ROCHA, J. F. Origens e evolugao das idéias da fisica. [S.1.]: SGiIELO-EDUFBA, 2002.
Citado 3 vezes nas paginas 14, 15 e 16.

2 SALINAS, S. R. Introdugao a fisica estatistica. [S.1.]: Edusp, 2008. Citado 11 vezes
nas paginas 14, 15, 16, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 25 e 26.

3 LIVI, R.; POLITI, P. Nonequilibrium statistical physics: a modern perspective. [S.1.]:
Cambridge University Press, 2017. Citado 3 vezes nas péaginas 14, 15 e 16.

4 MAXWELL, J. C. Ii. illustrations of the dynamical theory of gases. The London,
Edinburgh, and Dublin Philosophical Magazine and Journal of Science, Taylor & Francis,
v. 20, n. 130, p. 21-37, 1860. Citado na péagina 14.

5 MAXWELL, J. C. Iv. on the dynamical theory of gases. Philosophical transactions of
the Royal Society of London, The Royal Society London, n. 157, p. 49-88, 1867. Citado
na pagina 14.

6 MAXWELL, J. Theory of Heat. Longmans, Green, and Company, 1871. (Text-books of
science). ISBN 9780598862662. Disponivel em: <https://books.google.com.br/books?id=
5u84AAAAMAAJ>. Citado na péagina 14.

7 BOLTZMANN, L. Ueber die mechanische Bedeutung des zweiten Hauptsatzes der
Wiérmetheorie: Sond.-Abdr. ad 53. Bd. d. Sitzb. dk Akad. d. Wiss. [S.1]: Staatsdruckerei,
1866. Citado na pagina 14.

8 BOLTZMANN, L. Weitere studien tiber das wdrmegleichgewicht unter gasmolekiilen.
[S.1.]: Aus der kk Hot-und Staatsdruckerei, 1872. Citado na pagina 14.

9 BOLTZMANN, L. Uber die Bezichung zwischen dem zweiten Hauptsatze des
mechanischen Wdarmetheorie und der Wahrscheinlichkeitsrechnung, respective den Sdtzen
tber das Wirmegleichgewicht. [S.1.]: Kk Hof-und Staatsdruckerei, 1877. Citado na pégina
14.

10 BOLTZMANN, L.; BOLTZMANN), L. Der zweite hauptsatz der mechanischen
warmetheorie. Populdre Schriften, Springer, p. 26-46, 1979. Citado na pagina 14.

11 GIBBS, J. W. On the equilibrium of heterogeneous substances. American Journal of
Science, American Journal of Science, v. 3, n. 96, p. 441458, 1878. Citado na pagina 14.

12 GIBBS, J. W. Elementary principles in statistical mechanics: developed with especial
reference to the rational foundations of thermodynamics. [S.1.]: C. Scribner’s sons, 1902.
Citado na pagina 14.

13 GIBBS, J. W. Graphical methods in the thermodynamics of fluids. The Collected
Works of J. Willard Gibbs, Ph. D., LL. D, Yale University Press, p. 1-32, 1957. Citado
na pagina 14.


https://books.google.com.br/books?id=5u84AAAAMAAJ
https://books.google.com.br/books?id=5u84AAAAMAAJ

Referéncias 95

14 BROWN, R. Xxvii. a brief account of microscopical observations made in the months
of june, july and august 1827, on the particles contained in the pollen of plants; and on the
general existence of active molecules in organic and inorganic bodies. The philosophical
magazine, Taylor & Francis, v. 4, n. 21, p. 161-173, 1828. Citado na pagina 15.

15 MAZENKO, G. Nonequilibrium statistical mechanics. [S.1.]: John Wiley & Sons, 2006.
Citado na péagina 15.

16 ZWANZIG, R. Nonequilibrium statistical mechanics. [S.1.]: Oxford university press,
2001. Citado na pagina 15.

17 EINSTEIN, A. Uber die von der molekularkinetischen theorie der wiarme geforderte
bewegung von in ruhenden flissigkeiten suspendierten teilchen. Annalen der physik, v. 4,
1905. Citado 2 vezes nas paginas 15 e 22.

18 SMOLUCHOWSKI, M. Essai d’une théorie cinétique du mouvement Brownien et des
milieuz troublés. [S.1.]: Acad. Litterarum Cracoviensis, 1906. Citado 2 vezes nas paginas
15 e 22.

19 KUBO, R.; TODA, M.; HASHITSUME, N. Statistical physics II: nonequilibrium
statistical mechanics. [S.1.]: Springer Science & Business Media, 2012. v. 31. Citado 2
vezes nas paginas 15 e 16.

20 PERRIN, J. Les Atomes, Woodbridge, Conn. [S.1.]: Ox Bow Press. Translated by D.
Ll. Hammick, 1913. Citado na péagina 15.

21 REICHL, L. A Modern Course in Statistical Physics. Wiley, 2016. ISBN 9783527413492.
Disponivel em: <https://books.google.com.br/books?id=YmGzCgAAQBAJ>. Citado 4
vezes nas paginas 16, 18, 25 e 26.

22 FOKKER, A. D. Die mittlere energie rotierender elektrischer dipole im strahlungsfeld.
Annalen der Physik, WILEY-VCH Verlag Leipzig, v. 348, n. 5, p. 810-820, 1914. Citado
na pagina 16.

23 PLANCK, V. Uber einen satz der statistischen dynamik und seine erweiterung in der
quantentheorie. Sitzungberichte der, 1917. Citado na pagina 16.

24 DOI, M. Second quantization representation for classical many-particle system.
Journal of Physics A: Mathematical and General, IOP Publishing, v. 9, n. 9, p. 1465,
1976. Citado 5 vezes nas paginas 17, 35, 37, 38 e 40.

25 DOI, M. Stochastic theory of diffusion-controlled reaction. Journal of Physics A:
Mathematical and General, IOP Publishing, v. 9, n. 9, p. 1479, 1976. Citado 3 vezes nas
paginas 17, 35 e 40.

26 KLIPP, E.; LIEBERMEISTER, W.; WIERLING, C.; KOWALD, A. Systems biology:
a textbook. [S.1.]: John Wiley & Sons, 2016. Citado 9 vezes nas paginas 17, 50, 52, 53, 54,
56, 57, 58 e T4.

27 LANGEVIN, P. Sur la théorie du mouvement brownien. Compt. Rendus, v. 146, p.
530-533, 1908. Citado na pagina 18.

28 PERRIN, J. Mouvement brownien et réalité moléculaire. Masson et Cie, Editeurs,
1909. Citado na pagina 22.


https://books.google.com.br/books?id=YmGzCgAAQBAJ

Referéncias 96

29 CHAPMAN, S. On the brownian displacements and thermal diffusion of grains
suspended in a non-uniform fluid. Proceedings of the Royal Society of London. Series A,

Containing Papers of a Mathematical and Physical Character, The Royal Society London,
v. 119, n. 781, p. 34-54, 1928. Citado na pagina 23.

30 KOLMOGOROV, A. N. On analytical methods in probability theory. Math. Ann,
v. 104, p. 415-458, 1931. Citado na pagina 23.

31 UHLENBECK, G. E.; ORNSTEIN, L. S. On the theory of the brownian motion.
Phys. Rev., American Physical Society, v. 36, p. 823-841, Sep 1930. Disponivel em:
<https://link.aps.org/doi/10.1103 /PhysRev.36.823>. Citado na pagina 25.

32 KAMPEN, N. G. V. Stochastic processes in physics and chemistry. [S.1.]: Elsevier,
1992. v. 1. Citado 2 vezes nas paginas 25 e 26.

33 NORDSIECK, A.; JR, W. L.; UHLENBECK, G. On the theory of cosmic-ray showers
i the furry model and the fluctuation problem. Physica, Elsevier, v. 7, n. 4, p. 344-360,
1940. Citado na pagina 25.

34 REDNER, S. A guide to first-passage processes. [S.1.]: Cambridge university press,
2001. Citado 5 vezes nas paginas 27, 28, 29, 30 e 31.

35 SZABO, A.; SCHULTEN, K.; SCHULTEN, Z. First passage time approach to
diffusion controlled reactions. The Journal of chemical physics, American Institute of
Physics, v. 72, n. 8, p. 4350-4357, 1980. Citado na pagina 27.

36 SZABO, A.; LAMM, G.; WEISS, G. H. Localized partial traps in diffusion processes
and random walks. Journal of statistical physics, Springer, v. 34, p. 225-238, 1984. Citado
na pagina 27.

37 BENICHOU, O.; CHEVALIER, C.; KLAFTER, J.; MEYER, B.; VOITURIEZ, R.
Geometry-controlled kinetics. Nature chemistry, Nature Publishing Group UK London,
v. 2, n. 6, p. 472-477, 2010. Citado na pagina 27.

38 SCHER, Y.; REUVENI, S. Unified approach to gated reactions on networks. Physical
review letters, APS, v. 127, n. 1, p. 018301, 2021. Citado na pagina 27.

39 POLIZZI, N. F.; THERIEN, M. J.; BERATAN, D. N. Mean first-passage times in
biology. Israel Journal of Chemistry, v. 56, n. 9-10, p. 816-824, 2016. Disponivel em:
<https://onlinelibrary.wiley.com/doi/abs/10.1002/ijch.201600040>. Citado 3 vezes nas
paginas 27, 47 e 59.

40 HOPFIELD, J. J. Kinetic proofreading: a new mechanism for reducing errors in
biosynthetic processes requiring high specificity. Proceedings of the National Academy of
Sciences, National Acad Sciences, v. 71, n. 10, p. 4135-4139, 1974. Citado na pagina 27.

41 NINIO, J. Alternative to the steady-state method: derivation of reaction rates from
first-passage times and pathway probabilities. Proceedings of the National Academy of
Sciences, National Acad Sciences, v. 84, n. 3, p. 663-667, 1987. Citado na pagina 27.

42 CAO, J. Michaelis- menten equation and detailed balance in enzymatic networks. The
Journal of Physical Chemistry B, ACS Publications, v. 115, n. 18, p. 5493-5498, 2011.
Citado na péagina 27.


https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRev.36.823
https://onlinelibrary.wiley.com/doi/abs/10.1002/ijch.201600040

Referéncias 97

43 BENICHOU, O.; LOVERDO, C.; MOREAU, M.; VOITURIEZ, R. Intermittent
search strategies. Rev. Mod. Phys., American Physical Society, v. 83, p. 81-129, Mar
2011. Disponivel em: <https://link.aps.org/doi/10.1103/RevModPhys.83.81>. Citado na
pagina 27.

44 ELIAZAR, I.; KOREN, T.; KLAFTER, J. Searching circular dna strands. Journal of
Physics: Condensed Matter, IOP Publishing, v. 19, n. 6, p. 065140, 2007. Citado na
pagina 27.

45 CONDAMIN, S.: BENICHOU, O.; TEJEDOR, V.; VOITURIEZ, R.; KLAFTER, J.
First-passage times in complex scale-invariant media. Nature, Nature Publishing Group
UK London, v. 450, n. 7166, p. 77-80, 2007. Citado na pagina 27.

46 DUARTE-FILHO, G. C.; SANTOS, F. A. N.; GAFFNEY, E. A. Fock-space
methods for diffusion: Capturing volume exclusion via fermionic statistics. Phys.
Rev. E, American Physical Society, v. 102, p. 052101, Nov 2020. Disponivel em:
<https://link.aps.org/doi/10.1103 /PhysRevE.102.052101>. Citado 3 vezes nas paginas
27, 35 e 46.

47 KOU, S. G.; WANG, H. First passage times of a jump diffusion process. Advances in
applied probability, Cambridge University Press, v. 35, n. 2, p. 504-531, 2003. Citado na
pagina 27.

48 PAL, A.; REUVENI, S.; RAHAV, S. Thermodynamic uncertainty relation for systems
with unidirectional transitions. Phys. Rev. Res., American Physical Society, v. 3, p. 013273,
Mar 2021. Disponivel em: <https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevResearch.3.013273>.
Citado 5 vezes nas paginas 31, 32, 33, 79 e 80.

49 HARUNARI, P. E.; FIORE, C. E.; PROESMANS, K. Exact statistics and
thermodynamic uncertainty relations for a periodically driven electron pump. Journal of
Physics A: Mathematical and Theoretical, IOP Publishing, v. 53, n. 37, p. 374001, 2020.
Citado na péagina 32.

50 KOYUK, T.; SEIFERT, U. Operationally accessible bounds on fluctuations and
entropy production in periodically driven systems. Phys. Rev. Lett., American Physical
Society, v. 122, p. 230601, Jun 2019. Disponivel em: <https://link.aps.org/doi/10.1103/
PhysRevLett.122.230601>. Citado na pagina 32.

51 VU, T. V.; HASEGAWA, Y. Thermodynamic uncertainty relations under arbitrary
control protocols. Phys. Rev. Res., American Physical Society, v. 2, p. 013060, Jan 2020.
Disponivel em: <https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevResearch.2.013060>. Citado
na pagina 32.

52 OTSUBO, S.; ITO, S.; DECHANT, A.; SAGAWA, T. Estimating entropy
production by machine learning of short-time fluctuating currents. Phys. Rewv.
E, American Physical Society, v. 101, p. 062106, Jun 2020. Disponivel em:

<https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevE.101.062106>. Citado na péagina 32.

53 HASEGAWA, Y.; VU, T. V. Fluctuation theorem uncertainty relation. Phys.
Rev. Lett., American Physical Society, v. 123, p. 110602, Sep 2019. Disponivel em:
<https://link.aps.org/doi/10.1103 /PhysRevLett.123.110602>. Citado na pagina 32.


https://link.aps.org/doi/10.1103/RevModPhys.83.81
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevE.102.052101
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevResearch.3.013273
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevLett.122.230601
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevLett.122.230601
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevResearch.2.013060
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevE.101.062106
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevLett.123.110602

Referéncias 98

54 LIU, K.; GONG, Z.; UEDA, M. Thermodynamic uncertainty relation for arbitrary
initial states. Phys. Rev. Lett., American Physical Society, v. 125, p. 140602, Sep 2020.
Disponivel em: <https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevLett.125.140602>. Citado na
pagina 32.

55 KOYUK, T.; SEIFERT, U. Thermodynamic uncertainty relation for time-dependent
driving. Phys. Rev. Lett., American Physical Society, v. 125, p. 260604, Dec 2020.
Disponivel em: <https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevLett.125.260604>. Citado na
pagina 32.

56 PAL, A.; REUVENI, S.; RAHAV, S. Thermodynamic uncertainty relation for
first-passage times on markov chains. Phys. Rev. Res., American Physical Society, v. 3, p.
1032034, Aug 2021. Disponivel em: <https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevResearch.
3.1.032034>. Citado 4 vezes nas paginas 32, 33, 34 e 47.

57 BARATO, A. C.; SEIFERT, U. Thermodynamic uncertainty relation for biomolecular
processes. Physical review letters, APS, v. 114, n. 15, p. 158101, 2015. Citado na pagina
32.

58 FOCK, V. Konfigurationsraum und zweite quantelung. Zeitschrift fiir Physik,
Springer, v. 75, n. 9, p. 622647, 1932. Citado na pagina 35.

59 SANTOS, F. A. N.: GADELHA, H.; GAFFNEY, E. A. Fock space, symbolic
algebra, and analytical solutions for small stochastic systems. Phys. Rev. E,
American Physical Society, v. 92, p. 062714, Dec 2015. Disponivel em: <https:
//link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevE.92.062714>. Citado 6 vezes nas paginas 35, 39, 40,
44, 60 e 68.

60 SOUZA, D. B. de; ARAUJO, H. A.; DUARTE-FILHO, G. C.; GAFFNEY, E. A_;
SANTOS, F. A.; RAPOSO, E. P. Fock-space approach to stochastic susceptible-infected-
recovered models. Physical Review E, APS, v. 106, n. 1, p. 014136, 2022. Citado 3 vezes
nas paginas 35, 82 e 84.

61 ARAUJO, H.; LUKIN, M.; LUZ, M. da; VISWANATHAN, G.; SANTOS, F.;
RAPOSO, E. Revisiting lévy flights on bounded domains: a fock space approach. Journal
of Statistical Mechanics: Theory and Experiment, IOP Publishing, v. 2020, n. 8, p. 083202,
2020. Citado na pagina 35.

62 NICOLAU, N.; ARAUJO, H.; VISWANATHAN, G.; LUZ, M. da; RAPOSO, E. Mean
first passage time and absorption probabilities of a 1évy flier on a finite interval: discrete
space and continuous limit via fock space approach. Journal of Physics A: Mathematical
and Theoretical, IOP Publishing, v. 54, n. 32, p. 325006, 2021. Citado na pagina 35.

63 NICOLAU, N. d. S. Abordagem do espaco de fock para caminhadas aleatérias de lévy
em um intervalo unidimensional: tempo médio de primeira passagem e probabilidades de
absorc¢ao. Universidade Federal de Pernambuco, 2022. Citado 2 vezes nas paginas 38 e 39.

64 BAEZ, J. C.; BIAMONTE, J. Quantum techniques for stochastic mechanics. arXiv,
2012. Disponivel em: <https://arxiv.org/abs/1209.3632>. Citado 4 vezes nas paginas 40,
42, 82 e 83.


https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevLett.125.140602
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevLett.125.260604
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevResearch.3.L032034
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevResearch.3.L032034
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevE.92.062714
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevE.92.062714
https://arxiv.org/abs/1209.3632

Referéncias 99

65 MATTIS, D. C.; GLASSER, M. L. The uses of quantum field theory in diffusion-
limited reactions. Rev. Mod. Phys., American Physical Society, v. 70, p. 979-1001, Jul
1998. Disponivel em: <https://link.aps.org/doi/10.1103/RevModPhys.70.979>. Citado
na pagina 40.

66 NAPOLITANO, J.; SAKURAI, J. Mecanica Quantica Moderna, traducao técnica:
Sulvio Renato Dahmen. [S.1.]: Porto Alegre, 2013. Citado na pagina 40.

67 KNEBEL, J. Application of statistical field theory to reaction-diffusion problems.
University of Cambridge, 2010. Citado 2 vezes nas paginas 40 e 42.

68 GRIFFITHS, D.; QUANTICA, M. 2¢ Edigdo. [S.1.]: Editora Pearson Education, 2011.
Citado na péagina 40.

69 BRESSLOFF, P. C.; NEWBY, J. M. Stochastic models of intracellular transport.
Rev. Mod. Phys., American Physical Society, v. 85, p. 135-196, Jan 2013. Disponivel em:
<https://link.aps.org/doi/10.1103 /RevModPhys.85.135>. Citado na péagina 46.

70 KUMAR, A.; MAITY, H.; DUA, A. Parallel versus off-pathway michaelis-menten
mechanism for single-enzyme kinetics of a fluctuating enzyme. The Journal of Physical
Chemistry B, ACS Publications, v. 119, n. 27, p. 8490-8500, 2015. Citado 2 vezes nas
paginas 47 e 59.

71 SymPy Development Team. Sympy. 2023. Disponivel em: <https://www.sympy.org/
pt/index.html>. Acesso em: 09 de fevereiro de 2023. Citado na pégina 48.

72 SymPy Development Team. Second quantization. 2023. Disponivel em:
<https://docs.sympy.org/latest /modules/physics/secondquant.html>. Acesso em: 09 de
fevereiro de 2023. Citado na pagina 48.

73 HIGHAM, N. J. The scaling and squaring method for the matrix exponential
revisited. SIAM J. Matriz Anal. Appl., Society for Industrial and Applied Mathematics,
USA, v. 26, n. 4, p. 1179-1193, apr 2005. ISSN 0895-4798. Disponivel em:
<https://doi.org/10.1137/04061101X>. Citado 2 vezes nas paginas 49 e 113.

74 BROWN, A. J. Xxxvi.—enzyme action. J. Chem. Soc., Trans., The Royal Society
of Chemistry, v. 81, p. 373-388, 1902. Disponivel em: <http://dx.doi.org/10.1039/
CT9028100373>. Citado na pagina 50.

75 THEORIE générale de Paction de quelques diastases par Victor Henri [C. R. Acad. Sci.
Paris 135 (1902) 916-919]. Comptes Rendus Biologies, v. 329, n. 1, p. 47-50, 2006. ISSN
1631-0691. Modélisation de systemes complexes en agronomie et environnement. Disponivel
em: <https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S163106910500185X>. Citado
na pagina 50.

76 WILEY, H. Lois générales de I'action des diastases. Journal of the American Chemical
Society, ACS Publications, v. 25, n. 7, p. 780-782, 1903. Citado na pagina 50.

77 CORNISH-BOWDEN, A. Fundamentals of enzyme kinetics. [S.1.]: John Wiley &
Sons, 2013. Citado 2 vezes nas paginas 50 e 51.

78 MICHAELIS, L.; MENTEN, M. L. et al. Die kinetik der invertinwirkung. Biochem. z,
Berlin, v. 49, n. 333-369, p. 352, 1913. Citado na péagina 50.


https://link.aps.org/doi/10.1103/RevModPhys.70.979
https://link.aps.org/doi/10.1103/RevModPhys.85.135
https://www.sympy.org/pt/index.html
https://www.sympy.org/pt/index.html
https://docs.sympy.org/latest/modules/physics/secondquant.html
https://doi.org/10.1137/04061101X
http://dx.doi.org/10.1039/CT9028100373
http://dx.doi.org/10.1039/CT9028100373
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S163106910500185X

Referéncias 100

79 ERDI, P.; LENTE, G. Stochastic chemical kinetics. [S.1]: Springer, 2016. v. 1. Citado
na pagina 52.

80 LEHNINGER, A.; NELSON, D. L.; cox, michel m. Principios de Bioquimica. 6¢
Edicao. Porto Alegre: Artmed, 2014. Citado 5 vezes nas paginas 52, 56, 57, 58 e 59.

81 LINEWEAVER, H.; BURK, D. The determination of enzyme dissociation constants.
Journal of the American Chemical Society, v. 56, n. 3, p. 658666, 1934. Disponivel em:
<https://doi.org/10.1021/ja01318a036>. Citado na pagina 52.

82 BISSWANGER, H. Enzyme kinetics: principles and methods. [S.1.]: John Wiley &
Sons, 2017. Citado 3 vezes nas paginas 53, 58 e 74.

83 WEGSCHEIDER, R. Uber simultane gleichgewichte und die beziehungen
zwischen thermodynamik und reaktionskinetik homogener systeme. Zeitschrift
fiir Physikalische Chemie, v. 39U, n. 1, p. 257-303, 1902. Disponivel em:
<https://doi.org/10.1515/zpch-1902-3919>. Citado na pagina 54.

84 CLELAND, W. Partition analysis and concept of net rate constants as tools in
enzyme kinetics. Biochemistry, ACS Publications, v. 14, n. 14, p. 3220-3224, 1975.
Citado na pagina 59.

85 MURRAY, J. D. Mathematical biology: 1. An introduction. [S.1.]: Springer, 2002.
Citado na péagina 68.

86 GRAUNT, J. Natural and political observations made upon the bills of mortality.
[S.1.]: Johns Hopkins Press, 1939. Citado na pagina 82.

87 BERNOULLI, D. Essai d’'une nouvelle analyse de la mortalité causée par la petite
vérole, et des avantages de l'inoculation pour la prévenir. Histoire de I’Acad., Roy.
Sci.(Paris) avec Mem, Des Math. And Phis., Mem, p. 1-45, 1760. Citado na péagina 82.

88 ROSS, R. The prevention of malaria. [S.1.]: John Murray, 1911. Citado na pagina 82.

89 KERMACK, W. O.; MCKENDRICK, A. G. A contribution to the mathematical
theory of epidemics. Proceedings of the royal society of london. Series A, Containing
papers of a mathematical and physical character, The Royal Society London, v. 115,
n. 772, p. 700-721, 1927. Citado na pagina 82.

90 BASNARKOV, L. Seair epidemic spreading model of covid-19. Chaos, Solitons €
Fractals, Elsevier, v. 142, p. 110394, 2021. Citado na pagina 82.

91 COOPER, I.; MONDAL, A.; ANTONOPOULOS, C. G. A sir model assumption for
the spread of covid-19 in different communities. Chaos, Solitons € Fractals, Elsevier,
v. 139, p. 110057, 2020. Citado na pagina 82.

92 CHEN, Y.-C.; LU, P-E.; CHANG, C.-S.; LIU, T.-H. A time-dependent sir model for
covid-19 with undetectable infected persons. Ieee transactions on network science and
engineering, IEEE, v. 7, n. 4, p. 3279-3294, 2020. Citado na pagina 82.

93 KUDRYASHOV, N. A.; CHMYKHOV, M. A.; VIGDOROWITSCH, M. Analytical
features of the sir model and their applications to covid-19. Applied Mathematical
Modelling, Elsevier, v. 90, p. 466-473, 2021. Citado na pagina 82.


https://doi.org/10.1021/ja01318a036
https://doi.org/10.1515/zpch-1902-3919

Referéncias 101

94 MODELING COVID-19 scenarios for the United States. Nature medicine, Nature
Publishing Group US New York, v. 27, n. 1, p. 94-105, 2021. Citado na pagina 82.

95 CIUFOLINI, I.; PAOLOZZI, A. Mathematical prediction of the time evolution of the
covid-19 pandemic in italy by a gauss error function and monte carlo simulations. The
FEuropean Physical Journal Plus, Springer Berlin Heidelberg, v. 135, n. 4, p. 355, 2020.
Citado na péagina 82.

96 XIE, G. A novel monte carlo simulation procedure for modelling covid-19 spread over
time. Scientific reports, Nature Publishing Group UK London, v. 10, n. 1, p. 13120, 2020.
Citado na péagina 82.

97 BABAEI A.; JAFARI, H.; BANIHASHEMI, S.; AHMADI, M. Mathematical analysis
of a stochastic model for spread of coronavirus. Chaos, Solitons € Fractals, Elsevier,
v. 145, p. 110788, 2021. Citado na pagina 82.

98 BABAEI, A.; JAFARI, H.; BANIHASHEMI, S.; AHMADI, M. A stochastic
mathematical model for covid-19 according to different age groups. Applied and
Computational Mathematics, p. 140-159, 2021. Citado na pagina 82.

99 HE, S.; TANG, S.; RONG, L. et al. A discrete stochastic model of the covid-19
outbreak: Forecast and control. Math. Biosci. Eng, v. 17, n. 4, p. 2792-2804, 2020. Citado
na pagina 82.

100 NISHIURA, H.; LINTON, N. M.; AKHMETZHANOV, A. R. Serial interval of novel
coronavirus (covid-19) infections. International journal of infectious diseases, Elsevier,
v. 93, p. 284-286, 2020. Citado na pagina 82.

101 MCGOUGH, S. F.; JOHANSSON, M. A.; LIPSITCH, M.; MENZIES, N. A.
Nowcasting by bayesian smoothing: A flexible, generalizable model for real-time epidemic
tracking. PLoS computational biology, Public Library of Science San Francisco, CA USA,
v. 16, n. 4, p. 1007735, 2020. Citado na pagina 82.

102 PETRI, C. A. Kommunikation mit automaten. 1962. Citado na pagina 82.

103 CARVALHO, A. M. de S. Sthocastic-Python. 2022. Disponivel em: <https:
//github.com/ArthurCarvalho-Physics/Sthocastic-Python>. Citado 2 vezes nas paginas
111 e 113.


https://github.com/ArthurCarvalho-Physics/Sthocastic-Python
https://github.com/ArthurCarvalho-Physics/Sthocastic-Python

Apéndices



103

APENDICE A - O cilculo de exp(-Ht)

Este apéndice tem como objetivo mostrar o desenvolvimento algébrico até chegar a
expressio exp(—Ht) = Q exp(—Jgt)Q~! que estd presente em 3.1.2. Para determinarmos

a matriz diagonal de uma matriz fazemos:
Q'HQ = Ju, (A1)

onde () é uma matriz coluna dos autovetores. Notamos que ao inverter essa expressao,

teremos a matriz H em termos de sua diagonal, ou seja:
H=QJyQ " (A.2)

Uma func¢ao exponencial pode ser escrita como uma série de Taylor,

$2

exp(z) =1+2z+ o

+ o (A.3)

quando o argumento dessa funcao é uma matriz, escrevemos a expansao como:

Ht)?
exp(Ht) =1+ Ht + ( 2') + . (A.4)

sabemos que ao fazer QJy Q! obteremos H, logo:

(—QJInQ't)?

exp(—Ht) = exp(—QJHQ_lt) =1+ (-QJyQ ') + 51 + .., (A.5)
ou ainda:
(_JHt)2 -1
exp(—Ht) = Q [I + (—Jut) + e Q" (A.6)

note que a expressao dentro do colchete é exatamente a expansao de uma fungao exponencial,

desse modo, temos:

exp(—Ht) = Q exp(—Jut)Q . (A.7)
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APENDICE B - Correcoes feitas nos
operadores do Sympy

Nesse trabalho foi utilizado a documentacao da biblioteca Sympy. Trata-se de uma
biblioteca em Python que oferece um pacote com operadores de segunda quantizacao.
Entretanto essa ferramenta apresenta algumas limitacoes e divergéncias. Entao nesse

apéndice sera apresentado os problemas e correcoes que foram feitas.

B.1 Divergéncias dos operadores

Nessa biblioteca os operadores aniquilagao e criagdo apresentam a seguinte formas:
alny =+vnln—1), (B.1)
a'n) =vn+1|n+1), (B.2)

entretanto nessa pesquisa utilizamos os operadores de segunda quantizagdo com outra
forma, sendo essa:
aln) =n|n—1), (B.3)

a'|n) = |n+1). (B.4)

B.1.1 Operador aniquilacao

O trecho do c6digo original da biblioteca Sympy que descreve o operador aniquilagao
(B.1) é

Listing B.1 — Trecho do cédigo original em Python para o operador aniquilagao

if not self.is_symbolic and isinstance(state, FockStateKet):
element = self.state
amp = sqrt(statel[element])

return amp*state.down(element)

No primeiro cédigo vemos que na linha 3, a variavel amp ¢é a raiz quadrada do
elemento. No cédigo modificado, também linha 3, alteramos a varidvel amp retirando o

elemento da raiz.

Listing B.2 — Trecho modificado do cddigo original em Python para o operador aniquilagao

if not self.is_symbolic and isinstance(state, FockStateKet):

element = self.state
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amp = state[element]

return amp*state.down(element)

B.1.2 Operador criagao

Como vimos, as equagoes (B.2) e (B.4) divergem por uma raiz quadrada (v/n + 1),
logo, precisamos apenas retirar essa expressao. No cddigo original, a variavel amp é igual

a v/n + 1 e multiplica o estado (ket), como visto na linha 3 e 4 a seguir:

Listing B.3 — Trecho original do cédigo em Python para o operador criagao

if not self.is_symbolic and isinstance(state, FockStateKet):
element = self.state
amp = sqrt(statel[element] + 1)

return amp*state.up(element)

Para solucionar o problema, simplesmente alteramos a variavel amp de v/n + 1
para 1, assim nao teremos um termo multiplicando o estado (ket). Na linha 3, do cédigo a

seguir, temos essa modificacao.

Listing B.4 — Trecho modificado do cédigo original em Python para o operador criagao

if not self.is_symbolic and isinstance(state, FockStateKet):
element = self.state
amp = 1

return amp*state.up(element)
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APENDICE C - Criacao do operador

numero

O codigo original do Sympy nao possui um operador nimero, quando havia a
necessidade de utilizar esse operador, precisavamos aplicar o operador aniquilacao em
um sitio e logo em seguida aplicar um operador criagao nesse mesmo sitio, como esse
processo gerava um codigo mais extenso e maior gasto computacional, optamos por criar

um operador nimero.

C.1 Criacao do operador niimero

Como o cédigo fonte do Sympy nao possui o operador, todo o codigo que sera
apresentado aqui é novo. Esse trecho foi introduzido no cédigo fonte do Sympy e assim

pudemos utilizar o operador nimero de forma mais facil e rapida no nosso trabalho.

Listing C.1 — Trecho do cédigo em Python para a construcao do operador nimero

class NumberBoson(BosonicOperator, Number):
op_symbol = ’n’

def _dagger_ (self):

return NumberBoson(self.state)
def apply(self, state):

if not self.is_symbolic and isinstance(state,
FockStateKet):

element = self.state

amp = state[element]

return amp*state
else:

return Mul (self, state)

def _ _repr__(self):

return "NumberBoson(%s)" % self.state



APENDICE C. Criagio do operador niimero 107

def _latex(self, printer):

return "n_ {%s}" % self.state.name

Denominamos esse operador como n, e sempre que precisamos utilizar, apenas
fazemos n(0).apply(state), onde o 0 refere-se ao sitio que o operador atua e state é o estado

em que o operador vai ser aplicado.
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APENDICE D - Aplicacio de
operadores em estados com nimero de

ocupacao N > 1

Um dos problemas enfrentados nesse trabalho foi que os operadores nao funcionavam
bem dado um estado em que o niimero de ocupagao é maior que 1. A seguir, detalhamos o

problema enfrentado e a solugao que aplicamos.

D.1 O erro

Os operadores de segunda quantizacao do Sympy s6 funcionam se forem aplicados

em um ket, que no Python deve ser escrito como:

Listing D.1 — Estado em python
BBket ((1,1,1,1))

aplicando o operador niimero, o resultado sera:

Listing D.2 — Estado em python

n(0).apply (BBket ((1,1,1,1)))
BBket ((1,1,1,1))

qualquer outro operador funciona perfeitamente nesse estado.

No caso em que existe uma constante multiplicando o estado, nao podemos aplicar
os operadores, pois, o operador vai receber a constate e o estado, e como ja dito, o operador

sO6 pode receber o estado. A seguir um exemplo:

Listing D.3 — Estado em python

B(0).apply (3*BBket ((1,1,1,1)))
3xAnnihilateBoson (0)*FockStateBosonKet ((1, 1, 1, 1))

Como visto acima, a constante foi deslocada para a esquerda, porém, o operador nao agiu

sobre o estado.

Esse é um sério problema, pois, para estados em que temos ocupagoes maiores que
1, ao aplicarmos um operador no mesmo, teremos como resultado uma constante maior que
1 multiplicado o estado. Se quisermos aplicar um segundo operador nesse estado teremos

esse problema exibido e consequentemente nao poderemos prosseguir na obtencao das



APENDICE D. Aplicagio de operadores em estados com nimero de ocupagio N > 1 109

quantidades desejadas, como por exemplo, elementos de matriz. Vamos supor a seguinte
situacao:

n(1).apply(n(0).apply(BBket((10,5,0,0))))

ao aplicarmos o operador mais a direita vamos ter:
n(1).apply(10 x« BBket((10,5,0,0)))

note que agora temos uma constante multiplicando o estado, e como os operadores s6
conseguem agir sobre um “estado puro” nao é possivel obter um resultado. Esse problema
gerou dificuldades nesse trabalho, ja que situagdes como essa apareceram diversas vezes

em nossos calculos.

D.2 Solucao

Como vimos, o operador que recebe um estado multiplicado por uma constante
nao funciona. Como forma de solucionar esse problema, criamos uma fun¢ao que separa
a constante do estado, e assim impomos que o operador em questao atue apenas sobre
esse estado. ignorando a constante. Apds o operador agir sobre o estado, pegamos a
constante inicialmente separada e multiplicados agora o resultado obtido apds a aplicacao
do operador. Essa funcao foi introduzida no cédigo fonte do Sympy e, assim, sempre que

utilizamos os operadores, essa funcao é executada e evita a ocorréncia desse erro.
A seguir o cédigo utilizado:

Listing D.4 — Funcao criada para separar possiveis constantes multiplicando o estado.
def Est(x):
op = X
if len(op.args)==
c =1

s = op

elif len(op.args)==
c =0

s = op

else:
c, s = op.args[0], op.args[1]
return ¢, s

Agora vamos expor novamente o cédigo do operador niimero, porém, ja com a

utilizacao dessa funcao desenvolvida:
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Listing D.5 — Cddigo do operador ntimero utilizando a funcao.

class NumberBoson(BosonicOperator, Number):
op_symbol = ’n’

def _dagger_(self):

return NumberBoson(self.state)
def apply(self, state):
C, state = Est(state)

if not self.is_symbolic and isinstance(state,
FockStateKet):

element = self.state

amp = state[element]

return Cxamp*state

else:

return Mul (self, state)

def _ _repr__(self):

return "NumberBoson(%s)" % self.state

def _latex(self, printer):

return "n_ {%s}" % self.state.name

note a funcgao foi invocada na linha 10, e nesse ponto, ela separa a constante do estado,
atribuindo esses dois as variaveis C e state. As linhas seguintes sao iguais ao codigo
mostrado anteriormente, a diferenca ocorre na linha 15, pois, perceba que agora C' esta

multiplicando o resultado. Ou seja, separamos a constante, aplicamos o operador e em

seguida multiplicamos de volta a constante.
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APENDICE E - Cédigo para obter as

medias

O cbdigo desenvolvimento e utilizado nesse trabalho é muito extenso, desse modo,
¢ impossivel apresenta-lo. Entao, o objetivo desse apéndice sera explicar, na forma de
fluxograma, os trechos mais importante do algoritmo, e ao final do mesmo, seréd introduzido
um QR code [103] que direcionara os interessados a pagina do GitHub que contém o codigo

por completo.

No fluxograma abaixo, podemos ver exatamente o que o nosso algoritmo se propoe
a fazer, claramente, em alguns trechos é necessario realizar breves esclarecimentos. O
cddigo inicia com a importacao das bibliotecas necesséarias, a seguir demonstramos o trecho

do cédigo referente a essa importacao.

Listing E.1 — Bibliotecas utilizadas.

from sympy.physics.secondquant_stochastic import B, Bd, BKet,
BBra, KroneckerDelta, n

from sympy import *

import sympy

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
from scipy.linalg import expm
from random import *

from collections import Counter

Um destaque especial para from sympy.physics.secondquant_stochastic. Essa
¢ a biblioteca do SymPy que foi alterada para eliminar os problemas ja abordados nos

apéndices anteriores.
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‘ Importa as bibliotecas

/ Determina a quantidade de substancias /

l

Primeira vez?

Determina

os estados

Armazena

os estados

Definir as

‘ Importa os estados

constantes

Cria a matriz H

/Deﬁnetz0.0l eT/

nao

t =1+ 0.01

t<1T?

sim

Calcula e H?

Armazena as

probabilidades

Determina

a média

Plota os graficos
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O trecho seguinte, é focado em determinar todos os estados possiveis para uma
dada quantidade de substancias S, E e I. Nesse ponto sao utilizadas as leis de conservagao
j& apresentadas nesse trabalho. Destaca-se a possibilidade de salvar esses estados, para que
em futuras implementagoes do codigo, possamos importar esses estados e poupar tempo

computacional.

O préximo trecho importante, é concentrado na construgao da matriz H. Nesse
ponto aplicamos o quase hamiltoniano nas configuracoes ja encontradas e construimos H.
Ressalta-se que as linhas referentes ao quase hamiltoniano sao muito extensas e nao podemos
introduzir aqui. Apés ter obtido H vamos calcular exp(—Ht), utilizamos um lago de
repeticao, onde definimos um valor maximo 7" do tempo. E para cada valor de t calculamos
a exponencial matricial, aqui utilizamos o cédigo ezpm(), uma ferramenta muito eficaz
da biblioteca SciPy, esse comando utiliza o método de Higham [73], baseado no método
de escalonamento e quadratura, para calcular numericamente a matriz exponencial. Para
cada calculo da exponencial, obtemos as probabilidades de ocupagao de cada substancias,
e armazenamos em listas. Tendo posse dessas grandezas, podemos plotar os graficos

utilizando o Matplolib.

Os trechos destacados acima, sdo os que consideramos mais relevantes e destacamos
aqui. Os trechos restantes, tratam-se de programacao bésica em Python, e estard no codigo

completo que pode ser acessado pelo QR code abaixo ou pelo link:

Figura 45 — Esse QR code da acesso ao cddigo completo no GitHub [103].
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