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Resumo

O estudo de equagoes diferenciais é um campo extenso da matematica tendo intimeras aplicagoes
préticas em medicina, engenharia, quimica, biologia e outras areas do conhecimento. Com o intuito de
introduzir uma abordagem puramente algébrica, flexivel e elegante a teoria classica bem conhecida das
equagoes diferenciais ordindrias lineares com coeficientes constantes, neste trabalho faremos um estudo
sobre anel de fungoes simétricas e séries de poténcias formais e aplicaremos esses conceitos no desenvol-
vimento de um método algébrico com o qual seremos capazes de obter a solugdo de um problema de
valor inicial considerando que estas equagoes tenham coeficientes contantes em uma Q-algebra qualquer.
A generalidade do método aqui apresentado permite o desenvolvimento de eficientes implementagoes
computacionais para obter boas representacoes das solugoes, independentemente da ordem da equagao.

Palavras chaves: EDO’s lineares, solucao universal, funcoes simétricas, Q-algebras, séries de

poténcias formais, transformada formal de Laplace.



Abstract

The study of differential equations is an extensive field of mathematics having numerous practical
applications in medicine, engineering, chemistry, biology and other fields of knowledge. In order to
introduce a purely algebraic, flexible and elegant approach to the well-known classical theory of linear
ordinary differential equations with constant coeflicients, in this work we will study the ring of symmetric
functions and formal power series and apply these concepts in the development of an algebraic method
with which we will be able to obtain the solution of an initial value problem considering that these
equations have constant coefficients in any Q-algebra. The generality of the method presented here
allows the development of efficient computational implementations to obtain good representations of the
solutions, independently of the order of the equation.

Keywords: Linear ODE’s, universal solutions, symmetric functions, Q-algebras, formal power

series, formal Laplace transform.
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Introducao

Os aspectos algébricos e combinatorios da representagao de solugoes de uma EDO ficam evidentes
nas técnicas de solugao por meio de séries de poténcias. Em [2], L. Gatto e I. Scherbak desenvolvem uma
formulagao algébrica para solucao de uma EDO linear com coeficientes constantes por meio de séries
de poténcias formais, generalizando a abordagem clédssica e apresentando importantes aplicagoes. Com
o intuito de introduzir esta técnica de uma maneira elementar, elaboramos, no presente trabalho, uma
revisdo de algumas preliminares algébricas importantes e, seguindo [1], [2] e [3], fazemos um estudo das
fungoes simétricas e do uso destas para a representacao da solugao de uma EDO linear com coeficientes
constantes por meio de séries de poténcias formais, desenvolvendo aplicagoes em diversos exemplos e
comparando com os métodos classicos.

A abordagem classica para solucao de uma EDO linear com coeficientes constantes, além de
depender das raizes da equagao auxiliar, apresenta algumas particularidades. Por exemplo, considere a

equagao linear homogénea de coeficientes constantes de ordem dois
asy” + a1y’ + apy = 0. (1)
Para solucionar esta EDO precisamos resolver uma equacao polinomial de grau 2
ast® + ayt +ag = 0, (2)

a qual é conhecida por equacdo auxiliar ou equagao caracteristica de (1). Entéo,

1. Se a equagdo auxiliar (2) possui duas raizes distintas, a solugao geral de (1) é dada por

y(x) = cre"” + cpe’?”.

2. Se ocorrer das raizes serem iguais t; = to, entao a solugao geral é

8o 4 oo pelt®,

y(x) = cre
3. Se t1 e ty sfo raizes complexas, entdo t; = a + i e to = o — i3. Assim, a solugdo geral real neste
caso sera

y(x) = e (c1 cos fx + co sin S).
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No caso geral, para resolver uma equagao diferencial de n-ésima ordem

any™ + a1y o ary +agy =0,

em que ag,dai,- - ,a, € R, devemos resolver uma equagao polinomial de grau n
apt™ + ap 1tV at+ag=0

e seguir o mesmo raciocinio do caso n = 2.

Para o caso nao homogéneo, sabemos que uma solugao geral para tal equagao é dada pela soma
da solucao geral da equacao homogénea associada e uma solucao particular da equacao nao homogénea.
Existem dois métodos padrao para solucionar uma EDO linear ndo homogénea: coeficientes a determinar,
usado sé para equagoes lineares nao homogénea com coeficientes constantes e variacao de parametros,
usado para quaisquer equagoes lineares nao homogeénea.

No método aqui apresentado o conhecimento das raizes da equagao auxiliar nao é mais necesséario
para resolver uma EDO linear. Uma das caracteristicas mais relevantes da teoria é que ela apresenta
uma base universal de solugées para EDQO’s lineares homogéneos. A base universal consiste em séries de
poténcias formais com coeficientes no anel de polinémios E,. := Qley, -+, e,41].

Considere E,. = Qley, -, e,+1] uma Q-dlgebra polinomial nas varidveis ey, -+, e,11, FE[[t]] o
conjunto das séries de poténcias formais com coeficientes em E,. e f(t) € E,[[t]]. Nosso objetivo é resolver

as seguintes equagoes diferencias ordinéarias

?J(T‘H) — €1y(r) +-+ (_1)T+1er+1y =0

y(r+1) — ely(f‘) IS (—1)T+1er+1y = f£(t).

explicitamente em E,.[[t]] obtendo, assim, um método mais geral para solucionar equagdes diferenciais
ordinarias com coeficientes constantes em uma Q-algebra qualquer.

Seja A uma Q-dlgebra e considere uma EDO linear de ordem r+1 com coeficientes ay, - - ,a,11 €
A. O homomorfismo v : F,. — A que mapeia e; — aj, -+, €41 > ar41 induz em A uma estrutura
natural de F,-dlgebra, e a base de solucoes para a equagao nada mais é do que a base de solugoes
universais depois de estender os coeficientes por meio do homomorfismo.

Este trabalho estd estruturado em quatro capitulos. Para a melhor compreensao do leitor, nogoes
basicas de anéis, médulos, algebras, séries de poténcias formais e, em especial, o anel de fungoes simétricas,
sao apresentados no capitulo 1 com o intuito de revisar os principais pré-requisitos.

No capitulo 2, definimos séries de poténcias formais com coeficientes em uma Q-algebra e in-
troduzimos algumas nocgoes de séries, polinémios e sequécias com coeficientes no anel de polinémios
E,. =Qle1, -+ ,er+1], onde e; é o i-ésimo polinémio simétrico elementar. E, é conhecido como anel de
funcdes simétricas nas varidveis x1,- -+ ,Tr+1 com coeficientes em Q.

O capitulo 3 é dividido em duas se¢oes. Na primeira se¢ao trabalhamos com EDQO’s homogéneas
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e apresentamos a sua solugao geral utilizando o método algébrico desenvolvido. E, na segunda secao nos
dedicamos ao estudo de EDQO’s ndo homogéneas. A aplicacdo de maior interesse é a solugdo geral de
ambas equagoes. As EDO’s serdo primeiramente solucionadas explicitamente em E,.[[t]] e depois, através
de um homomorfismo de Q-algebras, vamos generalizar a solugao encontrada para resolver EDO’s com
coeficientes constantes em uma Q-algebra qualquer.

Finalmente, no capitulo 4 aplicamos o método apresentado no capitulo anterior para solucionar
problemas de valor inicial, enfatizando algumas das vantagens da técnica desenvolvida em relagao a
abordagem cléssica.

O presente trabalho foi realizado com apoio da Coordenacao de Aperfeicoamento de Pessoal de

Nivel Superior - Brasil (CAPES) - Cédigo de Financiamento 001.



Capitulo 1

Preliminares Algébricas

Neste capitulo apresentaremos os conceitos basicos de médulos, dlgebras e anéis graduados, assim
como a definicao de séries de poténcias formais e fungoes simétricas, que serao de grande importancia para
o desenvolvimento deste trabalho. Ao longo desse texto, sempre que nos referirmos a um anel estaremos

tratando de um anel comutativo com identidade.

1.1 Mobdulos e Algebras

Definigao 1.1 (Médulo). Seja A um anel. Um A-mddulo ou mddulo sobre A é um grupo abeliano (M, +)
munido com uma aplicagao

AxXM—M
(a,m) — am
tal que para todos a,b € A e m,n € M, valem as seguintes propriedades:
1. a(m+n) =am+ an;
2. (a+bym = am+ bm;
3. (ab)m = a(bm);
4. Im =m.
Exemplo 1.1. Se A = K um corpo entdao um A-médulo é um espaco vetorial sobre K.

Exemplo 1.2. Se f: A — B é um homomorfismo de anéis podemos atribuir a B uma estrutura de

A-médulo com a seguinte operagao multiplicativa ab := f(a)b, onde a € A e b € B.

Defini¢ao 1.2 (Independéncia Linear). Seja M um A-mdédulo e S um subconjunto nao vazio de M. Os
elementos de S s@o linearmente independentes se, para toda familia finita {my,--- ,m,} de elementos de

Seay, - ,a, €A, temos

aymi+---+am,=0=a;=---=a, =0.
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Caso contrario, dizemos que os elementos de S sao linearmente dependentes.

Definicao 1.3 (Gerador de um Médulo). Seja M um A-médulo e S um subconjunto nao vazio de M.
S é um gerador de M se M = (S), ou seja, qualquer elemento m € M pode ser escrito na forma:
k
m = Zaimi7 a; € A, m; € 8S.
i=1

Se M possui um conjunto finito de geradores, dizemos que M é finitamente gerado sobre A.

Definicao 1.4 (Base de um Médulo). Seja M um A-mdédulo e S um subconjunto no vazio de M. S é
uma base de M se é um conjunto gerador cujos elementos sao linearmente independentes. Neste caso

qualquer elemento m € M pode ser escrito de forma tnica como combinagao linear de elementos de S:

k
m:Zaimi, a; €A, m; € 8.

i=1

M diz-se um A-mddulo livre se possui uma base. Se S possui uma quantidade finita de n elementos

dizemos que M é uma A-mdédulo livre de posto n.

Exemplo 1.3. O grupo abeliano (Z,,, ®) munido com a operagao

L X Ly, = L,

(2,7) — TP

é um Z-médulo. No entanto, Z, nao é um Z-médulo livre, pois em Z, todo elemento é de torgao, ou

seja, se g € Z, entao existe um inteiro nao nulo m tal que mg = 0.

Definicao 1.5 (Homomorfismo de A-médulos). Sejam M e N A-médulos. Uma aplicagao ¢ : M — N

é um homomorfismo de A-mddulos se

1. ¢(m+n) =d(m)+ od(n), me M en € N;

2. ¢(Am) = Ap(m), me M e X € A.
Definigcao 1.6 (Algebra). Seja A um anel. Uma dlgebra sobre A ou uma A-dlgebra é um anel R que
também é um A-mddulo e satisfaz

a(rira) = (ary)re = ri(ars),

para todo a € Aery,rs € R.

Proposigao 1.1. Seja A uma anel. R é uma A-dlgebra se e somente se existe um homomorfismo de

anéis ¢ : A — R tal que R tem uma estrutura de A-mddulo dada por ar := ¢(a)r,Va € A er € R.

Demonstra¢do. Seja R uma A-algebra, nosso objetivo é mostrar que podemos ver R como um A-médulo
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por meio do homomorfismo de anéis ¢ definido por

¢p: A= R

a+—a-lg.

Lembre-se que a - 1g € R, pois, pela defini¢ao de algebra, R é um A-mddulo.
Afirmagao: ¢ é um homomorfismo.

De fato, usando a definicao de moédulo e dlgebra, temos que

(b((ll +a2) = (a1 +a2) lp=a1-1gp4+as-1p = ¢(a1) +¢(a2)

¢(araz) = (a1az) - 1gp = ai(az - 1r) = a1[lg - (a2 - 1r)] = (a1 - 1r)(az - 1r) = ¢(a1)¢(az)
$(1a) =14 - 15 = 1n.

Além disso, R é um A-mddulo tal que

ar =a(lg-r)=(a-1g)r = ¢(a)r.

Por outro lado, considere ¢ : A — R um homormofismo de anéis tal que R é um A-modulo, onde
ar := ¢(a)r. Entao,

a(rirz) = ¢(a)(rire) = (¢(a)r1)rz2 = (ar1)ra

(ar1)ra = (¢(a)r1)r2 = (r1d(a))re = r1(p(a)r2) = ri(ar2).

Logo,

a(rira) = (ar1)ra = ri(ars).

E, assim, R é uma &lgebra sobre A.

O

Definigao 1.7 (Homomorfismo de A-édlgebras). Sejam F e G algebras sobre A. A aplica¢ao ¢ : F — G

é um homomorfismo de A-dlgebras se para A, u € A e f1, fo € F arbitrarios, satisfaz
LM+ pfo) =X 0(f1) + - 9(f2);
2. Y(fife) = v(fr) - ¢(f).

1.2 Anéis Graduados

Definicao 1.8 (Anel Graduado). Um anel A é chamado de anel graduado (ou mais precisamente,

Z-graduado) se existe uma familia de subgrupos {4, },cz de A tais que

1. A= @nez Ay



15
2. Ay A C Apim, Vn,m € Z.

Um anel graduado A é chamado graduado néo negativo (ou N-graduado) se A,, = 0 para todo

n < 0.

Definicao 1.9 (Mdédulo Graduado). Seja A um anel graduado e M um A-médulo. Dizemos que M é

um A-mddulo graduado se existe uma familia de subgrupos {M,, },ez de M tais que
1. M= @nEZ Mn;
2. Ay - My, € Mygm, Vn,m € Z.

Um elemento nao nulo x € M, é chamado elemento homogéneo de M de grau n. Qualquer

elemento = € M \ {0} pode ser escrito de maneira tnica como x = > _, x,, onde x,, € M, e todos,

nez

exceto um ndmero finito de x,,, sdo zero. As componentes x, nao nulas sdo chamadas de componentes

homogéneas de x.
Exemplo 1.4. Cada anel A é trivialmente um anel graduado, basta tomar Ag = A e A, =0, Vn # 0.

Exemplo 1.5. O anel de polinémios S = Alzy,--- ,x,] é um anel graduado. De fato, considere m =

(ma,---,my) € N", definimos 2™ = "' - - - ait». Assim, S = @y, Sk onde
S’kz{ Z amxm|am€Aem1+---+mn:k},
meN”

ou seja, Sk é o conjunto de todos os polinémios homogéneos de grau k e Sy = A.

Proposicao 1.2. Se A = @ A; é um anel graduado, entdo Ay é um subanel de A, 1 € Ay e A, € um

Ag-mddulo, Vn.

Demonstracdo. Pela definicao de anel graduado segue-se que Ay é um subgrupo de A e que Ag- Ag C Ay,
ou seja, Ag é fechado para operacao de adigdo e multiplicagdo. Assim, Ag é um subanel de A.

Agora mostraremos que a identidade de A pertence a Ag. Sendo 1 € A, temos que

1:Zaj

JEZ

onde cada a; € A; e a; # 0 para uma quantidade finita de indices. Além disso, para todo ¢ € Z temos

aizai~1= E a;a;.

JEz

Pela unicidade da escrita como soma de elementos homogéneos, temos
a; = a;ap

para todo ¢ € Z. Por outro lado também temos a seguinte igualdade

CL():].‘G,O:ZCLJ‘CLO:ZG]‘:L

jez JET
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Assim, 1 = ag € Ay. Por fim, A,, é um Ap-mdédulo pelo fato de que Ay - A, C A, para todo n € Z.
O

Defini¢ao 1.10 (Homomorfismo de Anéis Graduados). Sejam A e B anéis graduados e f : A — B um

homomorfismo de anéis. Entao f é chamado de homomorfismo de anéis graduados (ou homogéneos) se

f(Av) C B;, Vi € Z.

Definicao 1.11 (Algebra Graduada). Seja A um anel graduado e R uma algebra sobre A. Dizemos que

R é uma A-dlgebra graduado se existe uma familia de subgrupos { R, }nez de R tais que

L. R=, s Ru;
2. Ay - Ry, C Ry, Yn,m € Z;

3. Ry, Ry, € Ry, Vn,m € Z.

1.3 Séries de Poténcias Formais

Definicao 1.12 (Séries de Poténcias Formais). Seja A um anel. Uma série de poténcia formal com

coeficientes em A é

a(t) =Y ant",a, € A. (1.1)

n>0
O conjunto formado por esses elementos é denotado por A[[t]]. Outra maneira de representarmos
uma série de poténcia formal é utilizando sequéncias. Seja a(t) € A[[t]], entdo a := (ag,a1,0az,...) é a
sequéncia dos coeficientes de a(t). Equivalentemente, seja a := (ag, a1, ag, ...) uma sequéncia qualquer

com a; € A ei € N, podemos construir uma série dada por (1.1).

Definicao 1.13. Sejam a(t), b(t) € A[[t]] e A, u € A. A soma e o produto de séries de poténcias formais

sao definidos por:

Aa(t) + pb(t) = > (Aap + by )t"

n>0
a(t)-b(t) =Y | Y anbp_n | t"
n>0 \h>0

Dessa forma, é facil ver que A[[t]] tem estrutura de A-médulo, anel e A-dlgebra. Além disso, seja
¢ : A — B um homomorfismo de anéis. Podemos induzir um homomorfismo entre séries de poténcias

formais & : Al[t]] — BJ[t]] dado por

Qg Z antn = Z ¢(a71)tn- (].2)

n>0 n>0

Observagao 1.1. Seja A um anel. Naturalmente A serd um Z-médulo. De fato, - : Z x A — A definido
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por

a+---+a, sen >0

n-a=9(-a)+---+(—a), sen<0

0, sen=>0
onde a soma é realizada n vezes, satisfaz as propriedades dadas na defini¢dao 1.6. Logo, A é um Z-mddulo.
Definigao 1.14 (Transformada Formal de Laplace). Seja a(t) € A[[t]]. A transformada formal de Laplace

é uma aplicacdo L : A[[t]] — A][t]] definida por

L(a(t)) = ) (nla,)t". (1.3)

n>0

Assim como as séries de poténcias formais, a transformada formal de Laplace também pode ser

representada por meio de sequéncias. Seja L(a) := (ag, a1, 2az,3las, -+ ), entdo L(a)(t) = L(a(t)).

Observagao 1.2. L é uma aplicacdo nao invertivel, a menos que A seja uma Q-dlgebra (isto é, os

elementos de A podem ser multiplicados por nimeros racionais).
Definigao 1.15. A ordem de uma série de poténcia formal é o valor da menor poténcia de ¢.

Definigao 1.16. Seja B uma A-algebra. Uma derivagdo d : B — B é uma transformagao A-linear, isto

é, d(a1by + azbs) = a1d(by) + a2d(b2), que satisfaz a regra de Leibniz
d(by - by) = d(by)bs + brd(by).

Proposicao 1.3. A aplicacao D : A[[t]] — Al[[t]] definido por

D Z apnt™ | = Z na,t" !

n>0 n>0
é uma A-derivagcio em A[[t]].

Demonstragao. Sejam A\, € A e a(t),b(t) € A[[t]]. Utilizando a definigao 1.18 é ficil ver que D é uma

transformacao A-linear. De fato,
D (Ma(t) + ub(t)) = AD(a(t)) + uD(b(t)).

Sendo assim, basta mostrarmos que D satisfaz a regra de Leibniz. De fato,
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D(a(t)-b(t) =D | > [ D anbyn | t"

n>0 \ h>0
n
S [San | e
n>0 h>0
(3 )
= napO t
n>0 \h+k=n
= Z < Z hapby + kahbk> tnt
n>0 \h+k=n
B SDINTITEES o pRTTT
n>0 h+k=n n>0 h+k=n
= Z Z hahbkth+k_l + Z Z kahbkth+k_1
n>0 h+k=n n>0 h+k=n
= hapt" Y et 4> ant" > kbt
>0 k>0 >0 E>0

= D(a(t))b(t) + a(t) D(b(t))-

Logo, D é uma A-derivagao em A[[t]].
A i-ésima iteragao de D define o operador diferencial de ordem i. Sendo assim, D : A[[t]] — A[[t]
é uma transformacao A-linear e satisfaz a “regra geral de Leibiniz”, ou seja,

i

Di(a(t) - b(t)) = 3

k=0 k

O (1) - bR (1),

onde a9 (t) := DI (a(t)). O

1.4 Funcoes Simétricas

1.4.1 Particao

Definigao 1.17 (Partigdo). Uma particio A é uma sequéncia (finita ou infinita)

A= (A A2, A ) (1.4)
de inteiros nao negativos em ordem decrescente:

M > A > o>\

e que contém uma, quantidade finita de termos diferentes de zero.

Observagao 1.3. Nao distinguimos as sequéncias que diferem apenas pela quantidade de zeros que

possuem no final. Por exemplo, (2,1),(2,1,0) e (2,1,0,0) sado consideradas a mesma particao.
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Os A; ndo nulos em (1.4) sdo chamados de partes de A\. O nimero das partes é definido como o
comprimento de \ e a soma de todas as partes é o peso de X denotados por I(\) e |)|, respectivamente.

Se |A\| = n dizemos que A é uma parti¢ao de n. O conjuntos de todas as partigoes de n é denotado
por P, e o conjunto das particoes por P. Em particular, Py consiste em um tunico elemento denotado
por 0, a Unica particao de zero.

Outra maneira de representarmos uma particao é indicando o numero de vezes que cada inteiro
ocorre como uma parte, ou seja,

A= (1™m2 L pmr ),

onde m;, denominado multiplicidade de © em X, é o ntimero de partes de A que sao iguais a 1.

1.4.2 O Anel de Funcgoes Simétricas

Sejam Z[z1,...,z,] 0 anel de polinémios nas varidveis 1, ..., z, com coeficientes em Z e S,, o

grupo simétrico de todas as permutagoes de {1,2,--- ,n}.

Defini¢ao 1.18 (Polindémio Simétrico). Um polinémio f(z1,...,x,) € Z[zx1,...,x,] é dito simétrico se
para todo o € S, tem-se

f(xla 7xn) = f(xa(l)a "'7xa'(n))7
ou seja, o polinomio f é invariante sob a acao de S,,.

O conjunto de todos os polindmios simétricos em Z[z1, ...,x,] é um subanel de Z[x1, ..., z,] conhecido

como anel de fungdes simétricas em n varidveis, denotado por
_ s
Ay =Zxy, .y 207"

Além disso, A,, é um anel graduado, ou seja,

An = @Afw

k>0

onde AF representa os polindémios simétricos homogéneos de grau k em n varidveis, juntamente com o

polinémio nulo.

Para cada o = (g, -+, ap) € N® 0 mondémio z® é dado por
=t ann.
Defini¢ao 1.19. Seja A uma parti¢ao de comprimento ! < n. O polindémio simétrico monomial my(z1, -, z,)

é definido como a soma de todos os monomios x%, onde « varia sobre todas as permutacoes distintas de

A= (A1, ..., A\n). Matematicamente, temos
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Como o préprio nome sugere, my é simétrico. Além disso, o conjunto {m,} (onde X varia sobre todas as
partigdes de comprimento < n) forma uma Z-base de A,. Consequentemente, o conjunto {my} tal que
I(\) <ne |\ =k, éuma Z-base de A¥; em particular, se n > k e |\| = k entdo {m,} é uma Z-base de
AE

Na teoria de fungoes simétricas o nimero de varidaveis é usualmente irrelevante desde que n seja
grande o suficiente. Em geral, é mais conveniente trabalhar com fungoes simétricas em infinitas varidveis.

Para tornar essa ideia precisa, seja m > n e considere o homomorfismo
Z[x1,..csTm) = Z[x1, ..., T (1.6)
que envia z; em x;, 8¢ 1 <i<meax; em0,se n+1 <4< m. Suarestrin¢io a A, induz o homomorfismo
Pmon P A — Ay (1.7)

cujo efeito sobre a base {my} ¢ facilmente descrito por: mapeia my (1, ,Zm) em my(T1,-- - ,Ty) se
I(A) <neem0Osel(\) >n, oque implica no fato de p,, ., ser sobrejetiva. No entanto, p,, , nao é
injetiva. Os elementos ndo nulos pertencentes ao nicleo de py, ,, tem grau no minimo n+1 (sdo multiplos
do mondémio 1z - - xp4+1). Isso significa que a restringdo de py,, ao conjunto de elementos que tem
grau de no maximo n é um homomorfismo bijetivo. Desse modo,

k . AE k
Pmn Ay, — An

m

é um homomorfismo sobrejetivo para todo & > 0 e m > n e bijetivo sempre que m >n >k > 0.
A seguir apresentaremos os conceitos de categoria e limite inverso que serao importantes para a

defini¢do do Anel de Fungoes Simétricas.

Definigao 1.20 (Categoria). Uma categoria é uma tripla C = (Ob(C), Hom(C), o), onde Ob(C) é chamado
de classe dos objetos de C, Hom(C) é chamado de classe dos morfismos de C, e o é uma operacao bindria

nos morfismos de C, satisfazendo as seguintes condigoes:

1. para cada par de objetos X,Y de C, associamos o conjunto Hom¢(X,Y'), definido como conjun-
tos dos morfismo de X em Y, tal que se (X,Y) # (Z,U) entdo a intersegdo entre os conjuntos

Hom¢(X,Y) e Home(Z,U) é vazia;

2. para cada tripla de objetos X,Y, Z de C, a operagao

o:Home(Y,Z) x Home(X,Y) — Home(X, Z)

(9, f)—gof

(chamada de composicao de f e g), é definida e satisfaz as seguintes propriedades:

(a) ho(gof)=(hog)o f,onde f € Home(X,Y), g€ Homec(Y,Z) e h € Home(Z,U);
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(b) para cada objeto X de C, existe um elemento 1x € Home(X,X), definido como morfismo

identidade em X, tal que se f € Home(X,Y)eg € Home(Z, X) entdo foly = felxog=g.

Exemplo 1.6. A categoria dos conjuntos que tem por objetos conjuntos e por morfismos as fungoes

entre conjuntos. A composicao de morfismos é dada pela composicao usual de funcgoes.

Exemplo 1.7. A categoria dos A-mdédulos, onde a classe dos objetos é dado pelos A-médulos, a classe
dos morfismos pelos homomorfismos de A-médulos e composicao é dada pela composi¢ao usual de homo-

morfismo.

Exemplo 1.8. Um conjunto parcialmente ordenado (S, <) define uma categoria, tendo por objetos os

elementos do conjunto S e os morfismos sao definidos por

0, 51 A 52

Hom(sy,s2) =
(51, 82), S1 < S92

Desse modo, Hom(s1, s2) consiste de um tnico elemento e é definido se s; < s3. A lei de composigao
decorre da transitividade da relagao de ordem.

1. Se s1 4 s2 ou sy £ s3, entao Hom(sy, s2) x Hom(sy, s2) = 0.

2. Se s1 < s9 e s < 83, entao s; < s3 por transitividade. Logo,

o: Hom(s1,$2) x Hom(sa, s3) — Hom(sy, s3)

((s1,52),(52,83)) — (s1,83).

Por fim, a assosciatividade da composicao ¢ direta e o morfismo de identidade 1, existe desde que = < .

Definicao 1.21 (Sistema Inverso). Seja C uma categoria. Um sistema inverso em C consiste em um
conjunto ordenado S, uma colecao de objetos {X, }acs de C e morfismos mgo : Xg — X, para § > «

tais que
1. Taa = ian, Vo € S;
2. Mga © Tyg = Tya, sempre que ¥ > > a.

Definicao 1.22 (Limite Inverso). Seja C uma categoria e (S,{X4s}, {mga}) um sistema inverso em C.
Um objeto X € Ob(C) é chamado de limite inverso deste sistema se existir um morfismo 7, : X — X,

para « € S que satisfaz as seguintes propriedades:

1. Para 8 > «a o diagrama a seguir comuta:

ou seja, Mo = TMgq O Tg.
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2. Seja’Y € Ob(C) e o morfismo ¢, : Y — X, tal que o diagrama

Xp

d)f/ Y \iﬂ
TBa Xao

comuta para 8 > «, existe um unico morfismo ¢ : Y — X tal que o diagrama a seguir comuta para

todo a € S:
Y
RN

X Xa

Ta
isto é, o = T, © . Se o limite inverso existe , ele é inico, a menos de C-isomorfismo, e é denotado

por @XQ.

Observagao 1.4. O limite inverso sempre existe em categorias de conjuntos, grupos, anéis, médulos

(sobre um anel fixo), dlgebras (sobre um anel fixo), etc; e admite a seguinte descrigao:
X =lmX, = {z = () € HXa | T80 (x8) = o, VB > a}.

O limite inverso X vem equipado com as projecoes naturais m, : X — X, que seleciona a a-ésima
componente do produto direto para cada o € S. Claramente, o par (X, 7,) satisfaz as propriedades

descritas acima.

As funcoes simétricas homogéneas de grau k sao formadas tomando o limite inverso

3=

AF = lim A*
'

dos Z-médulos AF com respeito aos homomorfismo pfn,n, m>n>1lek>0(m,n,keN). Oquesignifica:

um elemento de A* é por definicio uma sequéncia f = (f,), onde cada f, = fa(z1, -+ ,7,) € AE,
plfn,n(fm) =fne fm(xla T, 0, ﬂO) = fn(xh c axn) sempre que m > n. Considere a proje¢ao
AR A
J o

o corolério a seguir resulta do fato de pfnm ser um isomorfismo para m > n > k.
Corolério 1.1. A projecdo pf é um isomorfismo sempre que k < n.

Demonstrac¢do. Como a projecio ¢ um homomorfismo sobrejetivo, basta mostrarmos que pk é injetivo
quando k < n.
Suponha f € ker(pk), entdo f € A* tal que 0 = pk(f) = f,. Assim,

f: (fla"' 7fn71,fnvfn+1;"') = (flv"' ,fnflaoafTH»lv'”)'
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Sabemos que pﬁ%n(fm) = fn € que an,n é injetivo quando m > n > k. Entao,

implica que f,, =0, Vm > n. Além disso, considere 1 <1i <n — 1 entdo

0= pp:(0) = i (fu) = fi-
L()go7 fl — ... = fn—l =0.
Portanto, f é a sequéncia nula. Assim, p¥ é um isomorfismo, sempre que k < n.

O

Consequentemente, A* possuird uma Z-base consistindo das funcoes simétricas monomiais my

ara todas as particoes A de k) definida por
(p parti¢ p
pfl(mA) =ma (X1, .y Tp)y 0 > k.

Esse resultado implica que A*¥ é um Z-médulo livre de grau p(k), o niimero das particdes de k. Agora,

considere

A=EPAr,

k>0
entao A é um Z-modulo livre gerado por m) para todas as particbes A\. Além disso, considere os homo-

morfismos sobrejetivos

p,L:@pﬁ:A%An

k>0
para n > 0, e p, é um isomorfismo sempre que k < n.
E claro que A tem uma estrutura de anel graduado tais que p, s@ao homomorfismo de anéis. O
anel graduado A assim definido é chamado de anel de funcdes simétricas em varidveis independentes

eNUMeEraveis i, To,: - - .

Observagao 1.5. Um anel de fungoes simétricas pode ser definido sobre qualquer anel comutativo A e
serd denotado por A 4. Nesta secdo apresentamos o caso basico que foi tomando A = Z. A construcdo

foi baseada em [1].

1.4.3 Funcgoes Simétricas Elementares

Para cada r > 0 a r-ésima funcao simétrica elementar e, é a soma de todos os produtos de r

variaveis distintas z;. Matematicamente, para r > 1

€r = g Ly Ly + v+ L, = M,
11 <ta < - <ip

onde 1, denota a particao A\ com r partes, todas iguais a 1; em particular, g = 1. E conveniente

definirmos e, = 0 quando r < 0.
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Outra maneira de visualizarmos essa definicdo é por meio da funcdo geradora ! de e,., dada por

E(t) =Y eit" =[] +uit). (1.8)

r>0 i>1

Se o nuimero de varidveis é finito, suponha n, entao e, é zero para todos r > n e (1.8) passa a ser

i et = ﬁ(l + z;t)
r=0 i=1

ambos os lados sao elementos de A, [t].

Proposicao 1.4. As fungoes simétricas elementares {e1,ea,---} geram A como um anel e sdo algebri-

camente independentes sobre Z.. Desse modo,
A= Z[61,62,~~]

é um anel de polindmios sobre Z em infinitas varidveis {e1,ea, - }.

A proposicao anterior implica no fato de que cada elemento de A pode ser escrito unicamente

como uma combinagdo Z-linear finita de produtos finitos de {ej,eq,--- }.
Observacgao 1.6. Quando hd apenas uma quantidade finita de varidveis x1,- -+ ,T,, temos que A, =
Zley, - ,en] €e1, -+ ey sio algebricamente independentes.

Exemplo 1.9. A seguir listamos os n polindmios simétricos elementares para os quatro primeiros valores

positivos de n. Em todos os casos, eg = 1.

1. Paran =1:
e1(z1) = x1.
2. Paran = 2:
e1(z1, x2) = 1 + 2,
62($1,I2) = X1T2.
3. Paran = 3:
e1(z1,x2,23) = &1 + 2 + 3,
ea(x1, T2, T3) = T1X2 + 123 + Tax3,
e3(w1, xo, x3) = T12273.
4. Paran = 4:

e1(x1, 22,3, 74) = 21 + T2 + T3 + 24,

1Uma fungdo geradora é um recurso que permite codificar uma sequéncia infinita de elementos (ay ), tratando-os como
os coeficientes de uma série de poténcias, isto é, uma funcdo geradora f(z) é uma funcdo cuja série de poténcia formal
f(x) =3,,50 ant™ tem como coeficientes os termos da a sequéncia (ao, a1, ...).
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e2(z1, 2, T3, T4) = T1T2 + T1X3 + T124 + TaZg + ToZy + T34,
es(z1, T2, T3, T4) = T1T2T3 + T1XT2T4 + T1T3T4 + T2T324a,

64(171, T2,T3, I4) = T1X2T3T4.

1.4.4 Funcgoes Simétricas Completas

Para cada r > 0 a r-ésima fung¢do simétrica completa é definido por

h, = E my = E iy Liy * T,

[A|=r i1 <ig <oy

Em particular, hg = 1. Definimos h,. = 0 sempre que r < 0. A fungio geradora de h,. é

H(t):=Y ht" = [[(1—at)". (1.9)

r>0 i>1

Por (1.8) e (1.9) temos que
H(t)E(—t) =1. (1.10)

Expandindo essa expressao, segue-se que

r>0 r>0
= Zhrtr Z(—l)Tertr
r>0 r>0
=> (i(—l)ieih _ ) t"
r>0 \i=0

0 que resulta em
> (—1)ieih_i =0 (1.11)
parar > 1.

Exemplo 1.10. A seguir listamos os n polindmios simétricos completos para os trés primeiros valores

positivos de n. Em todos os casos, hg = 1 = eg.

1. Paran=1:

hl(l‘l) =T = 61(.131).

2. Paran = 2:

hi(z1,x2) = 1 + x2 = e1 (21, 22),

ho(z1,29) = x% + 179 + :vg = ef(xl,xg) —ea(x1,x2).
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3. Paran = 3:

hi(x1,x2,23) = 1 4+ 22 + 23 = €1 (1, T2, T3),
h _ .2 2 2 _ 2
2(21, 2, x3) = a7 + 5 + x5 + T122 + 123 + X223 = €] (21, X2, T3) — e2(x1, T2, X3),
3 3 3 2 2 2 2 2 2
hs(x1, 2, 23) = 7 + x5 + x5 + 102 + 723 + 105 + X523 + 105 + T2x3 + T1T2T3

= e?($171‘2,$3) - 261(-’1:1,:E2, 1’3)62(1'173327!@3) + 63(.’1/'1,252, (E3)'

O exemplo anterior ilustra o que foi dito anteriormente quando nos referirmos ao fato de que: “Na teoria
das fungoes simétricas o numero de variaveis é irrelevante desde que n seja grande o suficiente”. Dessa

forma, podemos definir as funcoes simétricas completas em infinitas variaveis por

h():eo
h1:€1
hQZG%—€2

3
h3 =€] — 26162 + e3

Desde que as fungoes simétricas elementares {eq, eq, - - - } sdo algebricamente independentes sobre
Z e A =1Zley,es, -], podemos definir um homomorfismo de anéis graduados dado por
w:A—A
er = hy
para r > 0.

Proposicao 1.5. w ¢é uma involucdo, isto €, w? é a funcdo identidade.

Demonstragao. Para provarmos isso, é suficiente mostrar que w(h,.) = e, para r > 0. Desde que w é um
homomorfismo de anéis, podemos induzir um homomorfismo w’ : A[[t]] = A[[t]] aplicando w ao coeficiente

de cada poténcia de t separadamente (estamos considerando A = Z[eq, ea, - -]). Assim,

W(E(t)) = H(t). (1.12)

Aplicando w’ a (1.10) e usando (1.12) temos

1= W (B0 (B(~1))

0 que implica em
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Portanto, para r > 0 temos

w(hy) = e
O

Corolario 1.2. As fungdes simétricas completas {hy, ha, - -~} geram A como um anel e sdo algebricamente
independentes sobre Z.. Desse modo,

A =2ZJhy, ha, -]
é um anel de polinémios sobre Z em infinitas varidveis {hy, ha,---}.

Observagao 1.7. Seja n o numero de varidveis, entdo e, = 0 para r > n. Além disso, a aplicagao
w: A, — A, é definido por w(e,) = h, para 0 < r < n e ainda é uma involugdo. Sendo assim,
A, = Z|hy, -+ ,hy] com hy,--- , h, algebricamente independentes, mas hyy1,nta, -+ sdo polindmios

nao nulos em hy,--- ,h, ou ey, -, e, (isto segue da prépria definigao de h,.).



Capitulo 2

Séries de Poténcias Formais sobre

Q-algebras

Pela definicao dada no capitulo anterior, temos que uma Q-algebra é um Q-espago vetorial A
equipado com a operagao bindria “”, tal que (4, +,-) é um anel comutativo com identidade. Q, R, C e o
anel de polinémios com coeficientes em uma Q-dlgebra sao exemplos de (Q-algebras. Neste capitulo vamos
desenvolver a teoria de séries de poténcias formais vista no capitulo anterior para Q-algebras. Além disso,
vamos definir alguns polinémios, séries e sequéncias que terao como base o anel de fungoes simétricas nas

variaveis x1,--- , 2,41 com coeficientes em Q.

2.1 Propriedades basicas sobre Q-algebras

Definigao 2.1. Seja A uma Q-élgebra. Um polinémio ménico P € A[t] de grau r + 1 serd escrito como
P(t) = £ — ay (PYE 4+ (~1) i (P),

onde a(P) = (a1(P),a2(P), - ,ar+1(P)) é definida como a sequéncia de coeficientes de P.

Exemplo 2.1. Sejam A =Q[z1, - ,2r41] € P = H:Ll(t —xz;)=({t—21) - (t —x.)(t — r41), entdo

al(P):x1+~-'+$r+$v»+1,

az(P) = Zl§1',<j§r+1 LiLj,

a](P) = 21§i1<...<ij§r+1 Liy " Tiy,s

ar41(P) =21 TpTry.

Nota-se que, cada a;(P) é o i-ésimo polindmio simétrico elementar nas indeterminadas x1, -+ , &y, Tyy1.

28
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2.2 Séries de Poténcias Formais em uma Q-algebra

Seja A uma Q-dlgebra. Desde que os elementos de A podem ser multiplicados por ntimeros

racionais, qualquer série de poténcia formal a(t) € A[[t]] pode ser escrita como

a(t)=>_ an% (2.1)

n>0

onde a,, € A.

A transformada formal de Laplace de a(t) é

L(a(t)) = Y _ ant", (2.2)

n>0
e neste caso temos que L : A[[t]] — A[[t]] é uma aplicagdo invertivel. De fato,
| =Y al
n - n n! .
n>0 n>0

Proposicao 2.1. Sejam A uma Q-dlgebra, a(t), b(t) € A[[t]] e \,u € A. Podemos escrever

Na(t) + ub(t) = 3" (a + o) oy

n!
n>0

Demonstracao. Observe que

a) = Y.l =3 () e = Yn L =3 (i') .

n>0 ’ n>0 ’ n>0 ’ n>0

onde 4, %2 ¢ A Assim, pela definicdo 1.18 temos que

Aa(t) + pb(t) = > [/\ (%) +p (I;;ﬂ " =5 (Aan + ubn)%

n>0 n>0
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A proposicao anterior, em particular, mostra que a transformada formal de Laplace ndo é um

homomorfismo. De fato,

L(a(t) - b(t)) # L(a(t)) - L(b(?))-

Exemplo 2.2. Dado a € A, definimos série de poténcia formal exponencial por:

tn
exp(at) = Z anﬁ.

n>0

Para cada a, b € A, temos que

exp(at) - exp(bt) = Z
n>0 | h=0 h T n>0

Além disso, a transformada formal de Laplace de exp(at) é dada por

L(exp(at)) = Z a"t" =

n>0

1—at

Para ¢ : A — B um homomorfismo de Q-algebras podemos induzir um homomorfismo 12 :

A[[t]] — BI[t]] tal que

Pty | =S e (%) =Y vt (23)

n>0 ’ n>0 n>0

Definicao 2.2. A derivada em A[[t]], sendo A uma &lgebra sobre Q e os elementos de A[[t]] escritos

como (2.1) serd dada por

D)) =D (Y a7 | =S an . (2.4)

n>0 ’ n>0

onde D : A[[t]] — A[[t]] é chamado de operador diferencial ordindrio de primeira ordem.
De forma mais geral, se i € N, a i-ésima derivada ou operador diferencial de ordem i em A[[t]] é

definida por

(Dia)(t) = D' | 3 an% -3 an_H%. (2.5)

n>0 : n>0

Observagao 2.1. As equagoes (2.4) e (2.5) sdo transformagoes Q-lineares e satisfazem a regra de
Leibiniz, entdo de fato definem uma derivagao em A[[t]]. Em particular, D° = id Ay € o homomorfismo

identidade de A[[t]] e D' é a i-ésima iteragdao do operador D.

2.3 Polinomios sobre (Q-algebras

Seja e = (e1,ea,---) uma sequéncia de indeterminadas sobre Q, onde e; é a i-ésima fungao

simétrica elementar. Para cada r > 0, denotamos por E, a Q-4dlgebra

ET = Q[el, s ,6T+1]. (26)
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Por convencao, definimos £_; = Q. Note que E, representa o anel de funcgoes simétricas em r+1 varidveis
com coeficientes em Q. Assim, pela teoria do anel de fungoes simétricas e sabendo que cada e; tem grau

i, F, é uma Q-dlgebra graduada, ou seja,

Er - @(Er)w

w>0

onde (F;), é o conjunto de todos os polindmios homogéneos de grau w. Mais explicitamente,
(E)1=Q-e1, (B)2=Q-el®Q €2, (E)3=Q-e}dQ-e1e2BQ-e3,

Seja —1 < s < r, temos que Fs C F,., assim Fg é uma Q-subédlgebra de F,.. Além disso,

que envia e; em e; se 1 <i<s+1lee emzerose s+2 <i<r+1éum homomorfismo. Note que,

DProyrg © Pryrys = Pry,ry Para cada 7y > 1y > r3.

Definigao 2.3. Visto que E,. é uma Q-dlgebra, o polinémio universal Up1 de grau r + 1 em E,.[t] é
dado por
Ur+1(t) =t et +---+ (—1)T+167~+1, (27)

em outras palavras, a;(U,+1(t)) = e;.

Além disso, definimos para cada r > 0:
1
Ve () = "0, <t) =1—et+-+ (=1 et (2.8)

Definicao 2.4. Seja A uma FE,-dlgebra. Para cada sequéncia a = (ag, a1, --) de elementos de A,

definimos a sequéncia de Up(a), Uy (a), Uz(a), - - - tais que Up(a) = ap e
Ul(a) =a; —e1dj—1 + -+ (—1)T+ler+1ai,r,1 (29)

para cada ¢ > 1, considerando a; = 0 se j < 0.

Observagao 2.2. Qualquer sequéncia finita em A sera considerada como uma sequéncia infinita de tal

forma que todos os termos, exceto uma quantidade finita, sdo nulos.
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Desenvolvendo a equagédo (2.9) da defini¢do anterior para 0 < i < r + 1, obtemos:

Uo(a) = ap,
Ui(a) = a1 — e1ao,

Us(a) = as — eyay + esap, (2.10)

Ur+1(a) = Qr41 — €10y + -4 (71)T+16T+1a0.

Proposigao 2.2. Sei > r+ 1 entdo U;(a) = a; — e1a;_1 + -+ + (—1)%e;a0.
Demonstracdo. Sabendo que e; = 0se ¢ > r+ 1 em E, e fazendo ¢ = 7 4+ 2 na segunda expressao da

igualdade acima, temos que

Qg2 — €141 + - + (1) Tlepiar + (-1) e 000 =

+1

Ury2 —€10r41 + -+ (=1)""eppia1 =

UT+2 (a)

Considere que a igualdade é satisfeita quando i = r + k + 2, onde k > 1. Mostraremos que a igualdade é

valida para i =r + k + 3.
Qrgis — €10rakr2 4 (1) erprapro + (1) Perpoarir + -+ (1) e, isa0 =

+1 _
Argkt3 — €10r1ky2 + -+ (1) erp1ap 0 =

Urtrs(a).
Portanto, por indugdo sobre i, temos que U;(a) = a;—eja;_1+- - -+(—1)%e;a0 quando i > r+1. O

Corolario 2.1. Sejam A uma E,.-dlgebra e a = (ag,a1,- - ) uma sequéncia de elementos de A. Sabendo

que a; =0 para j <0 e quee; =0 se j >r+1 em E, entdo para cada i > 1 podemos concluir que:
Ui(a) = a; — e1a;_1 + - + (—1)%e;a0. (2.11)
Defini¢ao 2.5. Dado j € Z, definimos como s;(a) a sequéncia de a deslocado por j, ou seja,
sj(a) = (aj, a1, ). (2.12)
Em particular, sp(a) = a. Além disso, para j > 0 temos que

Uri11j(a) = Urga(s;(a)).
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Proposigao 2.3. Seja A uma E,.-dlgebra. Se 0 <r < co entdo

S (=Dieit’ > aitt =Y Us(a)t, (2.13)

i>0 i>0 i>0
a expressio acima € um elemento de A[[t]].
Demonstracdo. Pela multiplicagao de séries de poténcias formais, temos que

i

Z(—l)ieiti . Z U,iti = Z Z(—l)jejai_j ti

i>0 i>0 i>0 \j=0
= Z(ai —e1a;—1+ -+ (—1)ieia0)ti
i>0
=> Ui(a)t'.
i>0
O
Para 0 < 4,7 < r as equagoes (2.10) podem ser escritas como
Uo(a) agp
Ui(a) ay
Us(a) | =& |az |, (2.14)
U.(a) ar

onde &, é a matriz quadarada de ordem r + 1 dada por

&= ((-1)""ei ;)

1 0 0 .0

—eq 1 0 o 0

= €9 —e1 1 0
(=De, (1) te,mr (=1)" 2,4 1

Sejam 0 < r < 00 e h = (hj)jeny uma sequéncia de elementos de E,, onde h; ¢ a j-ésima funcao

simétrica completa. A funcao geradora de h; serd dada por

r+1 1 1 )
hyt! = = = . 2.15
g J 11;[ 1—z;t 1_€1t+"‘+(—1)T+167«+1tr+1 Vv~+1(t) ( )
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Como consequéncia da equacao anterior e lembrando que e; = 0 se j > r + 1, temos que

r4+1
1= Z(—l)jejtj . Z hjtj
=0 >0
=3 (=1)eit! -y hyt! (2.16)
>0 >0
= Ut
>0

o que implica em Uyp(h) =1 e U;(h) = 0 para todo j > 1. A dltima igualdade da expressao (2.16) foi

obtida usando a proposicao anterior. Além disso, considerando 0 < 4,5 < r temos

5T'Hr:Hr'gr:1a

onde
1 0 0 0
hy 1 0 0
HT = (hi_j) = h2 hl 1 0
hr hr—l hr—2 e 1

Desse modo, a equagao (2.14) pode ser escrita como

ag Uo(a)
ap U1 (a)
a2 = HT . Ug(a) . (217)
ayr U, (a)

Definigcao 2.6. Para cada j € Z definimos

uD = L7 sy (0)1) = 3 by (218)

n>0
Note que Dul) = 4(i+9) para todo i,j € 2.
Lema 2.1. Seja A uma E,-dlgebra e a(t) =}, 5, antn—n! € Al[t]] entdo

ap = UO(a)hn +U; (a)hn—l +--- 4+ Un(a)h07 (2'19)

para todo n > 0.

Demonstra¢do. Antes de iniciarmos a demonstragio, lembre-se que hg = ¢y = 1, hy = e; e que para
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j > 1, por (2.16) e (2.9), temos que
0=U;(h) =h; —erhj 1+ + (=1)epp1hj oy,

0 que implica em

hj = elhj,1 — = (—1)T+1€r+1hj,r,1, (220)

para todo j > 1.

Pela equagao (2.17) a igualdade (2.19) é vélida para 0 < n < r. Nosso objetivo é mostrar que
este resultado é satisfeito quando n > r + 1. A prova serd feita por indugdo sobre n. Seja n = r + 1,
sabemos que

Ursi1(a) = app1 —er1ap + -+ + (—I)T'HeTHao.

Assim,

ar1 = €10, — - — (1) eppia0 + Uria (a)
= 61[U0(a)hr + Ul(a)hrfl + -+ Ur(a)ho] — (—1)T+1€T+1U0(a)h0 + UT+1(a)
=Up(a)lerh, — -+ — (—1)" M epq1ho] + - - + Ur(a)erho + Ury1(a)

=Up(a)hry1 + -+ Ur(a)hy + Urr1(a)ho,

a udltima igualdade foi obtida usando a equacao (2.20) para j = r + 1 e o fato de que hg = ey = 1 e
h1 = €.
Agora, suponha que a,, = Up(a)h,+Ui(2)h,_1+- - -+Uy,(a)hg, parar+2 < n < k . Mostraremos

que a igualdade é satisfeira quando n = k + 1. Sabemos que,
Uks1(a) = apy1 —erag + -+ (=1) epyran—,
0 que resulta em

ap1 = erag — - — (=) e, a4+ Upya(a)
= e1[Up(a)hi + Ur(a)hy—1 + - -- + Up(a)ho] — -+ - —
(=) e, 1 [Ug(a)hp_p + Ur(@)hg_p1 4 -+ Up_p(a)ho] + Upy1(a)
=Uop(a)lerhy — - — (1) erp1hp—y] + - + Ur(a)erho + Urs1(a)

= Uo(a)th + -+ Uk(a)hl + Uk+1(a)ho.
Portanto, por indugao sobre n, para n >0

an = Ug(a)hy, + Ur(@)hp—1 + -+ + Up(a)ho.

'De modo geral, temos que a, = Up(a)hn + Ur(a)hp—1 + -+ + Un(a)ho para 0 < n < k.



36

Teorema 2.1. Se A ¢é uma E,-dlgebra e L(a(t)) = >, <, ant™ € A[[t]] entdo as séries de poténcias

formais

w9 = L7 (s_;(h Zhlﬂl

>0

sao linearmente independentes em Al[t]] e

Z an Z Uj( w9 = qou® + Uy (a)u(fl) + - (2.21)
n>0 n! §>0

Demonstracio. Para cada j > 0, a ordem de u(~7) ¢ j. De fato, sabendo que h; = 0 para i < 0 e hg = 1,

temos que

. tt
uC =3 hisg

i>0
ti—1 t tIti
=h_j+- - +ha—+ho—+ hi——
! G-t ; "G+
It
+
Z j+z

i>1

Assim, desde que cada u(~7) possuem ordens distintas, temos que {u(_j)}jzo é um conjunto linearmente

independente. Além disso,
B 4i 4i
> Ui@u™) =>"Uia)) hivjoy = S D o hisUi(a) 5 (2.22)
7>0 >0 i>0 ©i>0 \j>o :

Nosso objetivo é provar a igualdade (2.21), para isto mostraremos que o coeficiente associado a

% em (2.22) é igual a a,, para todo n > 0. Desse modo,

o Do hisiUs(a) g = hajUj(a)

120 \j=0 ’ n J20
= hnU()(a) + hn_lUl(a) + -+ hoUn(a)

= Qn,

onde [ ],, denota o coeficiente de grau n e a tltima igualdade é devido ao lema anterior.



Capitulo 3

Solucoes Universais para EDQO’s

Lineares

Sejam F, = Q[ey, -, er+1] uma Q-4lgebra polinomial nas varigveis ey, -+ ,e,41, E.[[t]] o conjunto das
séries de poténcias formais com coeficientes em E, e f(t) € E,[[t]]. Neste capitulo, nosso objetivo é
resolver a E.D.O

y(r+1) _ ely(r) NI (—1)T+1er+1y =f(t)

explicitamente em E,.[[t]].

3.1 Equacao Diferencial Ordinaria Linear Universal

Desde que E, é uma Q-élgebra, pelo capitulo anterior, a derivada formal padrao D : E.[[t]] — E,[[t]] é

dada por

D00 =D | X fat | = funy.

n>0 ’ n>0

Para cada ¢ € N, temos

(DD =D [ Y fury | = furiy.

n>0 : n>0
Definicao 3.1. Definimos como operador diferencial universal a aplicagao de D no polinémio moénico

universal U,11(t), ou seja,
Ur+1(D) = DT+1 — €1DT + -+ (—1)T+16r+1, (31)

onde U,41(D) € Endg(E,[[t]]).

Seja
U, :=kerU,1(D),

entdo U, é um E,-submédulo de E,.[[t]] das solu¢oes da EDO universal:

37
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Ursa(D)y =y — ey + -+ 4 (=1)" e, 1y = 0. (3:2)

Em geral, se

&= 0o € B[]

n>0

entao a solucao da equagao diferencial ordindria linear
Up1(D)y =g (3.3)
¢ um elemento do conjunto U,11(D)"1(g) C E.[[t]]. A equagdo 3.3 é usualmente escrita como:
Dy —eD'y+--+ (-1) ey =g, (3.4)

e se g é a série de poténcia formal nula, entdo U,;1(D)~1(0) = U,.

Proposicao 3.1. Seja yo(t) € U,+1(D)"(g). Entdo,

Ur1(D) (&) = yo(t) + ker Up11(D)

= {3 +y(@) | y(t) € ker Ur 41 (D)}

Demonstragao. Seja y(t) € ker U,11(D), entdo U,41(D)y(t) = 0. Pela linearidade de U,41(D), temos
que

Ur1(D)(yo(t) +y(t)) = Upp1(D)yo(t) + Ur1(D)y(t) = g.

Logo, yolt) + (1) € Urs1(D)~(g) o que implica em
yo(t) +ker Up1(D) C Upsr (D)™ (8).
Por outro lado, se y1(t) € U,11(D)~1(g) entdo y1(t) — yo(t) € ker U,1(D) e assim

y1(t) € yo(t) + ker Up1 (D) = Urs1(D) 7 (8) S yo(t) + ker U1 (D).

Proposicao 3.2. Seja f(t) € E.[[t]]. Entdo £(t) € ker U,1(D) se e somente se

Un+7‘+l(f) = fodr+1 — €1 fapr +0 (_1)r+1er+lfn =0 (35)

para todo n > 0.
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Demonstragao. Substituindo y = f(t) na equagio (3.4) com g = 0 temos que

0=D"Tf(t) - elDTf(t) ot (71)”16 f(t)

- Z fn+r+1 —a Z fn+r ’ 1)T+1€r+1 Z fn%

n>0 n>0 n! n>0
tn
- Z(fn+r+1 —efaqr+-+ (71)T+16r+1fn)ﬁ
n>0

Portanto, f(t) € ker U,,1(D) se e somente se Uy yr11(f) = foars1 — €1 fnar + -+ (=1)" e,y fn =0,

para todo n > 0. O
Exemplo 3.1. A série de poténcia formal exp(ejt) é solugao da equagao Uy (D)y = 0. De fato,

t" t"
D(exp(eit)) — e1(exp(ert)) = D Z e?ﬁ — e Z e?ﬁ

n>0 ’ n>0

= E ”H——elg el

n>0 n>0

=0.

Seja A uma Q-dlgebra e a € A, entdo A tem uma estrutura de dlgebra sobre Ey = Q[e;] induzida pelo

homomorfismo v : Ey — A que mapeia e; — a. Além disso, a estrutura de Ey-moédulo de A é dada por

EOXA—>A

(e1,z) — (ey)x.
Consequentemente, exp(at) € A[[t]] pode ser visto como solu¢do Dy — e;y = 0. De fato,

n

D(exp(at)) — e1(exp(at)) Z a"— | —e; Z a"

n>0 ! n>0
t"
= E a”+1 E eia" —
n>0 ! n>0
tm
_ E :an—&-l § :a
n>0 ! n>0

=0.

o que também significa que exp(at) € A[[t]] é solugao da equacao diferencial Dy — ay = 0. O polinémio

P(t):=t—a

implica que

ker P(D) = ker(D — a) = [exp(at)] := {X - exp(at) | A € A}.

Exemplo 3.2. Suponha que P € A[t] é um polinémio moénico de grau r + 1 e que possui uma raiz em



40

A, isto é, existe a € A tal que P(a) = 0. Como consequéncia, vamos mostrar que exp(at) é uma solugao

de P(D)z = 0. Pelo teorema de Ruffini, P(t) admite a decomposicao
P(t) = Q(t)(t — a),
onde Q(t) é um polinémio ménico de grau r. Visto que, exp(at) € ker(D — a) segue-se
P(D) exp(at) = Q(D)(D — a)(exp(a)) = 0.

Observacao 3.1. Quando afirmamos que f(t) € ker U,11(D) se e somente se satisfaz (3.5), nenhuma
condicao foi imposta sobre os r 4+ 1 primeiros coeficientes de f. fy, f1, -+, f» sao chamados de condigGes

iniciais da solucao.

Proposicao 3.3. Se as condigoes iniciais fo, f1,--, fr de f(t) € ker U,11(D) sao nulas, entao £(t) =0,

isto €, fn, =0 para todo n > 0.

Demonstragao. Pela proposigao 3.2, se f(t) € ker U,41(D) entao

fotrit — €1fagr + o+ (1) e fr, =0

para n > 0. Em particular, para n = 0 temos

frai—eifr+--+ (—1)T+1€r+1f0 =0. (3.6)
Visto que fo = f1 =--- = f, =0, substituindo em (3.6), obtemos f,11 = 0.
Por indugao, assumindo que fy = fi = -+ = fr4r = 0, vamos provar que fry,+1 = 0. De fato,

aplicando novamente a proposicao 3.2 para n = k temos que

Frtri1 — € fogr + o+ (1) ey f =0,

0 que implica em

Jrtr+1 =0.

Portanto, f, = 0 para todo n > 0 e assim f(¢) = 0.
O

Proposicao 3.4. Sejam f(t),g(t) € kerU,11(D) entio f(t) = g(t) se e somente se as suas condigdes

iniciais coincidem, ou seja, fo = go, fi =91, , fr = 9r.

Demonstragao. Se f(t) = g(t), as suas condigdes iniciais claramente coincidem. Por outro lado, suponha
que fo = 9o, f1 =01, ", fr = gr, entdo £(t) — g(t) € ker U,11(D) e suas condigdes iniciais sdo todas

nulas. Logo, pela proposigao anterior, f(t) — g(¢t) = 0 o que resulta em f(t) = g(t). O
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3.2 Solucao Universal

Teorema 3.1. O E,.-mddulo ker U,+1(D) C E,[[t] € livre de grau v+ 1 e gerado por

{u©@ Y L Y, (3.7)

Demonstragio. Pelo teorema 2.1, sabemos que (u(~7));5¢ sdo linearmente independentes em E,[[t]] (FE,

é uma FE,-dlgebra). Além disso, observe que:
Ur1(D)u™) = U, 1 (D)D" u"") = D" U, .1 (D)u"",

entdo para provar que u{~7) € ker U, 1(D) para 0 < j < r, basta mostrarmos que u(~") € ker U, ,1(D).

Utilizando a proposicio 3.2 e lembrando que u(~") = ano hn,r%, temos que

Un+r+1<u(_r)) = hn+1 —ethy, +---+ (_1)T+ler+1hn7r

= n+1(h)'

Pela expansao da equacao (2.16), vimos que Uy(h) =1 e U;(h) = 0 se j > 1. Desse modo, concluimos

que Up41(h) = 0 para todo n > 0. Logo,
Un+r+1(u(_r)) = O,Vn >0,

e assim u(™") € ker U,; (D). Portanto, u(~7) € ker U, (D) para 0 < j < 7.
Para mostrar que u(?), .- u(=") geram ker U, (D) sobre E,., lembre-se que, pelo teorema 2.1,

cada

()= ful € Bl

n>0

pode ser escrito como uma combinagao linear infinita de (u(~7));(:

£(t) = Up(D)ul® + Uy (£)u™" + - + Up(£)u™") + Y Uppr (F)u= 740,
n>0

Pela proposicao 3.2, f(t) € ker U,.1; se e somente se Uy, 4,41(f) = 0 para n > 0. Portanto,

£(t) = Up(E)u® + Uy (E)u) 4 + U, (F)u~". (3.8)

Observagao 3.2. A férmula (3.8) é chamada de a férmula universal de Cauchy.
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Corolario 3.1 (Solucdo Universal do Problema de Cauchy). A tdnica solu¢io de Up11(D)y = 0 com

condi¢oes iniciais fo, -, fr € E. €

£(t) = Up(F)ul® + - + U, (Ful=") o)
Uz‘(f):fi—€1f¢71+~-~+(—1)ieif070§i§r, .

Seja A uma Q-dlgebra, denote por A[t] a A-dlgebra polinomial em t e A[[t]] a A-dlgebra de séries de
poténcias formais em t. Se P € A[t] é um polindémio ménico de grau r + 1 dado por

P(t) =t —a1(P)t" + -+ (=1) ar1 (P),

0 homomorfismo de Q-élgebras ¢ : E,. — A que mapeia e; — a;(P), para 1 <i < r+1, induz os seguintes
homomorfismos:

O ENt] = Alt] e ¥ E[[t] — A[[t]].

Desse modo, sendo P(t) a imagem de U,41(t) sobre {L claramente {p\ mapeara a solugdo da EDO
universal U,1(D)y = 0 na solu¢do de P(D)z = 0. E assim, a prova do teorema 3.1 pode ser repetida

textualmente para as imagens de u(_j), 0 < j <r, o que resulta no seguinte teorema:
Teorema 3.2. Seja A uma dlgebra sobre Q e P(t) = t"t — a1 (P)t" + -+ + (=1)" a1 (P) € A[[t]].

1. A série de poténcia formal q(t) =", <, qn% € A[[t]] € uma solugdo de P(D)z = 0 se e somente
se

Vn+r+1(q) = 4n+tr+1 — al(P)qn+r +o (_1)T+1ar+1(P)Qn =0,
para todo n > 0.

2. ker P(D) é um A-mddulo livre gerado por 0@ .. v as imagens de (3.7) pelo homomorfismo

{b\ tal que:

v E[t] - Alft]
S fuiy o S v
n>0 n>0
ou seja, v{~7) = QZ(u(_j)) para cada 0 < 5 < r.
3. A dnica solugao de P(D)z =0 com condigdes iniciais qo, -+ ,qr € A €

at) = Vo(@)o (1) + - + V(@) (8), (3.10)

onde V;(q) é a imagem de U;(q) sobre o unico homomorfismo de Q-dlgebras que mapeia e; — a;(P),

1<j<r+1, isto ¢,

Vi(@) = ¢ — a1(P)gi—1 + -+ (=1)'a;(P)go, 0 < i < .
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Exemplo 3.3. Considere a equacao diferencial com coeficientes reais z” + 2z = 0. Podemos escrever essa

equagio como P(D)z =0 onde P(t) = t?> 4+ 1. O teorema 3.2 afirma que todas as solugdes sdo da forma:
M@ 4 oD = M) + pp(u ), (A, p € R),

tal que ¢ : Fy[[t]] — R[[¢]] mapeia > >0 antn—"! B D >0 1/)(@,1)%7 onde ¢ : By — R é o homomorfismo de

Q-élgebra que envia e; — 0 e e5 — 1. Assim,

n

v® = () = Zh L

n>0
o 2 t3
= Y[l + et + (e —e2)2'+( —26162+63)3' + -]
2 t3
=1+ '(/)(61)t +'l/1(€% — 62)5 + w( — 2e1e9 + 63)3'
t2
:1_54_...7

~ ~ ik
(=1 — (1Y = -
oY =) = | Y
n>0
~ t2 9 t3 t
:¢[t+61§+(61 62)54‘( —26162+€3)4l+ -]
B 2 2 t3 L ¢
_t+w(61)5 +’L/J(€1—62)§+’Q/J( €1€2+63)4' + -
t3
=t—§+~-

Ambas as séries sao convergentes e elas representam as funcoes analiticas sobre R, cosseno e seno, res-

pectivamente.

Exemplo 3.4. Consideremos a EDO linear dada por:
"—32 +22=0. (3.11)

Vamos resolver essa equagao de trés maneiras diferentes. Em cada caso temos um respectivo sistema

fundamental.

1. O polindmio caracteristico da equagao (3.11) é
0=t>—3t+2=(t—2)(t—1)
cujas raizes sdo t; = 2 e to = 1. Logo, um sistema fundamental da EDO acima é formado por:

hi=eefy=e



44

Consequentemente, uma soluagao geral de (3.11) é dada por:
2(t) = cre’ + cpe?!

. A equacgdo (3.11) pode ser escrita como P(D)z = 0, onde P(t) = t> — 3t + 2. Sabendo que
Us(t) = t2 — eyt + eg, entdao ¥ : By — R é o tnico homomorfismo sobre Q-algebras que mapeia

€13 e ey s 2. Seja 1 : Eq[[t]] = R[[¢]] um homomorfismo induzido por ¢ tal que

@(Z ang) = Z ¢(an)t

n>0 ’ n>0

entdo, pelo teorema 3.2, v(®) e v~ formam uma base de kerP(D) tais que

= (u®) Zhi

n>0
N 2 t3
:77/;[1+61t—|—(ef—62)§ (e3 —2€1€2+63)3' o]
2 t? 3 t?
=1+ (er)t + (e — 62)5 + (e — 2e1e2 + 63)5 +-
p \ ! !
:1+3t+75+15§+"' )
- - n
(=1 — (=1)y — h
o =) =0 | Y b
n>0
- 2 5 t3 t4
:1/J[t—|—612' (e7 —62)54—( 261624‘63)4‘ o]

2 3 t*

=t+ 1/1(61)5 +(ef — 62)& +1h(ed — 2eren + 63)4,
t2 t3 4

=35 Ty H 15+

Logo, {v©® v(=D} é um sistema fundamental de 2" — 32’ 4 2z = 0.

. Iremos transformar (3.11) em um sistema de E.D.O. de 1° ordem. Definindo 23 = z e 29 = 2/,

temos que
2y =2 Z] = 2o
=
I / /I
2o = 2" = =22+ 3z 2o = —2z1 + 322
Logo,
2 0 1 21
1 = . (3.12)
zh -2 3) \z

A fim de simplificarmos a expressdo acima representamos a equagao (3.12) por Z' = AZ. Pela
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teoria classica das EDO’s lineares homogéneas temos que solugao de Z' = AZ é dada por

>tk Ak
_ At _
k=0
10 0 1 —2 3\ 2 6 7\
= + t+ *'4‘ *"f'
0 1 -2 3 -6 7/ 2 —14 15/) 3
128 — 65 4. t4+35 475 4.

2t — 6L — 144 4 143t 4+7L 4155 4

9et _ 2t e2t _ ot

2¢t — 2e%t  2e2t — ot

2t — et formam um sistema fundamental de solugdes de (3.11). Desse

Assim g; =2et —e? e gy =¢
modo, fazendo alguns célculos adequados temos que f1 = v(0 —20(=D ¢ fo = (O — (=1 Além

disso, g1 =2f1 — fo =0 =30V e gy = fo — f1 = vV,

Na teoria algébrica em consideracdo, existe uma diferenca entre um sistema fundamental, que é
a base de ker P(D), e um conjunto qi, - - - , g, de solugdes linearmente independentes de P(D)z = 0. Fato

que serd apresentado no exemplo que se segue.

Exemplo 3.5. Sejam A := Q[v/2,v/3] e a equacio 2" — (v/2 + v/3)2’ + /62 = 0. Entao,
P(t) =1 — (V2+V3)t + V6 = (t — V2)(t — V3).

Desse modo, como vimos no exemplo 3.2, exp(v/2t) e exp(v/3t) sdo solucdes da equagio diferencial dada
acima e sao linearmente independentes. Além disso, v(?) e v(=1) sao solucdes de P(D)z = 0 e formam
um base de ker P(D), onde v(?) e v(~1 sdo as imagens do sistema fundamental universal {u(®) (=D} de
Us(D)y = 0 por meio do homomorfismo ¢ : E1 — A que envia e; V241/3 e ea — /6. Nosso objetivo
é mostrar que apesar de exp(y/2t) e exp(v/3t) serem linearmente independentes, ndo formam uma base de
kerP(D) sobre A. Para isso, basta mostrarmos que v(© e (=1 nio podem ser escritos como combinacio

linear de exp(v/2t) e exp(v/3t). Assim, pela férmula universal de Cauchy, temos

exp(v/2t) = v — /3u(=1),
exp(\/gt) =0 — /21,

(3.13)

Logo,
exp(v2t) — exp(v/3t) = (V2 — V3)ul V.

Observe que v~ néo pode ser escrito como combinacio linear de exp(v/2t) e exp(v/3t), pois v2 — /3
nio é invertivel em A. Portanto, concluimos que exp(v/2t) e exp(v/3t) nio formam uma base de kerP(D)

sobre A. No entanto, considere A := Q{ﬁ_\/g} [v2,/3], onde Q{ﬁ_\/g} [v'2,v/3] denota a localizacio

1Seja A um anel e S um subconjunto multiplicativo de A, ou seja, s1,s2 € S entdo s1 - s2 € S. Definimos a localizaco
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de Q[v/2, /3] sobre o conjunto multiplicativo S = {1,v/2 — /3, (v/2 —v/3)2,---}, ou seja,

bt

Qua_vsV2,V3]:=Q \@,\/3,\/57\/5 .

Assim, repetindo todo o processo dado anteriormente temos que {exp(v/2t),exp(v/3t)}, {v(® v(=1} sdo

solugoes linearmente independentes de P(D)z =0 em A. Além disso, pela equagao (3.13) temos que

00 — V2 exp(v2t) — V3 exp(v/3t) 0 oD exp(v/2t) — exp(\/gt).

Vi3 Vi3

Portanto, ambos {v(®), v(=D} e {exp(a,t), exp(ast)} sdo sistemas fundamentais de P(D)z = 0, ou seja,
bases de ker P(D) sobre (@{\/57\/5} [v2,3].
Exemplo 3.6 (Generalizagao do exemplo anterior). Considere A := Q[a1,as] e a equacdo 2" — (a1 +

as)z’ 4+ ajasz = 0. Entao,
P(t) = t2 — (a1 + G,Q)t + ajao = (t — al)(t — ag).

Consequentemente, pelo exemplo 3.2, como a; e as sdo raizes de P(t) temos que exp(ait), exp(ast) sdo
solugoes linearmente independentes da equagao anterior. No entanto, essas solugoes nao formam uma
base de kerP(D) sobre A. De fato, considere v, v(=1  as imagens do sistema fundamental universal
{u© 4=V} de Uy(D)y = 0 por meio do homomorfismo v : By — A que envia e; + a1 +as e es — ajas.
Pelo teorema anterior, {v(®), v(=11 é uma base de kerP(D) sobre A. A relagio é dada por:

exp(ait) = v(® — ayv(=1),

exp(agt) = v(® — ayv(=Y)

assim,

exp(art) — exp(ast) = (a1 — ag)v(™Y.

Observe que v(~1 nao pode ser escrito como combinagéo linear de exp(ait) e exp(ast), pois a; — as nao
é invertivel em A. Portanto, concluimos que exp(a;t) e exp(ast) ndo formam uma base de ker P(D) sobre

A. Contudo, claramente {exp(a1t),exp(ast)} é uma base de kerP(D) sobre a localizagao Afq, —q,} =

ap—az

bases de kerP(D) sobre Ay, _q,1-

A [ L ]2 e ambos {v(©), v(=1} e {exp(ait), exp(ast)} sdo sistemas fundamentais de P(D)z = 0, isto é,

Exemplo 3.7. O polinémio Us(t) = 1?2 —eqt +eq € Fy [t] ndo possui raizes em E;. Vamos construir

uma Q-dlgebra onde Us(t) se divide como produto de dois fatores lineares. Defina

Eit]
(Ua(1))’

Ey[z] =

de A sobre o conjunto S, como sendo o anel S™!A tal que
S*lA:{g\aeAeses}_
s

Se S consiste nas poténcias de um elemento fixado f, entao a localizagao é escrita como Ay.
2A{a1—a2} é a localizagio de A com respeito ao conjunto S = {1,a1 — a2, (a1 —az2)?,---}
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onde z denota a classe de t médulo o ideal principal gerado por Us(t). Por construcao, temos que Us(z) =
0. Isto é ficil de se ver e resulta da prépria definicdo de x onde consideramos que z =t = ¢ + (Uz(¢)).

Assim,

Us(z) = 2% — ez + ey -7 eit + ey

=14 —eit+e5
:t2—61t+62
=0.

Logo, z ¢ raiz de Us(t) € E1[x][t] e Ua(t) pode ser escrito como produto de dois fatores lineares:
Us(t) = (t = 2)(t = (e1 — 2)).

Claramente Ej[z] é uma E;-dlgebra e como z é raiz de Uz(t), pelo exemplo 3.2, exp(xt) é um elemento

de kerUs (D). Pela férmula universal de Cauchy, temos

exp(zt) = Up(exp(zt))u'® + Uy (exp(zt))ul~D
=149 4 (z—e - Dul™Y

=u® 4 (z —ep)ulV, (3.14)

A expressiao (3.14) é denominada férmula universal de Euler. De fato, considere a equagao diferencial

com coeficientes na Q-algebra C. Entdo i := y/—1 é um raiz do polindomio caracterfstico P(t) =t + 1 da

equagdo. Desse modo, exp(it) € ker(D? + 1), e assim
exp(it) = v + (i — ey )oY

sobre a F1-algebra estrutura de C induzida pelo homomorfismo v : E1 — C que mapeia e; — 0 e es +— 1,

onde v() = J(u(i)). Logo,
exp(it) = v(® +iv("Y e ker(D? + 1) C CJ[t]],

e pelo exemplo 3.3 temos

exp(it) = cost + isint.

De forma geral, considere a equacgao diferencial

YTl 4y =0 (3.15)
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com coeficientes em C e seja z uma rafz de grau r + 1 do polindmio caracteristico P(t) = "1 + 1 da
equacdo (3.15). Entéo, exp(xt) € ker(D" ™! +1) sobre C com coeficientes inciais 1, x, - --2". Sendo assim,
pelo teorema 3.2

exp(at) = v + 20 4 gm0

de modo que v = ¢(u?) onde ¥ : E,[[t]] — C[[t] mapeia 3, oqanl; = Y50 %(an)ky, tal que

¥ : B, — C é o homomorfismo de Q-algebras que envia e; — 0, -+-, e, = 0 e e.41 — 1.

Exemplo 3.8. Considere o seguinte problema de valor inicial
2" — 62"+ 112 — 62 =0, 2(0) =1, 2/(0) =0, 2"(0) = 2. (3.16)

Iremos resolver o problema acima de duas formas: primeiramente utilizando a ferramenta que foi desen-
volvida neste capitulo e depois vamos solucioné-lo com o auxilio do método padrao analitico.

A equacio (3.16) pode ser escrita como P(D)z = 0, onde P(t) = t3 — 6t2 4+ 11t — 6. Sabendo que
Us(t) = t2 — e1t? + eat — e3, entdo 1) : Ey — R é o tinico homomorfismo sobre Q-algebras que mapeia

16, e5 > 11 e e3 — 6. Seja ¥ : By[[t] — R[[t]] um homomorfismo induzido por 1 tal que

(> an%n'> - Z¢(an)%.

n>0 : n>0

Ent#o, pelo teorema 3.2, o conjunto {v(?), (=1 v(=2)} é uma base de kerP(D) tal que

n>0
N 2 /3
= [l 4 ert + (e — 62)5 + (€3 — 2e1e0 + 63)5 + -]
.t2 . t3
=1+ (er)t + (el — 62)5 + (el — 2eres + 63)5 +
p p ! !
=146+ 255 + 90+
oD = f) =3 [ hn_l%
n>0
N 2 , /3 , ”
=t + ergy + (e7 — 62)5 + (€7 — 2eye9 +€3)I + -]
12 t3 tt
= t‘H/J(el)E +1p(ef — 62)5 + (el — 2e1en +63)E +o
, 2 y ! !

t t
=465 + 255+ 905+,
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_ ~ B ~ tn
(=2 1/)(16( 2))=¢ Zhn72 '
n>0
~ 12 t3 t to
Zw[§+61§+(e%—eg)g+( 26162+€3)5' ]
t2 t3 5 t t5
= o Tolen) gy + (el —ea) g + (el — 2eres +ea) o +
t2 3 4 5

Logo, {v(@,v(=1) »(=2} é um sistema fundamental de 2" — 62" + 112/ — 6z = 0 e pelo teorema 3.2 a

unica solucdo de P(D)z = 0 com condigdes inciais o = 1, g1 =0 e go =2 é
a(t) = Vo(@)v® + Vi(a)o™" + Va(q)v?,
onde Vo(q) = qo, Vi(a) = ¢1 — 6go e Va(a) = g2 — 6¢1 + 11go. Assim,
q(t) = v® — 60"V 41302,

Por outro lado, utilizando o método padrao para resolucao de equagoes diferenciais ordinarias e sabendo
que t; = 1, t, = 2 e t3 = 3 sdo raizes do polinémio caracterfstico P(t) = t3 — 6t2 + 11t — 6, temos que

fi=¢ét, fo =e% e f3 = e3 formam um sistema fundamental e a tinica solucio do P.V.I é
2(t) = 4e' — 5e*! + 2¢3.

As duas solugoes encontradas sao iguais, caso contrario contradizeria o teorema da existéncia e unicidade

para problemas de valor inicial. De fato, como

et = 0@ — 571 4 602,
et = v — 4y 4 302

et = v — 3y 242
temos que

2(t) = 4e’ — 5e?t 4 2¢3
= 4w =50 4 60(2) = 5(v© — 407V 4 30(=D) 4 2(vO — (=D 1 24(=2)
=0 — 60D 4 1302

=q(t).
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3.3 Equacoes Diferenciais Lineares nao Homogéneas

3.3.1 Algumas observagoes sobre a transformada formal de Laplace

Lembre-se que a transformada formal de Laplace L : A[[t]] — A[[t]], onde A é uma Q-dlgebra, é definida
por

t" t"

P — | P n

L Zann! = Zn.ann! = Zant .
n>0 n>0 n>0

A melhor maneira de se estudar equagoes diferenciais lineares nao homogéneas é pela transformada formal
de Laplace. A seguir apresentaremos duas proposicoes que serdo tuteis para o desenvolvimento do contetido

desta secao.

Proposicao 3.5. Seja A uma Q-dlgebra. Para cada k > —1 e cada a(t) € A[[t]] temos
tFHLL(D* N a) (t) = L(a)(t) — ag — a1t — - - — axt®.
Demonstracdo. Da definicao de transformada formal de Laplace tem-se

tn
HHLDEDa) ) = L D anri

n!
n>0

k1
="t E Anthg1l”
n>0

=Y apypgrt"

n>0

= E ant™ —ag — art — - - — agth
n>0

= L(a)(t) —ag — art — - - - — axt".

Proposicao 3.6. A transformada formal de Laplace de u'=7) para 0 < j <r € dada por:

. . t
L) =11y hpt" = .
(u ) 7;) 1—eyt+---+ (_1)7"+1€T+1t7"+1

Demonstracao. Antes de iniciarmos a prova, lembre-se que h; = 0 para todo i < 0 e que

n 1
E hnt™ = 1 n 1)r+1 $r+1”
n>0 —ett et (_ ) €r+1




o1

Assim,

_; "
L)y =1L Zhn,m
n>0
=D gt
n>0

=h_j+hi_jt+ - +h it/ + Z hpt"™

n>0
=t Z B t™

n>0
ti
= 1_ elt +o 4+ (_1)r+ler+1t'r+1 .

O
3.3.2 Solugao das Equacgoes Diferenciais Lineares nao Homogéneas
Sejam £(t) =" 5 fn%n! € E [[t]] e ¢ = (co, 1, - ,¢r) uma sequéncia de elementos de E,.. Solucionar o
problema de Cauchy
Ur 1(D)y =f
i (3.17)

(Dy)(0)=c¢;, 0<i<r

equivale a encontrar uma série de poténcia formal p(t) € U,,1(D)~1(f) que satisfaca as condigoes iniciais
dadas. Antes de iniciarmos esse processo, exibiremos uma proposicao similar a que foi apresentada quando

estavamos tratando das equacoes diferenciais homogéneas.
Proposicao 3.7. Seja g(t) € E.[[t]]. Dizemos que g(t) € solu¢io de U,11(D)y = f, ou seja, g(t) €

U,+1(D)71(f) se e somente se

Un+7‘+1(g) ‘= gn+r+1 — €19n4r + -+ (_1)r+1€r+lgn = fn (3.18)

para todo n > 0.

Demonstragdo. Substituindo y = g(¢) na equacao U,41(D)y = f temos que

> fulr = Ui (D))

n>0

=D"lg(t) —er Dg(t) + -+ + (—1) e ag(t)

" " t
= S gty e Dy o (e Dty

|

n>0 n>0 n>0 G
t’ﬂ
= In+r+1 — €19n+4r T " - €r+19n) -
( +o ot (F1) e agn)
n>0 ’

1
r+ eri19n = [,

para todo n > 0. O

Portanto, g(t) € Ur-‘rl(D)_l(f) se e somente se Uy 1141(8) = Gntr+1—€10n+r+++(=1)



52

Nosso objetivo é encontrar p(t) de modo que satisfaga (3.17). Pela primeira igualdade da equagao

(3.17) temos que

™ L(U41(D)y) = " L(f),

assim

tr+1[L(DT+1y _ €1Dry NI (—1)T+1er+1y)] _ Z fntn+r+1
n>0

LD y) — et L(D7y) + -+ (~1) e L) = S fut™
n>0

tr+1L(DT+1y) —ertt"L(D"y)] + -+ + (—1)r+1er+1tr+1L(y) _ Z fntn'+r+1.
n>0

Aplicando a proposigdo 3.5, obtemos

T r—1
L(y) =Y cit' —ext |[L(y) = > eit' | + -+ (1) epat™ L{y) = Y fut™"
i>0 i>0 n>0

Colocando L(y) em evidéncia e fazendo alguns cdlculos necessérios, temos que

L)1 = ext+ -+ (=) ep ™) = Up(c) + Uy ()t + -+ + Up(e)t” + S fut™7+1,
n>0

Como nosso intuito é encontrar p(t) que satisfaca (3.17), eventualmente obtemos a expressao:

onde

Uo(c) + Ur(e)t 4 - + Up(c)t” + 3, 50 fut" T H

L(p(t)) =
(p(1)) 1—ept+ -+ (=1)He.qtrt?

(3.19)

Pela proposicao 3.6 a equagdo (3.19) passa a ser

Z’I’LZO fTLtn+T+1
1— elt +---+ (—1)T+16T+1tr+1 '

L(p®) = Us(c)L(u®) + Uy (¢)L(u V) + -+ + Up(c) L(u"")) +

A equagao anterior pode ser alternativamente escrita como:

L(p(t)) = Uo(c)L(uV) + Uy () L(u™) + -+ + Up(e) L) + Y gnt™, (3.20)
n>r+1
onde
Z = Zn2r+1 fn—r—ltn
T T et (D)t

n>r+1
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Escrevendo L(p(t)) como ) -, pnt™ com p,, determinado pela equacao (3.20), temos que

D) =3 put;

n>0
é a tnica solugdo do problema de Cauchy (3.13). Todo o processo acima resulta no seguinte teorema:

Teorema 3.3. Seja Z qnt™ uma série de poténcia formal definida pela sequinte funcao geradora:
n>r+1

n—r— "
ZanJrlf 1 _ Z qntn (321)

— e — +1 +1
1 elt -+ + ( 1)r 6T+1tr i

com qo, - ,q, = 0. Entao,

tn
p(t) = Uo(e)u® + Ui(e)u™) + -+ Up(@u™ + Y7 gy
n>r+1 ’

onde U;(c) = ¢j —er1cj—1 + -+ + (—1)7ejeo para 0 < j < r, é a dnica solugio do problema de Cauchy

(3.17).

Demonstragdo. Primeiramente iremos mostrar que q(t) = >_, 5,44 qn% € U,+1(D)7Y(f). Pela igualdade

(3.21) temos que
(qr+1tT+1 +qr+2tr+2_’_qr+3tr+3+_ . )(1—61t+62t2+- X ._’_(_1)r+ler+1tr+1) — fotr-l-l +f1tT+2—|—f2tT+3+~ .
0 que implica em

qr4+1 = fO

Gri2 — €1Gr41 = f1

Qrn+1 — €1Qr4n + -+ (—1>T+1€r+1Qn = fn (3.22)

para todo n > 0 desde que qg,---,¢- = 0. Desse modo, pela proposicao 3.7 e como consequéncia da
expressao (3.22) temos que Uy4r11(q) = fn para todo n > 0 e assim q(t) = >_, 5,4 qn% é solugao de
U,11(D)y = f com condigdes iniciais D?y(0) = 0 para 0 < j < 7.

Portanto, usando a proposigao 3.1, a solugao do problema de Cauchy serd a soma de q(t) e a
solugdo de yo(t) de U,41(D)y = 0 que satisfaz as condigoes iniciais D/y(0) = ¢; para 0 < j < r. Pelo

coroldrio 3.1, yo(t) é unicamente determinado por:

yo(t) = Up(c)u'® + Uy (c)ul™" 4 -+« + Up(c)ul=".



Sendo assim,

p(t) = yo(t) + q(t)

t'n/
— (0) (1) 4 ... (=) s
= Up(c)u'” + Ui (c)u +--+ Ur(c)u + E Gn "

é a tnica solugao do problema de Cauchy dado por (3.17).

Visto que

n>0

1
S =
1—eit+---+ (—1)T+1€r+1tr+1

54

podemos calcular explicitamente os valores de ¢,,. Assim, desenvolvendo a expressao (3.21), temos que

> gut" = Lnzrer fooroat”
=

1-— elt + 4 (71)T+16r+1tr+1

Z fnfrfltn Z hntn

n>r+1 n>0

n>r4+1

= (fot" ™ + A2+ fot™ 3 ) (ho + Rt + hot® 41,

o que resulta em,

qr+1 = foho
gr+2 = foh1 + fiho

Gr+3 = foho + fihi + faho

Em geral geral, para n > r + 1 temos que

qn = Z fsf'r‘flhnfy

s>r+1

Desse modo, podemos reescrever o teorema 3.3 da seguinte forma:

Corolario 3.2. Seja

f(t) = Z fn%n! € Erp[[t]]

n>0

e considere o problema de Cauchy dado por

(3.23)
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Urp1(D)y = £ (3.24)

(D'y)(0)=¢;, 0<i<r.

Entao,

p(t) = Up(c)u® + Ur(c)ul™) + - + Up(c)ul™") + q(t)
onde Uj(c) =cj —e1cj_1+ -+ (—=1)7ejeo para 0 < j <r e
n tn
Q(t) = Z Z fsfrflhnfs E
n>r+1 s>r+1
€ a unica solugdo do problema de Cauchy dado acima.

Seguindo o mesmo argumento usado quando estdvamos tratando de EDO homogéneas, o corolédrio

3.2 pode generalizado para casos em que a EDO possui coeficientes em uma Q-algebra qualquer.
Teorema 3.4. Seja A uma Q-dlgebra. Considere P(t) = t™" — a1 (P)t" + - + (—=1)" a1 (P) € Alt]
eg(t) => .50 gntnl! € Al[t]]. A dnica solugdo de P(D)z = g com condi¢ées iniciais ¢, 1, -+ ,¢p € A €

p(t) = Va(e)o® + Vi(c)o ™V + -+ V()™ + q(t)

onde Vj(c) = ¢; — a1(P)cj_1 + -+ (=1)7a;(P)co para 0 < j <7 e
n tn
q(t) = Z Z Gs—r—1¢(hn—s) o
n>r+1 \s>r+1

Exemplo 3.9. Resolva a seguinte equagao diferencial ordindaria

2 — 4z = e, (3.25)
Pelo teorema 3.4, a solucao da EDO acima serd a soma da solugao da parte homogénea mais uma solugao

particular da EDO nao homogénea. Resolvamos primeiro a E.D.O homogénea associada
2" —4z=0. (3.26)

A equagio (3.26) pode ser escrita como P(D)z = 0, onde P(t) = t? —4. Sabendo que Us(t) = t2 — et +eo
e que ¥ : F; — R é um homomorfismo de Q-algebras que mapeia e; — 0 e ea — —4, pelo teorema 3.2, a
solugdo geral de P(D)z =0 é

c(t) = cov O (t) + ero TV (1), (3.27)
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onde cg,c; € R e v® = ¢(u?)). Explicitamente, temos que

o0 = 5 = 5 [ S
n

n>0
tn
n!

(]

¢(hn)

2 4 6

t
=1+ 4 —|—165—|—64 + -

>

3
o

—~ ~ tn
=1 = =1y = -
o =g =g | Y
n>0
3 5 t7
=t+45 +16— + 64
gy 165+ 6y o+

Para acharmos a solugao particular q(t), usaremos a expressao dada no teorema 3.4. Assim,

= Z ng—quj(hn—s) %T:

n>2 \ s>2
2 3 4

= g0t (ho) oy + (g0 (1) + g1 (ho) o + (g0t (h) + 1o () + gablho)) p ++- - (329)

Sabemos que,
n 3

t
= 5t:Z5n —1+5t+25§+125§+
n>0 !

Além disso, ¥(hg) = 1,9 (h1) = 0,9 (ha) = 4,9 (h3) = 0,9 (hs) = 8, assim por diante. Esses valores foram
determinados quando calculamos v(® e v(=1) explicitamente. Logo, substitindo os termos encontrado em

(3.28), temos que
2 3 4 45

¢
E sl oot gl
alt) = 2'+3Jr 4+ 51

Portanto, p(t) = c1v(?) + cov(™Y 4 q(t) é a solugdo geral de 2/ — 4z = €.



Capitulo 4

Aplicacoes

Quando trabalhamos com o método classico para solucionar equacgoes diferenciais ordinarias
lineares de coeficientes constantes, algumas particularidades devem ser levadas em consideragao. Na
EDO homogénea devemos nos atentar aos casos em que o polindémio caracteristico possui raizes reais
iguais ou raizes complexas, enquanto que na solucao das equacoes diferenciais nao homogéneas torna-se
relevante considerar o caso em que a funcao da parte nao homogénea ja aparece na expressao da solugao
geral da equagao homogénea associada. Por outro lado, o método apresentado nesse trabalho trata todos
esses casos de uma tnica maneira, obtendo a solucao representada como uma série de poténcias formal
independentemente de qualquer anélise sobre as raizes do polinémio caracteristico e da fun¢ao do caso
nao homogéneo pertencer a solucao geral da EDO homogénea. A aparente complexidade do método é
totalmente justificada e compensada pela generalidade da solugao. Essa mesma generalidade também tem
a vantagem de permitir a implementacao de um algoritmo eficiente para obtencao de solugoes numéricas,
com vastas aplicagoes na solucao de equacgoes diferenciais que surgem em problemas de fisica, engenharia
e em outras areas que envolvem modelagem com equagoes diferenciais.

A seguir veremos alguns exemplos que ilustram as vantagens da técnica aqui apresentada.

1. Equagao caracteristica com raizes complexas:

Resolva o seguinte problema de valor inicial
y" — 4y + 7y — 6y =0, y(0) =1, ¥ (0) =0, y'(0) =0. (4.1)

Demonstragido. Comparando a equagdo diferencial acima com Us(D)y = y"" — e1y” + ey’ — esy,
concluimos que ¥ : E5 — R é o inico homomorfismo sobre Q-dlgebras que mapeia ey — 4, es — 7

e ez — 6.

Pelo teorema 3.2, a unica solucgao de (4.1) com condigoes iniciais yo = 1, y1 =0 e yo =0 é

y() = Voy)o®@ + Vi(y)o ™ + Valy)?
=100 + (1 — 4yo)v' ™ + (g2 — dy + Tyo)o

=00 — 4D 4 7p(=2),

o7



o8

Explicitamente cada v é dado por:

o = Gu®) = & [ 3 ha

n>0
tn
=D )
n>0
42 43
—1+4t+9*+143' + -
R N tn N N tn
(=1 = =Dy = z (=2) — (=2)y = i
v =) = | Y b oD =) =9 | D hna
n>0 n>0
12 43 4 2 43 4 5
—tal +9—+144'+ =5 T3 +9—+145'+
O
2. Equacao caracteristica com raizes reais iguais:
Resolva o seguinte problema de valor inicial
y® 4y — 9y 59" 116y’ + 12y = 0,
(4.2)

y(0) = 1,5(0) =0,3"(0) = 0,y (0) = 2,y (0) = 1.

Sabendo que Us(D)y = y©®) — ey + exy/” — esy” + eqyy —esy = 0, entdo ¢ : E4 — R é o tnico
homomorfismo sobre Q-algebras que envia e; — —1, e — —9, e3 — 5, e4 +— 16 e e5 — —12. Pelo
teorema 3.2, a Unica solugao de (4.2) com condigdes iniciais yo =1, y1 =0, y2 =0, y3 =2, y4 = —1

é

y(t) = Vo(y)v'® + Vi(y)v™D + Va(y)v =2 + V3 (y)o ™) + Vi(y)o
=500 + (y1 + 10)v"V + (2 + y1 — 990)v"? + (y3 + y2 — 9y — Hyo)v ™Y
+ (Y4 + Y3 — 9y2 — 5y1 + 16y0)v Y

=0 £ oD 4 9yev (=2 — 30 L 170(H).

3. Funcéo da parte nao homogénea é solugdo da EDO homogéna associada:

Encontre a solugao geral para

y" — 5y + 4y = 8e. (4.3)

Demonstracdo. Aplicando o teorema 3.4 na equagao dada acima, a sua solugao geral sera da forma

p(t) = Vo(p)v @ + Vi(p)o™" + q(t).
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Assim, sabendo que a equacio caracterisca associada a parte homogénea de (4.3) é P(t) = t> —5t+4
e que Us(t) = t2 — et + ez, podemos construir o homomorfismo de Q-algebras ¢ : By — R que

mapeia e; — 5 e es — 4. Por outro lado, temos que

. tn 2 3
8e :82 . —8+8t+8—+8§+ -
n>0
Logo,
n tn
t) = Z ng—Zw(hn—s) E
n>2 \s>2
t2 t3 t4
= 901/)(%) + (90¥(h1) + g1¥(ho)) o 3l + (9o (h2) + g1 (h1) + 927/)(%))5 +-
2 3 4
= 8 + 483 + 216
Portanto, a solucao geral de 3"’ — 5y’ + 4y = 8¢! é dada por
p(t) = Vo(p)o'® + Vi(p)o™V + q(t),
onde
2 3 #
O
. Solucione o seguinte problema de valor inicial
y" +2y" — 5y’ — 8y = cost, y(0) =1, y'(0) =0, y"’(0) =0. (4.4)

Visto que Us(t) = t3 — e1t% + est + e3 entdo podemos construir um homomorfismo sobre Q-algebras
¥ : Ey — R que envia e; — —2, ea — —5 e e3 — 8. Pelo teorema 3.4 a tnica solucdo de (4.4) com

condigoes iniciais pg =1, p1 =0epy=0¢
p(t) = Vo(p)o® + Vi(p)o™" + Va(p)o™® +q(t),

onde Vo(p) =po =1, Vi(p) = p1 +2po = 2, Va(p) = p2 +2p1 —5po = =5 e

= Z 29573w(hn75) %

n>3 \s>3

Sabendo que

t2'rL t2 t4 tﬁ
cost:Z(—l) (Qn)!:1 54-5 6!+”.’
n>0



entao

p(t) = v + 20D — 5002 4 (1),

com

q(t) = Z ng—3¢(hn—s) %ﬂ:

n>3 \s>3
3 4
= got(o) g, + (g0t (he) + 91 (ho)) 5 + (g0 (he) + 911 (he) + 9206 (ho))
Bt ¢6 .

¢ a 1nica solugao do PVI dado por (4.4).

. Encontre a solugao geral da seguinte equacao diferencial

y" —2y" +4y — 8y = 15cost

60

t5
§+...

(4.5)

Sabemos que Us(t) = t3 — e1t? + eat + e3 entdo podemos construir um homomorfismo sobre Q-

algebras de modo que ¢ : Es — R envia e; +— 2, ea — 4 e e3 — 8. Pelo teorema 3.4 a solugao geral

de (4.5) é dada por
p(t) = Vo(@)v'” + Vi(p)v ™ + Va(p)o' ™ + q(t),

onde
n tn
q(t) = Z 29573¢(hn75) E
n>3 \ s>3 :
Note que
" t2n t2 t4 tG
15cost =15 (—1) @m!:“”w§+lﬁi_wa

n>0

Entéo, desenvolvendo a expressao para q(t) temos que
p(t) = Vo(p)o® + Vi(p)o™" + Va(p)o™? + q(t),

com

n

q(t) = Z 29873’(/}(}1‘7175) %T:

n>3 \s>3
3 4

5

= g0t (ho) 5 + (g0 (n) + 910 (ho)) 5 + (g0t (hz) + 919(h) + g2 (ho) 5+

3 t* 1o 16

é a solugdo geral da equagao dada por (4.5).
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6. Resolva o seguinte problema de valor inicial

y O+ 2y =5y 8y Ty -0y y =, (4.6)
—1,4"(0) = 0, (0) = 0,y (0) = 2,5 (0) = 0,59 (0) = 1.

Comparando os polindmios Ur(t) = t7 — e1t® + eot® — est* + eyt® — est? + €5t — ey e P(t) =
t7 4+ 2t5 — 5t* — 83 + 712 — 9t + 1, podemos construir um homomorfismo 1 : Eg — R que mapeia

e1—~0,e0>2 e3—5 e — —8 es— —T7,eg— —9 e er— —1. Além disso, temos que

. tn t2 t3
n>0
Usando o teorema 3.4, a tnica solugdo do PVI (4.6) com condigdes iniciais pg = 1,p; = —1,ps =

Oap3 = Oap4 = 27p5 = 07p6 =1 é dada por

p(t) = Vo(p)v'” + Vi(p)v ™V + - + Vs(p)o"% + q(t),

onde
n t”
q(t) = Z ng—’?w(hn—s) 'fL'
n>7 \s>7 ’
t7 tS t9
= gol/)(ho)ﬁ + (9o (h1) + 91¢(ho))§ + (gov(he) + g19(h1) + 921/,(%))& NI
VA B A
BT
e
%(p) =Po = ]-7
%(p) =pP1= _1a
Va(p) = p2 +2po = 2,
V3(p) = ps + 2p1 — 5po = — T,
Vi(p) = pa + 2p2 — 5p1 — 8po = —1,
Vs(P) = ps + 2p3 — 5p2 — 8p1 + Tpo = 15,
Vs(P) = p6 + 2ps — 5p3 — 8pa + Tp1 — 9po = —11.
Portanto,

p(t) = v — oD 4 29" 7 (=3 _ (=) 1505 11076 4 q(t)

¢ a unica solugdo de (4.6).
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4.1 Conclusoes

A elegancia e generalidade da abordagem algébrica sdo evidentes quando comparamos com a
abordagem classica que, mesmo ao resolvermos EDQO’s de baixa ordem temos dificuldades praticas como
a necessidade de fazer um estudo das raizes da equagao caracteristica e de considerar as particularidades
da funcé@o que define a parte ndo homogénea. Essas dificuldades agravam-se bastante quando a EDO tem
ordem maior do que 2, ao ponto de mesmo utilizando softwares apropriados a obtengao da solugao ser
dificil e demorada. Essa observagao aponta para uma interessante perspectiva de, em trabalhos futuros,
desenvolver e implementar um algoritimo correspondente ao método aqui apresentado, o que certamente
trard vantagens interessantes para a solugdo numérica das EDQO’s lineares com coeficientes constantes
e para a representagdo computacional destas solugdes. Para motivar estudos futuros, em [3] podemos
ver diversas outras aplicagoes, como a obtencao da exponencial de uma matriz sem necessitar da forma
canonica de Jordan, cédlculo de Schubert e correspondéncia Boson-Fermion, tépicos mais avancados e que

fogem ao escopo deste trabalho.
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Apéndice A

Calculo para determinar h, em F),

Considere que E, = Qley, -+ ,e,11]. Para encontrar os valores de h,, em fungéo de ey, --e,41

utilizaremos a sua funcao geradora. Assim,

1

Zhnt" - 1 1
"0 l—et+---+ (—1)7""' €T+1tr+

Desenvolvendo a expressao acima, temos que

1
o 1-— 61t + -+ (*1)T+16r+1tr+1’

ho + hit + hot® + hat® + - - -

0 que implica em

ho = £(0)
hi = f'(0)
f"(0)
hz 2!
f///(O)
hs =5
()
Ty
A
hs =
onde estamos considerando
1

t) = .
f( ) 1— ert+ -+ (—1)T+16r+1tr+1

Para derivar a expressao acima aconselho fazer o uso de algum programa computacional para

derivadas, como por exemplo o “WolframAlfra”, programa utilizado neste trabalho.
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Apéndice B

Método alternativo para calcular

th(hn)

Uma maneira alternativa para determinar os ¢ (h,) é por meio da fungio geradora de h,. De

fato, sabendo que
> it = :
n>0 ! L—eit+-- 4 (=1)rHlepqtrtt’
entao
Z q/j(hn)tn = ! = ! .
1—v(er)t+ -+ (=1)"tlp(epqq )t HL 1—a1(P)t+---+ (=1)"*tla, 1 (P)tr+!

n>0

Assim, para encontrar os valores de 1(h,,) basta derivar a expressao acima, aplicar em zero e dividir por

n!l, ou seja, suponha que

entao
¥(hn) = F/(0)
pis) = 710
p(hg) = T
wihn) = L2
wihy) = £ 0
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