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Resumo

Nesse trabalho serdo apresentados conceitos matemadticos essenciais presentes no fun-
cionamento do Sistema de Posicionamento Global, popularmente conhecido como GPS, en-
fatizaremos os sistemas equagdes lineares, o qual foi escolhido como objeto de estudo desse
trabalho, com o intuito de estimular o interesse dos estudantes pela matematica, ao demonstrar
como conceitos tedricos aprendidos em sala de aula tem aplicacdes praticas em nosso cotidiano.
Apresentaremos a teoria das matrizes e sistemas lineares, através da sua representacao matricial
e técnicas de resolugdo, como a eliminacdo de Gauss e a regra de Cramer, para fornecer a base
matemadtica necessaria para a compreensdo do tema. Além disso vamos conhecer a historia e o
funcionamento do GPS, desde sua criacdo no periodo da guerra fria, com o projeto NAVSTAR
conduzido pelo Departamento de Defesa dos Estados Unidos, até sua onipresenga na atualidade,

permeando nossas vidas de diversas formas.

Palavras-chave: Matrizes; Sistemas de Equagdes Lineares; Superficies esféricas ; Sis-

tema de Posicionamento Global (GPS).



Abstract

In this work, essential mathematical concepts present in the functioning of the Global
Positioning System (GPS), popularly known as GPS, will be presented. We will emphasize
linear equation systems, which have been chosen as the object of study for this research, with the
aim of stimulating students’ interest in mathematics by demonstrating how theoretical concepts
learned in the classroom have practical applications in our daily lives. We will present the theory
of matrices and linear systems, using their matrix representation and solution techniques, such
as Gaussian elimination and Cramer’s rule, to provide the necessary mathematical foundation
for understanding the subject. Additionally, we will explore the history and operation of GPS,
from its creation during the Cold War period, with the NAVSTAR project led by the United
States Department of Defense, to its omnipresence in our lives today, permeating our lives in

various ways.

Keywords: Matrices; Linear Equation Systems; Spherical Surfaces; Global Positioning

System (GPS).
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CAPITULO 1

Matrizes e Sistema de Equacgdes Lineares

O objetivo deste capitulo € apresentar de forma clara e concisa os conceitos de Matrizes
e de Sistemas de Equacdes Lineares, comegando com suas defini¢cdes e formas de representd-
los. Serdo pensados os diferentes tipos de matrizes e suas operacdes aritméticas, além de como
representar sistemas de equagdes lineares através de matrizes. Também serdo apresentados os
métodos de resolugdo dos sistemas de equacgdes lineares.

Compreender os conceitos de Matrizes e de Sistemas de Equagdes Lineares é funda-
mental para a resolucdo de problemas matematicos préticos, além de ser amplamente utilizado
em diversas dreas, como engenharia, fisica, ciéncia da computagcdo e muito mais. Portanto, este
capitulo € essencial para o sucesso em muitas dreas da ciéncia e tecnologia moderna.

A construgdo desse capitulo tem como base as referéncias [15] e [[13]].

1.1 Matrizes

1.1.1 Algumas definicoes

Ao longo de se¢do vamos enunciar algumas defini¢des sobre matrizes, considerando um

corpo K, onde K = R ou K = C, e chamaremos seus elementos de escalares.

Definicao 1.1.1. Sejam m,n € N. Chamamos matriz m X n, sobre K, a qualquer quadro que se

obtenha dispondo mn elementos de K segundo m linhas e n colunas, isto é, a qualquer quadro

9
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da forma i i
aip a2 - Aip
A— Q21 Q22 -+ A2 7
Am1l Gm2 ° Omn
comay; € Ko =1,...,mej = 1,..,n. Chamamos de elementos ou entradas da matriz

A, ao os escalares a;j com i € {1,....m} e j € {1,...,n}. Chamamos de linha i de A, com

i € {1,...,m} ao elemento (a;, ..., a;,) e chamamos de coluna j de A, com j € {1,...,n} ao

elemento (ayj, ..., Gp,j).

Observacdo 1.1.1. O conjunto das matrizes m X n, sobre KK, é representado por M,,, ., (K).

Exemplo 1.1.1. A matriz

-3 0 143

onde A € My, 5(K). Neste caso, o corpo K = C.

Definicdo 1.1.2. Dizemos que A, B € M,,,,(K) sdo iguais, e escrevemos A = B, se a;;

paratodoi=1,....m,e j=1,....n. Caso contrdrio, escrevemos A # B.

Exemplo 1.1.2. Considere as matrizes

Wi
ot
|
o
S
ot
|
o

Observe que A, B € M3,3(C). Além disso, A = B se, e somente se, a = —2¢e b = %
Definicao 1.1.3. Considere A € M,,,,(K), temos que:

i) A é uma matriz linha se m = 1.

i1) A é uma matriz coluna se n = 1.

Exemplo 1.1.3. As matrizes

=b

K
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sdo matrizes coluna e linha, respectivamente.

Definicdo 1.1.4. Seja A € M,,,«,,(K). Dizemos que A é uma matriz quadrada se m = n. e a

representamos por
11 Aai2 - Qin
Q21 Qg2 -+  Q2n
A=
An1 Ap2 - Ann

Denominamos por A € M,,..,,(K) ou simplesmente matriz de orden n. Além disso, chamamos
de Diagonal Principal de A ao elemento (ay1, ass, ..., ayy,) € de Diagonal secunddria de A ao

elemento (a1p, A2p—1,, .., An1)-

Exemplo 1.1.4. A matriz

_ T
2 0 -1 1
5 3 8 —6
A=
V2 0 —10 -2
15 6 i—1 0

¢ uma matriz quadrada de ordem 4, onde a diagonal principal é (2,3, —10,0) e a diagonal

secunddria é (3,8,0,15).
Definicao 1.1.5. Seja A uma matriz de ordem n. Dizemos que:

i) A é uma matriz triangular superior se i > j entdo a;; = 0. Neste caso, representamos A

da seguite forma

@11 Aiz2 - Qip
0 axp -+ ay

A=
0 0 - ap,

it) B é uma matriz triangular inferior se i < j entdo a;; = 0. Neste caso, representamos B

da seguinte forma

ag; 0 - 0

a21 QA2 - 0

Ap1 QAp2 - Qpn
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iii) Chamamos A de matriz triangular se A é uma matriz triangular superior ou triangular

inferior.

Definicao 1.1.6. Dizemos que uma matriz A de ordem n é uma matriz diagonal, se para i # j

entdo os escalares a;; = 0, e podemos representa-la da seguinte forma.

a1y 0
A _ 0 929
0 O

Definicao 1.1.7. Uma matriz diagonal em que os elementos da diagonal sdo todos iguais, é

denominada matriz escalar. Além disso, chamamos uma matriz escalar de ordem n, cujos os

elementos da diagonal sdo todos iguais a 1, de matriz identidade de ordem n, e sua notagdo é

I,,. Neste caso, representamos I,, da seguinte forma

I,

0 0

1

Definicao 1.1.8. Dizemos que A é uma matriz nula, se todos os escalares a;; = 0, ou seja, toda

as entradas de A sdo nulas, e representamos por 0., .

0 0

0

Definicdo 1.1.9. Dada A € M,,»,(K), dizemos que (—A) € M,,,«,(K), é a matriz oposta de

A, se (—A);j = —a;j, paratodoi =1,...m,e j = 1,..,n.. Ou seja, os elementos da matriz

(—A) sdo os elementos opostos aos elementos da matriz A.

Exemplo 1.1.5. Considere as matrizes

(]
=)

win
(S8

|
wiN
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Note que os elementos da matriz (—A) sdo elementos opostos aos elementos da matriz A, ou

seja, (—A) é a matriz oposta de A.

1.1.2 Operacoes com Matrizes

Nessa secdo apresentaremos as defini¢cdes e propriedades das operagdes com as matrizes,
comecando pela operacao de adicio de matrizes, que para cada par de matrizes de M., ., (K)

determina uma nova matriz M, ., (K) que definimos a seguir.

Definicao 1.1.10. Sejam A, B € M,,x,(K), dizemos que (A + B) € M,,x,(K), é a matriz
soma de A e B, tal que (A + B);; = a;j + by, paratodoi = 1,..m, e j = 1,...,n. Ou
seja, os elementos da matriz A+ B é a soma dos elementos correspondentes das matriz A e B.
Além disso, chamamos de diferenca (A + (—B)) € M« (K), que é a soma da matriz A com

a matriz oposta de B, e indicamos A — B.

Exemplo 1.1.6. Sejam as matrizes

Observe que A, B € Mj,3(R), entdo temos que:

2+5 0+ (=2) 5+ (=7 7 -2 -2

A+B = L+(=1) —1+(=1) 1+(—-4) | = 0 -2 -3 1;
—3 4 (-8) 245 649 ~11 7 3
2 0 5 000

A+ 0303 = 1 =1 1 |+]000]|=4
-3 2 —6 00 0
2 0 5 —2 0 =5

A+ (—-A) = 1 =1 1 |+ -1 1 =1 | =033
-3 2 —6 3 -2 6

O conjunto das matrizes M, (KK) munido com a operagio de adi¢do possui as seguin-

tes propriedades:
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Proposicao 1.1.1. Sejam A, B,C € M,,x,(K), entdo valem as seguintes propriedades da

adicdo de matrizes:

i) A+ B = B+ A, (Comutatividade da adigdo);
it) (A+ B)+C = A+ (B + C), (Associatividade da adi¢do);
1) A+ Opmxn = A, (Existéncia do elemento neutro da adigdo);

iv) A+ (—A) = Opxn, (Existéncia do elemento oposto da adigdo).
Demonstragdo.

i) Sejam A, B € M,,,«,,(K). Observe que, (A + B) e (B + A) € M,,x,(K). Da defini¢ao

de adi¢cdao de matrizes, temos que
(A + B)Z] = Clij + bij = bij + CLZ'j = (B + A)Z]

Como a;;,b;; € K e a operacdo de adigdo € comutatita em K, entdo concluimos que os
elementos homélogos de (A + B);; e (B + A);; sdo iguais, para todo i = 1,...,m, e
7 =1,...,n. Logo,

A+ B=B+A.

i1) Sejam A, B,C' € M, »,,(K). Observe que, (A+B)+C)e (A+(B+C)) € M5, (K).

Da definicao de adi¢do de matrizes, temos que
((A+ B) + CO);; = (aij + bij) + cij = aij + (bij + ¢i5) = (A+ (B +C)),; -

Como a;;, b, ¢;; € K e a operagdo de adigdo € associativa em K, entdo concluimos que
os elementos homélogos de ((A + B) + C),; e (A+ (B + ()),; sdo iguais, para todo

1=1,....m,ej=1,..,n Logo,

(A+B)+C=A+(B+0).

i17) Sejam A, O € M, ., (K) onde 0;; = 0. Observe que, (A+0O) € M,, ., (K). Da definicao

de adi¢do de matrizes, temos que

(A+0)ij = aij + 0ij = ai; + 0 = ay; = Ay
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i)

Como a;;,0 € K e a operagdo de adi¢ao possui elemento neutro em K, entdo concluimos
que, (A+O);; = A;jparatodoi =1,...,m,ej=1,..,n. Logo, A+ O = A.

Observe que O € o elemento neutro para a adi¢do em M,,,,,,(K). Além disso, esse ele-
mento € Unico, e podemos verificar a sua unicidade da seguinte forma. Suponha que
existe Z € M,,x,(K), com Z # O, tal que A + Z = A, para qualquer A € M, .
Assim,

(A + Z)zg = CLZ'j + Zij = CLZ'j,

paratodoi =1,....,m,e j = 1,...,n. Logo, temos que

aij + Zij = aij
Zij = —Clij + CLU
Zij = 0.

Como z;; = 0, concluimos que Z = O, o que é um absurdo. Logo, a matriz nula de

M50, (K) € tinica.

Sejam A, (—A) € M,,x,(K). Observe que, (A + (—A)) € M,,x,(K). Da defini¢do de

adicao de matrizes, temos que

(A+(=A))i = aij + (—ai;) = 0= Oj;.

Como a;j, (—a;;) € K e a operacdo de adigdo possui elemento oposto em K, entdo
concluimos que, (A + (—A));; = O;; paratodo ¢ = 1,...m, e j = 1,...,n. Logo,
A+ (—A) =0.

Observe que —A é o elemento oposto para a adi¢ao em M, (K). Note que esse ele-

mento € unico, e podemos verificar a sua unicidade da seguinte forma.

Vamos mostra por absurdo, supondo que existe W € M, (K), com W # (—A), tal
que A+ W = A para qualquer A € M,,,,,, entdo (A + W);; = a;; + w;; = 0 para todo

1=1,....m,ej=1,..,n, temos que

CLZ'j + w,-j = 0

Wi = —ay
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Como w;; = —a;;, concluimos que W = (—A), o que é um absurdo. Logo, a matriz

oposta de M, ,,(K) é tnica.
O

Agora veremos a operaciao de multiplicacao de um escalar por uma matriz, que para
cada par constituido por um escalar e por uma matriz de M, (K) determina uma nova matriz

M5 (K) que definimos a seguir.

Definicao 1.1.11. Sejam o € K e A € M,,,,,(K), dizemos que («A) € M, (K), é a matriz
produto do escalar o pela matriz A de tal forma que (aA);; = aa;j, paratodoi =1,....,m, e
j = 1,...,n. Ou seja, os elementos da matriz «A é o produto do escalar o pelos os elementos

correspondentes da matriz A.

O conjunto das matrizes M, ., (K) com as operacdo de adi¢do e multiplicagdo por um

escalar definidas anteriormente, possui as seguintes propriedades:
Proposicao 1.1.2. Sejam A, B € M,,,.,(K) e o, 8 € K entdo valem as seguintes propriedades:
i) (aB)A = a(BA). (Associatividade);
it) (a+ B)A = oA+ SA. (Distributividade);
iii) a(A+ B) = oA+ aB. (Distributividade).
Demonstragdo.
i) Sejam A € M,,x,(K) e a, 5 € K. Observe que, (af)A € M,,«,(K). Da definicdo de

multiplicacdo de um escalar por uma matrizes, temos que

((aB)A)i; = (aB)ai; = a(Bai;) = (a(BA))i;

Como a;;, o, f € K e a operacdo de multiplicacdo € associativa em KK, entdo concluimos

que ((af)A);; = (a(BA));; paratodoi =1,...,m,e j = 1,...,n. Logo,

(aB)A = a(BA).
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i)

i)

Sejam A € M,;,»,(K) e o, § € K. Observe que, (a+ 5)A € M,,«,(K). Da definicao de

multiplicacdo de um escalar por uma matrizes, temos que

((a+ B)A)i; = (a+ B)aij = aa;; + Bay; = (@A + BA)y;

Como a,j,a, 3 € K e a operagdo de multiplicacdo € distributiva em relacdo a adi¢do
em K, entdo concluimos que ((o + B)A);; = (aA + BA);; paratodoi = 1,...,m, e
j=1,..,n. Logo, (a + 8)A = aA + BA.

Sejam A, B € M,,,x,(K) e a € K. Observe que, a(A + B) € M,,,«,(K). Da defini¢io
de multiplicacdo de um escalar por uma matrizes, temos que

(a(A+ B))ij = ala;j + bj) = aay; + abj = (A + aB);;

Como a;j,b;;,« € K e a operagdo de multiplicagdo € distributiva em relagdo a adi¢do
em K, entdo concluimos que (a(A + B));; = (0A + aB);j paratodo i = 1,...,m, e

j=1,..,n.Logo, a(A+ B) = A+ aB.

Exemplo 1.1.7. Sejam as matrizes

2 -1 3 =2 6 4
B

Observe que A, B, C' € Myy»(R), entéo temos que:

3.2 3-(—1) 2-(34+6) 2-(—2+4) 24 1

3A+2(B+C) = i _

3.1 3.0 2.(043) 2-(=1-7) 9 —16

Vejamos agora a operacao de multiplicacido de matrizes, que para cada par constituido

por duas matrizes A e B, com A € M,,,(K) e B € M,,,,(K) determina uma nova matriz

M.« (K) que definimos a seguir.

Definicao 1.1.12. Sejam A € M, (K) e B € M,,«,(K), dizemos que AB € M,,+,(K), é a
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matriz produto de tal forma que

n

(AB)ij = aibij + -+ + aimbny = Y _ aiby;,
k=1
paratodoi = 1,...m, e j = 1,..,p. Ou seja, os elementos (AB);; sdo obtidos a partir dos
elementos da linha i de A e dos elementos da coluna j de B, comforme indicado. Além disso,
a matriz produto AB somente estd definida quando o niimero de colunas de A for igual ao
niimero de linhas de B. Ainda podemos afirmar que seu niimero de linhas é igual ao de A e seu

niimero de colunas é igual ao de B.
Amxn : anp - ABmXp

Exemplo 1.1.8. Vamos considerar o caso de uma industria que fabrica e comercializa quatro
produtos. Na tabela abaixo, podemos ver o nimero de unidades vendidas de cada produto nos

meses de janeiro, fevereiro e mar¢o do ano atual:

Produto 1 | Produto 2 | Produto 3 | Produto 4
Janeiro 5 10 15 4
Fevereiro 10 18 6 14
Margo 15 12 7 20
Na tabela a seguir, podemos ver o preco de venda e o lucro de cada produto em reais:
Preco de venda | Lucro
Produto 1 250 25
Produto 2 1000 100
Produto 3 300 30
Produto 4 50 10

Podemos representar cada uma das tabelas por uma matriz. A matriz A representa o nimero de

unidades vendidas de cada produto, enquanto a matriz B representa o preco de venda e o lucro

de cada produto:

A=

5 10 15
10 18 6
15 12 7

4
14 e
20

[ 950 25
1000 100
300 30

50 10
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Se multiplicarmos as matrizes A e B, podemos obter informagdes valiosas sobre o de-
sempenho da empresa. A primeira coluna do produto AB representa o valor mensal de vendas
de todos os produtos, enquanto a segunda coluna de AB representa o valor mensal do lucro

obtido pelas vendas de todos os produtos da empresa:

5-250+10-1000+15-3004+4-50 5-25+10-100+4+15-30+4-10
AB = 10-250 + 18 - 1000 +6 - 300 + 14 - 50 10-25+18-10046-30+ 14 - 10
15-250 412 -1000 +7-3004+20-50 15-25+12-100+7-30+20-10

15950 1615
= 21750 2370
18850 1985

Podemos resumir esses dados na tabela abaixo:

Total de venda | Lucro obtido
Janeiro 15950 1615
Fevereiro 21750 2370
Marco 18850 1985
Valor Total 56550 5970

O conjunto das matrizes M,,,,(K) com as operagio definidas anteriormente possui as

seguintes propriedades:
Proposicao 1.1.3. Sejam A, B € M,,,»,(K) e a € K entdo valem as seguintes propriedades:
i) (AB)C = A(BC). (Associatividade da multiplica¢do);

i) A(B+ C) = AB + AC. (Distributividade, a esquerda, da multiplicagdo em relagdo a
adicdo);
(B + C)A = BA + CA. (Distributividade, a direita, da multiplicacdo em relagdo a
adicdo);

iii) a(AB) = (aA)B = A(aB).

iv) Al, = I,,A = A. (Existéncia do elemento neutro da multiplicagdo).

A demonstragdo dessas propriedades tem por base as definicdes enunciadas anterior-

mente, podendo ser encontrada em [15].
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1.1.3 Forma escada e caracteristica de uma matriz

A elimina¢@o gaussiana, também conhecida como escalonamento, ¢ um método para
resolver sistemas lineares. Este método consiste em aplicar operacdes elementares sucessivas
num sistema linear, transformando a matriz estendida do sistema em uma matriz triangular

(chamada de matriz escalonada do sistema). Esta abordagem serd discutida com mais detalhes
na Segio[I.2]
Definicao 1.1.13. Seja A € M,,,«,,. Chamamos transformacdo elementar sobre as linhas de

A a uma transformacdo de um dos seguintes tipos:

I - Troca de posigcdo, na matriz A, da linha i com a j, com 1 # j.
II - Multiplicagdo de uma linha de A por um escalar o € K\ {0}.

III - Substituicdo da linha i de A pela sua soma com a linha j de A multiplicada por um

escalar f € K, com i # j.

Observacao 1.1.2. Substituindo na defini¢do anterior “linha” por “coluna”, obtemos as corres-

pondentes definicdes de transformacio elementares sobre as colunas de A.

Notacao 1.1.1. Ao longo desse trabalho, adotaremos as seguintes notagdes para as transforma-

coes elementares entre linhas:
* [; <+ 1}, representa a troca das linhas 7 e j, com 7 # j.
* al;, diz que a linha i foi multiplicada por o € K\ {0}.
* | <> l; + Bl;, representa a troca da linha j pela linha j mais 3 vezes a linha ¢, com 7 # j.

Definicao 1.1.14. Dizemos que A € M, «,, € equivalente por linhas a uma matriz B € M, ..,
se B pode ser obtida a partir de A efetuando uma sequéncia finita de transformagaoes elemen-

tares. Tal relagdo serd denorada por

(linha) B.

Exemplo 1.1.9. Considere a matriz A € M3, 3 dada por

10 2
A=1320
010
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Note que
10 2 10 2 10 2
R E— _—
A=13 20 lo + (—=3) 02 —6 | I+ (-1/2) 02 —6
010 01 0 00 3

Assim, a matriz A é equivalente por linha a matriz B dada por

1 0 2
B=102 -6
00 3

Vamos agora introduzir o conceito de matrizes em forma de escada. Tal conceito serd
bastante importante na resolucio de sistemas lineares. Inicialmente vamos definir o que o pivd

de uma matriz.

Definicao 1.1.15. Chamamos de pivo de uma linha ndo nula de matriz ao elemento ndo nulo a

esquerda dessa linha.

Definicao 1.1.16. Seja A € M,,«,,. Dizemos que A estd na forma de escada se as seguintes

condigoes sdo satisfeitas:

1. Se a linha i de A é nula, entdo as linhas i + 1,...,m, de A, se existirem, também sdo
nulas.
2. Seie{l,...,m—1}, alinhaide A éndo nula e a;; é o pivd da linha i, entdo a; 1, = 0,

para qualquert € {1,...,j}.

Exemplo 1.1.10. As matrizes

1 10 -1 0

2 5 0 3 -1 -1 0
0 5 2 6

0 -1 2], e |0 0 0 6
0o 0 1 -1

0 0 3 0O 0 0 0
0O 0 0 4

estdo na forma de escada.

Proposicao 1.1.4. Toda matriz A € M,,«, € equivalente por linhas a uma matriz em forma

escada.
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A demonstragdo dessa proposicao € feita usando indu¢do sobre os niimeros de colunas

da matriz A. Omitiremos a demonstrag¢do desse resultado, mas para mais detalhes, ver em [[15].

Processo para reducio de uma matriz A € M,,,,, a forma de escada.

Passo 1: Se A = 0,,«, ou A é uma matriz linha, entdo A estd na forma de escada e o processo

termina.

Passo 2: Por troca de linha, isto é, efetuando apenas uma transformacgao do tipo I, se necessario,
obtém-se uma matriz B cuja linha 1 tem, entre todas as linhas nao nulas da matriz A, um

pivé com indice de coluna minimo. Seja tal elemento 5;;. Entdo

[ 0 ... 0 By DBity1 ... DBy ]
B 0 ... 0 By Byi1 ... DBy, ’
I 0 ... 0 Byt Bnty1 - Bum |
sendo By; # 0.
Passo 3: Paracadalinha:de B,com: = 2,...,m, substitua a linha 7 pela sua soma com o produto

de _g_ﬁ pela linha 1. Assim, obtemos uma matriz da froma

0O ... 0 Blt Bl’tJrl . Bln
- 0 N O 0 Cgit_i_l PN an ,
0 ... 0 0 Cugsr - Con

onde By; # 0.

Passo 4: “Despreze” a linha 1 de C' e aplique o processo a matriz resultante.

Exemplo 1.1.11. Considere a matriz C' € M, dada por

2 0 4 1

-1 4 3 7
C =

0 1 2 0

4 0 —4 5
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Vamos aplicar as transformagdes do tipo I, II e III e o procedimento anterior, para obtermos

uma matriz equivalente por linhas a C' em forma de escada. Note que

o O O N

oS O = O

O klw

1
la+3h

14—211

2 0
0 4
0 1

0 0

4

)

2
—12

w o N5

ls — L1,

o o O N

o O B~ O

41

15

5 7
3 _15
4 8

~12 3

Assim, a matriz C' € equivalente por linha a matriz C’, na forma de escada, dada por

=

o O O N

o O = O

TU

O klw

—
4+ 1613

Para qualquer matriz ndo nula, existem vdarias matrizes em forma de escada que sdo

equivalentes por linhas. A proxima propisicdo nos garante que todas essas matrizes tem o

mesmo numero de linhas ndo nulas.

Proposicao 1.1.5. Seja A € M, «,,. Qualquer matriz equivalente por linhas a A e em forma de

escada tém o mesmo nuimero de linhas ndo nulas.

Demonstragdo. Se A é a matriz nula, entdo a Unica matriz equivalente por linhasa A€ A, e o

resultado € trivial. Suponha que A # 0. Sejam A’ e A} tais que

Temos que

A—s A,

€

A—s A,

A —A—s Al

Sejam s; o nimero de linhas nio nulas de A} e s; 0 nimero de linhas ndo nulas de A5. Vamos
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mostrar que se $; # S, entdo temos uma contradi¢ao.

Sem perda de generalidade, suponha que s; < s, € considere

Cl - {’il,...,isl}

o conjunto dos indices de coluna dos pivos de A’ e

CQ - {’il,...,isl}

o conjunto dos indices de coluna dos pivs de A,. Como s; < sy, entdo existe um k tal que
k € Cye k ¢ Cy. Entdo, existe um piv0 na coluna k de A}, e numa linha [, e na coluna k de A
nao ha pivos.

A coluna k de A} ndo pode ser nula, pois nesse caso, efetuando quaisquer trasnsforma-
¢oes elementares nas linhas de A} ndo se poderia obter a linha [ de A),. Assim, seja ¢ o maior
indice na coluna k de A} onde se encontra um elemento nao nulo. Como a coluna k de A} ndo
tem pivos, os indices de coluna dos pivos de A}, correspondentes as linhas 1, ..., ¢ sdo todos
inferiores a k. Dessa forma, concluimos que a linha [ de A} ndo poderia ser obtida efetuando

transformagdes elementares nas linhas de A’. Portanto, s; = ss. U]

Definicao 1.1.17. Seja A € M,,,«,,. O niimero de linhas ndo nulas de qualquer matriz em forma

de escada, equivalente por linhas a A, é chamado de caracteristica de A e denotamos porr(A).
Segue direto da difini¢do anterior e da Proposicao o sequinte resultado:

Proposicao 1.1.6. As transformagcoes elementares sobre linhas ndo alteram a caracteristica,

isto é, se A € M, «,, €

entao

Demonstragdo. Note que B é equivalente por linhas a uma matriz C' em forma de escada, ou
seja,

A—B——C.
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Se [ é o nimero de linhas ndo nulas de C, entio

Logo,

]

Definicao 1.1.18. Dizemos que uma matriz estd em forma de escada reduzida se estd em forma
de escada e os pivos, se existirem, sdo iguais 1 e todos os elementos das colunas dos pivos sd@o

sdo nulos.

1.1.4 Matriz Inversa

Definicdo 1.1.19. Seja A € M,,,,(K). Dizemos que A é invertivel, ou que A tem inversa, se

existe uma matriz B € M., (K) tal que
AB =1, =BA (1.1.1)

Observacio 1.1.3. Se A € M,,,,,(K) é uma matriz invertivel, entdo a existéncia de uma matriz

B € M, x,,(K) que satisfaz (I.1.1) é tnica. De fato, digamos que exista B, C' € M,,,,,(K) tal

que
AB=1,=BA e AC=1,=CA
Logo,
B = BI, = B(AC) = (BA)C = I,C = C,
ouseja, B =C.

Definicao 1.1.20. Seja A € M,,,,(K). A dinica matriz B tal que AB = I,, = BA é chamada

de inversa de A e a denotaremos por A™L.

Exemplo 1.1.12. A matriz
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é invertivel e sua inversa € a matriz

-1 2
B = ,
1 -1
pois
1 2 -1 2 -1+2 2-2 10
AB: = =
11 1 -1 -1+1 2-1 01
-1 2 1 2 142 =242 10
BA: = =
1 -1 11 1-1 2-1 01

O préximo resultado garante que, se A € M, ,,(K) é uma matriz invertivel, entdo para

mostrarmos que B é sua inversa, basta verificar apenas um dos produtos AB ou BA € I,,.

Teorema 1.1.1. Seja A € M,,,,(K) uma matriz invertivel.
1. Se B € M,,x,,(K) é tal que AB = I,, entdo B = A" e, portanto, BA = I,,.

2. Se B € Ml,,»,(K) é tal que BA = I, entdo B = A~ e, portanto, AB = I,,.

Demonstragao. 1. Como A ¢ invertivel, entdo A~! existe. Assim, desde que AB = I,,

multiplicando ambos os membros a esquerda por A~!, temos

AYAB) = I,A™Y,
ou seja,
B=1,B=A""
Agora, pela defini¢do de inversa,
AT'A=BA=1,.
A demonstracdo do item 2 € andloga.

]

O préoximo resultado permite decidir se uma matriz quadrada € ou nao € invertivel através
de sua caracteristica.

Proposicdo 1.1.7. Seja A € M, ., (K). As afirmagdes a seguir sdo equivalentes:
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i) A éinvertivel.
ii) r(A) =n.
iii) I,, € a forma de escada reduzida de A.
iv) A € igual a um produto de matrizes elementares.

A demonstracdo dessas proposicdo pode ser encontrada com detalhes em [15].

Exemplo 1.1.13. Considere as matrizes

1 -2 4 1 -2 4
A= 0 -3 5 |, B=|0 =3 5| €M;;(R).
-2 1 -3 0 3 1
Note que
1 -2 4 1 -2 4 1 -2 4
— —_—

A= 0 -3 5 I3 + 203 0 -3 5 I3+ (—1)ly 0 -3 5
-2 1 =3 0 -3 5 0 0 0

Logo, r(A) = 2 # 3 = ordem de A. Pela proposi¢do anterior, segue que A nio € invertivel.

Para a matriz B, temos que

1 -2 4 1 -2 4
e
B=1]10 -3 5 ls + 1o 0 -3 5
0 3 1 0 0 6
Logo, 7(B) = 3 = ordem de B e, portanto, usando a proposi¢do anterior mais uma vez,

concluimos que B € invertivel.

1.2 Sistemas de Equacoes Lineares

Sistemas de equagdes lineares aparecem, em geral, em problemas, onde certas quanti-
dades precisam ser determinadas indiretamente. Tal estudo encontram-se em diversos ramos da
matematica aplicada e ciéncias naturais, como por exemplos na fisica, na economia, na enge-

nharia, na biologia, na geografia, na astronomia, dentre outros.
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Nesta secdo, apresentaremos uma breve introducio ao estudo de sistema de equagdes

lineares, contendo defini¢des, exemplos e métodos de resolucao.

Definicao 1.2.1. Uma equagdo linear nas incognitas x1, s, . . . , T,, sobre K, é uma equacdo
da forma

a1r1 + Aoy + - -+ + apxy, = b, (1.2.1)
onde ay,as...,a,,bc K
Observacao 1.2.1. E usual chamarmos a,as . ..,a, de coeficientes da equacdo e a b de termo
independente .

Definicdo 1.2.2. Dizemos que (p1,...,0,) € K" é uma solugdo de uma equagdo (1.2.1))

se substituindo x; por [5;, com i = 1,...,n, obtém-se uma igualdade verdadeira, isto é,

(B, ..., Bn) é uma solucdo de (1.2.1)) se

aflﬁl —|—CL262+ +an5n = 0.

Definicao 1.2.3. Um sistema de equagdes lineares com m equagdes e n incognitas é um con-

junto de equagoes da forma:

anry + -+ 4+ apr, = bl
; (S)
Am1T1 + -+ GppTy = bm
coma;j,b; €K, i=1,...,mej=i,...,n

Definicdo 1.2.4. Uma solugdo do sistema linear (S) é uma n—upla (p1,...,5,) € K", que

satisfaz cada uma das m equacoes, isto é,

n
E aijB; = bi,
j=1

comt=1,...,m.
Observacao 1.2.2. Se
bi=by=-=by=0,

dizemos que o sistema de equagdes lineares (S) é um sistema homogéneo. Note que a n—upla

(0,...,0) é sempre uma solugdo do sistema (S



CAPITULO 1. MATRIZES E SISTEMA DE EQUACOES LINEARES 29

Definicao 1.2.5. O sistema de equagdes (S) diz-se:

i) impossivel se ndo existe nenhuma solugdo de (S), ou equivalentemente, se o conjunto

solugdo do sistema (S) € vazio;

i1) possivel se o sistema de equagdes (S) possui pelo menos uma solugdo e determinado

quando (S)) admite uma e somente uma solugdo,
iii) indeterminado se existir mais que uma solugdo.
Notacdo 1.2.1. Denotaremos o conjunto solu¢do de um sistema de equacdes lineares por C.

Exemplo 1.2.1. Considere o sistema de equagdes homogéneas

T + 21’2 = O,
—2ZL‘1 - 4]72 = 0.

Note que (0,0) e (—2, 1) sdo solugdes do sistema acima. Neste caso, o conjunto solugio é dado
por

C={(B1,82) €ER*: B1 = =235} = {(—202, ) : B2 € R}.
Neste caso, temos que o sistema € indeterminado.

Exemplo 1.2.2. Considere o sistema de equacdes homogéneas

r + oy = 2
-3z — y = 3.

Note que (—g, g) ¢ a unica solugdo do sistema acima. Neste caso, o conjunto solugdo é dado

~{(32)

Assim, temos que o sistema € determinado.

por

Definicao 1.2.6. Chamaremos de forma matricial do sistema (S) a igualdade de matrizes

AX = B, (S”)
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onde
air ... Qip T bl

Observacdo 1.2.3. De agora em diante chamaremos o sistema (S’ de (S).

Definiciio 1.2.7. Chamamos de matriz ampliada do sistema (S) a matriz de M, (n11)(K) cuja
colunai,1=1,...,n, éigual a coluna i de A e cuja coluna n+ 1 é igual a coluna vinica de B.

Tal matriz serd denotada por

[AlB].
Exemplo 1.2.3. O seguinte sistema
r +y — z =0
2 + vy =1
x -z =1
\ 3r + y — 2z = 2

pode ser representado matricialmente como

1 1 -1 0
x

21 0 1
y pum—

1 0 —-1 1
z

3 1 -1 2

Além disso, sua matriz ampliada é

(11 —1] 0]
21 0 |1
10 —1]1
31 1|2

Definicao 1.2.8. Dizemos que dois sistemas lineares sdo equivalentes se eles possuem o mesmo

conjunto solugdo.

O préximo resultado garante uma caracterizacio para determinarmos (e/ou obtermos)

as solugdes de sistemas lineares.
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Proposicao 1.2.1. Sejam A € M,,»,(K) e B € M,,,x1(K). Se P € M, 5., (K) é invertivel,
entdo os sistemas

AX =B (1.2.2)

(PA)X = PB (1.2.3)
sdo equivalentes.

Demonstrag¢do. Suponha que (51, ..., 3,) é uma solugio de (I.2.2)). Entdo
b
B

Multiplicando a igualdade acima pela esquerda, obtemos que

I
PlA : = PB,
B
ou seja,
Io
(PA) : = PB,
B

isto é, (B, ..., Bn) € solucdo (I.2.3). Reciprocamente, suponha que (31, . .., (3,) é uma solugdo

de (1.2.3). Entédo
b1
(PA) | : | =PB.

Bn

Desde que P é invertivel, multiplicando a igualdade acima por P~!, obtemos

A
P (PA)| : | =P'PB,

B
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ou seja
A
Al ¢ | =B
B
Logo, segue que (1, . . ., ) € solugdo de (1.2.2). O

A proposicao anterior também pode ser enunciada da segunte forma:

Proposicao 1.2.2. Seja
AX =B

um sistema de equacées lineares. Se [A| B] e [A"| B'] sd@o equivalentes por linha, entdo

AX =B and AX =P8

sdo equivalentes.

A demonstracao da proposi¢do anterior segue da defini¢do de matrizes equivalentes, ver
mais detalhes em [15]. Além disso, essa proposicdo serd util para discussao e resolugao de

sistemas de equacgdes lineares.

Proposicao 1.2.3. Sejam A € M,,,«,(K) e B € M,,,«1(K). Tem-se

r([A|B]) =r(A) ou r([A|B])=r(A)+1.

Em particular, tem-se que

r(A) < r([A]B]).
Agora, considere o sistema de equacdes lineares na forma matricial
AX = B,
com A € M,,,x,,(K) e B € M,,»;(K). Sabemos que
r(A) <r([A|B]) e r(A) <n.

Assim, temos um, € apenas um, dos seguintes casos



CAPITULO 1. MATRIZES E SISTEMA DE EQUACOES LINEARES 33

r(4) < r((A|B])

r(4) = r((A|B]) =n
r(4) = r((A| B))

r(A)=r([A|B])<n

O proximo resultado afirma que a discussdo de um sistema linear fica resolvido se de-

terminarmos qual dos casos anteriores ocorre.

Teorema 1.2.1. Seja AX = B um sistema de equagées lineares, com A € M,,«,(K) e B €
M, <1 (K). Tem-se:

1. Ser(A) <r([A|B]), entdo o sistema é impossivel;
2. Ser(A) =r([A]| B]), entdo o sistema € possivel.
Tem-se ainda que
2.1. Ser(A) =r([A|B]) = n, entdo o sistema é possivel e determinado;
2.2. Ser(A) =r([A]| B]) < n, entdo o sistema é possivel e indeterminado.
A demonstracio desse teorema podem ser encontrada com detalhes em [15].

Definicao 1.2.9. Seja AX = B um sistema de equacdes lineares possivel indeterminado, com

A € M5, (K). O grau de indeterminagdo do sistema é dado por n — r(A).

Resumo da discussio do sistema AX = B, com A € M,,,.,,(K):

r(4) < r([A|B])
Sisterna Impossivel

AX =B r(A)=r([A|B])=n

Determinado

r(A) =r([A|B])

istema Possivel

r(A) = r([A|B]) <n
Indeterminado
com grau de indeterminacao :

n—r(d)
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Um método bastante consistente na resolucdo de sistemas lineares da forma AX = B, é
o famoso Método de eliminacdo de Gauss, conhecido também como método de escalonamento.
Em termos de matrizes, o método consiste em obter uma matriz [A’ | B’] em forma de escada
que é equivalente a matriz [A | B]. Consequentemente, através da matriz [A’ | B'|, podemos
determinar o conjunto solucéo do sistema equivalente A’X = B’, que também sio solucgdes do
sistema inicial.

Em resumo, para fazermos a discussdo de um sistema AX = B, precisamos conhecer
apenas 1(A) e r([A| B]) e, assim, obtermos a partir da matriz [A | B, uma matriz equivalente
por linhas e em forma de escada. A seguir, veremos alguns exemplos que resumem toda nossa

discussdo até aqui.

Exemplo 1.2.4. Considere o seguinte sistema linear

r + 2y + z — 3w = —J,
2v 4+ 4y + 4z — 4w = -6,
- - 2y — 3z — w = 3

Vamos fazer a discussio do sistema acima. Reescrevendo o sistema na forma matricial esten-

dida, temos que

1 2 1 -3] -5 12 1 -3 =5
lo+(—2)1
[A ’ B] - 2 4 4 —4 —6 ?3+(1)111 0 0 2 2 4
-1 -2 -3 -1 3 00 -2 —4| =2

Como

r(A) =3 =r([A| B]) < 4 = niimero de incdgnitas,

concluimos que o sistema acima € um sistema possivel indeterminado, com grau de indetermi-
nacdoigualal =4 — 3.

Vamos agora determinar o conjunto solucao do sistema de equagdes acima. Para isso,
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note que

1 21 -3| =5 — 1 21 =3| =5

2
A Bl = 002 2| 4 2 001 1| 2

2
000 —2| 2 000 1| —1
1 2 10| =8 120 0| —11

lo+(—1)i3 —_—

1+(3)ls 0010] 3 L+ (—1)ly 00 10 3
000 1] -1 000 1] —1

Neste caso, a incognita livre € y e o sistema fica
r=—-11-2y, 2=3 e w=-1
Logo, (1, B2, 83, f4) € uma solugdo do sistema se, e somente se,
fr=—11-20, Bz3=3 e [By=-1L
Portanto, o conjunto solu¢do do sistema é

C = {(B1,52, B3, 81) ER*: By =—11—28y, B5=3,0,=—1}
= {(—-11—-205,5,,3,—-1) : B, € R}.

Definicao 1.2.10. Dizemos que um sistema de equagoes lineares AX = B é um sistema de

Cramer se A é uma matriz quadrada invertivel.

Note que pelo Teorema|I.2.1] qualquer sistema de Cramer AX = B ¢ possivel determi-

nado. Além disso, se (51, ..., 3,) € K" é solucdo do sistema se, e somente se,
b

B
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o que € equivalente a

B

Agora, multiplicando a igualdade acima por A~!, obtemos que

b
At A| = A™'B,
B
o que € equivalente a
G} b b
A™'B = (A‘lA) =1I,| : =
Bn Bn Bn

Assim, em um sistema de Cramer AX = B, através da matriz A~! podemos determinar, por

esse processo, a solugdo do sistema.

Exemplo 1.2.5. Considere o seguinte sisetma

r + 2y = 1,
y + z =2
r + y + z = 0.

Em forma matricial, temos que o sistema é dado por

AX = B,
120 x 1
A=1011]|, X=|y| e B=]2
111 z 0

Observe que I, € a forma de escada reduzida de A, consequentemente, pela Proposi¢ao A

¢ invertivel. Além disso, pelo que vimos anteriormente, a solu¢@o do sistema pode ser calculada
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da forma
0 -1 1 1 )
A7'B=1| 1 1 -1 21=1 3
1 0 1 0 1

Portanto, a solugdo do sistema é (—2, 3, —1).

1.3 Determinantes

Finalizaremos esse capitulo fazendo uma pequena abordagem sobre determinantes. Tal
intuito aqui é darmos uma condi¢do para garantirmos a existéncia e unicidade de solucdo para

sistemas lineares.

Definicao 1.3.1. Uma permutagdo o é uma aplicagdo biunivoca do conjunto S,, = {1,2,...,n}

sobre si mesmo.

Notacao 1.3.1. Denotamos a permutagdo o por:

Exemplo 1.3.1. Se n = 3, existem 3! permutacdes de S3, a saber

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
123 |132] |231] [312] 321
1 2 .oon
Definicao 1.3.2. Considere o = € §,, uma permutagdo. Seja r o
o(1) o(2) ... a(n)

niimero de pares ordenados (i,j) com 1 < i < j < n tais que o(i) > o(j). Chama-se sinal da

permutagcdo o o nimero inteiro representado por sgn(o), que é:
e sgn(o) =1, ser épar;
e sgn(o) = —1, ser é impar.
Diz que uma permutagdo o € par se sgn(o) = 1 e impar se sgn(o) = —1.

Exemplo 1.3.2. Considere
1 2 3

31 2
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Os pares ordenados (i,7) com 1 < i < j < 3 tais que o(z) > o(j) sdo (1,2) e (1,3). Assim,

r=2esng(o) = 1.
Passaremos agora a definir o que € o determinante de uma matriz de ordem n.

Definicdo 1.3.3. Seja A = (a;;) € M, (R). O determinante da matriz A é o niimero real

det(A Z sng(0)a15(1)a20(2)- - - - - Ano(n)-
oSy
. air Qa2 1 2
Exemplo 1.3.3. Seja A = € Msyyo(R). As permutagdes de Sy sdo e

Q21 Q22 1 2

1 2

. LOgO, det(A) = 111922 — A1204921.
2 1

Observacao 1.3.1. Assimo det(A), com A € M,»(R) é resultado da diferenga entre o produto
dos coeficientes da diagonal da esquerda para a direita pelo produto dos coeficientes da diagona

da direita para a esquerda.

ai a2
a21 Q22
5 7
Exemplo 1.3.4. Se A = ,entdo det(A) = (5-3) — ((—2)-7) =29
-2 3

Observacdo 1.3.2. Seja A € M3,3(R). Assim o det(A), pode ser calculado da seguinte forma,
repita a primeira e segunda coluna, o resultado da diferenca entre a soma dos produtos dos
coeficientes das diagonais da esquerda para a direita pela soma dos produtos dos coeficientes

das diagonais da direita para a esquerda € o valor do determinante.

\><></
/><><\

Logo, det(A) = aj1a22a33 + 412023031 + 13021032 — (13022031 + Q11023032 + A12021033).
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4 2 -1
Exemplo 1.3.5. Se A=| —2 3 5 |,entdo
3 -2 3

det(A) = (4-3-3)+(2:5-3)+((=1)-(=2)-(=2)) = ((=1)-3-3) +(4-5-(—2))+(2-(—2)-3)) = 123.

Encerraremos esta se¢ao apresentando um importante teorema que oferece uma férmula
para resolver sistemas n equagdes € n incognitas. Essa formula € conhecida como "Regra de
Cramer".

Considere o sistema com n equacdes € n incognitas

p
a11x1 + QT2 + ... + Q1pTp = bl
211 + Q922 + ... + Qo,T, = bz

)

[ OmT1 + GnpTy o+ Ganln = by,

ou, na sua forma matricial

AX = B,
onde -~ - _ - _ .
11 aiz ... Q1n x1 by
A— 21 Q22 ... Q29 X = T2 e B— by
_anl (€275 R ann_ _'Tn_ _bn ]

Sejam A; a matriz obtida de A substituindo-se a i-ésima coluna de A, pelo vetor coluna B,

D = det(A) e N; = det(A;), parai = 1,2, ..., n.

Teorema 1.3.1. O sistema acima tem solugdo tinica se, e somente se D # 0 onde a solucdo

tinica é dada por

Ny Ny Ny,
— Xy = Ty = —.

D D’ D

T =

A demonstracdo do teorema pode ser encontrada com detalhes em [8]].
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Exemplo 1.3.6. Vamos resolver o seguinte sistema utilizando a Regra de Cramer.

20 +3y+32z = 18
3r+2y+5z = 23
dr+4y+22 = 27

Colocando o sistema na sua forma matricial

AX =B

?

Temos
2 3 3 T 18

A=13 2 5|, X=|y e B=]23

5 4 2 z 27
Calculando o det(A) = D
2 33
det(A)=|3 2 5 |=3l1
5 4 2

Logo, D # 0, entdo o sistema possui uma tnica solucao.

40

Agora vamos Calcular N,;, N, e N, que sdo respectivamente os determinantes de A,, A,

eA,.
Calculando o det(A;) = N,

18 3
det(A;) =123 2
27 4

w

= 93.

N Ot

Calculando o det(4,) = N,

2 18
det(4,) =] 3 23
5 27

w

= 62.

o Ot
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Calculando o det(A,) = N,

2 3 18
det(A,) =13 2 23| =62

5 4 27
Assim temos a Unica solugdo do sistema
N, 93 N, 62 N 62
S > B TR s BV E A S BT

41



CAPITULO 2

Funcionamento do GPS

O GPS (Global Positioning System) € um dos marcos tecnoldgicos mais conhecidos do
século XX e XXI. Desde sua criagdo, o GPS revolucionou a forma como no localizamos, na-
vegamos e nos deslocamos pelo mundo. O GPS é uma rede de satélites em Orbita ao redor da
Terra, transmitindo informagdes precisas de localizacdo, velocidade e tempo para receptores em
todo o planeta. No entanto, por tras desse sistema aparentemente magico, existe uma poderosa
aplicacdo de Matematica, em particular, dos sistemas lineares. Neste capitulo, exploraremos
a fascinante histéria do GPS, desde seus primeiros desenvolvimentos até sua ampla utiliza-
cao global. Além disso, mergulharemos no mundo da matemdtica que sustenta esse sistema,

concentrando-nos nos sistemas lineares e sua aplicacdo essencial para o GPS.

2.1 Um pouco da histéria do GPS

A histéria do GPS (Global Positioning System) remonta a era da Guerra Fria, quando
os Estados Unidos buscavam uma tecnologia que permitisse rastrear e localizar suas forgas
militares em qualquer lugar do mundo. O desenvolvimento do GPS comecou na década de
1960, com o projeto NAVSTAR (Navigation System with Timing and Ranging), liderado pelo
Departamento de Defesa dos Estados Unidos.

O objetivo era criar um sistema de posicionamento global que permitisse as forgas mi-

litares determinar com precisdo a localiza¢do de seus navios, aeronaves e tropas terrestres em

42
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qualquer parte do mundo.

A primeira fase do desenvolvimento do GPS envolveu o langamento de satélites expe-
rimentais para provar a viabilidade do conceito. Em 1978, o satélite NAVSTAR-1 foi langcado
como o primeiro protétipo funcional. Ele foi seguido por outros satélites experimentais que
testaram os principios basicos do sistema.

No inicio dos anos 1980, a constelacdo de satélites do GPS comecou a ser implantada.
Os satélites NAVSTAR-2 e NAVSTAR-3 foram langados em 1980 e 1981, respectivamente,
demonstrando melhorias na precisdo e na cobertura global.

Inicialmente, o GPS era restrito ao uso militar, mas em 1983 o presidente dos Estados
Unidos, Ronald Reagan, ordenou que o sistema fosse disponibilizado também para uso civil.
Essa decisdo abriu caminho para uma ampla gama de aplica¢des comerciais e pessoais do GPS.
No entanto, o GPS civil ainda enfrentou algumas limita¢des. A precisdo era deliberadamente
limitada para ndo prejudicar a vantagem militar dos EUA.

Na década de 1990, ocorreram avangos na precisdo do GPS civil, gragas a técnica de
correcdo diferencial. Essa técnica envolve o uso de receptores GPS adicionais em pontos de
referéncia conhecidos para corrigir os erros causados por atrasos do sinal devido a atmosfera
terrestre. A corre¢do diferencial melhorou a precisdo do GPS para niveis que tornaram possivel
sua aplica¢do em dreas como navegacao veicular e agricola de precisdo.

Ao longo dos anos, a constelacdo de satélites do GPS foi continuamente aprimorada.
Novas geracoes de satélites, como o Bloco IIF e o Bloco III, foram lancadas com melhorias na
precisdo, na resisténcia a interferéncias e na capacidade de rastrear sinais GPS em ambientes de-
safiadores, como dreas urbanas densas. Além disso, outros paises também desenvolveram seus
proprios sistemas de navegacao por satélite. O GLONASS, sistema russo de posicionamento
global, foi langado em 1995 e, posteriormente, foi aberto para uso civil. A Unido Europeia
desenvolveu o sistema Galileo em 2016. A China lancou o sistema BeiDou, que se tornou total-
mente operacional em 2020. Esses sistemas, em conjunto com o GPS, fornecem uma cobertura
global mais abrangente.

Atualmente, o GPS € amplamente utilizado em diversas aplica¢des, incluindo navega-
cdo veicular, sistemas de transporte e logistica, aviacdo, agricultura, monitoramento de frota,
atividades ao ar livre, georreferenciamento e pesquisa cientifica. Sua precis@o e confiabilidade
tornaram-se essenciais em muitos aspectos da nossa vida cotidiana.

A histéria do GPS representa uma notdvel conquista tecnoldgica e cientifica, sua criacao
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revolucionou a forma como nos movemos e nos orientamos pelo mundo.

Figura 2.1: Satélites GPS Bloco III.

Fonte: www.gps.gov.

2.2 Como funciona o GPS

O funcionamento do GPS é baseado em principios matemadticos e de sincroniza¢ao pre-
cisa, permitindo que os receptores GPS determinem sua posicao com alta precisdo. Nessa
sessdo, exploraremos como o GPS determina a posi¢do de um receptor € como os satélites
trabalham juntos para fornecer os dados necessdrios.

O sistema GPS consiste em trés componentes principais: os satélites em 6rbita, as esta-

coes terrestres de controle e os receptores GPS usados pelos usudrios.

1. Satélites em orbita: O GPS é composto por uma constelacdo de aproximadamente 24
a 32 satélites operacionais, conhecidos como satélites NAVSTAR. Esses satélites estao
distribuidos em varias orbitais ao redor da Terra, a uma altitude de cerca de 20.200 km.
Eles sdo posicionados de forma a garantir que pelo menos quatro satélites estejam visiveis

a qualquer momento em qualquer local da Terra.

Figura 2.2: Satélites em Orbita.

o .

Fonte: www.gps.gov.
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2. Estagoes terrestres de controle: Existem vérias estacdes terrestres de controle espalhadas
pelo mundo que monitoram e controlam os satélites GPS. Essas esta¢des sdo responsdveis
pelo rastreamento dos satélites, pela correcao de suas Orbitas e pelo envio de atualizagdes

de dados para os satélites.

Figura 2.3: Mapa de orientacdo dos segmentos de controle.

\Greenland

i Alazka
Schriever AFB . o
Aafadih United Kingdam °
Vandenberg AFE - -_Ca. iﬁ:;-ﬂga“r:\pmm
California =— ashingtan
Cape C L
.‘ Hze‘gdaanavera .Bahm‘in
Hawaii
G oA
@ Ecuador wam Huajalein
LB}
Azcension DIEEO_GI“:"!
%]
@ Urzuay South Africa AUStAlE
® Zealand
# Master Control Station . Alternate Master Control Station .
A Ground Antenna . AFSCM Remote Tracking Station

@ Air Force Monitor Station @ NGA Monitor Station

Fonte: www.gps.gov.

3. Receptores GPS: Os receptores GPS sdo dispositivos eletronicos que captam os sinais
transmitidos pelos satélites GPS. Cada satélite transmite sinais que contém informagdes
sobre sua identificacdo, posi¢do orbital e tempo preciso em que o sinal foi transmitido.

Os receptores GPS usam essas informagdes para calcular sua prépria posicao.

Figura 2.4: Aparelho receptor GPS
S .

Fonte: www.pt.dreamstime.com/.

O primeiro passo para determinar a posicao de um receptor GPS € a sincronizagdo pre-
cisa de tempo. Cada satélite GPS possui um relégio atdmico extremamente preciso a bordo,
que € sincronizado com outros satélites e com os reldgios do segmento de controle em terra.
Essa sincronizagdo € essencial para garantir medi¢cdes precisas de tempo nos sinais enviados por

satélites.
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Quando um receptor GPS capta os sinais emitidos pelos satélites, ele calcula o tempo
que os sinais levam para percorrer a distancia entre os satélites e o proprio receptor. Esses
intervalos temporais sao entdo utilizados para estimar com precisdo a distancia entre o receptor
e cada um dos satélites, tomando como base a velocidade constante da luz.

As distancias resultantes podem ser imaginadas como raios que se estendem a partir
dos satélites, formando esferas no espaco. A localiza¢ao do receptor € determinada pelo ponto
onde essas esferas se intersectam. Para realizar esse cdlculo, um sistema linear de equagdes €
resolvido, empregando as equagdes que descrevem essas esferas imaginarias. Para que o cdlculo
da posicao seja preciso, o receptor necessita receber sinais de, no minimo, quatro satélites GPS
simultaneamente.

Além disso, o GPS leva em consideragdo outros fatores para melhorar a precisdo, como a
correcdo diferencial. Uma correcdo diferencial envolve o uso de receptores GPS adicionais com
codigos conhecidos para fornecer corre¢des precisas nos dados de posicionamento do receptor
em movimento. Essa técnica é especialmente util para aplicacdes que exigem alta precisdo,
como navegacdo aérea e mapeamento topografico.

E importante destacar que o funcionamento do GPS é possivel gracas ao trabalho conti-
nuo do segmento de controle em terra. Esse segmento monitora os satélites, calcula suas orbitas,
sincroniza seus reldgios e envia corre¢des de tempo e Orbita para os satélites, garantindo a pre-

cisdo e a confiabilidade do sistema.

2.3 A Matematica do GPS

O Sistema de Posicionamento Global (GPS) baseia-se em uma variedade de conceitos
matematicos para determinar a localizagdo geogréfica precisa de um dispositivo em qualquer
lugar do mundo. Operando com base na triangulacao e trilateracdo, métodos matematicos usa-
dos para calcular a posicdo de um objeto com base em distancias conhecidas de pontos de

referéncia. Nesse caso os pontos de referéncia sdo os satélites que orbitam a Terra.

2.3.1 Sistema de coordenadas cartesianas.

Definicao 2.3.1. Chamamos de Sistema Ortogonal de Coordenadas Cartesianas ao sistema
composto por trés retas mutuamente perpendiculares que se cruzam em um tinico ponto deno-

minado origem O. Além disso, temos as seguintes caracteristicas:
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i) Essas retas sdo chamadas de eixos ordenados Ox,Oy e Oz;

i1) Os planos formados por dois eixos sdo chamados de planos ordenados, sendo eles: plano

xy, plano xz e plano yz;

iii) Cada ponto P no espago corresponde, de forma biunivoca, a um terno ordenado de nii-
meros reais (x,y, z), em que a coordenada x representa a distancia de P até o plano yz,
a coordenada 1 representa a distdncia de P até o plano xz e a coordenada z representa

a distdancia de P até o plano zy;

iv) A origem é representada pelo terno ordenado (0,0, 0).

Na Figura consideramos os pontos P = (z,y, z) e ), sendo () a proje¢do de P no
plano zy, em um sistema ortogonal de coordenadas cartesianas com origem em O. Aplicando o
Teorema de Pitdgoras duas vezes, primeiro no tridngulo AQOR e depois no triangulo AOPQ),
podemos determinar a expressao para a distancia entre O e P. Dessa forma, a distancia entre O

e P € expressa por

d(O, P) = \/x% 4+ y? + 22.

Figura 2.5: Sistema Ortogonal de Coordenadas Cartesianas.

P=(xy.2)
()Li

Fonte: Lima, Davi Dantas. Desvendando a Matematica do GPS

De uma maneira mais geral, a distincia entre os pontos P = (z,y,2) e C' = (u,v,w) é

dada por,

d(P,C) =+/(z —u)?+ (y — v)? + (2 — w)2. (2.3.1)

Exemplo 2.3.1. Suponha que temos dois pontos,A e B, com as seguintes coordenadas: A =
(2,3,4) e B = (6,1,8), para determinar a distincia, vamos substituir essas coordenadas na

equacao (2.3.1).
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d(A,B) = /(6 —2)2 + (1 —3)2 + (8 — 4)2 = v/36 = 6.

Portanto, a distancia entre os pontos A e B, € igual a 6 unidades.

2.3.2 A superficie esférica em coordenadas cartesianas.

Definicao 2.3.2. Superficie esférica é o lugar geométrico dos pontos no espaco que sdo equi-
distantes de um ponto dado, onde essa distincia é chamada de raio da esfera e o ponto é

chamado de centro da esfera.

Figura 2.6: Superficie esférica.

P=(x.y.2)

Fonte: Produzido pelo autor

Observando a Figura dado um ndmero r real positivo e C' = (u, v, w) um ponto
fixado, podemos representar uma superficie esférica S de centro C' = (u, v, w) e raio r pelo

conjunto.

S ={P=(2.4,2) €R¥/d(P.C) =1}

Entao:

PeSedPC)=re/z—ul+(y—of+(-w=r

Elevando ao quadrado ambos os lados desta ultima identidade, obtemos a equacao reduzida

da superficie esférica.

(x—u)?+(y—v)*+ (2 —w)* =1 (2.3.2)

Desenvolvendo os quadrados em (2.3.2) obtemos a equacao geral da superficie esférica.

2? +y? 4 22— 200 — 2yv — 22w+ u? +0? +w? —r? =0 (2.3.3)
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Sendo a,b,c,d € R tais que a = —2u,b = —2v,c = —2w e d = u? + v? + w? — r?, podemos

escrever a equacdo (2.3.3)) da seguinte forma:

P4y + 2 var+by+ecz+d=0 (2.3.4)

Exemplo 2.3.2. Vamos encontra a equagdo de uma superficie esférica, conhecendo um ponto

da superficie e seu centro. Para isso, consideremos os seguintes dados:
1— Centro da esfera C' = (2,3, 1)
2— Ponto na superficie P = (5,7, 2).

Observe que o raio da superficie esférica € igual a distncia do centro a qualquer ponto na
superficie, dessa forma usando a equagdo (2.3.1) podemos encontra a distncia entre os pontos

C e P, a qual serd o raio da esfera.

d(C,P)=+/(5-2)2+(7T—3)2+ (2—1)2 = V26.

Portanto, o raio da esfera € igual a 1/26 unidades. Substituindo os valores das coordenadas do

centro e do raio na equacdo (2.3.2)), obtemos a equacéo reduzida de superficie esférica.
(z -2+ (y—3)*+ (2 — 1)*> = 26.
Desenvolvendo os quadrados, obtemos a equacao geral da superficie esférica.
2y 2t —dr—6y—22—12=0

A demonstra¢do do Lema[2.3.1)é baseada em [9]

Lema 2.3.1. Os pontos A, B, C e D em R? sdo coplanares se, e somente se,

O Q
|
SN S
Il
o

onde cada linha é dada pelas entradas dos vetores 1@ =B—-A, /@ =C—A, E =D-—A.
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Demonstragdo. Inicialmente, suponha que os quatro pontos distintos A, B,C' e D em R3 sdo

coplanares. Entdo os vetores 1@, 1@ e ﬁ, também sdo coplanares. Logo podemos escrever

um deles como combinagio linear dos outros dois. Suponhamos que A § seja combinagdo linear

de 1@ e E assim, existem e 5 € R tais que.

B—A=a(C—A)+B(D - A).

Entdo, usando a propriedades dos determinantes, temos;

B—A a(C—A)+ 5(
C—-A| = Cc—-A
D—-A D—-A
a(C —A)
= Cc—-A |+
D—-A
(C—A)
= a| C—A |+8-
D—-A
= a-0+43-0.
Reciprocamente, suponha que
B—-A
C—-—A|=0
D—-A

(D —A)
C—A
D-A

Entao, pelas propriedades dos determinantes temos somente duas possibilidades:

i) Uma das linhas do determinante é nula.

Supondo que B — A = 0, entdo A = B, que é um absurdo, pois pontos sdo distintos.

i1) Duas linhas do determinante sdo iguais.

Para isso um dos vetrores linhas é combinacdo linear dos outros dois. Suponhamos que
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z@ seja combinacao linear de z@ e E assim, existem « e 5 € R tais que.
B—A=a(C—A)+B(D - A).

entdo, jﬁ =B — A, 1@ =(C—-Ae zﬁ = D — A. sdo coplamares. Logo os pontos

A, B,C e D em R3 sdo coplanares.
[

Exemplo 2.3.3. Verifique se os pontos A, B,C e D em R?, com as seguintes coordenadas
A=(1,2,3),B=(2,4,6),C =(3,6,9) e D = (4,8,12), sdo coplanares?
Vamos calcular o deteminante onde as linhas sdo as entradas dos vetores 1@ =(1,2,3), fﬁ =

(2,4,6) ¢ AD = (3,6,9).

B—-A 1 2 3
C—A|=|2 4 6|=0
D—-A 3 69

Logo os pontos A, B, C' e D, sdo coplanares.

O funcionamento correto do GPS depende do teorema[2.3.1| que utiliza a geometria das
superficies esféricas para determinar a posicdo de um receptor na superficie terrestre. Esse
processo € realizado através da solu¢dao de um sistema linear de equagdes. Ao receber os sinais
de pelo menos quatro satélites, o receptor GPS utiliza o tempo de chegada desses sinais para
calcular as distancias entre o receptor e cada satélite. Essas distancias podem ser interpretadas
como raios de esferas com centros nos satélites. Assim, esse teorema fornece uma matematica
sOlida para a aplicacdo pratica do GPS, permitindo a localizagdo precisa de um receptor na
superficie terrestre.

A demonstracio do teorema a seguir foi baseada em [7]]

Teorema 2.3.1. Se quatro superficies esféricas se intersectam e seus centros sao ndo coplanares

entdo essa intersec¢do consiste de um tinico ponto.

Demonstracdo. Sejam Sy, So, S3 e Sy superficies esféricas de centro Cy = (z1,y1,21),Cy =
(2, Y2, 22),Cs = (3,Y3,23) € Cy = (x4,Ys,24) € raios rq,r9,r3 € ry4 respectivamente. De-
vemos mostra que se a intersec¢do de Si, S, S5 € Sy € um conjunto ndo vazio, e seus centros

sd0 nao coplanares entdo sua interseccao serd um unico ponto. De fato, no sistema GPS, os
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satélites se movem em Orbitas ndo coplanares e o ponto de intersec¢@o ndo € vazio pela propria
existéncia do usudrio.
Sendo P = (X, y, z) o ponto de intersec¢do de 51, 5o, S35 e Sy, considerando as equagdes

reduzidas das superficies esféricas (2.3.2) , temos o seguinte sistemas de equagdes.

(G- + -w)? + (-2 =
) (T —22)* + (y—1)® + (z—2)* = r?
(r—m3)* + (y—w) + (z—=)* = r?
(r—2)® + (=)’ + (z—2) = r?

\

Observando a equagdo geral das superficies esféricas (2.3.3) o sistema de equagdes pode ser

reescrito como,

(

22+ + 22 =2 — 2y — 2221 = 1mi2—xP -yl — 22
22 4%+ 22 = 2axwy — 2yys — 2229 = T2 — 19 — Y2 — 25°
2?2+ y? + 2% — 20w5 — 2yys — 2223 = 13? — 132 — Y32 — 232
22+ P+ 2% = 2xmy — 2yys — 2224 = 14— x4® — Y — 242

\

Ao subtrairmos as demais equagdes da primeira equacao, obtemos um sistema equivalente de

equacdes lineares em z, 3 € z, uma vez que os termos 2, y* e z? sdo eliminados,

2wy —21)x+ 2 — )y + 2(22 — 21)z = TP+ 1y + 202 —wF —yi? + 2%+ 1% — o
2w —x)x+2(ys — )y +2(23 — 21)z = w3+ yst + 22 —w? — i+ 2%+ % — s

2@y — 1) +2(ya — )y +2(2a — 1)z = iyl + -t -yttt -

Para organizar melhor o sistema , ainda podemos multplicar todas as equagdes por 1,
(w2 —z)x+ (Y2 — 1)y + (22— 21)z = (@2 +y’+ 222 — x> — 2+ 212 + 112 — 12?)

(x5 —z)z+ (ys —)y+ (3 —21)2 = S(x® +ys® +23° — 2 —yi® + 212 + 11> —r3?)

N[—= N= N

(g —z)e+ (ya — 1)y + (24 — 21)2 = (z+yl? + 22— =y + 22+ 2 —r?)

Agora precisamos mostra que o sistema acima tem uma unica solucdo, e isso sé acontece
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quando o determinante da matriz dos coeficientes € ndo nulo,

Tog—T1 Yo—Y1 22— 21
T3 —T1 Ys—Y1 23— 21 # 0.

Ty —T1 Ya—Y1 24— 21

Observe que, cada linha € dada pelas entradas dos vetores C1Cy, = Cy — C, C1C3 = C3 — (7,

e C\Cy =Cy —Cy,

Cy —C4
C3—Cy | # 0.
Cy—Ch

Por hipétese C', Cy, C5 e Cy, sdo pontos ndo coplanares, logo pelo Lema[2.3.T] o determinante

da matriz dos coeficientes € diferente de zero, portanto o sistema possui uma tnica solu¢do. L[]

Figura 2.7: Interseccdo de 4 superficies esféricas com centros ndo coplanares.

Fonte: Produzido pelo autor.

Exemplo 2.3.4. Sejam S, S5, S3 e S, superficies esféricas de centros C; = (1,2,3),Cy =
(4,5,6),05 = (=2,0,1) e Cy = (0,3, —1), e raios r; = /27,75 = /72,13 = /3der, =
/65, respectivamente. Note que, os centros das superficies esféricas, C;, Cs, C3, e Cy,, sdo
pontos ndo coplanares, pois de acordo com o lema[2.3.To determinante onde cada linha é dada

pelas entradas dos vetores C1Cy = (3,3,3),C1C5 = (=3,-2,-2) e C1Cy = (—1,1,—4) é
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diferente de zero.

3 3 3
-3 -2 2|1=2446—-9—-6+6—36=—15.
-1 1 -4

Pelo teorema [2.3.1] vamos verificar se existir um tnico ponto P = (x,y, z) € S1N S NS3NSy.

(=12 + (y—2° + (z=3)?* = 27
(r—4)2 + (y—5)? + (-6 = 72
(r+2)* + y? + (z2—1)?2 = 34
\ x? + (y—3)?2 + (z+1)* = 65
Desenvolvendo os quadrados temos:
2 4+ %+ 22 2 — 4y — 6z = 13
22+ + 22 8z — 10y — 12z -5
2+ y? + 22 4 - 2z 29
2t +y? + 22 — 6y + 2z 55

\

Ao subtrairmos as demais equagdes da primeira equacdo, obtemos o seguinte sistema equiva-

lente de equagdes lineares.

6r +6y+62 = 18
—6r —4y —42z = -—16
—2r4+2y—8z = —42

Organizar melhor o sistema , ainda podemos multplicar a todas as equacdes por %

3r+3y+3z = 9
—3r—2y—2z = =8
—r+y—4z = =21

Para que o sistema acima tenha uma tnica solu¢do, o determinante da matriz dos coeficientes
tem que ser diferente de zero. Note que, as linhas da matriz dos coeficientes sao as entradas dos
vetores C1Cy = (3,3,3),01C5 = (—=3,-2,-2) e C1Cy = (—1,1,—4), como ja vimos, esse

determinante € diferente de zero. Logo, o sistema possui uma tnica solucgao.
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Para a resolucdo do sistema linear, vamos reescrever o sistema na sua forma matricial

estendida, entdo temos

3 3 3 9 . 1 1 1 3
b —
-3 -2 -2| -8 s 0 1 1 1 Iy + 13
-1 1 —4| =21 -1 1 —4| =21
11 1 3 1 11| 3
1 Y
01 1 1 (2)li + (—1)i3 01 1] 1 2
0 2 —=3| —18 0 0 5] 20
111 3 l — 1 00 2
01 1|1 L 010 -3
00 1] 4 001 4
Assim a tnica solucdo do sistema é x = 2,y = —3 e z = 4. Logo.

P:(2,—3,4):SlﬂSgﬂSgﬁS4

2.3.3 Coordenadas Geograficas.

A construgdo dessa secdo foi baseada em [9]

A localizagc@o no globo terrestre envolve conceitos importantes, como latitude, longi-
tude, meridianos e paralelos. Para compreender o funcionamento do GPS, € essencial relembrar
esses conceitos basicos.

Vamos imaginar a Terra como uma esfera. O eixo polar € uma reta que passa pelo centro
da Terra e em torno da qual ela realiza o movimento de rotagdo. Os pontos de interse¢ao entre
o eixo polar e a superficie da Terra sdo chamados de polo Norte e polo Sul, representados por
N e S, respectivamente.

O plano do Equador é perpendicular ao eixo polar e passa pelo centro da Terra. Ele
divide a Terra em duas partes, conhecido como Hemisfério Norte e Hemisfério Sul, cada um
contendo seu respectivo polo. A linha do Equador € a circunferéncia formada pela intersecdo
do plano do Equador com a superficie da Terra.

Os meridianos sdo semicircunferéncias que t€ém seus pontos de origem nos polos. O
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meridiano de Greenwich é um meridiano especial, onde uma longitude € definida como 0°. Ele
recebe esse nome por passar pelo famoso Observatério Real em Greenwich, localizado a sudeste
de Londres. O plano que contém o meridiano de Greenwich divide a Terra em Hemisfério Oeste

e Hemisfério Leste. Além disso, temos a latitude e a longitude como conceitos importantes.

Figura 2.8: Hemisférios da Terra.

Palo Norte

Pdlo Sul

Fonte: Souza, Joel Cordeiro de. GPS: a Matemadtica por tras e algumas reflexdes.

Definicao 2.3.3. Dado um ponto P na superficie terrestre, a Latitude de P é a medida (em
graus, minutos e segundos) do arco que vai de P até o Equador e que estd contido em um meri-
diano. A latitude se mede de 0° a 90° e, dependendo do hemisfério onde P estd, é classificado

em N (North - Norte, em inglés) ou S (South - Sul,em inglés).

Definicao 2.3.4. Dado um ponto P na superficie terrestre,a Longitude de P ¢ a medida (em
graus, minutos e segundos) do arco que vai de P até o meridiano de Greenwich e que estd
contido em um paralelo. A longitude mede de 0° a 180° e, dependendodo hemisfério onde P

estd, ¢ classificado em E (East - leste, em inglés) ou W (West - oeste, em inglés).

Figura 2.9: Latitude e Longitude

Polo Norte

Zaot
Longitude (1) oy

Pdlo Sul

Fonte: Souza, Joel Cordeiro de. GPS: a Matemdtica por trds e algumas reflexdes.
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2.3.4 Coordenadas Geograficas X Coordenadas Cartesianas.

As coordenadas geogréficas e as coordenadas cartesianas sdo sistemas de coordenadas
distintos, porém, podemos estabelecer uma relacdo entre eles, e utiliza-los em conjunto para
determinar a posi¢do de um usudrio do GPS.

Para estabelecer essa relacdo, vamos fixar um sistema ortogonal de coordenadas carte-
sianas da seguinte maneira: a origem O do sistema coincidird com o centro da Terra, o eixo Oz
positivo serd orientado na direcdo do polo Norte, o plano zy serd o plano Equador, e o eixo Ox
positivo ird atravessar o meridiano de Greenwich (longitude 0°), enquanto o eixo Oy positivo

ird atravessar o meridiano de longitude 90° /. como podemos ver na Figura[2.10

Figura 2.10: Latitude § = m(ZAOP) e Longitude ¢ = m(ZCOA).

Ox

Fonte: Lima, Davi Dantas, Desvendando a Matematica do GPS

Vejamos agora como as coordenadas cartesianas de um ponto P sobre a superficie da
terra, estdo relacionadas com as suas coordenadas geogréficas.

De acordo com a Figura o ponto P = (z,y, z) estd sobre a superficie da terra, e
suas coordenadas geograficas de latitude e longitude estao representadas respectivamente pelos
valores de 6 e ¢. Note que, no tridngulo retangulo AO P B, usando as razdes trigonométricas
no tridngulo retangulo, podemos calcular o cosseno do angulo ZBO P, Observe também que o

angulo ZAOB, é reto, entdo o angulo ZBOP ¢é complementar de ZAOP. assim temos

cos(90 — 0) = OB

2
- OP  \JaZ a2

Note que, cos(90° — #) = sin 6, pois os angulos (90° — #) e 6 sdo complementares.

z

sinf = (2.3.5)

/x2+y2+22'
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Essa equacdo atribui um tnico valor entre —90° e 90° para o angulo ¢, e dependendo do

valor da coordenada z temos:
i) Se z > 0, temos 6 > 0°, ou seja, P tem latitude § N (Norte);
i1) Se z < 0, temos € < 0°, ou seja, P tem latitude 6 S (Sul);
iii) Se z = 0, temos 6 = 0°, ou seja, P tem latitude 0° (estd sobre a linha do equador).

Além disso, no triangulo retangulo AOAC, aplicando as razdes trigonométrica, podemos cal-

cular o cosseno e o seno do angulo ¢, assim temos

. AC Yy

= = . 2.3.6
WS 0AT e —
cos p = oc 2.3.7)

x
OA - A /3;2 —|- y2 '
Essas equagdes definem um tnico valor entre —180° e 180° para o angulo ¢, e dependendo do

valor da coordenada y temos:
i) Sey > 0, temos ¢ > 0°, ou seja, P tem longitude ¢ E(Leste);
i1) Sey < 0, temos ¢ < 0°, ou seja, P tem longitude ¢ W (Oeste);

iii) y = 0ex > 0, temos ¢ = 0°, ou seja, P tem longitude 0° (estd sobre o meridiano de

Greenwich).
iv) y=0ex <0, temos ¢ = 180°, ou seja, P tem longitude 180°

Além disso, chamamos de h a altitude do ponto P, que é dado por:

h=d(OP)—r =22+ y>+22—r. (2.3.8)

Onde r € o raio da terra, que para fins diditicos vamos considerar o valor aproximado de r =

6,4 - 10%km.

Exemplo 2.3.5. Vamos determinar as coordenadas geograficas de um ponto P, cuja as coorde-

nadas cartesianas sao:

P = (4,4v/3-10° —4,4-10°, 8,83 - 10°).
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Primeiro vamos calcular a altitude, usando a equagdo (2.3-8) € o raio da terra r = 6,4 - 10°.

h = a2+y?+22—r

— \/(4, 43109 + (—4,4-109) + (8,8v/3 - 106)° — 6,4 - 10°

= /309,66 -10'2 — 6,4 - 10°

= 17,60-10° — 6,4 - 10°

= 11,20 - 106.

Podemos concluir aproximadamente que

Altitude = 11,2 - 10°m.

J4 a latitude pode ser calculada através da equagdo (2.3.3).

. y4
sinfl =
/1.2 + y2 + 22
_8,8V3.10°
17,60 106
_ V3
92
Dai temos
0 = 60°.
Ou seja

Latitude = 60°N.

Além disso, podemos calcular a longitude através das equagdes (2.3.6) e (2.3.7).

: y
Sin = —
90 /$2+y2
B —4.,4-10°
¢(4, 4/3-106)" + (—4,4 - 106)2
o —4,4-10°
08,8106
1

5

59
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€
. i
N oy
B 4,4/3 - 106
\/(4,4\/3- 106)” + (—4,4 - 105)2
4,443 10°
- 8,8-10¢8
V3
= 5
Dai temos
. 1 V3
sin @ = D) e cosp=—.
Ou seja
p = —30°.
Logo.

Longitude = 30°W.

Assim as coordenadas geografica d pontp P sdo:

Latitude = 60°N, Longitude = 30°W e Altitude = 11,2 - 10°m

2.3.5 Determinando a Localizacao com GPS: Um Caso Real.

Nesta secdo, vamos relatar um caso real no qual um usudrio do GPS sera capaz de
calcular sua prépria posi¢cdo com base nas informagdes das posi¢des de quatro satélites e nos
tempos de transmissao e recepgao dos sinais.

E importante destacar que as informacdes transmitidas pelo sistema GPS sio representa-
das com alta precisdo, envolvendo geralmente dez ou mais digitos. Se este exemplo for utilizado
em uma atividade em sala de aula, torna-se a presenca do uso de calculadoras ou softwares com
a capacidade de resolver sistemas lineares contendo os coeficientes dessa ordem. Essa aborda-
gem garante uma manipulagdo exata dos dados e resultados.

No entanto, é valido considerar uma alternativa, onde se abre mao de parte dessa preci-
sdo, trabalhando com um nimero menor de digitos e utilizando a notacdo cientifica. Ao adotar

essa abordagem, € possivel simplificar os célculos e tornar o processo mais acessivel, sem com-
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prometer significativamente a qualidade dos resultados obtidos. Isso pode ser particularmente

util em atividades didaticas, permitindo que os alunos compreendam os conceitos essenciais do

GPS sem serem sobrecarregados com complexidades numéricas.

A escolha entre a precisdo maxima e a notagdo cientifica dependerd do contexto e dos

objetivos da atividade, mas ambas as abordagens sdo valiosas para fornecer uma compreensao

s6lida sobre o funcionamento do GPS e suas aplicacdes no mundo real.

Na tabela abaixo estdo as coordenadas cartesianas das posi¢des dos satélites, bem como

os tempos registrados entre a transmissao e a recep¢ao do sinal de um usudro do GPS.

coordenadas tempos
Satelite 1 | (2,5 107, —4,2-105,9,1-10°%) | 0,0750369603
Satelite 2 | (3,9-10%,7,3-105,2,5-107) | 0,0950138875
Satelite 3 | (1,9-10% —1,1-107,2,4-107) | 0,0880862658
Satelite 4 | (1,1-107,—1,3-107,2,0-107) | 0,0796838422

Com base nesses dados e levando em consideracdo que o sinal recebido viaja a velo-
cidade da luz (299.792.458 m/s), podemos determinar a distdncia entre o usudrio do GPS e

os satélites. Para isso, basta multiplicar cada tempo de transmissdo e recep¢do do sinal pela

velocidade da luz. Assim temos que a distancia aos satélites € dada por

d=v-t

Calculando as distancias a cada satelite temos

d, =
dy =
dy =
dy =

Isso permite escrever as equagdes reduzidas das superficies esféricas imaginarias cen-

tradas nas posi¢des de cada satélite onde os raios serdo iguais as distancias calculadas.

(z—2,5-107)2 +
(x—3,9-10%2% +
(x —1,9-105)2 +
(x—1,1-107)2 +

299792458 - 0,0750369603 =
299792458 - 0,0950138875 =
299792458 - 0,0880862658 =
299792458 - 0,0796838422 =

(y+4,2-10°° + (2—9,1
(y—7,3-109% + (2—2,5
(y+1,1-1072 + (2—2,4
(y+1,3-1072 + (2—2,0

22495514,770
28484446,906
26407598,145
23888614,928.

)

-107)? = 28484446, 960°
)
)

)2 = 22495514, 7702

2 = 26407598,1452
2 = 23888614,948?
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Desenvolvendo os quadrados temos:

( 22 +y?+22-5,0-10"2+8,4-10% — 18,2-1052 = —2,1940181520 - 10
22+ y? + 22 —7,8-1000 —14,6-10°% —5,0- 1072 = 1,1786671559 - 10
22+ 4+ 22 -3,8-1002+2,2-107y — 4,8 -1072 = —3,2487602073 - 10'2
22+ y?4+22-2,2-10'24+2,6-10y +4,0-10"2 = —1,1933407680 - 10*

Ao subtrairmos as demais equagdes da primeira equacao, obtemos um sistema equivalente de

equacdes lineares em z, 4 € z, uma vez que os termos z2, y* e 22 sdo eliminados.

—4,22-1072 +2,3- 107y + 3,18 - 1072 = —3,372655308 - 101
—4,62-10"2r — 1,36 - 107y +2,98 - 1072 = —2,161530550 - 10
-2,8-10"2 — 1,76 - 10"y + 2,18 - 1072 = —1,000677384 - 10

Para organizar melhor o sistema , ainda podemos dividir todas as equagdes por —107.

4,22x — 2,3y — 3,182 = 33726553, 08
4,62x + 1,36y — 2,98z = 21615305, 50 (2.3.9)
2,8c+ 1,76y — 2,182 = 10006773, 84

Vamos calcular o determinante da matriz dos coeficientes do sistema linear acima

4,22 —2,3 —3,18
4,62 1,36 —2,98 | = —8,0996.
2,8 1,76 —2,18

Logo, desde que o determinante € diferente de zero, o Teorema garante a existéncia de
uma unica solugao.
Agora, vamos usar o método de eliminag¢ao de Gauss para determinarmos a solu¢do do

sistema acima. Vamos reescrever o sistema na sua forma matricial estendida, entao temos

4,22 —=2,3 —3,18 | 33726553, 08
4,62 1,36 —2,98 | 21615305, 50
2,8 1,76 —2,18 | 10006773, 84

Agora, vamos finalizar o argumento em alguns passos:
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Passo 1. Fazer ly — 1y — (1) I;:

4,22 —2,3 —3,18 | 33726553,08
0 3,8 05 | —15308077,25
2,8 1,76 —2,18 | 10006773,84

Passo 2: Fazer I3 — I3 — (%) {1

4,22 —2,3 —3,18 | 33726553,08
0 3,8 05 | —15308077,25
0 3,29 —0,07 | —12371033,89

Passo 3: Fazer I3 — I3 — (%) ly:

4,22 —-2,3 —3,18 33726553, 08
0 3,8 0,5 —15308077, 25
0 0 -0,49 609268, 72

Assim, temos o seguinte sistema reduzido

4,220 — 2,3y — 3,182 = 33726553,08
3,88y + 0,52 = —15308077,25
—0,492 = 609268, 72.

Portanto, temos que a tnica solucao para o sistema é:

x = 5011993; y = —37905553; z = —1213104,

que sdo as coordenadas cartesianas do ponto P que pertence simultaneamente as quatro esferas
imaginarias. Além disso, sdo as coordenadas cartesianas da localizacdo do usudrio do GPS do
nosso problema.

Partindo do ponto P = (5011993, —37905553, —1213104) podemos encontra suas co-

ordenadas geograficas.
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Primeiro vamos calcular a latitude, usando a equagéo (2.3.3)

. z
sinff =
/12 + y2 + 22
B —1213104
V/(5011993)2 + (—3790553)2 + (—1213104)2
= —0,1895475.
Dai temos
0 = —10,92654° = —10°55”35.688.
Ou seja

Latitude = 10°55”35.688S.

Além disso, podemos calcular a longitude através das equagdes (2.3.6) e (2.3.7).

—3790553
sing = ——2_ — — 0, 6032070,
VrZ4+y? o /50119932 + (—3790553)2
e,
5011993
cosp= o = — 0, 7975800,
Vrr4y? o /50119932 + (—3790553)2
Dai temos
sing = —0,06032070 e cosy = 0,7975800.
Ou seja
@ = —37,100081° = —37°06"0, 2808.

Logo.

Longitude = 37°06”0, 2808.°W.

Assim as coordenadas geografica do ponto P sdo:

Latitude = 10°55”735.688S5 e Longitude = 37°0670, 2808.°TV.

Ap6s a pesquisa realizada no Google Maps, determinamos a localizacdo do usudrio como a
Biblioteca Central da Universidade Federal de Sergipe, localizada na cidade de Sao Cristévao -

SE. As informagdes recebidas estdo representadas nas figuras [2.11]abaixo.
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-10.92648,-37.10065

M Rotas a partir daqui
Rotas até aqui
¥ 0 quehaaqui?
Pesquisar nas proximidades
Imprimir
Adicionar um lugar que esté falta.

Adicione sua empresa

fistovao - SE, 49100-000

Fonte: www.google.com/maps

Solucéo do sistema (2.3.9)) via uso do Matrix Calculator

Além disso, podemos contar com o auxilio de ferramentas como calculadoras ou softwa-
res especializados para obtermos resultados mais precisos. Vamos agora verificar a solu¢cdo do
sistema anterior utilizando o '""Matrix Calculator', uma ferramenta gratuita disponivel no site
https://matrixcalc.org/pt /. A seguir, apresentaremos 0 passo a passo para utilizar a Calculadora
Matrix Calculator. Todas as imagens foram retiradas do site: https://matrixcalc.org/pt/.

Na figura [2.12]encontramos a pagina inicial.

Figura 2.12: Matrix Calculator - Pagina inicial.

<« C @ matrixcalcorg/pt/sluhtml e w O :
Matrix calculator n
Operagbes envolvendo Solugbes de Sistemas de Equacgdes Lineares

matrizes

n Entre os coeficientes de seu sistema, deixe 0os campos em branco se as varidveis ndo participam nos equagdes.
Soluges de Sistemas de

Equagdes Lineares v O sistema de equagbes

Calculadora de
X, =

determinantes W

Calculo dos autovalores

préprios e vectores

proprios

: ——
Teoria necessaria@ Celulas | &

Soluc#o utilizando o Método de Gau v | Solve

[ Mostrar nameros decimais Limpar

Agora na figura [2.13inserimos os valores e escolhemos o método para a resolugdo.
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Figura 2.13: Matrix Calculator - Inser¢do dos dados
Solugdes de Sistemas de Equagdes Lineares
Entre os coeficientes de seu sistema, deixe os campos em branco se as variaveis n&o participam nos equagdes.

O sistema de equagdes:

4,22 vy + -2,3 xp+  -3,18 x: = 33726553,08
4,62 x, + 1,36 1+  -2,98 x; = 21615305,50
2,8 % + 1,76 ¥;+ 2,18 X3 = 10806773,84

Células & + =

Solucdo utilizando o Método de Gau v | Sclve

Solucdo utilizando o Método de Gauss

Sclucdo utilizando o Método de Gauss-Jordan
Solucdo utilizando a Regra de Cramer

Solucéo utilizando o Método de la Matriz Inversa
Método de Montante

Solve by linear least squares method

Analise de existéncia de solucbes

Na figura [2.14]estdo o passo a passo da resolugéo pelo método de Gauus.

Figura 2.14: Matrix Calculator - Resolucdo primeira parte

(Algorithmo) & Transformar a matriz aumentada do sistema em uma matriz aumentada na forma escalonada:

—-23 -—159 | 843163827 —-23 —-159 843163827
0 =0 25 :| (*231) 10 50 2
X ; | 25 | "

ﬂ E —149 43230611 211 o 0 40913 529 0 (*140) o
50 25 50 2 10550 1055 50 211
231 140
14 44 -109 | 250169345 Ly=l5g )L~k | 14 a4 —w0e | 230169346 L3—| 537 [ L1—Ls
5 25 50 25 5 25 50 25

—159 843153827 211 -23 -159 843163827
50 5 ; 50 10 50 25
s2a | —151500215048 ' o oo 529 —161500215049
sy e s e i s ~ e o e o
1055 10550 o [ 232888 34668 10550 1055 10550
739 55 7 L3~ 35572 | L2—L 7| 61 :
40913 3 40913 2743 0 0
0550 1
211 23 158 43153827
Ly, — e, -, = etk i
50 10 2 50 25
40018 $ 5B clelsoaistds
10550 2 1055 2 10550 !
—1012457 614107818264
2045650 2 1022825

Por fim, na figura [2.15temos a resolugdo do sistema

Figura 2.15: Matrix Calculator - Resolu¢do segunda parte

o Da equacho 3 do sistema (1) obtemos a variavel x5:
—1012457 _ 614107818264
2045650 5= 1022825
x3=—1213104

Da equacéo 2 do sistema (1) obtemos a variavel x,:
40913 —161500215049 529 —161500215049 529 ( 71113104) :f155052594359

o

Xp= P
10550 10550 1055 10550 1055 10550
x=—3790553
o Da equacéo 1 do sistema (1) obtemos a variavel x;:
ﬁ_ 843163827 23 . E __ 843163827 | 23 a7 E _19 21057530523
— Xt o ( 3/90553)+SU (—1213104) s
%,=5011993
Resposta:
x,=b011993
x,=—3790553
x3=-1213104
5011993
Asolucéo geral: X=( —3790553
—1213104

O uso de recursos como esse € extremamente valioso, pois facilita e agiliza nossos cél-

culos, garantindo maior precisdo em nossos resultados.



Consideracdes Finais

Ao longo deste trabalho, exploramos a aplicacdo de sistemas de equagdes lineares ao
funcionamento do GPS, com uma abordagem matematica sélida que incluiu os conceitos de
matrizes, sistemas lineares, e a relac@o entre coordenadas cartesianas e geograficas.

O primeiro capitulo tratou de maneira detalhada os fundamentos de matrizes e sistemas
lineares. Foi possivel compreender a representacdo matricial de sistemas de equacdes lineares,
sua interpretacdo geométrica e as técnicas de resolugc@o, como eliminacdo de Gauss e a regra de
Cramer.

J4 no segundo capitulo, mergulhamos na histéria e no funcionamento do GPS. Inici-
amos com uma contextualizacdo histdrica, destacando o desenvolvimento do GPS desde sua
concepcao até se tornar uma ferramenta indispensavel em diversos setores da sociedade mo-
derna. Exploramos a arquitetura do sistema GPS, composta por uma constelacdo de satélites
em Orbita, a estacdo de controle e os receptores nos dispositivos que utilizam o GPS.

Além disso, compreendemos como a matemdtica tem um papel central no funciona-
mento do GPS. Os conceitos de geometria analitica e sistemas de equagdes lineares sao funda-
mentais para determinar a posi¢ao de um receptor.

Dessa forma, concluimos que a aplicacdo dos sistemas de equagdes lineares ao funci-
onamento do GPS € um tema de grande relevancia e complexidade, cujo estudo continuo e

aprofundado sdo fundamentais para o avanco dessa tecnologia tao presente em nosso cotidiano.
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