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Resumo

Neste trabalho é aludido o conceito de volume dos principais sélidos geométricos estudados no
ensino médio — modalidade de ensino a qual ele se destina. Nessa abordagem, priorizou-se o célculo
de volume do Prisma, da Pirdmide, do Cilindro, do Cone e da Esfera, em duas vertentes: principio
de Cavalieri — método muito presente nos livros didaticos da tultima etapa da educacao bésica e
o uso do processo de integracao como método alternativo nas dedugoes das férmulas de volume
dos sélidos aqui estudados. Também ¢é versado sobre a aplicacao do conceito de volume abordado
em algumas avaliagoes externas—OBMEP e ENEM; além de retratar a importancia histérica da
geometria espacial, seu ensino e sua aprendizagem tanto na vida escolar dos discentes quanto
no seu convivio social. Haja vista que foi feito um estudo de campo mostrando a aplicacdao do
conhecimento adquirido em sala de aula sobre o conceito de volume, seja ele empirico ou cognitivo,
e o impacto desse aprendizado na tomada de decisao de um cidadao que visa melhorar sua producao
de insumos alimenticios para criagdo de gado, sem perder de vista o custo/beneficio de todo esse
Processo.

Palavras-chaves: Sélidos geométricos. Volume. Aplicagao.



Abstract

In this work, the concept of volume of the main geometric solids studied in high school is
alluded to — the teaching modality for which it is intended. In this approach, priority was given
to calculating the volume of the Prism, the Pyramid, the Cylinder, the Cone, and the Sphere, in
two aspects: Cavalieri’s principle - a method very present in textbooks of the last stage of basic
education and the use of the process of integration as an alternative method in the deduction of
the volume formulas of the solids studied here. It is also versed on the application of the concept of
volume addressed in some external evaluations—-OBMEP and ENEM; in addition to portraying the
historical importance of spatial geometry, its teaching and learning both in the students’ school life
and in their social life. Considering that a field study was carried out showing the application of
knowledge acquired in the classroom on the concept of volume, whether empirical or cognitive, and
the impact of this learning on the decision-making of a citizen who aims to improve his production
of inputs food products for cattle raising, without losing sight of the cost/benefit of this whole
process.

Keywords: Geometric solids. Volume. Application.
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Introducao

Vivemos em um mundo fisico rodeado de formas, das simples as complexas, e cada uma delas tem
sua respectiva fungao nesse espago. Observar e compreender esse espaco para interagir e sobreviver
a ele é tarefa fundamental de cada cidadao que participa ativamente em sociedade resolvendo
problemas das diversas areas do conhecimento.

Segundo Ubiratan D’Ambrdésio (2002),

Individuos e povos tém, ao longo de suas existéncias e ao longo da histéria, criado e de-
senvolvido instrumentos de reflexao, de observacao, instrumentos materiais e intelectuais
para explicar, entender, conhecer, aprender para saber e fazer, como resposta a necessi-
dades de sobrevivéncia e de transcendéncia em diferentes ambientes naturais, sociais e

culturais.

E neste contexto de mundo rodeado de formas geométricas que surge a necessidade de se apro-
priar da ideia, conceitos e defini¢oes sobre volume de sélidos geométricos para construir solucoes
possiveis dentro do espago fisico o qual estamos inseridos. Haja vista, corriqueiramente sempre
nos deparamos com situagoes que exigem de nds tomada de decisao sobre formas e espaco, desde
situacoes elementares a melindrosas, como por exemplo: escolher um roupeiro que se adeque ao
espaco fisico do quarto, o tamanho da fossa séptica em regides que nao hé rede de saneamento
bésico, construcao de cisternas para armazenamento de agua, arquitetura, engenharia e nos mais

variados lugares na natureza.

O primeiro registro sobre volume data de 300 a.C. quando Euclides em sua obra “Os Elementos”
livro XII, apresenta como calcular o volume do prisma, do cilindro, do cone e da piramide. Por volta
de 200 a.C., Arquimedes foi o primeiro a tratar com rigor e elegancia uma expressao do volume da
esfera no livro “Superficie e volume do Cilindro e da Esfera”.

Intuitivamente, o volume de um sélido geométrico representa a quantidade de espago que ele
ocupa. KEsse modo intuitivo de definir volume é aceito desde os primordios, haja vista a sua
praticidade e facilidade em entendé-lo. Neste contexto, calcula-se o volume de um sélido geométrico

comparando-o com uma unidade de volume pré-estabelecida que normalmente é o volume de um

12



INTRODUCAO 13

cubo unitédrio, isto é, cubo de aresta que mede uma unidade de comprimento. O volume do sélido
é expresso pelo nimero de vezes que o volume do cubo unitario cabe no volume do sélido em
questdao. Porém, nem sempre o sélido geométrico permite tais comparagoes com a unidade de
volume estabelecida, por apresentar irregularidades em suas formas. Diante desse fato, houve
necessidade de se pensar em métodos mais gerais para calcular o volume de sélidos ditos irregulares.

Surge entao, alguns métodos como o Principios de Cavalieri, usado neste trabalho para justificar
as deducoes das férmulas do volume do prisma, da piramide, do cilindro, do cone e da esfera. E o
uso da ferramenta do cdlculo diferencial e integral - a integral definida; abordada aqui como pratica
alternativa nas demonstragoes das féormulas de volume de alguns sélidos geométricos.

O presente trabalho compoe-se de seis capitulos. No primeiro é feito uma breve abordagem
histérica sobre sélidos geométricos e o ensino e aprendizagem da geometria desses sélidos. No
segundo capitulo é apresentado os conceitos e defini¢oes sobre os principais sélidos geométricos
estudados no ensino médio e presentes nos livros didaticos para esta modalidade de ensino. J& o
terceiro capitulo, apresenta a ideia intuitiva de volume, acompanhada de uma sugestao de atividade,
um breve apanhado sobre Cavalieri e o calculo de volume dos principais sélidos: prisma, piramide,
cilindro, cone e esfera, através do principio de Cavalieri. No quarto capitulo, é anunciado algumas
aplicacoes sobre volumes dos sélidos, aqui ja4 mencionados, presentes em exames externos como
ENEM e OBMEP. Ja o quinto capitulo apresenta o uso da integral definida como pratica alternativa
nas demonstragoes das férmulas de volume de alguns sélidos geométricos. Por fim, o sexto e dltimo
capitulo, traz uma proposta de intervencao pedagogica através de uma pesquisa de campo que
oportuniza a aplicagao dos conceitos sobre volume, no dia a dia, fomentando a aprendizagem sobre

eles.

O que se propoe com este trabalho é deixar o registro de um texto que aborda a geometria
espacial, volume, em seu aspecto histérico, seu ensino, sua aprendizagem, sua aplicacao e ferra-
mentas para demonstracao de suas férmulas, para que possa servir de base na ministracao de aulas
na educacao basica, nao na sua totalidade, uma vez que no ultimo capitulo é utilizado a integral
definida como ferramenta alternativa na demonstracao das férmulas de volumes de alguns sélidos
geométricos, algo que, talvez, nao seja apropriado ao nivel de desenvolvimento de alguns alunos
dessa modalidade de ensino. Por outro lado, nao se propoe esgotar o objeto de estudo - volume dos

sélidos geométricos; pois o conhecimento é dinamico e mutavel.



Capitulo 1

Falando sobre (Geometria Espacial

Neste capitulo apresentamos um breve panorama histérico sobre a geometria espacial e a im-
portancia do seu ensino e do seu estudo na formacao do discente. Desde ja, destacamos que o
embasamento teérico, aqui apresentado, foi extraido de [3], [7], [10], [11], [13], [16], [19] e [27].

1.1 Um breve panorama histérico sobre a Geometria Espacial

De acordo com Boyer (2012), nao se pode, ao certo, expor enfaticamente onde se originou a
geometria plana e espacial, pois ha riscos de falha, haja vista de que o surgimento de muitos assuntos
matematicos remonta a escrita. Deste modo, todo o conhecimento que temos hoje se baseia em
documentos chamados de papiros. Dentre os principais podemos citar o “papiro de Rhind” e o
“papiro de Moscou”. Neles estao expostos problemas e suas solugoes.

Foi a partir dos ultimos seis milénios que o homem comecou a fazer registros de seus pensamen-
tos, descobertas e estudos. Informagoes sobre o homem pré-histdrico, por exemplo, baseiam-se em
interpretagoes a partir de alguns artefatos que chegaram até os dias atuais.

Para Eves (2004), o cdlculo do volume de um paralelepipedo reto retangulo ja era realizado pelos
babiloénios, como também, o volume de um prisma reto de base trapezoidal. Estes acreditavam que
a circunferéncia media o triplo do seu diametro e, a partir dai conclufam que # = 3. Admitiam,
também, que a area do circulo valia o duodécimo da drea do quadrado de lado igual a circunferéncia
dada. Assim, calculavam o volume de um cilindro como sendo o produto da area da base pela altura
e, de maneira equivocada, calculavam o volume de um tronco de cone e de um tronco de piramide

fazendo o produto da altura pelo semiperimetro das bases.

Notadamente, uma grande evolucao no estudo da geometria deu-se com a valorosa contribuicao

sistematica de Euclides, por volta de 300 a.C., na obra “Os Elementos”. Tal escrito sintetizava toda

14



1.1. UM BREVE PANORAMA HISTORICO SOBRE A GEOMETRIA ESPACIAL 15

a geometria conhecida até entao, sistematizada através do método légico-dedutivo, e que se tornaria
o livro-texto de maior relevancia em toda a histéria das ciéncias. Escrito esse que é considerado o

mais bem sucedido até a presente data.

Trabalho composto por 465 proposicoes distribuidas em 13 livros, “Os Elementos”, versa nos
livros XI, XII e XII sobre a geometria espacial. Porém, em particular, é no livro XII- composto por
dezoito proposicoes; que ele trata sobre o calculo de volumes de sélidos geométricos pela aplicagao do
método da exaustao. Boyer (2012) afirma que no inicio desse livro, estd presente uma demonstracao
do teorema que enuncia a seguinte afirmacao:

“As dreas de circulos estao entre si como os quadrados de seus didmetros.”

Neste trabalho, sdo calculados os volumes de piramides, cones, cilindros e esferas. E as deter-
minacoes rigorosas dos volumes desses solidos sao atribuidas, por Arquimedes - que viveu no periodo
287 a.C.-212 a.C.; a Eudoxo- 150 a.C.-100 a.C.; de quem provavelmente Euclides adaptou muito de

suas demonstracoes.

De acordo com Lima (2006), no livro XII de “Os Elementos”, nao existem férmulas fechadas

para a determinacgao de volumes e os principais teoremas demonstrados nele sao os seguintes:

As piramides e os primas de mesma base (ou mesma altura) estdo entre si como suas alturas

(ou bases);

Todo prisma triangular se decompoe em trés piramides equivalentes;

O volume de um cone é um terco do volume do cilindro de mesma base e altura;

Os cones e cilindros de mesma base (ou altura) estdo entre si como suas alturas (ou bases);

Os volumes de duas esferas estdo entre si como os cubos dos seus diametros.

De acordo com esses teoremas temos que os volumes do prisma e do cilindro sao diretamente
proporcionais a altura e a base dos mesmos. Dali, o volume é determinado pela relagao V =
k - (base) - (altura), onde k& é uma constante real. Ja os volumes do cone e da piramide sao

determinados pela expressao V' = — - (base) - (altura). Tomando o cubo unitdrio como unidade
padrao de volume, temos que k = 1. A partir dai, chegamos as férmulas atuais de volume desses
sélidos. Tais fatos evidenciam que Euclides ja era conhecedor do cdlculo de volume desses sélidos.

Ja o quinto teorema de Euclides afirma que o volume de uma esfera de raio R é dado pela
relacio V = X - R3. Para Lima (2006), o valor da constante A\ ndo foi mencionado por Euclides.

4
Porém, Arquimedes, mostra que A = §7r e conclui que o volume é dado pela expressao V = §7rR3,

isto é, como calculamos até entao.
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O valor m 2 3, 14 foi determinado por Arquimedes através do método classico de calculo baseado

em aproximagoes por poligonos regulares inscritos e circunscritos.

De acordo com Lima (2012), Arquimedes, contribuiu de forma significativa no desenvolvimento
da geometria espacial. Dentre essas contribuicoes, podemos citar a Esfera, o Cilindro, o Cone e
a Esferoide. Tais trabalhos evidenciam que foi ele, Arquimedes, o pioneiro na demonstracao do
calculo, de forma rigorosa e elegante, do volume e da area da superficie da esfera. Dando destaque
aos trabalhos de Arquimedes que tratam sobre volumes de sélidos, Lima (2012, p. 55) afirma que:

Sobre a esfera e o cilindro Arquimedes mostra que a superficie de uma esfera é quatro
vezes maior que a area do seu circulo méximo. Além disso, ele encontra a drea do
segmento de uma esfera qualquer, mostra que o volume de uma esfera é dois tergos do
volume de um cilindro circunscrito & mesma, e que a superficie esférica é dois tercos da

superficie de um cilindro circunscrito incluindo as suas bases. (Lima, 2012, p. 55)

Segundo Eves (2004), esse trabalho foi escrito em dois livros e é constituido de 53 proposigoes,
onde estd presente o teorema que determina as superficies de uma esfera e de uma calota esférica.
Um problema interessante apresentado nesse trabalho, é o de cortar uma esfera por um plano, de
modo que a razao entre os volumes dos dois segmentos esféricos obtidos seja igual a uma razao ja
conhecida. Porém, tal solucdo nao esta no texto.

Arquimedes resume alguns de seus resultados geométricos favoritos, nos estudos feitos sobre a
esfera e o cilindro, o elegante enunciado abaixo, do qual ele desejava ter representado na lapide do

seu tumulo:

“O cilindro que tem por base o maior dos circulos contidos na esfera e por altura o diametro
dessa esfera € igual a uma vez e meia a mesma esfera, e sua superficie, incluindo as bases, €
também igual a uma vez e meia a superficie da esfera”.

Em simbolos, o enunciado acima afirma que o volume e a superficie de uma esfera de raio R

tém as respectivas formulas:

V= §WR3 e S=4rR?

Vale lembrar que Herdao de Alexandria, que viveu no periodo de 10 d. C. — 75 d. C., foi outro
matematico que também deu sua valorosa contribuicao na determinacdo de volumes. Conforme
Eves (2004), Herao pode ter vivido no periodo entre 150 a.C. e 250 d.C.. Dentre os achados sobre
os trabalhos dele, destacamos seu trabalho intitulado “A métrica”, distribuido em trés livros. O
livro II de “A métrica” dispoe sobre o calculo de volumes das seguintes figuras: paralelepipedos,
prismas, piramides, cilindros, cones, troncos de cones e troncos de piramides, esferas, segmentos

esféricos, toros, os cinco sélidos regulares e alguns prismatoéides. Prismatéide é um poliedro cujos
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vértices pertencem a planos paralelos, e suas faces estao contidas nesses planos paralelos e sao
chamadas de bases do prismatdide, onde sua altura é definida como sendo a distancia entre esses
dois planos paralelos.

Um exemplo particular de férmula de volume de prismatéide determinada por Herao é dado
pela expressao

(a+c¢)-(b+d) n (a—c)-(b—d)

=h
v 4 12 ’

onde h é altura e as bases retangulares tém como pares de dimensoes as medidas a, b, c e d.

Notoriamente, os métodos desenvolvidos pelos mateméticos da Antiguidade para a determinacao
de volumes eram um tanto trabalhosos. Atualmente, a forma mais eficiente e genérica para a de-
terminagao dos volumes dos trés corpos redondos, a saber, cilindro, cone e esfera, é o calculo infini-
tesimal, com a integracdo de fungdes elementares. Consoante com Eves (2004), dos antigos, quem
mais se aproximou do sentido atual de integracao, por meio da aplicagao do método da exaustao foi,
sem duvidas, Arquimedes, sendo considerado um dos precursores do cédlculo infinitesimal, dando o
desenvolvimento inicial de alguns dos métodos do célculo integral.

Ja em meados do século XVII, com o desenvolvimento do calculo diferencial e integral, o célebre
Bonaventura Cavaliere exerceu uma grande contribuicao para o desenvolvimento do calculo infi-
nitesimal com seu livro “Geometria dos Indivisiveis”, em que considerava uma regiao plana como
sendo a uniao de cordas paralelas e um sélido como sendo a uniao de placas planas paralelas. Nesse
trabalho ele enuncia o seu conhecido Principio de Cavalieri. As ideias de Cavalieri influenciaram

de forma considerdvel Leibiniz.

Para finalizar esta revisao histérica, vale ressaltar que o calculo diferencial e integral atual
foi desenvolvido por Newton e Leibniz, e isso se deu na segunda metade do século XVII, tendo
como referéncias os trabalhos introdutérios de Fermat! e Descartes?, bem como os trabalhos nesse

contexto dos demais matematicos da antiguidade, principalmente Arquimedes.

1.2 Importancia do ensino de Geometria Espacial

A Geometria é um conhecimento importante, tendo uma vasta aplicacao em situagoes do nosso
cotidiano. O trabalho com a Geometria possibilita o desenvolvimento de habilidades como as de vi-
sualizar, experimentar, representar, além de instigar a criatividade e imaginagao. Essas habilidades,

dentre outras, colaboram com o entendimento das representacoes geométricas.

!Pierre de Fermat viveu entre 1601 e 1665.
2René Descartes viveu entre 1596 e 1650.
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Na visao de Oliveira (2007, P.03), descreve que: “O ensino de Geometria é um dos processos
didaticos que requer maior sensibilidade do professor, pois trabalha a unido das formas visuais com
os conceitos e propriedades”. O objeto de estudo da Geometria Espacial, segundo as normas da
Base Nacional Curricular Comum, deve ser visto no 32 ano do Novo Ensino Médio. Nos livros

didéticos, geralmente, divide-se nos seguintes topicos:

e Geometria espacial de posicdo — Uma introducao intuitiva,;
e Poliedros: prismas e piramides;

e Corpos redondos: cilindro, cone e esfera.

Em geral, a Geometria é uma area da Matemadtica que é vista em algumas escolas como uma
disciplina a parte, inclusive com professores diferentes, o que faz com que os alunos sigam, vendo-a
apenas como mais uma disciplina, o que acaba desvinculando a Geometria da Matematica para
uma parcela do alunado. Além disso, outro fato que ocorre, em algumas escolas, é que os profes-
sores simplesmente “deixam” de lado a Geometria, e quando transmitem o conteido geralmente
ficam apenas na parte da Geometria Analitica, talvez um pouco da Geometria Plana, sendo assim
a Geometria Espacial acaba sendo esquecida de certa forma. Fazendo com que possamos encontrar
alunos que nao sabem diferenciar uma figura plana de um sdélido espacial, chegando a chamar um
cubo de quadrado. Ao longo da nossa vida escolar, aprendemos (ou deveriamos ter aprendido),
varios conceitos que nos permitiriam compreender a Geometria Plana de uma forma mais com-
pleta. Se ela nao for bem compreendida, as deficiéncias irdao tornar mais dificeis o aprendizado da

Geometria Espacial, visto que estd se processa em um universo mais rico e exigente.

Segundo Bernardi (2011), entende-se que a sensibilidade do professor exerce uma grande in-
fluéncia no ensino de Geometria pelo fato de que, ela transmite valores e comportamentos por meio
dos procedimentos e das nogoes didaticas do mestre. Visto que é necessario trabalhar a Geometria
Espacial em sala de aula de maneira mais lidica, assim, fazendo os alunos enxergarem de ma-
neira mais concreta do que se trata cada elemento de um sélido geométrico, procurando facilitar o
aprendizado integrando o alunado com o contetido visto.

1.3 Importancia do estudo da Geometria Espacial

Vivemos em um mundo rodeado de formas geométricas especialmente a espacial, seja na na-
tureza ou no cotidiano. Dai, surge a necessidade de se apropriar dos conhecimentos da geometria
espacial para obter a formulacao matematica destes objetos, padronizando e classificando conforme
suas formas.
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Esse elo entre a teoria e a pratica é fundamental para a aprendizagem, na qual devemos conhecer
vérios elementos bésicos que constituem essa importante parte da matematica que é a geometria
espacial. Batizada como a ciéncia do espago, ela favorece nogoes bésicas que nos dao suporte para

explorar cada vez mais as figuras tanto geometricamente como algebricamente.

A geometria espacial é a drea da matematica que estuda as figuras tridimensionais, onde tem
porcao finita e sao limitados por superficie planas e curvas, além das areas, volumes, propriedades
e relagoes. Ela é, em primeiro momento, apresentada ao aluno a partir da geometria plana, en-
fatizando na grande maioria a figuras planas, como quadrado, circulo e o tridngulo dando menos

énfase a tridimensionalidade.

Historicamente a geometria é uma area da matematica que ficou na grande maioria das vezes
como um segundo plano dentro das escolas, especialmente nas ptblicas. De acordo com Lorenzato
(1995) existem duas razoes principais para isso: a priorizagao de explicar os contetdos algébricos,
pois sao eles que preenchem a grande maioria dos livros didéaticos e outro caso de maior ascensao era
a bagagem que muitos professores nao tinham na sua formacao e com isso acabavam acarretando
um déficit na qual em grande parte deixa o aluno seguir para a série seguinte sem completar a
grade curricular da série estudada.

Ja para Pavanello (1993), o abandono do ensino da geometria é causado devido ao contexto
histdrico-politico, pois em 1971 foi promulgada a lei 5692/71 em que professor deixou de ter au-
tonomia para elaborar o seu préprio roteiro de contetido, prejudicando nao sé os professores, mais
em grande parte o alunado, devido ao fato de sempre deixar a geometria para ultima unidade, e
nao havendo tempo suficiente, ndo era trabalhada de forma adequada, ficando sempre para série
seguinte essa lacuna.

Outro fator histérico é que a geometria nao era trabalhada de forma interdisciplinar com outras
matérias, nem com outros contetidos correlacionados, de forma que a aula era mondtona e muitas
vezes deixava os alunos confusos, como afirma Almouloud (apud Machado, 2003, p.125). No ensino
fundamental o contelddo geométrico como é trabalhado com uma faixa etdria pouco questionadora
deixa de orientar um futuro pesquisador. E papel do professor dinamizar o conteido se conectando
com uma didética pedagdgica que lhe influenciard e deixar de ser um aluno nao participativo para

transformaé-lo num ser que apenas possua o conhecimento e sim que saiba aplicd-lo no seu cotidiano.

Por isso essa pesquisa tem como proposta resgatar os alunos do ensino médio através de uma
pesquisa de campo associadas a construcao das maquetes que serao aplicadas numa série do 2° ano
do ensino médio de uma escola particular na cidade de Remanso-BA, com o objetivo serd que os
participadores tornem pesquisadores e logo questionadores das formas geométricas estudadas, na
qual poderao alcangar uma melhor visualizacdo e representagao das formas geométricas buscando
uma correlacdo com o seu dia a dia fazendo com que os mesmos tenham uma melhor aplicabilidade.

Sabe-se que a Geometria, segundo Ferreira (1999, p.983)
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é ciéncia que investiga as formas e as dimensbes dos seres matemdticos” ou ainda “um
ramo da matemadtica que estuda as formas, plana e espacial, com as suas propriedades,
ou ainda, ramo da matemdtica que estuda a extensdo e as propriedades das figuras

(geometria Plana) e dos sélidos (geometria no espago) (Ferreira, 1999, p. 983).

Etimologicamente a palavra geometria (geo+metria) significa “medigao da terra”. Ela faz parte
da vida do ser humano desde a antiguidade, onde os egipcios deixaram magnificos documentos
escritos, nos quais revelam os primeiros registros dos conhecimentos geométricos. Embora existam
outras geometrias é a geometria Euclidiana que prevalece dentro dos estabelecimentos, pois “estuda
as propriedades das figuras e dos corpos geométricos enquanto relagoes internas entre os seus
elementos, sem levar em consideracao o espago” (Nacarato; Passos, 2003, p. 24). Os Parametros
Curriculares Nacionais (PCNS) destacam a importancia desse ramo da matemadtica que também
serve de instrumento para outras dreas do conhecimento:

O aluno desenvolve um tipo especial de pensamento que lhe permite compreender, des-
crever e representar, de forma organizada, o mundo em que vive. [...] O trabalho com
nogoes geométricas contribui para a aprendizagem de ntimeros e medidas, pois estimula
a crianga a observar, perceber semelhancgas e diferencas, identificar regularidades e vice-
versa. Além disso, se esse trabalho for feito a partir da exploragdo dos objetos do mundo
fisico, de obras de arte, pinturas, desenhos, esculturas e artesanato, ele permitird ao aluno
estabelecer conexoes entre a Matemdtica e outras dreas do conhecimento (Brasil, 1997,
p- 39).

Por isso a partir das maquetes possibilitamos que o aluno explore, construa, explore, represente,
discuta, investigue e perceba as inimeras propriedades fundamentais para a construgao do conhe-
cimento matematico espacial, de toda essa combinacao o aluno consiga habilidades para explorar
toda a figura.

Segundo Fiirkotter e Morelatti (2009, p. 29) apontam “é cada vez mais indispensavel que as
pessoas desenvolvam a capacidade de observar o espago tridimensional e de elaborar modos de
comunicar-se a respeito dele, pois a imagem é um instrumento de informagao essencial no mundo

moderno”.



Capitulo 2

Conceitos e definicoes de alguns
Solidos Geométricos

Neste capitulo abordamos os conceitos e defini¢ées dos principais sélidos geométricos estudados
no Ensino Médio tais como: prisma, piramide, cone, cilindro e esfera. Apresentamos também alguns
elementos de maior relevancia nos respectivos sélidos que serao retomados no préximo capitulo para

demonstracao de determinados modelos matematicos necesséarios para calculo de volumes.

2.1 Prisma

Definigao 2.1.1. Dados os planos « e 3, distintos e paralelos, uma reta v secante aos planos «
e B e o poligono contido em «. Denomina-se prisma o sélido geométrico formado pela reuniao de
todos os segmentos de reta paralelos a r em que uma extremidade é um ponto do poligono e a outra
extremidade pertenca ao plano 3.

Figura 2.1: Prisma

21
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Os principais elementos que compoem os prismas sao: vértices, bases, altura, arestas da base,
arestas laterais e faces. Na figura 2.1, temos:

1. Os vértices sao os pontos Aj, A, As, ..., A, e A, AL AL, ... AL

2. As bases sao os poligonos AjAsAs... A, e AJALAL .. Al

3. A altura(h) é a distancia entre as duas bases.

4. As arestas da base s@o os segmentos Aj Ay, AsAs, ..., A,_1A,; AJAL ALAL, . AL AL

5. As arestas laterais sdo os segmentos Ay A}, A2 A, ..., A, AL.

6. As faces s@o os poligonos A1 A} As Ay, As A5 A3AS, ..., An 1Al ARA].

2.1.1 Classificagao dos Prismas

Classificamos os prismas de acordo om o angulo entre as arestas laterais e as bases, podendo

ser retos ou obliquos.

1. Prisma Reto
Um prisma é reto quando as arestas laterais sao perpendiculares aos planos das bases. Neste

caso, as faces laterais sao retangulos.

] Iﬁ‘5
A ' I
{ ! : Ay
| LA, Ay
| i
.'L" ""; o
"By Bs[~-... 8
B 4
B B

Figura 2.2: Prisma reto

2. Prisma Obliquo
Um prisma é obliquo quando as arestas laterais nao sao perpendiculares aos planos das bases.
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Figura 2.3: Prisma Obliquo

3. Prisma regular
Um prisma ¢ regular quando é reto e os poligonos que representam suas bases sao poligonos
regulares. Neste caso, as faces laterais sdo quadrilateros congruentes.

Figura 2.4: Prisma regular

2.1.2 Seccao de um Prisma

Definicao 2.1.2. Denomina-se seccao de um prisma a interseccao do prisma com um plano distinto
dos planos das bases que intersecta todas as arestas laterais.

=7 -
h-ansveraal

,ix

Figura 2.5: Seccao transversal do prisma

O resultado de uma secg@ao de um prisma é um poligono com vértices em cada aresta lateral.
Se o plano que secciona o prisma é paralelo as bases, a seccao é chamada de secgao transversal e o
poligono resultante dessa seccao é congruente as bases.
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Se o plano que secciona o prisma é perpendicular a todas as arestas laterais, a seccao é dita
seccao reta.

Secgdo reta

Figura 2.6: Seccao reta do prisma

Observacgao 2.1.1. As seccdes reta e transversal em um prisma reto coincidem.

2.1.3 Natureza de um Prisma

A natureza de um prisma sera dada de acordo com o poligono de sua base. Se sua base for um
triangulo sera dito prisma triangular; se sua base for um quadrilatero sera dito prisma quadrangular;

se sua base for um pentagono sera dito prisma pentagonal e, assim sucessivamente.

Prisma Prisma Prisma Prisma
triangular quadrangular pentagonal hexagonal

Figura 2.7: Prismas

Os primas quadrangulares que tém por bases os paralelogramos formam um subconjunto im-
portante de prismas que sao os paralelepipedos. O paralelepipedo que é um prisma reto é chamado
de paralelepipedo reto. Ja o paralelepipedo que além de reto tem bases retangulares é chamado
de paralelepipedo reto retangulo, ou ortoedro, ou bloco retangular conforme alguns autores de li-
vros didaticos. O ortoedro fica perfeitamente determinado pelas medidas de suas trés arestas que
concorrem em um ponto: O comprimento (a), a largura (b) e a altura (c¢) aos quais chamamos de
dimensoes do ortoedro. Todo paralelepipedo reto retdngulo que tem base quadrada e medida da
altura igual ao lado dessa base, é chamado de cubo (dimensoes a, a,a). O cubo tem todas as arestas
com mesma medida. Observe as figuras 2.8 e 2.9.
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C a
b ' a
a
Paralelepépedo reto retingulo de o abo
dimensdes a,bec u
Figura 2.8: Paralelepipedo reto retangulo Figura 2.9: Cubo

2.2 Piramide

Definicao 2.2.1. Considere o poligono A1A3As... A, contido no plano o e um ponto V ndo
pertencente a . Denomina-se piramide o sélido geométrico formado pela reunido de todos os

segmentos de reta que tém uma extremidade no ponto V e a outra em um ponto do poligono

A1A2A3 .. A,

Neste texto, convenciona-se como notagao de piramide a expressao Va, a,4,..4, , onde 'V € o

vértice e o poligono A1AsAs ... A, € a base.

Figura 2.10: Piramide

2.2.1 Elementos de uma Piramide
Na piramide acima, pode-se identificar os seguintes elementos:

1. A base é o poligono A1 A3A3... A,.

2. O vértice é o ponto V.

3. As faces sao os tridngulos A1 A2V, As A3V, ..., A, 1A,V.

4. As arestas laterais sao os segmentos de reta A1V, A5V, ... A, V.

5. As arestas da base sao os segmentos de reta A1 Az, AsAs, ..., An_14,.

6. A altura (h) é dada pela distancia entre o vértice e o plano da base.
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2.2.2 Classificacao ou Natureza de uma Piramide

A classificagao de uma piramide é estabelecida de acordo com o poligono de sua base, ou seja

—_

. Na piramide triangular a base é um tridngulo.
2. Na piramide quadrangular a base é um quadrilatero.

3. Na piramide pentagonal a base é um pentégono.

S

. Na piramide hexagonal a base é um hexdgono, e assim sucessivamente.

Pirdmide Triangular ~ Pirdmide Quadrangular Pirémide Pentagonal

Figura 2.11: Piramides

Definicao 2.2.2. Define-se como piramide reqular a piramide que tem wm poligono regular na sua

base. Neste caso, o centro da base € dado pela projecao ortogonal do vértice sobre o plano da base.

Figura 2.12: Piramide regular

Em uma piramide reqular as faces laterais sao triangulos isosceles congruentes e a altura relativa
ao lado da base de uma face é chamada de ap6tema da piramide, representado na figura acima
por m’. A distancia do centro da base a qualquer aresta da base, chama-se apétema da base,

representado na figura acima por m.
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2.2.3 Seccao de uma Piramide

Se um plano distinto do plano da base intersecta todas as arestas laterais de uma piramide em
pontos distintos do vértice, diz-se que houve uma seccao dessa piramide. No caso desse plano ser
paralelo ao plano da base da piramide, a secgdo é denominada secgao transversal e o poligono

gerado por esta seccao é semelhante ao poligono da base.

Figura 2.13: Seccao da piramide

2.3 Cilindro

Definigao 2.3.1. Considere um circulo de raio v e centro O contido num plano «, um plano
B paralelo a a e uma reta s secante aos dois planos. Denomina-se cilindro o sélido geométrico
formado pela reunido de todos os segmentos de reta paralelos a s, que tenham uma extremidade

num ponto do circulo e a outra extremidade no plano 3.

5///(

Figura 2.14: Cilindro

2.3.1 Elementos do Cilindro

No cilindro acima, tem-se
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1. As bases sao os circulos contidos nos planos « e 5.

2. As geratrizes sdo os segmentos de reta que tém uma extremidade em um ponto da cir-
cunferéncia do circulo contido no plano « e a outra num ponto da circunferéncia do circulo
contido no plano .

3. A altura é a distancia entre os planos das bases.
4. O raio é o raio da base.

5. O eixo é o segmento de reta que tem suas extremidades nos centros das bases.

2.3.2 Classificagcao dos Cilindros

Os cilindros sao classificados de acordo com a posicao entre as geratrizes e os planos das bases.

1. Se as geratrizes do cilindro forem obliquas aos planos das bases, ele serd chamado de cilindro
obliquo.

Figura 2.15: Cilindro obliquo

2. Se as geratrizes do cilindro forem perpendiculares aos planos das bases, ele serd chamado de
cilindro reto.

Figura 2.16: Cilindro reto



2.3. CILINDRO 29

2.3.3 Seccao de um Cilindro
Seccgao transversal. Se um plano paralelo aos planos das bases de um cilindro o intersecta,
diz que essa seccao é transversal.

Seccao meridiana. E a seccao que contém o eixo do cilindro. Da seccao meridiana de um
cilindro reto obtém-se um retangulo que tem a base igual ao diametro da base do cilindro e a altura

igual a altura do cilindro.

Da seccao meridiana de um cilindro obliquo, obtém-se um paralelogramo. Quando o angulo
formado pela base do cilindro e pelo plano da seccao meridiana é equivalente ao angulo formado

pelas geratrizes com o plano da base a seccao é um retangulo.

segao transversal ’
g

T

se¢io meridiana
Figura 2.17: Seccoes do cilindro

Cilindro Equilatero

Definicao 2.3.2. Um cilindro reto é dito equildtero quando sua altura € congruente ao diametro
de sua base. A seccao meridiana de um cilindro equildtero é um quadrado de lado igual a altura

dele.

didmetro da base = 2r

altura=2r * « quadrado de lado 2r

Figura 2.18: Cilindro equilatero
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2.4 Cone

Definicao 2.4.1. Sendo C wum circulo de centro O e raio r contido no plano o e A um ponto
nao pertencente a «, define-se como cone o solido geométrico formado pela reunido de todos os

segmentos de reta que tém uma extremidade em A e a outra em um ponto do circulo C'.

Figura 2.19: Cone

2.4.1 Elementos do Cone

Da figura 2.19, pode-se identificar:

e A Base é o circulo C.

e O Vértice é o ponto A.

e A Altura é a distancia do vértice A ao plano da base.
¢ O Raio da base é o raio do circulo C.

e O Eixo é o segmento de reta AO.

e A Geratriz (g) ¢ qualquer segmento que tem uma extremidade em A e a outra na circun-
feréncia da base.

2.4.2 Classificagcao dos Cones

A classificacao de um cone é definida de acordo com a posicao do seu eixo em relacao ao plano
da base.

1. Se o eixo do cone for perpendicular ao plano da base serd dito cone reto.
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Observagao 2.4.1. Somente no caso do cone reto as geratrizes apresentam o mesmo com-
primento.

Figura 2.20: Cone reto

2. Se o eixo do cone for obliquo ao plano da base sera dito cone obliquo.

Figura 2.21: Cone obliquo

2.4.3 Seccao de Cone

Seccao transversal. E a seccao feita por um plano paralelo ao plano da base que intersecta
todas as geratrizes em pontos distintos do vértice. Da seccao transversal de um cone obtém-se um

circulo paralelo ao circulo da base.

Secgao meridiana. E a seccao feita no cone por um plano que contém o seu eixo.
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Seccdo transversal

Secgdo meridiana

Figura 2.22: Seccoes do cone

Observacgao 2.4.2. A seccao meridiana em um cone reto € um tridngulo isdsceles.

Figura 2.23: Seccao meridiana no cone reto

Observagao 2.4.3. Se a seccao meridiana de um cone reto for um triangulo equildtero, o cone €

chamado de cone equildtero.

Figura 2.24: Cone equilatero
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2.5 Esfera

Definigao 2.5.1. Dados um ponto O e um segmento de reta com medida R, denomina-se esfera de
centro O e de raio R o conjunto de todos os pontos P do espago tal que d(O, P) < R, onde d(O, P)

denota a distancia de O a P.

Observagao 2.5.1. A esfera também pode ser considerada como solido de revolucdo gerada pela
rotacdo de um semicirculo em torno de um eizo que contém o seu diametro.

Figura 2.25: Esfera

2.5.1 Seccao da Esfera

A seccao feita por um plano secante a uma esfera é um circulo.

Figura 2.26: Seccao da esfera

Observagao 2.5.2. Se o plano secante a esfera contém o seu centro d = 0, a sec¢do € chamada

de circulo maximo da esfera.
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Figura 2.27: Circulo maximo da esfera

34



Capitulo 3

Volume

E a partir deste capitulo que estd a esséncia deste trabalho, pois o objetivo é apresentar con-
ceitos, principios, dois modelos matematicos — Principio de Cavaliere e Integral definida; para a
demonstragao das férmulas de volume dos principais sélidos geométricos trabalhados no ensino
médio: prismas, piramides, cilindros, cones e a esfera; a abordagem de alguns problemas que sao
comumente vistos em avaliagbes externas — ENEM e OBMEP; e, principalmente, uma proposta
de intervencao. Aqui sugerimos, também, a utilizacdo do material dourado, em sala de aula, para

justificar a ideia intuitiva de volume de um cubo.

3.1 Breve histdorico sobre Cavaliere

Francisco Cavalieri (1598 - 1647) nasceu em Mildo, na Itélia, e adotou o nome de Bo-naventura
quando entrou para a ordem Jesuitica, em 1615. De familia nobre, Cavalieri seguiu paralelamente
a carreira religiosa e a atividade cientifica. Discipulo de Galileu Galilei (1564 - 1642), por indicacao
deste veio a ser catedratico, desde 1629, da Universidade de Bolonha, ao mesmo tempo que era
o superior do monastério de Sao Jeronimo. Cavalieri foi também astréonomo, mas, se ainda é
lembrado, isso se deve em grande parte ao método dos indivisiveis que desenvolveu a partir de
1626.

Cavalieri nao definia, em suas obras sobre o assunto, o que vinham a ser os indivisiveis. Segundo
ele, uma figura plana seria formada por uma infinidade de cordas paralelas entre si e um sélido
geométrico por uma infinidade de seccoes planas paralelas entre si - a essas cordas e as essas seccoes

ele chamava de indivisiveis.

O método dos indivisiveis foi desenvolvido por Cavalieri a partir das ideias de Arquimedes,
investigando como calcular areas e volumes de figuras curvas. A ideia central desse matemético foi

35
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a de olhar para uma drea como um numero infinito de segmentos de reta equidistantes e para um
volume como uma infinidade de dreas planas. Cavalieri chamou esses elementos de indivisiveis da

area e do volume.

Essa teoria permitia que se encontrasse rapidamente e com exatidao a area e o volume de muitas
figuras geométricas, porém fora duramente criticada na época. Segundo seus criticos, a teoria nao
se mostrava suficientemente embasada. Mal sabiam estes que o principio de Cavalieri seria um dos
pilares do que hoje se conhece como cédlculo integral, o que de fato, ajudou no desenvolvimento da

teoria do calculo.

3.2 Areas e volumes pelo principio de Cavaliere

O Principio de Cavalieri é considerado pelos pesquisadores como axiomas de uma maneira
intuitiva, sendo sintetizado em dois enunciados equivalentes para as regides do plano e outra para

a regiao do espaco, como segue:

Segundo Eves (2004), os principios de Cavalieri sdo assim enunciados:

1. Se duas porgoes planas sdo tais que toda reta secante a elas e paralela a uma reta dada
determina nas porgoes segmentos de reta cuja razdo é constante, entdo a razdo entre as
areas dessas porcoes é a mesma constante.

2. Se dois sélidos sao tais que todo plano secante a eles e paralelo a um plano dado
determina nos sélidos secgOes cuja razao é constante, entao a razao entre os volumes

desses sélidos é a mesma constante. (p. 426)

Observe:

8 S,

/— ...... o W

Area(0LNSy) = Area(0LNS;) => Vg, = Vg,

Figura 3.1: Tlustragao do Principio de Cavaliere. Fonte: Colegao Profmat Geometria- SBM

De acordo com a Colecao Profmat Geometria- SBM, o Principio de Cavaliere se considerar dois
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sélidos quaisquer que possuem a mesma altura e seccionarmos estes sélidos a uma mesma altura
qualquer, se as seccoes possuirem sempre as mesmas areas, concluimos que os volumes destes sélidos
sao iguais. Isso reduz o calculo de volumes ao célculo de areas, para isso devemos comparar as areas
da seccoes obtidas nos s6lidos paralelos ao plano das suas bases, sendo que esses s6lidos deverao

ter mesma altura e devem ser considerados sobre o mesmo plano.

3.3 Volumes no Ensino Médio pelo principio de Cavalieri

Com o desenvolvimento e a necessidade da humanidade, surgiram véarias propostas de como
calcular volumes de sélidos geométricos, dentre elas temos a apresentacao classica de Fuclides,
aperfeigoadas por autores modernos como Legendre e Hadamard, utilizacdo do Célculo Infinitesimal
e o Principio de Cavalieri. A utilizada na prética no ensino médio sob a forma de axioma é o principio
de Cavaliere que é intuitivamente aceitavel e reduz os argumentos necessarios para obtencao das
formulas de volumes de alguns sélidos.

No formato de axiomas, a utilizagao desse principio exige conhecimentos elementares da ma-
tematica, no qual os alunos através das montagens das maquetes adquirem competéncias no ra-
ciocinio espacial, no qual sera aplicada no Célculo Integral no célculo de volumes.

3.4 Ideia intuitiva de volume

O volume de um sélido representa a quantidade de espaco ocupado por ele. Para medir o
espago ocupado por um soélido é necessario comparar a quantidade desse espaco com uma unidade
de volume. O resultado dessa comparacao é um niimero que exprime quantas vezes o sélido contém
a unidade de volume estabelecida. Como convengao, estabelece-se como unidade de volume um
cubo cuja aresta mede uma unidade de comprimento, chamado cubo unitdrio. Assim, o volume de

um sélido S deve ser o nimero que exprime quantas vezes o solido S contém o cubo unitério.

Propriedades de Volume de Sdlidos

1. Sélidos congruentes tém volumes iguais;

2. Se um sélido S é a reuniao de dois sélidos S’ e S” que nao tém pontos interiores comuns,
entao o volume de S é a soma dos volumes de S’ e S”;

3. Se dois ou mais sélidos tem o mesmo volume, sao chamados de sélidos equivalentes.



3.5. SUGESTAO DE ATIVIDADE DIDATICA 38

3.5 Sugestao de Atividade Didatica

Para mostrar, de forma pratica a ideia de volume, o professor podera utilizar material dourado
que é composto de cubos, placas, barras e cubos unitarios, instigando o aluno a pensar sobre a
quantidade de cubinhos necessarios para preencher uma barra, em seguida quantas barras compoem
uma placa, depois quantas placas sao necessarias para formar o cubo e, por fim, quantos cubinhos
cabem no cubo. A partir disto, iniciam-se os calculos para determinar o volume do cubo, pois
ele é formado por dez placas, a placa é formada por dez barras e a barra é formada por dez
cubos unitérios, cada cubo unitdrio possui 1 ¢m? de volume. A barra é composta de 10 cubos
unitdrios, portanto, seu volume é 10 - 1 em3 = 10 em?. J4 a placa é composta por dez barras, logo
tem volume 10 - 10 e¢m? = 100 ¢m3, e o cubo é formado por dez placas, o seu volume é igual a
10 - 100 cm3 = 1000 em? .

Figura 3.2: Material dourado

3.6 Volume do Paralelepipedo Retangulo

Seja o paralelepipedo retangulo PR de dimensdes a,b e c.

Figura 3.3: Paralelepipedo

Representando seu volume por V(a,b,c) e adotando como unidade padrao de volume o cubo
unitario, ou seja, outro paralelepipedo de dimensdes 1,1, 1, com volume V(1,1,1) = 1, e sendo
o volume de um paralelepipedo retangulo é proporcional a cada uma de suas dimensoes, isto €,
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mantendo-se constantes a largura e a altura e multiplicando o comprimento por um niimero natural
n, o volume ficard também multiplicado por n, ou seja, V(na,b,c) = n.V(a,b,c).

AR
.

E] a a a

Figura 3.4: Paralelepipedos justapostos

Sendo a, b e ¢ as dimensoes de um paralelepipedo retangulo, tem-se:

V(1,1,1) 1
<V(l-a,1,1) = a-1
< V(a,1-b,1) = a-b
< Via,b,1-¢) = a-b-c

< V(a,b,c) abe.

Concluindo, se a - b representa a area da base do paralelepipedo e ¢ a medida da altura, entao
o volume de um paralelepipedo retangulo pode ser enunciado assim: O volume do paralelepipedo
¢é dado pelo produto da area da base pela medida da altura, ou seja,

Vpr=Ap-h

Observagao 3.6.1. Um cubo pode ser considerado como um paralelepipedo reto-retangulo no qual
as trés dimensoes sao iguais. Sendo a a medida da aresta, sua representac¢io é P(a,a,a) e as
deducoes das formulas podem ser obtidas a partir das formulas aplicadas aos paralelepipedos retos-

retangulos.

Figura 3.5: Cubo
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Dai, a medida do volume € dada por

V. = a-a-a

3.7 Volume do Prisma

Considere um paralelepipedo reto-retangulo PR de altura h e area da base apoiado em um
plano «. Considere um prisma reto P de altura h e de area da base apoiado no mesmo plano a.
Note que o paralelepipedo e o prisma tém alturas congruentes e bases equivalentes. Em seguida,
tome um plano (3, paralelo a a. Quando 3 secciona PR, também secciona P, resultando dessas
secgoes os poligonos B e B), respectivamente.

== A

Figura 3.6: Seccao transversal do paralelepipedo e do prisma

Como a secgao é transversal, os poligonos By e B, By e B) sao congruentes, logo B} = By,
Bl = By. Mas By = By = A, assim B = B, = A. Dado que Bj é equivalente & B}, suas dreas sdo
iguais. Pelo principio de Cavalieri, o prisma P tem volume igual ao volume do paralelepipedo PR.
Entao
Vp =Vpgr .

Posto que o volume de um paralelepipedo é dado pelo produto da drea da base pela medida da
altura, tem-se Vp = Ay - h. Dai, pode-se enunciar:

O volume de um prisma é o produto da drea da base pela medida da altura, ou seja,

Vp = Ay h (3.1)
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3.8 Volume de uma Piramide

Para demonstrar a férmula do volume da pirdmide é necessario fazer algumas consideracoes

preliminares.

I. A razao entre as areas de figuras semelhantes é igual ao quadrado da razao de semelhanga.

Demonstragao. Considere os triangulos semelhantes ABC e A’B’C’ de modo que a razao de seme-

lhanca do 12 triangulo para o 22 triangulo seja igual a k.

Figura 3.7: Tridangulos semelhantes

Calculando as éreas dos triangulos ABC e A'B'C’, tem-se

a -k
2

>

a .

ApaBe = e Aparpor =

[\D ‘

s

Assim, a razao entre as dreas dos triangulos ABC e A'B'C’ é

a-h
AABC I2/:“ L A N
Asaper @ W al-hd W
2

II. Duas Piramides triangulares de bases equivalentes e mesma altura tém volumes iguais.

Demonstragao. Tome duas piramides triangulares apoiadas num mesmo plano com poligonos das
bases P; e P, respectivamente. Sendo as bases de mesma drea [A(P;) = A(P2)] e as piramides de

mesma altura h.



3.8. VOLUME DE UMA PIRAMIDE 42

Figura 3.8: Piramides seccionadas

Seccionando transversalmente as duas piramides por um plano paralelo ao plano da base, a
uma distancia z dos seus vértices, tem-se que os poligonos S1 e Py, Se e P», as piramides Viapc e
Viargior, Vorar € Vaprqr g sao semelhantes, respectivamente. Considerando a razao de semelhanca

X xr

entre as alturas das piramides igual a k, tem-se 7 = k, entao k? = (5)2. Assim, se P ~ S e
P, ~ Sy, entao

Disto segue que
A(S1) _ A(S:)

AP)  A(Pr)

Dado que A(P) = A(P), entao A(S1) = A(S2). Dal, como os poligonos das secgbes apresentam a

mesma area, pelo Principio de Cavalieri, conclui-se que as pirdmides tém volumes iguais. O

III. O volume de uma piramide triangular é igual a % do produto da area da base pela medida
da altura.

Demonstragao. Considere o prisma triangular ABC A’B’'C’ abaixo de volume V = Ay - h.

Figura 3.9: Seccao do prisma em piramides triangulares
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Seccionando-se este prisma pelos planos AB'C’' e ABC’, obtém-se as piramides triangulares
Axpcr,Chpe e C'ygp- Nas piramides Ay prcr e Cy g as bases sao equivalentes (mesma area) e
as alturas sao congruentes. Plo item II., as piramides A pcr € Clypo tém o mesmo volume, ou
seja,

VAA’B’C’ = VAA’B’C’

Note que nas piramides C’y 5~ € Bapcr (que também podem ser escritas como Capcr € By gor)
as bases s@o equivalentes e as alturas tém a mesma medida, pois a distancia do vértice C' ao plano
ABC’ é igual & distancia do vértice B’ ao plano ABC’. Assim, temos que as piramides C’y 5 €
Bapcr tém o mesmo volume, logo

Vo

Ao VBABC’ )
Disto tudo, tem-se

Vaywe =Vor, . =Vor = Vp,

ABC ABB/

onde pt denota a piramide triangular.
Logo, o volume do prisma € igual a soma dos volumes das trés pirdmides triangulares. Assim

Vo = Ve + Ve + Vi

S A -h = 3-Vy
1
@%t = §Abh

Feitas essas consideragbes, pode-se deduzir a expressdo (féormula) para calcular o volume de

uma piramide qualquer. ]

3.9 Volume de uma Piramide Qualquer

Considere uma piramide de vértice V', base A1 AsAs--- A, de drea Ay e altura h.
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Figura 3.10: Volume da piramide

Dividindo-se o poligono A;AsAs--- A, da base em (n — 2) triangulos, tem-se que a piramide
VA, Ay A5 4, se transforma em (n — 2) piramides triangulares de altura h, cujas bases sdo os (n — 2)
triangulos de dreas Sy, 52,53 - Sp—2. Sendo assim, o volume da piramide V4, 4,45...4,, € a soma
dos volumes das (n — 2) piramides triangulares.

1
Pelo item I11. vimos que o volume de cada pirdmide triangular é dado por V,; = 3 -Ap-h. Entao

1 1 1 1
= =-Sih+=Sh+ =S3h+...+ =S,_2h
Vem 351 + 352 + 353 +...+ 35 2

1
= 5(51+52+S3+...+Sn72)h
Como Ap = (S1+ S2+ S5+ ...+ Sp_2), entao
1
VPM:§'Ab‘h

Conclusao: O volume de uma piramide qualquer é igual a um tergo do produto da area de
sua base pela medida da altura.

3.10 Volume do Cilindro

Considere um cilindro de raio da base r e altura h, cuja base esteja apoiada em um plano « e
um prisma quadrangular de aresta da base ry/7 e altura h também apoiado no plano « e contido

no mesmo semiespaco do cilindro.
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51 =i :
' h

Figura 3.11: Seccao do prisma e do cilindro

Note que as areas das bases tanto do cilindro quanto do prisma sao iguais. Chame as areas da
base do cilindro e da base do prisma de Sy = A e S1 = A, respectivamente. Do estudo de prisma
sabe-se que V), = Ay - h, ou seja, V), = 7- r2 . h. Qualquer plano paralelo a a que seccione o cilindro,
secciona também o prisma, originando dessa seccao regioes planas equivalentes as bases, tanto no
cilindro quanto no prisma, pois a secgao é transversal. Chame as dreas dessas regioes de Sj e S,
respectivamente. Assim a drea Sj ¢ igual a drea da base do cilindro e a area S| é igual a area da
base do prisma. Se Sy = A = 51, 5) = A = 5]. Assim, pelo Principio de Cavalieri o cilindro tem
volume igual ao volume do prisma, ou seja,

Ver = Vp

= 1-12.h

Entao, o volume do cilindro pode ser enunciado assim:

O volume de um cilindro de raio da base r e altura h é dado pelo produto da area

da base pela medida da altura, isto é,

Vo =m-12-h

3.11 Volume de um cone

Para deduzir a formula do volume do cone considere uma piramide de altura h; = h e area da
base by = b e um cone de altura he = h e area da base by = b apoiados em um mesmo plano com

vértices V7 e V5 nao pertencentes ao plano da base, respectivamente.

Note que o cone e a piramide tém alturas congruentes e bases equivalentes (mesma érea). Se um
plano paralelo ao plano da base, intersecta o cone a uma distancia k do vértice, também intersecta
a piramide a uma distancia k£ do seu vértice, gerando secgoes semelhantes as suas respectivas bases,

de dreas b} na piramide e b, no cone.
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Figura 3.12: Seccao do cone e da piramide

Sabendo que a razao entre as suas areas é o quadrado da razao de semelhanca, entao
v, (k)
by h
2
b _ (kT
b h

/ b/ b/ /
Dai, tem-se que — = -2, como b; = by = b, vem que —+ = -2
b1 b9 b b
tem-se b] = bl isto significa que as secgoes tém a mesma drea. Logo, pelo Principio de Cavalieri o

. Multiplicando a igualdade por b,

cone tem volume igual ao volume da piramide, ou seja,

Ven = Veur .

Como o volume da piramide é % - Ay - h, conclui-se que:

O volume de um cone é dado por um terco do produto da area da base pela medida

da altura.

Ven =5 -Ap-h

3.12 Volume da Esfera

Para a deducgao da férmula do volume da esfera, é preciso utilizar um sélido que ja se saiba a
férmula para calcular o seu volume e que quando seccionado por um plano gere uma regiao que
tenha a mesma drea que a seccao na esfera feita pelo mesmo plano. O sélido usado nessa deducao
é a anticlepsidra, que ¢é o sélido obtido retirando-se dois cones de um cilindro equilatero de raio R
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de bases coincidindo com as bases do cilindro e de vértices comuns coincidindo com o centro do

cilindro.

2R

Figura 3.13: Anticlepsidra

Assim, o volume da anticlepsidra é dado por

V.

anticlepsidra Ver —2-Ven

1
= W.R2-2R—2-§w-R2-R

o - R3

= 97-R3—
4 3

67 R®— 27 - R3
3

47 - R3
3

Deduzida a férmula para o volume da anticlepsidra, pode-se deduzir a férmula para o volume da

esfera. Considere uma esfera de raio R e uma anticlepsidra obtida de um cilindro equilatero de
raio R sobre um mesmo plano e no mesmo semiespago. Considerando um plano « paralelo ao
plano da base, que seccione a esfera a uma distancia d do seu centro, esse mesmo plano secciona a

anticlepsidra a uma distancia também d do seu centro.



3.12. VOLUME DA ESFERA 48

/

Figura 3.14: Seccao da esfera e do cilindro

Na esfera, a seccdo é um circulo de raio . Entdo, sua drea A é A = 7 - 12, como R? = r? + d?
temos que 2 = R? — d?, o que implica que

A =n(R*—d?

Assim, chamando essa drea de Ay, tem-se que A; = 7 - (R%2 — d?). Na anticlepsidra, a seccio é

&

Figura 3.15: Coroa circular

uma coroa circular de raios R e d.

Note que M N PQ, figura 3.13, é um quadrado em que PM e N(@Q sao suas diagonais, as quais
se intersectam no centro formando angulos retos. Note também que o triangulo VM N é isosceles
e VO ¢ bissetriz do angulo do vértice V. Assim, o triangulo VO'S também ¢ isdsceles, pois se ele
é reto em O', o angulo no vértice V mede 45°, entao o angulo no vértice S também mede 45°, logo
VS é a base do triangulo isésceles VO'S e VO' = O'S, logo med(VO') = med(O’'S) = d. Dali, a
rea da coroa circular Ay é dada por Ay = 7 - (R? — d?). Dessa forma A; = Ay. Pode-se concluir,

através do Principio de Cavalieri, que a esfera tem volume igual ao volume da anticlepsidra, isto é,

Ve = Vanticlepsidra
A7 - R3

3 )
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sendo R o seu raio.
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Capitulo 4
Aplicacoes

Este capitulo é dedicado a abordagem de alguns problemas envolvendo calculos de volumes de
solidos geométricos, e que estao presentes em avaliacoes externas, como por exemplo nas provas do

ENEM e da OBMEP.

4.1 Pequeno histérico sobre a OBMEP

A Olimpiada Brasileira de Matemdtica das Escolas Publicas (OBMEP) é um projeto nacional
produzido anualmente desde o ano de 2005, dirigido as escolas publicas e privadas brasileiras,
realizado pelo Instituto de Matemaética Pura e Aplicada - IMPA, com o apoio da Sociedade Brasileira
de Matematica — SBM, e promovida com recursos do Ministério da Educacao - MEC e do Ministério

de Ciéncia, Tecnologia e Inovagao — MCTI. Ela tem como objetivos principais:

e Estimular e promover o estudo da Matematica;

e Contribuir para a melhoria da qualidade da educagdo bésica, possibilitando que um maior

numero de alunos brasileiros possa ter acesso a material didatico de qualidade;

e Identificar jovens talentos e incentivar seu ingresso em universidades, nas areas cientificas e

tecnologicas;

e Incentivar o aperfeicoamento dos professores das escolas publicas, contribuindo para a sua

valorizacao profissional;

e Contribuir para a integracao das escolas brasileiras com as universidades publicas, os institutos

de pesquisa e com as sociedades cientificas;

e Promover a inclusao social por meio da difusdo do conhecimento.

50
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A prova é composta por duas fases, a saber: fase 1 prova objetiva e fase 2 prova discursiva; em
trés niveis: nivel I corresponde aos alunos do 62 e 72 anos, nivel IT alunos do 82 e 92 anos e nivel I1I
estudantes do ensino médio. A selecao para participar da fase 2 é feita em cada escola participante
desse projeto.

4.2 Pequeno histoérico sobre o ENEM

O Exame Nacional do Ensino Médio (Enem) é uma prova de admissao a educac@o superior
realizada pelo Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira (INEP),
autarquia vinculada ao Ministério da Educacao do Brasil. Foi criado em 1998 com objetivo inicial
de ser um avaliador do aprendizado dos alunos de Ensino Médio em todo o Brasil e auxiliar na
melhoria do ensino brasileiro, além de influenciar mudancas no curriculo dessa modalidade de

ensino.

A partir de 2004, o resultado desse exame passou a ser utilizado para o acesso ao ensino superior
em universidades publicas brasileiras. Mas somente no ano de 2010 foi que o Ministério da Educacao
(MEC) desenvolveu um sistema denominado Sistema de Selegdo Unificada (SISU) para esse fim.
Em 2014, o Enem era o maior exame vestibular do Brasil, em ntimero de inscritos, e o segundo

maior do mundo.

Atualmente a prova também é feita por pessoas com interesse em ganhar bolsa integral ou
parcial em universidade particular através do Programa Universidade para Todos (ProUni), ou para
obtencao de financiamento através do Fundo de Financiamento ao Estudante do Ensino Superior
(Fies). Ela é versada sobre quatro dreas do conhecimento: Linguagens, Matemética, Ciéncias da
Natureza, Ciéncias Humanas; além de uma redacao.

4.3 Exemplos

Exemplo 4.1. (OBMEP-2014) Alvaro resolveu fazer uma limpeza na caiza d’dgua reserva que ele
tem em casa. Essa caiza tem a forma de um bloco retangular, com as dimensdes mostradas na
figura abaizo. Em uma das etapas da limpeza, depois de lavd-la e esvazid-la completamente, Alvaro
deverd colocar dgua limpa na caiza, até um nivel de dez centimetros, e, em sequida, adicionar dgua

sanitdria a essa dgua limpa, na propor¢ao de um litro para cada mil litros de dgua (1 : 1000).
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1.0m

: “60 cm

15m

Quantos mililitros de dgua sanitdria Alvaro utilizard nessa etapa da limpeza?
Passos para a solugao do problema
12 passo: Determinar o volume de dgua presente na caiza d’dgua.

O volume em questdo corresponde ao volume de um bloco retangular com dimensées 1,5 m, 60 cm
e 10 em, conforme a figura abaizo.

10 cm { /50 cm

15m

Convertendo todas as dimensoes para metros, teremos um bloco retangular com dimensoes
1,5 m,0,6 m e 0,1 m. Dai, calculamos o volume de dgua. Faremos isto calculando o volume
do bloco retangular de dimensoes 1,5 m;0,6 m e 0,1 m. Assim, temos

V =1,5-0,6-0,1=0,09m* de dgua. (4.1)

Agora, vamos converter 0,09 m® em litro. Sabemos que 1 m3 = 1000 L, entdo
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1 0,09
1000 T
==z 1000 - 0,09
— 90 {

Logo, ha no reservatorio 90 litros de dgua.
22 passo: Determinar a quantidade de dgua sanitdria que deverd ser utilizada.

A recomendagdo € que a dgua sanitdria deve ser diluida na proporc¢ao de um litro para cada
mil litros de dgua limpa. Assim, para atender a concentracdo equivalente a 1 : 1000, Alvaro deverd

utilizar:

oy
1000 90
o, = 9
Y= o000
=y = 0,09 litros de dgua sanitdria.

Note que 1 litro equivale a 1000 mililitros, entdo temos que

0,09 = 90ml

Portanto, Alvaro vai adicionar de 90ml de dgua sanitdria ¢ dgua presente na caiza d’dgua.

Exemplo 4.2. (OBMEP- 2019) Uma porta giratdria medindo 2,0m de altura por 76cm de largura
gira um quarto de volta em torno de suas dobradicas. Qual o volume do sélido descrito por ela?

FExpresse o resultado em metros cibicos e em centimetros ciubicos.
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""""""" o T

Passos para a solugao do problema

12 passo: Notar que o solido descrito pela rotagao da porta depois de ela girar um quarto de
volta corresponde a um quarto de um cilindro circular reto de raio 76cm e com 2,0m de altura,
conforme a figura abaizo.

/ 2\
76 em mf\ 76 em \\
— |
\ y /
\ V. /
y'l //
¢
2m
L
20 passo: Calcular o volume desse sélido em m?> ou em®. Vamos optar em calcular, primeiro,
em? e, em sequida, converter para m>. O volume do sdlido descrito pela rotacdo da porta, em cm?,

pode ser assim calculado:
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(nr?) - h
4

(7 - 76%) - 200
4

= m-76%50

= 2888007

%

288800 - (3, 14)

=V 906832 c¢m?

%

Agora, para converter em m? basta-nos multiplicar o resultado obtido, em cm?, por 0,000001.
Como lem? equivale a 0,000001m>. Entdo, temos

V &~ (906832) - (0,000001)
=V 0,906832 m?>

Q

Portanto, o volume do sdlido gerado pela rotacdo da porta é aprozimadamente 906832 cm? que
equivale a 0,906832 m?3.

Exemplo 4.3. (OBMEP-2008) Na marcenaria do seu Joaquim, qualquer pedacinho de madeira que
sobre de alguma encomenda € aproveitado. Depois da entrega de uma grande encomenda, seu Joa-
quim percebeu que sobraram vdrios pedacos de madeira, na forma de paralelepipedos retorretangulos
com dimensoes ‘Gecm por 15e¢cm por 20em”. Também para aproveitar restinhos de tinta, ele pintou
0s paralelepipedos e resolveu montar cubos para decoracdo com os paralelepipedos coloridos.

Quantos desses paralelepipedos coloridos serao necessdrios para que seu Joaquim monte o menor
cubo possivel, mantendo o tamanho original dos pequenos paralelepipedos?

Passos para a solugao do problema
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12 passo: Supor o cubo de medida de aresta igual a l, em cm, no qual I seja a menor medida

possivel, conforme a figura abaizo.

22 passo: Calcular a medida | da aresta do cubo suposto.

Como o tamanho original dos paralelepipedos deverd ser mantido, entdao as medidas 6cm, 15¢m
e 20cm deverao caber no comprimento | em dos lados do cubo a ser montado. Assim, | é um
maultiplo de 6,15 e 20. Mas seu Joaquim vai montar o menor cubo possivel, entdo | é o minimo

maltiplo comum entre 6,15 e 20, ou seja, | = mme(6,15,20).

Dai, fatorando simultaneamente os numeros 6,15 e 20, obtemos o mmec deles:

6 15 20 |2
3 15 10| 2
3 15 5|3
1 5 515
1 2x2x3x5=060

Logo, | = 60cm e o menor cubo que o seu Joaquim consequird montar com esses paralelepipedos

inteiros deve ter lados medindo 60 centimetros.
32 passo: Determinar a quantidade de paralelepipedos utilizados na montagem de cada cubo.

Note que o volume de um paralelepipedo de arestas medindo a,b e c € dado por V =a-b-c, e
que o volume de um cubo (caso particular de um paralelepipedo) de aresta medindo | € dado por
V=111, ou seja, V = I3.

Assim,
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e O volume de cada paralelepipedo utilizado € 6 - 15 - 20 = 1800 cm?;

e O volume de um cubo a ser montado € 60° = 216000 cm?>.

Dessa forma, se n for o numero de paralelepipedos utilizados na montagem de cada cubo, seque
que:

1800n = 216000

N 216000
n =

1800
=n = 120.

Portanto, seu Joaquim utilizarda 120 paralelepipedos na montagem de cada cubo de decoracao.

Exemplo 4.4. (Enem 2016) Em regioes agricolas, é comum a presenca de silos para armazena-
mento e secagem da producdo de graos, no formato de um cilindro reto, sobreposto por um cone, e
dimensaes indicadas na figura. O silo fica cheio e o transporte dos grdos € feito em caminhédes de

3

carga cuja capacidade é de 20 m>. Uma regido possuit um silo cheio e apenas um caminhao para

transportar os graos para a usina de beneficiamento.

Utilize 3 como aprorimacao para .

O numero minimo de viagens que o caminhao precisard fazer para transportar todo o volume
de graos armazenados no silo €7

Passos para a solugao do problema



4.3. EXEMPLOS 58

12 passo: Decompor a figura dada em duas outras (cone e cilindro), determinar seus volumes,
e, através da soma dos volumes das figuras decomposta, obter o volume da figura original.

Temos que:

1 1 1
. Vconez§Ab‘h=§7rr2'h=5-3-32'3:277713.

. Ay-h=mr?-h=3-32.12=324m> .

cilindro =
Assim, o volume da figura original € dado por:

V. = Veone+ Vcilindm
—V = 27+324=2351m?3

22 passo: Calcular o niumero minimo de viagens que o caminhdo precisard fazer para trans-
portar todo o volume de graos armazenados no stlo.

Sabemos que a capacidade do caminhdo é de 20 m® em cada viagem. O nimero de viagens
necessdrias ¢ calculado pela divisao de 351 m> por 20 m?, pois necessitamos saber a quantidade,
inteira, de vezes que o numero 20 cabe no numero 351. Dai, temos 351 : 20 = 17,55. Como a
resposta deve ser um mumero inteiro, entdo, neste caso, devemos pegar o primeiro inteiro maior

que o resultado obtido.

Portanto, o numero minimo de viagens que o caminhdao precisard fazer para transportar todo o
volume de graos armazenados no silo € 18.

Exemplo 4.5. (OBMEP-Adaptada-2018) Uma lata medindo 20cm x 10em x 10em, sem tampa, €
sustentada por um suporte, de modo que uma de suas arestas mais curtas fique apoiada no plano
horizontal e as arestas mais longas formem um angulo de 45° com o plano horizontal, conforme
mostra a figura. Suponha que um liquido seja colocado na lata, até a altura h em relacdo ao plano

horizontal, também como indicado na figura.
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Determine a altura mdzrima que esse liquido pode atingir e, o volume quando isso ocorrer.

Passos para a solugao do problema

12 passo: Determinar altura h, mdxima, notando que essa altura atingida pelo liquido € igual

ao cateto de um triangulo retangulo isosceles de hipotenusa medindo 20 cm.

20

Logo, aplicando o teorema de Pitdgoras, e sabendo que h é um numero inteiro positivo, temos:

h2+h2 = 202
= 2h% = 400
400
=h =
2
=h = +/200
=h = 102

Portanto, a altura mdzima atingida é 10v/2 cm.

22 passo: Note que o volume da lata que deixa de ser preenchido quando o liquido atinge a

altura mdzrima, € o volume de um prisma triangular que € igual a metade do paralelepipedo retangulo

de aresta iguais a 10 cm.
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Sendo assim, o volume procurado € dado pela diferenca entre o volume da lata e o volume

correspondente a metade do paralelepipedo retangulo de aresta de arestas iguais a 10 cm. Dad,
temos que

Vv )
B paralelepipedo
Vprocumdo = Viata — 9
_ 90.10.10— 29-10-10
2
= 200 — 500
= Vprocurado = 1500 cm?.

Portanto, o volume de liquido, no instante em que ele atinge a altura mdzima, é de 1500 cm?3.

Exemplo 4.6. (OBMEP-2017) Dois reservatdrios, ligados por um fino tubo em sua parte inferior,
contém o mesmo volume de dgua, com diferentes alturas, conforme mostrado na Figura 1. Abrindo-
se a torneira do tubo, a dgua escoa, de modo que as alturas das colunas de dgua se tornem iguais.
O nivel de dgua do reservatdrio esquerdo baiza x cm e o nivel de dgua do reservatdrio direito sobe
y cm, conforme indicado na Figura 2.

Figura 1 Figura 2
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Qual € a altura h, em cm, da dgua em equilibrio?
Passos para a solugao do problema
12 passo: Calcular o volume de dgua presente, em cada cilindro, da Figura.

Note que o volume de dgua €, sequndo o enunciado do problema, o mesmo em ambos os cilindros
da Figura 1, mas as dreas das bases deles, assim como as alturas atingidas pela dgua, sao diferentes.
Dai, representando por V1 e Ay, respectivamente, o volume e a drea da base do cilindro a esquerda
na Figura 1 e por Vo e As, respectivamente, o volume e a drea da base do cilindro a direita da
mesma figura, podemos escrever:

i = W
! > (4.3)
= Ar-(h+z) = Az-(h—y)
22 passo: Notar a igualdade entre o volume de dgua que desce de um reservatorio e o volume
de dgua que sobe no outro, estabelecendo uma relacdo entre eles.

Vcigua que desce V(igua que sobe (4.4)

= A1z = Ay

3° passo: Dividir (4.3) por (4.4) e determinar a altura h.

Ar-(ht+x)  Ay-(h—y)
Ay Az -y
h —

N +tr h—y
T Yy

=z(h—y) = ylh+z)

=hrxr—2y = hy+uay
=hr—hy = zy+azy
=h(x—y) = 22xy
~h - 2xy
T -y

2zy

Portanto, a altura procurada, em cm, é h = .
=Yy
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Exemplo 4.7. (ENEM-2022) Uma empresa produz e vende um tipo de chocolate, macico, em
formato de cone circular reto com as medidas do diametro da base e da altura iguais a 8 cm e
10 c¢m, respectivamente, como apresenta a figura.

10 em

Devido a um aumento de preco dos ingredientes utilizados na producdo desse chocolate, a em-
presa decide produzir esse mesmo tipo de chocolate com um volume 19% menor, no mesmo formato
de cone circular reto com altura de 10 em. Para isso, a empresa produzird esses novos chocolates

com medida do raio da base, em centimetro, igual a 4 cm.
Passos para a solugao do problema
12 passo: Determinar o volume do cone dado.

Sabemos que o volume de um cone é dado por

V=c A h.
3 b

Seja V1 o volume do cone dado, cujo altura mede 10 cm e raio da base igual a 4 cm. Dai, temos

1 1
V1:§-7r-42-10:$cm3

22 passo: Determinar o volume do cone reduzido. Seja Vo o volume do cone reduzido.
Como reduzir 19% corresponde a um fator multiplicativo igual 1-0,19 = 0,81, entao temos que

V2 = (0,81)-W

160
= (0,81)- TW
= (43,2)7 cm?

32 passo: Determinar a medida do raio da base do cone reduzido.
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Seja R a medida do raio da base do cone reduzido, cuja altura mede 10cm. Utilizando o volume

encontrado no 22 passo da resolucao do problema, vamos determinar a medida de R.

1
V2:§'Ab'h == (43,2)7’1’

1
;»g-w-m-m = (43,2)7
:?}# = 43,2
= R? = 12,96

=R = /12,96, pois R>0
=R = 3,6cm.



Capitulo 5

Uso da ferramenta integral definida
como pratica alternativa para
demonstrar as formulas de volume dos

solidos geométricos

Neste capitulo trazemos a demonstracao das formulas de volume dos principais sélidos geométricos
estudados no ensino médio, através da ferramenta integral definida, como prética alternativa, em
virtude de que os livros didaticos para essa modalidade de ensino, usa especificamente o Principio

de Cavaliere como abordagem exclusiva para a demonstragao de tais férmulas.

5.1 O método da integracao para o calculo de volumes

Dado um sélido S, seccionando-o transversalmente em dreas conhecidas, tomando o eixo trans-

versal as sec¢oes planas como sendo o eixo x, para facilitar o entendimento.

Considerando o sélido compreendido por dois planos perpendiculares ao eixo das abscissas

contendo, respectivamente, as retas perpendiculares x = a e z = b, conforme a figura 5.1.

64
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Figura 5.1: Secgao transversal do sélido S

Seja P uma partigao de [a, b] dada por

e A(z), a drea da secgao transversal ao eixo x, para cada elemento z de [a, b], podemos aproximar

o volume procurado por

VaY (5.1)

onde V; é o volume de um sélido cuja érea da base é A(t;), com t; € [x;—1,x;], e altura Az; =
x; — z;—1, medida ao longo do eixo z, ou seja, V; = A(t;)Ax;. Assim, podemos afirmar que:

=1

Fazendo n — oo, temos que Ax; — 0 e, dai, definimos:

n—00 4

n
V= lim Y At:)Az;, (5.3)
i=1

ou seja,

V= /bA(a:)das (5.4)
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5.2  Volumes do Paralelepipedo reto retangulo e do prisma

Teorema 5.2.1. O volume de um paralelepipedo reto retangulo de dimensoes a,b e ¢ é dado pelo

produto de suas dimensoes, ou seja, V = abc.

Demonstragdo. Seja um paralelepipedo reto retangulo de dimensoes a,b e c¢. Transportemos este
paralelepipedo para o plano cartesiano ortogonal xOy de modo que as arestas de direcbes a e ¢
estejam contidas nos eixos = e y respectivamente e, consequentemente, um dos seus vértices esteja
na origem do sistema conforme a figura 5.2.

Vo

Figura 5.2: Paralelepipedo reto retangulo e o sistema cartesiano Oy

Observamos que o plano Pz determina no bloco retangular uma seccao transversal retangular
de drea igual a b- ¢, para qualquer x € [0, al, ou seja, A(z) = b-¢, Vx € [0,a] . Aplicando a defini¢ao
de volume por integracao com os limites de integracao iguais a 0 e a, obtemos que

vV = /b-cdw
0
= b-c/ dzx
0

V = b-cla—0)=abe

De forma andloga, calculemos o volume de um prisma de base hexagonal com area da base igual
a A(B) e altura igual a h. Fazendo o transporte do sélido para o sistema cartesiano ortogonal xOy.
Observemos a figura 5.3, que mostra o sélido transportado para o sistema Oy de modo que o eixo
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x esté contido no plano de uma das bases, o eixo y seja perpendicular ao plano da base e um dos

vértices do prisma é a origem do sistema cartesiano ortogonal.

b 4

Figura 5.3: Prisma hexagonal e o sistema 2Oy

Nesse caso, vemos que o plano Py, é perpendicular ao eixo y e intersecta o prisma, determina
uma secgao transversal hexagonal no prisma, cuja drea é igual a A(B) para qualquer y € [0, h],
ou seja, A(y) = A(B), Yy € [0, h]. Entao, para fins de célculo, tomaremos a secgdo determinada
por Py, uma vez que o prisma estd na posicao vertical. Observemos que, nesse caso, a variacao da
secgao transversal estd ocorrendo no eixo y. Assim, aplicando a definicao de volume por integracao
com os limites de integracao iguais a 0 e h, temos que

h
V = /OA(B)dy

= A(B) /Ohdy

(5.6)
h
= A(B)-y
0
= A(B)(h—0)=A(B)h.
Dai concluimos que o volume do prisma de base hexagonal é igual a V = A(B)h. O

O processo feito acima pode ser aplicado para qualquer prisma de base genérica, pois para todo
prisma a area da seccao transversal é constante e igual a drea das bases. Nessas condigoes, de modo
geral, seu volume é dado por V' = foh A(B)(h —0)dz = A(B) - (h —0) = A(B) - h.
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Os argumentos acima demonstram o teorema seguinte, que generaliza a férmula para o calculo

do volume de um prisma.

Teorema 5.2.2. O volume de um prisma € igual ao produto da drea da base (A(B)) pela medida
da altura (h). Em simbolos:
V =A(B)h (5.7)

5.3 Volume da piramide

Iniciaremos essa se¢do com um exemplo particular que servird como motivagao a demonstracao

geral.

Consideremos uma piramide regular cuja altura mede h unidades de comprimento, e a base
é um quadrado de lado com [ unidades de comprimento. Inicialmente, colocamos o vértice da
pirdAmide na origem do sistema cartesiano ortogonal de modo que o eixo x intersecte a base no
centro da mesma, como indicado na figura 5.4. E facil ver que todo plano Pz, é perpendicular ao
eixo das abscissas no ponto x € [0, h], intersecta a piramide de acordo com um quadrado com lado
de comprimento s. Percebemos, pelo esquema abaixo, utilizando semelhanca de tridngulos, que o

comprimento s pode ser escrito em funcao de .

0

) —
/ 'J:

h \J

Figura 5.4: Piramide no sistema cartesiano xOy e uma sec¢ao transversal

Pela semelhanca de tridangulos, temos que
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Dessa forma, podemos dizer que a drea da seccao transversal em certo ponto z € [0, h] é igual a
lz\* 2
_ 2 _ _ 2
Alx) =s" = < h) =13% (5.8)

Como a piramide estd entre os planos paralelos Py e Py, sao perpendiculares ao eixo x, pelo

processo de integracao temos que seu volume é

vztﬁAmm

hl2

2
; ﬁx dx

(5.9)

Teorema 5.3.1. O volume de uma piramide é igual a um ter¢o do produto da drea da base A(B)

pela medida da altura (h). Em simbolos:

V=2-.AB)h. (5.10)

Demonstragao. A demonstracdo da féormula para o volume de uma pirdmide qualquer é feita de
forma andloga ao caso da pirdmide quadrangular. De modo geral, para uma piramide de base B
qualquer e de altura h, posicionada no sistema cartesiano como o exemplo anterior, o plano Pz,
que é perpendicular ao eixo x no ponto z, ird determinar uma secgao transversal na piramide na
forma de uma regiao poligonal B’ que serd uma figura homotética a base B com razao ¥.

Assim, as regides B’ e B sao figuras semelhantes com razao de semelhanca igual a 7. Sabemos
que figuras semelhantes estdo entre si como o quadrado da razao de semelhanca. Assim sendo,
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temos que Az) ) A(B’) ) . )
AB)  A(B) <h>2 (5.11)
=A@ = (3) -4m).

Agora que sabemos o valor da area da seccao transversal em funcdo de, podemos entdo deter-
minar o volume da piramide como segue:

A(B) [
_ 152) /0 22du (5.12)
A 28"
- 575,
_ AB) B 1
Vo= Sy =g ABR

O]

Para um maior aprofundamento nos conceitos de semelhanca, bem como na defini¢cao de homo-

tetia e estudo de seus teoremas, sugerimos ao leitor a leitura de Lima (2006).

5.4  Volume do Tronco de piramide

Teorema 5.4.1. O volume de um tronco de piramide com drea da base maior igual a B, drea da
base menor igual a b e altura com medida h € dada por

Vzg(BnL\/ﬁer) (5.13)

Demonstragao. Consideremos um tronco de piramide com &rea da base maior igual a B, drea da
base menor igual b e altura h. Posicionemos esse sélido no plano cartesiano ortogonal xOy de
forma que um dos pontos da base maior esteja na origem de xOy e que ela esteja contida no plano
perpendicular ao eixo y pela origem. A figura 5.5 serve apenas como uma ilustracao auxiliar para
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a demonstragao da férmula do volume do tronco de piramide.

Yd\

Figura 5.5: Esquema para determinagao do volume do tronco de piramide

Na figura acima, temos que A(y) é a drea da seccdo transversal determinada pelo plano Py,
plano esse que é perpendicular ao eixo das ordenadas no ponto y € [0, k], intersectando o tronco

segundo um poligono e a medida H representa a altura da piramide.

Os poligonos de &reas b, A(y) e B sao figuras homotéticas. Portanto, sdo semelhantes, logo,

temos os seguintes resultados.

H-h —h
__hB
=T

0 3= () =
(7

Q) §:<H>2:>\\/§:HH:>H\/§—h\/B:H:>H(\/§—\/5):h\/§

4

2 2
H-—y _ Y\, 2 15
= ( I ) :>A(y)—(1—ﬁ> b—<1—Hy+H2y>B

Assim, temos que | 1 —

sz ) B. Usando esses dois resultados, podemos determinar o
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volume do tronco de pirdmide como segue:

V—/hA()d —/h -2y L) B
=/, y)dy = ; 7Yt Y Y

1 1 h
— B T2 .3
s

1 1
— B(h—=h?+ —h
(2= 5+ )

Substituindo o resultado de (i) em (ii), temos:

2
VB-vb, 1 (VB-VD)
Vo= Blh= St g Sk

- Bh—\/E(\/E—\/E)th%(B—%/E\/Ber)h

(5.14)
= Bh— Bh+ VBVbh
%(B —2VBVb+ b)g [3\/§\/6+ (2\/§\/13+ b)}
vV o= g(3+@+b>
0

5.5 Volume do cilindro circular reto e obliquo

Teorema 5.5.1. O volume de um cilindro circular reto de raio r e medida da altura igual a h €
dado por

V =7r?h (5.15)

Demonstragao. Consideremos um cilindro circular reto de altura com medida igual a h unidades e
raio da base medindo 7 unidades de comprimento. Posicionemos os eixos coordenados do sistema
cartesiano Oy de maneira que a origem do sistema coincida com o centro de uma das bases do

cilindro e a altura desse cilindro seja medida ao longo do eixo positivo y, observado na figura 5.6.
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C

Figura 5.6: Cilindro circular reto e o sistema cartesiano xOy

Logo, todo plano Py intersecta o cilindro de acordo com uma seccao transversal em forma de
um circulo de raio 7, de modo que sua drea é constante e igual a A(y) = 7r? para todo r no intervalo
[0, h]. Entao, pela nossa defini¢ao de volume, temos que

Vo= /0 " Ale)ds

h
= / nridy
0

. (5.16)
= 7r7“2/ dy
0
h
= mrly| =mr’h
0
O

De forma analoga a demonstracao da férmula de volume do prisma, o processo feito acima pode
ser expandido para qualquer cilindro circular de altura h e raio da base medindo r, pois, para todo
cilindro circular (reto ou obliquo) na mesma posicao do cilindro anterior (vertical), a drea da sec¢ao
transversal determinada por Py é sempre igual & drea das bases que é 772, de modo geral temos
que

h
V= / nridy = mr?h .
0
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Assim, os argumentos acima demonstram o préximo teorema, que generaliza a féormula para o

calculo de volume de um cilindro circular.

Teorema 5.5.2. O wvolume de um cilindro circular de raio da base igual a r e medida da altura

igual a h €

V =7r?h (5.17)

5.6 Volume do cone circular

Teorema 5.6.1. O volume de um cone circular de raio da base igual a r medidas de comprimento
e cuja altura medindo h € igual a

v =Ln2n (5.18)

3

Demonstracdo. Sem perda de generalidade, faremos a demonstracao desse teorema para o caso do
cone circular reto de raio da base igual a r e altura medindo h, sendo o caso genérico demonstrado de
forma andloga, seguindo os mesmos passos. Escolhemos o cone circular reto para essa demonstragao.
Dado o cone circular reto tal que sua origem coincida com o vértice do cone e o eixo positivo x do
sistema cartesiano passe pelo centro da base do mesmo, situagao ilustrada pela figura 5.7. De fato,
o plano Pz, que passa pelo ponto x e é perpendicular ao eixo das abscissas, determina no cone uma
seccao transversal circular de raio s, de modo que podemos escrever o raio s do circulo da seccao
em funcdo do raio da base r por meio de uma semelhanca de triangulos. (Observe a figura 5.7 ,

que ilustra o que acabamos de dizer).

Y
Y

r2r

0

- -
[
o

-

r
, \;,x :
\‘r

-

Figura 5.7: Cone no sistema cartesiano xOy e uma seccao transversal

Pela semelhanca de tridngulos, temos que

2s x
—=—=s5=

r
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Agora, ja sabemos a medida do raio do circulo da secgao transversal do cone, determinada pelo

plano Pz, em qualquer ponto x € [0, h] escrito em funcao de z. Como a drea de um circulo de raio

2

r é mr<, o valor de s nos possibilita encontrar a drea da seccao, ou seja, podemos dizer que a area

A(z) da secgao transversal em qualquer ponto x € [0, h] é igual a

2
wr 2

Alz)=ns* = (%xf =

Assim, o volume procurado é determinado pela integragao da funcao A(z) no intervalo [0, h],
h 2
r
V = / %I‘Qd.%
0 h

7.”42 /h 2d
= —F5 - ax

2

h* Jo

2 m?’}

Como segue.

(5.21)

h?z 3

mr? k31 9
vV = ﬁngﬂrh

Para generalizar essa demonstracao para todo cone circular (reto ou obliquo), basta seguirmos
a mesma sequéncia légica da demonstracao feita para o cone circular reto acima. Com esses

argumentos, provamos que a férmula para o calculo do volume de um cone circular é

V= §7rr2h (5.22)

O]

5.7 Volume do tronco de cone circular

Teorema 5.7.1. O volume de um tronco de cone circular com altura h, raio da base maior R e

raio da base menor r, € igual a

1
V= gwh(RQ + Rr +1?) (5.23)

Demonstragao. Sem perda de generalidade, utilizaremos um tronco de cone circular reto na de-

monstracao do teorema. Isso significa que os passos feitos aqui sao aplicaveis a todo tronco de
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cone circular, mas, por questao de conveniéncia, escolhemos o tronco de cone circular reto. Seja
um tronco de cone circular reto de altura h, com raio maior R e raio menor r. Colocando o sélido
no plano cartesiano ortogonal xOy de modo que o centro da base maior se encontre na origem do
sistema cartesiano xOy e o centro da base menor pertenga a parte positiva do eixo x, conforme
mostra a figura 5.8.

¥

k _

Figura 5.8: Tronco de cone no sistema cartesiano xOy e uma secc¢ao transversal

Podemos perceber, conforme a figura 5.8, que o plano Py, que estd a uma distancia Y do
plano da base, intersecta o tronco de cone de modo a determinar um circulo cujo raio é X. Para
determinar o volume desse sélido, temos que encontrar o valor de A(y) para assim utiliza-lo em
nossa definicao de volume por integral. Escrevendo agora a variavel x em funcao de y. Com esse
objetivo, observemos a figura 5.9.

h

Figura 5.9: Visualizacao da relacao entre x e y
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Observando a semelhanga de triangulos na figura acima, obtemos o seguinte resultado:

R—=x R—r

= Rh—zh = (R—r)y (5.24)

>z = R-

Agora podemos calcular o volume do tronco. Vejamos:

h
v o= /0 Aly)dy

h B 2
= / ﬂ(R—R Ty) dy
0 h

o (5.25)

i 1
= RQh—R(R—r)h+3(R—r)2h]

i 1
=« |R?h— R*h+ Rrh+ 5 (Rh —2Rrh + rQh)]

1
= gﬂ'h[SRr + (R2 —2Rr + 7“2)]

1
vV = gwh(RQ—l—Rr—l—rz).
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5.8 Volume da esfera

Teorema 5.8.1. O volume de uma esfera de raio r € igual a

V= _—ar (5.26)

Demonstragao. Posicionemos uma esfera de raio r no plano cartesiano ortogonal Oy, de modo que
seu centro coincida com a origem do sistema zQOy. De fato, o plano Pz, que é perpendicular ao eixo
das abscissas no ponto x € [—r, 7], intersecta essa esfera de acordo com um circulo de raio igual a
y = V12— 122 com —r < z < r. Esse resultado é obtido por uma simples aplicacao do teorema de
Pitagoras no triangulo retangulo de lados com medidas x,y e r, de acordo com a figura 5.10.

-r

Figura 5.10: Esfera no sistema cartesiano Oy e uma secgao transversal

Nessas condigoes, temos que a drea da seccao transversal determinada pelo plano Pz é a drea
de um circulo de raio y, ou seja,

A(z) = my? = n(r? — 2?) . (5.27)
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Pela nossa definicao de volume, temos que o volume da esfera de raio r € igual a

Vo= / Az)da

T

= / 7(r? — 2%)dx

'

= 27r/ (r2—$2)d:p
0

31"
_ o [sz _ ] (5.28)
3 0
3
= 27 | — —
|"-5]
9 3
_ o
3
4
V = §7T’I“3
O
5.9 Volume da calota esférica
Teorema 5.9.1. O volume de uma calota esférica de altura h numa esfera de raio r € igual a
1 2
V = —wh*(3r — h) (5.29)

3

Demonstragao. Seja uma calota esférica de altura h contida numa esfera de raio r. Centremos essa
esfera na origem do plano cartesiano xOy conforme indica a figura 5.11.
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yu

Figura 5.11: Calota esférica e o sistema cartesiano zOy

De forma andloga a demonstracao da férmula de volume da esfera, temos que a area da seccao
transversal da esfera determinada pelo plano Py é igual a

Ay) = Tr? = 7r(fr’2 — y2) i

Salientando que a calota esférica esta entre os planos perpendiculares ao eixo y nos pontos r — h
e r que sao, respectivamente, limites inferiores e superiores da integral que determinard o volume

do sélido. Usando essas informagoes vem:



CAPITULO 5. USO DA FERRAMENTA INTEGRAL DEFINIDA 81

vi— [ awi

r—h (5.30)

= %[ —(r—h)] - % (73 — (r — h)?]

= mr?h— % [r?’ — 3+ 3r2h — 3rh? + h3}

2
- g(Bth —h) = %(BT—h)

Vo= Snh(3r )

5.10 Volume do segmento esférico

Teorema 5.10.1. O volume de um segmento esférico de raios das bases iguais a Ry e Ra, e altura

com medida h € igual a

V= %h’ [3 (R} + R3) + 17 (5.31)

Demonstragio. Consideremos um segmento esférico de raios das bases iguais a R? e R3, e altura
igual a h, numa esfera de raio R. Coloquemos essa esfera no sistema cartesiano ortogonal xOy de
modo que a origem do sistema seja o centro da esfera e o eixo x do sistema xOy passe pelo centro
de cada uma das bases do segmento esférico. De fato, os planos paralelos, que contém as bases do
sélido em pauta, intersectam o eixo das abscissas em dois pontos. Sejam a e b esses pontos. A
figura 5.12 ilustra as consideragoes feitas acima.
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Ya

Figura 5.12: Segmento esférico e o sistema cartesiano zOy

Observando os triangulos retangulos de lados R, R1 e a e o outro de lados R, R2 e b, temos,

pelo teorema de Pitagoras, que:
(i) a?+ RI=R?>=a’>=R*>-R?;
(i) B>+ R = R? = b = R? — R}.

Temos também que a altura h do segmento esférico é dada pela distancia entre suas bases. Pela

figura acima é imediato que
(iii)) h=b—a.

Da mesma forma como na demonstragao da férmula do volume da esfera, o plano Px intersecta
o segmento esférico de acordo com um circulo cujo raio é igual a y = VRZ — 22 com —r < a <z <
b < r. Dessa forma, a area da seccao transversal determinada pelo plano Pz no segmento esférico

é igual a

A(z) = my® = n(R?* — 2%) (5.32)

Observemos que o segmento esférico esta entre os planos perpendiculares ao eixo x nos pontos
a e b, que sao justamente os limites de integragdo da nossa definicdo de volume. Nesse sentido,

temos que
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Vo= / " A(x)ds
= /ab m(R? — r?)dx
= W/ab(R2 —r)dx

a (5.33)

= 7 -RQ(b —a)— 2 (b®— a?’)]

= 7 -RQ(b —a)— é(b— a) (a® +ab+ bQ)}

= w(b—a) Rz—;(a2+ab+b2)]

- g(b — a) [3R? — (a2 + ab + b?)]

No entanto, usando os resultados dos itens (i), (ii), e (iii) nessa tltima expressao, obtemos

h
V. = 5 [3R*—(R?- R}+ab+ R - R3]

(5.34)

h
= % [3R? — (2R — R? — R} + ab)]

Da relagao dada no item (iii), obtemos que

b—a = h

= (b—a)? = h?

=02 —2ab+a®> = h?
=ab = 7a2+b2—h2'

2

Agora, utilizando novamente as relagoes dos itens (i) e (ii), vem:
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R?— R?+ R*— R} —I?
2

ab =
(5.35)
(R? + R} + h?)

b = 2 _
a R 5

Substituindo esse resultado na tultima expressdo do desenvolvimento do volume do segmento
esférico, obtemos

Vo= %h [3R? — (2R* — R? — R3 + ab)]

(R? + R3 + h?)

}

, ]
- g{wﬁ—2W—R%J%+m— :
h [ R? 4+ R + h2
- Z;{3R2 3R27lﬁ4—R§—( — )
- (5.36)
_ mh R R (R? + R3 + h?)
3 2
_ wh (3R +3R3+ 1)
3 2
mh 2 2 2
O

Uma observacdo interessante que pode ser feita € que as formulas de volume da esfera e da
calota esférica, demonstradas nas secoes anteriores, decorrem diretamente da formula de volume
do segmento esférico. Em outras palavras, podemos dizer que tanto a formula de volume da esfera,
como a formula de volume da calota esférica sao casos particulares da formula de volume de um
segmento esférico.

Assim, para deduzir a formula de volume de uma esfera de raio r utilizando a férmula de volume
de um segmento esférico, fazemos Ry = R =0, de modo que h = 2r, assim obtemos

m&+$yumﬂ:§w3 (5.37)

Agora, para a deducgdo da formula de volume de uma calota esférica de altura h e base de raio
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igual a r, contida numa esfera de raio R, pela formula de volume de um segmento esférico, basta
fazermos R1 =r e Ro =0 . Assim, temos

V= %h [3(r* +0%) + h?] = %h (3r + 1) . (5.38)

Observemos a figura 5.13, que nos mostra uma calota esférica de raio da base igual a v e altura
de medida h em uma esfera de raio R, destacando o triangulo retangulo OAB.

Figura 5.13: Relacao entre R,7 e h

Aplicando o teorema de Pitigoras no triangulo retangulo OAB, obtemos o sequinte resultado:

12+ (R—h)? = R?
=r2+ R?-2Rh+h? = R? (5.39)
=12 = 2Rh— h?

Substituindo esse ultimo resultado em (5.38), vem:

V="l n?) = T (308K - A?) 4 R2)
= ™ (6RA - 212) (5.40)
6

1



Capitulo 6

Intervencao no ensino

Nos capitulos anteriores, definimos os principais sélidos geométricos que geralmente sao estuda-
dos no ensino bésico. Apresentamos conceitos e principios de dois modelos matemaéticos, o principio
de Cavalieri e a integral definida. Neste capitulo, através de uma aplicagao do calculo de volume,
trazemos uma aplicagao no ensino basico, fazendo uma transposicao didatica. Tal aplicacao se ba-
seia no calculo de volume de cisterna que é utilizada para o armazenamento de dgua, no municipio

de Aquidaba/SE.

6.1 Aguas

Distribuida nos estados fisico, solido e gasoso, a dgua é a substancia mais abundante na biosfera,
presente nos oceanos, em rios, lagos, nas calotas polares e geleiras, no ar e no subsolo. Essa
substancia é utilizada em atividades essenciais ao ser humano, como a produgao agricola, e usada

como solvente universal. Ela é responsavel por manter toda espécie de vida no planeta Terra.

De toda agua presente no planeta, a maior parte é de dgua salgada — presente nos oceanos; e
essa quantidade representa, aproximadamente, 97,5% de toda dgua na Terra, o restante, cerca de
2,5%, é de dgua doce. Mas desse percentual de quase 2, 5%, 68, 9% encontram-se em calotas polares
e geleiras, 29,9% estd presente no subsolo (armazenada em aquiferos) e apenas 0,3% corresponde
a dgua dos rios e lagos (TUNDISI, 2005 apud Abreu, 2011). O gréafico abaixo ilustra toda essa

distribuicao.

86
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Total de d4gua da Terra Agua doce 2,5% do total

68,9% calotas polares
e geleiras

x&%& agua
| subterranea dolce/

0,3% agua doce 0,9% outros
nos rios e lagos reservatorios

1.386 Mkm®

Figura 6.1: Distribuicao das dguas na terra (Fonte: SHIKLOMONOV, 1998 apud TUNDISI

Essa riqueza - a dgua doce; tem sido motivo de conflitos entre os povos por ser um bem cada vez
mais escasso e essencial a vida. Logo, o uso desse bem, precioso a existéncia das espécies terrestres,
precisa ser pensado para que nao prejudique nenhum dos diferentes usos que ela tem na preservacao
da vida.

Segundo a Agéncia Nacional de Aguas e Saneamento Bésico (ANA) — autarquia vinculada ao
Ministério do Meio Ambiente; O Brasil detém de 13,7% de toda dgua doce existente no planeta,
sendo que, aproximadamente, 80% dessa dgua estd presente nos rios da Amazonia. Esses dados
mostram que, apesar da abundancia do recurso hidrico no pafs, hd uma distribuicao desigual dele
nas regioes brasileiras, pois o Sul e o Sudeste brasileiro concentram a maior taxa de densidade
demogréfica e ndo a regiao da Amazonia. Logo, a maior demanda desse recurso estd nas regices
que concentra a maioria da populagao brasileira — Sul e Sudeste.

Além de estar presente na composi¢ao do planeta, a dgua também compode parte do nosso
corpo, isto é, de acordo com dados divulgados pelo Ministério da Satde, cerca de 70 a 75% do
corpo humano é formado por agua. Porém, mais do que sinénimo de VIDA, a dgua também é

usada para as mais diversas atividades humanas, como exposto a seguir.
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Agricultura Irrigacao e outras atividades relacionadas
Abastecimento publico Usos domésticos

Hidroeletricidade

Usos industriais

Resfriamento, diluicdo, aquecimento
diversificados ¢ 9

Recreacao

Turismo

Pesca Producao pesqueira comercial ou esportiva
Cultivo de peixes, moluscos, crustaceos de

Aquacultura agua doce. Reserva de dgua doce para futuros

empreendimentos e consequente uso multiplo
Transporte e navegacao
Mineracao Lavagem de minérios
Usos estéticos Paisagismo

Figura 6.2: Tabela sobre os usos miltiplos da dgua (Fonte: TUNDISI, 2020)

Mesmo sendo conhecedor das multiplas fungoes da dgua e da necessidade de seu uso consciente;
ja que é um bem limitado; o homem, tem comprometido a qualidade da &dgua doce presente no
planeta, e aqui no Brasil nao tem sido diferente. Como préatica de mau uso e contribui¢do para a
escassez da agua, aqui no pais, podemos citar algumas agoes humanas, tais como:

Desmatamento;

Mudanca do uso do solo;

Construcao de barragens;

Emissao de gases;

Poluicao dos rios e das dguas subterraneas;

e Tempo prolongado no uso de torneiras e chuveiros.

Ja& na escala planetdria, destaca-se a mudanca climatica global decorrente da alteragao das
caracteristicas quimicas da atmosfera com gases que promovem o “efeito estufa”. Qualquer modi-
ficacao nos componentes do clima ou da paisagem alterard a quantidade, a qualidade e o tempo de
residéncia da agua nos ecossistemas e, por sua vez, o fluxo da dgua e suas caracteristicas no canal

principal dos rios.
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Em decorréncia da poluicao dos rios, lagos e lengdis fredticos, bactérias, virus e protozodarios
se proliferam na dgua e causam doencgas gastrointestinais, acometendo a saude da populacao e

colocando em risco a vida humana.

Como ja foi citado anteriormente, a d4gua doce é um recurso limitado e por esse motivo, além
do seu uso consciente e da diminuicao dos poluentes nela presentes, faz-se necessario um correto
armazenamento tanto para o consumo humano quanto para o uso na vegetacao e na criacao de
animais, pois nem sempre a dgua superficial (rios, lagos, etc) esta a disposi¢ao nas propriedades.
Por isso a importancia do pogo artesiano para o sistema de irrigacao, pois, o pogo assegura que nos
momentos de estiagem a lavoura pode desenvolver e ainda aumentar a produgao mesmo nos periodos
das secas. J4 a captacao e armazenamento da agua das chuvas surgem, neste contexto, como opgao
para auxiliar no atendimento da demanda de dgua de limpeza nas propriedades, principalmente em
periodos de estiagem, quando é comum a diminui¢ao da vazao das fontes.

’.

E importante citar algumas contribui¢oes oriundas do armazenamento de agua, tais como:
conservagao da agua potavel, economia para o produtor rural e reducao dos impactos ambientais.

6.2 Cisternas

Reservatorio utilizado para dguas pluviais, de poco e reuso, as cisternas, muito semelhantes as
caixas d’agua presentes na maioria das residéncias brasileiras, é uma excelente opcao sustentavel
e econdmica, pois além de servir para captacao e armazenamento da agua das chuvas e de pocos
artesianos, ressignifica o consumo, isto é, pode ser reutilizada. Ja as caixas d’dgua geralmente sao

utilizadas para armazenar a dgua oriunda de rios e lagos através de sistema piiblico de redistribuicao.

A cisterna é vista como uma tecnologia social, pois sua implementacao se dé pela demanda
da populacao do semiarido brasileiro, onde essa tecnologia é discutida e a construcao conta com o

apoio da comunidade local (Mendes, 2022, p. 312).

6.3 Tipos de cisternas

H4 diversos modelos de cisterna para captagao e armazenamento de agua oriunda das chuvas
ou de pogo artesiano (dguas subterraneas). Elas possuem diferentes formas como: retangulares,
quadradas, cilindricas, conicas. Na figura 6.3 é apresentado alguns modelos de cisternas construidas
a partir de diferentes tipos de matérias.
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Cisterna contruida em
fibra de vidro

Cisterna de ferro e cimento

Figura 6.3: Tipos de cisternas (Fonte: EMBRAPA)Tipos de cisternas (Fonte: EMBRAPA)

O tipo de cisterna que deve ser utilizada esta associado ao seu uso, isto é, enquanto as de fibra
de vidro e alvenaria sdo comumente usadas para baixa capacidade (até 30 m?), as de PVC, PEAD
e concreto para alta capacidade de armazenamento. Na busca de uma melhor qualidade dessa dgua
armazenada, é recomendado que a cisterna fique total ou parcialmente enterrada para diminuir os
risos de proliferacdo de microrganismos e, também, para manter a dgua numa temperatura mais
baixa. Cobri-las é outra recomendagdao de suma importancia, pois evita a entrada de insetos e

sujeiras.

6.4 Critérios para captacao

Ha critérios que devem ser seguidos durante o periodo de captacao e armazenamento da agua

da chuva, que sao:

e demanda didria na propriedade;

e indice médio de precipitagao (chuva) por regiao em cada periodo do ano;
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e tempo necessario para armazenagems;
o irea de telhado necessario ou disponivel para captacgao.

E possivel obter o indice de precipitagao através dos érgaos oficiais, tais como: Instituto Nacional
de Meteorologia (INMET), Embrapa, Universidades, Prefeituras, etc.

6.5 Dimensionamento da cisterna

A determinacdo da capacidade de armazenamento da cisterna estd atrelada a demanda da
propriedade por um periodo minimo de 15 dias. No célculo do dimensionamento da cisterna, deve-
se acrescentar um adicional relativo ao coeficiente de evaporacao do sistema. Na dificuldade em
se estabelecer um coeficiente de evaporacao confidvel, pode-se considerar um acréscimo de 10%
no volume de reserva calculado. No cédlculo de volume da cisterna podera ser adotada a seguinte
equagao:

Ve = (Vd ’ Ndia) +(O’ 1) (Vd ) Ndia)
= (1,1) (Va - Ngja)

Sendo:

e V. — Volume da cisterna (m?);

e V; — Volume de demanda da dgua diaria (m?3);

® Njia — Nimero de dias de armazenamento (15 dias);

e 10% — Acréscimo de 10% em fungao da evaporacao no periodo de armazenagem considerado.

Para uma melhor qualidade da agua, recomenda-se que a captacgao seja feita somente dos telha-
dos das edificacdes. Considerando que uma chuva de 1mm sobre uma érea de 1m? produz 1 litro de

agua, poderemos calcular a area necessaria para captagao da chuva afim de atender a necessidade

de armazenagem da seguinte maneira:

Ve
A:
P

periodo

(6.2)

Sendo:

e A — Area em metros quadrados de telhado para captacio (m?);
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e V. — Volume da cisterna (m?3);

* Pheriodo — precipitacdo média no periodo considerado para captacao (mm).

6.6 Relato do estudo tedrico sobre cisternas — custo/beneficio;

com os alunos em sala de aula

Iniciamos a aula com algumas indagagoes sobre a utilizacao dos conhecimentos adquiridos sobre
volumes, em nossos cotidianos. Abrimos um espaco para discussdo, onde, foram apresentadas
algumas situagoes em que utilizamos o calculo de volumes no nosso dia a dia. Refletimos sobre a
importancia de tais conceitos e o quanto eles contribuem em nossas escolhas didrias e na melhoria
da qualidade de vida. Apds a discussado, foi proposto uma aula prética, onde, eles teriam que
aplicar, em cisternas, os conhecimentos adquiridos durante os estudos sobre sélidos geométricos.

Foi solicitado que os alunos fizessem uma pesquisa sobre cisterna e seus tipos. Eles descobriram,
além do que fora pedido na pesquisa, que existem projetos de construgao de cisternas para regioes
do semiarido brasileiro custeados pelo governo federal. Também foi observado que h& critérios
estabelecidos para dimensionamento das cisternas e para a captacao da agua das chuvas através de

equagoes.

A férmula encontrada, na pesquisa, para o calculo do dimensionamento da cisterna nao foi
assimilada, a principio, por grande parte dos alunos. Entao, resolvemos fazer simulagoes a partir
de algumas situagoes hipotéticas a fim de que todos pudessem compreender sua aplicagao. EKis
abaixo um desses exemplos trabalhados na sala.

Exemplo:

Seu José mora numa propriedade que tem uma demanda de 2000 litros de dgua por dia e deseja

construir uma cisterna que atenda sua necessidade por um periodo de, no minimo, 15 dias.

Sabendo que a precipitagao média, na regiao, para esse periodo é de 110mm, qual a capacidade
que deve ter essa cisterna e qual é a area de telhado necessaria para atender o consumo de agua na
propriedade de seu José durante esses 15 dias?

Passos para a solugao do problema
12 passo: Determinar a capacidade que a cisterna construida devera ter.

Dados:

e Vg =2000
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* Ngip =15

o V. =7

Aplicando os dados na equacao (6.1), obteremos a capacidade da cisterna. Assim, temos

Ve = (Va - Ngja) +10% (Va - Ngia)
= (Va - Ngia) +0,1(Va - Ngia)
= 1,1(Va - Ngja)

— 1,1(2000 - 15)
=V, = 33.000 litros

Logo, a cisterna terd um volume de 33.000 litros de agua.

22 passo: Determinar o tamanho necessario da area do telhado.

Dados:

e V. =33.000

* Pheriodo = 110

e A=7

Aplicando os dados na equagao (6.2), obteremos o tamanho necessario da drea do telhado.

Assim, temos

A = Ve
Pperfodo
33.000
A i
= 110

= A = 300m?

Logo, serd necessario um telhado cujo drea tem um tamanho de 300 m?

Apébs a compreensao da aplicabilidade da equagao para definir a capacidade da cisterna e o
tamanho do telhado para atenderem a necessidade de consumo de dgua do proprietario em situagoes
hipotéticas como no exemplo anterior, os discentes foram indagados sobre qual seria o formato ideal
da cisterna — cilindrico ou cibico; levando-se em consideragao o custo-beneficio. Entao, foi sugerido

que eles realizassem uma outra pesquisa com o intuito de esclarecer a duvida em questao.

Apbs a pesquisa os alunos concluiram que o formato cilindrico é o mais recomendado e obser-
varam também que uma parte da cisterna deve ser enterrada. Isto se da por dois motivos:
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e As cisternas no formato cilindrico diminuem a pressao da dgua — forma de cisalhamento; sobre
a estrutura de alvenaria — parede; elevando a seguranca da tecnologia, além de diminuir os
custos com infraestrutura (uso de ferro para construgao de colunas de sustentagao, que sao

necessdrias caso o formato adotado da cisterna fosse ciibico);
e Deixar parte da cisterna enterrada contribui para aumentar a seguranca da estrutura, dimi-

nuindo o risco de rompimento.

Propus mais um problema, solicitei que os alunos calculassem o tamanho da area ocupada para
construir uma cisterna cilindrica de acordo com o exemplo citado anteriormente e altura fixada,
hipoteticamente, em 150 c¢m, para que tenha capacidade igual 33.000 litros de agua. Para isso, eles
utilizaram a formula do volume de um cilindro e procederam conforme a resolugao descrita abaixo.

Passo para a solugao do problema

Determinar o tamanho da area que cisterna ird ocupar na propriedade de seu José a fim de

atender suas necessidades no consumo de agua.

Dados:

e Volume = 33 m3
e Altura (h) =1,5m

e Area da base (4y) = ?

Dali, usando a férmula para calcular o volume do cilindro, temos

V. = Ay-h
=33 = A;-1,5

33
=— = A

1,5 b
=22 = A

Portanto, a cisterna ird ocupar uma &rea circular de 22 m?.

Para finalizar, acertamos detalhes sobre a pratica que seria realizada em um povoado de Aqui-
daba.

Devido a dificuldade em levar toda a turma para fazer a visita, levamos um pequeno grupo de
alunos, sendo que este ficaria responsavel por reproduzir o conhecimento adquirido para os colegas

de classe que nao puderam estar presentes.
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Com essa proposta de atividade, os alunos estariam sendo contemplados com duas das habili-
dades proposta pela Base Nacional Comum Curricular (BNCC), que sao:

e EM13MAT201 - Propor ou participar de agoes adequadas as demandas da regido, preferen-
cialmente para sua comunidade, envolvendo medigoes e cdlculos de perimetro, de drea, de
volume, de capacidade ou de massa;

e EM13MAT309 - Resolver e elaborar problemas que envolvem o cédlculo de dreas totais e de
volumes de prismas, piramides e corpos redondos em situagoes reais (como o calculo do gasto
de material para revestimento ou pinturas de objetos cujos formatos sejam composicoes dos
so6lidos estudados), com ou sem apoio de tecnologias digitais.

6.7 Relato do estudo de campo sobre cisternas para capitagao e

armazenamento de agua

A propriedade visitada fica localizada no povoado Jurema, zona rural do municipio de Aqui-
daba/SE, e pertence a Diego Gomes da Silva, jovem aquidabaense de 23 anos de idade que além
de ser agricultor exerce suas fungoes laborais como policial militar na corporagdo do estado de
Alagoas.

Nossa pratica iniciou através de uma conversa com o proprietario, o jovem Diego. Nesta, ele nos
informou que a cisterna em questao foi construida com recursos proprios para atender sua demanda
na agropecuaria, pois sua propriedade estd localizada numa regiao de escassez de dgua superficial.
Entao, movido por essa necessidade, antes de iniciar a obra, ele realizou muitas pesquisas e célculos,
com o intuito de encontrar o modelo de cisterna que possuisse o menor custo/beneficio. O tipo
escolhido foi o cilindrico, feito de concreto armado, pois, para sua construcdo, seria necessario
apenas areia branca e cimento, para construir as placas, e arame para fazer as amarragoes. Outro
fator preponderante que tornou a obra mais economica, foi a mao de obra familiar, j4 que ele
contou com a ajuda de seus irmaos, desde as medicoes da area que seria instalado o reservatoério,
até a construcao das placas de cimento. No processo de instalagao, Diego contou, também, com a
ajuda de um amigo que ja havia feito este procedimento, de montagem das placas, em uma outra
propriedade.

A principio, o objetivo de construcao da cisterna era para capitacao da dgua da chuva. Porém,
ele mudou de plano apds seus irmaos sugerirem a construcao de um poco artesiano, ficando a
cisterna com a funcao de receber a adgua do poco e, em seguida, distribuir através de canos de

tubulacdo para irrigar o plantio de capim elefante — alimento base na criagao bovina.

Durante a conversa, os alunos, baseados no conhecimento adquirido em pesquisas e debates em
sala de aula, questionaram se o proprietario conhecia uma equacao que fornecia a capacidade de
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adgua da cisterna, a partir de alguns elementos, tais como: consumo didrio de dgua na propriedade,
tamanho do telhado, precipitacao de chuva na regiao, etc. O jovem Diego informou que durante
suas pesquisas, ele encontrou tal equagdo, no entanto, como o objetivo havia sido modificado de
captagdo e armazenagem de agua da chuva para construcao de pogo artesiano, entao ele deixou a

equagao para segundo plano.

Apés todo esse rico momento de discussao, foi pedido ao grupo de alunos que calculassem o
volume da cisterna existente na propriedade, j4 que o proprietdrio nao havia efetuado o cédlculo
da capacidade dela. Esta foi a primeira tarefa solicitada por mim. Para isto, foram utilizados os
seguintes materiais:

e Barbante;

e Fita métrica;

Calculadora;

Caderno;

Caneta;
o Lapis;

Borracha.

Figura 6.4: Materiais utilizados na pesquisa

Com os materiais em maos, os alunos iniciaram o processo de determinacao do volume da
cisterna. Para isto, adotaram a sequéncia de execucao descrita abaixo:

Passos para a solucao do problema
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12 passo: Determinar a profundidade da cisterna.

O nosso objetivo era determinar o volume da cisterna construida na propriedade do Diego, e para
tal, seriam necessdrias algumas informacoes, tais como profundidade e area da base da cisterna.
Com o intuito de colher tais informacoes, a nossa primeira tarefa para este fim foi determinar
a profundida. Para isto, os alunos utilizaram uma fita métrica. Eles mediram a cisterna tanto
internamente, quanto externamente, conforme a figura 6.5.

Medicio externa da profundidade da cisterna. Medicdo externa da profundidade da cisterna.

Figura 6.5: Medigoes externa e interna da profundidade da cisterna.

Antes de iniciar as medicoes foi indagado, por dois alunos, se profundidade medida a partir
regiao externa teria a mesma medida da profundidade determinada a partir da interna. Entao,
pedi que eles fizessem as duas medigoes e comparassem os resultados obtidos. Com esses dados
em maos, eles perceberam que as medidas eram diferentes. Foi entdo, que um deles lembrou que
essas medidas iriam de fato apresentar resultados diferentes ja que, por uma questao de seguranca
na construcao da cisterna, parte dele deveria estar enterrada. Logo, a medida que expressava a
profundidade real da cisterna era a interna e nao a externa. Apds os esclarecimentos necessarios
desse fato e conclusao dessa tarefa, eles prontamente anotaram, o dado referente a medida da
profundidade da cisterna no caderno, conforme pode ser observado na figura 6.6 a seguir.

Figura 6.6: Registro no caderno da medida da profundidade da cisterna.
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22 passo: Determinar a area da base da cisterna cilindrica.

Durante esta etapa as discussoes se deram em torno de como obter a medida do raio da cir-
cunferéncia da base da cisterna, ja que dela dependia a medida da area da base. Para os alunos
nao seria possivel obter a medida exata do raio ja que era impossivel determinar o centro da cir-
cunferéncia, que por sua vez permitiria encontrar, utilizando o barbante e a fita métrica, a medida
do diametro dela, o que possibilitaria obter a medida exata do raio. Diante desse impasse, tive
que fazer uma pequena intervencao nessa discussao para esclarecer que era possivel sim, através da
equacao C = 27r que relaciona o comprimento da circunferéncia com a medida de seu raio. Logo,
obtendo a medida do comprimento, medida possivel de ser determinada usando os objetos supra-
citados, determinaria a medida do raio. Haja vista que m é uma constante. Uma vez convencidos,

iniciaram o processo para medir o comprimento da circunferéncia.

Medindo o comprimento da circunferéncia que limita a drea da base da cisterna.

Figura 6.7: Medigao do comprimento da circunferéncia da area da base da cisterna.

Em seguida, fazendo uso da equacao C' = 27r determinaram a medida do raio.
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Figura 6.8: Registros do comprimento do circulo da base e célculo da medida do raio da base da
cisterna.

Com esse dado em maos, encontraram, finalmente, a medida da area da base da cisterna.

Figura 6.9: Registro do calculo da medida da drea da base da cisterna.

32 passo: Determinar o volume da cisterna construida.

Os dados obtidos nas etapas anteriores — profundidade/altura e a area da base da cisterna,
deram-nos subsidios para determinarmos o volume do sélido em questao. Para isto, utilizamos a
férmula de célculo de volume de um cilindro reto,

V=A4,-h
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Como, h =1,5m e C = 30 m, entdo temos que

C = 2nr
=30 = 2nr
= 30 r, (fazendo m ~ 3,14)
6,28 ’ :
=4,78 ~ r

Obtido a medida do raio da base da cisterna, vamos determinar a medida da area da base. Sabemos

que

Ay, = mr?

Ay ~ 7-(4,78)?

Ay =~ (3,14)-(22,8484) , (fazendo m ~ 3, 14)
= A, ~ 71,74m?

Disto segue que

Vi = Ay-h
=V ~ (71,74)-(1,5)
=V ~ 107,6 m3.

Logo, a medida do volume da cisterna é de 107,6 m3.

Calculando o volume da cisterna cilindrica reta.

A proposta de intervencao no ensino, atuou de forma significativa e dindmica na construgao de
conhecimentos envolvendo o cédlculo de volumes de sélidos geométricos. Tal pratica transcende os

muros da escola, tornando o aluno protagonista do seu préprio aprendizado.
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Do inicio ao fim da atividade, os alunos demonstraram muito entusiasmo e empolgacao na par-
ticipagao dela. Alguns relataram surpresa com os conhecimentos demonstrados pelo proprietario,
o jovem Diego, pois apesar de nao possuir um urso superior na area, ele nao se limitou e procu-
rou por informagoes através de pesquisas via internet para solucionar o problema de sua neces-
sidade por adgua. Nestas, o Diego encontrou o modelo adequado, considerando o melhor custo-
beneficio, atendendo suas demandas- irrigagao e criagdo bovina. O estudo fora da sala faz com que
a crianga/adolescente experimentem outros contextos da realidade que nao sao vistos nos materiais
didaticos.

Para o aluno Adrian, observar a aplicabilidade da matema&tica na construgao da cisterna foi algo
prazeroso e gratificante. J4 o aluno José Lima, observou que fica mais facil assimilar os objetos do
conhecimento quando o aluno é o sujeito da agao.

A utilizacao de metodologias de ensino ligadas ao cotidiano apresenta melhores resultados na
aprendizagem dos alunos, diminuindo o desinteresse deles, apresentando a matematica de uma
forma pratica ligada a vida dos discentes. A satisfacdo com o conhecimento adquirido nesta ativi-
dade fiou evidenciado no rosto e nas agoes dos alunos presentes nessa atividade.



Conclusao

Neste trabalho priorizamos o cédlculo de volume dos principais solidos geométricos estudados no
ensino basico: prisma, piramide, cilindro, cone e esfera. Tal enfoque deu-se pela importancia do
tema, devido a sua aplicabilidade no dia a dia do alunado, pelas dificuldades que eles encontram na
compreensao da aplicacao dos conceitos e definigdes e na perspectiva de realizar uma atividade, fora
do ambito escolar, que os permitissem ser protagonistas na construgao do préprio conhecimento.

Na tentativa de despertar no aluno o interesse pelo tema, devemos buscar compreender os
motivos da aversao e/ou dificuldades com o ensino/aprendizagem de geometria e reavaliar nossas
estratégias metodoldgicas. Nesse contexto, mostramos dois métodos para demonstrar as férmulas
de célculo de volume dos principais sélidos estudados no ensino médio. O primeiro foi o Principio
de Cavalieri, que reduz o calculo de volume para calculo de area de figuras planas. E o segundo
a integral definida, mostrado aqui como pratica alternativa na demonstracdo de tais férmulas.
Isso porque, como sabemos, apenas mostrar essas férmulas nao é suficiente para a construcao do
conhecimento. B preciso mostrar como elas sao construidas, e o método abordado neste trabalho
é acessivel aos alunos do ensino bésico. Devemos sempre tentar fazer com que nossos alunos
construam o conhecimento, pois, é assim que as coisas surgem na matematica. Elas ndo aparecem
prontas, sao construidas. Enquanto professores, essa deve ser nossa tarefa didria, isto é, construir
junto ao aluno o conhecimento. Se obtivermos éxito nessa jornada, os resultados alancados serao

satisfatérios.
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