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Resumo

Este trabalho apresenta alguns dos principais conceitos da Geometria Euclidiana Plana,
mostrando as defini¢bes basicas, os teoremas, bem como os resultados desta teoria. Apresenta-
mos também diferentes formas de abordar estes conceitos no ensino basico, usando ferramentas
tecnoldgicas (Geogebra), bem como algumas demonstragoes detalhadas para uma melhor com-
preensao dos conteuidos. O presente trabalho pode ser usado como um material complementar,
que podera ser seguido pelo professor ao longo do ensino bédsico com a proposta pedagodgica
para ser aplicada em sala de aula. O objetivo é oferecer ao leitor um trabalho contextualizado,
apresentado de maneira detalhada com varias ilustragoes que facilmente podem ser seguidas.

Palavras-chave: Geometria Plana Euclidiana, Teoremas, Postulados, Geogebra.



Abstract

This work presents some of the main concepts of Plane Euclidean Geometry, showing the
basic definitions, theorems, as well as the results of this theory. We also present different ways
of approaching these concepts in basic education, using tecnological tools (Geogebra), as well as
some detailed demonstrations for a better comprehension of the contents. The present work can
be used as a complementary material, which can be followed by the teacher throughout basic
education with the pedagogical proposal of being applied in the classroom. The objective is to
offer the reader a contextualized work, presented details with several illustrations that can be
easily followed.

Keywords: Euclidean Plane Geometry, Theorems, Postulates, Geogebra.
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Introducao

A palavra Geometria vem do grego geometrein que significa medicao de terra. Acredita-se que
a motivacao para o inicio do estudo da geometria surgiu da necessidade de refazer a demarcacao
dos campos, perdida durante as enchentes anuais do rio Nilo, e também, para a cobranca de
impostos de acordo com o tamanho das terras, evidenciando que o estudo da geometria pode
ter comegado com os antigos egipcios. Entretanto, apesar destes indicios, nao se tem certeza de
quando exatamente a geometria comegou a ser explorada e estudada pelas civilizagoes antigas.
A tnica certeza que se tem é que a humanidade sempre esteve em contato com as mais variadas
formas geométricas, desde as mais remotas pinturas nas cavernas que exibiam os mais diferentes

formatos geométricos até as construgoes sofisticadas feitas pelas civilizagoes antigas.

A geometria também sempre esteve presente na natureza, preenchendo as mais diversas

paisagens do globo terrestre com diferentes formatos geométricos.

Devido a isso, este ramo da matemaética exerceu forte influéncia nas civilizagées em todos os

periodos e foi crucial para o desenvolvimento tecnolégico que estamos inseridos.

Apés esse breve comentdario sobre alguns aspectos histéricos e gerais sobre a geometria,

introduziremos agora os pontos principais desse trabalho.

A matematica é apresentada aos estudantes do Ensino Fundamental e Médio de nossas
escolas dividida de uma forma bésica em Aritmética e Geometria. Neste trabalho abordaremos

a Geometria. E desta area trabalharemos alguns teoremas da Geometria Euclidiana Plana.

Nos livros atuais, a Geometria Plana é abordada ao longo do ano, sendo intercalada com
contetudos de Algebra e Aritmética e ha uma preocupacao de alguns professores em aprofundar
esses conteidos, o que nao acontecia antigamente, mas mesmo assim alguns mestres deixam
para trabalhar os conteidos de Geometria apenas no final do ano e ministram apenas o nome

do teorema, a férmula e alguns exemplos.

Sendo assim, o estudo da Geometria com todos os seus teoremas, axiomas, postulados e
propriedades é feito, na maioria das vezes, de forma rédpida e muito resumida, evitando aspectos
histéricos e demonstragoes. Entao, apresentamos nesse trabalho, uma contribuicao para o estudo

e ensino da Geometria Euclidiana Plana.



No primeiro capitulo, apresentamos algumas relagoes, defini¢des, postulados e teoremas, com
algumas demonstragoes que sao os pilares da Geometria Euclidiana Plana no ensino basico, e

darao auxilio no desenvolvimento do capitulo seguinte.

No segundo capitulo e tltimo serd apresentado o Teorema de Poncelet e algumas aplicagoes

desse teorema em triangulos, circunferéncias e quadrilateros.

No desenvolvimento desse trabalho foi mostrado o uso de ferramentas educacionais como o
geogebra para facilitar e torna a aprendizagem da matemética mais prazerosa, tento em vista

que o ensino desta disciplina ainda se dd de uma forma tradicional.



Capitulo 1

Teoremas Basicos da Geometria
Euclidiana Plana

Neste capitulo, nosso objetivo é introduzir conceitos e resultados béasicos da geometria plana

(ou euclidiana) que serao utilizados no decorrer do texto.

1.1 Relacao Fundamental da Trigonometria e suas Consequéncias

A Relagao fundamental da Trigonometria é um novo modo de visualizar o Teorema de
Pitagoras, que estabelece uma relacao importante entre os lados de um tridngulo retangulo.
O Teorema de Pitdgoras afirma que em um triangulo retangulo, o quadrado da medida da
hipotenusa (o lado oposto ao angulo reto) é igual a soma dos quadrados das medidas dos catetos

(0s dois lados que formam o angulo reto).

Matematicamente, o Teorema de Pitdgoras pode ser expresso como

a? =b* + ¢ (1.1)

onde b e ¢ sao as medidas dos catetos do triangulo retangulo e a a medida da hipotenusa.

Essa relagao é fundamental na trigonometria e na geometria em geral, pois permite calcular a
medida de um lado desconhecido de um triangulo retangulo, desde que se conheca a medida dos
outros dois lados. Além disso, o teorema de Pitdgoras é a base para o desenvolvimento de varias

identidades trigonométricas e para a compreensao de conceitos mais avangados na Matematica.

Observagao 1.1. A Demonstragao desse teorema estd na se¢ao 1.3.

O seno e o cosseno sao duas das principais relacoes trigonométricas, que estao relacionadas
com os angulos de um triangulo retangulo. Vamos usar essas relagoes para expressar o Teorema

de Pitagoras.



. B

Figura 1.1: Triangulo Retangulo com angulos A BeC

Considere o tridngulo retangulo com angulos A, B ¢ C, onde C ¢ um angulo reto (90°).

Definimos

sin(B) =
cos(B) =

onde a, b e ¢ sdo os lados do triangulo retangulo, conforme a Figura (1.1

Veja que
b\? c\ 2
- 2 2 _
sine)? + cosm)? = (1) + (%)
¥ oo
T oa? a?
b2+ c?
Sabemos da Equacao que b + ¢ = a?, logo
) b2 + 2
(sin(B))? + (cos(B))?> = "
a2
=1
Portanto,
(sin(B))? + (cos(B))? = 1 (1.2)

A mesma identidade pode ser encontrada, de maneira similar, para o angulo A, assim

(sin(A))% + (cos(A))? =1 (1.3)



As expressoes [1.2) e [1.3] sdo conhecidas como identidades trigonométricas fundamentais. Elas
mostram que, para qualquer dangulo agudo em um tridngulo retangulo, o quadrado do seno desse

angulo somado ao quadrado do cosseno desse mesmo angulo é sempre igual a 1.

A relagao entre seno e cosseno fornecida pelo Teorema de Pitdgoras é a base para a derivagao
de varias identidades trigonométricas importantes. Essas identidades sao usadas para simplificar

expressoes trigonométricas complexas e resolver equacoes trigonométricas.

Essa relacao tem varias consequéncias e implicagoes relevantes, algumas das quais sao:

1. Identidades Trigonométricas: A relagao fundamental da trigonometria é a base para muitas
outras identidades trigonométricas. A partir dessa relagao, podemos derivar varias identi-
dades, como a identidade da tangente, identidade da secante, identidade da cossecante, e

outras.

2. Relagoes entre Funcoes Trigonométricas: A relagdo fundamental mostra uma relacao im-
portante entre o seno e o cosseno de um angulo. Se conhecemos o valor de um deles,

podemos calcular o outro usando essa relagao.

3. Unidade do Circulo: A relacao fundamental estd diretamente relacionada com a circun-
feréncia unitéria, a qual é uma circunferéncia de raio 1 colocado no plano cartesiano. As
coordenadas (z,y) de qualquer ponto na circunferéncia unitaria representam os valores do

cosseno e do seno do angulo central correspondente.

4. Resolugao de Equagoes Trigonométricas: A relagao fundamental é frequentemente usada
para resolver equagoes trigonométricas, simplificando expressoes ou isolando uma fungao

trigonométrica desconhecida.

5. Aplicacoes em Ciéncias e Engenharia: Essa relagao é usada em varias aplicagbes em fisica,
engenharia, ciéncias naturais e outras areas para modelar e resolver problemas envolvendo

angulos e medidas trigonométricas.

6. Prova de outras Identidades: A relacao fundamental pode ser usada como base para provar

outras identidades trigonométricas mais complexas, ampliando seu escopo de aplicagao.

Essas sao algumas das consequéncias e importancias da relagao fundamental da trigonome-
tria. Ela é uma ferramenta poderosa para trabalhar com fungoes trigonométricas e é amplamente

utilizada em uma variedade de contextos mateméticos e praticos.



1.2 Os Postulados de Euclides

Euclides de Alexandria foi um matematico grego que viveu por volta de 300 a.C. Ele é consi-
derado um dos mais importantes matematicos da antiguidade cléssica, conhecido principalmente

pelo trabalho intitulado “Os Elementos”.

“Os Elementos” é uma colecao de 13 livros que abrangem a geometria e a teoria dos nimeros.
Essa obra é uma das mais influentes e duradouras da histéria da matematica, e sua relevancia

persistiu por mais de dois milénios.

O trabalho de Fuclides estabeleceu um método légico e sistematico para o desenvolvimento
da matematica, conhecido como o método axiomatico. Ele comecgou estabelecendo defini¢oes
precisas e postulados fundamentais, a partir dos quais ele derivou uma série de teoremas e

corolarios usando apenas argumentos logicos dedutivos.

Entre os tépicos abordados em “Os Elementos”, estao a teoria dos nimeros, a teoria das
proporgoes e a geometria. Muitos conceitos basicos que estudamos hoje em geometria euclidiana,
como pontos, linhas, planos, angulos e triangulos, foram formalizados por Euclides. Os cinco

postulados sao os seguintes:

Postulado 1: E possivel tragar uma (dnica) reta entre dois pontos quaisquer.

Postulado 2: E possivel estender uma linha reta finita indefinidamente.

Postulado 3: E possivel tracar um circulo com quaisquer centro e raio.

Postulado 4: Todos os angulos retos sao iguais entre si.

Observacao 1.2. Em relacdo ao Postulado 1, pode-se observar que Fuclides nao utilizou ezx-
plicitamente o termo entre parénteses. No entanto, pela maneira como ele o emprega, podemos

inferir que esse termo foi implicitamente considerado.

Antes de apresentarmos o quinto postulado, observemos a Proposicao 28 do Livro I dos

Elementos de Euclides:

Proposigao: Se uma reta m corta duas outras retas r e s de modo que a soma dos angulos

formados € igual a dois angulos retos, entao r e s sao paralelas (ver Figura .

Matematicamente podemos representar esta proposi¢ao do seguinte modo

’ a+B=180°=rnNs=10

Note que a proposicao é da forma “se. .., entdo...”. Dessa forma, naturalmente, surge a questao:



/

Figura 1.2: o+ 8 = 180°

serd que a reciproca é verdadeira? Isto é, se as retas r e s sao paralelas, entao uma reta m corta

duas outras retas r e s de modo que a soma dos angulos formados é igual a dois angulos retos?

rNs=0= a+=180°7

Por séculos, brilhantes matematicos se dedicaram para desvendar essa questao, apenas para des-
cobrir que ela é muito mais complexa do que aparenta. Atualmente, é amplamente reconhecido
que essa afirmagao é independente de outros principios (postulados) e estd precisamente contida

no Postulado 5, conforme enunciado por Euclides.

Postulado 5: Se uma reta m corta duas outras retas r e s formando adngulos menores do
que dois angulos retos, entao r e s nao sao paralelas, e se encontrarao do lado dos angulos cuja

soma é menor que dois angulos retos (ver Figura [1.3]).

O quinto postulado, também conhecido como o Postulado de Euclides, foi o mais debatido ao
longo da histéria da matematica. Diferentemente dos quatro primeiros postulados de Euclides, o
quinto postulado parece mais um teorema do que um postulado. Compreendé-lo nao é imediato;

é necessario ler mais de uma vez para entendé-lo completamente.

Ao longo dos anos, muitos matemaéticos acreditaram que Euclides ndo conseguiu demonstrar
o Postulado 5 a partir dos outros quatro, entao ele optou por deixa-lo como um postulado.
Certamente, Euclides deve ter refletido bastante até aceitar que teria que adiciond-lo como um
postulado, visto que, ao contrario dos demais, de facil entendimento, o Postulado 5 possui uma
natureza complexa semelhante a um teorema, nao sendo uma simples afirmacao que podemos

aceitar sem demonstracao.



Figura 1.3: o+ 8 < 180°

Durante séculos, varias tentativas de prova utilizando apenas os outros quatro postulados
surgiram, mas todas estavam incorretas ou continham afirmacgoes nao justificadas. Outros ma-
tematicos tentaram substituir o Postulado 5 de Euclides por outro que tivesse a mesma simpli-
cidade dos anteriores, e muitas dessas tentativas resultaram em importantes descobertas para o

desenvolvimento da geometria plana.

Em 1795, o matemético escocés John Playfair (1748 — 1819) langou uma edigao revisada dos
seis primeiros livros dos Elementos de Euclides. Nessa versao, ele fez alteracoes para corrigir o
que considerava falhas no texto original. Uma dessas modificagoes de Playfair foi a substituicao

do quinto postulado por uma nova proposicao.

Postulado de Playfair: Dada uma reta » e um ponto P fora dela, existe uma tnica reta

paralela a r passando por P.

Playfair demonstrou que esse postulado alternativo leva as mesmas conclusoes que o quinto

postulado de Euclides.



1.3 Teorema de Pitagoras

1.3.1 Introducgao

Figura 1.4: Pythagoras de Samos

O professor R. Smullyan em seu livro 5000 a.C. e Outras fantasias filoséficas conta uma ex-
periéncia que realizou em uma de suas aulas de geometria. Ele desenhou um tridngulo retangulo
no quadro com quadrados na hipotenusa e observou que o quadrado da hipotenusa tinha uma
area maior do que qualquer um dos outros dois quadrados. Entao ele perguntou: “Suponha que
esses trés quadrados fossem feitos de ouro batido e lhe oferecessem o tnico quadrado grande
ou os dois pequenos. Qual vocé escolheria?”’ Curiosamente, cerca de metade da turma optou
por um quadrado grande e metade pelos dois pequenos. Ambos os grupos ficaram igualmente

surpresos quando disseram que nao faria diferenca.

O Teorema de Pitdgoras é a afirmagao de que a soma (das dreas) dos dois quadrados pequenos

¢ igual a (area) do grande.

Em termos algébricos, a? + b = ¢? onde ¢ é a hipotenusa enquanto a e b sdo os catetos do

triangulo.

O teorema é de fundamental importancia na Geometria Euclidiana onde serve de base para
a defini¢ao de distancia entre dois pontos. E tao béasico e conhecido que, creio eu, qualquer um
que teve aulas de geometria no ensino médio nao poderia deixar de se lembrar dele muito tempo

depois que outras nogoes de matematica foram completamente esquecidas.

Observagao 1.3. Aqui temos alguns fatos sobre esse grande resultado:

e A declaracdo do Teorema foi descoberta em uma tdbua babilénica por volta de 1900-1600
a.C. Se Pitdgoras (¢.560-c.480 a.C.) ou alguém de sua FEscola foi o primeiro a descobrir

sua prova ndao pode ser reivindicado com qualquer grau de credibilidade. Os Elementos de



Euclides (¢ 300 a.C.) fornecem o primeiro e, posteriormente, o padrao de referéncia em
Geometria. Na verdade, Euclides forneceu duas provas muito diferentes: a Proposi¢do 1.47
(Primeiro Livro, Proposi¢ao 47) e VI.31. O Teorema € reversivel, o que significa que sua
reciproca também € verdadeira. A reciproca afirma que um triangulo cujos lados satisfazem
a? + b? = ¢ ¢ necessariamente retingulo. Fuclides foi o primeiro (1.48) a mencionar e

provar este fato.

W. Dunham [Mathematical Universe] cita um livro The Pythagorean Proposition de um
professor do inicio do século 20, Elisha Scott Loomis. O livro é uma cole¢cdo de 367
provas do Teorema de Pitagoras e foi republicado pelo NCTM em 1968. No preficio, o
autor afirma corretamente que o numero de provas algébricas € ilimitado, assim como o
numero de provas geométricas, mas que a proposicao ndo admite prova trigonométrica.
Curiosamente, em nenhum lugar do livro Loomis menciona o VI.31 de Fuclides, mesmo
quando o oferece e as variantes como provas algébricas 1 e 93 ou como prova geométrica
230.

Em termos trigonométricos, o teorema de Pitdgoras afirma que em um triangulo ABC, a
igualdade sin(A)? + sin(B)? = 1 ¢ equivalente ao dngulo em C ser reto. Uma afirmagdo
mais simétrica é que AABC € reto se sin(A)? +sin(B)?+sin(C)? = 2 . Pela lei dos senos,
este ultimo equivale a a®>+b%>+c? = 2d?, onde d é o didmetro do circulo circunscrito. Outra

forma da mesma propriedade ¢é cos(A)? + cos(B)? + cos(C)? = 1.

Onde quer que todos os trés lados de um triangulo retangulo sejam inteiros, seus compri-
mentos formam um triplo pitagdrico (ou niumeros pitagoricos). Existe uma formula geral

para obter todos esses numeros.
Sabe-se que o Teorema de Pitdgoras é equivalente ao 5¢ Postulado de Euclides.

O falecido professor Edsger W. Digkstra encontrou uma generaliza¢do absolutamente im-
pressionante do teorema de Pitdgoras. Se em um triangulo, os angulos «, B,y estdo opostos
aos lados de comprimento a, b, ¢, entdo (EWD) sinal(a + 8 —7) = sinal(a? + b* — ¢?),

onde sign(t) é a funcao sinal:

sinal(t) = —1,parat <0,
sinal(0) = 0,
sinal(t) = 1,parat >0

O teorema ao qual esta pdgina é dedicada € tratado como ”Se v = g, entdo a® + b? =

c2.”Dijkstra acha merecidamente (EWD) mais simétrico e mais informativo.

O p representa um angulo especifico em um triangulo. Mais precisamente, o angulo p é
duas vezes o angulo . Portanto, se o angulo v € igual a metade de p, entdo o Teorema

2

de Pitdgoras se aplica, e a relacdo a® +b> = ¢® € vdlida para o triangulo em questio, onde

a e b sao os comprimentos dos outros dois lados do triangulo.
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e O mais famoso dos triangulos retangulos, aquele com dimensoes 3 : 4 : 5, foi avistado na
arte gética e pode ser obtido dobrando papel . Inadvertidamente, ele aparece em vdrios

problemas de Sangaku .

e Talvez nao surpreendentemente, o teorema de Pitdgoras é uma consequéncia de vdrias leis

fisicas e € encontrado em vdrios fenomenos mecanicos.

1.3.2 Demonstragoes

Teorema 1.1 (Pitdgoras de Samos). Em qualquer triangulo retangulo, a soma dos quadrados

dos catetos € igual ao quadrado da hipotenusa.
Vamos a nossa primeira prova, e a mais classica.
Demonstragao. Esta é provavelmente a mais famosa de todas as provas da proposicao pitagorica.

Ea primeira das duas provas de Euclides (1.47). A configuragao subjacente tornou-se conhecida

sob uma variedade de nomes, sendo provavelmente a Cadeira da Noiva a mais popular.

G
F H
K
A 1 B
d o
E L D

Figura 1.5: Esquema de Prova

A prova abaixo é uma versdo um tanto abreviada da prova euclidiana original, conforme

aparece na traducao de Sir Thomas Heath.
Em primeiro lugar, AABF = ANAEC por LAL. Isso ocorre porque AE = AB, AF = AC ¢
BAF = BAC + CAF = CAB + BAE = CAFE.

AABF tem base AF e a altitude de B igual a AC. Sua &rea, portanto, é igual a metade do
quadrado do lado AC. Por outro lado, AAEC tem AFE e a altitude de C igual a AM, onde M
é o ponto de intersecdo de AB com a reta C'L paralela a AFE. Assim, a drea de AAEC é igual a
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metade da drea do retangulo AELM. Que diz que a drea AC? do quadrado do lado AC' é igual
a area do retangulo AELM.

Da mesma forma, a drea BC? do quadrado de lado BC é igual & do retangulo BMLD.
Finalmente, os dois retangulos AELM e BM LD formam o quadrado da hipotenusa AB. O

A configuragao em questao admite intimeras variagoes. B. F. Yanney e J. A. Calderhead
(Am Math Monthly, v.4, n 6/7, (1987), 168-170 publicaram vérias provas baseadas nos seguintes

diagramas:

Figura 1.6: Variagao 1
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ot

Figura 1.7: Variagao 2

Uma segunda demonstracao do Teorema de Pitdgoras:

Demonstragao. Uma segunda demonstracao do Teorema de Pitdgoras:

e/ ~1/

Agora comegamos com quatro cépias do mesmo triangulo. Trés deles foram girados 90°, 180°
. , Q . , ~ .. .
e 270°, respectivamente. Cada um tem &rea bR Vamos junta-los sem rotagoes adicionais para

que formem um quadrado de lado c .

O quadrado tem um buraco quadrado com o lado (a — b). Somando sua 4rea (a — b)? e 2ab,

[ . 4-ab
a area dos quatro triangulos — ) obtemos

2 = (a—0b)?+2ab
= a®—2ab+ b+ 2ab
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A préxima prova é extraida textualmente de Euclides VI.31 na tradugao de Sir Thomas L.
Heath. O grande G. Polya o analisa em seu Induction and Analogy in Mathematics (I1.5) que

¢ uma leitura recomendada para alunos e professores de Matemaética.

Demonstragao. Nos triangulos retangulos, a figura do lado que subtende o dngulo reto é igual

as figuras semelhantes e descritas de maneira semelhante nos lados que contém o angulo reto.

Seja ABC' um triangulo retangulo com o angulo BAC' reto; Eu digo que a figura em BC' é

igual as figuras semelhantes e descritas de forma semelhante em BA, AC.

Seja AD tragado perpendicularmente. Entao, como no triangulo retangulo ABC, AD foi
tragado do angulo reto em A perpendicular & base BC, os tridngulos ABD, ADC adjacentes a

perpendicular sao semelhantes tanto ao ABC inteiro quanto entre si.
E, como ABC é semelhante a ABD, assim como CB estd para BA, AB esta para BD.

E, como trés retas sdo proporcionais, como a primeira é proporcional a terceira, assim
também a figura da primeira é proporcional a figura semelhante e similarmente descrita da
segunda. Portanto, assim como CB estd para BD, a figura em CB estd para a figura seme-

lhante e similarmente descrita em BA.

i

Pela mesma razao, assim como BC' estd para CD, a figura em BC estd para C'A; de modo
que, além disso, como BC esta para BD, DC', assim é a figura em BC para as figuras semelhantes

e descritas de forma semelhante em BA, AC.

Mas BC éigual a BD, DC'; portanto, a figura em BC também € igual as figuras semelhantes

e descritas de maneira semelhante em BA, AC.

14



Demonstracao no GeoGebra

O Geogebra ¢é uma ferramenta poderosa para a demonstragao visual e interativa de diversos
conceitos matematicos, incluindo o Teorema de Pitagoras. Aqui estao os passos para demonstrar

o Teorema de Pitagoras usando o Geogebra:

1. Abra o GeoGebra e crie uma nova janela de geometria. Vocé verd uma grade onde podera

desenhar e construir objetos geométricos.

2. Desenhe dois pontos (ferramenta Ponto) em posigoes arbitrariamente distintas no plano.
Vamos chamaé-los de A e B (Figura|1.8))

Figura 1.8: Desenhar dois pontos

3. Utilize a ferramenta “Segmento” para ligar os pontos A e B. Em seguida, com a ferramenta

“Reta Perpendicular”, toque no seguimento construido e em qualquer um dos dois pontos.

Figura 1.9: Segmento e Reta Perpendicular

4. Desenhe um ponto C sobre a reta perpendicular; depois trace os segmentos AC e BC
(Figura|l.10)). Na janela de algebra, toque no circulo azul que representa a reta que passa

pelo ponto A e perpendicular ao segmento AB para omiti-la.
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Figura 1.10: Ponto C'

5. Construa os quadrados dos lados do triangulo. Selecione a ferramenta “Poligono Regular”,
clique no ponto B e depois no ponto A. Aparecerda uma janela na qual serd colocado
a quantidade de vértices desse poligono, como queremos construir um quadrado, entao

digitamos 4, e assim, sera criado um quadrado abaixo do triangulo (Figura|1.11)).

C
A B
(2
D E
@ .

Figura 1.11: Construgao do primeiro quadrado

6. Para a construgao dos outros dois quadrados, repetimos o processo anterior.

Ferramenta “Poligono Regular” — clica no ponto A e no ponto C' — Vértices: 4

Ferramenta “Poligono Regular” — clica no ponto C' e no ponto B — Vértices: 4
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Figura 1.12: Construcao dos quadrados

7. Use a ferramenta “Angulo” para construir o angulo do triangulo BAC.

8. Use a ferramenta “Area’ para medir as areas dos poligonos ACFG,ABDE ¢ BCHI
(Figura|1.13]).

Area de pol3 = 12.8

Area de pol1 =9

Figura 1.13: Areas dos poligonos
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9. Compare os quadrados dos catetos (segmentos AC' e AB) com o quadrado da hipotenusa
(segmento BC). Verifique se a soma das dreas dos quadrados dos catetos é igual & area
do quadrado da hipotenusa. A diferenca entre eles pode ser devida a arredondamentos

visuais no GeoGebra.

10. Considere os comprimentos dos segmentos AC, AB e BC, respectivamente como, a, b e ¢

(Figura [1.14]).

b2

Figura 1.14: Demonstracao do Teorema de Pitadgoras no GeoGebra

Observacgao 1.4. Uma das vantagens do Geogebra € a capacidade de manipular o triangulo
e ver como as relagoes entre os lados mudam. E possivel ajustar os pontos ou a posicao dos
objetos geométricos e ainda, sim, a soma das dreas dos quadrados dos catetos continua sendo

igual a drea do quadrado da hipotenusa.

Com o Geogebra, a demonstracdo do Teorema de Pitdgoras se torna uma experiéncia intera-
tiva e dinamica, o que pode auzxiliar os estudantes a entender melhor as propriedades matemdticas
envolvidas. Além disso, o Geogebra é uma ferramenta de codigo aberto e amplamente utilizada,

tornando-a acessivel para muitos educadores e alunos.

18



1.3.3 Trios Pitagoricos

Uma tripla pitagérica consiste em trés inteiros positivos a,b e ¢ , tais que a® + b* = 2.
Tal tripla é comumente escrita (a,b,c) e um exemplo bem conhecido ¢é (3,4,5). Se (a,b,c) é
uma tripla pitagérica, entao (ka, kb, kc) também é para qualquer inteiro positivo k& . Uma tripla
pitagérica primitivo é aquele em que a,b e ¢ sao primos entre si(ou seja, eles nao tém divisor
comum maior que 1). Por exemplo, (3,4,5) é uma tripla pitagérica primitiva, enquanto (6, 8, 10)
nao é. Um tridngulo cujos lados formam uma tripla pitagoérica é chamado de triangulo pitagorico

e € necessariamente um triangulo retangulo.

O nome ¢ derivado do teorema de Pitdgoras, assim os triplos pitagoéricos descrevem os trés
comprimentos laterais inteiros de um triangulo retangulo. No entanto, triangulos retangulos com
lados nao inteiros nao formam triplos pitagoricos. Por exemplo, o triangulo com lados a = b =1
e ¢ = /2, é um triangulo retangulo, mas (1, 1,v/2) ndo é um triplo pitagérico porque v/2 nao é

um ndmero inteiro.

As triplas pitagoricas sao conhecidas desde os tempos antigos. O registro mais antigo conhe-
cido vem de Plimpton 322, uma tabuinha de argila babilonica de cerca de 1800 a.C., escrita em
um sistema de numeragao sexagesimal. Foi descoberto por Edgar James Banks pouco depois de

1900 e vendido para George Arthur Plimpton em 1922.

2 é uma equacio

Ao procurar por solucdes inteiras, observamos que a equacdo a? + b = ¢
diofantina. Assim, os triplos pitagdricos estao entre as mais antigas solucoes conhecidas de uma

equacao diofantina nao linear.

A férmula de Euclides é uma férmula fundamental para gerar triplos pitagoéricos dados um

par arbitrario de inteiros m e n com m > n > 0. A férmula afirma que os inteiros

a=m?—n% b=2mn, c=m?+n?

formam um triplo pitagérico.

Demonstragcao. Que a férmula de Euclides por a, b, ¢ é suficiente para o triangulo ser pitagorico
é aparente pelo fato de que para inteiros positivos m e n , m > n, a,b e ¢ dados pela féormula

sao todos positivos numeros inteiros, e do fato de que

a? 4+ b = (m?—n?)?2+ (2mn)? = (m? +n?)? =2
Uma prova da necessidade de que a, b, ¢ sejam expressos pela formula de Euclides para qualquer
tripla pitagodrica primitiva é a seguinte. Todas essas triplas primitivas podem ser escritas como
(a,b,c) onde a® + b% = c? e a,b, ¢ sdo inteiros positivos coprimos. Assim a, b, ¢ s3o primos pares
(se um numero primo dividisse dois deles, seria obrigado a dividir também o terceiro). Como a

e b sao inteiros positivos coprimos, pelo menos um deles é impar, entdo podemos supor que a
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é fmpar, trocando, se necessdrio, a e b . Isso implica que b é par e ¢ é impar (se b fosse impar,

2

c seria par e ¢ seria um multiplo de 4, enquanto a? + b? seria congruente a 2 mod 4, pois um

quadrado fmpar é congruente a 1 mod 4).

(c+a) _ b

De a? + b? = ¢% nés obtemos ¢ — a? = b? e, portanto (ca)(c + a) = b?. Entdo

b
Desde @ é racional, nés igualamos a 2 em termos mais baixos. Por isso @ ==
reciproco de @. Entao resolvendo:

m
n

c,a_mc _a_m
b b n’b b m
c a
—e — da:
para e o dd
f_l(m n)_m2+n2 g_l(m n>_m2—n2
b 2\n  m/  2mn ’ b 2\n  m/  2mn

Como 7+ é totalmente reduzido, m e n sao inteiros positivos coprimos e nao podem ser ambos

pares. Se ambos fossem impares, o numerador de % seria um multiplo de 4 (porque um
quadrado fmpar é congruente a 1 mod 4), e o denominador 2mn nao seria um muiltiplo de
4. Como 4 seria o fator par minimo possivel no numerador e 2 seria 0 maximo possivel fator
par no denominador, isso implicaria em ser par, apesar de defini-lo como impar. Assim, um
de m e n é impar e o outro é par, e os numeradores das duas fragoes com denominador 2mn
sao fmpares. Assim, essas fragoes sao totalmente reduzidas (um primo impar dividindo esse
denominador divide um de m e n , mas nio o outro; portanto, niao divide m? + n?). Pode-se
assim igualar numeradores com numeradores e denominadores com denominadores, dando a
férmula de Euclides

a=m?—-n% b=2mn, ¢c=m?+n?

com m e n coprimos e de paridades opostas.

A tripla gerada pela férmula de Euclides é primitiva se e somente se m e n s80 primos entre
si e um deles é par. Quando m e n sdo impares, entao a,b e ¢ serdo pares e o triplo nao serd
primitivo; no entanto, dividir a, b e ¢ por 2 resultara em um triplo primitivo quando m e n forem

primos entre si.

Todo triplo primitivo surge (apds a troca de a e b, se a for par) de um par tinico de nimeros
coprimos m, n, um dos quais € par. Segue-se que existem infinitas triplas pitagoéricas primitivas.

Esta relagao de a,b e ¢ para m e n da férmula de Euclides é referenciada ao longo deste artigo.

Apesar de gerar todos os triplos primitivos, a férmula de Euclides ndo produz todos os triplos

- por exemplo, (9,12,15) nao pode ser gerado usando inteiros m e n . Isso pode ser remediado
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inserindo um parametro adicional k£ na férmula. O seguinte ird gerar todos os triplos pitagéricos

exclusivamente:

a=k-(m*-n?), b=k-(2mn), c=k-(m*+n?)
onde m, n e k sao inteiros positivos com m > n , e com m e n coprimos e nao ambos fmpares.

O fato de essas férmulas gerarem triplos pitagéricos pode ser verificado expandindo a? + b?
usando &lgebra elementar e verificando se o resultado ¢ igual a ¢?. Como todo triplo pitagérico
pode ser dividido por algum inteiro k para obter um triplo primitivo, todo triplo pode ser gerado
exclusivamente usando a férmula com m e n para gerar sua contraparte primitiva e, em seguida,

multiplicando por k£ como na ultima equacao.

Escolher m e n de certas sequéncias inteiras fornece resultados interessantes. Por exemplo,

se m e n sao numeros Pell consecutivos, a e b serao diferentes em 1.

Muitas férmulas para gerar triplos com propriedades particulares foram desenvolvidas desde

a época de Euclides.

1.3.4 Generalizagoes e Aplicacoes

O teorema de Pitdgoras foi generalizado por Euclides em seus Elementos:

Se alguém erguer figuras semelhantes nos lados de um triangulo retangulo, entao a soma das
areas dos dois menores é igual a area do maior. O teorema de Pitagoras é um caso especial do
teorema mais geral que relaciona os comprimentos dos lados em qualquer triangulo, a lei dos
COSSenos:

a? +b* — 2abcos (0) =

onde 6 é o angulo entre os lados a e b. Quando 6 é 90 graus, entao cos (6) = 0, entao a férmula

se reduz ao usual teorema de Pitagoras.
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1.4 Teorema de Tales

1.4.1 Introducao

A/ \a |

Figura 1.15: Proporcao

O teorema de Tales, também conhecido como teorema do intercepto, afirma que “se duas
retas sao transversais a 3 retas paralelas, entdao os pontos de interseccdo marcam segmentos

diretamente proporcionais em ambas as retas.”

Este teorema recebeu o nome do antigo filésofo e matemdtico grego Tales de Mileto, que
acredita-se que o tenha descoberto. O teorema de Tales é um resultado fundamental na geometria

elementar e é usado em vérias provas e construgoes geométricas.

Figura 1.16: Tales de Mileto

O teorema foi registrado pela primeira vez por Euclides em seus Elementos, uma colecao de
provas matematicas escritas por volta de 300 a.C. Nos Elementos, Euclides afirma que o teorema,

é um teorema antigo, mas nao fornece detalhes sobre sua origem.

No século XIX, os estudiosos comecaram a estudar a histéria do Teorema de Tales com mais
detalhes. Acredita-se que o teorema foi descoberto pela primeira vez por Thales, que era um

filésofo e matematico de Mileto. Ele é considerado o primeiro a usar o raciocinio dedutivo para
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provar o teorema, que era uma forma revoluciondria de pensar na época.

O Teorema de Tales permaneceu como um importante teorema matemético desde sua desco-
berta. O teorema é usado em muitos campos diferentes da matematica, incluindo trigonometria,

calculo e geometria.

Também tem sido usado em fisica e engenharia para resolver problemas. O teorema ainda
é estudado hoje como parte do curriculo basico em muitas escolas e universidades. E um dos
teoremas mais importantes da matematica, sendo considerado a pedra angular da matematica

moderna.

1.4.2 Demonstracgoes

Este teorema pode ser provado usando geometria basica.

Teorema 1.2 (Tales de Mileto). O teorema de Tales na circunferéncia nos diz que o diametro
de um circulo sempre forma wm triangulo retangulo quando o conectamos a qualquer ponto
da circunferéncia do circulo. FEste teorema pode ser provado usando dois triangulos isdsceles
inscritos em um circulo e usando seus angulos. A sequir veremos uma explicagcdo mais detalhada

do teorema de Tales.

O teorema de Tales € considerado um caso especial do teorema dos angulos inscritos. O

teorema de Tales é aplicado a triangulos retangulos inscritos em um circulo.

B
9,

Figura 1.17: Diagrama 1

O teorema de Tales indica que, se os pontos A, B, C sdo pontos diferentes localizados na
circunferéncia de um circulo de centro O, onde a linha AC' € um diametro do circulo, o triangulo

ABC' tem um angulo retro (de 90°) no ponto B.
Portanto, o triangulo ABC € um triangulo retangulo. Isso significa que o diametro de um
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circulo sempre forma um angulo reto com qualquer ponto do circulo.

Demonstragcao. Podemos provar o teorema de Tales de varias maneiras diferentes usando técnicas
algébricas e geométricas. No entanto, aqui vamos nos concentrar em um método geométrico

usando bissetrizes e a soma de angulos internos.

Figura 1.18: Diagrama 2

Primeiro, desenhe um circulo com centro O e raio r e marque os pontos A, B e C distintos
sobre a circunferéncia desse circulo. Trace os segmentos AB, BC e AC, de modo que AC' seja

o diametro.

Quando conectamos o centro do circulo O ao ponto B, criamos dois triangulos ABO e OBC.
Ambos os tridngulos sdo isésceles, pois sos segmentos OA, OC, OB sao iguais porque sao 0s

raios do circulo.

Sabemos que os angulos da base de um triangulo isdsceles sdo iguais. Assim, os angulos da
base do triangulo ABO sao iguais. Da mesma forma, os dngulos da base do triangulo OBC sao
iguais.

Sabemos também que a soma dos angulos internos de qualquer tridngulo é sempre igual a

180°. Assim, no tridangulo ABC', temos:

a+ (a+p)+ [ =180°

20 + 283 = 180°

Dividindo a expressao por 2, temos:

a+ B =90°
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O angulo a + B é o angulo do triangulo ABC no ponto B. Assim, provamos o teorema.

1.4.3 Generalizagoes e Aplicacoes

O teorema de Tales afirma que, se um triangulo estd inscrito em um circulo, os angulos do
triangulo somam 180 graus. Este teorema é um resultado fundamental na geometria euclidiana

e possui muitas generalizagoes e resultados relacionados.

A primeira generalizacao do Teorema de Tales é que o teorema vale para qualquer poligono,
nao apenas para triangulos. Isso significa que, se um poligono estiver inscrito em um circulo, a
soma dos angulos do poligono serd de 180(n —2) graus, onde n é o nimero de lados do poligono.
Outro resultado relacionado do Teorema de Tales é o Teorema do Angulo Inscrito. Este teorema
afirma que, se um angulo estd inscrito em um circulo, a medida do dngulo é metade da medida
de seu arco interceptado. Este teorema pode ser usado para provar o Teorema de Tales, pois os

angulos de um tridangulo podem ser divididos em dois angulos inscritos em um circulo.

O Teorema de Tales também estd relacionado com o Teorema da Tangente Inversa. Este
teorema afirma que, se duas linhas se cruzam em um circulo, a medida do angulo formado pelas
linhas é igual a tangente inversa da razao entre os comprimentos das linhas. Este teorema pode
ser usado para encontrar os angulos de um triangulo inscrito em um circulo, que pode entao ser

usado para provar o Teorema de Tales.

Finalmente, o Teorema de Tales estd relacionado com o Teorema do Angulo Exterior. Este
teorema afirma que, para qualquer tridngulo, a medida de um angulo externo é igual & soma das
medidas dos dois angulos internos nao adjacentes. Este teorema pode ser usado para encontrar
os angulos de um tridngulo inscrito em um circulo, que pode entao ser usado para provar o
Teorema de Tales. Em resumo, o Teorema de Tales tem muitas generalizacoes e resultados
relacionados. Esses resultados relacionados podem ser usados para provar o Teorema de Tales e

para encontrar os angulos de um tridngulo inscrito em um circulo.

1.5 Teoremas de Menelaus e Ceva
1.5.1 Introducao

FEm sua forma mais bésica, o Teorema de Ceva e o Teorema de Menelaus sao férmulas simples

de geometria triangular. Para enuncia-los, precisamos de algumas definicoes.

Definigao 1.1 (Ceviana). Ceviana é o segmento formado por um dos vértices de um triangulo

qualquer e um ponto pertencente ao lado oposto a esse vértice considerado ou ao seu prolon-
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gamento. Todo triangulo possui infinitas cevianas, mas agora destacaremos os trés tipos de

cevianas especiais: altura, bissetriz e mediana (sendo essa usada na demonstra¢ao do teorema

de Stewart). Veremos, a sequir, exemplo e definicdo de cada tipo de ceviana. Considere um
2 )

triangulo PQR qualquer, temos os sequintes tipos de cevianas especiais:

i) RH ¢é a ceviana que representa a altura (segmento que liga um dos vértices do triangulo

ao seu lado oposto, formando com ele um dngulo de 90°) relativa ao lado PQ;

i1) PM ¢ a ceviana que representa a mediana (é o segmento de reta com origem em um dos
vértices do triangulo e extremidade no ponto médio ao lado oposto ao vértice considerado)

relativa ao lado RQ;

iii) RB € a ceviana que representa a bissetriz (€ o segmento de reta com origem em um dos
vértices do triangulo com a outra extremidade no lado oposto a esse vértice, sendo que ela

divide ao meio o angulo correspondente ao vértice considerado) relativa ao angulo PRQ.

A figura abaizo representa os trés tipos especiais de cevianas definidos acima

Figura 1.19: Tipos especiais de cevianas

Vamos denotar o comprimento do segmento AB por |AB].

Teorema 1.3 (Ceva). Dados pontos X no segmento de reta BC, Y no interior do segmento de

reta AC, e Z no interior do segmento de reta AB.

Temos:

e Se as cevianas AX, BY e CZ sdo concorrentes, entao

|BX| |CY] |AZ] _

=1.
| XC| |YA| |ZB|

e Se os pontos X, Y, Z sao escolhidos como no enunciado acima, e se

|BX| |CY| |AZ|
| XC| |YA| |ZB|

L

entao as cevianas AX, BY e CZ sdo concorrentes.
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Figura 1.20: Caso mais basico do Teorema de Ceva

Teorema 1.4 (Menelaus). Dados pontos X na reta % mas ndao no segmento BC, Y no interior

do segmento AC, e Z no interior do segmento AB.

Temos:

e Se X,Y e Z sdo colineares, entdo

|BX| [0Y| |AZ| _
ICX| |AY| |BZ|

e Se os pontos X, Y e Z sao escolhidos como no enunciado acima e se

|BX| |CY| |AZ|
ICX| |AY| |BZ|

L

entdo X, Y e Z sdo colineares.

C

Figura 1.21: Caso mais bésico do Teorema de Menelaus

O Teorema de Menelaus era conhecido pelos antigos gregos, incluindo Menelaus de Alexan-
dria: uma prova vem da Spherica de Menelaus. Ndo temos nenhuma evidéncia, no entanto, que
o teorema de Ceva foi descoberto formalmente antes da publicacdo de Ceva de De Lineas Rectis
em 1678. No entanto, os teoremas tém uma certa semelhanca. De fato, para nao exagerar,

exceto pelo posicionamento de X, as equagoes (1.1) e (1.2) sao iguais. A ideia geral é que, em
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Figura 1.22: Demonstracao do teorema de Menelaus pelo teorema de Tales

ultima andlise, os teoremas de Ceva e Menelau sao teoremas sobre comprimentos sinalizados.
~ . ~ BX . .. .

Se, por exemplo, B, X e C' sdao colineares, entdo % deve ser considerado positivo se X estiver

entre B e C (isto é, BX e X(E estdo no mesma direcdo) e negativo caso contrdrio (ou seja,

ﬁ e ﬁ estao em sentidos opostos).

1.5.2 Demonstragoes do Teorema de Menelaus

Devido a sua importancia e ampla aplicacao no campo da geometria, especialmente em pro-
blemas relacionados a colinearidade, serao apresentadas diversas demonstragoes desse Teorema

nas proximas subsecoes.

Pelo Teorema de Tales

Vamos utilizar o teorema de Tales (a demonstragdo estd na secao [1.4) nesta forma de de-

monstracao.

Suponhamos inicialmente que os pontos N, L e M sao colineares. Distinguimos dois casos

diferentes, veja figura ilustrativa abaixo.

Para o primeiro caso, tragamos o seguimento BD paralelo a reta NL (Reta de Menelaus)
que intercepta o prolongamento do lado AC no ponto D e no segundo caso, tracamos o segmento

AD paralelo a NM com D no segmento BC

Para o primeiro caso da figura acima, identificamos a proporcionalidade entre os segmentos

paralelos BD e NL sobre os transversais.

Os segmentos paralelos BD e NM cortam as secantes AB e AD em partes proporcionais,
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logo
NA MA

NB MD

Donde obtemos
NA  MA

T 1.4
NB MD (14)

Pelo mesmo raciocinio, considerando os segmentos paralelos NL e BD e tomando agora as

secantes BL e M D teremos:

CD BC _MD MC+CD BC+CL BL

MC T CL T MCT MO cL  CL
Concluimos que
LB MC
Sk 1.
LC MD (1.5)

Multiplicando membro a membro as igualdades [T.4] e [I.5] e suprimindo o fator M D obtemos
NA LB MC
NB LC MA
Para o segundo caso temos: Os segmentos BN e BL cortam as paralelas AD e N L em partes
proporcionais, logo

BA BD BN BA+AN BD+DL BL

AN ~ DL AN AN ID LD
Segue que
NA LB L6)
NB LD ’

Analogamente considerando os segmentos paralelos AD e NM cortados pelas transversais

AM e DL temos
AC  DC _AM AC+CM DC+CL DL

CM ~CL _ CM CM CL _CL
Donde
MC LD
WA TC ! (L7)

Multiplicando membro a membro as igualdades [T1.6] e [[.7] e suprimindo o fator LD obtemos:

NA LB MC _

NB IC MA !

A primeira parte do teorema de Menelaus foi devidamente demonstrada até o momento.
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Para provar a reciproca, ou seja: Dados AABC e pontos N, L e M sobre os lados (ou

_ NA LB MC
1 AB,B A i . e | 5
prolongamentos), ,BC e CA, respectivamente. Se ocorrer que NB IC A , entao

os pontos L, M e N sao colineares.

No primeiro caso, prolongamos o segmento NM até que intercepte a prolongacao do lado

AB no ponto P.

Para o segundo caso consideramos o segmento N M que corta a prolongacao do lado BC no

ponto P.

Figura 1.23: Reciproca do Teorema de Menelaus

A demonstracao a seguir vale para os dois casos. Pelo que acabamos de provar, vale que

NA PB MC _|

NB PC MA
Como por hipétese,

NA LB MC _

NB LC MA 7
temos dai que:

PB LB

pc- 1ok

Concluimos que os pontos N, L e M sao colineares.
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1.5.3 Pela semelhanca de triangulos

Agora demonstraremos o teorema de Menelaus utilizando semelhancas de tridngulos.
Novamente, suporemos inicialmente que os pontos L, M e N sao colineares para mostrar a

relacao

NA LB MC _
NB LC MA

Figura 1.24: Demonstracao do Teorema de Menelaus pela semelhanca de triangulos

Considerando a figura acima, temos: no primeiro caso tragamos um segmento PC' paralelo
a AB e no segundo caso o segmento PB paralelo a AC onde em ambos os casos o ponto P estd

sobre a reta de Menelaus.
Demonstracao do primeiro caso. Das semelhancas entre triangulos da figura podemos escre-

ver:

e Os tridangulos ANBL ~ APCL. Isto, pois tem um angulo em comum e dois angulos

correspondentes congruentes. Portanto, pela proporcionalidade dos lados desses triangulos,

temos NB = —. Segue que,
pPC LC LB PC
IC NB - (1.8)
e Os triangulos AANM ~ ACPM. Isto, pois tem um angulo oposto pelo vértice e dois
angulos alternos internos. Assim, temos op = 2]\]\/-4[ Portanto,
% . % _ (1.9)

Multiplicando os dois membros das igualdades e e simplificando o fator comum

PC', encontramos a relacao procurada:

NA LB MC

NB IC MA ¢
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Agora demonstraremos o segundo caso, novamente usando semelhanca de tridngulos. Assim,

(]enleS. lJ()g()’ — . I()I'lanl(),

LB MC _
LC PB

(1.10)
e Os tridngulos APBN ~ AMAN, pois tem um angulo comum e dois angulos correspon-
) NA AM
dentes. Assim, temos ——

NG = 5P Logo,
NA PB
LT . 1.11
NB MA ( )
Multiplicando membro a membro as igualdades e e simplificando o fator comum
PB, encontramos

NA LB MC 1
NB LC MA
A reciproca sera omitida, por ser semelhante ao que foi feito na demonstracao pelo Teorema
de Tales.

Pela semelhanga de tridngulos retangulos

Suporemos que os pontos L, M e N sao colineares para mostrar que temos a relagao
NA LB MC 1
NB LC MA

Tracamos pelos vértices A, B e C' do triangulo AABC, as alturas relativas aos tridngulos
ANANM, ABNL e ACLM respectivamente. Denotamos por E, F' e D os pés de tais alturas e
por H,, Hy e H,. seus respectivos comprimentos.

Assim, como os segmentos AE, BF e CD sio perpendiculares & reta de Menelaus, eles sdo

paralelos entre si. Podemos, entao concluir a semelhanca dos seguintes triangulos retangulos
(ver figura abaixo).
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Figura 1.25: Demonstracao do teorema de Menelaus pela semelhanca de triangulos retangulos

e ABFL ~ ACDL (possuem um angulo reto e um angulo comum), segue que:

LB Hy

e (1.12)

e ACDM ~ ANAEM (possuem um angulo reto e um angulo oposto pelo vértice), logo

MC H.

— == 1.13

MA H, ( )
e ABFN ~ AAEN (possuem um angulo reto e um oposto pelo vértice), assim

NA H,

—_— = = 1.14

NB _ H, (1.14)

Multiplicando membro a membro as relacoes [1.12} [1.13] e [T.14], obtemos:

LB MC NA _H, He H,  NA LB MC _
LC MA NB H. H, H, ~NB LC MA

A reciproca sera omitida, por ser semelhante ao que foi feito na demonstracao pelo Teorema
de Tales.

1.5.4 Demonstracoes do Teorema de Ceva

Agora apresentaremos algumas demonstragées do Teorema de Ceva.
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Pelo Teorema de Menelaus

Inicialmente, suporemos que as cevianas AL, BM e CN sido concorrentes no ponto P e

mostraremos:

NA LB MC _
NB LC MA
Considerando a figura, (a), desdobrando-as nas figuras: (b) e[L.26] (c) abaixo

1.

Figura 1.26: Ceva: pelo Teorema de Menelaus

Aplicando o teorema de Menelaus ao AABL e a transversal N PE%, ﬁguram (b), podemos

escrever

NA CB PL

NB OL PA- (1.15)

O teorema de Menelaus, aplicado agora ao triangulo AALC e a transversal, §PM , figura
1.26[ (c) nos d4,

PA BL MC _

PB BC MA - (1.16)

Multiplicando por [1.16] e eliminando os fatores comuns, BC' e PL, resulta

NA LB MC _

NB LC MA

Para provar a volta, ou seja, mostrar que a reciproca desse teorema vale, utilizaremos argu-

mentacgao semelhante a usada na reciproca do Teorema de Menelaus.
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Seja P o ponto de intersecdo das cevianas AL e BM. Considere, agora, a ceviana partindo
do vértice C, passando pelo ponto P e achando o lado AB o triangulo AABC no ponto S. Veja

a figura abaixo.

Figura 1.27: Reciproca do Teorema de Ceva

Pela primeira parte do Teorema de Ceva podemos escrever,

SA LB MC ]

SB LC MA
Porém, por hipétese,

NA LB MC 1

NB LC MA
Dessas relagoes, podemos concluir, que:

SA NA

—_ = N

S8 NB O ”

Logo, as cevianas AL, BM e C'N sao concorrentes.

Observacao 1.5. Na demonstracdo a sequir do Teorema de Ceva omitiremos a partes cor-
respondente a demonstracdao da proposi¢cao reciproca por serem andlogas a demonstracao dada

anteriormente, com excecao da demonstracdo envolvendo a lei dos senos.

Pelo Teorema de Tales

Suponha que as cevianas AL, BM e CN do triangulo AABC sao concorrentes no ponto P.

Para fazer a demonstracao do Teorema de Ceva usando o Teorema de Tales, tracaremos pelo
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Figura 1.28: Ceva: pelo Teorema de Tales

ponto A uma reta r paralela a reta suporte do lado BC. Prolongaremos as cevianas BM e CN

até interceptar a reta r, nos pontos E e D respectivamente. Veja a figura a abaixo.

temos entao, da semelhanca dos triangulos:

e ADNA ~ ABNC (possuem dois angulos congruentes, alternos internos). Portanto, te-

mos:

NA  AD

e NAME ~ ABMC (possuem angulos congruentes, alternos internos). Portanto, temos

MC CB

VA~ AE (1.18)
, AE AP , AP
o NAEP ~ NLBP. Dai obtemos I8 - PL’ Também ADAP ~ ACLP donde L=
AD g, A8 _ AD tanto, temos:
o 0go, = IO e portanto, temos:
LB _AE (1.19)
LC  AD '

Efetuando as multiplicacoes das relagoes [1.17] [1.18] e [1.19] e simplificando, temos:

NA LB MC AD AE CB _

NB IC MA CB AD AE '

1.5.5 Aplicagoes do Teorema de Menelaus

Utilizaremos como referéncias [5] e [6].

Aplicagao 1.1. Seja ABC um triangulo equildtero de perimetro igual a 24 cm. O segmento

CD mede 4 cm e M é o ponto médio do lado AB. Determine a medida do segmento EC.
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Figura 1.29: Aplicagdo 1 do Teorema de Menelaus

Solucao: Como o triagngulo € equildtero e seu perimetro vale 24 cm, entdo os lados AB, BC
e AC medem 8 em. Considere x = |CE|, como os pontos M, E e D sao colineares, pelo teorema

de Menelaus aplicado a esse triangulo, temos que

|DB| |EC| |[MA] _

=1.
|DC| |EA| |MBj
Utilizando os valores da figura[1.29, obtemos
8+4 T 4 1
4 8—x 4
3x _ 1
8—z
3r = 8—=x
dr = 8
r = 2.

Portanto, o segmento |EC| mede 2 cm.

Aplicagao 1.2. Considere os triangulos ABC e BDFE que tém como vértice comum o ponto B,

conforme figura abaizo. Determine o valor de y = |EF)|, sabendo que:

1. |AF| = 4-|BF|
2. 2-|DC| =3-|BC]

3. |DE| =20 cm
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F
E
D C B
Figura 1.30: Aplicagdo 2 do Teorema de Menelaus
Solugao: Denotemos x = |BF| e considere w tal que |BC| = 2w. Por 1. temos que

|AF| =4z e por 2. |DC| = 3w.

A reta transversal AE(z corta os segmentos DB e DF, bem como a extensdo do segmento
FB do triangulo BDF'. Desse modo, aplicando o teorema de Menelaus, temos que

|AB| |EF| |CD|
|AF| |ED| |CB|

Substituindo as medidas dos segmentos nessa expressdo, obtemos

AF+FB y 3w

L2 = 1
AF 20 2w
Sty Bwo oy
dr 20 2w
5
S ¥ .3 _
4 20 2
15
60 = !
32
¥y = 3

Logo, o segmento |EF| mede 32 cm.

Aplicagao 1.3. (POTI-Geometria-Nivel 2/Adaptada). O lado AB de um quadrado é prolongado
no sentido de A para B até o ponto F tal que |BF| = 2|AB|. Sendo M o ponto médio de CD,
desenhe FM intersectando AC em um ponto G. Sabendo que FG intersecta BC' em um ponto

|CH]

H, determine 0B
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Figura 1.31: Aplicagdo 3 do Teorema de Menelaus

Denotemos por x a medida do lado do quadrado ABCD. Note que pelo caso /ingulo—fingulo
(AA) os triangulos AFG e CGM sao semelhantes. Dessa forma,

e
AG AF

T
-2
3z 6
Uma vez que os pontos F,H e G estao alinhados em uma mesma reta, € possivel utilizar o

Teorema de Menelaus no triangulo ABC' considerando o segmento FG. Dessa maneira, podemos

chegar a conclusdo de que
|CG| |AF| |BH| _

=1
|AG| |BF| |CH|
Como |BF| = 2|AB|, entdo
|AF|  3|AB| 3
|BF|  2|AB| 2
Com essas informagoes, podemos concluir que
1.3 |BH| _
6 2 |CH|
Portanto,
3 |BH| . _|CH| _1
12 |CH| |HB| 4~

1.5.6 Aplicagoes do Teorema de Ceva

Vejamos, primeiramente, a seguinte defini¢ao:

Definicao 1.2 (Bissetriz interna). Uma bissetriz interna de um dngulo é uma linha ou segmento
de reta que parte do vértice desse angulo e divide o angulo em duas partes congruentes (ou seja,
com a mesma medida). Em outras palavras, a bissetriz interna divide o angulo em dois dangulos,

com a mesma abertura e, portanto, a mesma medida.

Aplicagao 1.4. Mostre que as bissetrizes de um triangulo qualquer ABC sdo concorrentes.
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B I c
Figura 1.32: Aplicagdo 1 do Teorema de Ceva

Demonstragdo. Sejam ABC um triangulo e AR, BP e CQ bissetrizes correspondentes a ZBAC,
LABC e ZAC B, respectivamente (ver figura [1.32)).

Pela reciproca do Teorema de Ceva, temos que, se

QA RB PC _

QB RC PA
entdo as bissetrizes AR, BP e CQ concorrem em um tnico ponto, denominado de incentro.

Conforme o teorema da bissetriz interna, podemos usar isso para a bissetriz C'Q:

QA AC
Da mesma forma, podemos aplicar esse teorema a bissetriz interna AR:
RB AC
Por 1ltimo, usando o mesmo raciocinio, podemos aplicar o teorema a bissetriz BP:
PC AC
—_—= . 1.22
PA BC ( )

Em seguida, multiplicando cada uma das equagoes ((1.20]), (1.21) e (1.22) termo a termo e

simplificando, chegamos ao resultado que queriamos alcangar.

QA RB PC_ AC AB BC QA RB PC_
QB RC PA BC AC AB ~ QB RC PA

Concluimos que as bissetrizes AR, BP e CQ do triangulo ABC' sao concorrentes. O
Aplicacao 1.5. Num triangulo ABC' as alturas se encontram num ponto O denominado orto-

centro.

Demonstracdo. Sejam AD, BE e CF as alturas do triangulo relativas aos lados BC, AC e AB,
respectivamente. Considerando que |BC| = a, |AC| = b e |AB| = ¢, observamos na Figura
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oA

Figura 1.33: O ponto O é o ortocentro do triangulo ABC

que os triangulos AAFC e AAEB compartilham o angulo A e sdo ambos triangulos retangulos.

Isso leva a conclusao de que esses triangulos sao semelhantes. Dessa forma,

|AF| _|AC| b

L = . 1.2

|AE| |AB|] ¢ (1.23)
Analogamente, ABFC ~ NAEB, assim

|BD| _ |AB|] ¢

|\FB|  |BC| a (1:24)
Ainda ACEB ~ ACDA, assim

ICE| _ |BC| _ o (1.25)

|DC|  |AC| b
Multiplicando os membros das equagoes (1.23)), (1.24]) e (1.25)), obtemos:

|AF| |BD| |[CE| b ¢ a
|AE| |FB| |[DC| ¢ a b

E pelo Teorema de Ceva, concluimos que as alturas AD, BE e C'F intersectam-se em um nico

ponto. ]

Aplicagdo 1.6 (Ponto de Gergonne). Sejam AB,AC e BC os lados de um triangulo ABC,
e gamma um circulo inscrito no tridangulo (incirculo). Se {X} = BC N~, {Y} = ACN~ e

{Z} = AB N, entdo as cevianas AX, BY e CZ sdo concorrentes em um tinico ponto.

Demonstragao. Observando a figura[1.34] nota-se que AZ = AY, BZ = BX e CX = CY. Desse

modo,

BX AZ CY BZ AY CY _
CX BZ AY CY BZ AY

Portanto, pelo Teorema de Cevas, as cevianas AX, BY e ('Z sao concorrentes em um unico

1.

ponto. ]

41



Figura 1.34: G é o ponto de Gergonne

1.6 Relacao Métrica na Circunferéncia

A proposicao a seguir é uma importante consequéncia elementar dos casos de semelhanca de

triangulos, que nao serao demostrados aqui, sendo conhecida como o relacao das cordas.

Proposicao 1.1. Sejam v uma circunferéncia de centro O, e |AB| e |CD| duas cordas de 7.

Se |AB| e |CD| se interceptam em um ponto P, interior a -y, entdo

\PA| - |PB| = |PC| - |PD| (1.26)

Figura 1.35: Relacao das cordas

Como consequéncia da Proposigao anterior temos o seguinte corolario:

Corolario 1.1. Sejam v um circulo de centro O e raio R, e P um ponto interior a v. Se uma

reta que passa por P intercepta v nos pontos A e B, entdo

|PA| - |PB| = R? — |OP|? (1.27)

42



Figura 1.36: Relacao das cordas passando pelo centro
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A proposicao a seguir serd utilizada na demonstragdao do Teorema de Pitot, conhecido como

a desigualdade triangular ou condicao de existéncia de um triangulo.

Proposicao 1.2. Em todo triangulo, cada lado tem comprimento menor que a soma dos com-
primentos dos outros dois lados. Em outras palavras, seja ABC um triangulo tal que |AB| = c,
|AC| =b e |BC| = a, em que a, b e ¢ sao os comprimentos dos lados de um triangulo, seque da

desigualdade triangular que

a<b+4+c, b<a+4c c<a+b.

Figura 1.37: Desigualdade triangular
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1.7 Definicoes

Nesta secao, faremos algumas defini¢coes formais que terao utilidade em outras situacoes.

Definicao 1.3. Seja AOB um angulo dado. A bissetriz do angulo AOB € a semirreta, com
origem no vértice do angulo e o divide em dois angulos congruentes. Dessa forma, todos os

pontos pertencentes a bissetriz sao equidistantes dos lados do angulo.

A imagem abaixo mostra uma interpretacdo da definicdo anterior. Para mais detalhes ver

[31.

Figura 1.38: Bissetriz

Definigao 1.4 (Poligonos). Um poligono é uma figura plana limitada por uma sequéncia finita

de segmentos de reta, chamados de lados, de modo que:

1. Cada lado se encontra em exatamente dois vértices, e esses vértices sao pontos Unicos.

2. Nenhum dos lados se cruza, exceto nos vértices, ou seja, os lados nao podem se interceptar

no interior da figura.

3. Cada vértice é compartilhado por exatamente dois lados consecutivos.

D

B

Figura 1.39: Poligono ABCD
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Definicao 1.5 (Poligonos Inscritos). Um poligono é dito inscrito em uma circunferéncia quando

todos os seus vértices sao pontos pertencentes a ela.

Figura 1.40: Poligono inscrito ABCDEF

Definicao 1.6 (Quadrildtero). Um quadrildtero é uma figura plana formada por quatro seg-
mentos de reta distintos que nao se encontram em trés pontos colineares (ou seja, ndo estao

alinhados em uma unica linha reta) e cujos pontos de encontro (vértices) nao sao colineares.

Definicao 1.7. Um quadrildtero é circunscritivel quando possui um circulo tangente a todos os

seus lados. Dizemos que esse circulo € inscrito ao quadrildtero.

A H

— I
E
I
. 16
B F C

Figura 1.41: Poligono circunscrito ABCD

Definicao 1.8. Um quadrildtero é inscritivel se existir um circulo passando pelos seus vértices.
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2 N\

C

Figura 1.42: Quadrilatero inscrito ABC D

Definicao 1.9 (Quadrildteros Bicéntricos). Dizemos que um quadrildtero € bicéntrico, quando

as sequintes condigoes sao verdadeiras:

i) Inscritivel

i1) Circunscritivel
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Capitulo 2

Teoremas de Poncelet

2.1 O Teorema de Pitot

Antes de demonstrarmos o Teorema de Pitot faremos uma pequena abordagem sobre as
posicoes relativas entre um ponto e uma circunferéncia e sobre o Teorema dos segmentos tan-
gentes a uma circunferéncia. Considere uma circunferéncia A de centro C' e raio r e seja P um

ponto qualquer, temos as seguintes situacoes:

i) o ponto P estd sobre a circunferéncia \ (pertence a circunferéncia);
i1) o ponto P é interior a circunferéncia;

ii1) o ponto P é exterior & circunferéncia.

A figura abaixo representa essas trés situagoes

Figura 2.1: Representagao dos itens i), i) e iii), respectivamente.
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Para verificar essas posigoes basta obter a distancia do ponto P ao centro da circunferéncia
A e comparar com o raio r. Em outras palavras, seja d a distancia do ponto P ao centro C,
denotada por d(P,C), entao temos as seguintes situagoes:

i) Se d(P,C) = r, entao o ponto P estd sobre a circunferéncia,

ii) Se d(P,C') > r, entdo o ponto P estd fora da circunferéncia;

iii) Se d(P,C) < r, entdo o ponto P estd dentro da circunferéncia.

A figura abaixo representa essas trés situagoes

A A A
. | . .
Figura 2.2: Representagao dos casos d(P,C) =r, d(P,C) > r e d(P,C) < r, respectivamente.

Proposicao 2.1 (Relagao dos segmentos tangentes a uma circunferéncia). Sejam A uma cir-
cunferéncia de centro O e raio r e P um ponto externo a \. Entao, P11 e PI5 sdo tangentes

a X\, onde Ty e Ty pertencem a A, entao PT, e PTy sio congruentes.

Demonstracao. Considere T1 e Ty pontos pertencentes a A, e P um ponto externo a A, como

mostra a figura abaixo.

T,

Figura 2.3: Relacao dos segmentos tangentes

Ao tragarmos os segmentos OT; e OT, que sdo iguais ao raio, temos que o segmento OP é
bissetriz do angulo T113T ». Logo, os angulos T1]30 e TQISO sao congruentes e os angulos TlaP
eT: 2(3P também sdo. Portanto, os triangulos OPT; e OPT5 sao congruentes pelo caso ALA, ou
seja, o angulo T} OoP ¢ congruente a TgaP, PO ¢ lado comum e o angulo 7 1ﬁ0 ¢é congruente a

T: 2]30. Logo, os segmentos PT} e P15 sao congruentes.
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A seguir veremos o teorema de Pitot, este resultado serda muito importante na demonstragao
do Teorema de Poncelet no tridngulo retdngulo e na circunferéncia. O teorema de Pitot leva
esse nome devido ao engenheiro Henri Pitot, que foi um francés especializado em hidraulica,

matematico e astronomo.

O teorema de Pitot afirma que em um quadrildtero convexo circunscritivel o resultado da

soma dos comprimentos dos lados opostos é o mesmo.

Teorema 2.1 (Teorema de Pitot). Seja ABCD um quadrildtero convexo. Entdo, ABCD é

circunscritivel se, e somente se,

AB +CD = AD + BO. (2.1)

Demonstragao. Suponha que ABC'D é um quadrilatero circunscritivel, ou seja, os seus lados

tangenciam uma circunferéncia, conforme figura abaixo.

~
_/

A

e
\_

Figura 2.4: Quadrilatero circunscritivel ABC D

Pela Proposicao temos que

BM = BP,CM = CN, DN = DO e AO = AP.
Logo,
BC + AD
(AP + PB) + (CN + ND)
= (AO+ BM)+ (CM + DO)
= BC + AD.

AB+CD

Portanto, (2.1]) é verdadeiro.
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Provaremos agora que se (2.1]) é vélido, entao o quadrildtero ABCD é circunscritivel. Supo-
nha por contradicdo que o quadrilatero ABC'D nao é circunscritivel. Entao, o circulo interior

nao é tangente ao menos um dos lados. Digamos que tal lado seja AD, veja figura abaixo.

rD

)]

Y
\

Q

Figura 2.5: Quadrilatero ABC'D nao circunscritivel.

Agora, seja D' um ponto pertencente ao segmento C'D tal que o segmento AD’ tangencia o

circulo, conforme figura abaixo:

—
7
N

Figura 2.6: Quadrildtero ABC' D' circunscritivel.

Assim, temos que

AB +CD = BC +AD' ou AB-BC = AD - CD. (2.2)
Além disso, por (2.1)), segue que

AB-BC =A4D - CD. (2.3)

Por fim, usando o fato que CD = CD’ + D'D, juntamente com (2.2)) e (2.3), obtemos que
AD' —CD' = AD — CD,

ou seja,

AD - AD'=CD —-CD' = DD/,

isto ¢, AD = AD’ + DD’, contradizendo a desigualdade triangular no triangulo ADD’. O



2.2 O Teorema de Poncelet em triangulos

Teorema 2.2. Sejam v uma circunferéncia de raio r, inscrita em um triangulo ABC e a o
angulo CAB. Entio
AB + AC = BC + 2.r. cot (%) . (2.4)

Demonstragdo. Sejam M, N, O os pontos de tangéncia de AB, BC e AC, respectivamente,

como mostra a figura abaixo.

Figura 2.7: Circunferéncia inscrita num tridngulo

Agora, seja Al a bissetriz do angulo « no triangulo ABC e considere os segmentos M1 =

Ol =r.

Figura 2.8: Circunferéncia inscrita num triangulo

Assim, temos os tridngulos retangulos AMI e AOI. Pela proposi¢ao sabemos que
AM = A0 =2,0C = NC = AC —x e MB = BN = AB — z. Logo,
BC=AB -1+ AC — 2= AB + AC — 2z,

Ou seja,
AB + AC = BC + 2z. (2.5)

Por outro lado, AOI é um tridngulo retangulo, assim temos que

« x o
cot (—) = — ..z =r.cot (—) .
2 T 2
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Portanto, substituindo esse valor em ({2.5)), obtemos que
e «
AB + AC = BC + 2.r.cot (5) .
O
Observagao 2.1. Note que no caso onde o = 90°, isto €, o triangulo é retangulo, temos que
cot (a) = cot 90
2/ 2

Assim, por 1) , Seque que
AB + AC = BC + 2r. (2.6)

o

> = cot(45°) = 1.

2.3 O Teorema de Poncelet na circunferéncia

Para provarmos o Teorema de Poncelet na circunferéncia, utilizaremos alguns resultados

vistos no Capitulo

O primeiro resultado desta secao é conhecido como Teorema de Euler. No entanto, essa
relagao foi descoberta pelo matematico inglés Chapple em 1746, que entendeu a verdadeira
légica de Poncelet: se existir dois circulos satisfazendo a relagao (2.8) abaixo, significa que hé

uma infinidade de tridngulos inscritos em um circulo e circunscritos em outro.

Teorema 2.3 (Teorema de Euler). Seja v uma circunferéncia de raio r e centro I, interior a
um circulo T de raio R e centro O. Se A€T e AB e AC sao cordas de T tangentes a vy, entio

v € o circulo inscrito no triangulo ABC' se, e somente se,

R?* —d*=2rR, comd=OI. (2.7)

Demonstragao. Se P é o ponto de intersecao do prologamento da bissetriz 1?[} do angulo BAC

com I', conforme a figura abaixo, segue do corolario (1.1) que
AITP =R -0 = R* — &% (2.8)

Agora, sejam X e Y os pés das perpendiculares tracadas de O e I a BP e AC, respectivamente,
como mostra a figura abaixo
Assim temos que

BOX = %.B@P — BAP = PAC = IAY.

Como ambos os triangulos BOX e [AY sao triangulos retangulos, entao eles sdo semelhantes

pelo caso A.A. Portanto,

BX  BO
v Al
ou ainda,
BX.AT=BO.-IV (2.9)



Figura 2.9: Distancia OI

__ __ 1—
Como BO=R,IY =re BX = iBP’ segue das equagoes (2.8) e ([2.9) que

R2_OI = B> — d® = AL.TP = 2Rr. 2L |
BP

de maneira que

OI° = R — 2Rr — BP = IP.

Observe que BP = IP se, e somente se, o triangulo PBI é isésceles de base BI, de modo que

PBI = PIB. Como PIB é angulo externo ao tridngulo ABI, segue que
PIB = IAB + IBA.
Por outro lado, usando a relagao do angulo inscrito, temos
PBC = PAC = PAB = I AB.

Portanto,
IAB+IBA = PIB = PBI = PBC + CBI = IAB + CBI

o que nos da [ BA = CBI de modo que I pertence a bissetriz de ABC e assim é intersecao de
duas bissetrizes do tridangulo ABC, o que nos garante que [ é o incentro do tridngulo ABC' e
estd inscrita no triangulo ABC. Em particular, o lado BC também é tangente & circunferéncia
. O

O resultado a seguir é conhecido como o Teorema de Poncelet na circunferéncia. Este
garante que, dadas duas circunferéncias, uma interna a outra, se existe um triangulo inscrito na
circunferéncia externa e circunscrito na interna, entao cada ponto P da circunferéncia externa

é vértice de um triangulo com as mesmas caracteristicas.

Teorema 2.4 (Teorema de Poncelet na circunferéncia.). Sejam v e T', respectivamente, os
circulos inscritos e circunscritos a um triangulo ABC. Se A" # A,B, C' € outro ponto de T, e

A'B’ e A'C' sio cordas de T' tangentes a v, entdo vy € o circulo inscrito no triangulo A’B'C’.
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Figura 2.10: Teorema de Poncelet na circunferéncia

Demonstragdo. Sejam v (I;r) e I' (O; R), como mostra a figura acima, entao o fato de v ser o
circulo inscrito ao triangulo ABC, garante, pelo teorema de Euler, que OI’ = R® — 2Rr. De
posse dessa igualdade, aplicando novamente o referido teorema ao triangulo A’ B’C’, concluimos

que B’C’ tangencia ~, conforme desejado. O

2.4 O Teorema de Poncelet nos quadrilateros

Nesta secao estudaremos a contribuicao de Poncelet no estudo de circunferéncias e qua-
drilateros, e para isso utilizaremos algumas defini¢oes vistas no capitulo de preliminares. Leo-
nhard Euler se interessou por esse problema e realizou alguns esforcos para encontrar a condicao
necessaria e suficiente para que, dadas duas circunferéncias A interna a I', exista um quadrilatero
inscrito em I' e circunscrito em A, porém foi seu aluno Nikolai Ivanovich Fuss quem a encontrou
em 1797. Tal condicao é

2r?(R? 4+ d*) = (R* — d*)?,

férmula de Fuss para quadrilateros bicéntricos. Mas antes veremos algumas proposicoes que

auxiliarao na compreensao da férmula de Fuss.

Proposicao 2.1. Um quadrildtero convexo ABCD, de lados AB, BC, CD e DA ¢ inscritivel

se, e somente se, seus angulos opostos sao suplementares.

Demonstragao. Suponha que ABCD seja inscritivel, como mostra a Figura [1.42

A N\p

C

Figura 2.11: Quadrilatero inscrito ABCD



Sendo med(A) a medida do angulo A, med(C) a medida do angulo C,arc(BCD) a medida
do arco BCD e arc(DAB) a medida do arco DAB, temos que:

med(A) + med(C) = ‘”C(gCD ) 4 ‘”C(g AB) _ 150e,
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Suponha agora que med(A) +med(C) = 180° e que ABC'D nao seja inscritivel. Considere o
triangulo ABD e trace a circunferéncia circunscrita a esse triangulo. Seja E o ponto de intersegao

do lado BC com a circunferéncia, conforme a figura abaixo:

c

Figura 2.12: Quadrilatero inscrito ABED

Como ABED é inscritivel, temos que
med(A) + med(E) = 180°.

Logo, temos que med(E) = med(C'), o que é um absurdo ja que o angulo E é externo ao triangulo
CDE. Por fim, se C for interior ao circulo, chegamos a uma contradi¢ao andloga. Portanto, a

demonstracao esta concluida. O

Proposicao 2.2. Um quadrildtero convexo € circunscritivel se as bissetrizes de seus angulos

internos enterseptam-se em um unico ponto, que serd o centro do circulo inscrito.

Demonstragao. Suponha que ABCD é circunscritivel, como mostra a figura abaixo.

L

Figura 2.13: Quadrilatero circunscrito ABCD

Os pontos E, F,G e H sao pontos de tangéncia aos lados AB, BC,CD e DA, respectivamente.
Entao o centro I da circunferéncia inscrita estda a uma distancia igual dos lados do poligono.

Assim, como a bissetriz é o lugar geométrico dos pontos que estdo a uma mesma distancia
dos lados do poligono, podemos afirmar que I é a intersecao das bissetrizes dos quatro angulos

internos do poligono ABC'D. O
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c

Figura 2.14: Quadrilatero circunscrito ABC D

2.4.1 Formula de Fuss

Nikolai Fuss (1755-1826), foi um matemadtico suico que viveu a maior parte da sua vida na
Rissia como assistente de Fuler de 1773 a 1783, onde permaneceu até morrer. Fuss descobriu

que um quadrilatero bicéntrico deve satisfazer a relagao
2r?(R? 4+ d*) = (R* — d*)°.

A férmula de Fuss é a aplicagao do Teorema de Poncelet para quadrildteros. Antes de demons-
trarmos a Formula de Fuss, faremos a demonstracao do Teorema de Stewart e do Teorema de

Pitdgoras Inverso que serao utilizados na primeira parte da demonstracao da Férmula de Fuss.

Inicialmente veremos o Teorema de Stewart. Tal resultado relaciona os comprimentos dos
lados de um triangulo com o comprimento de uma ceviana, ver Defini¢ao [I.1] Na demonstracao

da Férmula de Fuss, ele serd utilizado para o cédlculo da mediana.

Teorema 2.5 (O Teorema de Stewart). Seja ABC um triangulo qualquer, cujos lados medem
a, b ec. Sejad uma ceviana, D o ponto de interse¢do da ceviana com o lado BC, n corresponde
a medida do segmento BD e m equivale a medida do segmento DC. O Teorema de Stewart
afirma que:

Am + b*n — d*a = mna. (2.10)
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Demonstragao. Sejam « e 5 os angulos formados pelos segmentos m e d e n e d, respectivamente,

ver figura [2.15] Temos que « e 5 sao suplementares. Pela lei dos cossenos, temos que
b =m?+d?> —2.dm.cos(a) e & =n?+d*—2.dn.cos(f).
Mas cos(a) = — cos(3). Entao,

b =m? 4+ d? — 2.dm.cos(a) e & =n®+d?+2.dn.cos(a).

Figura 2.15: Tridngulo ABC' e ceviana d

Multiplicando a primeira equacgao por n e a segunda por m, fica

2

V.n=m?>n+d>n—2.dmn.cos(a) e ctm=n>m+d>m—2.dm.mn.cos(a).

Somando as equacgoes, obtemos:
Em+btn=n m+m?n+d*n+d®m,

ou seja,

m+ b n =mmn.(m+n) +d*(m +n).

Mas a = m + n. Logo,

A.m+b2n—d*.a=mna.

Observagao 2.2. Agora, para o caso em que d é mediana, teremos m = n.
om+ b2 — d*.(a) = m*a.

Mas a = 2m. Portanto,
Am + b*m — d?2m = m*2m.

Dividindo por m,

2+ b2 —2d% =2m?
a2
A+ = ?+2d2.
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Agora vamos demonstrar o teorema de Pitagoras inverso. Esse resultado relaciona os inversos

dos catetos com o inverso da altura, ao invés de relacionar os catetos com a hipotenusa.

Teorema 2.6 (O Teorema de Pitdgoras Inverso). Seja o triangulo ABC, retingulo em C,

catetos a e b, hipotenusa c e altura h relativa a hipotenusa.

Demonstragdo. Considere o tridngulo retangulo ABC como na figura abaixo

Sabemos pelo Teorema de Pitdgoras que
a? +b* =2 (2.11)

Temos que a area do triangulo ABC pode ser calculada de varias formas.

ab _ ch

2 27
ou seja,

a.b=c.h.

Elevando ambos os membros ao quadrado, obtemos que
a?.b? = ¢*.h% (2.12)

Agora, substituindo (2.11)) em (2.12) temos
a®.b* = (a® 4+ b?).h%.

Logo,
1 a? v? 11

h2  a2b?  a2b2 2 a?’
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Com esses dois resultados em maos, veremos agora a demonstracao da Formula de Fuss.

Teorema 2.7 (Férmula de Fuss). Seja ABCD um quadrildtero. Entdo, ABCD é um qua-

drildtero bicéntrico se, e somente se, vale a relagao

2r?(R? 4+ d*) = (R* — d*)°. (2.13)

Demonstra¢do. Suponha que ABCD é um quadrildtero bicéntrico. Mostraremos que a relagao
é verdadeira. Consideremos o quadrildtero ABC D, inscrito em um circulo I' de centro
em O e raio R e circunscrito em um circulo v de centro I e raio r. Os pontos K e L sao os
pontos de tangéncia do quadrilatero com relagao a . Seja d a distancia entre os centros O e I.

Prolongando o segmento CI, encontramos o ponto E em I". Da mesma forma, prolongando o

segmento AI, encontramos o ponto F em I'. Tracemos os segmentos £EO,OF,10,IL e IK.

Figura 2.16: Quadrilatero inscrito ABCD

Como o quadrilatero ABCD esté inscrito em I', os angulos A e C sio suplementares. Por
outro lado, a reta AT ¢ bissetriz do angulo A e CT é bissetriz do dngulo C. Portanto, med(szl\I )+
med(1 5’B) = 90°. Pela construcdo, IK = IL = r. Os triangulos AIK e CIL juntos formam um
triangulo retangulo de catetos Al e C1, e hipotenusa AK + C'L, conforme ilustram as figuras a
seguir

Das relagoes métricas no triangulo retangulo, temos que

TT.(AK + CT) = AL.CT. (2.14)
Ou ainda
r.(AK + CL) = AI.CI. (2.15)
Aplicando o teorema de Pitdgoras no triangulo AIC, temos

(AK + CL)2 = A" + OT". (2.16)

61



Figura 2.18: Tridngulos AITK e CIL juntos

E levando (2.14) ao quadrado
12 (AK + CL)2 = AI'.CT . (2.17)

E substituindo (2.16|) em ([2.17))

r2 (A2 + CT°) = A" .CT".
Donde
Observemos na figura acima que o segmento EF é diametro, pois
med(DOF)+med(DOE) = 2.(med(DAF)+med(DCE)) = med(BAD+med(BCD) = 180°

Portanto, EF = 2r ¢ O é o ponto médio do segmento EF. Assim, IO é mediana do tridngulo

EFI. Utilizando o Teorema de Stewart acima, para o calculo de medianas, segue

— 2
_, EF
EI' +FI° =210° + -~
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Figura 2.19: Destaque do triangulo EF[

Mas sabemos que IO = d e EF = 2R.
ET +FI =2.(d*+ RY). (2.19)

Considere agora o diametro de I' passando por O e por I. Sejam P e () os pontos extremos

desse diametro.
As cordas AF e P(Q) também se interceptam em I, valendo
AI.FI = PI.QI.
Mas PI = R—d e QI = R+ d. Entao temos
AI.FI = (R+d).(R—d) = (R* — d?). (2.20)
Por outro lado, as cordas AF e CE também se interceptam em I, e, portanto, vale
AIL.FI =CI.EI
CI.EI = (R*> — d% (2.21)

Isolando AT e CT, respectivamente em (2.20) e (2.21]), e substituindo em (2.18]) temos

1 ViE N Vol
2 (RZ—d2)2 ' (RZ—d2)2
=2 =2
1  FI'+FEI
— = - 2.22
2 (B2 — d2)2 (2.22)
Substituindo, agora, (2.19) em ([2.22))
1 2(d*+RY
2 (R2—d2)2°

Logo, 2r3(R? + d?) = (R? — d?)2.
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2.4.2 Reciproca de Fuss

Suponhamos que vale a férmula de Fuss. Mostraremos que ABC'D é um quadrilatero
bicéntrico. Para tanto, sejam dados a circunferéncia v de centro I e raio r, a circunferéncia
I' de centro O e raio R e d a distancia entre os centros, onde a circunferéncia v é interna a
circunferéncia I' e um quadrilatero ABCD circunscrito a v com os vértices A, B e C em T
Qualquer quadrildtero ABCD circunscrito a 7 com trés de seus vértices pertencentes em I, é
inscrito em I'. Tracando a semirreta ﬂ encontramos o ponto E em I', e tracando a semirreta
C_’[> , determinamos o ponto F', também em I'. Consideremos os angulos [ AB=aeICB = 5.

Tracemos a reta /O determinando os pontos G e H em I', portanto, GH ¢é diametro de I'. Temos

Figura 2.20: Quadrilatero ABC'D circunscrito e nao inscrito

med(EOB) = 2a e med(FOB) = 23 e portanto

med(EOB + FOB) = 2(a + f3). (2.23)

Temos que as cordas AFE e GH se interceptam em I, entdo podemos escrever utilizando o

triangulo retangulo AIT

, r rIE rIE
SN = =—

Al AIIE GIIH

Por outro lado, GI = R —d e TH = R+ d. A igualdade acima pode ser reescrita como

rTE
(R+d).(R—d)

sina =

Elevando ambos os membros, da equagao acima, ao quadrado
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) r2 TE"

i = . 2.24
T Ry (R - ) (224
Suponhamos que vale a férmula de Fuss para esse caso, ou seja,
1 2(d+RY
r2 ( R2 — d2)2 ’
Que equivale a igualdade
1 2.(d*> + R?

2 (R+d)*(R— d)?

Comparando (2.24)) e (2.25)), temos que

cin? 1E
in“a=-—5——-.
2.(d* + R?)
Analogamente, encontramos que
—=2
IF
-2 _
SO = e T ey
Somando as igualdades anteriores,
IE° +TF°

: 2 : 2
S1n & +Sln6 = m

Agora, no triangulo I FO, pela lei dos cossenos,

TE’ = EO° +10° — 2.E0.T0. cos(EOI)

TE® = R? + d® — 2.R.d. cos(EOI)

E, no triangulo I F'O, também pela lei dos cossenos,

TF’ = FO’ + 10" — 2.F0.T0. cos(EOI)

TF* = R? + d® — 2.R.d. cos(FOI).
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Portanto,

R2 4 d2 — 2.R.d.cos(EOI) + R* + d? — 2.R.d. cos(FOI)
2.(d> + R?)

sin? @ +sin? 8 =

R.d.(cos(EOI) 4 cos(FOI))
(d? 4+ R?)

sin?a +sin? =1 — (2.26)
Agora, usando ([2.23)),
med(EOI) + med(FOI) = 360° — (med(EOB) + med(FOB)) = 360° — 2(a + f3).

Sabemos que a < 90° e 8 < 90°, e por isso, a + § < 180°. Analisaremos trés possiveis casos

para a equacao ([2.26]).
Caso 1: a+ 8 < 90°. Neste caso, temos que
med(EOI) + med(FOI) > 180°, sin®a +sin’ 8 < 1 e cos(EOI) + cos(FOI) < 0.

Agora denote
k = med(EOI) + med(FOI).

Logo, temos que
kE=360°—2(a+p).

Assim, segue que

360° — k
atf=T
isto é,
°—k

Dessa forma, obtemos que k& > 180°. Logo,
med(EOI) + med(FOI) = k > 180°.

Além disso, desde que a < 90° — 3, temos que

sina < 8in(90° — 33)

sina < cos 3
sin® a < cos? 8
sin?a <1 —sin?p
sin® a + sin? 8 < 1.

Temos também que
med(EOI) + med(FOI) > 180°
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med(EOI) > 180° — med(FOI)
cos[med(EOI)] > cos[180° — med(FOI)]
cos[med(EOI)] > — cos[med(FOI)]
, assim cos(EéI) + cos(F@I) > 0 o que é uma contradicao.
Caso 2: o+ > 90°. Entao
med(EOI) + med(FOI) < 180°, sin® o + sin®> 3 > 1 e cos(EOI) + cos(FOI) > 0.

Temos
360° — k

2
360° — K > 180°

> 90°

K < 180°

Além disso, desde que a > 90° — 5, temos que
sin v > sin(90° — B)

sina > cos 3
sin? o > cos? 8
sin®a > 1 —sin? B
sin? a + sin® 8 > 1.

Temos também que
med(EOI) 4+ med(FOI) < 180°

med(EOI) < 180° — med(FOI)
cos[med(EOI)] < cos[180° — med(FOI)]
cos[med(EOI)] < — cos[med(FOI)]
assim cos(E@I) + cos(FéI) < 0 o que é uma contradigao.
Caso 3: a+ 3 = 90°.
med(EOI) + med(FOI) = 180°, sin® o + sin®> 3 = 1 e cos(EOI) + cos(FOI) = 0.

Temos
360° — k

2
360° — K = 180°

= 90°

K =180°
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Além disso, desde que o + 5 =90°, o« = 90° — 3, temos que
sin v = sin(90° — B)
sina = cos 3
sin® a = cos? 8
sinfa=1-—sin?p
sin? a +sin® 8 = 1.

Temos também que
med(EOI) + med(FOI) = 180°

med(EOT) = 180° — med(FOI)
cos[med(EOI)] = cos[180° — med(FOI)]
cos[med(EOI)] = — cos[med(FOI)]
assim cos(EOI) + cos(FOI) = 0.
Portanto, oo + 5 = 90°.
Como med(BAD) = 2a ¢ med(BCD) = 23, med(BAD + BCD) = 180°.

Logo, o quadrilatero ABC'D é inscritivel, o que implica que D pertence ao circulo que
passa por A, B e C. Fica comprovado assim que, para qualquer ponto arbitrario inicial A, o

quadrilatero ABC'D serd bicéntrico. O
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