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Resumo

No presente trabalho, procurou-se descrever de forma sistematica o estudo de trigonometria
versando desde abordagens usadas no ensino fundamental, médio, atingindo resultados advindos
da graduagao, compondo assim o propésito do PROFMAT, de capacitagao do docente da rede
basica de ensino. No texto é exposto de forma particular o estudo de trigonometria, partindo um
pouco da histéria da teoria, mostrando como pode ser aplicado no cotidiano, deduzindo algumas
formulas , trabalhando questoes contextualizadas, tendo sempre como o objetivo sugerir um
ponto de vista sobre o tema, nos diversos niveis de que a trigonometria é inserida. Tendo em
vista, o processo de aquisi¢ao do conhecimentos foram trabalhadas diferentes formas de questoes,
desde os presentes nos livros didaticos, questoes do ENEM, que teve como foco desmistificar um
pouco o trauma do contetido e consequentemente a aprovacao dos alunos para um curso superior
e de problemas retirados dos cadernos de avaliagbes da OBMEP, essas elaboradas pelo IMPA
(Instituto de Matematica Pura e Aplicada). Por fim, foram criadas situagoes empiricas que
foram solucionadas pelos alunos através de um material manipuldel que foi modelado pelos

mesmos com o monitoramento do professor.

Palavras Chaves: Trigonometria no triangulo retangulo; arco trigonométrico; fungoes tri-
gonométricas; ENEM; OBMEP.
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Abstract

In the present work, an attempt was made to systematically describe the study of trigo-
nometry, ranging from approaches used in primary and secondary education, reaching results
arising from graduation, thus composing the purpose of PROFMAT), of training teachers in the
basic education network. In the text, the study of trigonometry is exposed in a particular way,
starting from the history of the theory, showing how it can be applied in everyday life, deducing
some formulas, working on contextualized questions, always having as an objective to suggest
a point of view on the subject, at the various levels at which trigonometry is inserted. In view
of the process of acquiring knowledge, different forms of questions were worked on, from those
present in textbooks, ENEM questions, which focused on demystifying a little the trauma of the
content and consequently the approval of students for a higher course and of problems taken
from the OBMEP assessment notebooks, those elaborated by IMPA (Institute of Pure and Ap-
plied Mathematics). Finally, empirical situations were created that were solved by the students

through a manipulable material that was modeled by them with the teacher’s monitoring.

Key words: Trigonometry in the right triangle; trigonometric arc; trigonometric functions;
ENEM; OBMEP.
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Introducao

A Matematica, desde seus primérdios, entrelaca-se tao intimamente com a histéria da civi-
lizacao que sua histéria é nao somente motivadora em termos de ensino como também muito
rica em aspectos culturais.

A palavra trigonometria tem origem no grego trigonos (triangulos) mais meirum (medida),
cujo principal objetivo e estudar relagoes entre os lados e angulos de um tridangulo, ”nas-
cendo” como resposta & necessidade da Astronomia e da Navegacao.

A trigonometria desenvolveu-se como resultado de uma interacdo continua e fértil entre a
oferta e a demanda: a oferta de teorias matematicas aplicaveis e técnicas acessiveis em qualquer
momento e a demanda de uma unica ciéncia aplicada, a Astronomia. Assim, a histéria da
trigonometria mostrou em seu interior o crescimento de trés partes classicas da matemaética:
algebra, analise e geometria.

Suscintamente, a trigonometria era baseada numa unica fungao, a corda de um arco de circulo
ar- bitrario, onde identificou-se as primeiras sequéncias numéricas relacionadas com comprimen-
tos de sombra com horas do dia. Por volta do século II d.C. essa funcao corda transformou-se
em variacoes do seno. Somente por volta do século IX d.C, a nova funcao seno e as antigas
funcoes sombra (tangente, cotangente, secante) foram tabuladas em sexagenarios. Com isto,
surgiu a primeira trigonometria genuina, utilizando como objeto de estudos o triangulo plano
ou esférico, seus lados e angulos. Apds o periodo do denominado renascimento da civilizagao
européia, no final do século XVIII, o notavel, Leonhard Euler e outros ji haviam apresentados
todos os teoremas da trigonometria como coroldrios da teoria das funcoes complexas.

Sabemos que os diversos ramos da Matematica nao se formaram nem evoluiram da mesma
maneira e a0 mesmo tempo, mas sim gradualmente. O desenvolvimento da trigonometria estd
intimamente ligado ao da geometria. Neste campo, a Grécia produziu grandes sabios; entre
eles Thales (625 - 546 a.C.), com seus estudos de semelhanga que embasam a trigonometria, e
seu discipulo Pitdgoras (570 - 495 a.C.). Conjectura-se que este dltimo tenha feito a primeira
demonstracao do teorema que leva seu nome: "Em todo triangulo retangulo a drea do quadrado
construido sobre a hipotenusa € igual a soma das dreas dos quadrados construidos sobre os
catetos”. Deste teorema deriva a relacao fundamental da trigonometria.

A Trigonometria grega surgiu devido as necessidades da astronomia, a fim de prever as

efemérides celestes, para calcular o tempo, e para ser utilizada na navegagao e na Geogra-
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fia. Assim, os estudos da Trigonometria se concentravam na trigonometria esférica, que estuda
triangulos esféricos, isto e, tridngulos sobre a superficie de uma esfera. No entanto, foi necessario
para isso desenvolver partes da trigonometria plana. O estudo dos tridngulos esféricos na Ma-
tematica grega vinha sendo feito desde os ultimos pitagoéricos. O préprio Euclides, que viveu
em torno de 300 a.C., em um de seus trabalhos, Os Fendomenos, estudou a Geometria esférica.
Aproximadamente em 20 a.C..

Teodésio compilou o que os gregos conheciam sobre o assunto em seu livro Sobre a Esfera.
Aristarco de Samos, que viveu em torno de 300 a.C., em seu livro Sobre as Distancias do Sol e

da Lua, baseando-se em observacoes, deduziu que:

1. A distancia da Terra ao Sol e maior do que 18 vezes e menor do que 20 vezes a distancia
da Terra & Lua. Na demonstracao deste fato vemos pela primeira vez a aproximacao do seno de

um angulo pequeno;
2. Os diametros do Sol e da Lua tém a mesma razao que suas distancias da Terra;

3. A razao do didmetro do Sol pelo didmetro da Terra é maior do que 19 : 3 e menor do que
43 : 6.

Os erros cometidos por Aristarco devem-se aos dados experimentais que utilizou. Seus ra-
ciocinios estavam certos.

Pode-se dizer que o fundador da Trigonometria foi Hiparco de Nicéia, que viveu em torno de
120 a.C.. Semelhantemente a muitos matema&ticos gregos, inclusive o proprio Euclides, pouco
sabe-se sobre sua vida. A maior parte do que se conhece sobre ele e devida a Ptolomeu (100 - 180
d.C.) o qual cita varios resultados de Hiparco sobre Trigonometria e Astronomia, e a fragmentos
de descricoes de seus trabalhos contidos nas obras de outros autores gregos.

Hiparco foi o primeiro a determinar com precisao o nascer e o ocasos de varias estrelas,
usando para isso a tabela de cordas (fungdo sombra) por ele calculada. Construiu uma ta-
bela trigonométrica com os valores das cordas de uma série de angulos entre 0 e 180 graus, a
qual apresentava a correspondéncia entre o arco e a sua corda. Foram construidas para serem
utilizadas na Astronomia.

E provavel que a divisao do circulo em 360 graus, tenha se originado com a tabela de cordas
de Hiparco. Ele provavelmente seguiu a ideia do matematico grego Hipsiclo, o qual por sua
vez tinha dividido o dia em 360 partes, uma divisao possivelmente inspirada na astronomia
babilonica.

A Trigonometria grega atingiu seu apice com Claudio Ptolomeu (viveu em torno de 150
d.C.) em seu principal trabalho, o Almagesto. O Almagesto tinha por objetivo descrever ma-
tematicamente o funcionamento do sistema solar, supondo que a Terra estava em seu centro
(teoria geocéntrica, que seria substituida no século XV pela teoria heliocéntrica, introduzida
por Copérnico (1473 - 1543)). Ptolomeu desenvolveu a Trigonometria em dois capitulos do Al-
magesto, sendo que em um deles apresenta a tabela de cordas (tabela de senos), que usou uma
circunferéncia com um raio de 60 unidades.

Objetivamente, os conceitos de seno e cosseno tiveram sua origem no contexto da astrono-

mia, tangente e cotangente emergiram das necessidades mais modestas da medicao de alturas e
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distancias.

Os arabes herdaram a trigonometria dos gregos e hindus, adotando o ponto de vista aritmético.
Introduziram, para facilitar os cdlculos, a tangente, a cotangente, a secante e a cossecante. O ma-
tematico arabe, Al-Battavi introduziu uma inovagao, o circulo de raio unitério, e assim calculou
as razoes.

O interesse pela trigonometria entre gregos e arabes era motivado por suas aplicagoes a
Astronomia. A partir do Renascimento, epoca da expansao maritima europeia que exigiu o
desenvolvimento da cartografia, a trigonometria passou a ser utilizada em cartografia e em
topografia, como ja proposto por Fibonacci (1175 - 1250) em seu livro Prdtica da Geometria, de
1220.

Outro fator de desenvolvimento da trigonometria foi a necessidade de refazer todos os célculos
da Astronomia posicional, com a adocao progressiva do sistema heliocéntrico de Copérnico. A
partir de Galileu (1564 - 1642), e com a descoberta da Geometria Analitica por Descartes (1596
- 1650) e por Fermat (1601 - 1665), o estudo das curvas desenvolveu-se muito. A curva seno
foi introduzida nos estudos de Roberval 8(1602 — 1675) sobre a cicléide; no livro Mecdnica de
Wallis (1616 - 1703), publicado em 1670, hd um gr afico de dois per 10dos da funcao seno. E o
primeiro aparecimento de uma funcao trigonométrica. Pouco a pouco, as fungoes trigonométricas
passaram a figurar frequentemente em Matematica, paralelamente ao uso de tabelas cada vez
mais precisas para aplicacoes em Topografia, Navegacao, Astronomia de posi¢ao. J& nos séculos
XVIIIe XIX,foivisto serem elas essenciais para a solugao de certos problemas de Matematica e
de Fisica. A introducao das séries de Fourier mostrou a posicao central destas func¢oes na Anélise
Matematica moderna e em muitas de suas aplicagoes.

Na atualidade encontram-se aplicacoes para a trigonometria nas telecomunicagoes, na musica,
na determinacao de distancias entre estrelas, na medicina, na fisica, na sociologia e em muitas
outras areas cientificas. Como tal, o seu estudo e indispensavel para engenheiros, fisicos, in-
formaticos e praticamente para todos os cientistas.

A construcao deste trabalho teve como dmago central, exibir as facetas da trigonometria
nas esferas do ensino, a saber, ensino bdsico, ensino médio e superior, executando o papel
fundamental de um curso de capacitaggo como o PROFMAT, o de gerar no docente, novas
pespectivas sobre temas pertinentes no seu oficio de educador, tentando promover dinamicas de
abordagens que possam futuramente, despertar o interesse dos alunos sobre os temas propostos.

Especificamente, a trigonometria para o discente, normalmente é vista como um contetido
bem abstrato e de dificil entendimento, o que acarreta na seu total falta de afinidade e interesse
por tal tema, isso leva os mesmos a estudarem de maneira decorativa e de forma superficial, com
apenas o intuito da aprovacao, sem parar pra analisar como tais conteidos podem ser aplicados
no nosso cotidiano e da sua grande importancia na sequéncia de conhecimentos no nivel superior.
Outro fator que deve ser analisado é a forma como os professores normalmente abordam esse
tema para os alunos, pois algumas vezes fundamenta-se apenas com exercicios com foco nos
vestibulares, fazendo com que os alunos nao despertem a curiosidade pela fascinante area de
estudo, que é a base motivacional que impulsiona o interesse pelos estudos.

Esta dissertacao, apresenta-se organizada da seguinte forma: o primeiro capitulo, propoe uma
introducao da trigonometria no ensino fundamental, especificamente no nono ano, partindo do

estudo de angulos, arcos e das relagoes métricas no tridngulo retangulo onde, a partir dai, sera
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feita uma abordagem histérica do uso dessas ferramentas. Ainda no capitulo 1 iremos propor
uma abordagem por meio de situagoes-problema praticas para que eles possam ver que o estudo
e uso da trigonometria facilita diversas medigoes, finalizando com uma sistematizacao dos con-
ceitos que foram trabalhados durante as atividades anteriores. O segundo capitulo, esta focado
no ensino médio, Esta parte do texto, pretende identificar as razoes no circulo trigonométrico
para que as medidas possam ser transportadas para o plano cartesiano, onde o enfoque é que
os discentes e doscentes interessados sejam capazes de identificar e modelar alguns fendmenos
periédicos. Logo, é necessario que seja feita uma abordagem das fungoes trigonométricas na
forma geral para ser possivel analisar a funcdao de cada um de seus coeficientes. Para que a in-
vestigacao da funcao de cada coeficiente da forma geral das fungoes trigonométricas seja feita de
forma rapida e precisa. Sequencialmente, no capitulo 2, expomos no texto, relacées fundamen-
tais da trigonometria, soma e diferenca de arcos, equacoes e inequagoes trigonométricas, dedugao
das leis dos cossenos e a lei dos senos, modelando fendmenos peridédicos por meio das fungoes
trigonométricas, para exibir o quanto é denso o uso de tal teoria. Por fim, tendo como fonte de
pesquisa, exames que testam aptidoes de conhecimentos nacionais, como o ENEM, assim como
a OBM e OBMEP, visou-se observar como a trigonometria é usada em tais testes periodicos,
exibindo algumas situagoes problemas e promovendo possiveis solucoes. O terceiro capitulo é
destinado a observar a trigonometria na analise matematica. Tal capitulo, tem por objetivo
principal, utilizar as ferramentas que foram trabalhadas nas disciplinas realizadas no PROF-
MAT, principalmente os cursos de ntimeros e fungoes, e fundamentos do célculo, para que sejam
inseridas em resultados e teoremas da trigonometria, fazendo com que o leitor, tanto o docente,
quanto o discente, tenham um ponto de vista analitico da teoria. No ultimo capitulo, foi reali-
zado uma proposta de intervengao no ensino bésico, mais especificamente em uma escola publica
do municipio de Aquidaba, Sergipe. Executamos um trabalho, com materias manipuldveis de
baixo custo, para que os alunos no exercicio de observacao de estudo de campo, executassem o
que foi explanado nas aulas tedricas, solugoes de problemas sugeridos pelo orientador, exibindo
de forma objetiva e sensorial o quanto o conhecimento da teoria, em particular, a trigonometria,

torna-se imprescindivel para resolugao de situagoes advindas do contidiano.
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Capitulo 1

Trigonometria no triangulo

retangulo.

Neste capitulo, direcionamos no foco no ensino béasico, mais especificamente, o ultimo ano
do ensino fundamental. No primeiro momento vamos dissertar um pouco a respeito da historia
sobre o desenvolvimento de trigonometria, a seguir, abordamos conceitos basicos sobre arcos,
angulos, uma unidade de medida de angulos ( grau) e instrumentos de medida ,temas comumente
trabalhados no ensino fundamental e médio, como também as defini¢cées das principais razoes
trigonométricas no triangulo retangulo.

Permita-nos enfatizar que para realizagao deste capitulo utilizamos os referéncias [1], [2], [3].

1.1 Um pouco da histéria

Quando abordamos o conteddo da forma supracitada, estamos fazendo uma abordagem
didatica semelhante ao do inicio do século X X, onde os alunos eram meros reprodutores de
técnicas, uma vez que, a sociedade necessitava ter pessoas qualificadas para trabalhar de forma
mecanica na industria. Porém, pensando na sociedade atual, que com a globalizacao desde o
final do século X X, anseia por individuos com muiltiplas inteligéncias, tanto no ambito técnico,
social, emocional, e ndao meramente reprodutoras de modelos e pensamentos ja estabelecidos,
o ensino deve auxiliar na formacao de um cidadao que saiba questionar, compreender, aplicar,
propor, sistematizar, relacionar, avaliar, inovar e, principalmente, produzir novos conceitos e
solugoes, de forma rapida, para situagoes cotidianas que envolvam processos industriais, sociais
e politicos. Assim, é notdrio que essa abordagem mecanicista nao contribui de forma satisfatéria
para essa formacao dos cidadaos, que serd exigida pelo mercado de trabalho e pela sociedade
em geral.

De acordo com os estudos atuais, esse trabalho propoe que o ensino da trigonometria seja
abordado com base em contextos histéricos associados a questoes socioecondémicas e culturais
sobre o assunto, andlise etimoldgica da palavra trigonometria e de sua nomenclatura, introducao

por meio da construcao dos conceitos das razoes trigonométricas enfocando a manipulagao e
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analise de regularidades no tridngulo retangulo, andlise da construcao da tabela de valores
das razoes trigonométricas, aplicagoes 25 dessas razoes em diversos contextos antigos e atuais,
atividades praticas de medicao e calculo de distancias, abordagem do circulo trigonométrico
e analise dos valores assumidos pelas razoes trigonométricas em cada quadrante associando
a construcao e andlise das fungoes trigonométricas por meio de transferéncia de medidas desse
circulo trigonométrico para o plano cartesiano, aplicagoes da trigonometria na Fisica com analise
de fen6menos periddicos, manipulagao dessas fungoes para levantar hipdteses a respeito das
caracteristicas de cada coeficiente das mesmas, estudo sistemdtico das razoes trigonométricas
da soma e diferenca de arcos. Dessa forma, o aluno estard participando ativamente em todo
o processo de formagao e desenvolvimento do contetudo, respeitando sua maturidade ao longo
dos anos. Essa proposta indica pontos que vem sendo investigados e discutidos amplamente,
tendo em vista a organizacao de um corpo de sugestoes metodoldgicas que poderao nortear,
de modo geral, nao sé o ensino de trigonometria, mas o ensino de Matematica como um todo.
Faremos uma breve apresentacao conceitual dos conteliidos matemaéticos explorados por meio do

jogo borboleta. Esses conceitos estao definidos na perspectiva de Macedo (2011).

1.2 Conceitos basicos

A fim de estabelecer um encaminhamento claro, preciso, porém conciso de algumas idéias
matematicas, primeiramente precisamos definir alguns dos elementos que serao bastante usados.
Sendo assim, veremos a seguir algumas defini¢oes e classificacoes de substantivos muito usados na

teoria do estudo de trigonometria. Comegaremos pela definicao de angulos e suas caracteristicas.

Definicao 1.2.1. Um dngulo € a regidgo delimitada por duas semirretas ou segmentos de reta

com ponto em comum (origem denominado de vértice).

Podemos observar, a ideia de dngulo presente no nosso dia-a-dia, por exemplo, quando vi-
ramos em uma esquina, quando montamos uma tabua de passar roupas, entre os ponteiros de
um relégio, na inclinagdo do telhado de uma casa, na abertura de uma tesoura, dentre outros
(LIMA, 2014).
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Vale ressaltar que os angulos tem como uma das unidades de medida o grau, que é uma

medida correspondendo a 360 de uma circunferéncia. Os angulos recebem suas classificacoes de

acordo com o valor da sua medida. Vejamos:

° Angulo agudo: é o angulo com medida menor que 90°.

Angulo de 45° :

0
45

e Angulo reto: é o dngulo com medida de 90°.

Angulo de 90° :

Angulo reto
\gn"

) Angulo obtuso: é o dngulo com medida maior que 90° e medida menor que 180°.

Angulo de 135° :

135

e Angulos raso : Angulo que mede exatamente 180°, os seus lados sao semirretas opostas.

Angulo de 180° :

160
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e Angulos complementares: sao dois ou mais angulos que somados resultam em 90°.

Angulos de 90° — z e =, onde = < 90° :

e Angulos suplementares: sdo dois ou mais angulos que somados resultam em 180°.

Angulos de 180° — z e z, onde z < 180°

0
180 -x

4 -

e Angulos replementares: sdo dois ou mais angulos que somados resultam em 360°.

Angulos de 360° — z e z, onde = < 360°

o
360 -x

e Angulos consecutivos e adjacentes

Angulos consecutivos: Dois angulos sdo consecutivos se um dos lados de um deles coincide

com um dos lados do outro angulo.

1. LZAOC e £ZBOC sao consecutivos e OC é o lado comum.
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2. LZAOB e ZBOC sao consecutivos e OB é o lado comum.

C B

0

3. LZAOB e LZAOC sao consecutivos e OA é o lado comum.

C
0 B

A

e Angulos adjacentes: Dois angulos consecutivos sao adjacentes se, ndo tém pontos internos

comuns. Na figura em anexo ZAOB e ZBOC sao angulos adjacentes.

C B

0

° Angulos opostos pelo vértice (OPV): Consideremos duas retas concorrentes cuja intersegao
seja o ponto O. Estas retas determinam quatro angulos. Os angulos que nao sao adjacentes

sao opostos pelo vértice.

Dito isso, um ramo da matematica que relaciona o comprimento dos lados de um triangulo
com seus angulos ¢é a trigonometria. Inicialmente veremos essas relagoes no triangulo retangulo,

que é o triangulo que possui um angulo interno reto.

Definicao 1.2.2. Dado um triangulo ABC retangulo em ZBAC, em que o angulo ZABC ¢€
igual a o, identificamos seis razoes entre os lados do triangulo ABC, que demominamos razoes

trigonométricas de a.
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C
0
- h;
§ Ipoteq
0 Ysy
]
g
7}
L a
‘@
A  cateto adjacente B

Tais razoes sao:

Definicao 1.2.3. Seno de um angulo é a razao entre a medida do cateto oposto e a medida da

hipotenusa.

cateto oposto
sena =

cateto adjacente
Definigao 1.2.4. Cosseno de um angulo € a razdo entre a medida do cateto adjacente e a medida

da hipotenusa.

cateto adjacente
cosa =

hipotenusa
Definicao 1.2.5. Tangente de um angulo é a razao entre a medida do cateto oposto e a medida

do cateto adjacente.
cateto oposto

tga =
& cateto adjacente

As razoes denominadas cossecante, secante e cotangente sao as respectivas inversas das razoes
anteriores e denotadas por cosseca, seca e cotga.
Exemplo:

Figura 3.6: Razoes Trigonométricas no Triangulo Retangulo.

1.3 Relacgoes métricas no triangulo retangulo

Veremos algumas relagoes métricas no triangulo retangulo que serao demostradas a seguir

através de semelhanga de triangulos:

Sendo:
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a: medida da hipotenusa (lado oposto ao angulo de 90°);
b: cateto;

c: cateto;

h: altura relativa a hipotenusa;

m: projecao do cateto ¢ sobre a hipotenusa;

n: projecao do cateto b sobre a hipotenusa.

Para poder encontrar as relagoes iremos utilizar a semelhanga de tridngulos. Considere os

triangulos semelhantes ABC, HBA e HAC, que estao sendo representados nas imagens abaixo:

Como os triangulos ABC e HBA sao semelhantes (AABC ~ AHBA), temos as seguintes
proporcoes:
g

:E:>a-h:b-c

c 2
=—=c"=a-m
m

ale ol

Usando que AABC ~ AHAC encontramos a proporgao:

b
g:—:>l)2:a-n
b n
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Da semelhanca entre os tridngulos HBA e HAC encontramos a proporgao:

ﬁ:mifﬂ:m-n
n h

Temos ainda que a soma das projegoes m e n é igual a hipotenusa, ou seja: a =m + n

Algumas aplicagoes das relagoes métricas no triangulo retangulo

Exemplo 1.1. Encontre o valor de x e de y na figura abaizo:

A

Primeiro calcularemos o valor da hipotenusa, que na figura estd representado por y. Usando
a relacao: a =m +n,
y=9+3
y =12

Para encontrar o valor de x, usaremos a relacdo b> = a - n, assim:

2 __ _

z°=12-3=236
z=vV36=6

Exemplo 1.2. A medida da altura relativa a hipotenusa de um triangulo retangulo € 12 ¢cm e
uma das projecoes mede 9 cm. Calcular a medida dos catetos desse triangulo. Primeiro vamos

encontrar o valor da outra projecio usando a relacdo: h> =m-n

122=9-n=144=9-n
4
=5 =

Vamos encontrar o valor da hipotenusa, usando a rela¢cdo a =m +n

n 16

a=16+9=25

Agora € possivel calcular o valor dos catetos usando as relagées b> =a-n ec®> =a-m

b2 =26 - 16 = 400
b = 400 = 20
?=95.9=225

c=V225=15
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1.4 Teorema de Pitagoras

A mais importante das relagoes métricas é o Teorema de Pitdgoras. Pitdgoras viveu hd 2500
anos e nao deixou obras escritas. O que se sabe de sua biografia e de suas ideias é uma mistura
de lenda e histéria real. Acerca de 50 km de Mileto, na ilha Jonia de Samos, por volta de 589
aC. nasceu Pitagoras, que também esteve no Egito e, por desavencgas com o tirano Policrates, de
Samos, mudou-se para Crotona ao sul da Peninsula Itdlica onde fundou uma sociedade voltada
ao estudo da Filosofia, das Ciéncias Naturais e da Matematica, chamada Escola Pitagorica.
Rapidamente, os membros desta sociedade passaram a ver niimeros por toda a parte concluindo
que o Universo era regido por uma inteligéncia superior essencialmente matematica.

Atualmente ndo hd documentos que justifiquem a afirmacao de que o Teorema de Pitdgoras
foi demonstrado pela primeira vez pelos Pitagéricos. Conjectura-se que os membros da mais
antiga escola pitagérica conheciam muito bem a geometria dos babilonios, portanto, as idéias
bésicas do teorema poderiam ter suas origens em outras épocas bem mais remotas. O maior
feito tedrico dos pitagdricos foi a descoberta dos ntimeros irracionais, mas seu mérito maximo
consiste em haverem provocado uma verdadeira epidemia de interesse pela matematica, que

contagiou a maioria das cidadesestado da Grécia.

A seguir veremos um dos teoremas mais importante da matematica, o Teorema de Pitdgoras.

Teorema 1.4.1. Em um triangulo retangulo o quadrado da medida da hipotenusa € igual a

soma dos quadrados das medidas dos catetos.

Podemos demonstrar o teorema usando a soma de duas relacoes encontradas anteriormente.

2

Demonstragdo. Vamos somar a relacdo b®> = a - n com ¢ = a - m, conforme mostrado abaixo:

V+=a-n+a-m
V+ct=a-(n+m)
Como a = m + n, substituindo na expressao anterior, temos:
a2 =b"+c2

Assim, o Teorema de Pitagoras pode ser enunciado como: a hipotenusa ao quadrado é igual

a soma dos quadrados dos catetos. ]

A seguir, expomos a tabela trigonométrica exibindo apenas angulos notaveis, isto é, os

angulos de 30°, 45° e 60°.
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Tabela de valores trigonométricos

Tgd

Cost tgd Send CosH
10,017gm31° 0,515 0,857
0,999 0,035 “ 0,53 0,848
0,999 0,052 " 0,545 0,839
0,998 0,07 4° 0,559 0,829
0.996 0.087 ° 0.574 0.819
° 0,588 0,809

“ 0,602 0,799

" 0,616 0,788

° 0,629 0.777

° 0.643 0.766

° 0,656 0,755

* 0,669 0,743

" 0,682 0,731

° 0,695 0,719

° 0,707 0,707

¢ 0,719 0,695

* 0,731 0,682

" 0,734 0,669

° 0.755 0.656

° 0,766 0,643

51° 0,777 0,629

0,927 0,404 * 0,788 0,616
0,921 0,424 " 0,799 0,602
0.914 0.445 ° 0.809 0,588
0.906 0,466 ° 0,819 0574
0.899 0,488 © 0,829 0,559
0,891 0,51 " 0,839 0,545
0,883 0,532 " 0,848 0,53
0.875 0,554 ° 0.857 0,515
0,866 0,577 ° 0866 05

Sen#t CosH tgH
© 0,875 0.485
° 0,883 0,469
3” 0,891 0,454
© 0,899 0.438
© 0.906 0.423
53¢ 0,914 0,407
® 0,921 0,391
© 0,927 0,375
® 0,934 0,358
° 0,94 0.342
© 0,946 0,326 2,
© 0,951 0,309 3,
* 0,956 0,292
© 0,961 0,276
©'0,966 0,259
0,97 0,242
“ 0,974 0,225
* 0,978 0,208
©10.982 0.191
© 0,985 0,174
1° 0,988 0,156
“ 0,99 0,139
* 0,993 0,122
©10.995 0.105
® 0,996 0,087
° 0,998 0,07
“ 0,999 0,052
® 0,999 0,035
©0,999 0.017

VO~V AWN P

Pl ke et
BWN O

15°

Figura 1.1: Tabela de relacao entre medidas angulares e medidas lineares
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1.5 Situacgoes problemas do ensino fundamental

As razoes trigonométricas mencionadas anteriormente servem como base para resolver varios
problemas no nosso cotidiano. Dentre estas aplicagoes podemos calcular distancias inacessiveis,
como a altura de uma torre, a altura de uma piramide, distancia entre duas ilhas, o raio da

terra, largura de um rio, entre outras.

Exemplo 1.3. Uma pessoa com 1,75m de altura e que se encontra a 20m da base de um edificio
vé o ponto mais alto dele sob um dngulo de 50°. Qual a altura aprozimada do edificio? ( use:

sen(50°) = 0,76 , cos (50°) = 0,64 e tg(50°) =1,19)

. L L]
50 o
K=~ | [N

Resolugao: seja h o comprimento, em metros, do seqgundo cateto do triangulo retangulo que

aparece na figura.

50°

20

h
Assim, tg(50°) = 207 donde h = 20 - tg(50°). Portanto h ~ 23,84 e, entdo, a altura do

edificio €, aprorimadamente, 25, 6m.

Exemplo 1.4. A Secretaria de Turismo de uma cidade vai instalar um teleférico ligando os
topos de duas montanhas, uma com 872m e a outra com 761m de altura, conforme a figura. Os
engenheiros responsdveis pelo projeto mediram o angulo de vértice A e calcularam que o cabo de
aco que sustentard o teleférico tem curvatura e, por isso, seu comprimento é 7% maior que a
medida do segmento de reta AB. Assim, calculem o comprimento do cabo. ( use: sen(20°) =

0,34 , cos (20°) = 0,94 e tg(20°) = 0,36)
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Resolugdo: O desnivel em metros entre os pontos A e B € a diferenca 872 — 761, ou seja,

111m. Assim, temos o triangulo retangulo abaizo.

111

20°

A

111
A distancia d, em metros, entre os pontos A e B €, portanto, dada por d = —————— e assim

sen(20°)
d =~ 324, 54m.
Como o comprimento do cabo deve ser 7% maior que a medida do segmento de reta AB,

entao esse comprimento €, aprorimadamente, 347,26m.



Capitulo 2

Trigonometria no ensino médio:
Estudo do ciclo trigonométrico, com

identidades trigonométricas.

Neste capitulo, iremos enfatizar a teoria sobre a circunferéncia trigonométrica, unidade de
medida de angulo (radiano), congruéncia de arcos, fungoes trigonométricas, estudo dos qua-
drantes, relagoes trigonométricas, transformacoes trigonométricas, equagoes e inequagoes trigo-
nomeétricas e resolucoes de tridngulos quaisquer, assuntos esses mencionados no liros didéticos

do ensino médio.

Este capitulo foi baseado nas referéncias bibliogréficas, [1], [2], [3], [7], [8], [9], [10].

2.1 Razoes trigonométricas

No capitulo anterior abordamos uma definicao para a unidade de medidas de angulo que foi

o grau, agora trataremos de uma nova unidade de medidas de angulo que é o radiano (rad).

Definigao 2.1.1. O radiano (notagdo: rad) é definido como a medida de um dangulo central
subentendido por um arco cujo comprimento € igual ao raio da circunferéncia que contém o

arco.

A circunferéncia toda contém 27 radianos, o que significa que seu comprimento ¢é igual a
2mR e que a medida dela correspondente ao arco de uma volta. E interessante observar que 08
egipcios chegaram ao valor aproximado de 3,16 para o w h& 3500 anos partindo de um quadrado
inscrito numa circunferéncia, cujo lado media nove unidades. Eles, entao, dobraram os lados do
quadrado para obter um poligono de oito lados e calcularam a razao entre os perimetros dos

octogonos inscrito e circunscrito e o diametro da circunferéncia.

17
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2.2 O Ciclo Trigonométrico

Uma circunferéncia que relaciona niimeros reais a angulos é denominada circulo trigonométrico,
em que cada ponto dessa circunferéncia esta associado a um numero real, onde tal niimero re-

presenta um angulo.

Para isso vamos considerar uma circunferéncia de raio unitario com centro na origem do
sistema cartesiano ortogonal e o ponto A = (1,0). O ponto A serd tomado como a origem dos

arcos orientados nesta circunferéncia e o sentido positivo considerado serd o anti-horario.

Assim, chama circulo trigonométrico ou ciclo trigonométrico, ao circulo orientado de raio
unitario, cujo centro é a origem do sistema de coordenadas cartesianas, note que os eixos OX e

OY decompoem o ciclo trigonométrico em quatro quadrantes que sao enumerados como segue:

-

Figura 2.1: Ciclo trigonométrico

Obs.: Os quadrantes sao usados para localizar pontos e a caracterizacao de angulos trigo-
nométricos. Por convencao, os pontos situados sobre os eixos nao pertencem a qualquer um dos

quadrantes.

Em muitos problemas relacionados a trigonometria nem sempre aparece arcos menores que
360°, as vezes precisamos levar em consideragdo que possuem arcos cujas medidas sao maiores
do que 360°. Observe que, tomando um ponto mével que parte de um ponto A no sentido
anti-horario sobre uma circunferéncia e para em um ponto M, formando assim, um arco AM.
A medida deste arco (em graus) podera ser menor ou igual a 360° ou ser maior do que 360°.
Sendo menor ou igual a 360° a medida do arco, dizemos que este arco estd em sua primeira

determinagao.
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Figura 2.2: Orientagao no ciclo trigonométrico

Observe que uma particula ou um ponto mével podem descrever uma infinidade de movi-
mentos em uma circunferéncia. Sendo assim, em muito desses caminhos a circunferéncia podera
ser percorrida por um ponto mével por uma ou mais vezes em um determinado sentido, antes
de parar no ponto M, determinando arcos maiores do que 360° ou arcos com mais de uma volta.
Dai temos que a particula em suas trajetérias ira formar uma infinidade de arcos, porem apre-
sentando medidas diferentes, cuja origem permanece no ponto A e cuja extremidade sendo o
ponto M. ou seja, a particula pode dar varias voltas no circulo, tanto no senti horario como no
sentido anti-hordrio e permanecer no ponto M. Matematicamente falando seja o arco AM cuja
primeira determinacdo tenha medida igual a m. Um ponto mdével que parte de A e pare em M,
pode ter varias medidas algébricas, dependendo do percurso. Se o sentido for o anti-horario, o
ponto M da circunferéncia trigonométrica sera extremidade de uma infinidade de arcos positivos

de medidas: m, m + 2w, m + 47, m + 6m,....

Observe que caso o sentido tomado pela particula seja o horéario, o ponto M serd extremidade

de uma infinidade de arcos negativos de medidas: m — 2w, m — 47w, m — 6m....

Figura 2.3: Relacao de arcos no ciclo trigonométrico

Exemplo 2.1. Se um arco de circunferéncia tem origem em A e extremidade em M, com a

primeira determinacao positiva medindo , entdo os arcos desta familia AM, medem:
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Determinagoes positivas (sentido anti-hordrio)

k= Ou(AM) = g
™ m
k= 1u(AM)=—-+21=—
wAM) = o + 21 = -
1
ko= 2u(AM) = T 4ax = 25T
3 3
1
E o= Su(AM) =T 4 6n— T
3 3
1
E = nu(AM) = Tt onm = (1 + 6
3 3
Determinagdes negativas (sentido hordrio)
T —om
ko= —1up(AM) =" —op="2T
wAM) = 5 —2r = —
T —11=
E = —2u(AM)=—-—4r =
WAM) = 3 —dr = —
T —17m
k 3u(AM) 3 67 3
m —237
— A4p(AM) =T _gp =
k w(AM) 3 8 3
1—
k= —nu(AM) = g —2nm = (3671)71

Dois arcos trigonométricos sao ditos congruos, quando a diferenca entre eles é um nimero
multiplo de 360°. Tomando «x e y dois arcos trigonométricos, para que eles sejam congruos , isso
sO ocorrera se e somente se: x —y = k. 360°, sendo £ um nitimero inteiro. Portanto, para saber
se dois arcos sao congruos, basta verificar se a diferenca entre eles é um multiplo de 360° (ou 27
radianos, pois 27rad = 360°).

Obs.: Arcos de uma mesma familia sdo congruos. Exemplo: Os arcos 2780° e 1700°, sao
1080°

congruos, pois: 2780° — 1700° = 1080° e como 1080° é divisivel por 360°, note que 360°

Exemplo 2.2. Calcular a primeira determinacao positiva do conjunto de arcos de mesma ex-
tremidade que o arco A de medida: A = 810°.

Resposta: Note que o arco de 810° pode ser escrito na forma: 810° = 2 - 360° + 90°

Isto significa que precisamos dar 2 voltas completas e mais 90° para completar o arco de

810°. Portanto , a primeira determinagao positiva € 90°.

Exemplo 2.3. Calcular a primeira determinagao positiva do conjunto de arcos de mesma ex-
tremidade que o arco A de medida: B = —1820°.

Resposta:

Note que o arco de 1820° pode ser escrito na forma: 1820 = 5(360) 4+20. Como a orientagdo
€ negativa, o ponto maovel se desloca no sentido hordrio Isto significa que precisamos dar 5 voltas
completas e mais 20° no sentido hordrio para completar o arco de 1820°.

Portanto, a primeira determinagao positiva € 360° — 20° = 340°
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Figura 2.4: Angulo no sentido anti-horario

7 19
Exemplo 2.4. 3) Verificar se os arcos de medidas g e Tﬂ sdo arcos congruos?

Resposta:

Como a diferenca entre as medidas de dois arcos dados é:

que € um maultiplo de 2w, entao os arcos sao congruos.

2.3 Funcoes Trigonométricas

Iniciaremos definindo as fungoes trigonométricas. Em seguida, apresentaremos o grafico
de cada uma delas. Durante a analise grafica, discutiremos o periodo, a imagem e detalhes

relevantes para melhor aproveitamento dos alunos nesse estudo.

2.3.1 Funcao seno:

Vimos que para qualquer ntimero real x, podemos calcular o valor do seno de x. Sendo assim,
o nosso dominio serd o conjunto dos niimeros reais e usaremos essa razao trigonométrica como

lei de formacao da funcdo que definiremos a seguir:

f:R — R

x — f(z) = sen(x)

O grafico da Fungao Seno:
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Figura 2.5: Gréfico da funcao senoidal

Primeiramente, pode ser discutido com os alunos, informalmente, o que acontece em cada

um dos intervalos citados abaixo:

oo
No intervalo |0, 5} ,a fungao é crescente e varia de 0 a 1.

. ™ ~ .
No intervalo 5 77] , a funcao é decrescente e varia de 1 a 0.

[ 37 -, .
No intervalo |, 7] , a funcao é decrescente e varia de 0 a —1.

3
No intervalo [g, 27] a fungao é crescente e varia de —1 a 0.

No circulo trigonométrico, o sinal da funcao seno é positivo quando x pertence ao primeiro

e segundo quadrantes. J& no terceiro e quarto quadrantes, o sinal é negativo.

Figura 2.6: Positividade da fungao seno

Além disso, no primeiro e quarto quadrantes a funcdo f é crescente. Ja no segundo e
terceiro quadrantes a funcao f é decrescente.

Vale ressaltar, apés essa andlise, que para valores de & maiores que 27 estaremos trabalhando
com arcos congruentes, que nos darao consequentemente os mesmos valores ja obtidos no pri-
meiro ciclo, isto é, a andlise se repete periodicamente. Com isso poderemos dizer que a Funcao

Seno é periddica e que o periodo da mesma é 27.



2.3. FUNCOES TRIGONOMETRICAS 23

Periodo da Fungao Seno

Definicao 2.3.1. O periodo corresponde ao menor intervalo de tempo em que acontece a

repeticao de determinado fenomeno.

Observe no gréfico que o periodo é 27 Paridade da fungao Em relacao a simetria, a funcao

seno é uma fungao fmpar: sen(—z) = — senz.

2.3.2 Funcao cosseno

Dominio e imagem da fung¢ao cosseno

Como os angulos, em cos(x), podem variar dentro do conjunto dos nimeros reais, entende-se
que o dominio da fung¢do cosseno também é dado por f : R — R. Semelhantemente, no eixo y
do circulo trigonométrico, o valor de cosz se estende entre —1 e 1, ou seja, Imcosx = [—1;1].

Observe no grafico:

cos(x)p

Figura 2.7: Grafico da funcao cossenoidal

Primeiramente, pode ser discutido com os alunos, informalmente, o que acontece em cada

um dos intervalos citados abaixo:

T
No intervalo [0, 5} ,a funcao é decrescente e varia de 1 a 0.

s
No intervalo [5, 7|, a funcdo é decrescente e varia de 0 a —1.

. 3 < .
No intervalo [, ?], a funcao é crescente e varia de —1 a 0.

3
No intervalo [g, 27] a fungao é crescente e varia de 0 a 1.

A fungao cosseno é dada pela equacao f(z) = cos(x). Sua variacao no ciclo trigonométrico é
regida pelo didmetro horizontal, quando os valores estdao no hemisfério direito, serao positivos.

Na porgao esquerda, negativos:
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Figura 2.8: Positividade da funcao cosseno

Além disso, no primeiro e segundo quadrantes a fungdo f é decrescente. J4 no terceiro e

quarto quadrantes a funcao f é crescente.

Periodo da Fungao cosseno

Observe no grafico que o menor intervalo de tempo em que acontece a repeticao dos valores

da funcao cosseno que o periodo é 27

Paridade da fungao

Em relacao a simetria, a fungao cosseno é uma funcao par: cos(-x) = cos(x)

2.3.3 Funcgao tangente

Como nas outras fungoes trigonométricas, a lei de formagao da funcao tangente é tal que

f(z) = tgzx. Apesar de tal semelhanga, essa equagao possui muitas particularidades, ja que é
senx

uma razao entre .
CcoS T

Como, em uma divisao, o denominador ndo pode ser igual a zero, nao existe resposta para
f(x) = tgx quando o cosx = 0. Por tal motivo temos que todos os angulos que faz com
que o cosseno seja igual a zero, faz a funcdo tangente nao existir , ou seja, nao sao aceitos no
dominio de tanhz. Logo teremos que o dominio da funcao tangente é dado por Dom(tg) =

{z € R|z # +km; k € Z}. Isso indica que para x = +km, a fungao tangente nao serd definida.

J& o conjunto da imagem da funcgdo tangente corresponde a R, ou seja, o conjunto dos
nimeros reais, ela pode variar infinitamente, ja que a reta que a define nao esta dentro do ciclo
trigonométrico e sempre ¢é crescente. Como vocé pode observar no grafico abaixo, o valor de tgz

tende ao infinito:
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o
-360 _270° ~180% _gp® o0 ° 180° 270° 360 °
/Z ] iy
—2T —3ETn —T -1en dm m 3dm 2n
14
24
a4
44
54
o

Figura 2.9: Gréfico da fungéo tangente

Observando o grafico acima percebemos que a funcao tangente é uma funcao peridédica e seu
periodo é m. No circulo trigonométrico, o sinal da fungao tangente é positiva quando x pertence

ao primeiro e terceiro quadrantes. Ja no segundo e quarto quadrantes, o sinal é negativo.

Figura 2.10: Positividade da funcao tangente.

Além disso, a fungao f definida por f(x) = tgz é sempre crescente em todos os quadrantes

do circulo trigonométrico.

Paridade da fungao

Em relagao a simetria, a fun¢do tangente é uma fungdo impar:

tg(—x) = — tgx



26CAPITULO 2. TRIGONOMETRIA NO ENSINO MEDIO: ESTUDO DO CICLO TRIGONOMETRICO, COM

2.3.4 Funcao cossecante

) - 1 .
Definimos a fungao cossecante como f(x) = ,x # km. Lembrando alguns conceitos
senx
do Circulo Trigonométrico, fica claro que a fungao cossecante tem imagem R—] — 1, 1[, ou seja

cossecr < —1 ou cossecx > 1, para todo x real.

AY
P
2 pO°
T R
P 1
g
/ cossec(x) \
180°] .
| o [360°
| | 2w
\ /
\\ P
\“-1_.___“__,/'/
3w |270°
2

Figura 2.11: Cossecante no ciclo trigonométrico

A cossecante de um angulo sempre estard sob o eixo das ordenadas OY. Nesse sentido,
o cossecante de um angulo serd sempre positivo no 1° e 2° quadrantes e negativo no 3° e 4°

quadrantes

Grafico da fungao cossecante

Vamos ilustrar o grifico da fungao cossecante. Para isso, vamos construir uma tabela e, a

partir dela, o gréfico:

x f(z) = cossecx
0 i

z 1

2

m 3
I

2

27 |

As retas onde a funcao cossecante nao existe, x = k7 sdo chamadas de assintotas.
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Figura 2.12: Grafico da Cossecante.

Sinal da cossecante

E possivel percebermos, na representacao no ciclo, que, para angulos maiores que 0° e me-
nores 1802, a cossecante sera sempre positiva. Para angulos acima de 180°, o sinal da cossecante

serd negativo, ou seja, a cossecante é positiva no 1° e 2° quadrantes e negativa no 3° e 4°

quadrantes.
A
5 | 90°
+ +
~180° C 0
™ 360°
i 270°
2
Y

Figura 2.13: Positividade da fungao cossecante

2.3.5 Funcao Secante

Definimos a fungao secante como:

f(z) = secx,x # g + k.
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Lembrando alguns conceitos do Circulo Trigonométrico, fica claro que a funcao secante tem

imagem R—] — 1, 1[, ou seja secx < —1 ou secx > 1, para todo z real.

A

0y

2 [90°

X
180° |07\ X
T o} SGC(X);BGOO\
| 27

.

37w |270°

2

Figura 2.14: Secante no ciclo trigonométrico

Grafico da fungao secante

Vamos ilustrar o grafico da fungao secante. Para isso, vamos construir uma tabela e, a partir

dela, o grafico:

x f(x) = secx
0 1

T

5 A

s -1

3

5 ]

2T 1
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Figura 2.15: Grafico da funcao secante

- ~ . U ~ ;
As retas onde a funcao secante nédo existe, r = 5 + km sao chamadas de assintotas.

Sinal da secante

Para angulos maiores que 0° e menores 90° e para angulos maiores que 270° e menores que
360°, a secante serd sempre positiva. Para angulos acima de 90° e menores que 270°, o sinal da
secante serd negativo, ou seja, a secante é positiva no 1° e 4° quadrantes e negativa no 2° e 3°
quadrantes.

A secante de um angulo sempre estara sob o eixo das abscissas O X. Nesse sentido, o secante

de um angulo serd sempre positivo no 1° e 4° quadrantes e negativo no 2° e 3° quadrantes.

Ly
9 | 90°
- +
180° C o°
m 360°
= +
il 270°
2
Y

Figura 2.16: Positividade da fungao secante



30CAPITULO 2. TRIGONOMETRIA NO ENSINO MEDIO: ESTUDO DO CICLO TRIGONOMETRICO, COM.

2.3.6 Funcao cotangente

Definimos a funcao cotangente como:
flx)=a,x #knr

Lembrando alguns conceitos do Circulo Trigonométrico, fica claro que a funcao cotangente

tem imagem Real, ou seja, é valida para todo x real.

ay
T
2 joo°  cotg(x) /
—
X
180°j |0° x
| [360°

\ /' 2w

a4

Figura 2.17: Cotagente no ciclo trigonométrico

3w |270°

\_‘_4"7/

Sinal da cotangente

— |+

b

Figura 2.18: Positividade da cotagente

A cotangente de um angulo sempre estard paralela ao eixo das abscissas (x). Nesse sentido,
a cotangente de um angulo serd sempre positiva no 1° e 3° quadrantes e negativo no 2° e 4°

quadrantes



2.3. FUNCOES TRIGONOMETRICAS 31

Grafico da fungao cotangente

Vamos ilustrar o grafico da funcao cotangente. Para isso, vamos construir uma tabela e, a

partir dela, o grafico:

x f(z) = cotgx

0 0
i 7
2
T 0
3w 3
2
2w 0
3 | |
| \
I \
I \
2 I !
I \
I 1
I |
I |
L I \
I 1
I 1
| |
0 : } ]
o TN m anis n &/ Z
I \
I \
I \
1 I |
| \
| |
I \
=24 | |

Figura 2.19: Esbogo do grafico da cotagente

As retas onde a funcao cotangente nao existe, x = km, sdo chamadas de assintotas.

Um situagao problema

(Enem) Segundo o Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE), produtos sa-
zonais sao aqueles que apresentam ciclos bem definidos de producao, consumo e preco.
Resumidamente, existem épocas do ano em que a sua disponibilidade nos mercados vare-
jistas ora é escassa, com precos elevados, ora é abundante, com precos mais baixos, o que
ocorre no més de producao maxima da safra.A partir de uma série histérica, observou-se

que o preco P, em reais, do quilograma de certo produto sazonal pode ser descrito pela
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funcao

P(z) =8+ 5cos <7mc6— W)

onde x representa o més do ano, sendo x = 1 associado ao meés de janeiro, x = 2 ao
més de fevereiro, e assim sucessivamente, até x = 12 associado ao més de dezembro.
Na safra, o més de producao maxima desse produto éjaneiro. abril. junho. julho.

outubro.

B) Resposta. Note que a safra ird atingir seu valor maximo quando o prego for o minimo
possivel, e, para isso, o menor valor que o cosseno pode assumir é -1. logo, o angulo que

faz com que cos(a) = -1 é a = =, portanto,

mwr — T
= -1
COS( 6 >

mx—m = 6m

mx = 6w+
mx = Tm
i
r = —
T

r =7
Sabemos que o més 7 é o més de julho. O

2.4 Relagoes trigonométricas

Dando continuidade aos estudos de trigonometria, no 2° ano do ensino médio é necesséario
abordar as transformacoes, igualdades e inequactes fundamentais. Ao estudar as férmulas da
adicao, multiplicacao e divisao, é importante a dedugao dessas férmulas para nao ficar algo
voltado somente a memorizagdo, mas sim algo construido de forma consistente, uma vez que
nessa etapa os alunos ja estao mais maduros para lidar com conceitos abstratos e dedugoes
légicas.

Em geral, os livros trazem as férmulas prontas e exercicios praticos que exigem a sim-
ples aplicacao de tais formulas, fazendo com que o ensino de trigonometria fique restrito, mui-
tas vezes, & mera memorizagdo, mesmo sem significado. Esse tipo de abordagem contradiz a
prépria evolucao historica da trigonometria que se desenvolveu principalmente devido as questoes
praticas. Logo, é pertinente que seja feita uma discussao sobre a importancia desses estudos
para resolver problemas praticos em situagoes que exigem, principalmente, estimativas dos va-
lores trigonométricos de angulos nao notaveis, mas que de certa forma podem ser decompostos
em soma ou diferenca de angulos notdaveis. Ha também a necessidade de trabalharmos com

triangulos nao retangulos, uma vez que no cotidiano nos deparamos com triangulos de diversas



2.4. RELACOES TRIGONOMETRICAS 33

formas. Para isso, programas graficos de computador, como o Graphmatica, podem ser utiliza-
dos como instrumentos aliados na construcao dos conhecimentos do aluno que deve ser motivado
e encorajado a questionar, pesquisar e refletir sobre as ligacGes entre as abordagens algébrica e
geométrica, fazendo uma anadlise critica dos resultados.

Algumas equagodes envolvendo funcgoes trigonométricas sdo verdadeiras para todos os angulos
e sao conhecidas como identidades trigonométricas. Muitas expressam relagoes geométricas im-
portantes. Por exemplo, as identidades Pitagoreanas sao uma expressao do teorema de Pitagoras.
Aqui hé algumas das identidades mais comumente utilizadas, assim como as férmulas mais im-
portantes conectando angulos e lados de um triangulo arbitrario e algumas demonstragoes que

podem ser desenvolvidas com os alunos no ensino médio.

2.4.1 Relacao fundamental da trigonometria:

No circulo trigonométrico, os valores do seno sao representados no eixo vertical, e os valores
do cosseno pelo cosseno sao representados no eixo horizontal. Ao determinarmos um ponto
qualquer pertencente a circunferéncia, temos sua projecao no eixo dos senos e dos cossenos.
Ao tragarmos um segmento de reta da origem dos eixos do circulo até o ponto determinado,
formamos um angulo 6, como mostram os esquemas a seguir: Com base no triangulo retangulo
formado, aplicamos o teorema de Pitdgoras, para verificar que: sen?d + cos?f = 1. No caso
acima temos 6 no primeiro quadrante, mas caso ele esteja em qualquer outro quadrante chegamos
a mesma relacao lembrando que: senm — 6 = senf, senwm + 60 = —senf, cosm — 0 = —cosf e
cosm+ 60 = —cosf. Como (senf)? = (—senf)? e (cos#)? = (—cosf)?, a relagio fundamental

continua valida.

2.4.2 Dedugao da identidade fundamental da trigonometria

Observe o arco trigonométrico a seguir

y
(0,1)
P
sengf------- R (cos6 ,5enB)
i/
(-1,0) 8 " (1,0
A cos 8 X
(0.-1)

Figura 2.20: identidade fundamental da trigonometria
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Note que , a demonstracdo da identidade trigonométrica sen?(6) + cos? () = 1 também se
baseia na circunferéncia trigonométrica. Na imagem anterior, observe que o tridngulo ABP é
retangulo em B e que AB = cosf , BP = senfe AP = 1. Fazendo a Aplicacdo do teorema de
Pitagoras nesse tridngulo, temos que:

Hipotenusa = AP

Catetos = AB e BP.

Logo, fazendo a aplicacao temos:

sen’0 + cos? 0 =1

2.4.3 Atividade

1 s
1 1) Considerando que cosz = 3 com 0 < x < 3 determine senz.

Resposta.
sen’z +cos’z = 1
1\2
sen’z + | = =1
3
1
sen’y = 1— =
9
9-1
sen’y = ——
9
8
2
sen‘r = —
9
8
Vsen?r = 9
24/2
senxr = j:i
3
Pelo fato de = pertencer ao primeiro quadrante temos que o seno é positivo.
24/2
Portanto o senx = \3[ O

2.4.4 Lei dos senos

De acordo com o tridngulo ABC ilustrado na figura a seguir:

Figura 2.21: Lei dos senos
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A lei dos senos garante que a razao entre cada lado do triangulo e o seno do seu respectivo

lado é sempre proporcional, obedecendo a seguinte proporgao:

a b c

sena senf3 senf

Dedugao da lei dos senos

Primariamente para fazer a demonstragao dessa propriedade, note a construcao da altura

desse triangulo, relativa a base AC.

Sabemos que a medida da base AC é igual a b. Observe que a altura BD corta o lado AC
em duas partes que nao necessariamente iguais. Porém , uma determinada altura sempre ird
formar um angulo de 90° com a base do triangulo. Dai temos a formagao de dois triangulos
retangulos na figura: o tridngulo ABD e o tridngulo BCD.

Fazendo o céalculo do seno do angulo «, referente ao triangulo ABD, teremos:

BD
senq = —
c
Dai temos, que a medida do lado BD mede:
sena - ¢ = BD

Fazendo o calculo do seno do angulo 8, referente ao triangulo BC'D, teremos:

BD
senf = ——
a

Dai temos, que a medida do lado BD também mede:
senf -a = BD

Observando que tanto senf - ¢ como sena - ¢ sdo iguais a BD, podemos escrever a seguinte
igualdade:
senfl - a = sena - ¢

Logo,
a c

seno senf
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Fazendo a construgao da altura relativa a outro lado desse mesmo triangulo e realizando os
calculos andlogos aos que foram apresentados, é possivel encontrar a tltima fracdao usada na lei

dos senos.

Exemplo 2.5. (Lei dos senos)

(UFPB — adaptado) A prefeitura de certa cidade vai construir, sobre um rio que corta essa
cidade, uma ponte que deve ser reta e ligar dois pontos, A e B, localizados nas margens opostas
do rio. Para medir a distancia entre esses pontos, um topografo localizou um terceiro ponto, C,
distante 200m do ponto A e na mesma margem do rio onde se encontra o ponto A. Usando
um teodolito (instrumento de precisao para medir angulos horizontais e dngulos verticais, muito
empregado em trabalhos topogrdficos), o topdgrafo observou que os angulos nos vértices C' e A

mediam, respectivamente, 30° e 105°, conforme ilustrado na figura a sequir.

rio

Com base nessas informacdes, qual a distancia, em metros, do ponto A ao ponto B?

Resposta. Como a soma dos angulos inteiros de um triangulo é 180°, temos que B = 45° .

Aplicando a lei dos senos:

c B b
senC senB
c _ b
sen30°  sendh°
c = 100v2m

Veja mais sobre "Lei dos senos”em: https://brasilescola.uol.com.br/matematica/lei-dos-

senos.htm
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2.4.5 Lei dos cossenos

Conhecemos como lei dos cossenos, ou teorema dos cossenos, uma relagao entre os lados
e angulos de um tridngulo. A lei dos cossenos mostra que o quadrado de um dos lados do
tridngulo é igual & soma dos quadrados dos outros dois lados, menos o dobro do produto de

ambos pelo cosseno do angulo formado entre eles.

b

Figura 2.22: Lei dos cossenos

As formulas da lei dos cossenos sdo:

> = B+ —2-b-c-cosA
¥ = a>+c*—-2-a-c-cosB
A = a4+ —-2-a-b-cosC

Deducgao da lei dos cossenos

Primariamente construiremos um triangulo ABC de lados com medidas a ,b e ¢
respectivamente opostos aos angulos A, B e C, para fazer a demonstragao dessa propriedade,
note a construcao da altura desse tridngulo, relativa a base BC' tocando no ponto D. O segmento

DC mede a—m, como na imagem a seguir.
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m D a-m

Iremos comecar analisando o tridngulo ABD, constatamos que:

m
cosB = —
c

c-cosB = m

Logo em seguida aplicando o teorema de Pitdgoras, obtemos:
& =m?+ h?,
que pode ser reescrita como
h? = +m?
Fazendo agora a Aplicagdo do teorema de Pitdgoras no triangulo ACD:

b = h? + (a — m)?,

dai temos:

b2 = h? + a? — 2am + m>.

Note que h? = ¢>-m?2, entdo fazendo a substituicdo de h? por ¢*>-m?2, obtemos:
¥ = Am?+d> 2am+m?
¥ = 2 +a*2am

Sabemos também que m = ¢ - cos B, entao:
b =c? +a*2a-c-cos(B)

Portanto, fica demonstrada a lei dos cossenos. Para as demais relagoes, a forma de demons-

tragao é analoga.

Exemplo 2.6. Lei dos cossenos
(Unifor) Um terreno de forma triangular tem frente de 10m e 20m, em ruas que formam,

entre si, um dngulo de 120°. A medida do terceiro lado do terreno, em metros, é:
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a) 10v/5
b) 106
c) 10v/7
d) 26

e) 2012

Resposta. Perceba que sao conhecidos dois lados do terreno triangular e o angulo entre eles, mas

buscamos o terceiro lado. Assim, podemos aplicar a lei dos cossenos:

2 =10%—-2-10- cos 120°,

1
Como cos 120° = ~3 entao:
¢® = 100+ 400 + 200
¢ = 700
Portanto concluimos que ¢ = 10v/7 O

2.5 Adicao e Subtracao de arcos

Pela grande dificuldade de demonstrar os resultados sobre adi¢ao e subtracao de arcos, levam
alguns professores a optarem por apenas apresentar e exercitar as propriedades por meio de
exemplos de aplicagao. Levando em consideracao esse ponto de vista , tive como uma motivacao
a pesquisar e expor nesse trabalho métodos mais vidveis para fazer a demonstracao de algumas

destas relacoes.

2.5.1 Deducao da identidades da adigao e subtragao de arcos

Neste estudo, iremos demonstrar as seguintes relacoes trigonométricas:
i) cos(a+b) = cos(a) - cos(b) — sen(a) - sen(b);
ii) cos(a —b) = cos (a) - cos (b) + sen(a) - sen(b);
iii) sen(a + b) = sen(a) - cos (b) + sen(b) - sen(a);

iv) sen(a — b) = sen(a) - cos (b) — sen(b) - sen(a);

tg(a) + tg(b)
1 - tg(a) - tg(b)’

tg(a) — tg(b)
1+ tg(a) - tg(b)

v) tgla+0b) =

vi) a—b=
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Demonstracao. Considere o circulo trigonométrico de raio 1 abaixo:

Figura 2.23: Deducao de identidades trigonométricas fundamentais.

Seja o arco AP com determinacio a e o arco PQ com determinacdo b. O arco AQ tem
determinagao (a + b).

Observando as construgoes geométricas no circulo trigonométrico acima, podemos deduzir
que os triangulos OM P, OV S e QTS sao retangulos e semelhantes. Entao, podemos construir

algumas relacgoes:

OM = cos(a) (2.1)
0OS = cos(b) (2.2)
MP = sen(a) (2.3)
SQ = sen(b) (2.4)
ON = cos(a+b) (2.5)
NQ = sen(a+b) (2.6)
OP = 1(que é o raio de tamanho unitario) (2.7)

Os triangulos OV S e OM P sao semelhantes, logo:

AOVS ~ AOMP
ov oS

oM ~— OP
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Substituindo as relagoes (2.1), (2.2), (2.7) na igualdade acima, obtemos:

ov cos (b)
cos (a) 1

OV = cos(a) - cos(b)

Os triangulos QTS e OM P sao semelhantes, logo:

AQTS ~ AOMP
TS _ 5Q

MP — OP’

Substituindo as relagoes (2.3), (2.4) e (2.7) na igualdade acima, obtemos:

TS  sen(b)
sen@ N 1
TS = sen(a)- sen(b)

Agora que ja construimos algumas relagoes principais, vamos as dedugdes:

i) cos(a+b) = cos (a) cos (b)—sen(b) sen(a).

Observando o circulo trigonométrico da figura acima, notamos que:
ON =0V — NV

Podemos concluir também que:
NV =TS

Se substituirmos as relagoes (2.5) e (2.8) na igualdade acima, obteremos:

cos (a + b) = cos (a) cos (b) — sen(a) sen(d).

ii) cos (a — b) = cos (a) cos (b) + sen(b) sen(a).

Da relagao (2.10) temos que:
cos (a 4+ b) = cos (a) cos (b) — sen(a) sen(b)
Se quisermos determinar cos (a—b), podemos escrever a relagao acima como:
cos (a + (—b)) = cos (a) cos (—b) — sen(a) sen(—b)
Mas, se observarmos o circulo trigonométrico da 2.5.1, deduzimos que:

cos (b) = cos (—b)

41

(2.8)

(2.10)
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Entao:
cos (a — b) = cos (a) cos (b) — sen(a) sen(—b)
Em contrapartida, podemos escrever:
sen(—b) = —sen(b)

Entao teremos:

cos (a — b) = cos (a) cos (b) + sen(a) sen(b). (2.11)

iii) sen(a + b) = sen(a) cos (b) + sen(b) cos (a).

Sabemos que:
cosf = sen(% - 9) (2.12)
Se fizermos 6 = (a + b), teremos:
cos (a+b) = sen(% —(a+ b))
Da mesma forma, temos:
sen(a+b) = cos (g —(a+ b))
sen(a+b) = cos ((g - a) - b))

Temos aqui um cosseno da diferenca entre dois arcos e é dado pela relagao (2.11), logo:

sen(a + b) = cos (g - a) cos (b) + sen(% - a) sen(b) (2.13)

Mas, observando a relacao (2.12), vemos algumas similaridades coma relacao (2.13) e pode-

mos escrevé-la assim:

sen(a + b) = sen(a) sen(b) + sen(b) cos (a). (2.14)

iv) sen(a—b) = sen(a) cos (b)—sen(b) cos (a).

Da relagao (2.14) temos que:
sen(a + b) = sen(a) cos (b) + sen(b) cos (a)
Se quisermos determinar sen(a — b), podemos escrever a relagao acima como:

sen(a + (—b)) = sen(a) cos (—b) + sen(—b) cos (a)
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No entanto:
cos (—b) = cos (b)
sen(—b) = —sen(b)
Fazemos:
sen(a — b) = sen(a) cos (b) — sen(b) cos (a). (2.15)
tg(a) + tg(b)
Y e

Sabemos que a tangente de um angulo é dada pela divisao entre o seno e o cosseno deste

angulo:
senf

tet = cosf

Entao, a tangente de (a + b) serd dada por:

senfa

sen(a +b)
(a+0)
sen(a) cos (b) — sen(b) cos (a)
cos (a) cos (b) — sen(a) sen(b)

tga+b) = s

Manipulando a igualdade acima, vamos dividir o numerador e o denominador do segundo

membro por cos (a) cos (b) # 0:

sen(a) cos (b) — sen(b) cos (a)
cos (a) cos(b)
cos (a) cos (b) — sen(a) sen(b)
cos (a) cos (b)
sen(a)  sen(b)
cos(a)  cos(b)
sen(a) sen(b)
cos (a) cos (b)
tg(a) + tg(b)
T~ te(a) ta(0) (2.16)

tgla+0b) =

tg(a) — tg(b)

vi) tgla—b) = T+ ta(@) tab)’

Sabemos que a tangente de um angulo é dada pela divisao entre o seno e o cosseno deste

angulo:
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Entao, a tangente de (a — b) serd dada por:

oy -
sensen(a) cos (b) — sen(b) cos (a)

cos (a) cos (b) + sen(a) sen(b)

Manipulando a igualdade acima, vamos dividir o numerador e o denominador do segundo

membro por cos (a) cos (b) # 0:

sen(a) cos (b) — sen(b) cos (a)
cos (a) cos(b)
cos (a) cos (b) + sen(a) sen(b)
cos (a) cos (b)
sen(a)  sen(b)
cos(a)  cos(b)
sen(a) sen(b)
cos (a) cos (b)
tg(a) — te(b)
= Tt tg(a) ) &17)

tgla—0b) =

A seguir, alguns problemas oriundos de exames de avaliagbes nacionais para verificacdo da

teoria imposta nestes tipos de testes.

1) (OBMEP - Nivel 1 - 2011) O cosseno do arco de medida 255° é igual a:

V63
a) 1
Vo3
) 4
V3G
c) 1
V2+ 6
) 4

V2 -6
e) —

Resposta. O valor do cosseno de 255° é desconhecido por nds, mas pode ser obtido a
partir da soma de arcos. Uma das possibilidades é desmembrar o dngulo de 255° na soma
180° 4+ 75°. Os valores de seno e cosseno de 180° sao conhecidos, entretanto, precisamos

encontra-los para o angulo de 75°, o que pode ser feito a partir da soma dos arcos de 30°
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e 45°:
cos(x +y) = cos(x)cos(y)-sen(x)sen(y)
cos (30° +45°) = cos(30°) cos (45°) — sen(30°) sen(45°)
cos (75°) = \/gf— 12. \f

6 Ve
T4 4
N
B 4

Vamos agora encontrar o valor do cosseno de 255°:

cos(x+y) = cos(z)cos(y)— sen(z)sen(y)
cos (180° + 75°) = cos (180°) cos (75°)—sen(180°) sen(75°)
cos (255°) = (-1)- \f;\/i —0- sen(75°)
VB
B 4

Concluimos entao que a alternativa correta é a letra e).

2) (PUC/SP -(2005)) Se tg(z+y) =33 e tg(x) = 3, entao tg(y) é igual a:

Resposta. O calculo da adicao de arcos da tangente é dado por:

_ tg(x) + tg(y)
) = T G0 wy)

Sabendo que tg(z +y) =33 e tg(x) = 3, temos:

()
1-3- tg(y)
33—99- tg(y) = 3+ tg(y)
100 - tg(y) = 30
tal) = o
100
= 0,3

Portanto, a alternativa correta é a letra b).

45
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2.6 Aplicagoes da trigonometria em exames nacionais .

Neste capitulo exibiremos resolucoes para as questoes do Exame Nacional do Ensino Médio
(ENEM) e da Olimpiada Brasileira de Matemética das Escolas Ptiblicas (OBMEP).

Inicialmente teceremos alguns comentdrios sobre o papel do professor como facilitador no
sentido de resolucao de questoes e da avaliacao como diagndstico da aprendizagem. Note que
a Matematica, em suas variadas abordagens, procura descrever e produzir uma “leitura de
mundo”. Ela, em sua perspectiva escolar, é uma ferramenta de compreensao e resolucao das
diversas situacoes-problemas, dos exercicios e das atividades por meio da quantificacao, da me-
diacao, da conjectura, da representacao no espaco, do reconhecimento de formas e propriedades,
da observacao e da manipulacao de regularidades e padroes. O professor tem um grande papel de
proporcionar o acesso a essas diferentes abordagens Matematicas e ser um mediador no processo
de ensino aprendizagem, fazendo com que os educandos sejam capazes de adquirir habilidades
e conhecimentos a fim de relacionar a Matematica experimentada em suas praticas sociais, bem
como reconhecer a esséncia da Matemadtica em si.

As conquistas pessoais dos alunos, as atividades extraclasse e as atividades na sala de aula
estao presentes no processo de avaliagao qualitativa no qual envolve a aprendizagem escolar. A
andalise dos instrumentos, dos argumentos e da solucao proposta pelos alunos na resolucao das
situagoes problemas, propostas pelo professor, é um ponto importante para avaliar a aprendi-
zagem dos alunos. A forma como os alunos argumentam sua resolucao mostram as habilidades
adquiridas e possibilita ao professor intervir adequadamente, se necessario, agindo de maneira
eficaz para atender as necessidades reais dos alunos. Um importante meio para isso é aplicagao
de situacoes que exigem mais da criatividade do aluno, com o nivel adequado a sua realidade, te-
mos como exemplo, as questoes das Olimpiadas Brasileiras de Matematica das Escolas Publicas
(OBMEP) e do Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM).

Este capitulo foi baseado nas referéncias [7], [8] e [9].

2.6.1 Um pouco da historia

A Olimpiada Brasileira de Matemaética das Escolas Puiblicas - OBMEP é um projeto nacional
dirigido as escolas publicas e privadas brasileiras, realizado pelo Instituto de Matemética Pura e
Aplicada - IMPA, com o apoio da Sociedade Brasileira de Matematica — SBM, e promovida com
recursos do Ministério da Educacao - MEC e do Ministério de Ciéncia, Tecnologia e Inovagao -
MCTI.

Foi fundada em 2005 para estimular o estudo da matematica e identificar talentos na area,

a OBMEP tem como objetivos principais:

e Estimular e promover o estudo da Matematica;

e Contribuir para a melhoria da qualidade da educacao bésica, possibilitando que um maior

numero de alunos brasileiros possa ter acesso a material didatico de qualidade;
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e Identificar jovens talentos e incentivar seu ingresso em universidades, nas areas cientificas

e tecnoldgicas;

e Incentivar o aperfeicoamento dos professores das escolas piblicas, contribuindo para a sua

valorizacao profissional;

e Contribuir para a integracao das escolas brasileiras com as universidades publicas, os

institutos de pesquisa e com as sociedades cientificas;

e Promover a inclusao social por meio da difusdo do conhecimento.

O prblico-alvo da OBMEP é composto de alunos do 6° ano do Ensino Fundamental até
ultimo ano do Ensino Médio.

No ano de 2018 foi realizado a primeira edigao da avaliagao da OBMEP NIVEL A destinada
a alunos que cursam o 4° e do 52 ano do Ensino Fundamental. O sucesso em sua realizacao
motivou o IMPA a criar a OLIMPIADA MIRIM, tendo como objetivo a busca de novos talentos
da Matematica nos anos iniciais do Ensino Fundamental. A primeira edicio da OLIMPIADA
MIRIM foi realizada no ano de 2022.

A primeira edicao do Exame Nacional do Ensino Médio (Enem) foi no ano de 1998, onde
registrou 157.221 inscricoes e contou com 115.575 participantes no dia 20 de agosto. Deste total,
83% tinha isencao da taxa de inscricao, no valor de R$ 20. Entre os inscritos, 53% tinha 18
anos de idade ou menos, e 9% vinha de escolas piblicas. Embora o uso das notas do Enem fosse
valido apenas para duas instituicoes de educagao superior, as provas foram aplicadas em 184
municipios brasileiros.

No ano de 1999 o Enem mostra sua credibilidade. Em um ano de realizagdo, o nimero de
instituicoes de educagao superior que utilizavam os resultados no Enem subiu de 2 para 93.
Sao criados os Comités Técnicos e Consultivos, o Boletim da Escola e o banco de dados do
desempenho dos participantes. Apés firmar parceria com a Empresa Brasileira de Correios e
Telégrafos, sete mil agéncias dos Correios foram habilitadas a realizar inscrigbes para o exame.
A aplicagao foi em 29 de agosto, em 162 municipios.

Em 2000 foi garantido atendimento especializado para 376 pessoas com necessidades espe-
ciais, marcando o inicio da oferta de recursos de acessibilidade. A aplicacdo do Enem passa a
ser acompanhada por observadores indicados pelas secretarias estaduais de educacao e creden-
ciados pelo Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira (Inep). A
edigao contou com 390.180 inscritos, sendo 66,5% concluintes do ensino médio. As provas foram
aplicadas em 27 de agosto, em 187 municipios.

O Programa Universidade para Todos (ProUni), lancado em 2004, comegou a usar a nota
do Enem para concessao de bolsas de estudos integrais e parciais aos participantes. A inclusao
do campo de Cadastro de Pessoa Fisica (CPF) na ficha de inscri¢ao abriu a possibilidade de

acompanhamento da trajetéria dessa populacao, ao longo dos anos, mediante estudos realizados
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pelo Inep. Neste ano, dos 1.552.316 inscritos, 63% eram concluintes do ensino médio e 68%
tiveram direito a isengdo. As provas foram realizadas em 29 de agosto, em 608 municipios.

Com a criacao do Sistema de Selecao Unificada (Sisu), em 2009, o Enem muda de formato.
O exame passa a ter 180 questoes objetivas, 45 para cada area do conhecimento, e a redacao. A
aplicacao passa a ser em dois dias e o exame comeca a certificar a conclusao do ensino médio.
Além disso, as matrizes de referéncia sdo reformuladas com base nas Matrizes de Referéncia
do Exame Nacional para Certificagdo de Competéncias de Jovens e Adultos (Encceja). Nesta
edicao, 4.138.025 pessoas se inscreveram no Enem, aplicado em 5 e 6 de dezembro, em 1.830
cidades. A edicao de 2009 também foi marcada pelo vazamento da prova, que exigiu a preparacao
de um novo instrumento.

O Enem ganhou um logotipo comemorativo pelos seus 20 anos de existéncia, além de um
documentario histérico e uma série de cinco minidocumentarios sobre os bastidores do exame.
A solicitagao de isen¢ao da taxa de inscricao passou a ser uma fase anterior a inscrigdo, e os
isentos ausentes no ano anterior tiveram de justificar o motivo da falta para garantir a gratuidade
novamente. A mudanga trouxe bons resultados: o Enem 2018 teve o menor indice de faltosos
desde 2009, quando assumiu o formato em dois dias. O segundo domingo de aplicacao ganhou
30 minutos a mais de duracao e o quantitativo de detectores de ponto eletronico aumentou cinco
vezes. O numero de instituicoes de educacao superior portuguesas que usam as notas do Enem
chegou a 35.

Vamos agora resolver e analisar algumas questoes das OBMEP que aborda o assunto de

trigonometria, que é objetivo principal do nosso trabalho.

2.6.2 Resolucao de questoes

Questao 01 (OBMEP 2021 — questao 4 — segunda fase) [4] Uma lata medindo 20cm x 10em x
10cm, sem tampa, é sustentada por um suporte, de modo que uma de suas arestas mais curtas
fique apoiada no plano horizontal e as arestas mais longas formem um angulo de 45° com o
plano horizontal, conforme mostra a figura. Suponha que um liquido seja colocado na lata, até

a altura em relacao ao plano horizontal, também como indicado na figura.

a) Qual é o volume total da lata?
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b)

c)

Explique por que a altura méxima que o liquido vai atingir é 10v/2cm e calcule o volume

de liquido na lata quando essa altura é atingida.

Faga o gréfico da funcdo V' que fornece o volume V' (h) de liquido na lata, em , quando sua

superficie estd na altura h, em cm.

Resposta. .

Item A)

Item B)

Item C)

O volume total da lata é dado pelo produto das trés dimensoes do solido, assim ¢ igual a

20 x 10 x 10 = 2.000em?.

Item B A altura méxima é atingida pelo liquido quando ele alcanca a aresta AB indicada

na figura 4.2.

20

(a partir desse instante, o liquido transborda). Nesse mesmo instante, o liquido atinge o

ponto médio da aresta EF'.

Notamos na figura exposta, que o triangulo CC’B é retangulo em C” e isésceles de base C' B,
logo C'B = CC’" = h, onde h é a altura maxima atingida pelo liquido, sendo a hipotenusa

do triangulo CC'B medindo 20cm. Logo, h% + h? = 202, o que fornece h = 10v/2cm.

O volume pedido é a diferenca entre o volume da lata e o volume aser preenchido, o volume
da lata que deixa de ser preenchido quando o liquido atinge essa altura é o volume de um
prisma triangular, que é igual & metade do volume de um paralelepipedo retangulo de
arestas iguais a 10. Logo, o volume nao preenchido é igual a w = 500cm? e,

portanto, o volume de liquido, nesse instante, é igual a 2.000 — 500 = 1.500cm3.

Até atingir o vértice F (quando h = 5v/2) o liquido ocupa um prisma triangular, que

corresponde & metade do volume de um paralelepipedo retangulo de arestas

Logo, temos

1
v(h):ihﬂxh\@x10:10h2,se0§h§5\/§

(fungao quadrética).
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Observe na figura sugerida que, quando o vértice F ¢é atingido, o volume de liquido é
v(5v2) = (5v/2)% x 10 = 50 x 10 = 500cm3. A partir desse ponto, o liquido adicional
ocupa um prisma cuja base é um retangulo de lados medindo 10cm e 10v/2 e cuja altura
é (h — 5v/2). Logo,

v(h) = 500 + 10 x 10v/2 x (h — 5v/2 = 100hv/2 — 500 , se 5v/2 < h < 10v/2

(fungao linear).

O grafico de v estd representado na figura abaixo:

2000
1750
1500
1250
1000 \'

RETA
750

500

250 S~ s PARABOLA

12 242 32 42 52 642 742 82 921042 h

Questao 02 (OBMEP 2017 — questao 13 — nivel 3) [4] Na figura, os angulos ZABC e ZBCD
medem 120°, o angulo ZBAD é reto, e os segmentos BC e C'D medem 4cm e 8cm, respectiva-

mente. Qual é a area do quadrildtero ABCD em cm??
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A) 143
B) 283
C) 32V3
D) 36v/3
E) 40v3

Resposta. Prolongando-se dois lados do quadrilatero, obtemos um tridangulo equildtero de lado
4em e um tridngulo retangulo grande DAFE que é metade de um tridngulo equilatero de lado

12¢m, como indicado na figura proposta do problema.

3l
Pelo Teorema de Pitdgoras, a altura de um triangulo equilatero de lado | é h = ——. Logo,
area de ABCD = ( érea do triangulo retangulo DAFE) — (drea do triangulo equilateroC BE)
_ 6x6x+v3 16V3
B 2 4
= 14V3cem?.

O]

Questao 3 (OBMEP 2016 — questao 3 — nivel 3) [4] Na figura, as dreas dos quadrados P e R

sdo iguais a 24cm? e 168cm?, respectivamente. Qual é a 4rea do quadrado Q7



52CAPITULO 2. TRIGONOMETRIA NO ENSINO MEDIO: ESTUDO DO CICLO TRIGONOMETRICO, COM

A) 96cm?
B) 100cm?
C) 121cm?
D) 144cm?

E) 156cm?

Respostas. Primeiramente observe que os triangulos ABC e DEB sao congruentes pelo caso
ALA e, portanto, o segmento AB tem a mesma medida do lado DFE do tridngulo Q. Utilizando

o Teorema de Pitdgoras no tridngulo ABC', temos que
area de R = area de P + érea de Q.

Portanto, a drea de Q é

168 — 24 = 144cm?.

Questao 04 (OBMEP — Banco de Questoes 2019 — Questao 30) [3] O triangulo dobrado
Na figura a seguir, ABC é um tridngulo equilatero de papel com lado 1m que foi dobrado
ao longo do segmento F'F' de modo que o vértice A caisse sobre o lado BC', onde estd o ponto

D na figura. Suponha que DF' é perpendicular a BC.
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Figura 2.24: O tridangulo dobrado

a) Determine o angulo ZAED.
b) Determine o comprimento do segmento C'D.
c) Determine a razao entre as dreas dos triangulos AEF e ABC.

Resposta. .

Item a Como ZFDC = 90°, segue que
/ZDBA = 60°,

LEAF = /ZEDF = 60°,

assim

/BDE =180° — ZFDC — ZDFC = 180° — 90° — 60° = 30°.

O Angulo

/ZBED =180° — ZDBE — ZBDE = 180° — 60° — 30° = 90°.

Logo, o angulo pedido é

ZDFEA =180° — ZBED = 180° — 90° = 30°.

Item b Como ZDFC = 30° , tomando x o comprimento de C'D, entao

CD 1
ﬁ = Sen300 = 5
e assim
CF =2zx.
Além disso,
DF 3
oF = cos 30° = £
Logo,
AF = DF =3z
1
Portanto, 1 = AF + FC = /3z + 2z implica = = =(2- \/g)m

2+3

93
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Item ¢ Como LEAF = ZEDF = 60°, segue que
/EDB = 30°.

Além disso,
/BED = 180° — 90° = 90°

BD=1-CD=1-(2-V3)=v3-1.

Portanto, de

BE o 1

BD = sen30” = >
temos

BE = V-l
2
e
AE=1-BE = 3_2*/3.

Assim,

AFE - AF - sen/FEAF

Aapr 2
AABC B AB . AC . SenEAF
2
_ 3-V3)(2v3-3)
N 2
9V3-15
B 2

O]

Questao 05 (Enem 2020) [5]. No periodo de fim de ano, o sindico de um condominio resolveu
colocar, em um poste, uma iluminacao natalina em formato de cone, lembrando uma &arvore de

Natal, conforme a figura a seguir:

Poste

- -a“’ : | - ‘
Figura 1 Figura 2
Figura 2.25: Arvore de Natal

A arvore deverd ser feita colocando-se mangueiras de iluminacao, consideradas segmentos

de reta de mesmo comprimento, a partir de um ponto situado a 3m de altura no poste até um
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ponto de uma circunferéncia de fixacao, no chao, de tal forma que esta fique dividida em 20
arcos iguais. O poste estéd fixado no ponto C' (centro da circunferéncia) perpendicularmente ao
plano do chao.

Para economizar, ele utilizard mangueiras de iluminagao aproveitadas de anos anteriores, que
juntas totalizaram pouco mais de 100m de comprimento, dos quais ele decide usar exatamente
100m e deixar o restante como reserva. Para que ele atinja seu objetivo, o raio, em metro, da

circunferéncia deverd ser de
a) 4,00.
b) 4,87.
c¢) 5,00.
d) 5,83.
e) 6,26.

Resposta. Como a circunferéncia foi dividida em 20 arcos iguais, assim o comprimento do seg-
mento de reta formado pelos pedacos de mangueira tera as seguintes medidas:

100

%:577’1;

Observando a figura 2.6.2, temos um triangulo retangulo em C. Aplicando o Teorema de

Pitdagoras, temos:

52 = 324 22
r = +25—9
r = 4

3 em

Zocm

0

Questao 06 (Enem 2018) [5]. Um grupo de engenheiros estd projetando um motor cujo
esquema de deslocamento vertical do pistao dentro da camara de combustao esta representado

na figura:
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Camara de Cémara de

combustao

combustao

)

r, Pistdo
\ R
® \

Instante t=0 Instante t#0

h(t) =4+ 4sen<2 - ;T), definida para ¢t > 0

Descreve como varia a altura h, medida em centimetros, da parte superior do pistao dentro da
camara de combustao, em fungao do tempo t, medido em segundos. Nas figuras estao indicadas
as alturas do pistao em dois instantes distintos.

O valor do parametro 3, que é dado por um niimero inteiro positivo, esté relacionado com a
velocidade de deslocamento do pistao. Para que o motor tenha uma boa poténcia, é necessario
e suficiente que, em menos de 4 segundos apds o inicio do funcionamento (instante t = 0), a
altura da base do pistao alcance por trés vezes o valor de 6cm. Para os calculos, utilize 3 como
aproximagao para .

O menor valor inteiro a ser atribuido ao parametro 3, de forma que o motor a ser construido

tenha boa poténcia, é

Resposta. O enunciado afirma que h(t) deve alcancar trés vezes o valor de 6 cm. Entao vamos

estudar quando que acontece de h(t) ser igual a 6.

Logo,

~ - 1 . . .
Entao, para que seja igual a 6, o valor do seno deve ser 3 Além disso, o enunciado diz que
deve alcancar trés vezes o valor 6. Para que isso acontega, o seno deve alcangar trés vezes o

lor —.
valor 5
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: 1 . , T R
O seno atinge o valor de 3 quando a medida do arco é 5’ € aos arcos coOngruos a esses

6
arcos. No inicio, t = 0. Nesse instante, substituindo ¢ por zero na expressao.
Bx0 7w 7
2 2 2

t w T
Entao no instante inicial, o angulo % ) vale —5

T
Com o passar do tempo, o valor do angulo 2 "5 aumenta. Eventualmente, o angulo vai

o ™ . . 1 -
atingir o valor de —. Nesse instante, o seno ird valer — pela primeira vez. E consequentemente,
6 2

h(t) ird valer 6 pela primeira vez. Depois disso, passando mais tempo, o angulo vai continuar

. Co 5T . 1

aumentando. Uma hora o angulo vai atingir o valor de 5 Nesse momento, o seno ira valer 3
pela segunda vez.

1 . .
Para que o seno atinja 5 pela terceira vez, é necessario que dé uma volta completa no circulo,

s
e depois ande mais 5 Sabendo que uma volta completa equivale a 2.

13
Entao, o angulo procurado é 2w + T_ TW

R . 137w , 1 )
Quando o angulo atinge e 0 seno terd o valor de 3 pela terceira vez. Consequentemente,
tera o valor de 6 pela terceira vez.
O enunciado diz que em menos de 4 segundos, h(t) deve atingir o valor de 6¢m pela terceira

T
vez. Logo, o angulo atingira e antes do instante ¢ = 4.

. . 137 o .
Dai temos que no instante t = 4, o angulo serd maior que e gerando a seguinte inequagao

Bxt w 137

5 27 %

Agora, vamos montar a inequagao:

ﬂxt_ﬂ' 137

5 27 6
No instante t = 4, temos que
Xt w 137
52 "3 7 6
ﬁxQ—g > 13%(:)
137 =«
Bx2 > 1:())5—?2)@
T T
Bx2 > 46_6@
T
6 > 3

Mas, o enunciado diz que podemos utilizar 3 como aproximacao para 7. Entao:
g > 4

Como o enunciado pede o menor valor inteiro a ser atribuido ao parametro 8 e 8 > 4. Logo,

B=5
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O

Questao 07 (Enem 2017) [5]. Um cientista, em seus estudos para modelar a pressao arterial
de uma pessoa, utiliza uma fungao do tipo P(t) = A+ Bcoskt em que A, B e k sao constantes
reais positivas e ¢ representa a varidvel tempo, medida em segundo. Considere que um batimento
cardiaco representa o intervalo de tempo entre duas sucessivas pressoes maximas.

Ao analisar um caso especifico, o cientista obteve os dados:

Pressao minima 78

Pressao maxima 120

Numero de batimentos cardiacos por minuto | 90

A funcao P(t) obtida, por este cientista, ao analisar o caso especifico foi
a) P(t) =99 + 21 cos (3nt)
b) P(t) = 78 + 42 cos (3~t)
c) P(t) =99 + 21 cos (27t)
d) P(t) =99+ 21 cos (1)
e) P(t) =78+ 42cos (t)

Resposta. Inicialmente iremos descobrir os valores de A, B e k.
Sabemos que o cosseno varia de —1 até 1, ou seja, sua pressao minima serd quando o cosseno

for -1. Entao:
A+ B(-1)=78A—-B =18
Pressao méxima, cosseno valendo 1:
A+ B(1) =120A+ B =120

Temos entao o sistema de equacoes:

A+ B =120
A—B=178
Adicionando as equagoes do sistema, membro a membro, temos:

24 = 198
A =99

Substituindo o valor de A na equagao A + B = 120, teremos:

9+B = 120
B = 21
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9 3 - , .
Sendo de 60 — 2 a frequéncia cardiaca por minutos, temos entdao que o periodo é t = 3’
assim:
. 27
ok
2 27
3k
k = 3rm

Substituindo A =99, B =21 e k = 37 em P(t) = A+ Bcos (kt). Portanto,
P(t) =99 + 21 cos (3rt).

O]

Questdo 04 (Enem 2014 - 3% aplicagdo) [5]. A quantidade de certa espécie de crustéceos,

medida em toneladas, presente num trecho de mangue, foi modelada pela equagao

600

)= ——
Q) 6 + 4 senwt

Onde t representa o niimero de meses transcorridos apds o inicio de estudo e w é uma cons-

tante. O maximo e o minimo de toneladas observados durante este estudo sao, respectivamente,

a) 600 e 100
b) 600 e 150
c) 300 e 100
d) 300 e 60

e) 100 e 60

Resposta. Como o sen(wt) varia de -1 a 1, entao:

Para sen(wt = —1, temos:
600 600
= =22 —300
QW) =52~ 2
Para sen(wt = 1, temos:
600 600
CO=551 10 =%

Logo, o méximo é 300 toneladas e o minimo 60 toneladas.



Capitulo 3

Trigonometria no ensino superior:
Formalismo das funcoes

trigonomeétricas.

O amago deste capitulo é expor de forma mais criteriosa o estudo de fungoes trigonométricas.
para isto precisaremos de conceitos obtidos em um curso de anélise do curso da graduagao, ou
de Fundamentos do Célculo nos cursos do PROFMAT, como limite de fungdes, derivacao e
integracao de funcgoes, continuidade, periodicidade entre outros resultados.

Um dos propdsitos principais deste capitulo é usar as ferramentas matemadticas presentes
ao longo do curso e extender o conhecimento para uma percepgao mais solida do contetido
estudado, algo imprescindivel para os ingressos no programa, uma capacitacao qualificada como
profissional.

Permita-nos informar que, as principais referéncia foram: [3], [4], [5], [6].

3.1 Informacoes gerais.

Nesta secao, apresentaremos defini¢oes e resultados que serao utilizados em toda este capitulo.
E importante destacar que, todos estes conceitos e proposicoes podem ser encontrados comu-
mente em livros de introdugdo a Andlise na reta, no livro do PROFMAT de Fundamentos do
calculo e em trabalhos relacionados ao contetiido abordado em um curso de Célculo,

As referéncias [3], [4], [5] e [6] foram usadas para elaborar esse capitulo.

3.1.1 Definicgoes

Nesta subsecao, serao apresentadas algumas definigoes e notagbes primordiais para o enten-

dimento deste capitulo.

Definicao 3.1.1. Uma fungio x : N — R dada por x(n) = x,, Vn € N, é denominada uma
sequéncia de mumeros reais. Neste caso, a imagem x, de um dado numero n € N é chamada

n-ésimo termo da sequéncia x : N — R. Notac¢do: © = (x,).

60
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Definicao 3.1.2. Seja (x,) uma sequéncia. Dizemos que o limite de x,, é x € R se dado & > 0,

existe N € N tal que
Yn > N, comn €N, tem-se x, € (x — e,z + ¢).
Neste caso, escreveremos lim x, = x.

Definicao 3.1.3. Dizemos que um conjunto X C Ré€ limitado inferiormente (respectivamente,
limitado superiormente) se existe ¢ € R (respectivamente, existe d € R) tal que ¢ < = (respec-
tivamente, x < d), Ve € X. Um conjunto X C R € dito limitado se este é limitado inferior e

superiormente.

Definigao 3.1.4. Seja X C R. Dizemos que x € R € ponto de acumulagao de X se I(z,) C X

x tal que lim x,, = x. O conjunto dos pontos de acumula¢do de X serd denotado por X', isto €,
X'={x e R:z é ponto de acumulagio de X }.

Definicao 3.1.5. Seja X C R. Dizemos que y € R € ponto de acumulagdo a direita (respec-
tivamente, a esquerda) de X, e escrevemos y € X! (respectivamente, y € X' ), quando existe

(xn) C X tal que, Yn € N, x,, > y (respectivamente, x, < y), e limz, =y.

Definigao 3.1.6. Seja f : X — R uma fungdo real, onde X C R. Sejay € X'. Dizemos que
I € R € o limite de f(z) quando = tende a y, se dado € > 0 existe 6 > 0 tal que Vo € X que

satisfaz 0 < |z —y| < 6, tem-se |f(x) — | < €. Neste caso, escrevemos

lim f(z) = 1.

T—Y

Definicao 3.1.7. Seja f : X — R uma fungdo, onde X C R € ilimitado superiormente. Dizemos

que f(x) tende a l quando x tende a 0o, quando dado € > 0, existe A > 0 tal que
Ve € X com x > A, conclui-se |f(x) — 1] < e.
Neste caso, ecrevemos
zh_}nolo flx) =1

Definicao 3.1.8. Seja f : X — R uma aplicacdo, onde X C R € ilimitado inferiormente.

Dizemos que f(x) ende al quando xz tende a —oo, quando dado € > 0, existe A > 0 tal que
Ve e X comx < —A, infere-se |f(x) — ] < e.
Neste caso, ecrevemos

lim f(x) =1

T—r—00
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Definig¢ao 3.1.9. Sejam [ : X — R uma funcao ey € X'. Dizemos que f(x) tende a oo quando
x tende ay se dado A > 0, existe § > 0 tal que

Vo € Xcom0 < |z —y| <9, tem-se f(x) > A.

Neste caso, escrevemos

lim f(z) = oo.

T—Y

Definigao 3.1.10. Sejam f : X — R uma funcao e y € X'. Dizemos que f(x) tende a —oo
quando x tende a y se dado A > 0, existe 6 > 0 tal que

Ve e X com0 < |z —y| <0, tem-se f(z) < —A.

Neste caso, escrevemos

lim f(z) = —oc.
z—y

Definicao 3.1.11. Sejam f : X C R — R uma aplicacio e y € X',. Dizemos que o limite a
direita de f(z) quando x tende ay €1, se dado € > 0, existe 6 > 0 tal que

Ve e X N(y,y+9), tem-se |f(z) 1] <e.

Neste caso, escrevemos
lim f(z) =1

z—yT

Definigao 3.1.12. Sejam f : X — R uma fun¢io e y € X' . Dizemos que o limite d esquerda
de f(z) quando x tende a y €1, se dado € > 0, existe § > 0 tal que

Vee XN(y—4,y), tem-se |f(z)—1| <e.

Neste caso, temos
lim f(z) =1

T—yY_
Definicao 3.1.13. Sejam f: X — R ey € X. Dizemos que f é continua no pontoy € X, se
dado € > 0, existe § > 0 tal que

Ve € X com |z —y| <6, tem-se |f(x) — f(y)| <e.

Caso contrdrio, f € dita descontinua em y € X. f € dita continua se for continua em todos os

pontos de seu dominio.

Definicao 3.1.14. Dizemos que uma fun¢io f : X C R — R € limitada superiormente (res-
pectivamente, inferiormente) se f(X) é um conjunto imitado superiormente (respectivamente,

inferiormente). Além disso, f é dita limitada se f(X) € um conjunto limitado.
Definicao 3.1.15. Seja f: X C R — R uma funcdo. As sequintes definigdes serao adotadas:

i) f € crescente se x1 < x2, com x1,x2 € X = f(z1) < f(x2);
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i) f € decrescente se x1 < o, com x1,x2 € X = f(x1) > f(x2);
1i1) f € n ao decrescente se x1 < w2, com x1,x2 € X = f(x1) < f(x2);
w) [ én ao crescente se x1 < w2, com x1,x2 € X = f(x1) > f(x2).

Dizemos que f € estritamente mondtona se uma das duas primeiras condi¢oes for satisfeita.

Caso um dos dois ultimos itens seja verdadeiro, entdo f € chamada mondtona.

Definigao 3.1.16. Considere uma funcio f : X CR— - R ea € X N X'. Dizemos que [ é

derivavel em a se o limite
L T = f(@)
im

T—a Tr—a
existe. Neste caso, denotamos este limite por

) -t L) @)

r—a r— a

)

e chamamos este niumero de derivada de f no ponto a. Dizemos que f ¢ derivdvel se esta €
derivdvel em todo ponto de X N X'. Aqui a funcdo que transforma um ponto a € X N X' no

valor f'(a) é chamada fun¢do derivada de f e é denotada por f'.

Definigao 3.1.17. Seja I C R um intervalo. Dizemos que f : I — R € n-vezes derivdavel em I
quando f™ () existe, Vy € 1. Aqui, f(y) é denominada n-ésima derivada de f no ponto y e

€ indutivamente definida por
FOW) = Fw), ") = () () e fPy) = (F" D) (), ¥n = 2,3, ..
Definicao 3.1.18. Seja f: I CR — R, onde I é um intervalo. Dizemos que

i) f ¢ convera em I se

f(z2) — f(71)

x1,x9,x € [,x) <z <x9 = f(2) — fa1) < (x —x1);
Tr9 — X1
i) f € estritamente convexa em I se
1,22, v € [,x1 <z <x2 = f(z) — f(21) < M(m —T1);
T2 — X1
i) f € concava em I se
xro) — I
x1, w2, € [,x1 <z <x9 = f(x) — f(21) > M(m —T1);
Tro9 — I1
) f € estritamente concava em I se
Z2)— J (1
z1, w2, € [,x1 <z <x2 = f(x) — f(21) > M(ZL‘ —T1);

T2 —I

Definicao 3.1.19. Um subconjunto finito P = to,t1,...,tx C [a,b] do intervalo [a,b] é denomi-
nado uma particdo deste intervalo se a,b € P. Por convenc¢do, consideraremos que a = tg <

t1 < ... <ty =b. Denotaremos a particao P por

P:a=ty<ti<..<ty=0
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Definigao 3.1.20. Seja f : [a,b] — R uma func¢do limitada. Definimos as somas inferior e

superior de f em relagdo a particio P :a =1ty < .. <ty =0b, respectivamente, por

N

I(p) = Zm{(ti —ti-1)

=1

N
SIP)y =" M (t; —t; ),
=1

onde m{ =inff(x):x € [ti_l,ti]eMif =supf(x):x € [ti—1,t;),Vi=1,2,...,N.

Definigao 3.1.21. Seja f : [a,b] — R uma func¢do limitada. As integrais inferior e superior de

f sao definidas e denotadas, respectivamente, por

b
/ f = sup{s’ (P) : P particio de [a,b]}

/bf = sup{Sf(P) : P parti¢ao de [a,b]}.

Definicao 3.1.22. Seja f : [a,b] — R limitada. Dizemos que f € integrdvel a Riemann, ou

[r=[n

Neste caso, definimos e denotamos a integral de f por

[/abfz/:fz/:f].

3.1.2 Resultados Importantes

sitmplesmente integrdvel, se

Agora, enunciaremos alguns resultados, sem provas, que serdo utilizados ao longo do objeto

estudado (para mais detalhes ver [1], [2] e [6]).

Teorema 3.1.23. Seja I C R um intervalo. Considere as funcées f, F : [— — R, onde f €

continua. Entdo sdo equivalentes os sequintes itens:
i) F(x) = F(a) + f; ft)d),vVe € I;
1) F'(x) = f(x),Vx e 1.
Em i) e ii) F € denominada integral indefinida e primitiva de f , respectivamente.

Teorema 3.1.24. Sejam f : [a,b] — R continua e h : [c,d] — R derivdvel em (c,d), com

derivada continua e h([c,d]) C [a,b]. Entao vale a segquinte formula de mudanga de varidvel:

h(d) d
/ fy)dy = / (h(x))h (z)dz.
h(c) c
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Teorema 3.1.25. Sejam f: X - R, g: Y >R, ac XNX',beYNY' tais que f(X)CY e
f(a) =b. Se f e g sio derivdveis, respectivamente, em a e b, entdo go f : X — R € derivdvel
em a, com

(g0 f)(a) =g'(f(a)f'(a).

Teorema 3.1.26. Seja f: X — R continua no conjunto compacto X C R. Entdo, existem a,
b e X tais que
fla) < f(z) < f(b), Vo € X.

Em particular, isto nos diz que f € limitada.

Teorema 3.1.27. Seja f : [a,b] — R continua. Considere que € derivdvel em (a,b). Entdo,
existe 0 € (a,b) tal que
f) = fla) = f'(0)(b—a).

Teorema 3.1.28. Seja f : [a,b] — R uma funcdo integravel tal que f(x) > 0 Vz € [a,b]. Entdo,

/abfzo.

Teorema 3.1.29. Sejam I um intervalo que contenha mais de um ponto e f : I — R wuma

funcdo derivdvel. Entao,

i) f' é ndao negativa em I < f € nao descrescente em 1.
i) [’ € nao positiva em I < f € nao crescente em 1.
it) [’ € positiva em I < f € crescente em 1.

w) [’ € negativa em I < f € decrescente em I.

Teorema 3.1.30. Sejam I um intervalo que contenha mais de um ponto e f : I — R wuma

funcdo duas vezes derivdvel. Entdo,
i) f" é ndo negativa em I & f € convera em I.
i) [ € nao positiva em I & f € concava em I.
15t) [ € positiva em [ & f € estritamente convera em I.
w) [ € negativa em I < f € estritamente concava em I.

Teorema 3.1.31. Se f, g : [a,b] — R sdo continuas em [a,b] e derivdvel em (a,b), entdo existe

c € (a,b) tal que

Teorema 3.1.32. Sejam f : [a,b] — R uma fungao continua e ¢ € R. Se f(a) < ¢ < f(b),

entao existe x € (a,b) tal que f(z) = c.
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Teorema 3.1.33. Seja f: (a,b) — R uma fun¢ao nao decrescente. Entao:

i) lirlr)l f(x) existe < f € limitada superiormente. Neste caso, temos
x—b—

lim f(z)=supf(z):z € (a,b).

r—b—

Por outro lado, se f € ilimitada superiormente, entdo

lim f(z) = oc;

r—b—

i) lim+ f(z) existe & f € limitada inferiormente. Neste caso, temos
Tr—ra

lim f(x)=inff(x):z € (a,b).

T—a+

Por outro lado, se f € ilimitada inferiormente, entdo

ml—lgl—i- f((L') -

Aquia € R, bR, a = —00 ou b= oco.
Teorema 3.1.34. Seja f : (a,b) = R uma fun¢do nao crescente. Entdo:

i) lirlr} f(z) existe & f € limitada inferiormente. Neste caso, temos
z—b—

lim f(z)=inff(z):z € (a,b).

r—b—

Por outro lado, se f € ilimitada inferiormente, entdo

lim f(x) = —oc;

r—b—

i) limJr f(z) existe & f € limitada superiormente. Neste caso, temos
T—ra

lim f(z)=supf(x):x € (a,b).

r—a+

Por outro lado, se f € ilimitada superiormente, entdo

Jim, f1e) = e

Aguia € R, bR, a = —00 ou b= 0.

Teorema 3.1.35. Sejam I um intervalo e f : I — R uma funcdo continua injetiva. Entdao, a

funcdo inversa f=1: f(I) = R € continua. Além disso, f € estritamente mondtona em I e f(I)

é um intervalo.

Teorema 3.1.36. Seja f: X — Y wma funcao bijetora, onde X, Y C R. Considere g = f~1:
Y — X. Se f é derivdvel em c € X N X' e g € continua em f(c). Entdo, g € derivdvel em f(c)

se, e somnete se, f'(c) #= 0. Neste caso, tem-se
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Teorema 3.1.37. Sejam f,g: I CR — R fungdes derivdveis, onde I é um intervalo aberto de

R. Considere que a € I e que g’ é nao nula em I (exceto possivelmente em a). Suponha que

lim f(z) =0e lim g(x) =0,

T—ra Tr—ra

ou
lim f(z) = £ooe lim g(x) = £oo,
T—a Tr—a
Entao,
!
L@ )
x—a g(x az—a g'(x)

Se o limite das derivadas existir.

3.2 Construcao das Fungoes Seno, Cosseno e Tangente

Nesta secao, nossa meta é descrever precisamente como conceituar as fungoes trigonométrica
seno, cosseno e tangente. O ponto chave na obtencgado precisa destas definigoes é utilizar uma

integral j& conhecida do cdlculo como sendo a aplicagdo arcotangente.

3.2.1 Funcao Arcotangente

Estamos interessados em definir, a partir do conceito de funcao arcotangente, as aplicagoes
seno, cosseno e tangente. Em adigcdao, mostraremos um caminho alternativo, através dos con-
ceitos estudados em um curso de Andlise na Reta, de como obter as propriedades elementares
estudadas no ensino elementar e em cursos introdutérios da licenciatura em Matematica para
tais aplicagoes.

Em ordem a estabelecer precisamente a definicdo da fung@o arcotangente, considere uma

aplicagao ¢ : R — R definida por

1
t)=——=,VteR. 3.1
plt) = TVt € (3.1)

Claramente ¢ é continua (ver Defini¢ao 3.1.13), ja que esta é dada por operagoes elementares de

fungoes deste mesmo tipo. Assim sendo, defina arctg : R — R pela seguinte lei de transformagao:
€T
arctg(z) := / o(t)dt, Yz € R. (3.2)
0

A funcao arctg estabelecida acima é denominada fung¢ao arcotangente. E facil notar, por utilizar

as propriedades elementares de integrais, que

0
arctg(0) = / p(t)dt = 0. (3.3)
0
Além disso, aplicando o fato que ¢(t) > 0 para todo t € R(ver (3.1)), pode-se inferir que

arctg(z) > 0,Vz > 0.
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Por outro lado, é verdade que

€T €T
/ p(t)dt = —/ p(t)dt <0, parazx <0,
0 0
ver Teorema 3.1.28 e definigao 3.1.1. Assim sendo, obtemos
arctg(z) < 0, sex < 0.

Ap6s observar o comportamento do sinal da fungao arcotangente, estabeleceremos a seguir

algumas propriedades satisfeitas por esta aplicacgao.

Teorema 3.2.1. Seja ¢ a funcao definida em (3.1). Entao, as sequintes afirmagoes envolvendo

a aplicacdo arcotangente sdo verdadeiras:

i) Arcotangente € derivdvel em R, e sua derivada é dada pela sequinte igualdade

1
arctg’(z) = W,V:U € R; (3.4)

1) Arcotangente € crescente em R. Além disso, esta mesma fungao € estritamente convexa

em (—00,0) e estritamente concava em (0, 00).
ii1) Arcotangente € uma func¢do impar e limitada em R;
tw) Se m:=2 sup{arctg(x) : x € (0,00)}, entdo

lim arctg(x) = :I:g. (3.5)

z—+o00

v) Dado y € (—7/2,7/2), existe um unico v € R tal que arctg(x) =y. Em outras palavras,

arctg : R — (—7/2,7/2) é uma fun¢ao bijetiva.

Demonstragao. Note que, por utilizar o item ii) do Teorema 3.1.23 e o fato que ¢ é continua em

R, tem-se
1

" T

ver (3.1) e (3.2). Com isso, a prova de i) estd completa.

arctan’(z) = p(x) Vz € R,

Por outro lado, usando (3.4), inferimos que a derivada do arcotangente é sempre positiva.
Dessa forma, pelo item iii) estabelecido no Teorema 3.1.29, o arcotangente é crescente em R.

Além disso, derivando mais uma vez a funcao arcotangente, obtemos

2z
arctan”(x) = —m,Vl’ S R.

Portanto, analisando o sinal desta segunda e ultilizando os itens iii) e iv) do Teorema 3.1.30,
inferimos que a fungao arcotangente é convexa em (—o00,0) e estritamente cconcava em (0, 00).
Isto prova ii).

Para provar que a aplicacao é arcotangente é impar, note que

- —XT —T 1
te(—x) = t)dt = —— _dt,Vz € R.
d) = [ et = [ s



3.2. CONSTRUCAO DAS FUNCOES SENO, COSSENO E TANGENTE 69

Aplicando o Teorema 3.1.24 & 1ltima integral acima com s = -t , obtemos

Py x 1 x
tg(—z) = —/0 mds = —/0 p(s)ds = — arctg(z), Vo € R.
Logo, a funcao arcotangente é impar. O

Agora vamos estudar a limitagdo de arctg em R. Inicialmente, observe que a fungao arco-
tangente é limitada nos intervalos [—1,0] e [0, 1] através do uso dos Teoremas 3.1.23 e 3.1.26
(ver (3.2)). Por outro lado, em ordem a garantir essa limitacao em (1,00) é suficiente aplicar
os Teoremas 3.1.27 e 3.1.31. Com efeito, por este peniltimo resultado e (3.4), temos que existe

c € (0,1) tal que
1

arctg(1) — arctg(0) = arctan’(c) = e
c

(3.6)

Consequentemente, arctg(l) < 1 desde quel/(1 + ¢?) < learctg(0) = 0. Por outro lado,
escolhemos = € (1,00) e aplicamos o Teorema 3.1.31 (com ¢ : [1,2] — R definida por ¢(t) =
—1/t) para obter

arctg(z) — arctg(l)  arctg’(9) 62

gx)—g() g 146’

onde 0 € (1,x),

ver (3.4). Dessa forma,

2
aetg(@) = g - (9la) — g(1)) + axctg(1)
= )+ et 1)
= 15 1 arctg(1). .

Como 0%/(1+6%) < 1,—1/x+1>0e arctg(l) < 1, concluimos que
1 1
arctg(z) < ——+14+1=2——<2.
x x

Por isso 0 < arctg(z) < 2,Vx € (1,00).
Resta somente verificar que arctg é limitada em (—oo, —1). Contudo, pelo que foi feito acima

e usando a condicao de que arctan é uma aplicacao impar, é verdade que
0 < tg(—z) <2,z € (—o0, —1)

. Deste modo,

—2 < arctg(x) < 0,Vz € (—o0,—1)

. Portanto, a fungao arcotangente é limitada em R. Isto completa a prova de iii).

Agora, defina m € R por

7= 2sup{ arctg(z) : z € (0,00)},
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onde este nimero ¢é de fato real pelos itens demonstrados anteriormente. Por conseguinte, usando

o fato que arctan é crescente em (0, 00), concluimos que

lim arctg(x) = sup{ arctg(z) : z € (0,00)} = g,

T—r00

ver Teorema 3.1.33. Novamente usufruindo do fato que arctan é impar, chegamos a

. ' .
xgr_noo arctg(z) = *ylggo arctg(y) = —3
através da mudanca de varidvel y = —z (ver Teorema 3.1.33). Estes argumentos estabelecem a

prova de iv).

Por fim, para demonstrar v) é suficiente verificar que arctan é injetiva e sobrejetiva (quando
o contradominio estd restrito ao intervalo (—m/2,7/2)).

A injetividade segue simplesmente do fato da fungao arcotangente ser mondtona. Ja para
a sobrejetividade aplicaremos o Teorema 3.1.32. Antes de tudo, verificamos acima os seguintes
limites:

. T
xkrirlw arctg(x) = :|:§.

Os quais podem ser traduzidos matematicamente pelas afirmagoes abaixo:

dado € > 0,3A > 0 tal que Vo > A, tem-se

arctg(zr) — g < a‘ . (3.8)

dado € > 0,34 > 0 tal que Vo < —A, tem-se ‘ arctg(z) + g < 5‘ . (3.9)

Estamos prontos para verificar a sobrejitividade relatada acima. Assim sendo, considere que
y € (—m/2,7/2) e sejae = w/2 —y > 0. Aplicando este valor de £ em (3.8), encontramos x

suficientemente grande tal que

s m

5 <§ - y) < arctg(xq).

Consequentemente, y < arctg(x;). Por outro lado, supondo que € = y + 7/2 > 0 inferimos que

existe zg € R tal que

T ™
arctg(zo) < ) + (y + 5) .

Logo, arctg(zo) < y.

Sabemos que a funcao arcotangente é continua (ver Teorema 1.23) e acabamos de mostrarque
arctg(xg) < y < arctg(x1), onde xp, 1 € R. Portanto, pelo Teorema 3.1.32, existe algum
x € (xg,x1) tal que arctg(x) = y. Isto mostra que arctan é uma aplicacao sobrejetiva. Isto
completa a prova do Teorema 3.2.1.

Através do Teorema 3.2.1 é possivel encontrar o seguinte grafico para a fungao arcotangente.
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arcotan(x)

Figura 3.1: Gréfico da fungao arcotangente

Uma Estimativa para 7

Como aplicacao das propriedades elementares, estabelecidas na secao anterior, da funcao
arcotangente, estamos interessados em estabelelcer uma estimativa para o valor de 7. Sabemos
que m = 2suparctg(z) : x € (0,00) (ver Teorema 3.2.1 iv)) e, além disso, na demonstragao do
Teorema 3.2.1 iii), vimos que arctg(z) < 2 para todo x € (1,00). Como arctan é estritamente
crescente em R (ver Teorema 3.2.1 ii)), entao 2 - arctg(x) < 4 para todo x € (0,00). Deste
modo, concluimos que 7 < 4.

Por outro lado, usando (3.6), encontramos

arCtg(l) = 1—’_762,

para algum ¢ € (0,1). Consequentemente, arctg(1) > 1/2 desde que 1/(1 + ¢?) > 1/2.
Para encontrar uma estimativa inferior para 7, escolha x € (1,00) e aplique (3.7) em ordem

a obter a seguinte desigualdade envolvendo 0 € (1, )

1 62
arctg(x) = arctg(l)+ (1— - T
> 1- 12z,

pois #2/(1 + 62) > 1/2. Dessa forma,
1
2. arctg(z) > 2 — —,Vx € (1,00).
T
Portanto, passando ao limite quando x — oo, obtemos

lim (2 arctg(z)) > lim (2— 1) =2.

T—00 T—00 xT

Como, pelo Teorema 3.2.1 iv), lim arctg(xz) = 7/2, entdo m > 2. Por fim, encontramos ase-
T—00
guinte estimativa para 7:

2 <7 <4,

A seguir, examinaremos algumas fungoes trigonométricas conhecidas do ensino elementar
como, por exemplo, tangente, seno e cosseno. Comegaremos analisando a fungdo tangente,e

tendo esta como base abordaremos as propriedades satisfeitas pelas demais.
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3.2.2 Funcao Tangente

Vimos na subsegao anterior que a funcao arctg: R — (—m/2,7/2) é bijetiva (ver Teorema
3.2.1 v)). Este fato garante a existéncia de sua inversa, a qual é denominada func¢ao tangente e
é denotada por tg: (—7/2,7/2) — R. Esta aplica¢do associa x € (—7/2,7/2) a um valor real

tg(x). Além disso, tg(x) pode ser obtido através da seguinte equivaléncia:
tg(x) =y, com x € (—72,72) & arctg(y) =z, com y € R. (3.10)

Note que tg(z) > Oparax € (0,7/2), enquanto tg(zx) < 0 para x € (—n/2,0). Com efeito,
se tg(x) =y com z € (0,7/2), temos que arctg(y) = x > 0. Portanto, pelo que foi discutido na
se¢@o anterior, concluimos que y > 0. Isto nos informa que tg(z) > 0. O outro caso é andlogo.
Em adigao, desde que arctg(0) =0 (ver (3.3) , temos a igualdade tg(0) = 0.

Abaixo, permita-nos listar algumas propriedades elementares satiafeitas pela funcao tan-

gente.
Teorema 3.2.2. As sequintes afirmacdes envolvendo a funcdo tangente sao verdadeiras:
i) A funcao tangente é derivdvel em (—m/2,7/2), e sua derivada satisfaz a relagdo a sequir:

tg'(z) = 1+ [tg(x)]?, Vz € (fg, g); (3.11)

i) A funcdo tangente é crescente em (—m/2,7/2). Em adi¢ao, esta aplicag¢io € estritamente

concava em (—7/2,0) e estritamente convexa em (0,7/2);
1it) A funcao tangente € impar em (—mw/2,7/2);
) Se m = 2sup{ arctg(z) : x € (0,00)}, entdio

lim  tg(z) = too. (3.12)
T\ F
T— (i*)
2
Demonstragao. Usando a caracterizagao da funcao tangente dada em (3.10) e o Teorema 3.1.36,
o item i) deste resultado segue facilmente. De fato, sabemos que arctg é derivavel em qualquer
ponto y € R e sua derivada é dada por arctg’(y) = 1/(1 +y?) > 0 (ver (3.4)). Assim sendo,
se aplicarmos o Teorema 3.1.36, concluimos que tg é derivavel em (—m/2,7/2) e sua derivada
satisfaz as seguintes igualdades:
1

tg' (arctg(y)) = m =1+9%Vy eR.

Assim sendo, para © = arctg(y) inferimos que tg(z) = y e consequentemente,

/() =1+ [tg@) Vo € (-5.7)-
A igualdade acima também nos mostra que tg'(x) > 0 parar todo = € (—7/2,7/2). Dessa

forma, aplicando o Teorema 3.1.29 podemos concluir que a fungao tangente é crescente em

(—m/2,m/2).
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Agora, analisando o sinal da segunda derivada podemos concluir que a funcdo tangente é
estritamente concava em (—7/2,0) e estritamente convexa em (0,7/2). Com efeito, as operacoes

elementares envolvendo derivadas nos levam a concluir que

tg”(z) = 2 tg(){1 + [tg(2)*}, Yo € (~/2,7/2),

basta utilizar (3.11). Como 1 4 [tg(z)]?> > 0, entdo s6 nos resta analisar o sinal do fator tg(x).
Todavia, vimos acima que tg(x) > 0 se z € (0,7/2). Assim sendo, segue que tg é estritamente
convexa em (0,7/2) (ver Teorema 3.1.30). E, por outro lado, tg(z) < 0 se z € (—n/2,0). Por
conseguinte, tg é estritamente convava em (—m/2,0) (ver novamente o Teorema 3.1.30). Isto

completa a prova de ii).

Usando (3.10) e o Teorema 3.2.1 iii), obtemos, para tg(z) = y com z € (—7/2,7/2) (i.e.,
arctg(y) = ), que

tg(—z) = tg(—arctg(y)) = tg(arctg(~y)) = —y = —tg(v).

Portanto, tg é impar e iii) segue.

Por fim, note que tg é ilimitada pelo simples fato que sua imagem é R. Assim sendo, usando

o fato que a fungéo tangente é crescente e aplicando o Teorema 3.1.33, concluimos que

lim  Ftg(z) = too.
B

O Teorema 3.2.2 nos permite encontrar o seguinte grafico para a funcao tangente definida

em (—7/2,7/2).
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Figura 3.2: Gréfico da funcao tangente sobre (—m/2,7/2)

Ap6s estabelecer os resultados acima para a funcao tangente, estamos aptos a definir as

fungbes seno e cosseno.
3.2.3 Funcoes Seno e Cosseno
Nesta subsecao, definiremos as fungoes trigonométricas seno e cosseno como consequéncia do

conceito da aplicagao tangente. Em adicao, estabeleceremos algumas propriedades basicas das
mesmas. Mais precisamente, temos a seguinte definicao.
(—7w/2,7/2) — R que associam um nimero x €

Definicao 3.2.3. As aplicacdes sen,cos
(—=m/2,7/2) aos nimeros reais sen(x) e cos(x), 0s quais sio definidos, respectivamente, por

(z T
sen(x) := il—it—g[tg(a:)]?’vx € (—5, 5) (3.13)
! = (—g g) (3.14)

sen(zx) := m

sao chamadas seno e cosseno.
Usando o resultado visto no inicio da segao anterior, onde tan(0) = 0, e aplicando a Definigao

3.2.3, obtemos
tg(0
sen(0) = t0 __, (3.15)
1+ [tg(0)]
E, analogamente, chegamos a
1
=1. (3.16)

0= A Teor
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O resultado a seguir contém informacoes sobre as propriedades elementares satisfeitas pela

funcao seno.

Teorema 3.2.4. As sequintes afirmacoes sobre a funcdo seno sao vdlidas:
i) A funcao seno é impar em (—7/2,7/2);

1) A fungao seno é limitada em (—7/2,7/2). Mais precisamente, 0 < sen(z) < 1 para todo
x € (0,7/2) e =1 < sen(z) < 0 para todo x € (—m/2,0). Em particular, —1 < sen(z) < 1
para todo x € (—7/2,m/2);

#5t)  lim  Fsen(z) = +1;
T\ F
()
) A funcgdio seno é derivavel em (—m/2,7/2), e sua derivada é dada por

sen’(x) = cos (z),Vx € (—g, g) ;

v) A funcao seno é crescente em (—m/2,7/2). Além disso, esta mesma aplicagio é estrita-

mente convexa em (—m/2,0) e estritamente concava em (0,7/2).

Demonstragdo. Por utilizar a Defini¢ao 3.2.3, obtemos

0z — tg(—x) _ tan(z) on(z )V T
) = et Vi e e (2g),

basta aplicar o Teorema 3.2.2 iii). Isto completa a prova de i).
Como ja foi discutido na secao anterior, tg(z) > 0 com z € (0,7/2) e tg(z) < 0 com
x € (—7/2,0). Consequentemente,

tg(z)

0 < sen(x) = 1+ tan(z)]?

< 1,Vx € (0,%).

Dessa forma, para x € (—7/2,0), encontramos 0 < sen(—z) < 1. Mas, sen é uma funcdo impar.
Logo, —1 < sen(z) < 0. Isto prova o item ii).

Agora, analisemos os seguintes limites:

lir7rrl ~ sen(x), lir71r1 . sen(x)
=G =6G)

Em relagao ao primeiro limite acima, podemos aplicar a Definicao 3.2.3 em ordem a encontrar

lim tgi(m) = lim ta(z) ,
(5 VI G o+
pois tg(z) > 0, quando x — (g)7 Entao,
1

liI7IT1 ~sen(r) = lir7rT1 T
~(3) ~(3) Ve !
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Aplicando o Teorema 3.2.2 iv), obtemos

lir71T1 _sen(x) = liI7Ir1 - 11 = \/01_1_ T = 1
wﬁ(i) zﬁ(i) \/[tgav]2 1

De modo andlogo a verificacao anterior, e novamente usando o Teorema 3.2.2 iv) com a

condigao tan(z) < 0, considerando que x — (—7/2)", obtemos as seguintes igualdades:

t —1
lim sen(z) = lim 8(z) = lm —=-1

T+ T+ 1 T T 1
m—>(§) m—)(E) —tg(z) @-ﬁ-l x—>(§> @4—1

Sendo assim, concluimos a demostragao do item iii).

Para determinar que a funcao seno é derivavel em (—m/2,7/2) e encontrar sua derivada, é

suficiente aplicar a regra da derivagao do quociente, o Teorema 3.2.2 i) e a Defini¢ao 3.2.3. De

fato,
I B
A TE@BO (@2 - )51+ (@] 2218()0 + e
ene) = T+ [te(@)P
1 1
(L [e@P) (1 + [te(@))2 — [P+ [te(@)]?) 2
T+ [t
L g
— (g2 - (LB
1
V1 [tg@)P
= cos(z)

para todo x € (—m/2,7/2), ver Defini¢ao 3.2.3. portanto, estd provado o item iv).
Pelo item anterior, podemos afirmar que a primeira derivada da fungéo seno é positiva no
intervalo (—7/2,7/2). Logo, pelo Teorema 3.1.29, podemos concluir que a sen é crescente no

intervalo (—m/2,7/2). Agora, derivando mais uma vez, tem-se que

1
vy %1<1+[tg<x>12>‘52tg<x><1+[tg@f)P)
sen’(z) = (1+ [te(@)]?)
__ . ts(m)
1+ [tg(x)]?
= —sen(z),

para todo x € (—n/2,m/2) (ver Definicao 3.2.3). Por fim, analisando o sinal da segunda derivada,
nota-se que, pelo Teorema 3.1.30 e item ii) acima, a fungdo seno é estritamente convexa em

(—m/2,0) e estritamente concava em (0,7/2). O

Por utilizar o Teorema 3.2.4, chegamos ao grafico abaixo para a fungao seno definida sobre

(—m/2,m/2).
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T .
SENix]

Figura 3.3: Gréfico da fungao seno em (—m/2,7/2)

De modo similar ao que foi estudado para a funcao seno, listaremos a seguir algumas propri-
edades elementares satisfeitas pela func¢ao cosseno definida no inicio desta segao (ver Definigao

3.2.3).
Teorema 3.2.5. As sequintes afirmagdes sobre a funcdo cosseno sdo vdlidas:
i) A funcao cosseno € par em (—m/2,7/2);

i) A aplicagao cosseno € limitada em (—m/2,7/2). Mais precisamente, 0 < cos (x) < 1 para

todo x € (—m/2,7/2);

1i1) lim . cos (x) =0;
~(+3)

i) A funcdo cosseno € derivdvel em (—m/2,7/2), e sua derivada é dada por

cos’ (z) = —sen(z),Vz € (—g, g) ;

v) A fungdo cosseno € crescente em (—m/2,0) e decrescente em (0,7/2). Além disso, cos €
estritamente concava em (—m/2,7/2).
Demonstragao. Para verificar que a fungao cosseno é impar em (—m/2,7/2), basta observar a

Definicao 3.2.3 e as seguintes igualdades:

1 1
VI[P I+ [ tg)P

onde foi aplicado item iii) do Teorema 3.2.2. Coseguindo assim, a verificacao de i).

= cos (z),

cos (—x)

Através da Definicao 3.2.3, obtemos

1 T T
0 < cos(x) = m <1,Vxe (—5, 5) . (3.17)

Isto nos informa que cos é uma aplicagao limitada em seu dominio. Isto completa a prova do

item ii).
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Agora, usando o resultado da funcao tangente obtido no Teorema 3.2.2 iv), chegamos a

lir7rT1 ~cos (z) = lir7rT1 B 112 = liI7IT1 - ! i =0,
~(3) = (5) VT (G) w1
desde que tg(x) > 0, quando = € (0,7/2). Por outro lado,
liITTrl , o8 (x) = liI;rl . l—i—l[tgx]Q = lir# . 1 . =0,
~(3) ~(3) ()~ 80 [ !

pois tg(z) < 0, quando x € (—7/2,0). Desse modo, iii) estd demonstrado.
Aplicando a regra da derivada do quociente & defini¢do do cosseno (ver Defini¢ao 3.2.3),

concluimos que cos é derivavel em (—m/2,7/2) e sua derivada é dada por
1

L1 [tg@)?) 2248 (L + [te(@)]2)

cos' (z) = -2 arl 5
g(x)]?)
o tel)
1+ [tg(2)]?
= —sen(z),

para todo x € (—m/2,7/2) (ver Definicao 3.2.3). Na primeira igualdade acima, usamos o Teo-
rema 3.2.2 i). Isto estabelece iv).

Por aplicar o Teorema 3.2.4 ii) e a derivada do cosseno encontrada acima, temos que esta
aplicac@o é crescente em (—7/2,0), e decrescente em (0,7/2) (ver Teorema 3.1.29).

Agora, analisando a segunda derivada de cos, obtemos

T
cos” (z) = —sen’(x) = — cos (z),Vx € (—5, 5) , (3.18)
ver Teorema 3.2.4 iv).
Por fim, por usar ii) e (3.18), concluimos que a fungao cosseno é estritamente concava em

(—m/2,7/2) (ver Teorema 3.1.30). Sendo assim, v) estd verificado.
O

Em ordem a construir o grafico da funcao cosseno em (—m/2,7/2), usamos o Teorema 3.2.5

e chegamos a

cosix)

Figura 3.4: Gréfico da fungao cosseno em (—m/2,7/2)
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Para concluir esta secao, observamos que, através da Definicao 3.2.3, podemos representara

funcao tangente como esta é conhecida no ensino elementar. Com efeito,

sen(zx) _ tg(z) 1+ [tg(z)]2 = tg(z),Vz € (—m2,72). (3.19)

cos(z) "~ \/1+ [tg(x)]?

3.3 Extensoes das Funcoes Seno, Cosseno e Tangente

Nesta secao, apresentaremos definicoes e resultados que garantem a extensao das fungoes
trigonométricas estudadas no capitulo anterior. Em adicao, mostraremos como obter algumas
identidades fundamentais estabelecidas em cursos elementares que discutem temas relacionados

a trigonometria.

3.3.1 Extensoes das Funcgoes Seno e Cosseno

Primeiramente, podemos notar que, através da Definicao 3.1.16 e igualdades ja obtidas neste
texto; tais como: sen(0) = 0, sen’(0) = 1, cos (0) = 1 e cos’ (0) = 0, encontramos os seguintes

limites
lim&(h):le hmmzo
h—0 h h—0

(Os resultados acima podem também ser vistos como uma simples aplica¢ao da regra de L’Hospital).
Em ordem a estender as aplicagoes sen e cos, definimos as imagens das funcoes seno e cosseno

no valor 7/2 da seguinte forma
sen(m/2) ;= le cos (m/2) := 0. (3.20)
Assim sendo, defina as aplicagoes sen, cos : R — R pondo

sen(x) := —sen(z +7),Vr € R (3.21)

cos () := —cos (x + ),V € R. (3.22)
O resultado a seguir estabelece como generalizar (3.2) e (3.3) dadas acima.

Lema 3.3.1. As sequintes igualdades sao verdadeiras para todo v € R e m € Z.
sen(x) = (—1)" sen(x + mm) e cos (x) = (—1)" cos (x + mm).
Demonstracdo. Provaremos primeiramente que
sen(x) = (—1)" sen(x + mm),Vx € R,m € N. (3.23)

Para essa demonstracao, usaremos inducao matemaética. Sendo assim, considere que m = 1.

Logo,

1

sen(z) := —sen(z + ) = (—1)" sen(x + 1m),Vzr € R,
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ver (3.2). Em seguida, suponha que (3.4) seja verdadeira. Portanto,

sen(z) = (—1)"sen(x + mm)
= (—=1)"™(—1)sen((x +mm) + )
= (=1)™sen(x + (m+ 1)7),Vr € R.

Isto completa a prova da afirmagao (3.4).

Agora, para verificar que
sen(x) = (—1)" sen(x + mm),Ve € R,m € Z, (3.24)
basta considerar que m é um natural negativo para obter, por (3.4), as igualdades abaixo
sen(xz) = (—1)""sen(x 4+ (—m)7w),Vx € R,m € N. (3.25)
Novamente aplicando inducao, temos, para m = 1, que
sen(z) = sen((z + (—1)7) + ) =: (=1)'sen(x + (=1)7),Vz € R. (3.26)

Supondo que a afirmacao (3.6) é vélida, faremos a verificagdo desta para o caso m + 1. Com

isso,

sen(z) = (—=1)""sen(x + (—m)n)
= (=)= "sen((z + (~=m)m) + (~1)m)
= (=)~ ™D gen(z — (m+ ),

onde na peniltima igualdade usamos (3.7). Por fim,
(=1)%sen(z + 07) = sen(z),Vz € R.

Com isso,

sen(z) = (—1)"sen(x + mmn),Vx € R,m € Z.

De maneira andloga, prova-se o resultado envolvendo a funcao cosseno.
O

O préximo resultado estabelece algumas propriedades satisfeitas pela fungao seno definida
sobre R.

Teorema 3.3.2. As sequintes afirmacdes sobre a funcao semo sdo vdlidas:
i) A fungao sen: R — R é periddica, com periodo 2m;
1) A fungdo sen: R — R € impar;

1it) sen(xz) =0 se, e somente se, v = nm para algum n € Z;
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) A funcdao seno é derivavel em R e sua derivada € dada por

sen’(z) = cos (z),Vx € R.

A aplicagio sen’ : R — R € também derivdvel, e sua derivada é dada por

sen”(z) = —sen(z),Vz € R;

v) A fungdo sen : R — R € infinitamente derivdvel e, para n € N, sua n-ésima derivada é
dada por
sen(2n)(z) = (—1)" sen(z) e sen®" "V (z) = (=1)n — 1 cos (z),Vz € R. (3.27)

Demonstragao. Para mostrar que a fungdo seno é periddica, e tem como periédo 27, basta

observar que
sen(z + 27) = sen((x + 7) + 7) := —sen(x + 7) =: sen(x),Vx € R.

Isto completa a prova de 1).
Ja foi estudado que a funcao seno é impar no intervalo (—m/2,7/2) (ver Teorema 3.2.4).
Além disso,

R := Upez, [(Qn + 1)%, (2n + 3)% . (3.28)
Dessa forma, dado = € R, existe n, € Z tal que
(2ny + 1)% <2< (20, + 3)%.

Como o objetivo é encontrar um z € (—7/2,7/2) e aplicar o Teorema 3.2.4, faremos algumas

manipulagoes aritméticas. Note que
T T
(2nz+1)§+y <z+y< (2nx+3)§+y,Vy eR.
Escolheremos o valor de y, através da igualdade
T 0
2 1)= =——

ou seja,
i T
y=———02n,+1)= = —(ny + 1)m.
2 2
Sendo assim,
T 7r
(2n, + 1)5 —(ng+ ) <z —(ny +1)m < (2n, + 3)5 —(ny+ 1)

se transforma em —7 /2 < x—(n,+1)m < 7/2. Por outro lado, usando o Lema 3.3.1, encontramos

sen(z) = (=1)"™ " sen(z — (ng + 1)) = —(=1)" sen(—2 + (ny + 1)7) = — sen(—z),
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desde que x — (n, + 1)7 € [—7/2,7/2] e sen(n/2) = 1 = —sen(—n/2). Pontanto, concluimos
que a funcao seno é impar em R.
Agora vamos provar que sen(z) = 0 < = = nw com n € Z. De fato, basta utilizar o Lema

3.3.1 e tomar x = 0, em ordem a obter
sen(nm) = sen(0 + nw) = (—1)"sen(0) = 0,n € Z.
Reciprocamente, se sen(x) = 0, temos, também pelo Lema 3.3.1, que
0= sen(z) = (=1)" " sen(z — (ng + 1)),

onde n, € Z foi encontrado em (3.9). Como x—(ny+1)7 € (—7/2,7/2) e sen(x—(ny+1)7) =
0 = sen(0), entao

x = (ng + 1)m,n, € Z,

pois sen é injetiva em (—m/2,7/2) (ver Teorema 3.2.4). Isto completa a prova do item iii).
Ja foi demonstrado quesené derivavel em (—m/2,7/2), e sua derivada é dada pela seguinte

igualdade:

sen’(z) = cos (z),Vx € (—%, g) ,

ver Teorema 3.2.4. Por outro lado, observe que

R\ 2n+1)m/2:n € Z = Upez((2n + 1)7/2, (2n + 3)7/2) (3.29)

Consequentemente, dado z € R\ (2n + 1)7/2 : n € Z temos que existe n, € Z tal que

s

(2n;,;+1)g <@ < (g +3)3

O objetivo agora é determinar um y € R de forma que z +y € (—n/2,7/2). Para isso, basta
acrecentar y as desigualdades acima e obter como resultado o seguinte:
T T
(2nm+1)§+y<x+y< (2nx—|—3)§+y.

Determinando o valor de y como desejado acima, encontramos
y=(—n, — )m.
Por conseguinte, —7/2 < x + (—n; — 1)m < m/2. Agora, usando o Teorema 3.2.4, obtemos
sen’(z + (—ng — 1)) = cos (z + (—ng — 1)7),
pois 4+ (—ng — 1)w € (—7/2,7/2).Aplicando o Lema 3.3.1, chegamos a
sen(z) = (—1)" M sen(z + (—ny — 1)7)

e também

cos (z) = (=1)"* cos (2 4 (—ng — 1)7).
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Pelo Teorema 3.1.25, inferimos
sen’(z) = (=1)" L sen’(z + (—n, — 1)7) = (—=1)"™ cos (z + (—ny — 1)7) = cos (z).

Portanto,

sen’(x) = cos (z),Vr € R\ {(2n + 1)7/2 : n € Z}.

Para concluir a demonstragao, vamos provar que a funcao seno é derivavel em {(2n+1)7/2 :

n € Z}. Com efeito, usando novamente o Lema 3.3.1 e (3.1), temos
sen((2n + 1)w/2) = sen(n/2 4+ nmw) = (—1)",VYn € Z.

Assim sendo, usando limites laterais, concluimos que

™

. sen(z) — sen((2n + 1) 2) _ ' sen(z) — (—1)"
z—[(2n+1)7/2]— x— (2n+ 1)% e [C@n+)m/2= 5 — (2 + 1)%

= lim cos (x),
z—[(2n+1)7/2]—

onde na ultima igualdade utilizamos a regra de L’Hospital. Se realizarmos a mudanga de varidvel
y = x — nm, obtemos, através do Lema 3.3.1, que

lim cos(z)= lim cos(y+nm)= Ilim (—1)"cos — (=1)"-0=0,
z—[(2n+1)7/2]— ( ) y—(m/2)— (y ) y—>(7r/2)—( ) (y) ( )

onde na penultima igualdade utilizamos o Teorema 3.2.5.
Do mesmo modo encontraremos o limite & direita. De fato, considerando a mesma mudanca
de variavel y = x — nm, temos que
sen(x) — sen((2n + 1)%)

lim = lim cos(xz) =(=1)" lim cos(y),
z—[(2n+1)7/2]+ x_(2n+1)ﬁ z—[(2n+1)7/2]+ ( ) ( ) y—(m/2)+ <y)

Como a funcao cosseno é par, tem-se

lim cos = lim cos(—y).
y—(m/2)+ ) y—(7/2)+ v
Por fim, fazendo a substituicao z = —y, obtemos
lim cos(—y) = lim cos(z) =0,
y—(m/2)+ =) y—(—7/2)+ =)

ver Teorema 3.2.5. Dessa forma, pelo Lema 3.3.1, encontramos as igualdades
sen’((2n + 1)7/2) = 0 = cos ((2n + 1)7/2),Vn € Z.

Analogamente ao que foi feito acima, considere que x € R\ {(2n + 1)7/2 : n € Z}. Logo,

existen, € 7 tal que
(2n, + 1)% << (2ng+ 3)%,
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ver (3.10). Portanto,

—g<$+(—nx—1)7r<g.

Pelo Teorema 3.2.4, temos que
cos’' (z + (—=nz — 1)w) = —sen(x + (—n, — 1)7)
e, aplicando o Lema 3.3.1, encontramos
cos (x) = (—=1)" L cos (x + (—ny — 1)7).
Consequentemente, pelo Teorema 3.1.25, obtemos
cos’ () = (=1)"=tcos' (x+ (—ny — 1)7)
= (=)™ sen(x + (—n, — 1)7)

= —sen(z).

cos' (z) = —sen(z),Vz € R\{(2n+ 1)7/2:n € Z}.

Permita-nos estabelecer a derivada do cosseno para os valores (2n + 1)7/2, com n € Z. Note

que, usando o Lema 3.3.1 e (3.1), obtemos
cos ((2n+ 1)7/2) = cos (w/2 +nw) = 0,Vn € Z.

Assim,
cos (x) — cos((2n + 1)1)
lim = 2"~ _ lim sen(x),
z—[(2n+1)m/2]— T — (2n + 1)5 x—[(2n+1)7/2]—

onde na ultima igualdade usamos a regra de L’Hospital. Aplicando as mesma substituicoes

utilizadas no Teorema 3.2.4, encontramos

lim sen(z) = lim cos(y+nmw)=(—-1)" lim sen(y)=(-1)",
z—[(2n+1)7w/2]— ( ) y—(m/2)— (y ) ( ) y—s (7 /2)— (y) ( )

onde usamos o Lema 3.3.1 na pentltima igualdade. Portanto,

cos () — cos((2n + 1)E)
lim 2" — (—1)mH,
T
z—[(2n+1)7/2]— T — (2n + 1)5

O limite lateral a direita pode ser encontrado através das seguintes igualdades:

)

™

cos (z) — cos((2n + 1) 5

7 = Z%[l(i7rr1f/12)+ sen(z + nm)

lim

z—[(2n+1)7/2]+ T — (2n + 1) 5
= (=)™ lim sen(z)
z—[(7/2)+
= (=1)" lim sen(—=z

(=1) 2{(n/2)+ (=2)
= (=1)" lim sen

( ) z—[(7/2)+ (y)

=
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onde na terceira igualdade usamos o fato que a funcao seno é impar sobre R e na ultima o
Teorema 3.2.4. Por fim,

cos' (2n+1)7/2) = (—=1)""! = —sen((2n + 1)7/2),Vn € Z,

ver Lema 3.3.1. Deste modo, obtemos

cos’ (r) = —sen(x),Vx € R. (3.30)

Consequentemente,

sen”(z) = —sen(z),Vz € R.

Isto completa a prova de iv).
Em ordem a estabelecer uma prova para v), utililizaremos o principio de indugdo matematica.

Dessa forma, para n = 1, obtemos
sen® (z) = —sen(x) e sen’(z) = cos (z),Vz € R.
Considere, agora, que (3.8) seja vélida. Logo,
sen2Dl(2) = sen®2(z) = (sen®)®™) () = (= sen)(2n)(z)
= (=1)""sen(x),Vx € R.
Também temos que,
2411 ) () = (sen®) () = (—1)" senl(x)

= (=1)"cos(z),Vz € R.

sen z) = sen

Como queriamos demonstrar. O

Note que, usando a figura 3.3, o Lema 3.3.1 e o Teorema 3.3.2, podemos obter o seguinte

grafico para a funcao seno definida em toda a reta.

]

Figura 3.5: Gréfico da fun¢ao seno

Veremos a seguir, algumas propriedades da fungao cosseno sobre R.



86CAPITULO 3. TRIGONOMETRIA NO ENSINO SUPERIOR: FORMALISMO DAS FUNCOES TRIGONOM

Teorema 3.3.3. As sequintes afirmacdes sobre a funcao cos : R — R sao verdadeiras:
i) A funcao cos : R — R € periddica, com periodo 2m;
1) A fungao cos : R — R € par;
1it) cos(x) =0 se, e somente se, x = (2n+ 1)7/2 para algum n € Z;
) A funcgdo cosseno € derivivel em R, e sua derivada é dada por

cos’ (x) = —sen(z),Vr € R;

v) A fungdo cos : R — R € infinitamente derivdvel e, para n € N, sua n-ésima derivada €

dada por

cos® (z) = (=1)" cos (z) cos®* ™V (z) = (—1)" sen(x), V& € R. (3.31)

Demonstragao. De modo similar ao que foi feito para a funcao seno, usando (3.3), encontramos

as seguintes igualdades:
cos (z +2m) = cos ((x +7) +7) = —cos (x + 7) = cos (z),Vx € R.

Por isso, a fungao cosseno é periddica, e tem periodo 27w. Chegando assim a demonstrar o item
i).

Utilizaremos novamente o Lema 3.3.1 para monstrar que a fungao cosseno é par.

Seja x € R. Assim, por (3.9), existe n, € Z tal que (z — (ny + 1)7) € [-7/2,7/2]. Por outro

lado, aplicando o Lema 3.3.1, obtemos
cos (—x) = (—=1)" ! cos(—z + (ngy + 1)) = (—=1)"= " cos (x — (ngy + 1)7) = cos (),

desde que cos (7/2) = 0 = cos (—m/2) e cos é par em (—7/2,7/2). O item ii) estd provado.
Agora, demonstremos iii).
Vimos no inicio desta se¢@o que a fungao cosseno se anula em 7/2 (ver (3.1)). Por conseguinte,

aplicando o Lema 3.3.1, inferimos
cos ((2n+ 1)w/2) = cos (w/2 + nm) = (—=1)" cos (7/2) = 0,n € Z.

Reciprocamente, considere que cos (z) = 0 para algum z € R. Deste modo, encontramos

ng € Z tal que x — (ny + 1)m € [—7/2,7/2] (ver (3.9)), e consequentemente,
0=cos(z) = (—1)(ny +1)cos (z — (ny + 1)7),ny € Z.
Entao,

cos (x — (ng + 1)) = cos (7/2) = cos (—n/2) = 0,comz — (ny + )7 € [—7/2,7/2].
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Como cos (x) > 0, para todo x € (—7/2,7/2), ver Teorema 3.2.5, entao

:x—(nm—l—l)wou—g:x—(nx—i—l)w,

ol 3

ou equivalentemente,

T T
x=1[2(ng,+1)+ 1]5 our = 2n, + 1]5

Com isso, concluimos a demonstragao de iii).
Veja que iv) segue diretamente de (3.11).

Para provar v), usaremos novamente o principio de indugao matematica. Assim sendo, para

n = 1, temos que
cos) (z) = —cos () e cos’ (z) = —sen(z),Vx € R.
Suponha que (3.12) seja verdadeiro. Assim,
cosP I (z) = cos®t?) ()
= (cos®)n)(g)
= (—cos)® ()
= (=1)""cos (x),Vz € R.

Também temos que,

COS[Z(n+1)71} ($) _ COS(2n+1) ({L’)

= (=1)""lsen(z),Vz € R.

O resultado segue. O

Usando o grafico 2.3, aplicando o Lema 3.3.1 e o Teorema 3.3.3, enciontramos o grafico

abaixo para a fungao cosseno definida em toda a reta.
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F
cosix)

P
1

Figura 3.6: Gréfico da fungao cosseno

3.3.2 Extensao da Funcao Tangente

Conhecidas as fungoes seno e cosseno definidas sobre R, podemos estabelecer uma extensao
para a funcao tangente sobre um subconjunto de R no qual desconsideramos os valores onde cos

se anula (ver Teorema 3.3.3 iii)). Sendo assim,

tg(x) = :j;lg;vx cR\{(2n+1)7/2:n € Z}, (3.32)

o que esta de acordo com (3.19).

A partir dos resultados estabelecidos nos Teoremas 3.3.2 e 3.3.3, podemos concluir algumas

informacoGes sobre a extensao da funcao tangente.

Teorema 3.3.4. As seguintes afirmagoes sobre a funcao tg: R\ {(2n+ 1)7/2 :n € Z} - R

sao verdadeiras:
i) A funcio tg: R\ {(2n+ 1)7/2:n € Z} — R € periddica, com periodo 7;
1) A funcao tg: R\ {(2n+1)7/2:n € Z} — R € impar;
1i1) tg(z) =0 se, e somente se, v = nw para algum n € Z;
i) A funcdo tangente é derivdvel em R\ {(2n+ 1)w/2:n € Z}, e sua derivada € dada por
tg'(x) = 1+ [tg(z)]*,Vz e R\ {(2n + 1)7w/2:n € Z};

v) Para cada n € Z, tem-se

li t = .
x%[(2n1+nil)ﬂ'/2}i g(a:) oo
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Demonstragcao. Primeiramente, note que

tg(x +m) = sen(x+ m)cos(x+ )
;= —sen(x) — cos ()

= tg(z),Vx e R{(2n+ 1)7/2:n € Z},

ver (3.2) e (3.3). Isto nos informa que a aplicagdo tangente é periddica, com periodo m. De

forma anéaloga, temos que

tg(—x) = sen(—x)cos(—x)
= —sen(z)cos(x)

= —tg(z),Vz e R{(2n+ 1)7/2: n € Z},

onde usamos os Teoremas 3.3.2 e 3.3.3. Este fato estabelece ii).

Também do Teorema 3.3.2, podemos inferir que
tg(z) =0« sen(z)cos(z) =0 < sen(r) =0 < z = nm, paraalgumn € Z.

Isto prova iii).

Para provar iv), note que a funcao tangente é obtida de uma operagao elementar entre duas
funcoes derivaveis. Logo, esta também é derivavel em seu dominio, e sua derivada pode ser
obtida da seguinte maneira:

_[cos (2)]? + [sen(x)]?

tg' (z) = fcos (@)]2 =1+ [tg(@)]?, Ve € R\ {(2n + 1)7/2,n € Z}.

Isto completa a demonstragao de iv).

Em ordem a verificar v), primeiramente observe que

sen(z) sen(x — n)

lim tg(z) = im = lim O
z—[(2n+1)7 /2]~ a—[2n+1)r/2]~ cos ()  z—[(2n+1)r/2]~ cos (x — nm)

onde na ltima igualdade utilizamos o Lema 3.3.1. Aplicando a mudanga de variavel y = x —n,
encontramos

elm - M = - tely) = o,
onde usamos o Teorema 3.2.2.

Por outro lado, é facil ver que

lim tg(x) = lim tglr —(n+1)m) = lim t
z—[(2n+1)mw/2]* g( ) z—[(2n+1)7/2]* g( ( ) ) y—(—m/2)* g(y)
onde usamos o Lema 3.3.1 e o Teorema 3.2.2. O

Através da figura 3.2 e do Teorema 3.3.4, o seguinte gréafico representa a fungao tangente em

toda a reta.
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Figura 3.7: Grafico da funcao tangente

Na secao seguinte, usaremos as extensoes das fungdes seno e cosseno para obter identidades
bem conhecidas do ensino elementar.
3.3.3 Relacoes Fundamentais Envolvendo as Fungoes Seno e Cosseno

Estabeleceremos algumas identidades fundamentais envolvendo as funcgoes seno e cosseno, as

quais nos permitem determinar, por exemplo, a resolucao de equacoes trigonométricas. Listare-

mos algumas dessas formulas e em seguida as demonstraremos.

Enunciaremos a seguir a relagdo fundamental da trigonometria.

Teorema 3.3.5. A sequinte igualdade, envolvendo as fungdes seno e cosseno, € vdlida:
[sen(z))? + [cos (z)]* = 1,Vz € R.
Demonstragao. Primeiramente, defina f : R — R por
f(z) = [sen(z)]? + [cos (x)]?, Vz € R.
Aplicando a regra da cadeia e os Teoremas 3.3.2 e 3.3.3, concluimos que f é derivavel e sua

derivada é dada por

f'(z) = 2sen(x) cos () — 2 cos (z) sen(z) = OVz € R.
Consequentemente, f = ¢, onde ¢ é uma constante. Por outro lado, para z = 0, temos que

f£(0) = [sen(0)]2 + [cos(0)]2=0+1=1.
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Portanto, f = 1 e, por conseguinte, tem-se que

[sen(x)]? + [cos ()] = 1,Vz € R

Teorema 3.3.6. Sejam x1,x9 € R. Entdo, as sequintes igualdades sdo verdadeiras:
i) sen(zy + x2) = sen(xy) cos (x2) £ sen(z2) cos (x1);
1) cos (x1 £+ x2) = cos (x1) cos (x2) F sen(zq) sen(xs).

Demonstragao. Usando uma argumentagao andloga a realizada na demonstracao do Teorema

3.3.5 podemos provar este resultado. Com efeito, defina g, h : R — R, por

g(z) = cos(z)sen(z + x2) — sen(z)cos (z + x2),

h(z) = sen(x)sen(x + x2) + cos (z)cos (x + x2),Vr € R,

onde x2 € R estd fixo. Pelos Teoremas 3.3.2 e 3.3.3, temos que g e h sao derivaveis e suas

derivadas sao dadas, respectivamente, por

g () = —sen(x)sen(x + x2)+ cos (z) cos (x + x2) — cos () cos (z + x2) + sen(z) sen(z + x2),
R'(z) = cos(z)sen(x + x2) + sen(z)cos (z + x2) — sen(x) cos (z + x2) — cos (x) sen(z + x2).
Assim,

g (x) =1 (z) =0,V e R.
Dessa forma, g = ¢4 e h = ¢y, onde ¢y, ¢;, sao constantes. Considerando x = —x2, encontramos
9(z) = g(—x2) = sen(x2), h(x) = h(—x2) = cos (z2),

onde usamos os fatos que as fungoes seno e cosseno sdo fmpar e par, respectivamente (ver

Teoremas 3.3.2 e 3.3.3). Por outro lado, para x = z1, obtemos

g(x1) = cos(x1)sen(z1 + x2) — sen(x)cos (1 + x2),

h(z1) = sen(xq)sen(xy + x2) + cos (1) cos (z1 + x2).
Como g(x1) = g(z2) e h(z1) = h(x2), entdo

cos (x1) sen(xy + z2) — sen(zy) cos (1 + x2) = sen(xs),

sen(xy) sen(xy + x2) + cos (x1) cos (x1 +x2) = cos (z2).

Considerando que y = sen(z; + x2) e t = cos (x1 + x2), segue o seguinte sistema com varidveis
y e t:

{ cos (z1)y — sen(x1)t = sen(x2)
sen(xy)y + cos (z1)t = cos (x2)



92CAPITULO 3. TRIGONOMETRIA NO ENSINO SUPERIOR: FORMALISMO DAS FUNCOES TRIGONOM

Para resolver o sistema acima, é suficiente multiplicar a primeira equagao por cos(zr1), € a

segunda por sen(zp). De fato,

{ [cos (z1)]%y — sen(x1) cos (z1)t = sen(xa) cos (x1) sen(z1) > sen(xy)
2y + sen(x1) cos (x1)t = sen(z1) cos (z2)

Somando as duas equagoes acima, tem-se que
{[cos (z1)] + [sen(z1)]?}y = sen(z3) cos (1) + sen(x1) cos (z3).
Por i), obtem-se que y = sen(z2) cos (1) + sen(xq) cos (z2). Logo,
sen(zy + x2) = sen(z1) cos (z2) + sen(xz) cos (z1). (3.33)

Isolando t e substitutindo o valor de y na segunda equacgao do sistema acima, obtemos

cos (z2) — sen(x1)y

cos (1)
cos (z2) — sen(xq)[sen(xq) cos (z2) + sen(xz) cos (z1)]

cos (z1)
cos (z2) — [sen(x1)]2 cos (x2) — cos (r1) sen(x1) sen(z2)

cos (z1)
cos (z2)[cos (x1)]2 — cos (z1) sen(xq ) sen(z2)

cos (z1)
= cos (1) cos (x2) — sen(z) sen(xz),

onde na penultima igualdade usamos o Teorema 3.3.5. Assim, estabelecemos a igualdade abaixo:
cos (x1 + x2) = cos (x1) cos (x2) — sen(z) sen(wa) (3.34)
Aplicando os resultados obtidos em (3.14) e (3.15), encontramos
sen(z) — x2) = sen(x; + (—xz2)) = sen(x1) cos(—x2) + sen(—x2) cos (z1)
e também
cos(xy — xg) = cos(x1 + (—x2)) = cos (z1) cos(—xz2) — sen(x;) sen(—x2).

Usando novamente o fato que as fungdes seno e cosseno sao impar e par (ver Teoremas 3.3.2 e

3.3.3), respectivamente, podemos deduzir as seguintes igualdades:

sen(ry —x3) = sen(wy)cos(xa) — sen(zg) cos (x1),

cos(x; —x2) = cos(z1)cos(x2) + sen(x1)sen(z2), Vo, z2 € R.

Portanto, completamos as provas de i) e ii).

O resultado a seguir é uma consequ”encia imediata do Teorema 3.3.6.

Teorema 3.3.7. Seja x € R. Entao, as igualdades abaizo sao vilidas:
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i) sen(2zx) = 2sen(x) cos (z);
i) cos (2x) = [cos (x)]? — [sen(x)]?.
Demonstragao. Por utilizar (3.14), obtemos

sen(2z) = sen(x + x)
= sen(z)cos (z) + sen(x) cos (x)

= 2sen(z)cos(x)
e também, por (3.15), chegamos a

cos (2x) = cos(z+ x)
= cos(x)cos (z) — sen(z)sen(x)

= [cos ()] — [sen(z)]?.
O

Aplicando os Teoremas 3.3.5 e 3.3.7 de duas maneiras distintas, chegamos ao seguinte resul-

tado.

Teorema 3.3.8. Sejam x € R. Entao, as sequintes igualdades sao verdadeiras:
1 1

i) [sen(x))? = 5~ 5 cos (2z);

i1) [cos (z)]? = % + %cos (2x).

Demonstragao. Utilizando os Teoremas 3.3.5 e 3.3.7, obtemos

cos (2z) = [cos (2)]* — [sen(z)]?
= 1—2[sen(z)]%
Portanto, 1
[sen(a)]? = 5 —  cos (2a).

Podemos também, através dos Teoremas 3.3.5 e 3.3.7, encontrar
cos (2z) = [cos (z)]? — [sen(x)]? = 2[cos (z)]* — 1.

Por fim,

1 1
2=~ 4 ~cos (2x).

cos (@) = 5+

Isto estabelece i) e ii).

O]

Em ordem a finalizar esta secao, descreveremos como encontrar a soma e a subtracao de

imagens de senos e também de cossenos.
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Teorema 3.3.9. Sejam x1,x2 € R. Entdo, as igualdades a sequir sao vdlidas:

+
i) sen(z1) £ sen(x2) = 2sen<%1 5 xQ) cos (xl :5$2);

1) cos (x1) + cos (12) = 2 cos <a;1—;—x2> cos <w1 - x2);

2
1+ T —T
19t) cos (x1) — cos (z2) = —28611( ! ; 2> Ccos < ! 5 2>.
Demonstracao. Demonstracao. Cosiderando as mudancas de varidveis
_ (x1 + x2) _ (x1 — x2)
2 ) q 2 )
chegamos ao sistema
1+ 22 =2p
Tr1 — Ty = 2q

Tal sistema tem como solu¢ao, nas variaveis x1, €2, £1 = p + ¢, x2 = p — ¢. Substituindo estes

valores no Teorema 3.3.6, concluimos que

Isen(p+¢q) + sen(p —q) = sen(p)cos(q) + sen(q) cos (p) + sen(p) cos (q) — sen(q) cos (p)
= 2sen(p) cos (q)

= 2sen m cos T T
N 2 2 ’

sen(p +q) — sen(p —q) = sen(p)cos(q) + sen(q) cos (p) — sen(p) cos (q) + sen(g) cos (p)

= 2sen(q)cos(p)

= 2sen 1T Ccos Tt T2
N 2 2 ’

cos(p+q)+cos(p—q) = cos(p)cos(q)— sen(p)sen(q) + cos (p) cos (¢q) + sen(p) sen(q)

= 2cos(p)cos(q)

= 2cos M cos 1o
N 2 2

e, por fim,

cos(p+gq) —cos(p—gq) = cos(p)cos(q)— sen(p)sen(g) — cos (p) cos (q) — sen(p) sen(q)

= —2sen(p)sen(q)

= —2sen Tt 22 sen L I
- 2 2 '

Finalizando a demonstragao do Teorema 3.3.9.
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3.4 Funcgoes Secante, Cossecante, Cotangente e Inversas das

Funcoes Trigonométricas

Nesta secao, mostraremos como definir as trés funcoes trigonométricas reciprocas, relacio-
nadas as fungOes seno, cosseno e tangente. Mais precisamente, serao demonstradas algumas
relagoes importantes envolvendo a secante, cossecante e cotangente. No fim, estabeleceremos as
defini¢oes das funcoes arcosseno e arcocosseno e derivaremos algumas propriedades inerentes a

estas aplicagoes.

3.4.1 Funcgoes Secante, Cossecante e Cotangente
Iniciemos definindo as aplicagoes secante, cossecante e cotangente.

Definicao 3.4.1. As fungoes cossec : R\{nm:n € Z} — R, sec: R\{(2n+1)7/2:n € Z} - R

e cotg : R\ {nm :n € Z} — R, denominadas cossecante, e cotangente, respectivamente, sao

dadas por:
cossec(x) = seri(:v)’vm eR\ {nm:neZ} (3.35)
sec(x) = cosl(ac) Ve e R\{(2n+ 1)7/2:n € Z}, (3.36)
cotg(z) (;Ziii;,Vx eR\{nr:neZ}. (3.37)

E interessante observar que, por (3.13), temos
cotg(z) = 1tg(z),Vo € R\ {nm:n € Z}.

E também importante ressaltar que as aplicacoes seno, cosseno, tangente, cossecante, secante,
e cotangente sao conhecidas como funcoes trigonométricas.

Veremos a seguir, algumas afirmagoes importantes envolvendo a funcdo secante, definida
acima. De imediato, percebe-se que os resultados demonstrados abaixo sao consequéncias do

estudo, realizado neste trabalho, para a fungao cosseno.

Teorema 3.4.2. Sdo vdlidas as sequintes propriedades elementares relacionadas a funcao se-

cante:
i) A funcao sec: R\ {(2n+1)w/2:n € Z} — R € periddica, com periodo 27;
1) A funcao sec: R\ {(2n+ 1)7/2:n € Z} — R € par;
1i1) A funcao secante € derivavel em R\ {(2n + 1)7/2 : n € Z}, e sua derivada é dada por

sec’(z) = tg(z) - sec(z),Vor € R\ {(2n+ 1)7/2: n € Z};

i) A seguinte igualdade vale:

[tg(x)]? + 1 = [sec(z))?>,Vz e R\ {(2n + )7/2 : n € Z};
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v) A fungdo secante é nao decrescente nos intervalos [0,7/2) e (w/2,w]. Além disso, esta
mesma aplicagdo € estritamente convexa em [0,7/2) e estritamente concava em (w/2,|;

; li = .
v1) x_)gg)i sec(x) = Foo

Demonstragao. Demonstragao. Usando (4.2) e o Teorema 3.3.3, temos que

1
cos (z + 2)
1
cos ()
= sec(z),Vxr e R\ {(2n+ 1)7/2:n € Z},

sec(z 4 2m) =

i.e., segue facilmente do fato que a funcéo cosseno é periddica, e tem como periodo 27, que a
secante também é periddica e seu periodo é dado por 27.

Aplicando novamente o Teorema 3.3.3, obtemos

sec(—x) = 1lcos(—x)
= lcos(z)

= sec(z),Vz e R\ {(2n+ )7/2:n € Z}.

Provando assim, o item ii).
Como cos é derivavel em R (ver Teorema 3.3.3), entao sec também ¢é derivavel. Além disso,

a derivada da secante é dada por

sec’(z) =

0 - cos (x) — [—sen(z)]
[cos ()P
sen(z)
Toos (0)2
sen(z) 1
cos (z) cos (z)
= tg(z) - sec(x), (4.4) (3.38)

Ve € R\ {(2n+ 1)7/2: n € Z}.Isto completa a prova de iii).

Dividindo a igualdade encontrada no Teorema 3.3.5 por cos ()]?, inferimos

1
)2+ = 5, Vz € R\ {(2n + 1)7/2: n € Z},
ou equivalentemente,
[tg(z)]? + 1 = [sec(x)]?, Ve € R\ {(2n+ 1)7/2:n € Z}.

Vimos em (4.4) que

sec'(z) = [::Sng))]Q,Vx € [0, g) U (g,w)]
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Por outro lado, o Teorema 3.2.4 nos informa que sen(z) > 0Vz € [0,7/2), e sen(z) < 0,

Va € (—7/2,0]. Usando o Lema 3.3.1, concluimos que

sec’(z) = m >0,Vz € [0, g) U (g,ﬂ':| .

Consequentemente, pelo Teorema 3.1.29, temos que sec é nao decrescente nos intervalos [0, 7/2)

e (m/2,m|. Derivando mais uma vez a funcao secante, encontramos

1+ [sen(z)]?

sec’(z) = fcos () Vz € [0,72) U (72, 7. (3.39)

Vimos no Teorema 3.2.5 que cos(z) > 0, Vo € (—7n/2,7/2). Pelo Lema 3.3.1, temos que
cos (x) > 0, Va € [0,7/2), e cos (z) < 0, Vz € (w/2,7]|. Portanto, pelo Teorema 3.1.30 e (4.8)
inferimos que sec é estritamente convexa em [0,7/2) e estritamente concava em (7/2,7]. Isto
completa a prova de v).

Os limtes do item vi) seguem diretamente das propriedades satisfeitas pelo cosseno. O

Em ordem a aplicar os resultados obtidos para a fungao seno, enunciaremos algumas afirmacoes

sobre a cossecante.
Teorema 3.4.3. Sdo vdlidas as sequintes propriedades relacionadas a fun¢ao cossecante:
i) A funcao cossec: R\ {nm:n € Z} — R € periddica, com periodo 27;
1) A fungao cossec: R\ {nm:n € Z} — R € impar;
1it) A funcdo cossecante é derivdvel em R\ {nm:n € Z}, e sua derivada é dada por

cossec’ () = — cotg(z) - cossec(z),Vox € R\ {n7:n € Z};

i) A identidade abaizo é verdadeira

1+ [cotg(x)]? = [cossec(z)]?, Vo € R\ {n7: n € Z};

v) A fungao cossecante é ndao crescente nos intervalos [—m/2,0) e (0,7/2]. Além disso, esta
mesma aplicagao € estritamente convexa em (0,7/2] e estritamente concava em [—m/2,0).

vi) lim cossec(z) = foo.
z—0+

Demonstragdo. Por (4.1) e pelo Teorema 3.3.2, temos que

1
sen(z + 2m)
1
sen(z)
= cossec(z),Vo € R\ {nm:n € Z}.

cossec(z +2m) =

Assim, o item i) estd provado.
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Por outro lado, usando novamente o Teorema 3.3.2, conclui-se

cossec(—zx) = 1(—x)
= 1— sen(x)
= —lsen(z)

= —cossec(z),Vx € R\ {nm:n € Z}.

Portanto, a funcao cossecante é impar.
Como o seno é uma fungao derivavel (ver Teorema 3.3.2), entao a funcdo cossecante também

0 é. Além disso,

, —cos (z)
cossec () Tsen(a)2
_ —cos () 1
sen(xz)  sen(x)
= —cotg(x) - cossec(z),Vr € R\ {nr:n e Z}. (3.40)

Dividindo a relagao fundamental da trigonometria, encontrada no Teorema 3.3.5, por [sen(x)]?,

chegamos a

+ ) = nl 5, Vo € R\ {nm:n € Z},
ou seja,
1 4 [cotg(z)]? = [cossec(z)]?, Vo € R\ {nm: n € Z}.
Por (4.6), temos que

cossec’ (z) = — cos (z)[sen(z)]?,Vz € [—g,O) U <0, g] .

Por outro lado, o Teorema 3.2.4 nos informa que sen(z) > 0, Vx € (0,7/2], e sen(xz) < 0,

Vz € [-7/2,0). J& o Teorema 3.2.5 nos diz que cos () > 0, Va € [—7/2,7/2]. Portanto,

, B cos (z) e -
cossec' (z) = “Tsen(@)E = <0,Vx € [-72,0) U (0, 72],
" 14 [cos (z)]? e [
cossec’ (x) = Tsen@)P < 0,Vz € [-72,0).
cossec” (z) = W > 0,z € (0,72]. (3.41)

Consequentemente, pelos Teoremas 3.1.29 e 3.1.30, temos que cossec é nao crescente Nos
intervalos [—7/2,0) e (0,7/2], estritamente convexa em (0,7/2] e estritamente concava em
[—7/2,0). Isto completa a prova de v).

Os limtes do item vi) seguem diretamente das propriedades satisfeitas pelo seno. Assim,

completamos a prova do Teorema 3.4.3.

O]
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Em seguida, a partir dos estudos realizados para a funcao tangente, encontraremos proprie-

dades importantes relacionadas a funcao cotangente.

Teorema 3.4.4. As sequintes propriedades elementares relacionadas a fung¢do cotangente sao

validas:
i) A funcao cotg: R\ {nm:n € Z} — R € periddica, com periodo .
i) A funcio cotg: R\ {nm:n€Z} - R é impar.
3t) cotg(z) =0 se, e somente se, x = (2n + 1)7/2 para algum n € Z.
w) A fungdo cotangente é derivdvel em R\ {nm:n € Z}, e sua derivada é dada por

cotg(x) = —[cossec(z))?,Vz € R\ {n7 : n € Z}.

v) A funcdo cotangente € decrescente nos intervalos (—m/2,0) e (0,7/2). Além disso, esta

mesma aplicagao € estritamente convexa em (0,7/2) e estritamente concava em (—m/2,0).

vi) lim cotg(z) =+oo e lim  cotg(z) =0.
z—0=£ s
x—>(i§):F

Demonstragao. Observe que

1 1
cotg(x + ) o P e cotg(x),Vz € R\ {nm:n € Z},

ver Teorema 3.3.4 e a definigdo (3.13). Com isso, comprovamos que a funcdo cotangente é
periédica, de periodo .

Usando novamente o Teorema 3.3.4, encontramos

1
tg(—x)
1
—tg(x)
b
tg(x)
= —cotg(x),Vz € R\ {nm:n € Z}.

cotg(—x) =

Desse modo, demonstramos ii).

Agora, pelo Teorema 3.3.3, podemos inferir que

cotg(z) =0 << cos(z)=0

&z = (2n+ 1)7/2, para algum n € Z.

Isto prova iii).
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A funcao cotangente é derivavel, pois é definida por operacoes elementares de funcoes de-

rivaveis, e sua derivada é dada por

—[sen()]? — [cos ()]

cotg/(w) = [sen(z)]
1

 [sen(x)]?

= —[cossec(z))?,Vz € R\ {nm:n € Z}.

Por iv), temos que cotg'(z) < 0, Va € (—7/2,0) U (0,7/2). Dessa forma, cotg é decrescente
nos intervalos (—m/2,0) e (0,7/2) (ver Teorema 3.1.29).
Por outro lado, o Teorema 3.2.4 nos informa que sen(xz) > 0, Vo € (0,7/2), e sen(z) < 0,

Va € (—7/2,0). J& o Teorema 3.2.5 nos diz que cos () > 0, Vz € (—7/2,7/2). Porém,

cos (x)

cotg” (z) = 2 5. Vz € R\ {nm:neZ} (3.42)

[sen(z)]

Por conseguinte, temos que cotg é estritamente convexa em (0, 7/2) e estritamente concava
em (—m/2,0) (ver Teorema 3.1.30). Isto completa a prova de v).
Os limtes do item vi) seguem diretamente das propriedades satisfeitas pela tangente e pelo

seno.

O

3.4.2 Funcoes Inversas das Fungoes Trigonométricas

Nesta subsecao, faremos um estudo sobre como justificar a existéncia das inversas das funcoes
trigonométricas estudadas anteriormente. Em ordem a alcancar tal objetivo, é importante res-
saltar que uma funcao ¢é inversivel se, e somente se, esta é uma aplicacao bijetora. Por este
motivo, nem todas as funcgoes trigonométricas possuem inversas em seus dominios de definicao,
porém podemos considerar restricoes com o intuito de obter aplicacoes injetoras e sobrejetoras.

Note que nao mencionamos acima a inversao da funcao tangente. Isto nao é necessario,
desde que j& mostramos através da Teorema 3.2.1 que arctg : R — (—n/2,7/2) é uma aplicagao
bijetiva e, em particular, tem como inversa a funcao tg: (—m/2,7/2) — R definida em (3.10).
Resta-nos, entao, verificar em qual dominio as func¢oes seno, cosseno, secante, cossecante e

cotangente sao bijetoras.
Teorema 3.4.5. A func¢do sen: [—m/2,7/2] — [—1,1] € bijetora.

Demonstragdo. Como ja foi visto que a funcao sen é estritamente crescente em (—7/2,7/2) (ver
Teorema 3.2.4), logo esta aplicagao é injetora, quando restrita a (—7/2,7/2). Além disso, vimos
que —1 < sen(z) < 1Vz € (—7n/2,7/2) (ver Teorema 3.2.4 e (3.15)). Porém, sen(n/2) =1 e
sen(—7/2) = —1. Como um resultado, obtemos que sen é injetora em [—m/2,7/2].
Permita-nos verificar a sobrejetividade da fungao sen : [—m/2,7/2] — [—1, 1]. Faremos esta

prova em trés casos.
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19 caso) Considere que y € (0,1).
2

Sabemos, a partir do Teorema 3.2.1, que = = arctg( ] Y 5) € (=m/2,7/2). Por conse-
-y
2
guinte, tg(z) = 5 (ver 2.10)). Assim sendo, por (3.13), temos que
-y
i
t 1—y?
sen(x) = 8(x) = =y.
Vit @) e
14 5
Ly

29 caso) Considere que y € (—1,0). Através do lo caso, existe z € (—7/2,7/2) tal que sen(x) =
—y. Logo, como a fungdo seno é impar, concluimos que sen(—x) = —sen(x) = y, onde
—x € (—m/2,7/2).

32 caso) Considere que y = —1 e z = 1.
Neste caso, sen(—7n/2) = -1 =y e sen(n/2) =1=z.

Portanto, sen : [—m/2,7/2] — [—1, 1] é sobrejetiva. Deste modo, completamos a prova do

Teorema 3.4.5.

O]

Pelo Teorema 3.4.5 acima, a fungao sen : [—7/2,7/2] — [—1, 1] possui inversa. Tal aplicacao
serd denotada por arcsen : [—1,1] — [—7/2,7/2], e a chamaremos fungao arcoseno. é facil

perceber que os valores desta aplicagao podem ser determinados através da seguinte equivaléncia:
sen(x) =y, com z € [—7/2,7/2] & arcsen(y) = x,comy € [—1,1]. (3.43)

Pelo Teorema 3.1.35, a fungao arcoseno é continua em [—1,1]. Na verdade, pelos Teoremas
3.2.4, 3.1.36 e 3.3.5, arcsen é derivdvel e sua derivada é dada por

1 1 1 1
arcsen’ (y) = = = = (3.44)

sen’(z)  cos () I —[sen(z)]2 1-y*

Vy € (—1,1), com y = sen(x). Por conseguinte, pelo Teorema 3.1.23, temos que

Y 1
arcsen(y) = —dz,Vy € (—1,1), 3.45
)= [ = e (-1) (3.45)

desde que arcsen(0) = 0.
A partir das igualdades (4.10) e (4.11), podemos inferir os seguintes resultados envolvendo

a fungao arcoseno.
Teorema 3.4.6. As afirmacdes abaixo sdo verdadeiras:

i) Arcoseno € derivdvel em (-1, 1), e sua derivada é dada pela sequinte igualdade:

1
arcsen’(y) = ———,Vy € (—1,1); (3.46)
1 — g2
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1) Arcoseno é crescente em (—1,1). Além disso, esta mesma funcao é estritamente convexa

em (0,1) e estritamente concava em (—1,0).
i1) Arcoseno é uma fungao impar em [—1,1];

) lim arcsen(x) = ~T ¢ lim arcsen(x) = T
z—(—1)* z—1- 2
Demonstragao. Note que, a verificagao de i) segue diretamente de (4.10) encontrada acima.

Observe também que, através do item i) acima, a derivada do arcoseno é positiva nointervalo
(—1,1). Assim sendo, esta aplica¢ao é crescente em (—1,1) (ver Teorema 3.1.29). Além disso,

derivando mais uma vez arcsen, obtemos

arcsen” (y) = $,Vy € (-1,1).

(1—y?)3

Consequentemente, a derivada segunda da fungao arcoseno é positiva em (0, 1), e negativa em

(—1,0). Portanto, o item ii) segue do Teorema 3.1.30.

Note que

arcsen(—y) = = —arcsen(y),

-y p v o1 .
e dz=— | ————at
/0 V1—22 /0 Vv1—t2
onde y € (—1,1). Também temos que

arcsen(—1) = —g = —arcsen(1).

Logo, a fungao arcoseno é impar em [-1, 1]. Com isso, completamos a prova do item iii).

Por fim, por ii) e Teorema 3.1.33, é fécil ver que

T T
li =1 : 1.1 =4 _2 2y 2
x_}ér_nlﬁ arcsen(z) =inf {arcsen(x) : x € (=1,1)} = inf ( 5 2) 5

e também

lim arcsen(x) = sup{ arcsen(z): z € (—1,1)} = sup(—z, E) =
z—1— 2°2

5 .

Como queriamos demonstrar.

A partir do Teorema 3.4.6, é possivel construir o seguinte grafico.
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P
& reosenix)

-

Figura 3.8: Gréfico da fungao arcoseno em [—1, 1]

Faremos a seguir, um estudo relacionado a funcao arcocosseno, conhecendo também, como

no caso anterior, algumas propriedades elementares relacionadas a esta aplicacao.
Teorema 3.4.7. A fungdo cos : [0, 7] — [—1,1] € bijetora.

Demonstragdao. Primeiramente, vamos verificar que cos : [0,7] — [—1,1] é injetora. Suponha
que cos (z) = cos (y), com z, y € [0,7]. Para estes valores de = e y, temos que x — /2,y —7/2 €

[—7/2,7/2]. Por outro lado, usando o Teorema 3.3.6, inferimos

sen(fn—g) = —cos(x)
= —cos(y)

( 7r> T 7'('6[ T 77]

= sen(y— = razr— —,y— = €[—=, =]

Aplicando o Teorema 3.4.5, obtemos que z — 7/2 = y — 7/2. Logo, © = y. Dessa forma,
cos : [0, 7] — [—1,1] é injetora.

A sobrejetividade de cos : [0, 7] — [—1, 1] segue da sobrejetividade da fungao sen : [—7/2,7/2] —
[—1,1]. Com efeito, para y € [—1,1] temos que existe um unico z € [—n/2,7/2] tal que

sen(z) = y. Por fim,
coS (g — ) = sen(z) =y, onde g —z € [0,7],

onde utilizamos o Teorema 3.3.6 na primeira igualdade. Com isso, cos : [0,7] — [—1,1] é

sobrejetora. Como queriamos demonstrar. O
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Pelo Teorema acima temos que a fungao cosseno é bijetora, quando restrita a [0, 7]. Logo,
esta aplicacao tem uma inversa. Tal funcao serd chamada arcocosseno e a denotaremos arccos :
[—1,1] — [0,7]. Como um resultado, ¢é ficil ver que os valores do arcocosseno podem ser

caracterizados por
cos (x) =y, com z € [0, 7] & arccos(y) =z, com y € [—1,1]. (3.47)

Pelo Teorema 3.1.35, a funcao arcocosseno é continua. Mais é verdade, por usar os Teoremas

3.1.36 e 3.3.5, arccos é derivavel e sua derivada é dada por

reoN 1 _ 1 _ 1 _ 1
arccos'(y) = cos'(z)  —sen(z) 1 — [cos ()2 JL- y2’ (3.48)

Vy € (=1,1), y = cos (x) e x € (0,7). Em adigao, aplicando o Teorema 3.1.23, chegamos a

y 1
arccos(y) = g —/0 \/ﬁdzﬁy € (—1,1),

pois arccos(0) = /2.

Aplicando (4.14), é possivel afirmar alguns resultados envolvendo a func¢ao arcocosseno.
Teorema 3.4.8. As afirmacdes abaixo sdo verdadeiras:

i) Arcocosseno € derivdvel em (—1,1), e sua derivada € dada pela sequinte igualdade:

1
arccos'(y) = ———=,Vy € (—1,1);

V1—19?

1) Arcocosseno € decrescente em (—1,1). Além disso, esta mesma func¢dao € estritamente

conveza em (—1,0) e estritamente concava em (0,1);

#9t) lim  arccos(z) =7 e lim arccos(x) = 0.
z—(—1)* z—1—

Demonstragdo. Claramente o item i) segue das igualdades obtidas em (4.14).

Por conseguinte, podemos concluir que a funcao arcocosseno é decrescente e, além disso,
arccos(y)” = —y/(1 = y2)3,Vy € (—1,1).

Por conseguinte, o Teorema 3.1.30 nos garante a veracidade de ii).

Por fim, por ii) e Teorema 3.1.34, obtemos

lim  arccos(z) = sup{ arccos(z) : x € (=1,1)} =sup (0,7) ==
z—(—1)*

e também

lim arccos(z) = inf{ arccos(x) : z € (—1,1)} = inf (0,7) = 0.

r—1—
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Por usar o Teorema 3.4.8 acima, encontramos o seguinte grafico para a fungao arcocosseno.

E ]
In/2 {arccos(x)

[y

I

Figura 3.9: Grafico da funcao arcocosseno em [—1,1]

Para finalizar esta monografia estabeleceremos uma observacao que garante a existéncia das

fungoes inversas para as fungoes trigonométricas secante, cossecante e cotangente. Em adigao,

acrescentamos os graficos destas mesmas aplicagoes.

Observagao 3.1. Podemos cocluir, através dos Teoremas 3.4.5, 3.4.7, 3.2.1 e relagio (3.10),
que sen : [—m/2,7/2] — [-1,1],cos : [0,7] — [-1,1] e tg : (—7/2,7/2) — R sao fungies
bijetoras. Portanto, as aplicagdes cossec : [—m/2,0) U (0,7/2] — (—o0,—1] U [1,00), sec :
[0,7/2) U (7/2, 7] = (—o00,—1] U [l,00) e cotg : (—7/2,0) U (0,7/2) — (—00,0) U (0,00) sdo

também bijetoras. Portanto € possivel definir suas respectivas inversas.

Usando a observagao acima e o Teorema 3.4.2, concluimos que a fungao secante é crescente

em [0,7/2) U (7/2, 7| e, consequentemente, o grafico desta aplicacdo pode ser respresentado por
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Figura 3.10: Gréfico da funcao secante em [0,7/2) U (7/2, 7

Analogamente, através dos Teoremas 3.4.3 e 3.4.4, juntamente com a observacgao acima,

encontramos os seguintes graficos para as fungoes cossecante e cotangente.

Secix}
- cll:-tanm

Figura 3.11: Grafico da fungao cossecante Figura 3.12: Gréfico da funcao cotan-
em [—7/2,0) U (0,7/2] gente em (—7/2,0) U (0,7/2)
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Por fim, utilizando o Lema 3.3.1, os gréaficos acima e os Teoremas 3.4.2, 3.4.3 e 3.4.4, podemos

construir os graficos das funcoes secante, cossecante e cotangente, definidas em toda a reta.

calx]

Figura 3.13: Grafico da funcao secante

E‘ osEa)

-in -2 - -ni2 o nz iz o

Figura 3.14: Gréfico da funcao cossecante
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IEET]

Figura 3.15: Grafico da funcao cotangente



Capitulo 4

Intervencao no ensino basico: A
pratica para formalizar conceitos e
deducao de férmulas

trigondmetricas.

Nessa secao apresentaremos a experiéncia da aplicacao de trés problemas, que envolvem a
aplicacao do teorema de Pitdgoras e as leis trigonométricas no triangulo retangulo, as aplicagoes
foram ordenadas pelo nivel de dificuldade e nas resolugoes foi usado um instrumento elaborado
pelos alunos, acompanhados do professor, os objetos usados na construcao foram resto de cano
PVC e um transferidor de madeira. O conteido aplicado foi trabalhado em aulas anteriores ao
trabalho desenvolvido e o ptblico-alvo foram os alunos da Escola Nossa Senhora da Conceigao,
escola privada do estado de Sergipe.

Cada situacao foi trabalhada em cinco etapas, a primeira foi a apresentacao de um texto
que fala sob Pitdgoras e os Pitagdricos, a segunda foi a construgdo do instrumento usado na
resolucao dos problemas e a explicagao de como é usado, a terceira, a quarta e a quinta etapas

foram as resolugoes dos problemas apresentados aos alunos.

4.1 Metodologia das Aplicagcoes em Sala de Aula

O trabalho foi realizado com alunos do 2° ano do ensino médio da educacao basica de
uma escola privada, no municipio de Aquidaba, estado de Sergipe. A turma tinha 25 alunos,
ressaltando que a média de presenca dos alunos na aula foi de mais 100% e que a faixa etdrias
desses participantes foram dos 14 aos 16 anos.

O projeto em questao foi aplicado durante as aulas de matematica pelo professor regente
da sala. O trabalho foi um instrumento facilitador no processo de ensino aprendizagem que
auxiliou ao professor aplicar toda a contextualizacao vista em sala de aula, com o uso de meto-

dologias diversificadas, de forma prazerosa ao educando. O desenvolvimento do projeto foi em

109
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um periodo de uma semana, 5 aulas, onde a aplicacao das atividades foi desafiadora, para todos
os participantes do projeto, fazendo com que a interagao entre eles, na resolucao dos problemas,
tivesse uma maior intensidade fazendo com que eles levantassem algumas hipoteses e tentando

chegar a suas respectivas conclusoes.

4.2 Estudo realizado

Inicialmente foi apresentado um texto a respeito de Pitdgoras e dos Pitagdricos, foi solicitado
que um dos alunos fizesse a leitura do texto, em seguida os demais alunos, posicionados em
circulo, expuseram suas opinides a respeito do que foi apresentado, o professor explanou a
respeito das opinides abordadas pelos alunos. No final da aula foi solicitado aos educandos que,

caso tenham em suas residéncias, trouxessem pedacos de cano de PVC e parafusos.

Na aula seguinte, com muita curiosidade, os alunos perguntaram o objetivo dos restos de
materiais solicitados, o professor mostrou um transferidor de madeira e apresentou um projeto,
figura 4.1, para que eles pudessem fazer a construgao, por solicitacao da dire¢do da escola,
o corte dos canos e a construgao dos orificios do mesmo, com o auxilio da furadeira, este foi
realizado pelo professor. Logo apds, os alunos observando o projeto desenhado no quadro,
fizeram a montagem do aparelho. Um dos meninos indagou qual a finalidade do instrumento,
foi exposto pelo orientador que ele serve para medir angulos de onde sao observados a altura de

um determinado objeto e que na aula seguinte seria feita sua utilizacao.

@O REDMINOTE 8 PRO
QO Al QUAD CAMERA

Figura 4.1: Confeccao do instrumento

Foi apresentado a primeira situacao problema, “descobrir a altura da trave do gindsio da
escola, figura 4.2, usando o instrumento construido, uma tabela trigonométrica, impressa pelo
professor, e uma trena métrica de 50m. Foi estipulado 20min para que os alunos encontrassem
uma forma de determinar essa altura, eles com o uso da trena, mediram a altura da trave sem
usar o aparelho, o professor questionou, se fosse a altura do ginasio, como colocaria a trena no
telhado?
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Figura 4.2: Medindo altura da trave

Sem conseguirem calcular altura da trave a primeira atividade foi direcionada, posicionaram
o instrumento a uma determinada distancia da trave, mediram esse comprimento, fizeram a
determinagao do angulo e foi sugerido que eles transcrevessem no caderno, um esbocgo, do que eles
estavam fazendo, perceberam que gerou um tridngulo retangulo, onde ja tinha sido determinado
o cateto adjacente ao angulo de observagao e que tinham que descobrir a altura que é justamente
o cateto oposto ao angulo.

Portanto, chegaram a conclusao que usando a tangente do angulo encontrariam um valor
da altura da trave diferente da medida inicial. Um dos alunos observando os valores, viu que
a diferenca entre essas medidas era justamente o comprimento do ponto centro do transferidor
até o solo. Dai chegaram a conclusao que é s6 acrescentar ao valor determinado, com o uso do
instrumento, o valor de 1m. Posteriormente, foi solicitado que determinasse a altura da cesta
de basquete, usando o mesmo procedimento, da situagao anterior, encontraram o angulo de
observacao, a distancia do instrumento a cesta de basquete, ver (figura 4.2), apds, aplicaram
a tangente e ao resultado obtido adicionaram 1m, apresentado na figura 4.2, resolucao feita
pelo aluno. Foi posicionado uma escada na cesta de basquete e feita a medida dessa altura,
assim foi comprovado que o objeto usado na resolucao dos problemas d4 um valor aproximado

na determinacao das alturas.

Figura 4.3: Altura da cesta de basquete

Na quarta aula foi apresentado as seguintes atividades:
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i) Determinar a altura do gindsio da escola;

ii) Determinar o comprimento do cabo de a¢o que estabiliza as colunas que sustentam a

quadra.

Uma das alunas da sala perguntou se pode usar o instrumento, tendo sim como resposta, foi
utilizado e encontraram a altura do ginasio, figura 4.4, de forma analoga as questoes anteriores.
Na determinagao do comprimento do cabo eles tiveram uma maior dificuldade ao modelarem a
solucao, o orientador do estudo de campo, pediu para que recordassem da solugao de uma questao
trabalhada em sala, onde eles determinavam o comprimento de um cabo conhecendo a altura
de uma torre e o comprimento da distdncia do pé da torre ao suporte inferior do cabo, figura
4.5. Rapidamente um aluno percebeu que o problema pode ser solucionado com a aplicagao
do Teorema de Pitagoras. Desta forma, determinaram o comprimento da distancia do suporte

inferior do cabo ao pé do gindsio e usaram a altura do gindsio, encontrada anteriormente.

Figura 4.4: Altura do gindsio

Veio uma pergunta muito pertinente:

”Podemos encontrar o comprimento do cabo usando o aparelho posicionado no suporte

inferior do cabo? ”

O orientador do experimento explicou que, com o uso do aparelho fica um pouco complicado,
se usar somente o transferidor para medir o angulo de inclinacao e a distancia entre o pé da

coluna e a haste de sustentacao do cabo, mas é s6 aplicar o cosseno do angulo do observador.

Assim foi encerrada a aula.
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Figura 4.5: Distancia do suporte inferior do cabo até a base da coluna

Na ultima aula, o professor fez um breve agradecimento pela participacdo dos alunos no
projeto e solicitou que usassem a aula para elaborar um relatério sobre o que acharam da
aplicacao do instrumento na abordagem de contetidos que ja foram abordados em sala de aula,

imagem 5.6.

Figura 4.6: Relatério de um dos alunos participantes

4.3 Conclusao

No periodo de aplicacao da atividade, foi visto a motivacao dos alunos em transformar
situacoes problemas do cotidiano em problemas quantitativos, o poder que a argumentacao tem
na construcao do pensamento e a forma prazerosa de fazer matematica.

Percebe-se que sutis acoes elaboradas e desenvolvidas em parceria com os discentes, induz o
orientando que a matemaética é uma ferramenta extraordindria para justificar fendmenos naturais

e sociais pertinentes na sociedade.



Consideracoes Finais.

Esse trabalho teve como finalidade apresentar uma abordagem do estudo da trigonometria,
0 assunto é suma importancia pois faz parte do programa do ensino médio, além de ser muito
utilizado no ensino superior, é de elevada importancia para se trabalhar o pensamento cognitivo
do aluno. Foi explorado os angulos e suas classificagoes, as relagoes trigonométricas, o Teorema
de Pitagoras, as leis trigonométricas, as funcoes trigonométricas, os limites e derivadas trigo-
nométricas, correlacionando a histéria aos contetidos estudados. Foram comentamos resultados
que deram suporte na resolucao de outros problemas relacionados a trigonometria.

Foram demonstrados todos os teoremas apresentados do trabalho, foi feita a apresentacao
da histéria da OBMEP e do ENEM, mencionamos a importancia que elas possuem na educacao
matematica e solucionamos suas questoes que necessitam de trigonometria nas suas resolugoes.
Apresentamos situacoes problema que podem ser trabalhadas em sala de aula, com material
reciclado, e que puderam ser trabalhados de forma prazerosa e educativa.

Note que é de tremenda importancia as ideias disponibilizadas nesse trabalho de pesquisa
para estudo de professores da Educacao Bésica, para temas de cursos de formacao docente, para
alunos de graduagao e pés-graduacao, que busquem expandir seu conhecimento.

Finalizamos ressaltando a importancia que a trigonometria tem em modelar situagoes do co-
tidiano, em uma linguagem matematica, fazendo com que o aprender matematica tenha sentido.

E, por conseguinte, melhorarmos os rumos da educagao matematica no Brasil.
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